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Notations et terminologies

Rn : l'ensemble des vecteurs de n composantes réelles.

Rn+ : l'orthant positif de l'espace Rn.

Rn++ : l'orthant strictement positif de l'espace Rn.

Sn : l'ensemble des matrices symétriques d'ordre n.

Sn++ : l'ensemble des matrices symétriques dé�nies positives .

xT : le transposé du vecteur x de Rn.

‖.‖ : la norme 2.

e : le vecteur n−dimensionnel des uns.

x1 : la plus petite composante de vecteur x.

xs = (x1s1, ..xnss)
T (produit de Hadamard).

X = diag(x).

S = diag(s).

x−1 = ( 1
x1
, ..., 1

xn
), (xi 6= 0).

X−1 = diag(x−1).

4x,4s : les directions de Newton.

Sint =
{
x ∈ Rn++ : Ax = b

}
l'ensemble des solutions

strictement réalisables de (P).

Tint =
{

(y, s) ∈ Rm × Rn++ : ATy + s = c
}
l'ensemble des solutions

strictement réalisables de (D).

W =
{

(x, y, s) ∈ Rn++ × Rm × Rn++ : Ax = b, ATy + s = c
}
l'ensemble des

solutions strictement réalisables de (P) et (D).

f(x) et g(x) : fonctions de Rn++ dans Rn++.

f(x)=O(g(x)) = f(x) ≤ C1g(x) pour certains constante positive C1.

f(x) = Θ(g(x)) = C2g(x) ≤ f(x) ≤ C3g(x) pour certains constante positive C2 et C3.

ii



Introduction

La programmation linéaire (PL) constitue l'une des acquisitions plus importantes de

la théorie économique d'après la deuxième guerre mondiale. Elle s'est développée très

rapidement, grâce aux e�orts conjugués des mathématiciens, des chefs d'entreprises, des

chefs militaires, des statisticiens et des économistes. Ceci nous a permet de la considérer

comme l'un des plus beaux succès de la recherche opérationnelle. Un programme linéaire

est un problème qui consiste à optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire

à plusieurs variables soumise à un ensemble de contraintes linéaires. La méthode du sim-

plexe a été considéré comme la meilleure méthodes de résolution jusqu'au années 70,

lorsque Klee et Minty (1972) ont trouvé pour la première fois un exemple qui montrait

que la méthode du simplexe pouvait prendre un nombre d'itérations exponentiel (i.e.,

l'algorithme de la méthode à une complexité exponentielle). A cet égard, la recherche

d'un algorithme polynomial pour la programmation linéaire était lancée. La réponse est

venue de Khachiyan en (1979) lorsqu'il a montré que la méthode des ellipsoïdes (un algo-

rithme de points intérieurs développé au début des années 70 pour la programmation non

linéaire) était de complexité polynomiale, lorsqu'elle est appliquée à la programmation

linéaire, mais cette dernière ne fonctionnait pas bien en pratique. En 1984, Karmarkar

[6] a proposé un algorithme de complexité polynomiale e�cace en pratique, basé sur une

méthode de points intérieurs. On désigne par méthode de points intérieurs (MPIs), toute

procédure de résolution générant une suite de points appartenant à l'intérieur (relatif) du

domaine réalisable (admissible) et convergeant vers la solution optimale du programme

considéré. Den Herty (1994) [7] a classé les méthodes points intérieurs en trois catégories :

les méthodes a�nes, les méthodes de réduction du potentiel et les méthodes de trajec-

toire centrale. Dans ce travail, on s'intéresse plus particulièrement, aux méthodes de type

trajectoire centrale (TC) primale-duale, à cause de ses avantages par rapport aux autres

classes de méthodes de points intérieurs. La plus part de ces méthodes sont basées sur

la fonction barrière logarithmique. En 2001, Peng et autres [8] ont proposé une nouvelle

fonction noyau non logarithmique, telles que cette fonction soit convexe et coercive sur

1



Introduction 2

son domaine réalisable, dans le but d'améliorer la complexité algorithmique de MPIs.

En 2004, Bai et autres on introduit pour la première fois une fonction noyau à terme

barrière trigonométrique. En 2012, El ghami et autres[5] ont évalué la complexité algo-

rithmique de la fonction noyau proposée par Bai et autres. Les travaux se poursuivent à

présent, on trouve ainsi ceux de Peyghami et autres [9, 10] en 2014, qui ont proposé deux

di�érentes fonctions noyaux à termes trigonométrique-logarithmique et trigonométrique-

exponentiel. La même année, Cai et autres [3] ont proposé une autre fonction noyau à

terme barrière trigonométrique-logarithmique pour les méthodes de points intérieurs de

type primal-dual. En 2016, Boua�a et autres [2] ont proposé une fonction noyau géné-

ralisée avec une fonction barrière de type trigonométrique, ils ont prouvé théoriquement

et numériquement que leur complexité algorithmique est la meilleure pour les méthodes

de points intérieurs à grand-pas basées sur les fonctions noyaux à terme trigonométrique.

Pour cette raison, on a choisi de détailler leur article intitulé : � An E�cient Primal-dual

Interior Point Method For Linear Programming Based On A New Kernel Function With

A Trigonometric Barrier Term �.

Ce mémoire est organisé comme suit

Le premier chapitre présente un rappel des notions fondamentales d'usage fréquent pour

la suite, à savoir : l'analyse convexe, la programmation mathématique (PM) et les princi-

paux résultats d'existence et d'unicité d'une solution optimale d'un PM . Une présentation

générale des di�érentes versions de méthodes de TC réalisables appliquées à la program-

mation linéaire (PL) est proposée dans le deuxième chapitre. Dans le troisième chapitre,

on a présenté d'une manière détaillée le papier publié par Boua�a et autres en 2016.



Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur l'analyse convexe, la

programmation mathématique et quelques di�érents modèles d'un programme mathéma-

tique citons par exemple la programmation linéaire (PL), la programmation non linéaire

(PNL) et la programmation quadratique (PQ). On termine ce chapitre par la présenta-

tion de (PL), où on donne les di�érentes formes de (PL) et la notion de dualité en (PL),

ainsi que les principaux résultats d'existence et d'unicité.

1.1 Analyse convexe

1.1.1 Ensembles et fonctions convexes

Dans cette section, on présente un rappel des notions fondamentales de l'analyse

convexe qui serviront d'appuis pour la suit.

Dé�nition 1.1.

1. Un ensemble C de Rn est dit convexe si

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ C.

2. Un ensemble C est un polyèdre convexe s'il s'écrit comme suit

C =
{
x ∈ Rn : ATi x ≤ bi, i = 1,m

}
.

Où Ai est un vecteur non nul de R et bi est un scalaire pour i = 1,m.

3



1.1. Analyse convexe 4

3. Une fonction f est convexe sur un ensemble convexe C si

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

4. Une fonction f est strictement convexe sur un ensemble convexe C si

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1], x 6= y, f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

5. On dit que f est (strictement) concave sur un ensemble convexe si (−f) est (stric-

tement) convexe sur C .

Dé�nition 1.2. Un sous ensemble D est un cône si et seulement si

∀x ∈ D, λ ≥ 0 : λx ∈ D.

Si D est convexe, on dit que D est un cône convexe.

1.1.2 Ensembles et fonctions a�nes

Dé�nition 1.3. Un sous ensemble F de Rn est dite a�ne si

∀x, y ∈ F, ∀λ ∈ R, λx+ (1− λ)y ∈ F.

Dé�nition 1.4. Étant donné S ⊆ Rn, alors il existe une partie a�ne unique F ⊆ Rn

contenant S appelée enveloppe a�ne de S et notée aff(S). Autrement dit aff(S) est la

plus petite partie a�ne de Rn contenant S.

aff(S) = ∩{FS/FS a�ne et S ⊂ FS}.

� Nous avons par dé�nition dim(S) = dim(aff(S)).

� Si S 6= ∅, alors aff(S) 6= ∅ (puisque S ⊆ aff(S)).

� Un sous ensemble S de Rnest a�ne si et seulement si S = aff(S).

Dé�nition 1.5. Une fonction f dé�nie de Rn dans Rm est dit a�ne si

f [λx+ (1− λ)y] = λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ Rn, ∀λ ∈ R.
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1.1.3 Convexité et dérivée

Dé�nition 1.6. Soit f : U ⊂ E → F ⊂ R, avec U un ouvert de E ⊂ Rn et a un point

de U , on dit que f est une fonction di�érentiable en a s'il existe une application linéaire

L ∈ L(E,F ) telle que

lim
x→a

‖f(x)− f(a)− L(x− a)‖F
‖x− a‖E

= 0.

L'application L est alors unique et est appelée di�érentielle de f en a, on la note df(a).

Dé�nition 1.7. � On dit que f est deux fois di�érentiable en a si f est di�érentiable

sur un voisinage de a et si df est elle même di�érentiable en a.

� On dit que f est deux fois di�érentiable sur U si f est deux fois di�érentiable en

tout point de U.

Dé�nition 1.8. Soit f une fonction di�érentiable en tout point de U ⊂ E ⊂ Rn, on peut

considérer l'application

df → L(E,F )

x 7→ df(x).

Si df est continue sur U , on dit que f est continûment di�érentiable sur U , ou encore que

f est de classe C1 sur U.

Dé�nition 1.9. Soit f : Rn → R une fonction continûment di�érentiable, leur gradient

au point x ∈ Rn s'écrit

∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

, ...,
∂f(x)

∂xn

)T
.

Dé�nition 1.10. Soit U un ouvert de Rn et f : U → R une fonction deux fois di�éren-

tiable en a ∈ U dont toutes les dérivées partielles d'ordre deux sont dé�nies en a, alors la

matrice

∇2f(a) =



∂2f(a)

∂x21

∂2f(a)
∂x2∂x1

. . . ∂2f(a)
∂xn∂x1

∂2f(a)
∂x1∂x2

∂2f(a)

∂x22
. . . ∂2f(a)

∂xn∂x2

. . .

. . .

. . .
∂2f(a)
∂x1∂xn

∂2f(a)
∂x2∂xn

. . . ∂2f(a)
∂x2n


est appelée matrice Hessienne de f en a.

Dé�nition 1.11. Soit f : Rn → R une fonction deux fois continûment di�érentiable sur

un domaine convexe C .
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1. On dit que f est une fonction convexe sur C si et seulement si la matrice Hessienne

est semi-dé�nie positive, i.e.,

∀x ∈ C, yT∇2f(x)y ≥ 0, ∀y ∈ Rn.

2. On dit que f est une fonction strictement convexe sur C si et seulement si la

matrice Hessienne est dé�nie positive, i.e.,

∀x ∈ C, yT∇2f(x)y > 0, ∀y ∈ Rn − {0}.

Dé�nition 1.12. Une fonction f est dite coercive sur un ensemble convexe C si

lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞, ∀x ∈ C.

1.1.4 Fonction barrière

Dé�nition 1.13. On appelle fonction barrière toute fonction f qui véri�e

1. f(x) �nie, si x appartient à l'intérieur relatif du domaine réalisable (admissible).

2. f(x) tend vers l'in�ni quand x s'approche de la frontière du domaine réalisable.

Remarque. Dans la programmation mathématique, la fonction barrière classique la plus

utilisée est la fonction barrière logarithmique.

1.2 Programme mathématique

1.2.1 Dé�nitions

Dans cette partie, on donne les outils de base d'un problème d'optimisation. On rap-

pelle certaines dé�nitions élémentaires, les principaux résultats d'existence et d'unicité de

la solution optimale et les conditions d'optimalité.

Problème d'optimisation

� Un problème d'optimisation sans contraintes s'écrit comme suit min f(x) = f(x)

x ∈ Rn.
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Autrement dit  trouver x ∈ Rn telle que

f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ Rn.

� Un problème d'optimisation avec contraintes (ou programme mathématique) s'écrit

sous la forme  min f(x) = f(x)

x ∈ S.

Autrement dit  trouver x ∈ S telle que

f(x) ≤ f(x), ∀x ∈ S.

Où S  Rn désigne l'ensemble des contraintes.

Programmation mathématique

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche dans l'analyse

numérique. Elle traite plusieurs modèles mathématiques et problèmes pratiques impor-

tants. D'une façon générale, un programme mathématique est un problème d'optimisation

avec contraintes de type

(PM)

min (ou max)f(x)

S = {x ∈ Ω ⊆ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, k et hj(x) = 0, j = 1,m, k +m = n}.

Où f, gi et hj sont des fonctions dé�nies de Rn dans R.

� La fonction f est appelée fonction objectif ou économique.

� Un point x de S est appelé solution réalisable de (PM).

� L'ensemble S est appelé l'ensemble des solutions réalisables de (PM) ou l'ensemble

des contraintes ou tout simplement "le domaine réalisable".

Dé�nition 1.14. (Minimum local)

Soit f : S ⊂ Rn → R, on dit que la fonction f admet un minimum local (solution optimale

locale) en x∗ ∈ S si et seulement si

∃B(x∗, ε) = {x ∈ S, ‖x− x∗‖ < ε} : f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ B(x∗, ε).

L'ensemble des minimas locaux de (PM) et noté par : loc min
S
f(x).
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Dé�nition 1.15. (Minimum global)

Soit f : S ⊂ Rn → R, on dit que la fonction f admet un minimum global (solution

optimale globale) en x∗ ∈ S si et seulement si

f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ S.

L'ensemble des minimas globaux de (PM) et noté par arg min
S
f(x).

1.2.2 Classi�cation d'un programme mathématique

On classi�e le problème (PM) à partir de deux propriétés fondamentales à savoir la

convexité et la di�érentiabilité des fonctions du problème. En e�et, (PM) est dit convexe

si les fonctions f et gi sont convexes et les fonctions hj sont a�nes. Si les fonctions f , gi

et hj sont toutes di�érentiables on dit que (PM) est di�érentiable. La classe des (PM)

convexes di�érentiables est le cas le mieux élaboré, les programmes non convexes ou non

di�érentiables sont di�ciles à traiter.

1.2.3 Principaux résultats d'existence et d'unicité

Théorème 1.16. (Weierstrass)

Soit S un compact (fermé et borné) non vide de Rn, si la fonction f est une fonction

continue sur S, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x? ∈ S. Si S
est un ensemble convexe et f est strictement convexe, alors il existe au plus une solution

optimale de (PM).

Corollaire 1.17. Soit S un ensemble non vide et fermé de Rn, f est une fonction continue

et coercive sur S, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x? ∈ S.

Théorème 1.18. Si S est convexe et f est strictement convexe alors, il existe au plus

une solution optimale de (PM).

Remarque. L'unicité d'une éventuelle solution optimale est en souvent une conséquence

de la stricte convexité de la fonction objectif f et de la convexité du domaine réalisable de

(PM).



1.2. Programme mathématique 9

1.2.4 Conditions d'optimalité

Avant de donner les conditions d'optimalité de (PM), on exige que les contraintes

doivent satisfaire certains critères dites "critères de quali�cation".

Quali�cation des contraintes

1. Si S est un polyèdre convexe (i.e., gi et hj a�nes), alors par dé�nition les contraintes

sont quali�ées en tout point réalisable.

2. Si S est convexe (i.e., gi convexes et hj a�nes) et intS 6= ∅, alors les contraintes
sont quali�ées partout. C'est la condition de Slater.

3. Une contrainte d'inégalité gi(x) ≤ 0 est dite saturée (ou active) en x∗ ∈ S si

gi(x
∗) = 0. De ce fait, une contrainte d'égalité hj(x) = 0 est par dé�nition saturée

en tout point x ∈ S. Les contraintes sont quali�ées en x∗ ∈ S si les gradients de

toutes les fonctions contraintes saturées en x∗ sont linéairement indépendants.

Le lagrangien d'un programme mathématique (PM) est dé�ni par

L(x, λ, y) = f(x) +
k∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

yjhj(x), λi, yj ∈ R.

Théorème 1.19. (Karush Kuhn Tucker KKT)

Soit f : Rn → R une fonction di�érentiable sur S, si x? est un minimum local du problème

(PM), alors il existe un vecteur y ∈ Rm et λ ∈ Rn+ tel que
∇f(x?) +

k∑
i=1

λi∇gi(x?) +
m∑
j=1

yj∇hj(x?) = 0, (Condition d'optimalité).

λigi(x
?) = 0, i = 1, ..., k, (Condition de complémentarité).

hj(x
?) = 0, j = 1, ...,m.

Dé�nition 1.20. On dit qu'un problème de programmation mathématique est convexe s'il

consiste à minimiser une fonction convexe (ou maximiser une fonction concave) sur un

domaine convexe.

Ainsi le problème (PM) est un problème de programmation convexe (ou simplement

un programme convexe) si f est convexe, les fonctions gi (i = 1, ..., k) et hj (j = 1, ...,m)

sont convexes et Ω ⊂ Rn est aussi convexe.

Remarque. Si (PM) est convexe, alors les conditions d'optimalité (KKT) sont à la fois

nécessaires et su�santes.
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La propriété fondamentale des programmes convexes apparaît alors dans le résultat

suivant

Théorème 1.21. Pour un programme convexe, tout optimum local est un optimum global.

1.2.5 Quelques programmes mathématiques

Rappelons qu'un programme mathématique est un problème d'optimisation sous contraintes.

Il existe plusieurs types de programme mathématique, parmi les cas les plus étudiés on

trouve

Programme linéaire

Un problème de programmation linéaire est un problème de programmation mathé-

matique convexe dans lequel la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Les

spécialistes du domaine, le considèrent comme étant la technique la plus utilisée dans la

recherche opérationnelle.

Dé�nition 1.22. Un programme linéaire (PL) est un système d'équations ou d'inéqua-

tions appelées "contraintes" qui sont linéaires et à partir de ses contraintes on doit opti-

miser une fonction également linéaire appelée "objectif" (économique) sous la forme

(PL)



opt

(
n∑
j=1

cjxj

)
n∑
j=1

aijxj (≤,=,≥) bi, i = 1, ...,m,

xj ≥ 0.

(PL) s'écrit aussi sous la forme matricielle

(PL)


opt(ctx)

Ax (≤,=,≥) b,

x ≥ 0.

Où (PL) est considéré comme primal.

Tels que

� opt = max ou min .

� ctx =
n∑
j=1

cjxj.
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� c ∈ Rn est le vecteur coût.

� b ∈ Rm est le second membre.

� aij ∈ R,∀i = 1, ...,m, ∀j = 1, ..., n est la matrice des contraintes.

Exemple 1.23.

(PL)



max (5x1 + 10x2)

x1 + x2 ≤ 100,

x1 + x2 ≥ 200,

x1, x2 ≥ 0.

Programme quadratique

La programmation quadratique est connue par ses applications multiples dans plu-

sieurs domaines. Sans perte de généralité, on peut présenter un programme quadratique

sous la forme suivante

(PQ)


min 1

2
xTQx+ cTx

Ax = b,

x ≥ 0,

où Q ∈ Rn×n est une matrice symétrique d'ordre n, c ∈ Rn, b ∈ Rm et A ∈ Rm×n de plein
rang (rg(A) = m < n).

Autrement dit, un programme quadratique est un programme mathématique où sa fonc-

tion objectif est quadratique et ses contraintes sont linéaires.

Remarque. • L'ensemble des contraintes S de (PQ) est un polyèdre convexe et fermé,

la fonction objectif est in�niment di�érentiable.

• (PQ) est convexe si et seulement si f est convexe auquel cas la matrice Q est semi

dé�nie positive.

Exemple 1.24.

(PQ)



max
(
5x1 + 10x2 + 1

2
(x2

1 + 4x1x2 + x2
2)
)

x1 + x2 = 100,

3x1 + x2 = 200,

x1, x2 ≥ 0.
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Où

A =

 1 1

3 1

 et Q =

 1 2

2 1


Programme non linéaire

La programmation non linéaire est la recherche de l'optimum d'une fonction non li-

néaire sur un sous ensemble convexe ou non d'un espace donné. Le problème non linéaire

s'écrit sous la forme

(PNL)



max f(x)

gi(x) ≤ 0, i = 1, ..., n,

hj(x) = 0, j = 1, ...,m,

x ∈ Rn.

Donc, un programme mathématique est dit non linéaire si f est non linéaire et S est un

domaine convexe ou non convexe.

Ainsi la programmation non linéaire se présente comme étant une généralisation de la

programmation quadratique et de la programmation linéaire.

Exemple 1.25.

(PNL)


min(x3

1 + x2)

x3
1x2 ≥ 1,

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Programme semi-dé�nie

La programmation semi-dé�nie (SDP ) est une généralisation de la programmation

linéaire (P ), où les vecteurs sont remplacés par des matrices et l'orthant positif Rn+ par le

conne convexe Sn+.

Le problème primal de la programmation semi-dé�nie sous forme standard, s'écrit comme

suit

(SDP )


min〈C,X〉

tr(Ai) = bi, i = 1, ...,m,

X ∈ Sn+

C et Ai, i = 1, ..., n sont des matrices, 〈C,X〉 = tr(CtX) =
m∑

i,j=1

CijXij et b ∈ Rn.
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Exemple 1.26.

(SDP )


min〈C,X〉
〈Ai, X〉 = bi, i = 1, ..., 4,

X ∈ S3
+.

(1.1)

Où

C =


0 1

2
0

1
2

0 0

0 0 0

 , A1 =


0 −1

2
0

−1
2

0 0

0 0 1

 , A2 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

A3 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , A4 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 et b =


1

0

0

0

 .

Remarque. Si X est une matrice diagonale, le problème (SDP ) se réduit à un problème

de programmation linéaire.

Il existe d'autres modèles de programmation mathématique tel que : Les programmes

convexes où f et gi sont convexes et les hj sont a�nes, Les programmes en nombres

entiers où l'ensemble des variables est un ensemble discret, c'est-à-dire les variables à

valeurs entières.

1.3 Programmation linéaire

1.3.1 Formes usuelles d'un programme linéaire

Les programmes linéaires (PL) se présentent sous trois formes di�érentes sont

Forme standard

Un programme linéaire (PL) est sous forme standard si toutes les contraintes sont des

égalités, c'est-à-dire qu'il s'écrit sous la forme

(PL)


opt(ctx),

Ax = b,

x ≥ 0.
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Forme canonique

Un programme linéaire (PL) est sous forme canonique si toutes les contraintes sont

des inégalités, c'est-à-dire qu'il s'écrit sous la forme

(PL)


opt(cTx)

Ax (≤ ou ≥) b,

x ≥ 0.

Forme mixte

On dit que le problème de programmation linéaire (PL) est sous forme mixte, s'il

n'écrit pas ni sous forme canonique, ni sous forme standard.

Remarque. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme stan-

dard en introduisant des variables supplémentaires positives appelées "variables d'écarts"

ou "variables arti�cielles".

Exemple 1.27.

(PL)



min 5x1 − 3x2

x1 − x2 ≥ 2,

2x1 + 3x2 ≤ 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2 ≥ 0.

En introduisant les variables d'écarts x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 dans la première et la deuxième

contrainte, le problème précédent s'écrit sous forme standard comme suit

(PL)



min 5x1 − 3x2 + 0x3 + 0x4

x1 − x2 − x3 = 2,

2x1 + 3x2 + x4 = 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.
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1.3.2 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit

à un résultat de grande portée théorique et pratique (le théorème de dualité faible et le

théorème de dualité forte). Ainsi, étant donné un problème de programmation linéaire

(PL) appelé primal est noté (P ), on peut toujours lui associer un autre problème appelé

dual (noté (D)). Soit le problème primal

(P )


min(cTx)

Ax = b,

x ≥ 0, c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

Son dual s'écrit sous la forme

(D)


max(bTy)

ATy ≤ c,

y ∈ Rm.

Exemple 1.28. Soit le programme primal sous forme standard

(P )



min(x1 − x2)

x1 − x2 = 0,

x1 + x2 + x3 = 1,

x1, x2, x3 ≥ 0.

Son dual est

(D)



max y2

y1 + y2 ≤ 1,

−y1 + y2 ≤ 1,

y2 ≤ 0.

1.3.3 Relation primal-dual pour la programmation linéaire

Le tableau suivant résume les correspondances entre primal et dual et permet d'écrire

directement le dual d'un programme linéaire quelconque
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Primal min max Dual

Contraintes

≥ bi

≤ bi

= bi

≥ 0

≤ 0

libre

Variables

Variables

≥ 0

≤ 0

libre

≥ cj

≤ cj

= cj

Contraintes

1. Le nombre de variables duales est égal au nombre de contraintes primales, de même

le nombre de contraintes duales est égal au nombre de variables primales.

2. Le dual du problème dual (D) est le problème primal (P ).

3. On peut transformer un problème de maximisation à un problème de minimisation,

il su�t d'écrire max(f) = −min(−f) ( respectivement min(f) = −max(−f)).

Remarque. Dans notre étude, on s'intéresse à la résolution des problèmes de program-

mation linéaire. La résolution complète de (PL) traite dans l'ordre les points suivants

1. L'existence (et éventuellement l'unicité) d'une solution optimale.

2. La caractérisation de la solution (il s'agit des conditions d'optimalité).

3. L'élaboration d'algorithmes pour calculer cette solution.



Chapitre 2

Résolution d'un programme linéaire

(PL)

Dans ce chapitre, on s'intéresse à la résolution des problèmes de programmation linéaire

sous forme standard de type

(P )


min cTx

Ax = b,

x ≥ 0.

Où A est une matrice de Rm×n, b ∈ Rm et c ∈ Rn.
Bien évidement, n'importe quel (PL) se ramène facilement à cette forme.

Le dual de (P ), noté (D) est donné par

(D)


max bTy

ATy + s = c,

s ≥ 0, y ∈ Rm

Posons une fois pour toutes les hypothèses suivantes

(H1) : Sint est non vide,

(H2) : Tint est non vide,

(H3) : A est de plein rang (rg(A) = m < n),

où

Sint =
{
x ∈ Rn+ : Ax = b, x > 0

}
,

Tint =
{

(y, s) ∈ Rm × Rn+ : ATy + s = c,
}
.

Ces hypothèse sont nécessaires pour l'existence des solutions réalisables.

17
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Proposition 2.1. Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) possède au

moins une solution optimale, situé sur la frontière du domaine réalisable.

2.1 Résultats fondamentaux

Théorème 2.2. (dualité faible)

Si x et y sont des solutions réalisables des problèmes (P ) et (D) respectivement, alors

cTx ≥ bTy.

Démonstration. Or x et y sont des solutions réalisables, alors

c ≥ ATy ⇒ cTx ≥ (ATy)Tx = yTAx = yT b = (bTy)T = bTy.

�

Théorème 2.3. (dualité forte)

Si x? et y? sont des solutions réalisables des problèmes (P ) et (D) respectivement telles

que bTy? = cTx? alors x? et y? sont des solutions optimales de (P ) et (D) respectivement.

Démonstration. On veut démontrer que x? et y? sont des solutions optimales des pro-

blèmes (P ) et (D) respectivement, c'est-à-dire, on démontre que

cTx? = min cTx et bTy? = bTy.

Il vient de montrer que cTx ≥ bTy, donc min cTx ≥ max bTy,

en particulier

bTy? = cTx? ≥ min cTx ≥ max bTy ≥ bTy? = cTx?,

et comme bTy? = cTx?, alors 
cTx? ≥ min cTx ≥ cTx?,

et

bTy? ≤ max bTy ≥ bTy?.

D'où le résultat. �

Théorème 2.4. (Théorème de dualité)

• Si l'un des problèmes (P ) et (D) admet une solution optimale �ni, il en est de même

pour l'autre et leur valeurs optimales correspondantes sont égales.

• Si l'un des problèmes à une valeur optimale non borné, l'autre n'a pas de solution

optimale.
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Théorème 2.5. (Théorème des écarts complémentaire)

Soient x̄ et ȳ deux solutions réalisables de (P ) et (D) respectivement, posons s̄ = c−AT ȳ
vecteur des variables d'écarts associé à ȳ, alors x̄ et s̄ sont optimales si et seulement si

x̄is̄i = 0, ∀i = 1, ..., n.

2.2 Méthodes de résolution d'un programme de (PL)

On dispose de deux types de méthodes de résolution d'un programme linéaire, mé-

thode simpliciale à complexité exponentielle et méthodes de points intérieurs qui s'avèrent

actuellement e�caces pour les problèmes de grandes tailles à cause de leur complexité po-

lynomiale.

Les di�érents types de méthodes de point intérieurs sont présentés dans la littérature en

trois classes principales

• Les méthode a�nes.

• Les méthodes projectives.

• Les méthodes de trajectoire centrale (TC).

Principe des méthodes (TC)

L'idée générale de ces méthodes consiste à suivre un chemin particulier (chemin des

centres) constitué d'une suite de points intérieurs en prenant comme direction de dé-

placement celle de Newton et un pas de déplacement convenable choisi d'une façon à

maintenir la stricte faisabilité des nouveaux itérés.

On distingue trois variantes des méthodes de (TC) à s'avoir

• méthode primale.

• méthode duale.

• méthode primale-duale.

2.2.1 Méthode (TC) primale

Reprenons le programme linéaire standard (P )

(P )


min cTx

Ax = b,

x ≥ 0.
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La plus part des méthodes nouvelles de points intérieurs peuvent être vues comme des

variantes des méthodes barrières logarithmique de Frisch (1955).

En e�et, au problème (P ) on associe le problème non linéaire suivant

(Pµ)


min cTx− µ

n∑
i=1

lnxi = fµ(x)

Ax = b,

x > 0.

L'objectif fµ de (Pµ) est appelé fonction barrière logarithmique et µ > 0 désigne le

paramètre barrière.

La résolution de (Pµ) est équivalente à celle de (P ) au sens que si x∗µ est une solution

optimale de (Pµ), alors x∗ = limx∗(µ) (quand µ −→ 0) est une solution optimale de (P ).

Il su�t donc de résoudre (Pµ).

Proposition 2.6. Sous l'hypothèse (H1), on a

Pour tout µ > 0, l'ensemble des solutions optimales de (P ) est non vide et borné.

Démonstration. Les contraintes de (Pµ) sont linéaires et l'objectif fµ est une fonction

strictement convexe puisque f ′′(x) = µX−2 est dé�nie positive donc, si la solution existe

elle est unique, globale et complètement caractérisée par les conditions de KKT, i.e., x

optimale si et seulement si ∃y ∈ Rm tel que
c− µX−1e− ATy = 0,

Ax = b,

x > 0.

(2.1)

Le saut de dualité est dé�nie par

cTx− bTy = µxTX−1e = nµ,

d'où si µ tend vers zéro, cTx et bTy convergent vers la même valeur optimale. Par consé-

quent x et y sont des solutions optimales de (P ) et (D) respectivement (d'après le Théo-

rème ??). �

Description technique

Conformément au principe des méthodes (TC) réalisables, le système non linéaire (2.1)

sera résolu par la méthode de Newton, ceci peut être justi�é par les résultats magni�ques
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obtenus éventuellement en théorie et par les subtilités numériques o�ertes par cette mé-

thode.

Ainsi, on se limite à chercher des solutions approximatives suivant la trajectoire centrale

en formant une suite décroissante
{
µk = (xk)T sk

n

}
convergeant vers zéro.

Plus précisément, il s'agit de résoudre le système F (x, y) = 0 tel que

F (x, y) =

c− µX−1e− ATy

Ax− b


D'où x+ = x + α∆x, y+ = y + ∆y, avec α > 0 est le pas de déplacement introduit de

façon à maintenir x+ > 0 et ∆w = (∆x,∆y) est solution du système linéaire

DF (x, y)∆w = −F (x, y). (2.2)

avec DF (x, y) est la matrice jacobienne de F au point (x, y) donnée par

DF (x, y) =

 µX−2 −AT

A 0


D'après (2.2), on obtient le système µX−2 −AT

A 0

∆x

∆y

 =

− (c− µX−1e− ATy)

0


On change µ (µ̂ = σµ, 0 < σ < 1) et on réitère jusqu'à l'optimalité.

L'algorithme correspondant à cette version peut être écrit comme suit

Algorithme de la méthode (TC) primale

Dans cette partie, on présente l'algorithme prototype de la méthode de (TC) primale.

Début algorithme

• Trouver X0 ∈ Sint, y0 ∈ Rm, µ0 > 0, k = 0;

• Tant que le test d'optimalité n'est pas satisfait (cTx− bTy > ε) faire

1. Résoudre le système linéaire suivant µk(Xk)−2 −AT

A 0

∆xk

∆yk

 =

− (c− µk(Xk)−1e− ATyk)

0

 ;

2. Trouver 0 < α ≤ 1/ xk+1 = xk + α∆xk > 0;

3. yk+1 = yk + ∆yk > 0;
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4. µk+1 = σµk, 0 < σ < 1;

5. k = k + 1;

Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.2 Méthode (TC) duale

Considérons le programme linéaire standard (D)

(D)


max bTy

ATy + s = c,

s ≥ 0,

auquel, on associe le problème barrière suivant

(Dµ)


max bTy − µ

n∑
i=1

ln si

ATy + s = c,

s > 0,

où A ∈ Rm×n, b ∈ Rm et c ∈ Rn.

Proposition 2.7. Sous l'hypothèse (H2), on a

pour tout µ > 0, le problème (Dµ) admet une solution optimale si est seulement si l'en-

semble des solutions optimales de (D) est non vide et borné.

Description technique

En appliquant les mêmes techniques utilisées dans la version primale, on obtient le

système non linéaire suivant 

ATy + s− c = 0,

Ax− b = 0,

µS−1e− x = 0,

s > 0, x > 0.

(2.3)

On le résout par la méthode de Newton à partir d'un point x ∈ Rn++ et (y, s) ∈ Tint.
le nouvel itéré est donné par

x+ = x+ α∆x, y+ = y + ∆y, s+ = s+ α∆s,
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où α > 0 est le pas de déplacement introduit de façon à maintenir la stricte positivité de

x+ et s+ (i.e., x+ = x+ α∆x > 0 et s+ = s+ α∆s > 0).

Algorithme de la méthode (TC) duale

L'algorithmique prototype de cette version s'écrit comme suit

Début d'algorithme

• Choisir x0 ∈ Rn++, µ0 > 0, trouver (y0, s0) ∈ Tint, k = 0;

• Tant que le test d'optimalité n'est pas satisfait faire

1. Résoudre le système linéaire suivant
A 0 0

0 AT I

-I 0 µ(Sk)−2




∆xk

∆yk

∆sk

 =


− Axk + b

0

− µ(Sk)−1e+ xk

 ;

2. Trouver 0 < α ≤ 1/ xk+1 = xk + α∆xk > 0 et sk+1 = sk + α∆sk > 0;

3. xk+1 = x+, sk+1 = s+, yk+1 = yk + α∆yk;

4. µk+1 = σµk, 0 < σ < 1;

5. k = k + 1;

Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.3 Méthode (TC) primale-duale

Les méthodes de trajectoire centrale primale-duale ont été introduites au début des

années 90. Elles ont attiré une grande intention de la plus part des chercheurs dans le

monde entier et elles montrent en général un excellent comportement pratique et théorique

(une complexité polynomiale et une convergence super linéaire).
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Description technique

Les méthodes (TC) primales-duales sont basées sur la résolution du système non li-

néaire suivant 

ATy + s− c = 0,

Ax− b = 0,

XSe− µe = 0,

s > 0, x > 0,

(2.4)

qui peut être obtenu en combinant le système non linéaire primal (2.1) et le système non

linéaire dual (2.3), le système admet une solution unique si et seulement si les hypothèses

(H1) et (H2) sont véri�ées simultanément.

Visiblement, le système (2.4) est plus convenable au traitement numérique que les systèmes

(2.1) et (2.3) (il est moins non linéaire). Donc la version primale-duale est plus intéressante

que les deux autres versions précédentes pour les raisons suivantes

• Les résultats théorique sont plus consistants
• Les algorithmes sont plus performants en pratique.

Maintenant, on va résoudre le système (2.4) par la méthode de Newton, c'est-à-dire pour

chaque µ > 0, on résout le système linéaire suivant

DF (x, y, s)∆w = −F (x, y, s),

où

F (x, y, z) =


ATy + s− c

Ax− b

Xs− µ̂e

 , µ̂ = σµ (0 < σ < 1).

DF (x, y, s) désigne la matrice jacobienne de F au point (x, y, s) et ∆w = (∆x,∆y,∆s)

désigne la direction de Newton.

Par des simples calculs, on arrive à résoudre le système linéaire suivant
S∆x+X∆s = Xs− µ̂e,

A∆x = 0,

AT∆y + ∆s = 0.

dont sa solution est

∆x = [S−1 − S−1XAT (AS−1XAT )AS−1](Xs− µ̂e),

∆y = −[(AS−1XAT )−1AS−1](Xs− µ̂e),
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∆s = −AT∆y.

Le nouvel itéré s'écrit sous la forme

(x+, y+, s+) = (x, y, s) + α(∆x,∆y,∆s),

on réitère jusqu'à l'obtention d'une valeur µ̂ su�samment proche de zéro. Procédure de

positivité

On sait que le nouvel itéré doit être positif, i.e.,

x+ = x+ α∆x > 0, (2.5)

s+ = s+ α∆s > 0, (2.6)

de (2.5), on a

α∆x > −x.

Ce qui est équivalent à

α = α1 =

min( −xi
(∆x)i

), si I0 6= ∅,

+∞, si I0 = ∅,

tel que

I0 =
{
i ; ∆xi < 0, i = 1, n

}
.

De même pour (2.6), on a

α∆s > −s.

Ce qui est équivalent à

α = α2 =

min( −si
(∆s)i

), si I1 6= ∅,

+∞, si I1 = ∅,

tel que

I1 =
{
i ; ∆si < 0, i = 1, n

}
.

Alors, il su�t de prendre le pas de déplacement suivant

α = ρmin(α1, α2), 0 < ρ < 1.

Facteur de centralité

Pour mesurer la qualité d'une solution trouvée, on introduit un facteur dit de "centralité"

dé�ni par le scalaire ‖XSe− µe‖.
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A ce propos, un point est dit voisin de la trajectoire centrale, s'il appartient à l'ensemble

suivant

Scent(σ) = {(x, y, s) ∈ Sint × Tint; ‖XSe− µe‖ ≤ σµ; µ > 0}

Hypothèses : Soient δ et σ deux constantes telles que

0 ≤ σ <
1

2
et 0 < δ <

√
n, (2.7)

σ2δ2

2(1− σ)
≤ σ(1− δ√

n
). (2.8)

Ces hypothèses permettent en particulier, de maintenir x > 0 et s > 0 au cours des itérés

tout en gardant la solution trouvée toujours voisine de la trajectoire.

Algorithme de la méthode (TC) primale-duale

Dans cette partie, on présente l'algorithme de la méthode (TC) primale-duale, puis

on donne quelques résultats qui servent pour l'étude de la convergence et la complexité

arithmitique pour cette version.

Début d'algorithme

Données soient ε > 0 un paramètre de précision, σ et δ deux constantes satisfaisant (2.7)

et (2.8),

Initialisation (x0, y0, s0) ∈ Scent(σ) où µ0 = (x0)T s0

n
(di�culté majeure), k=0 ;

Tant que (xk)T sk ≥ ε faire

1. Prendre µk+1 = µk(1− δ√
n
);

2. calculer
∆x = [(Sk)−1 − (Sk)−1XkAT (A(Sk)−1XkAT )AS−1](XkSke− µk+1e);

∆y = −[(A(Sk)−1XkAT )−1A(Sk)−1](XkSke− µk+1e),

∆s = −AT∆yk;

3. Prendre α = ρmin(αk1, α
k
2), 0 < ρ < 1;

4. Poser

xk+1 = xk + αk∆xk;

yk+1 = yk + αk∆yk;

yk+1 = yk + αk∆yk;

k=k+1 ;



2.2. Méthodes de résolution d'un programme de (PL) 27

Fin de tant que

Fin d'algorithme.

Résultats de convergence

Théorème 2.8. (Théorème de convergence)

Soient σ et δ deux constantes véri�ant les conditions (2.7) et (2.8), µ̂ > 0 dé�ni par

µ̂ = µ(1 − δ√
n
) où µ = (xT s)

n
. Supposons que (x, y, s) ∈ Scent(σ) et soit w+ = (x+, y+, s+)

donnée par w+ = w + α∆w, alors nous avons

1. ‖X+s+ − µ̂e‖ ≤ σµ̂.

2. w+ ∈ W.

3. g(w+) = xT+s+ = nµ̂.

Corollaire 2.9. La suite de point wk engendrée par l'algorithme satisfait

1. ‖XkSke− µke‖ ≤ σµk.

2. wk ∈ W, k = 1, ..., n.

3. g(wk) = (xk)T sk = nµk, k = 1, ..., n.

Où µk = µ0(1− δ√
n
).

Proposition 2.10. (Complexité arithmétique)

Le nombre total d'itérations e�ectuées par l'algorithme ne dépasse pas la valeur

k =

√
n

δ
ln(nε−1µ0).

Corollaire 2.11. Si le paramètre de pénalité initial µ0 satisfait µ0 = 2O(L) alors l'algo-

rithme résout les problèmes (P ) et (D) dans O(
√
nL) itérations et O(n3.5L) opérations

arithmétiques.

L est une constante liée à la taille du problème (P ) dé�nie par

L =

la plus grande valeur absolue du déterminant
d′une sous matrice de A

+ 1


+[log(1 + max

i
|ci|)] + [log(1 + max

i
|bi|)] + [log(m+ n)].



Chapitre 3

Méthode de trajectoire centrale via les

fonctions noyaux

Dans ce chapitre, on va étudier la méthode de trajectoire centrale primale-duale basée

sur la notion des fonctions noyaux. A cet e�et, on a choisi de détailler l'article de M.

Boua�a, D. Benterki et A. Yassine, intitulé : "An E�cient Primal-Dual Interior Point

Method For Linear Programing Problems Based On A New Kernel Function With A Tri-

gonometric Barrier Term", dont les auteurs ont introduit une fonction noyau à terme

barrière de type trigonométrique, pour trouver une nouvelle classe de directions dans le

but d'obtenir un nouveau résultat de complexité.

Rappelons que le problème de la programmation linéaire, considéré comme primal est

dé�ni par

(P )


min〈c, x〉

Ax = b,

x ≥ 0,

où A ∈ Rm×n, rg(A) = m, b ∈ Rm et 〈c, x〉 = cTx =
n∑
i=1

cixi, c ∈ Rn.

Le problème dual associé à (P ) est dé�ni par

(D)


max〈b, y〉

ATy + s = c,

s ≥ 0, y ∈ Rm.

28
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3.1 Méthode (TC) primale-duale basée sur les fonctions

noyaux

Rappelons que les méthodes de trajectoires centrales primales-duales reposent sur les

principes suivants

• On associe au problème primal (P ) le problème perturbé (Pµ).

• On applique les conditions KKT sur ce dernier, on obtient le système non linéaire

suivant 

ATy + s− c = 0,

Ax− b = 0,

XSe− µe = 0,

s > 0, x > 0,

(3.1)

où on suppose que les ensembles Sint et Tint sont non vide cette condition est appelée aussi

condition de point intérieur (CPI), sous cette condition (CPI) le système (3.1) admet

une solution unique (x(µ), y(µ), s(µ)) pour chaque µ > 0.

• On résout le système (3.1) par la méthode Newton, cette dernière consiste à trouver la

direction ∆w = (∆x,∆y,∆s), en résolvant le système linéaire suivant
A∆x = 0,

AT∆y + ∆s = 0,

s∆x+ x∆s = µe− xs.

(3.2)

L'itéré de Newton s'écrit comme suit

x+ = x+ α∆x, s+ = s+ α∆s, y+ = y + α∆y, (3.3)

où α est un paramètre positif (α > 0) introduit d'une façon à maintenir la stricte faisabilité

des nouveaux itérés x+ et s+.

3.1.1 Introduction de la notion des fonctions noyaux.

Pour faciliter l'étude de ces méthodes, on aura besoin de dé�nir le vecteur υ comme

suit

υ =

√
xs

µ
, xs = (x1s1, x2s2, ..., xnsn), (3.4)
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où υ est appelé "le vecteur mis à l'échel" (en anglais scaling vector).

En utilisant (3.4), le système (3.1) peut réécrire comme suit
Ādx = 0,

ĀT∆y + ds = 0

dx + ds = υ−1 − υ.

(3.5)

Où

Ā =
1

µ
AV −1X, V = diag(υ), X = diag(x),

et

dx =
υ∆x

x
, ds =

υ∆s

s
, (3.6)

dx et ds sont appelées "les directions de Newton mise à l'échelle "(en anglais scaling

directions).

Notons que le côté droit de la troisième équation de (3.5) est égal au gradient négatif de

la fonction barrière logarithmique Φ(υ), i.e.,

dx + ds = −OΦ(υ),

dans ce cas, (3.5) devient 
Ādx = 0,

ĀT∆y + ds = 0,

dx + ds = −OΦ(υ).

(3.7)

Où la fonction barrière Φ(υ) est dé�nie de Rn++ dans Rn+ par

Φ(υ) = Φ(x, s;µ) =
n∑
i=1

Ψc(υi), (3.8)

telle que Ψc est appelée la fonction noyau classique de la fonction barrière logarithmique

Φ(υ), dé�nie par

Ψc(t) =
t2 − 1

2
− log t. (3.9)

Remarque. Si (dx,∆y, ds) est une solution du système (3.7), alors dx et dy sont ortho-

gonaux.

Tout au long de ce chapitre, nous utilisons Φ(υ) la fonction de proximité pour mesurer

la distance entre l'itéré et le µ-centre de la trajectoire centrale pour µ > 0 donné. Nous

dé�nissons également la mesure de proximité basée sur la norme, δ(υ) : Rn++ −→ R+

comme suit

δ(υ) =
1

2
‖OΦ(υ)‖ =

1

2
‖dx + ds‖. (3.10)
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3.1.2 Algorithme prototype de la méthode (TC) primale-duale

Début algorithme

Données

Φ La fonction de proximité ;

τ > 1, un paramètre de tolérance ;

ε > 0, un paramètre de précision ;

0 < θ < 1, un paramètre barrière ;

Initialisation :

x = e; s := e;µ = 1; υ = e;

Tant que nµ ≥ ε faire

µ := (1− θ)µ;

Tant que Φ(x, y, s) > τ faire

� Résoudre le système (3.7), et utiliser (3.6) pour déterminer (∆x,∆y,∆s);

� Calculer le pas de déplacement α;

� Poser : x := x+ α∆x; y := y + α∆y; s := s+ α∆s;

υ =
√

xs
µ

;

Fin tant que

Fin tant que

Fin algorithme.

3.2 Nouvelle fonction noyau

Dans ce qui suit, au lieu d'utiliser la fonction noyau classique Ψc, on utilise la fonction

noyau proposée par Boua�a et autres [2] comme suit

Ψ(t) =
t2 − 1

2
+

4

πp
[tanp h(t)− 1], h(t) =

π

2t+ 2
, p ≥ 2. (3.11)

3.2.1 Propriétés de la nouvelle fonction noyau

Dans cette section, nous étudions certaines propriétés de la nouvelle fonction noyau

à terme barrière trigonométrique, qui sont essentielles pour l'analyse de la complexité

algorithmique. Avant d'étudier les propriétés de cette nouvelle fonction noyau, nous allons

besoin de donner la dé�nition d'une fonction noyau.
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Dé�nition 3.1. Soit Ψ(t) : R++ −→ R+, une fonction deux fois continûment di�éren-

tiable. Alors Ψ est dite fonction noyau, si elle véri�e les conditions suivantes

1. Ψ ′(1) = Ψ(1) = 0,

2. Ψ ′′(t) > 0,

3. lim
t→0+

Ψ(t) = lim
t→+∞

Ψ(t) = +∞.

Les deux premières conditions montrent que Ψ est strictement convexe et minimale en

1 avec Ψ(1) = 0 et implique que Ψ(t) s'écrit comme suit

Ψ(t) =

∫ t

1

(∫ x

1

Ψ ′′(y)dy

)
dx. (3.12)

La condition (3) indique que Ψ est une fonction barrière.

Maintenant, nous donnons les trois premières dérivées de cette nouvelle fonction noyau

Ψ ′(t) = t+
4

π
sec2 h(t)

(
tanp−1 h(t)

)
h′(t), (3.13)

Ψ ′′(t) = 1 +
4

π
sec2 h(t)


(p− 1) tanp−2 h(t)+

(p+ 1) tanp h(t)

 (h′(t))2+

[tanp−1 h(t)]h′′(t)]

 , (3.14)

Ψ ′′′(t) =
4

π
sec2 h(t)




(p− 1)(p− 2) tanp−3 h(t)+

2p2 tanp−1 h(t)+

(p+ 1)(p+ 2) tanp+1 h(t)

 (h′(t))3+

3(p− 1) tanp−2 h(t)+

3(p+ 1) tanp h(t)

h′′(t)h′(t)+
[tanp−1 h(t)]h′′′(t)


, (3.15)

avec

h′(t) =
−π

2(t+ 1)2
;h′′(t) =

π

(t+ 1)3
;h′′′(t) =

−3π

(t+ 1)4
, (3.16)

et

sech(t) =
1

cosh(t)
.

3.2.2 Quelques fonctions noyaux et leur complexité

Dans le tableau suivant, on donne les di�érentes fonctions noyaux connues dans la

littérature [1, 2] et la complexité de leur algorithme pour les méthodes de point intérieur

à petit- et à grand-pas.
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Fonction noyau Complexité algorithmique Complexité algorithmique

Ψi(t) Petit-pas Grand-pas

1 1
2
(t2 − 1)− log t O(

√
n log n

ε
) O(n log n

ε
)

2 t2−1
2

+ t1−q−1
q(q−1)

− q−1
q(q−1)

(t− 1), q > 1 O(q
√
n log n

ε
) O(qn

q+1
2q log n

ε
)

3 t2−1
2

+ (e−1)2

e
1
e−1
− e−1

e
O(
√
n log n

ε
) O(n

3
4 log n

ε
)

4 1
2
(t− 1

t
)2 O(

√
n log n

ε
) O(n

2
4 log n

ε
)

5 t2−1
2

+ e
1
t−1 − 1 O(

√
n log n

ε
) O(

√
n(log n)2 log n

ε
)

6 t2−1
2
−

t∫
1

e
1
ξ dξ O(

√
n log n

ε
) O(

√
n log2 n log n

ε
)

7 t2−1
2

+ t1−q−1
(q−1)

, q > 1 O(q2
√
n log n

ε
) O(qn

q+1
2q log n

ε
)

8 t− 1 + t1−q−1
q−1

, q > 1 O(q2
√
n log n

ε
) O(qn log2 n log n

ε
)

9 t1+p−1
p+1

− log t, p ∈ [0, 1] O(
√
n log n

ε
) O(n log n

ε
)

10 t1+p−1
p+1

+ t1−q−1
q−1

, p ∈ [0, 1], q > 1 O(
√
n log n

ε
) O(qn

p+q
q(1+p) log n

ε
)

11 t2 − 1 + t1−q−1
q−1

− log t, p > 1, q > 1 O(
√
n log n

ε
) O(qn

q+1
2q log n

ε
)

12 (m+ 1)t2 − (m+ 2)t+ 1
tm
,m > 4 O(q2

√
n log n

ε
) O(m

2m+1
2m log n

ε
)

13 t2 − 2t+ 1
sin( πt

1+t
)
, t > 0 O(

√
n log n

ε
) O(n

3
4 log n

ε
)

14 t2−1
2

+ 4
πp

[tanp h(t)− 1], t > 0 O(p2
√
n log n

ε
) O(pn

p+2
2(p+1) log n

ε
)

Table 3.1 � La complexité à petit- et à grand-pas

Lemme 3.2. Soit Ψ(t) une fonction deux fois di�érentiable, alors les propriétés suivantes

sont équivalentes

1. Ψ(
√
t1t2) ≤ Ψ(t1) + Ψ(t2)

2
, pour tout t1, t2 > 0.

2. tΨ ′′(t) + Ψ ′(t) ≥ 0, t > 0.

3. Ψ(eε) est convexe.

Lemme 3.3. Pour h(t) dé�nie dans (3.11) et p ≥ 2, nous avons les propriétés suivantes

0 < h(t) <
π

2
, t > 0. (3.17)

tanh(t) > 0, t > 0. (3.18)

tanh(t)− 2

(p+ 1)πt
> 0, t > 0. (3.19)

Démonstration. Pour (3.17), tant que h(t) est une fonction décroissante dans l'intervalle

]0,+∞[ et lim
t→0+

h(t) = π
2
, lim
t→+∞

h(t) = 0. Alors, on a

0 < h(t) <
π

2
, t > 0.
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(3.18) est une conséquence immédiate de (3.17).

Pour prouver (3.19), on dé�nit la fonction g comme suit

g(t) = tanh(t)− 2

(p+ 1)πt
,

la première dérivée de g est donnée par

g′(t) =
h′(t)

cos2 h(t)
+

2

(p+ 1)πt
=

(p+ 1)πt2h′(t) + 2 cos2 h(t)

(p+ 1)πt2 cos2 h(t)
.

On sait que sin
(
π
2
− h(t)

)
= cosh(t) et sin

(
π
2
− h(t)

)
≤
(
π
2
− h(t)

)
et par l'utilisation de

(3.17), il s'en suit que

g′(t) =
(p+ 1)πt2h′(t) + 2 cos2(π

2
)

(p+ 1)πt2 cos2 h(t)

=
(p+ 1)πt2h′(t) + 2 sin2(π

2
− h(t))

(p+ 1)πt2 cos2 h(t)

≤
(p+ 1)πt2h′(t) + 2(π

2
− h(t))2

(p+ 1)πt2 cos2 h(t)

=

−(p+1)π2t2

2(t+1)2
+ 2

(
π2

4
− 2π

2
π

2t+2
+ π2

4(t+1)2

)
(p+ 1)πt2 cos2 h(t)

=
−2pπ

(p+ 1) cos2 h(t)(2t+ 2)2
< 0

Donc, g est une fonction décroissante dans l'intervalle ]0,+∞[ et comme lim
t→+∞

g(t) = 0,

on arrive à (3.19).

Ce qui complète la preuve. �

Le lemme suivant sert à prouver l'e�cacité de notre nouvelle fonction noyau (3.11).

Lemme 3.4. Soit Ψ(t) la fonction noyau dé�nie dans (3.11). Alors, pour tout t > 0, on

a

Ψ ′′(t) > 1. (3.20)

Ψ ′′′(t) < 0. (3.21)

tΨ ′′(t)− Ψ ′(t) > 0. (3.22)

tΨ ′′(t) + Ψ ′(t) > 0. (3.23)

Démonstration. Pour (3.20), en utilisant (3.16) et (3.18) ce qui implique que tous les

termes de l'expression (3.14) sont positifs, ce qui donne (3.20).

Pour prouver (3.21), en utilisant (3.15), (3.16) et (3.18) on obtient, pour tout t >
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0, Ψ ′′′(t) < 0.

Pour (3.22), nous utilisons (3.13) et (3.14), nous avons pour tout t > 0,

tΨ ′′(t)− Ψ ′(t) =
4

π
sec2 h(t)

(h′(t))2[(p− 1) tanp−2 h(t) + (p+ 1) tanp h(t)]t+

h′′(t)(tanp−1 h(t))t+ (tanp−1 h(t))(−h′(t))


de (3.16) tous les termes de la dernière égalité sont positifs, ce qui prouve (3.22).

Pour la dernière inégalité (3.23), en utilisant à nouveau (3.13) et (3.14), on trouve,

tΨ ′′(t) + Ψ ′(t) = 2t+
4

π
sec2 h(t)


(h′(t))2

[
(p− 1) tanp−2 h(t)

]
t+

(
tanp−1 h(t)

) ((p+ 1)(h′(t))2 tanh(t)
)
t+

h′′(t)t+ h′(t)




avec
(

(p+ 1) (h′(t))
2

tanh(t)
)
t+

h′′(t)t+ h′(t)

 =
4π

(2t+ 2)4

 2t2+

π(p+ 1)t

(
tanh(t)− 2

(p+ 1)πt

)
 ,

d'après (3.19), on a le côté droit de l'égalité au dessus est positif ce qui prouve (3.23).

Ce qui complète la preuve de ce Lemme. �

Lemme 3.5. Soit Ψ(t) la fonction noyau dé�nie dans (3.11), si Ψ(t) véri�e les propriétés

(3.20) et (3.22), alors

Ψ ′′(t)Ψ ′(βt)− βΨ ′(t)Ψ ′′(βt) > 0, ∀t > 1,∀β > 1.

Lemme 3.6. Pour Ψ(t), la fonction noyau dé�nie dans (3.11), nous avons

1

2
(t− 1)2 ≤ Ψ(t) ≤ 1

2
[Ψ ′(t)]

2
, t > 0. (3.24)

Ψ(t) ≤
(

1 +
π

8
p
)

(t− 1)2, t > 1. (3.25)

Démonstration. Pour (3.24), en utilisant (3.20) dans (3.12), on obtient

Ψ(t) =

∫ t

1

∫ x

1

Ψ ′′(y)dydx ≥
∫ t

1

∫ x

1

dydx

=

∫ t

1

(x− 1)dx

=
1

2

[
(x− 1)2

]t
1

=
1

2
(t− 1)2,
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d'où le côté gauche de l'inégalité (3.24). De même pour le côté droit de cette inégalité, on

trouve

Ψ(t) =

∫ t

1

∫ x

1

Ψ ′′(y)dydx ≤
∫ t

1

∫ x

1

Ψ ′′(y)Ψ ′′(x)dydx

=

∫ t

1

Ψ ′′(x)[Ψ ′(y)]x1dx

=

∫ t

1

Ψ ′′(x)Ψ ′(x)dx

=
1

2
[Ψ ′(t)]2.

Pour (3.25), on utilise le développement de Taylor en t = 1 avec Ψ(1) = Ψ ′(1) = 0,

Ψ ′′(1) =
(
2 + π

4
p
)
et Ψ ′′′(t) < 0, on trouve

Ψ(t) = Ψ(1) + Ψ ′(1)(t− 1) +
Ψ ′′(1)

2
(t− 1)2 +

Ψ ′′′(ξ)

6
(t− 1)3, 1 ≤ ξ ≤ t

=
Ψ ′′(1)

2
(t− 1)2 +

Ψ ′′′(t)

6
(ξ − 1)3, 1 ≤ ξ ≤ t

≤
(
2 + π

4
p
)

(t− 1)2

2

=
(

1 +
π

8
p
)

(t− 1)2.

�

Lemme 3.7. Soient σ : [0,+∞[ → [1,+∞[ la fonction inverse de la fonction Ψ(t) pour

t ≥ 1 et ρ : [0,+∞[ → ]0, 1] la fonction inverse de la fonction −1
2
Ψ ′(t) pour t ∈ ]0, 1],

alors on a

1 +

√
8

8 + πp
s ≤ σ(s) ≤ 1 +

√
2s, s ≥ 0, (3.26)

tanh(t) ≤ (4z + 2)
1
p+1 , z ≥ 0. (3.27)

Démonstration. Pour (3.26), soit s = Ψ(t), t ≥ 1, i.e., σ(s) = t, t ≥ 1.

D'après (3.24), on a Ψ(t) ≥ 1
2
(t− 1)2,

ce qui implique

2s ≥ (t− 1)2, t ≥ 1,

alors, pour tout t ≥ 1, on a

t− 1 = |t− 1| ≤
√

2s,

d'où, d'une part

σ(s) = t ≤ 1 +
√

2s, t ≥ 1.
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D'autre part et d'après (3.25), on a

s = Ψ(t) ≤
(

1 +
π

8
p
)

(t− 1)2, t > 1,

ce qui donne
8s

(8 + πp)
≤ (t− 1)2,

ce qui implique

t− 1 = |t− 1| ≥
√

8s

8 + πp
,

d'où

t = σ(s) ≥ 1 +

√
8s

8 + πp
.

Pour (3.27), soit z = −1
2
Ψ ′(t), t ∈ ]0, 1] qui est équivalent à

2z = −Ψ ′(t), t ∈ ]0, 1] .

De (3.13), on trouve

2z = −
(
t+

4

π

[
1 + tan2 h(t)

] [
tanp−1 h(t)

]
h′(t)

)
.

Ce qui implique

(1 + tan2 h(t)) tanp−1 h(t) =
−π(2z + t)

4h′(t)
≤ 2(2z + 1), ∀ t ∈ ]0, 1] ,

et comme

tanp+1 h(t) ≤ (1 + tan2 h(t)) tanp−1 h(t),

on trouve

tanp+1 h(t) ≤ 2(2z + 1).

D'où

tanh(t) ≤ (4z + 2)
1
p+1 , z ≥ 0.

Ce qui achève la preuve. �

Lemme 3.8. Supposons que Ψ(t1) = Ψ(t2) avec t1 ≤ 1 ≤ t2 et β ≥ 1, alors

Ψ(βt1) ≤ Ψ(βt2).

L'égalité est véri�ée si et seulement si β = 1 ou t1 = t2 = 1.

Le Lemme suivant est un Lemme très important, qui est valide pour toute fonction

noyau véri�e les conditions (3.20) et (3.21).
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Lemme 3.9. [1] Soit σ : [0,+∞[→ [1,+∞[ la fonction inverse de la fonction Ψ(t), t ≥ 1,

alors on a

Φ(βυ) ≤ nΨ

(
βσ

(
Φ(v)

n

))
, υ ∈ R++, β ≥ 1.

Démonstration. Pour β > 1, nous considérons le problème de maximisation suivant

Max {Φ(βυ) : Φ(υ) = z, ∀z > 0}.

Les conditions d'optimalité du premier ordre (ou le lagrangien) donne

Φ(βυ) + y(z − Φ(υ)) = 0, (1)

où y > 0 est le multiplicateur de Lagrange. En dérivant (1) par raport à υ, on obtient

βΦ′(βυ)− yΦ′(υ) = 0,

ou de manière équivalente

β
n∑
i=1

Ψ ′(βυi)− y
n∑
i=1

Ψ ′(υi) = 0⇐⇒
n∑
i=1

βΨ ′(βυi)−
n∑
i=1

yΨ ′(υi) = 0,

ce qui est équivalent à

βΨ ′(βυi) = yΨ ′(υi),∀i = 1, ..., n. (2)

Comme Ψ ′(1) = 0 et Ψ ′(β) > 0, ∀β > 1, alors Ψ ′(υi) > 0

Donc υi 6= 1, pour υi véri�e les contraintes du problème (2), i.e., Φ(υi) = zi, ∀i = 1, n,

avec zi donné, on distingue deux types de valeurs de υi

υi =

υ
+
i , si υi > 1,

υ−i , si υi < 1,

donc

υ−i < 1 < υ+
i .

D'après le Lemme 3.8, on a

Ψ(βυ−i ) ≤ Ψ(βυ+
i ),

donc, on prend

υi = υ+
i > 1, ∀i = 1, ..., n.

Puisque nous avons un problème de maximisation, l'équation (2) donne

βΨ ′(βυi) > 0 et yΨ ′(υi) > 0, y > 0.
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Maintenant, on dé�nit la fonction g comme suit

g(t) =
Ψ ′(t)

Ψ ′(βt)
, t ≥ 1,

d'après l'équation (2), on déduit que

g(υi) =
β

y
, ∀i = 1, ..., n.

Donc g est une fonction constante.

On dérive g on obtient

g′(t) =
Ψ ′′(t)Ψ ′(βt)− βΨ ′(t)Ψ ′′(βt)

(Ψ ′(βt))2
, ∀β > 1, ∀t > 1.

D'après le Lemme 3.5, on trouve que g′(t) > 0. Donc, g est une fonction strictement

croissante, d'où tous les υi sont égaux.

Posons υi = t, ∀i = 1, ..., n, de l'égalité Φ(υ) = z, on déduit que

n∑
i=1

Ψ(t) = nΨ(t) = z ⇐⇒ Ψ(t) =
z

n
.

Comme σ est la fonction inverse de la fonction Ψ, alors t = σ
(
z
n

)
. D'où

Φ(βυ) ≤Max Φ(βυ) = Φ(βt) = nΨ(βt) = nΨ
(
βσ
( z
n

))
= nΨ

(
βσ

(
Φ(υ)

n

))
.

Donc

Φ(βυ) ≤ nΨ(βσ(
Φ(υ)

n
)),∀β > 1.

Le cas β = 1, est évident puisque

Φ(υ)

n
= Ψ

(
σ

(
Φ(υ)

n

))
.

Ce qui implique

Φ(υ) = nΨ

(
σ

(
Φ(υ)

n

))
.

�

Le théorème suivant, nous a permet d'obtenir l'estimation de Φ après une µ mise à

jour.

Théorème 3.10. Soit 0 ≤ θ < 1, v+ = v√
1−θ , si Φ(v) ≤ τ , alors on a

Φ(v+) ≤ θn+ 2τ + 2
√

2τn

2(1− θ)
.
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Démonstration. On a σ : [0,+∞[ → [1,+∞[ la fonction inverse de Ψ(t), t ≥ 1, donc

σ(Φ(v)
n

) ≥ 1 et comme 0 ≤ θ ≤ 1, on trouve 1√
1−θ ≥ 1.

Ce qui implique
σ(Φ(v)

n
)

√
1− θ

≥ 1,

pour t ≥ 1, on a

Ψ(t) ≤ t2 − 1

2
. (∗)

Par l'utilisation du Lemme 3.9 avec β = 1√
1−θ , on obtient

Φ(υ+) ≤ nΨ

(
1√

1− θ
σ

(
Φ(υ)

n

))
,

ce qui donne, d'après (∗)

Φ(υ+) ≤ n

2

((
1√

1− θ
σ

(
Φ(υ)

n

))2

− 1

)

=
n

2

(
1

1− θ

(
σ

(
Φ(υ)

n

))2

− 1

)

=
n

2

(
1

(1− θ)

(
σ

(
Φ(υ)

n

))2

− 1

)

=
n

2(1− θ)

(
σ

(
Φ(υ)

n

)2

− (1− θ)

)
,

de (3.26), on a

Φ(υ+) ≤ n

2(1− θ)

(1 +

√
2
Φ(υ)

n

)2

− (1− θ)


=

n

2(1− θ)

(
θ + 2

Φ(υ)

n
+ 2

√
2
Φ(υ)

n

)
,

comme Φ(υ) ≤ τ , on obtient

Φ(υ+) ≤
n

2(1− θ)

[(
θ + 2

τ

n
+ 2

√
2
τ

n

)]
=
θn+ 2τ + 2

√
2τn

2(1− θ)
.

Ce qui termine la démonstration. �

Notons par

(Φ)0 :=
θn+ 2τ + 2

√
2τn

2(1− θ)
. (3.28)

Donc, (Φ)0 devient une borne supérieure de Φ(υ+) durant le processus de l'algorithme.
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3.2.3 Analyse de la complexité

Calcul du pas de déplacement

Dans cette partie, nous calculons le pas de déplacement par défaut α et nous prouvons

le décroissement de la fonction barrière. Après une itération, nous avons

x+ = x+ α∆x ; y+ = y + α∆y ; s+ = s+ α∆s.

Utilisons (3.4), nous avons

x+ = x

(
e+ α

∆x

x

)
= x

(
e+ α

dx
υ

)
=
x

v
(v + αdx),

s+ = s

(
e+ α

∆s

s

)
= s

(
e+ α

ds
υ

)
=
s

v
(v + αds),

d'où

v+ =

√
x+s+

µ
=
√

(v + αdx)(v + αds).

Pour tout α > 0, on dé�nit la fonction f comme suit

f(α) = Φ(υ+)− Φ(υ). (3.29)

Donc, f(α) est la di�érence de proximité entre le nouvel et le courant itéré, pour µ �xe.

Par (1) du Lemme 3.2, nous avons

Φ(υ+) = Φ
(√

(υ + αdx)(υ + αds)
)
≤ 1

2
(Φ(υ + αdx) + Φ(υ + αds)) ,

et par conséquent f(α) ≤ f1(α), telle que

f1(α) =
1

2
(Φ(υ + αdx) + Φ(υ + αds))− Φ(υ), (3.30)

pour α = 0, on a

f(0) = Φ(
√
v2)− Φ(υ) = Φ(v)− Φ(v) = 0,

et

f1(0) =
1

2
(Φ(v) + Φ(v))− Φ(v) = 0,

d'où

f(0) = f1(0) = 0,
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De (3.8), on a

f1(α) =
1

2

n∑
i=1

(Ψ(υi + αdxi) + Ψ(υi + αdsi))−
n∑
i=1

Ψ(υi).

Prenant les deux premières dérivées de f1(α) par rapport à α, nous obtenons

f ′1(α) =
1

2

n∑
i=1

(Ψ ′(υi + αdxi)dxi + Ψ ′(υi + αdsi)dsi) ,

et

f ′′1 (α) =
1

2

n∑
i=1

(
Ψ ′′(vi + αdxi)d

2
xi

+ Ψ ′′(υi + αdsi)d
2
si

)
,

où dxi et dsi désigne la i
ème composante de vecteurs dx et ds, respectivement.

Pou α = 0, on trouve

f ′1(0) =
1

2

n∑
i=1

Ψ ′(υi)dxi + Ψ ′(υi))dsi

=
1

2

n∑
i=1

Ψ ′(υi) (dxi + dsi) .

En la dernière équation de (3.7) et (3.8), on obtient

f ′1(0) =
1

2
∇Φ(υ)T (dx + ds)

= −1

2
∇Φ(υ)T∇Φ(υ),

de (3.10), on a

f ′1(0) = −2δ(v)2.

Lemme 3.11. Soit δ(υ) dé�nie par (3.10), alors

δ(υ) ≥
√

1

2
Φ(υ). (3.31)

Démonstration. En utilisant (3.24), nous avons

Φ(υ) =
n∑
i=1

Ψ(υi) ≤
n∑
i=1

1

2
(Ψ ′(υi))

2 =
1

2
‖∇Φ(υ)‖2 = 2δ(υ)2,

ce qui donne

δ(υ) ≥
√

1

2
Φ(υ).

Pour Φ(υ) ≥ 1, on trouve δ(υ) ≥
√

1

2
. �
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Remarque. Tout au long de ce chapitre, nous supposons que τ > 1. En utilisant le

Lemme 3.11 et la supposition de Φ(υ) ≥ τ, nous avons à partir des Lemmes 4.1− 4.4 de

[1] les Lemmes 3.12− 3.15 suivants

Lemme 3.12. Soient f1(α) et δ(υ) dé�nie dans (3.30) et (3.10), respectivement. Alors

f ′′1 (α) ≤ 2δ2Ψ ′′(υ1 − 2αδ),

où δ(υ) := δ.

Démonstration. De la dernière égalité de (3.7) et par dé�nition de δ, on a ‖dx+ds‖ = 2δ,

d'où

‖dx + ds‖2 = ‖dx‖2 + ‖ds‖2 + 2‖dxds‖ = (2δ)2.

Puisque dx et ds sont orthogonaux, nous avons ‖dx‖ ≤ 2δ et ‖ds‖ ≤ 2δ, i.e.,

‖dx‖ =

(
n∑
i=1

d2
xi

) 1
2

≤ 2δ.

‖ds‖ =

(
n∑
i=1

d2
si

) 1
2

≤ 2δ.

Donc

−2δ ≤ |dxi | ≤ 2δ et− 2δ ≤ |dsi| ≤ 2δ, 1 ≤ i ≤ n.

Alors

−2αδ ≤ α|dsi | et − 2αδ ≤ α|dsi |, 1 ≤ i ≤ n.

On obtient

vi + αdxi ≥ υ1 + αdxi ≥ υ1 − 2αδ

et

vi + αdxi ≥ υ1 − αdsi ≥ υ1 − 2αδ, 1 ≤ i ≤ n.

De (3.21), Ψ ′′ est strictement décroissante, donc la substitution de ces inégalités à f ′′1 ,

nous donne

f ′′1 (α) =
1

2

n∑
i=1

(Ψ ′′(υi + αdxi)d
2
xi

+ Ψ ′′(υi + αdsi)d
2
si

)

≤ 1

2

n∑
i=1

(Ψ ′′(υ1 − 2αδ)d2
xi

+ Ψ ′′(υ1 − 2αδ)d2
si

)

=
1

2
Ψ ′′(υ1 − 2αδ)

n∑
i=1

(d2
xi

+ d2
si

)

=
1

2
Ψ ′′(υ1 − 2αδ)‖dx + ds‖2 = 2δ2Ψ ′′(υ1 − 2αδ).

Ce qui complète la preuve. �
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Lemme 3.13. Si le pas de déplacement α véri�e l'inégalité suivante

Ψ ′(v1)− Ψ ′(v1 − 2αδ) ≤ 2δ, (3.32)

alors

f ′1(α) ≤ 0.

Démonstration. On a

f ′1(α) = f ′1(0) +

∫ α

0

f ′′1 (ξ)dξ,

comme f ′1(0) =−2δ2 et d'après le Lemme 3.12, nous avons

f ′1(α) = f ′1(0) +

∫ α

0

f ′′1 (ξ)dξ

≤ −2δ2 + 2δ2

∫ α

0

Ψ ′′(υ1 − 2ξδ)dξ

= −2δ2 + δ(−Ψ ′(υ1 − 2αδ) + Ψ ′(υ1))

≤ 0.

Ce qui termine la preuve. �

Lemme 3.14. Soit ρ : [0,+∞[ −→ ]0, 1] la fonction inverse de la fonction
[
−1

2
Ψ ′(t)

]
,

pour t ∈ ]0, 1] , alors la valeur maximale du pas de déplacement α qui véri�e l'inégalité

(3.32) est donnée par

α =
ρ(δ)− ρ(2δ)

2δ
,

Lemme 3.15. Soient ρ et ᾱ le pas de déplacement dé�ni dans le Lemme 3.14, alors

ᾱ ≥ 1

Ψ ′′(ρ(2δ))
.

Démonstration. Par dé�nition de ρ, on a

δ = −1

2
Ψ ′(ρ(δ)),

qui est équivalent à

2δ = −Ψ ′(ρ(δ)).

On dérive par rapport à δ, on trouve

−Ψ ′′(ρ(δ))ρ′(δ) = 2,

ce qui implique

ρ′(δ) = − 2

Ψ ′′(ρ(δ))
< 0.
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Donc, ρ est une fonction strictement décroissante dans [0,+∞[ .

D'après le Lemme 3.14, on a

ᾱ =
1

2δ

∫ δ

2δ

ρ′(ξ)dξ

= −1

δ

∫ δ

2δ

dξ

Ψ ′′(ρ(δ))
.

Comme ρ et Ψ ′′ sont des fonctions décroissantes, alors

Ψ ′′(ρ(δ)) = min
ξ∈[δ,2δ]

Ψ ′′(ρ(ξ)).

On sait que Ψ ′′(ρ(δ)) > 0 et Ψ ′′ est décroissante, donc le maximum est atteint lorsque ρ

est minimale, i.e.,

Ψ ′′(ρ(2δ)) = max
ξ∈[δ,2δ]

Ψ ′′(ρ(ξ)),

d'où

ᾱ ≥ 1

δ

1

Ψ ′′(ρ(2δ))

∫ 2δ

δ

dξ =
1

Ψ ′′(ρ(2δ))
.

�

Lemme 3.16. Soient ρ et α dé�nies dans le Lemme 3.15. Si Φ(υ) ≥ τ ≥ 1, alors nous

avons

α ≥ 1

(9 + 4pπ)(8δ + 2)
p+2
p+1

.

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.15, pour ρ(2δ) = t, t ∈]0, 1], nous avons

h′(t)2 ≤ (
π

2
)2; h′′(t) ≤ π.

D'après (3.27), pour z = 2δ, nous avons

tan2 h(ρ(2δ)) ≤ (8δ + 2)
2
p+1 , tanp−2 h(ρ(2δ)) ≤ (8δ + 2)

p−2
p+1 ,

et

tanp−1 h(ρ(2δ)) ≤ (8δ + 2)
p−1
p+1 , tanp h(ρ(2δ)) ≤ (8δ + 2)

p
p+1 .

Pour tout t ∈]0, 1], on a π
4
≤ h(t) < π

2
,

Ce qui implique

1 <
1

sin2 h(t)
≤ 2.
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En remplaçant par ces inégalités, on trouve

Ψ ′′(t) = 1 +
4

π
sec2 h(t)


(p− 1) tanp−2 h(t)+

(p+ 1) tanp h(t)

 (h′(t))2+

[tanp−1 h(t)]h′′(t)]


≤ 1 + tanp

[
4

π
sec2 h(t)

[
2p(

−π
2(t+ 1)2

)2 +
π

(t+ 1)3

]]
≤
[
1 +

4

π
(2)
(

2p(
π

2
)2 + π

)]
(8δ + 2)

p+2
p+1 .

Ce qui donne

α ≥ 1[
1 + 4

π
(2)
(
2p(π

2
)2 + π

)]
(8δ + 2)

p+2
p+1

=
1

(9 + 4πp)(8δ + 2)
p+2
p+1

.

�

Notons par

α̃ :=
1

(9 + 4πp)(8δ + 2)
p+2
p+1

. (3.33)

Donc, α̃ est la borne inférieure du pas de déplacement par défaut et on a

α̃ ≤ α.

Lemme 3.17. On suppose que g est une fonction convexe et deux fois di�érentiable avec

g(0) = 0, g′(0) < 0,

et g atteint son minimum global à t∗ > 0 et g′′ est croissante pour tout t, alors pour tout

t ∈ [0, t∗], on a

g(t) ≤ tg′(0)

2
.

Lemme 3.18. [1] Si la valeur du pas de déplacement α satisfait α ≤ α, alors

f(α) ≤ −αδ2.

Démonstration. Soit g une fonction dé�nie par

g(α) = −2αδ2 + αδΨ ′(υ1)− 1

2
Ψ(υ1) +

1

2
Ψ(υ1 − 2αδ),

alors

g(0) = 0 = f1(0).
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Par dérivation par rapport à α, on trouve

g′(α) = −2δ2 + δΨ ′(υ1)− δΨ ′(υ1 − 2αδ).

D'après (3.32), on a

g′(α) ≤ −2δ2 + 2δ2 = 0.

Pour α = 0, on trouve

g′(0) = −2δ2 = f ′1(0).

La dérivée seconde de g(α), est donnée par

g′′(α) = 2δ2Ψ ′′(υ1 − 2αδ).

D'après le Lemme 3.12

g′′(α) ≥ f ′′1 (α),

et par conséquent f
′
1(α) ≤ g′(α)

f1(α) ≤ g(α).

Alors, si α ≤ α, on a

g′(α) = g′(0) +

∫ α

0

g′′(ξ)dξ

= −2δ2 + 2δ2

∫ α

0

Ψ ′′(υ1 − 2ξδ)dξ

= −2δ2 − δ
∫ α

0

Ψ ′′(υ1 − 2ξδ)d(υ1 − 2ξδ)

= −2δ2 + δ(−Ψ ′(υ1 − 2αδ) + Ψ ′(υ1)).

De (3.29) et (3.30), on a g est une fonction convexe et deux fois di�érentiable alors d'après

le Lemme 3.17, on a

f(α) ≤ f1(α) ≤ g(α) ≤ αg′(0)

2
= −αδ2.

D'où

f(α) ≤ −αδ2.

Ce qui termine la preuve. �

Lemme 3.19. Soient Φ(υ) ≥ 1 et α̃ dé�ni dans (3.33), alors on a

f(α̃) ≤ −
√

2

288(13p+ 9)
[Φ(v)]

p
2(p+1) . (3.34)



3.2. Nouvelle fonction noyau 48

Démonstration. En utilisant le Lemme 3.18 avec α = α̃ et de (3.33), nous avons

f(α̃) ≤ −α̃δ2

=
−δ2

(9 + 4πp)(8δ + 2)
p+2
p+1

≤ −δ2

(9 + 4πp)(8δ + 2(2δ))
p+2
p+1

=
−δ2δ

−(p+2)
p+1

(9 + 4pπ)12
p+2
p+1

,

ainsi
p+ 2

p+ 1
= 1 +

1

p+ 1
≤ 2,∀p ≥ 2.

Donc

f(α̃) ≤ −δ
p
p+1

144(13p+ 9)
,

d'après (3.31), nous avons

f(α̃) ≤ −
√

2

288(13p+ 9)
[Φ(υ)]

p
2(p+1) .

Ce qu'il fallait démontrer. �

Nombre total d'itérations

Nous avons besoin de compter combien d'itération interne nécessaire pour retourner

à la situation Φ(υ) ≤ τ après une µ mise à jour. On dé�nie la valeur de Φ(υ) après la

première mise à jour de µ par (Φ)0 et on note par (Φ)k, k = 1, K, la suite des valeurs dans

la même itération externe où K désigne le nombre total d'itérations internes dans une

itération externe. Par la diminuation de f(α̃) pour k = 0, k − 1, on a

(Φk+1(υ)) ≤ (Φk(υ))−
√

2

288(13p+ 9)
[Φk]

p
2(p+1) .

Lemme 3.20. Soit t0, t1, ...tk, une suite des nombres positifs, avec

tk+1 ≤ tk − βt1−γk , k = 0, k − 1, β > 0, 0 ≤ γ ≤ 1,

alors

k ≤ tγ0
βγ
.
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Si on prend tk = (Φ(υ))k, γ = 1 − p
2(p+1)

= p+2
2(p+1)

et β =
√

2
288(13p+9)

. Le nombre total

d'itérations internes est borné par

k ≤

(
288(13p+ 9)(p+ 1)

√
2

(p+ 2)

)
(Φ)

p+2
2(p+1)

0

En multipliant le nombre d'itérations externes par le nombre d'itérations internes, nous

obtenons une borne supérieure pour le nombre total d'itérations.

Donc, le nombre total d'itérations pour avoir une solution approchée avec nµ < ε est

majoré par (
288(13p+ 9)(p+ 1)

√
2

(p+ 2)

)
(Φ)

p+2
2(p+1)

0

log n
ε

θ
. (3.35)

Pour les méthodes à grand-pas avec τ = O(n) et θ = Θ(1), on a

O
(
pn

p+2
2(p+1)

log n
ε

)
itérations.

Dans le cas d'une méthode à petit-pas, on a τ = O(1) et θ = Θ
(

1√
n

)
. Le remplacement

de ces valeurs dans (3.35), nous donne la meilleure limite possible. Une meilleure borne

est obtenue comme suit

D'après (3.25), on a

Ψ(t) ≤ (1 +
π

8
p)(t− 1)2, t > 1.

Ce qui donne

Φ(υ+) ≤ nΨ

(
1√

1− θ
σ

(
Φ(υ)

n

))

≤ n(1 +
π

8
p)

σ
(
Φ(υ)
n

)
√

1− θ
− 1

2

=
n(1 + π

8
p)

(1− θ)

(
σ

(
Φ(υ)

n

)
−
√

1− θ
)2

.

De σ(s) ≤ 1 +
√

2s, on trouve

Φ(υ+) ≤
n(1 + π

8
p)

1− θ

(
1 +

√
2Φ(υ)

n
−
√

1− θ

)2

.

Et comme Φ(υ) ≤ τ, on trouve

Φ(υ+) ≤
n(1 + π

8
p)

(1− θ)

(
θ +

√
2
τ

n

)2

=
n(1 + π

8
p)

(1− θ)

(
θ
√
n+
√

2τ
)2

= (Φ)0.
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Nous avons également utilisé

1−
√

1− θ =
θ

1 +
√

1− θ
≤ θ.

En utilisant la borne supérieure (Φ)0, nous obtenons un majorant de nombre total d'ité-

rations suivant (
288(13p+ 9)(p+ 1)

√
2

(p+ 2)

)
(Φ)

p+2
2(p+1)

0

log n
ε

θ
.

Pour (Φ)0 = O(p) la complexité algorithmique devient

O
(
p2
√
n log

n

ε

)
itér ations.



Conclusion

Dans ce travail, on a résout le problème de programmation linéaire, noté (P ) par une

méthode de point intérieur (MPI) de type trajectoire centrale (TC), puis on a introduit la

notion des fonctions noyaux, où on a présenté une nouvelle fonction noyau à terme barrière

trigonométrique (3.11). Cette dernière est proposée par Boua�a et autres [2] pour trouver

une classe de direction dans le but d'améliorer la complexité algorithmique des méthodes

de (MPI) de type (TC) primal-dual pour les deux versions à grand- et à petit-pas. Les

résultats obtenues par les auteurs sont des contributions importantes pour la complexité

algorithmique du problème étudié (P ).
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