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Introduction

Les équations de Navier-Stokes décrivant l’écoulement d’un fluide visqueux compres-

sible ou incompressible tel que l’eau, l’air, le pétrole en régime stationnaire ou in-stationnaire,

ont fait et font encore l’objet d’un grand nombre de travaux de recherche. La variation

d’un des paramètres associés à ces équations (domaines sur lequel sont posées les équa-

tions, conditions aux limites, nature des données, formulation variationnelle des équations,

dépendance par rapport au temps, choix de la méthode d’approximation,...) fournit un

nouveau problème et un nouveau sujet de recherche.

Ces équations permettent souvent par une résolution approchée de proposer une modéli-

sation des courants océaniques et des mouvement des masses d’air de l’atmosphère pour

les météorologistes, la simulation numérique des ponts sous l’action du vent pour les ar-

chitectes et ingénieurs, mais aussi l’écoulement trivial de l’eau dans un tuyau et nombreux

autres phénomènes d’écoulement de divers fluides.

Ici, nous optons pour les méthodes spectrales comme méthode d’approximation pour

ces équations. Ces méthodes ont été introduites pour la première fois par D. Gottlieb et

S. A.Orszag [21] [26] et développées, ensuite, par plusieurs auteurs, on cite entre autre

C. Bernardi et Y. Maday [11] [13] [14]. Ces méthodes permettent d’obtenir des approxi-

mations d’équations aux dérivées partielles avec une bonne précision et une convergence

rapide. Leur principale caractéristique est que les solutions discrètes sont cherchées dans

des espaces de polynômes de haut degré. Les intégrales sont évaluées au moyen de for-

mules de quadrature appropriées. Ces méthodes sont également très avantageuses, non

seulement pour la simplicité des bases qu’elles fournissent et qui sont obtenues en dimen-

sion quelconque d’espace par une tensorisation de la base en dimension 1, mais aussi et

surtout pour la nature de la convergence des solutions discrètes obtenues vers les solutions

continues correspondantes. En ce sens, la précision de ces méthodes n’est limitée que par

la régularité de la fonction à approcher. Ajoutons à ça, leur implémentation relativement

simple et leur coût raisonnable qui ont fait d’elle des méthodes aussi attractives que com-
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Introduction 5

pétitives. Les domaines où ces méthodes sont posées, se multiplient et se généralisent.

Grâce aux produits de tensorisation sur les polynômes, la géométrie de base est soit un

carré en dimension 2 soit un cube en dimension 3, et il est bien connu que la méthode

s’adapte parfaitement à ce genre de domaines. Nous pouvons trouver des extensions sur

des trapèzes, cylindres ou même des cônes, par conséquent, le champ d’applications des

méthodes spectrales ne se limite plus aux géométries simples, mais s’étend aux situations

complexes (voir [27]). Beaucoup de problèmes ont été résolus par cette méthode et l’effi-

cacité de la méthode a été montré aussi bien sur un domaine unique que sur un union de

sous-domaine.

L’objectif de ce mémoire est de détailler quelques parties de l’article [9], en particulier

la partie concernant la discrétisation spectrale du problème continu ainsi que l’estimation

d’erreur à priori. Ce mémoire est structuré de la façon suivante :

Dans le premier chapitre de ce travail, on donne les principales propriétés des espaces

de Sobolev [1], des polynômes de Legendre, ensuite on donne les principales estimation

d’erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale de aux nœuds de la formule de

quadrature de Gauss-Lobatto en normes des espaces de Sobolev usuels sur Λd [11] [14].

Dans le deuxième chapitre, nous considérons les équations de Navier-Stokes dans un

domaine borné bi ou tri-dimensionnel munies de conditions aux limites non usuelles por-

tant sur la composante normale de la vitesse et les composantes tangentielles du tourbillon.

Nous proposons une formulation variationnelle de ce problème comportant trois inconnus

indépendantes : la vitesse, la pression et le tourbillon. Cette formulation a été proposé

dans [18] et [27] pour le problème de Stokes (voir aussi [19], [2] et [3]). En s’appuyant

sur cette formulation, nous présentons les principaux outils fonctionnels qui permettent

de déduire que les équations admettent une solution sans restriction sur la régularité du

domaine en dimension 2 et faible limitation en dimension 3. Notons cependant que ce

résultat d’existence n’est établi que sur certaine conditions sur la viscosité et la donnée f

en dimension 3. Vu la non linéarité du problème on a recours pour cela au théorème de

Brouwer.

L’objet du troisième chapitre est la discrétisation spectrale du problème de Navier-

Stokes. Pour discrétiser le problème, on utilise la méthode de Galerkin avec intégration

numérique, c’est-à-dire on remplace l’espace continu par un espace de dimension finie, et

les intégrales exactes par une formule de quadrature. Nous utilisons ensuite le théorème de

Brezzi-Rapaz-Raviart [16] pour prouver que le problème est bien posé et qu’il admet une

solution localement unique. De plus, nous établissons des majorations quasi-optimales de

l’erreur pour les trois inconnus en dimension 2 tout en combinant les résultats dans [16]
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et [8].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle tout d’abord les définitions et propriétés fondamentales

des espaces de Sobolev et des espaces des polynômes qui constituent le cadre de l’analyse

numérique des méthodes spectrales. Ensuite, pour pouvoir majorer la distance de fonctions

de régularité donnée à un espace de polynôme, pour les normes de Sobolev, on définit une

base de polynômes orthogonaux ainsi que les formules de quadrature qui sont employées

pour évaluer les intégrales intervenant dans la formulation variationnelle. A la fin, on

établit des majorations de l’erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale.

1.1 Espaces de Sobolev

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques.

Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de

références suivants : Adams [1], Dautray et Lions [17], Grisvard [22], Lions et Magenes

[23] et Nečas [24].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de l’espace dans

lequel on se place. Le symbole ∂ suivi d’un nom d’ouvert, désigne sa frontère. Deux

définitions sont nécessaires pour caractériser la géométrie des ouverts que l’on considère.

Définition 1.1.1. En dimension d ≥ 2, un ouvert borné Ω de Rd est dit lipschitzien ou

à frontière lipschitzienne si pour tout point x de ∂Ω, il existe un système de coordonnées

orthogonales (y1, ..., yd), un hypercube Ux =
d∏
i=1

]− ai, ai[ et une application lipschitzienne
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1.1. Espaces de Sobolev 8

Φx de
d−1∏
i=1

]− ai, ai[ dans ]− ad
2
, ad

2
[ tels que :

Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd > Φx(y1, ..., yd−1)},

∂Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd = Φx(y1, ..., yd−1)}.

Cette propriété signifie que la frontière coïncide localement avec le graphe d’une fonc-

tion lipschitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire.

Tout ouvert borné convexe de Rd est également à frontière lipschitzienne (voir Grisvard

[22, Corollaire 1.2.2.3]).

Dans la suite, on note Ω un ouvert borné lipschitzien de Rd. On note x le point géné-

rique de Ω, et (x1, ..., xd) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue

dans Rd, que l’on écrit soit dx soit dx1, ..., dxd.

On rappelle que D(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support

compact dans Ω, et que D(Ω) désigne l’espaces des restrictions à Ω des fonctions indéfini-

ment différentiables à support compact dans Rd. Le dual D′(Ω) de D(Ω) est l’espace des

distributions sur Ω. On introduit également C0(Ω) l’espaces des fonctions continues sur

Ω. On note maintenant L2(Ω) l’espace des fonctions v mesurables telles que∫
Ω

v2(x) dx < +∞.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)0,Ω =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

On note ‖ · ‖0,Ω la norme

‖v‖0,Ω =
(∫

Ω

v2(x) dx
) 1

2
.

On sait que l’espace L2(Ω) contient les deux espaces D(Ω) et D(Ω) comme sous-espaces

denses, et que l’espace L2(Ω) est contenu dans l’espace D′(Ω). Le produit de dualité

entre les espaces D(Ω) et D′(Ω) étant alors une extension du produit scalaire dans L2(Ω).

La théorie des distributions (voir Schwartz [28]) permet de définir, pour les fonctions

de L2(Ω), des dérivées d’ordre quelconque à valeurs dans D′(Ω) : pour tout d−uplet
α = (α1, ..., αd) de Nd, |α| représente la longueur α1 + ... + αd et on note ∂α la dérivée

partielle d’ordre total |α| et d’ordre αj par rapport à la j−ième variable, 1 ≤ j ≤ d.

On utilisera également la notation ∂
x1
, ..., ∂

xd
pour désigner les dérivées partielles d’ordre

1 par rapport aux différentes variables x1, ..., xd, et le symbole ∇ pour le vecteur à d
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composantes formé par ces dérivées. Lorsque d est égal à 1, on écrira plus simplement
dk

dζk
la dérivée d’ordre k, où k est un entier positif, et on désignera aussi par les symboles

′,′′,..., les premières dérivées.

Définition 1.1.2. Pour tout entier m ≥ 0, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) de la

façon suivante :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m},

muni de la norme

‖v‖m,Ω =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αv)2(x) dx
) 1

2
. (1.1)

Il est facile de vérifier que l’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire associé à la norme (1.1) :

(u, v)1,Ω =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αu)(x)(∂αv)(x) dx
)
.

Une autre propriété fondamentale est rappelée dans le lemme suivant (la démonstration

se trouve dans le livre d’Adams [1, Théorème 3.16]) :

Lemme 1.1.3. Pour tout entier positif m, l’espace D(Ω) est dense dans Hm(Ω).

Ce résultat conduit à la définition suivante :

Définition 1.1.4. Soit m un entier positif. On note Hm
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D(Ω)

dans l’espace Hm(Ω).

L’espace Hm
0 (Ω) est donc un sous-espace fermé de Hm(Ω). On rappelle maintenant

un résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [1,

Théorème 6.28]).

Lemme 1.1.5 (Inégalité de Poincaré-Friedrichs). Il existe une constante positive C

ne dépendant que de la géométrie de Ω telle que toute fonction v de H1
0 (Ω) vérifie

‖v‖0,Ω ≤ C
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v
∂xj

)2
(x) dx

) 1
2
. (1.2)

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :
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Corollaire 1.1.6. La semi norme

|v|1,Ω =
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v
∂xj

)2
(x) dx

) 1
2 (1.3)

est une norme sur l’espace H1
0 (Ω), équivalente à la norme ‖ · ‖1,Ω.

Définition 1.1.7. Soit m un entier positif. On note H−m(Ω) le dual de Hm
0 (Ω) et on le

munit de la norme duale :

‖f‖−m,Ω = sup
v∈Hm

0 (Ω)

< f, v >

| v |m,Ω
, (1.4)

où < ·, · > désigne le produit de dualité entre Hm
0 (Ω) et son dual.

Il est possible de caractériser le dual topologique de l’espace H−1(Ω) de la façon

suivante :

Proposition 1.1.1. L’espace H−1(Ω) est caractérisé par

H−1(Ω) =
{
f ∈ D′(Ω), f = v0 +

d∑
i=1

∂vi
∂xi

avec v0, v1, ...vd ∈ L2(Ω)
}
.

Autrement dit, toute forme linéaire continue sur H1
0 (Ω), notée L ∈ H−1(Ω), s’écrit pour

tout φ ∈ H1
0 (Ω),

L(φ) =

∫
Ω

(
v0φ−

d∑
i=1

vi
∂φ

∂xi

)
dx,

avec v0, v1, ..., vd ∈ L2(Ω).

Grâce à l’espace H−1(Ω) on peut définir une nouvelle notion de dérivation pour les

fonctions de L2(Ω).

Lemme 1.1.8. Soit v ∈ L2(Ω). Pour 1 ≤ i ≤ d, on peut définir une forme linéaire

continue ∂v
∂xi

dans H−1(Ω) par la formule

<
∂v

∂xi
, φ >= −

∫
Ω

v
∂φ

∂xi
dx, ∀φ ∈ H1

0 (Ω). (1.5)

1.1.1 Injection de Sobolev

On donne ici une version simple d’injection de Sobolev qui permet de comparer, au

sens de l’inclusion, les espaces de Sobolev aux espaces des fonctions continues habituels.

Théorème 1.1.9. Soit m un entier positif. L’espace Hm(Ω) est inclus, avec injection

continue dans l’espace des fonctions continues sur Ω si et seulement si

2m > d. (1.6)
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1.1.2 Opérateur de traces

La caractérisation des espaces Hm
0 (Ω) s’effectue au moyen du théorème de traces, que

l’on trouve démontré dans Grisvard [22]. On rappelle que l’ouvert Ω étant lipschitzien, il

existe en presque tout point de la frontière ∂Ω, un vecteur unitaire normal à ∂Ω et dirigé

vers l’extérieur de Ω, que l’on note n. Si les composantes de n s’écrivent (n1, ..., nd), on

désigne par ∂
∂n l’opérateur de dérivée normale n1

∂
∂x1

+ ...+ nd
∂
∂xd

.

Théorème 1.1.10. L’application γ0 : u ∈ D(Ω) 7→ γ0(u) = u|∂Ω ∈ L2(∂Ω) se prolonge de

manière unique, et de façon continue à l’espace de Sobolev H1(Ω). On appelle l’opérateur

γ0 ainsi obtenu : l’application de traces.

l’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur L2(∂Ω). L’image de γ0 est un espace de Sobolev

fractionnaire appelé H
1
2 (∂Ω) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

‖v‖
H

1
2 (∂Ω)

= inf
u∈H1(Ω),γ0u=v

‖u‖H1(Ω).

Proposition 1.1.2 (Formule de Green).

Soit Ω un ouvert borné de classe C1 dans RN , et ∂Ω sa frontière. Alors, pour tout u ∈
H2(Ω), v ∈ H1(Ω), on a∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = −
∫
Ω

∇u(x) ∇v(x) dx+

∫
∂Ω

∂u
∂n

(x)γ0v(x) dσ (1.7)

Proposition 1.1.3 (Formule de Stokes).

Soit Ω un ouvert lipschitzien de Rd. L’application γn qui à u ∈ (C∞(Ω))d associe (u,n)|∂Ω

se prolonge en une application linéaire continue de H(div,Ω) dans H−
1
2 (∂Ω) et on a la

formule de Stokes suivante :

∀u ∈ H(div,Ω),∀w ∈ H1(Ω),

∫
Ω

u · ∇w dx +

∫
Ω

w · divu dx = 〈γnu, γ0w〉H− 1
2 ,H

1
2
,

où, γ0 est l’opérateur de trace de H1(Ω) dans H
1
2 (∂Ω).

1.2 Théorème de Banach-Nečas-Babuška

Le théorème suivant joue un rôle fondamental dans la théorie des méthodes mixtes, il

est du à Nečas en 1962 [25], ensuite popularisé par Babuška en 1972 [6] dans le contexte des

méthodes des éléments finis. Ce théorème peut être considéré comme une reformulation

de deux résultats fondamentaux de Banach : le théorème du graphe fermé et le théorème
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de l’application ouverte. Certains auteurs appellent ce théorème "une généralisation du

théorème de Lax-Milgram", ce n’est pas notre vocabulaire préféré, car Lax-Milgram est

réservé pour les espaces de Hilbert par contre le théorème de Banach-Nečas-Babuška

est dans un cadre plus général qui est les espaces de Banach. En plus dans le cadre

hilbertien, le théorème BNB donne une condition nécessaire et suffisante pour que le

problème soit bien posé, tandis que le théorème de Lax-Milgram ne donne qu’une condition

suffisante.

Théorème 1.2.1 (Banach-Nečas-Babuška). Soient V et W deux espaces de Hilbert,

a une forme bilinéaire continue sur V × W . Alors, les propositions suivantes sont équi-

valentes :

(1) Pour toute forme linéaire continue L sur W , il existe un unique u ∈ V tel que

a(u,w) = L(w), ∀w ∈ W (1.8)

(2) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

∃α > 0, inf
v∈V

(
sup
w∈W

a(v, w)

‖v‖V ‖w‖W

)
≥ α, (1.9)

(∀v ∈ V, a(v, w) = 0)⇒ w = 0. (1.10)

Dans le cas où ces deux propositions sont vérifiées, l’unique solution u de (1.8) vérifie en

sus

‖u‖V =
‖L‖′W
α

. (1.11)

Démonstration. Voir [25] et [6] �

1.3 Espaces discrets

On définit les espaces de polynômes, tout d’abord en dimension d = 1, puis dans des

domaines de dimension d ≥ 2 qui sont produits d’intervalles.

Notation 1.3.1. Pour tout entier n ≥ 0, on définit Pn comme l’espace des polynômes

sur R à valeurs dans R de degré ≤ n. Pour tout intervalle ouvert borné Λ de R, on note

Pn(Λ) l’espace des restrictions à Λ des fonctions de l’ensemble Pn.

Notation 1.3.2. Pour tout entier n ≥ 1 et tout intervalle ouvert borné Λ de R, on note

P0
n(Λ) l’espace des polynômes de Pn(Λ) qui s’annulent aux deux extrémités de Λ.
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Une des bases de Pn(Λ) est formée par les ζm, 0 ≤ m ≤ n, on en déduit facilement le

résultat suivant :

dimPn(Λ) = n+ 1, dimP0
n(Λ) = n− 1.

En dimension d ≥ 2, on travaille dans des domaines Ω dits tensorisés, c’est-à-dire du

type Λ1 × · · · × Λd, où les Λi sont des intervalles de R.

Notation 1.3.3. Pour tout entier n ≥ 0 et pour tout domaine Ω de R égal au produit

Λ1 × · · · × Λd d’intervalles ouverts de R, on note Pn(Ω) l’espace des restrictions à Ω des

polynômes à valeurs dans R et de degré ≤ n par rapport à chaque variable xi, 1 ≤ i ≤ d.

D’après cette définition, tout polynôme p de Pn(Ω) s’écrit sous la forme

p(x1, ..., xd) =
n∑

m1=0

· · ·
n∑

md=0

αm1...mdx
m1
1 · · · x

md
d

où les αm1...md sont des réels. On en déduit la propriété de tensorisation suivante, qui est

à la base de l’analyse numérique des méthodes spectrales.

Proposition 1.3.1. Soit Ωd le produit Λ1 × · · · × Λd d’intervalles ouverts de R et Ωd−1

le produit Λ1 × · · · × Λd−1. Pour tout entier n ≥ 0 et toute base {ϕm, 0 ≤ m ≤ n} de

Pn(Λd), un polynôme p appartient à Pn(Ωd) si et seulement s’il s’écrit

p(x1, ..., xd) =
n∑

m=0

qm(x1, ..., xd−1)ϕm(xd),

où les qm, 0 ≤ m ≤ n, appartiennent à Pn(Ωd).

Remarque 1.3.1. Considérons pour simplifier le cas où Ω est égal à Λd pour un intervalle

ouvert Λ de R. La Proposition 1.3.1 est alors équivalente au résultat suivant : pour tout

entier n ≥ 0 et toute base {ϕm; 0 ≤ m ≤ n} de Pn(Λ), les polynômes ϕm1 ⊗ · · · ⊗ ϕmd
définis par

(ϕm1 ⊗ · · · ⊗ ϕmd)(x1, ..., xd) = ϕm1(x1) · · · ϕmd(xd), (1.12)

forment lorsque chaque mi décrit les entiers de 0 à n, une base de Pn(Ω).

Finalement, pour traiter les problèmes avec conditions aux limites essentielles, on

introduit les espaces suivants :

Notation 1.3.4. Pour tout entier n ≥ 1 et pour tout ouvert Ω de Rd égal au produit

Λ1× · · · ×Λd d’intervalles ouverts bornés de R, on note P0
n(Ω) l’espace des polynômes de

Pn(Ω) qui s’annulent sur ∂Ω.
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Proposition 1.3.2. Soit Ωd le produit Λ1 × · · · × Λd d’intervalles ouverts de R et Ωd−1

le produit Λ1 × · · · × Λd−1. Pour tout entier n ≥ 1 et toute base {ψm, 1 ≤ m ≤ n− 1} de
P0
n(Ωd), un polynôme p appartient à P0

n(Ωd) si et seulement s’il s’écrit

p(x1, ..., xd) =
n−1∑
m=1

qm(x1, ..., xd−1)ψm(xd),

où les qm, 1 ≤ m ≤ n− 1, appartiennent à P0
n(Ωd).

Remarque 1.3.2. Là aussi, lorsque Ω est égal à Λd pour un intervalle ouvert Λ de R,

pour tout entier n ≥ 0 et toute base {ψm; 1 ≤ m ≤ n − 1} de Pn(Λ), les polynômes

ψm1 ⊗ · · · ⊗ ψmd définis par

(ψm1 ⊗ · · · ⊗ ψmd)(x1, ..., xd) = ψm1(x1) · · · ψmd(xd), (1.13)

forment lorsque chaque mi décrit les entiers de 1 à n− 1, une base de P0
n(Ω).

1.4 Erreur d’approximation et d’interpolation polyno-

miale

Pour les preuves de cette section, on réfère à [11] et [13].

On désigne par Λ l’intervalle ouvert ] − 1, 1[ et par Ω l’intervalle ] − 1, 1[d= Λd, où d est

un entier quelconque ≥ 2.

1.4.1 polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre forment une famille de polynômes deux à deux orthogo-

naux dans l’espace L2(Λ) On peut les construire par le procédé de Gram-Schmidt appliqué

à la base canonique formée par les ζn, n ≥ 0, on obtient la famille orthogonale notée L̃n
définie d’après G-S par :

L̃n(ζ) = ζn −
n−1∑
m=0

1∫
−1
ζnL̃m(ζ) dζ

‖L̃m‖2
0,Λ

L̃m(ζ).

on fixe le polynôme L̃0 égal à 1, ceci permit de définir les polynômes de Legendre en

multipliant chaque L̃n par une constante appropriée.

Définition 1.4.1. On appelle famille des polynômes de Legendre la famille (Ln)n de

polynômes sur Λ, deux à deux orthogonaux dans L2(Λ) et tels que, pour tout entier n ≥ 0,

le polynôme Ln soit de degré n et vérifie : Ln(1) = 1.
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1.4.2 Formules de quadrature

Il est bien connu que les zéros et les extrema des polynômes de Legendre servent à la

construction de formules de quadrature numérique de grande précision, c’est-à-dire qui

sont exactes sur un espace de polynômes de degré élevé : il s’agit principalement des

formules de Gauss et de Gauss-Lobatto. On est intéressés par la seconde qui sera rappelée

dans la proposition suivante.

Proposition 1.4.1. Soit N un entier positif fixé. On pose η0 = −1 et ηN = 1. Il existe

un unique ensemble de N − 1 points ξj de Λ, 1 ≤ j ≤ N − 1, et un unique ensemble de

N + 1 réels ρj, 0 ≤ j ≤ N , tels que l’égalité suivante ait lieu pour tout polynôme Φ de

P2N−1(Λ) : ∫ 1

−1

Φ(ζ)dζ =
N∑
j=0

Φ(ηj)ρj. (1.14)

Les ηj, 1 ≤ j ≤ N − 1, sont les zéros du polynôme L′N . Les ρj, 0 ≤ j ≤ N , sont positifs.

La formule (1.14) est appelée formule de Gauss-Lobatto de type Legendre à N+1 points.

1.4.3 Inégalités inverses pour des polynômes

Lemme 1.4.2. ∀ ϕN ∈ PN(Ω), on a

(i) ‖ϕN‖L∞(Ω) ≤ c| logN |
1
2‖ϕN‖H1(Ω). (1.15)

(ii) ∀q > 2, ‖ϕN‖Lq(Ω) ≤ cN4( 1
2
− 1
q

)‖ϕN‖L2(Ω). (1.16)

1.4.4 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale en

dimension quelconque

Pour simplifier les notations de cette partie on présente les résultats uniquement dans

le cas d = 2. Les résultats se généralisent de manière triviale à la dimension quelconque.

Notation 1.4.1. On note ΠN l’opérateur de projection orthogonale de L2(Ω) sur PN(Ω).

Théorème 1.4.3. ∀ m ≥ 0, ∃ c ≥ 0 ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction

v de Hm(Ω), on ait :

‖v − ΠNv‖0,Ω ≤ cN−m‖v‖m,Ω. (1.17)
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Notations 1.4.1. On note Π1,0
N l’opérateur de projection orthogonale de H1

0 (Λ2) sur

P0
N(Λ2) pour le produit scalaire associé à la norme | · |1,Ω.

Théorème 1.4.4. Pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm(Λ2) ∩H1
0 (Λ2), on ait :

|v − Π1,0
N v|1,Λ2 ≤ cN1−m‖v‖m,Λ2 . (1.18)

Théorème 1.4.5. ∀ m ≥ 1,∃ c(m) > 0, ∀ v ∈ Hm(Λ2) ∩H1
0 (Λ2) :

‖v − Π1,0
N v‖0,Λ2 ≤ cN−m‖v‖m,Λ2 . (1.19)

Notations 1.4.2. On définie la grille de Gauss-Lobatto notée ΣN par :

ΣN = {(ηj, ηk), 0 ≤ j, k ≤ N}.

On note IN l’opérateur d’interpolation sur cette grille ,i.e. pour toute fonction v continue

sur Ω, INv appartient à PN(Λ2) et vérifie :

(INv)(ηi, ηj) = v(ηi, ηj), 0 ≤ i, j ≤ N.

Les estimations restent vrais pour IN ,

Théorème 1.4.6. Pour tout entier m ≥ 2, il existe une constante c positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de Hm(Λ2), on ait

‖v − INv‖0,Λ2 ≤ cN−m‖v‖m,Λ2 . (1.20)

et

|v − INv|1,Λ2 ≤ cN1−m‖v‖m,Λ2 . (1.21)

Proposition 1.4.2. Tout polynôme ϕN ∈ PN(Λ2) vérifie les inégalités

‖ϕN‖2
0,Λ2 ≤

N∑
j=0

ϕ2
N(ξj)ρj ≤ 3 ‖ϕN‖2

0,Λ2 . (1.22)

Proposition 1.4.3. ∀ ϕM ∈ PM(Λ2)

‖INϕM‖L2(Λ2) ≤ c(1 +
M

N
)2‖ϕM‖L2(Λ2). (1.23)



Chapitre 2

Le problème de Navier-Stokes

L’objectif du chapitre est d’étudier le problème de Navier-Stokes dans un domaine bi-

ou tri-dimensionnel muni de conditions aux limites non usuelles portant sur la compo-

sante normale de la vitesse et les composantes tangentielles du tourbillon. La formulation

variationnelle qu’on va considérer est celle où les inconnues sont la vitesse, la pression et

le tourbillon. Les principaux outils fonctionnels qui permettent de déduire l’existence et

l’unicité de la solution sont aussi présentés.

2.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné connexe dans Rd , d = 2 ou 3 (x = (x, y) ou x = (x, y, z)), de

frontière lipschitzienne ∂Ω. On considère le système des équations de Navier-Stokes :
−ν ∆u + u · ∇u + grad P = f dans Ω,

div u = 0 dans Ω,

u · n = 0 sur ∂Ω,

γt(curl u) = 0 sur ∂Ω,

(2.1)

Où, les inconnues sont la vitesse u et la pression statique P. La donnée f correspond

aux forces appliquées au fluide et le coefficient ν qui représente la viscosité cinématique,

est constant et positif.

n : est le vecteur unitaire normale à ∂Ω et dirigé vers l’extérieure de Ω.

Pour préciser le sens d’opérateur γt, rappelons que :

• En dimension 2, pour tout champs de vecteurs v = (vx, vy) , curl v = ∂xvy − ∂yvx,

17
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γt représente donc la trace sur ∂Ω.

• En dimension 3, pour tout champs de vecteurs v = (vx, vy, vz) ,

curl v = (∂yvz−∂zvy, ∂zvx−∂xvz, ∂xvy−∂yvx), d’où l’opérateur γt est la trace tangentielle

sur ∂Ω définie par : γt(ω) = ω × n.

Le but est d’établir une formulation variationnelle tout en considérant le terme

ω = curl u qui représente le tourbillon comme une troisième variable. On peut alors

noter que le terme de convection u · ∇u peut être écrit comme suit :

u · ∇u = ω × u +
1

2
grad|u|2.

et avec un changement de variable p = P + 1
2
|u|2 qui définie la pression dynamique, on

observe que le système (2.1) est équivalent au système :

ν curl ω + ω × u + grad p = f dans Ω, (2.a)

div u = 0 dans Ω, (2.b)

ω = curl u dans Ω,

u · n = 0 sur ∂Ω,

ω = 0 sur ∂Ω,

(2.2)

Le cadre fonctionnel dans lequel le problème (2.2) est bien posé fait intervenir des

espaces différents pour les trois inconnues. Il s’agit des espaces : H0(div,Ω) pour la vitesse,

L2
0(Ω) pour la pression et H0(curl,Ω) pour le tourbillon, d’où :

On définit les deux espaces de Sobolev H(div,Ω) et H(curl,Ω) respectivement par :

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)d; div v ∈ L2(Ω)}, (2.3)

muni de la norme du graphe :

‖v‖H(div,Ω) =
(
‖v‖L2(Ω)d + ‖divv‖L2(Ω)

)
,

et

H(curl,Ω) = {ϕ ∈ L2(Ω)
d(d−1)

2 ; curl ϕ ∈ L2(Ω)d}, (2.4)

muni de la norme du graphe :

‖v‖H(curl,Ω) =
(
‖v‖

L2(Ω)
d(d−1)

2
+ ‖curlv‖L2(Ω)d

)
.

On considère aussi les deux sous-espaces respectifs :

H0(div,Ω) = {v ∈ H(div,Ω); v · n = 0 sur ∂Ω}, (2.5)
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H0(curl,Ω) = {ϕ ∈ H(curl,Ω); γt(ϕ) = 0 sur ∂Ω}. (2.6)

Il faut noter que les espaces H(curl,Ω) et H0(curl,Ω) coïncident avec les espaces H1(Ω)

et H1
0 (Ω) respectivement en dimension 2. De plus, l’opérateur de trace normale v 7→ v · n

et l’opérateur γt sont continues sur H(div,Ω) et H(curl,Ω), respectivement, dans les deux

dimensions (voir [20, Chap I, Thms 2.5 & 2.11]).

Afin d’écrire la formulation variationnelle du problème (2.2), nous rappelons d’abord

la définition de l’opérateur curl en dimension 2 pour toute fonction scalaire ϕ :

pour tout champs de vecteurs v = (vx, vy),

curl v = ∂xvy − ∂yvx, curl ϕ =

 ∂yϕ

−∂xϕ

 .

On rappelle aussi que, pour tout champs de vecteurs v = (vx, vy) et toute fonction scalaire

ϕ, le produit ϕ × v est le vecteur de composantes ϕvy et −ϕvx.

2.2 Formulation variationnelle

Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd, d = 2 où 3. Partons du problème (2.2) et

supposons la donnée f dans H0(div,Ω)′. On multiplie la première équation du problème

(2.2) par une fonction test v de D(Ω)d, on intègre sur Ω et on applique la formule de

Green on trouve :

ν

∫
Ω

curl ω(x) · v(x) dx+

∫
Ω

(ω × u)(x) · v(x) dx−
∫
Ω

div v(x) · p(x) dx = 〈f, v〉. (2.7)

où : 〈. , .〉 désigne les crochets de dualité entre H0(div,Ω) et son dual H0(div,Ω)′.

Si l’on cherche la solution (ω,u) dans H(curl,Ω) × H(div,Ω), les deux conditions sur

le bord se traduisent par le fait que ω et u appartiennent en fait à H0(curl,Ω) et

H0(div,Ω) respectivement, et l’équation (2.7) s’étend par densité à toutes les fonctions v

de H0(div,Ω). De même, on peut multiplier la deuxième équation du problème (2.2) par

n’importe quelle fonction q de L2(Ω) pour obtenir :∫
Ω

div v(x) · q(x) dx = 0. (2.8)

Réciproquement, en prenant v dans D(Ω)d dans (2.7) et q dans D(Ω) dans (2.8), on

trouve les équations (2.a) et (2.b) au sens des distributions. Les conditions sur le bord
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étant assurées par l’appartenance de u à H0(div,Ω) et ω à H0(curl,Ω). D’autre part, il est

clair que la fonction p intervenant dans (2.a) n’est définie qu’à une constante près : on va

donc lui imposer d’être à moyenne nulle pour assurer son unicité, c’est-à-dire d’appartenir

à l’espace L2
0(Ω) défini par :

L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω);

∫
Ω

q(x)dx = 0}. (2.9)

Ceci signifie que Le problème de Navier-Stokes s’écrit de façon équivalente sous forme

variationnelle :
Trouver (ω,u, p) de H0(curl,Ω)×H0(div,Ω)× L2

0(Ω) tels que :

a(ω,u, v) +K(ω,u, v) + b(v, p) = 〈f, v〉, ∀v ∈ H0(div,Ω)

b(u, q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω)

c(ω,u,ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ H0(curl,Ω)

(2.10)

Les formes bilinéaires a(., .; .), b(., .) et c(., .; .) sont définies par :

a(ω,u; v) = ν

∫
Ω

curl ω(x) · v(x) dx, b(v, q) = −
∫
Ω

(divv)(x)q(x) dx

c(ω,u;ϕ) =

∫
Ω

ω(x) ·ϕ(x) dx−
∫
Ω

u(x) · (curl ϕ)(x) dx. (2.11)

et la forme trilinéaire K est définie par :

K(ω,u; v) =

∫
Ω

(ω × u)(x) · v(x) dx, (2.12)

Dans la deuxième égalité du problème (2.10), il est équivalent de prendre des fonctions

test dans L2(Ω). En effet supposons que cette égalité soit satisfaite. Pour r ∈ L2(Ω), on

note r̄ sa valeur moyenne i.e.

r̄ =
1

mes(Ω)

∫
Ω

r dx,

et on a : ∫
Ω

(div u) r dx =

∫
Ω

(div u)(r− r̄) dx + r̄

∫
Ω

(div u) dx

d’après la formule de Stokes, on a∫
Ω

(div u) r dx =

∫
Ω

(div u)(r− r̄) dx + r̄

∫
∂Ω

u · n dτ.

Or, r - r̄ ∈ L2
0(Ω), et par conséquent pour u ∈ H0(div,Ω) satisfaisant l’égalité, on obtient :∫

Ω

(div u)(x) r dx = r̄

∫
∂Ω

u · n dτ = 0 . (2.13)
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Proposition 2.2.1. Le problème (2.2) est équivalent au problème (2.10) au sens des

distributions.

2.3 Existence et unicité de la solution

Pour analyser le problème (2.10), on introduit d’abord le sous-espace V de H0(div,Ω) :

V = {v ∈ H0(div,Ω); ∀q ∈ L2
0(Ω), b(v, q) = 0}. (2.14)

En utilisant la formule de Stokes, il est clair que V coïncide avec l’espace des fonctions à

divergence nulle dans H0(div,Ω).

On introduit aussi le noyau

W = {(ϑ,ω) ∈ H0(curl,Ω)× V ; ∀ϕ ∈ H0 (curl,Ω), c(ϑ,ω;ϕ) = 0}. (2.15)

formé de couples (ϑ,ω) de H0(curl,Ω) × V tels que ϑ = curl u au sens des distributions.

Pour démontrer que le problème (2.10) est bien posé, on a besoin de quelques propriétés

des formes a(., .; .), b(., .), c(., .; .) et K(., .; .).

Proposition 2.3.1. Les formes bilinéaires a(., .; .), b(., .) et c(., .; .) sont continues sur(
H(curl,Ω)×H(div,Ω)

)
× H(div,Ω), H(div,Ω) × L2(Ω) et

(
H(curl,Ω)×H(div,Ω)

)
× H(curl,Ω) respectivement.

Démonstration.

• Pour tout (ω,u; v) ∈
(
H(curl,Ω)×H(div,Ω)

)
× H(div,Ω) :

|a(ω,u; v)| = |ν
∫
Ω

curl ω(x) · v(x)dx

≤ |ν| |
∫
Ω

curl ω(x) · v(x)dx|

comme ν est positive, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

|a(ω,u; v)| ≤ c ν‖curl ω‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d

d’où

|a(ω,u; v)| ≤ c ν‖ω‖H(curl,Ω)‖v‖(div,Ω) (2.16)
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• Soient v ∈ H(div,Ω), q ∈ L2(Ω), on a :

‖b(v, q)‖ ≤ |
∫
Ω

div v (x ) · q(x ) dx |

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que l’opérateur divergence étant

continu, on trouve :

‖b(v, q)‖ ≤ c ‖v‖H(div,Ω)‖q‖L2(Ω). (2.17)

• ∀ (ω,u;ϕ) ∈
(
H(curl,Ω)×H(div,Ω)

)
× H(curl,Ω)

|c(ω,u;ϕ)| = |
∫
Ω

ω(x) ·ϕ(x) dx−
∫
Ω

u(x) · (curlϕ)(x) dx|

en utilisant l’inégalité triangulaire et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|c(ω,u;ϕ)| ≤ ‖ω‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
‖ϕ‖

L2(Ω)
d(d−1)

2
+ ‖u‖L2(Ω)d‖curlϕ‖L2(Ω)d

d’après la définition des normes de H(curl,Ω) et H(div,Ω) on a

|c(ω,u;ϕ)| ≤ ‖ω‖H(curl,Ω)‖ϕ‖H(curl,Ω) + ‖u‖H(div,Ω)‖ϕ‖H(curl,Ω)

≤ ‖ϕ‖H(curl,Ω)

(
‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖H(div,Ω)

)
�

Lemme 2.3.1. Il existe une constante α > 0 tel que :

(i) ∀v ∈ V \{0}, sup
(ω,u)∈W

a(ω,u; v) > 0 (2.18)

(ii) ∀(ω,u) ∈ W , sup
v∈V

a(ω,u; v)

‖v‖L2(Ω)d
≥ α (‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖L2(Ω)d) (2.19)

(iii) ∀(ω,u) ∈ W , a(ω,u;u + curl ω) ≥ ν

2
‖ω‖2

H(curl,Ω) +
ν

2c2
0

‖u‖2
L2(Ω)d . (2.20)

(iv) ∀(ω,u) ∈ W , a(ω,u;u) ≥ ν

2
‖ω‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

+
ν

2c2
0

‖u‖2
L2(Ω)d . (2.21)

Démonstration. Voir [8, Lem 2.3]. �

Lemme 2.3.2. Il existe une constante β > 0 tel que la forme b(., .) satisfait la condition :

∀q ∈ L2
0(Ω), sup

v∈H0(div,Ω)

b(v, q)
‖v‖H(div,Ω)

≥ β‖q‖L2(Ω). (2.22)
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Démonstration. Voir [8, Cor 2.4]. �

Remarque 1. La condition (2.22) est souvent appelée "la condition inf-sup", quelques

auteurs l’appelent aussi "la condition de Babuška-Brezzi", le courant actuel semble

utiliser l’expression "LBB condition" qui veut dire : la condition de Ladyzhenskaya-

Babuška-Brezzi . Une condition nécessaire et suffisante pour que le problème (2.2) soit

bien posé est que la condition inf-sup soit satisfaite et que l’opérateur linéaire continu A

de V dans V ′ associé à la forme bilinéaire a défini par :

〈Au, v〉V ′,V = a(u, v),

est un isomorphisme.

On observe que pour toute solution (ω,u; p) du problème (2.10), le couple (ω,u) est

solution du problème réduit (2.23) définie par : Trouver (ω,u) dans W telque :

∀v ∈ V, a(ω,u; v) +K(ω,u; v) = 〈f, v〉
(2.23)

Pour assurer la continuité de la forme trilinéaire K(., .; .), nous avons besoin d’une

hypothèse supplémentaire pour le cas tridimensionnel.

Hypothèse 2.3.1.

En d = 3, les espaces H0(div,Ω) ∩ H(curl,Ω) et H(div,Ω) ∩ H0(curl,Ω) s’injectent

compactement dans l’espace H3/4(Ω)3.

Lemme 2.3.3. Si l’hypothèse 2.3.1 est satisfaite :

(i) Il existe c∗(Ω) > 0 tel qu’on a la propriété de continuité suivante :

∀(ω,u) ∈ W ,∀v ∈ L2(Ω)d,

K(ω,u; v) ≤ c∗‖ω‖H(curl,Ω)

(
‖ω‖

L2(Ω)
d(d−1)

2
+ ‖u‖H(div,Ω)

)
‖v‖L2(Ω)d . (2.24)

(ii) Pour tout (ϑ,ω) ∈ W, les deux opérateurs : (ω,u) 7→ ω × u et (ω,u) 7→ ϑ× u sont

compactes de W dans L2(Ω)d.

Démonstration.

Soient (ω,u) ∈ W , et v ∈ L2(Ω)d :

|K(ω,u; v)| = |
∫
Ω

(ω × u)(x) · v(x)dx |
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

|K(ω,u; v)| ≤ ‖ω × u‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d .

en appliquant l’inégalité de Hölder

|K(ω,u; v)| ≤ ‖ω‖
Lp(Ω)

d(d−1)
2
‖u‖Lq(Ω)d‖v‖L2(Ω)d .

pour tout (ω,u) ∈ W , tel que ω = curl u on a

W ⊂
(
H(div,Ω) ∩H0(curl,Ω)

)
×
(
H0(div,Ω) ∩ H̃(curl,Ω)

)
.

d’après l’hypothèse 2.3.1 et le théorème d’injection de Sobolev,W s’injecte compactement

dans L4(Ω)3 × L4(Ω)3, i.e. en prenant p = q = 4 dans l’inégalité de Hölder on trouve

|K(ω,u; v)| ≤ ‖ω‖L4(Ω)3‖u‖L4(Ω)3‖v‖L2(Ω)3 .

≤ c∗‖ω‖H(curl,Ω)

(
‖ω‖L2(Ω)3 + ‖u‖H(div,Ω)

)
‖v‖L2(Ω)3 .

�

Proposition 2.3.2. En dimension 2, pour toute donnée f dans l’espace dual de H0(div,Ω),

le problème (2.10) admet une solution (ω,u) ∈ W. De plus, cette solution satisfait :

‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖L2(Ω)2 ≤ c ν−1‖f‖H0(div,Ω)′ (2.25)

où, la constante c ne dépend que de Ω.

La preuve de la proposition 2.3.2 repose sur le Lemme suivant :

Lemme 2.3.4. Si l’hypothèse 2.3.1 est vérifiée,la forme K(., .; .) est antisymétrique,

c-à-d :

∀(ω,u) ∈ W , K(ω,u;u) = 0, (2.26)

et pour la dimension d = 2, on a :

∀(ω,u) ∈ W , K(ω,u; curl ω) = 0, (2.27)

Remarque 2. La raison pour laquelle la preuve de la proposition 2.3.2 ne peut être adapté

à la dimension 3 est que l’égalité (2.27) n’est pas satisfaite dans ce cas. Une condition

supplémentaire sur la donnée f et la viscosité ν est suffisante pour pouvoir démontrer

l’existence d’une solution (ω,u, p).
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Lemme 2.3.5. En d = 3, si l’hypothèse 2.3.1 est vérifiant, alors : il existe une constante

c] ne dépend que de Ω tel que :

pour tout f dans l’espace dual H0(div,Ω)′ vérifiant,

c]ν
−2‖f‖H0(div,Ω)′ < 1, (2.28)

alors, toute solution du problème (2.23) satisfait :

‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖L2(Ω)3 ≤ cν−1‖f‖H0(div,Ω)′ (2.29)

Démonstration. On note

m(ω,u) :=
(
‖ω‖2

L2(Ω)3 + ‖u‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ,

M(ω,u) :=
(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ,

On prend v = u dans (2.27). En utilisant (2.21) et (2.26), on obtient
ν

2 max{1, c2
0}

m(ω,u)2 ≤ a(ω,u,u) = 〈f,u〉 ≤ ‖f‖H0(div,Ω)′‖u‖L2(Ω)3 ,

d’où

m(ω,u) ≤ 2 max{1, c2
0}ν−1‖f‖H0(div,Ω)′ . (2.30)

On prend maintenant v = v+curl ω dans (2.23). En utilisant (2.20) et (2.26), on obtient
ν

2 max{1, c2
0}

M(ω,u)2 ≤ ‖f‖H0(div,Ω)′‖u‖L2(Ω)3 −K(ω,u; curl ω).

De (2.24), on obtient

|K(ω,u; curl ω)| ≤ c∗‖ω‖H(curl,Ω)

(
‖ω‖L2(Ω)3 + ‖u‖H(div,Ω)

)
‖curl ω‖L2(Ω)d

En utilisant la relation (a+ b) ≤
√

2(a2 + b2)
1
2 on trouve

|K(ω,u; curl ω)| ≤
√

2c∗
(
‖ω‖2

L2(Ω)3 + ‖u‖2
H(div,Ω)

)(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)3

)
≤
√

2c∗m(ω,u)M(ω,u)2.

grâce à (2.30), on a

|K(ω,u; curl ω)| ≤
√

2c∗2max{1, c2
0}ν−1‖f‖H0(div,Ω)′M(ω,u)2

par conséquent
ν

2 max{1, c2
0}
M(ω,u)2 ≤ ‖f‖H0(div,Ω)′M(ω,u) + 2

√
2c∗max{1, c2

0}ν−1‖f‖H0(div,Ω)′M(ω,u)2,

i.e.
ν

2 max{1, c2
0}
M(ω,u)

(
1− 4

√
2c∗(max{1, c2

0})2ν−2‖f‖H0(div,Ω)′
)
≤ ‖f‖H0(div,Ω)′ .

et l’hypothèse (2.28) donne le résultat désiré. �
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Proposition 2.3.3. En d = 3, si l’hypothèse 2.3.1 est satisfaite, il existe une constante

c[(Ω), tel que, pour toute donnée f dans H0(div,Ω)′ satisfaisant,

c[ν
−2‖f‖H0(div,Ω)′ < 1, (2.31)

le problème (2.23) admet une solution (ω,u) ∈ W. De plus, cette solution vérifie (2.29).

Démonstration. On pose (ω0,u0) = (0,0), pour tout n ≥ 1 , et soit le problème itératif : Trouver (ωn,un) dans W telque :

∀v ∈ V, a(ωn,un; v) = 〈f, v〉 −K(ωn−1,un−1; v).
(2.32)

grâce à (2.18), (2.19) et (2.24) et au théorème 1.2.1, ce problème admet une solution

unique.

Soit

µ =
ν

4c∗
√

2 max{1, c2
0}
,

où c∗ est la même constante dans (2.24).

Démontrons par récurrence sur n que la suite (ωn,un) est bornée par µ en norme de W .

i.e. (
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ≤ µ. (2.33)

pour n = 0 l’estimation précédente est évidente grace au choix de (ω0,u0). Prenons

v = un + curl ωn dans le problème (2.32). De (2.20) et (2.24), on obtient

a(ωn,un,un + curl ωn) = 〈f,un + curl ωn〉 −K(ωn−1,un−1,un + curl ωn)

≤ ‖f‖H0(div,Ω)′
(
‖un‖L2(Ω)3 + ‖curl ωn‖L2(Ω)3

)
+ c∗‖ωn−1‖H(curl,Ω)

(
‖ωn−1‖L2(Ω)3

+ ‖un−1‖L2(Ω)3
)(
‖un‖L2(Ω)3 + ‖curl ωn‖L2(Ω)3

)
≤
(
‖un‖L2(Ω)3 + ‖curl ωn‖L2(Ω)3

)(
‖f‖H0(div,Ω)′ + c∗

(
‖ωn−1‖H(curl,Ω)

+ ‖un−1‖L2(Ω)3
)(
‖ωn−1‖H(curl,Ω) + ‖un−1‖L2(Ω)3

))
En utilisant la relation (a+ b) ≤

√
2(a2 + b2)

1
2 on trouve

a(ωn,un,un + curl ωn) ≤
√

2
(
‖un‖2

L2(Ω)3 + ‖ωn‖2
H(curl,Ω)

) 1
2

(
‖f‖H0(div,Ω)′

+ c∗2
(
‖ωn−1‖2

H(curl,Ω) + ‖un−1‖2
L2(Ω)3

))
d’après (2.33) on a

a(ωn,un,un + curl ωn) ≤
√

2
(
‖un‖2

L2(Ω)3 + ‖ωn‖2
H(curl,Ω)

) 1
2

(
‖f‖H0(div,Ω)′ + c∗2µ

2
)
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l’estimation (2.20) nous donne

ν

2
‖ω‖2

H(curl,Ω) +
ν

2c2
0

‖u‖2
L2(Ω)3 ≤

√
2
(
‖un‖2

L2(Ω)3 + ‖ωn‖2
H(curl,Ω)

) 1
2

(
‖f‖H0(div,Ω)′ + c∗2µ

2
)

ce qui implique

ν

2 max{1, c2
0}
(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ≤
√

2
(
‖f‖H0(div,Ω)′ + c∗2µ

2
)

i.e.

ν

2 max{1, c2
0}
(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ≤ ‖f‖H0(div,Ω)′ + c∗

√
2µ2.

d’où, grâce au chois de µ, on a

2c∗
√

2 max{1, c2
0}

ν
µ2 =

1

2
µ.

On prend c[ ≥ 16c∗
√

2(max{1, c2
0})2, d’après (2.31) on a

‖f‖H0(div,Ω)′ <
1

c[
ν−2

d’où

2 max{1, c2
0}

ν
‖f‖H0(div,Ω)′ ≤

2 max{1, c2
0}

c[
ν

≤ ν

8c∗
√

2 max{1, c2
0}

=
1

2
µ.

D’autre part, on a pour tout n ≥ 2,

∀v ∈ V, a(ωn − ωn−1,un − n− 1; v)

= K(ωn−2,un−2; v)−K(ωn−1,un−1; v)

= −K(ωn−1 − ωn−2,un−2; v)−K(ωn−1,un−1 − un−2; v).

En utilisant encore une fois (2.20) et (2.24) avec (2.33), on trouve

ν

2 max{1, c2
0}
(
‖ωn − ωn−1‖2

H(curl,Ω) + ‖un − un−1‖2
L2(Ω)3

) 1
2

≤ c∗µ
(
‖ωn−1 − ωn−2‖2

H(curl,Ω) + ‖un−1 − un−2‖2
L2(Ω)3

) 1
2 ,

d’où, grâce au chois de µ,(
‖ωn − ωn−1‖2

H(curl,Ω) + ‖un − un−1‖2
L2(Ω)3

) 1
2

≤ 1

2
√

2

(
‖ωn−1 − ωn−2‖2

H(curl,Ω) + ‖un−1 − un−2‖2
L2(Ω)3

) 1
2 .

ce qui prouve que (ωn,un)n est une suite de Cauchy dansW , par conséquent elle converge

vers un couple (ω,u) puisque W est complet.

par suite, par passage à la limite dans (2.30), on constate que (ω,u) est une solution du

problème (2.23). �
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Théorème 2.3.6. En d = 2, pour tout f dans H0(div,Ω)′, le problème (2.7) admet une

solution (ω,u; p) dans H0(curl,Ω) × H0(div,Ω) × L2
0(Ω).

En d = 3, si l’hypothèse 2.3.1 est satisfaite, pour tout f dans H0(div,Ω)′ tel que (2.29) est

vérifié, le problème (2.10) admet une solution (ω,u; p) dans H0(curl,Ω) × H0(div,Ω) ×
L2

0(Ω). De plus, cette solution vérifie :

‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖H(div,Ω) + ν−1‖p‖L2(Ω)

≤ cν−1‖f‖H0(div,Ω)′
(
1 + ν−2‖f‖H0(div,Ω)′

)
, (2.34)

avec, c est une constante dépend que de Ω.

Démonstration. Pour tout f dansH0(div,Ω)′, l’existence d’une solution (ω,u) problème

(2.23) a été démontré dans la proposition 2.3.2 pour la dimension 2 et 2.3.3 pour la

dimension 3 et satisfait (2.25) et (2.33) puisque ‖ · ‖L2(Ω)d et ‖ · ‖H(div,Ω) coïncident dans

V.

Concernant la pression p :

∀v ∈ H0(div,Ω), b(v, p) = 〈f, v〉 − a(ω,u; v)−K(ω,u; v).

l’existence d’une solution p pour cette équation dans L2
0(Ω) est une conséquence de la

condition (2.22), voir aussi ([20], Chap.I, Lem4.1). De plus, elle satisfait :

β‖p‖L2(Ω) ≤ ‖f‖H0(div,Ω)′ + ν‖ω‖H(curl,Ω) + c∗
(
‖ω‖H(curl,Ω) + ‖u‖H(div,Ω)

)2

�

Comme d’habitude pour les équation de Navier-Stokes, l’unicité de la solution ne peut

être prouvé que pour une donnée f assez petite ou une viscosité assez grande.

Théorème 2.3.7. Si l’hypothèse 2.3.1 est vérifiée, alors : il existe une constante c] ne

dépend que de Ω tel que :

pour tout f dans l’espace dual H0(div,Ω)′ vérifie,

c]ν
−2‖f‖H0(div,Ω)′ < 1, (2.35)

le problème (2.10) admet une solution unique (ω,u; p) dans H0(curl,Ω) × H0(div,Ω) ×
L2

0(Ω)

Démonstration. Soient (ω1,u1; p1) et (ω2,u2; p2) deux solutions pour le problème (2.10).

En d = 2, d’après (2.20), (2.26) et (2.27), (ω1,u1) et (ω2,u2) vérifient (2.25).
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De même,en d = 3, d’après l’hypothèse 2.3.1 et le Lemme 2.3.4, en prenant c\ > c],

(ω1,u1) et (ω2,u2) vérifient (2.29).

D’autre part, soit (ω,u) avec ω = ω1 − ω2 et u = u1 − u2 appartient à W et vérifie :

∀v ∈ V, a(ω,u; v) = K(ω2,u2; v)−K(ω1,u1; v)

= −K(ω,u2; v)−K(ω1,u; v).

On utilise (2.20), et on prend v = u+ curl ω dans la ligne précédente. D’après l’inégalité

triangulaire on a

ν

2 max{1, c2
0}
(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)d

)
≤ |K(ω,u2;u + curl ω|+ |K(ω1,u;u + curl ω|).

Le lemme 2.3.4 nous donne :

|K(ω1,u;u)| = 0.

En combinant entre le Lemme 2.3.3 et (2.25) ou (2.29), on obtient

ν

2 max{1, c2
0}
(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)d

)
≤ cν−1‖f‖H0(div,Ω)′

(
‖ω‖2

H(curl,Ω) + ‖u‖2
L2(Ω)d

)
.

d’où, si la condition (2.35) est vérifiée avec c\ > 2c max{1, c2
0}, alors, ω = u = 0.

finalement, on a

∀v ∈ H0(div,Ω), b(v, p1 − p2) = 0,

donc, p1 − p2 = 0 grâce à la condition (2.22). Ce qui assure l’unicité de la solution. �

On termine cette section par donner un résultat de régularité de la solution du pro-

blème (2.10).

Proposition 2.3.4. Supposons Ω est convexe, la forme : f 7−→ (ω,u, p), avec (ω,u, p)

est la solution du problème (2.10), est continue de Hmax{0,s−1}(Ω)d dans Hs(Ω)
d(d−1)

2 ×
Hs(Ω)d × Hs(Ω),s ≤ 1.

Une propriété supplémentaire en dimension 2 est la suivante :

Proposition 2.3.5. la forme : f 7−→ (ω,u, p), avec (ω,u, p) est la solution du problème

(2.10), est continue de Hmax{0,s}(Ω)d dans Hs+1(Ω) × Hs(Ω)2 × Hs+1(Ω),s ≤ 1, pour

(i) tout s ≤ 1
2
dans le cas général,

(ii) tout s ≤ 1 avec Ω convexe,

(iii) tout s ≤ π
α
avec Ω un polygone dont α représente le plus grand angle.



2.3. Existence et unicité de la solution 30

Démonstration. Voir [22, Chap.4] �



Chapitre 3

Discrétisation spectrale du problème de

Navier-Stokes

Le but de ce chapitre est d’effectuer l’analyse numérique de la méthode spectrale

pour le problème (2.1). On écrit les principaux éléments intervenant dans la discrétisation

spectrale et le problème discret, ensuite on prouve l’existence de la solution de ce dernier,

on termine par l’estimation d’erreur a priori.

Dans ce qui suit, on suppose que le domaine Ω est le carré ou le cube ]− 1, 1[d, d = 2

ou 3. Pour décrire les espaces discrets, on introduit pour tout triplet (`,m, n) des entiers

non négatives,

• En d = 2, l’espace P`,m(Ω) des restrictions à Ω des polynômes de degré ≤ ` par rapport

à x et ≤ m par rapport à y,

• En d = 3, l’espace P`,m,n(Ω) des restrictions à Ω des polynômes de degré ≤ ` par rapport
à x, ≤ m par rapport à y et ≤ n par rapport à z.

Si ` et m sont égales à n, l’espace sera tout simplement noté Pn(Ω).

3.1 Position du problème

Soit N un entier≥ 2. Les espaces discrets DN et CN associés àH0(div,Ω) etH0(curl,Ω)

respectivement sont définis comme suit :

DN = H0(div,Ω) ∩

 PN,N−1(Ω)× PN−1,N(Ω) si d = 2,

PN,N−1,N−1(Ω)× PN−1,N,N−1(Ω)× PN−1,N−1,N(Ω) si d = 3.
(3.1)

31
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CN =

 H1
0 (Ω) ∩ PN(Ω) si d = 2,

H0(curl,Ω) ∩ PN-1,N,N(Ω)× PN,N-1,N(Ω)× PN,N,N-1(Ω) si d = 3.
(3.2)

Et l’espace discret associé à L2
0(Ω) est :

MN = L2
0(Ω) ∩ PN−1(Ω). (3.3)

La formule de quadrature utilisée est la formule de Gauss-Lobatto (1.14), le fait que

cette formule possède des nœuds aux extrémités de l’intervalle ]− 1, 1[ permet de traiter

facilement les conditions aux limites. Le paramètre de discrétisation est un entier N ≥ 2

et c désigne une constante positive indépendante de N.

On s’intéresse à l’étude de la discrétisation spectrale de la solution du problème va-

riationnel (2.7). On définit sur les fonctions continues u et v le produit discret :

(u, v)N =


N∑
i=0

N∑
j=0

u(ξi, ξj)v(ξi, ξj)ρiρj si d = 2,

N∑
i=0

N∑
j=0

N∑
k=0

u(ξi, ξj, ξk)v(ξi, ξj, ξk)ρiρjρk si d = 3.

(3.4)

La fonction f est supposée continue sur Ω. On propose le problème discret suivant,

construit de la formulation (2.7) en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration

numérique :
Trouver (ωN ,uN , pN) dans CN × DN ×MN tels que :

aN(ωN ,uN , vN) +KN(ωN ,uN , vN) + bN(vN , pN) = (f, vN)N , ∀vN ∈ DN

bN(uN , qN) = 0, ∀qN ∈MN

cN(ωN ,uN ,ϕN) = 0, ∀ϕN ∈ CN

(3.5)

où : les formes bilinéaires aN(., ; .), bN(., .) et cN(., ; .) sont définies par :

aN(ωN ,uN ; vN) = ν (curl ωN , vN)N , bN(vN , qN) = −(divvN , qN)N ,

cN(ωN ,uN ;ϕN) = (ωN ,ϕN)N − (uN , curl ϕN)N . (3.6)

et la forme trilinéaire KN(., .; .) est donnée par :

KN(ωN ,uN ; vN) = (ωN × uN , vN)N . (3.7)

Les formes bilinéaires aN(., .; .), bN(., .) et cN(., .; .) sont continues car elles sont définies

dans des espaces de dimensions finies.
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3.2 Existence de la solution

Pour analyser le problème (3.5), on introduit d’abord le sous espace vectoriel contenu

dans V
(
voir [8], Cor 3.2

)
:

VN = {vN ∈ DN ; ∀qN ∈MN , bN(vN , qN) = 0}. (3.8)

et l’espace de dimension finie :

WN = {(ϑN , vN) ∈ CN × VN ; ∀ϕN ∈ CN , cN (ϑN , vN ;ϕN ) = 0}. (3.9)

On observe que pour toute solution (ωN ,uN , pN) du problème (3.5), le couple (ωN ,uN)

est solution du problème réduit : Trouver (ωN ,uN) dans WN telque :

∀vN ∈ VN , aN(ωN ,uN ; vN) +KN(ωN ,uN ; vN) = (fN , vN)N .
(3.10)

Proposition 3.2.1. Pour toute donnée f continue sur Ω, le problème (3.10) admet une

solution (ωN ,uN) dans WN . Cette solution satisfait :

‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2

+ ‖uN‖L2(Ω)d ≤ cν−1‖INf‖L2(Ω)d . (3.11)

Démonstration.

On introduit la forme ΦN de WN dans son dual :

∀(ωN ,uN) ∈ WN ,∀(ϑN ,wN) ∈ WN ,

〈ΦN(ωN ,uN), (ϑN ,wN)〉 = aN(ωN ,uN ;wN) +KN(ωN ,uN ;wN)− (f,wN)N .

La forme linéaire ΦN est continue puisque elle est définie sur un espace de dimension finie.

On muni WN de la norme
(
‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

+ ‖uN‖2
L2(Ω)d

)1/2.

En utilisant les mêmes arguments du Lemme 2.3.4 et (2.24), on trouve

KN(ωN ,uN ;uN) = 0,

d’où

〈ΦN(ωN ,uN), (ωN ,uN)〉 = ν(curl ωN ,uN)N − (INf,uN)N .

D’après la définition de WN , on a :

∀(ωN ,uN) ∈ WN : cN(ωN ,uN ;ωN) = 0.
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i.e.

(ωN ,ωN)N − (curl ωN ,uN)N = 0.

Comme ωN appartient à PN-1,N,N(Ω) × PN,N-1,N(Ω) × PN,N,N-1(Ω) alors,

ωN · ωN = ω1
N(x, y, z) · ω1

N(x, y, z) + ω2
N(x, y, z) · ω2

N(x, y, z) + ω3
N(x, y, z) · ω3

N(x, y, z)

∈ P2N-2,2N,2N(Ω)× P2N,2N-2,2N(Ω)× P2N,2N,2N-2(Ω)

avec ωN = : (ω1
N(x, y, z),ω2

N(x, y, z),ω3
N(x, y, z))t

i.e. ωN · ωN ∈ P2N,2N,2N(Ω), d’où, en utilisant (1.22), on trouve

(curl ωN ,uN)N = (ωN ,ωN)N ≥ ‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

,

l’inégalité de Cauchy-Schwartz et (1.22) impliquent que

(INf,uN)N ≤ (INf, INf)N(uN ,uN)N

≤ 3
d
2‖INf‖L2(Ω)d(uN ,uN)

1
2
N .

Par conséquent

〈ΦN(ωN ,uN), (ωN ,uN)〉 = ν(curl ωN ,uN)N − (INf,uN)N

≥ ν‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

− (INf,uN)N

≥ ν‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

− 3
d
2‖INf‖L2(Ω)d(uN ,uN)

1
2
N .

D’autre part, pour tout uN dans VN , il existe ΨN dans CN , tel que : uN = curl ΨN(
voir [8], Lem 3.4 & 3.5

)
qui satisfait

‖ΨN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≤ c ‖uN‖L2(Ω)d . (3.12)

Pour tout (ωN ,uN) dans WN , on a

cN(ωN ,uN ;ΨN) = 0, ∀ΨN ∈ CN

i.e.

(uN ,uN)N = (uN , curl ΨN)N = (ωN ,ΨN)N

En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz, (1.22) puis (3.12), on trouve

(uN ,uN)N = (ωN ,ΨN)N

≤ 3d‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
‖ΨN‖

L2(Ω)
d(d−1)

2

≤ 3dc‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
‖uN‖L2(Ω)d

≤ 3dc‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2

(uN ,uN)
1
2
N ,
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d’où

(uN ,uN)
1
2
N ≤ c‖ωN‖

L2(Ω)
d(d−1)

2
. (3.13)

par conséquent

〈ΦN(ωN ,uN), (ωN ,uN)〉 ≥ ν‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

− c‖INf‖L2(Ω)d‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2

.

Pour que la quantité 〈ΦN(ωN ,uN), (ωN ,uN)〉 soit positive il suffit que

ν‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≥ c‖INf‖L2(Ω)d (3.14)

Maintenant, (3.13) et (1.22) nous donnent

c ‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≥ ‖uN‖L2(Ω)d

ce qui implique

max{1, c}‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≥ ‖uN‖L2(Ω)d

d’où

2 max{1, c}‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≥ ‖ωN‖

L2(Ω)
d(d−1)

2
+ ‖uN‖L2(Ω)d

En utilisant la relation (a+ b) ≥
√

2 (a2 + b2)
1
2 on trouve

‖ωN‖
L2(Ω)

d(d−1)
2
≥ 1√

2 max{1, c}
(
‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

+ ‖uN‖2
L2(Ω)d

) 1
2

donc pour que (3.14) soit vérifiée, il suffit que

(
‖ωN‖2

L2(Ω)
d(d−1)

2

+ ‖uN‖2
L2(Ω)d

) 1
2 ≥
√

2cmax{1, c}
ν

‖INf‖L2(Ω)d

Alors,

∀ (ωN ,uN) ∈ WN ∩ Sµ avec Sµ est la sphère de rayon µN =
√

2cmax{1, c}
ν

‖INf‖L2(Ω)d ,

on a

〈ΦN(ωN ,uN), (ωN ,uN)〉 ≥ 0.

Et d’après le Lemme de Brouwer (voir annexe), il existe un couple (ωN ,uN) ∈ WN tel

que :

∀(ϑN ,wN) ∈ WN , 〈ΦN(ωN ,uN), (ϑN ,wN)〉 = 0

plus l’estimation (3.11). �
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Lemme 3.2.2. Il existe une constante β∗ > 0 indépendante de N tel que la forme bN(., .)

satisfait la condition inf-sup suivante :

∀qN ∈MN , sup
vN∈DN

bN(vN , qN)

‖vN‖H(div,Ω)

≥ β∗‖qN‖L2(Ω). (3.15)

Démonstration. (voir [8], Lem 3.9). �

Remarque 3. La condition (3.15) est souvent appelée "la condition inf-sup discrète"

ou bien "la condition LBB discrète", elle exprime que le choix des sous-espaces VN et

WN ne peut pas être fait indépendamment l’un de l’autre puisque il y a une relation de

compatibilité entre les deux espaces et peut être vérifié seulement pour des choix tout à fait

spéciale. Cette condition, lorsqu’elle est satisfaite, exprime en faite la stabilité uniforme

du schéma numérique pour la variable auxiliaire, elle peut être satisfaite pour un certain

domaine et pas pour un autre, sa vérification est par fois très difficile. En pratique, pour

démontrer que la condition de compatibilité (3.15) est satisfaite, on utilise souvent ce qu’on

appelle "le critère de Fortin".

Théorème 3.2.3. Pour toute donnée f continue sur Ω, le problème (3.5) admet une

solution (ωN ,uN , pN)N dans CN×DN×MN . De plus, la partie (ωN ,uN) de cette solution

vérifie (3.11).

Démonstration. L’existence de (ωN ,uN) a été démontrée dans le Lemme 3.2.2.

D’autre part, de (3.5) et (3.10) on a :

∀vN ∈ VN , bN(vN , pN) = (f, vN)N − aN(ωN ,uN , vN)−KN(ωN ,uN , vN)

= 0.

L’existence d’une solution pN dansMN est alors une conséquence de la condition (3.15)

et le lemme 2 (voir annexe). �
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3.3 Estimation d’erreur

L’estimation d’erreur entre la solution exacte du problème continu (2.2) et le pro-

blème variationnel discret (3.5) est basée sur le théorème des fonctions implicites discrète

de Brezzi-Rappaz-Raviart, que l’on a rappelé dans l’annexe. L’estimation sera faite

seulement en dimension 2.

Soit χ = H0(curl,Ω) × V, et soit S l’opérateur de Stokes défini comme suit

Pour tout f ∈ H0(div,Ω)′, on note Sf la solution (ω,u) du problème réduit Trouver (ω,u) dansW telque

∀v ∈ V, a(ω,u; v) = 〈f, v〉.
(3.16)

Le fait que S est bien défini vient de [8, Cor 2.4].

On introduit aussi la forme G définie de χ dans H0(div,Ω)′ par :

∀(ω,u) ∈ χ, ∀v ∈ H0(div,Ω), 〈G(ω,u), v〉 = K (ω,u; v)− 〈f, v〉. (3.17)

Le problème réduit (2.23) est donc équivalent au problème Trouver (ω,u) dansW telque

(ω,u) + SG(ω,u) = 0.
(3.18)

Soit maintenant χN = CN × VN .

On introduit le problème auxiliaire suivant
aN(ωN ,uN , vN) +KN(ωN ,uN , vN) + bN(vN , pN) = 〈f, vN〉, ∀vN ∈ DN

bN(uN , qN) = 0, ∀qN ∈MN

cN(ωN ,uN ,ϕN) = 0, ∀ϕN ∈ CN

(3.19)

On note que la seule différence entre le problème (3.19) et le problème (3.5) vient du

remplacement de l’intégration exacte du second membre par une intégration numérique,

afin de pouvoir construire l’opérateur SN qui est l’analogue discret de l’opérateur S.
Pour tout f ∈ H0(div,Ω)′, on note SNf la solution (ωN ,uN) du problème Trouver (ωN ,uN) dansWN telque

∀vN ∈ VN , aN(ωN ,uN ; vN) = 〈f, vN〉.
(3.20)

On rappelle de [3, Cor 3.8, Thm 4.6 & Cor 4.7] les estimations suivantes :

La première est l’estimation de stabilité sur l’opérateur SN,

‖SNf‖χ ≤ c sup
vN∈VN

〈f, vN〉
‖vN‖L2(Ω)d

, (3.21)
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La deuxième estimation est déduite de l’estimation de l’erreur : pour tout f, tel que Sf
appartient à Hs+1(Ω) × Hs(Ω)2, s ≥ 1, on a :

‖(S − SN)f‖χ ≤ cN−s‖Sf‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2 . (3.22)

A présent, on définit l’opérateur GN de χN dans l’espace dual de DN par la relation :

〈GN(ωN ,uN), vN〉 = K(ωN ,uN , vN)− (f, vN)N . (3.23)

Enfin, le problème (3.10) devient équivalent au problème suivant : Trouver (ωN ,uN) dans χN telque

(ωN ,uN) + SNGN(ωN ,uN) = 0.
(3.24)

Maintenant, on introduit (ω̃N , ũN) dans χN une approximation de (ω,u). Pour des raisons

techniques on choisit ω̃N = Π1,0
N ω et ũN a été construit dans [8, §4], et on a

‖(ω − ω̃N ,u− ũN)‖χ ≤ cN−s‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω) (3.25)

Et on considère les trois quantités suivantes :

γN = ‖(Id + SNDGN(ω̃N , ũN)−1‖L(χ)

εN = ‖(ω̃N , ũN) + SNGN(ω̃N , ũN)‖χ

et enfin

CN(α) = sup
(ϑN ,wN )∈χN ,‖(ω̃N ,ũN )−(ϑN ,wN )‖χ≤α

(
‖(SNDGN(ω̃N , ũN)− SNDGN(ϑN ,wN)‖L(χ)

)
On s’intéresse donc à majorer les trois quantités γN , εN et CN(α). Un résultat intermé-

diaire consiste à estimer la différence

K(ωN ,uN ; vN)−KN(ωN ,uN ; vN).

Pour cela on commence par un résultat préliminaire qui sera utile ultérieurement :

Lemme 3.3.1. En d = 2, on a la propriété suivante

∀ ωN ∈ CN , ∀ uN ∈ DN , ∀ vN ∈ DN ,

|KN(ωN ,uN ; vN)| ≤ c| logN |
1
2‖ωN‖H(curl,Ω)‖uN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 . (3.26)

Démonstration. Soient ωN ∈ CN et uN := (uxN ,u
y
N)t ∈ DN , vN := (vxN , v

y
N)t ∈ DN

KN(ωN ,uN ; vN) = ((ωNuyN), vN)N − ((ωNuxN), vN)N
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puisque ωNuyN ∈ P2N−1,2N et pour pouvoir appliquer (1.22) on écrit (ωNuyN) = (IN(ωNuyN)

par définition de IN . D’où

KN(ωN ,uN ; vN) = (IN(ωNuyN), vN)N − (IN(ωNuxN), vN)N .

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.22) à la fois on trouve

|KN(ωN ,uN ; vN)| ≤ c‖IN(ωNuN)‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 .

d’après (1.23) et comme les produits (ωNuxN)|Ω et (ωNuyN)|Ω appartiennent à P2N(Ω) on

a le résultat suivant

|KN(ωN ,uN ; vN)| ≤ c‖ωNuN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 .

en appliquant l’inégalité de Hölder (Théorème 2 dans l’annexe) on trouve

|KN(ωN ,uN ; vN)| ≤ c‖ωN‖L∞(Ω)‖uN‖L2(Ω)‖vN‖L2(Ω)2 .

d’où, en utilisant l’inégalité inverse (1.15) on obtient l’estimation (3.26). �

Pour pouvoir appliquer le Théorème de BRR (théorème 1 de l’annexe) on a besoin

de faire les deux hypothèses suivantes :

Hypothèse 3.3.1. L’opérateur Id + SDG(ω,u) est un isomorphisme de χ où (ω,u; p)

est une solution du problème (2.10).

Hypothèse 3.3.2. La solution (ω,u; p) introduite dans l’hypothèse précédente appartient

à Hs+1(Ω) × Hs(Ω)2 × Hs(Ω), s > 0.

Avant d’introduire le lemme suivant et pour des raisons techniques qu’on va voir dans

la démonstration du lemme, on utilise une "super-intégration". C’est-à-dire, l’exactitude

de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto sera faite dans P2m(N)−1 avec

m(N) = (1 + µ)N , 0 < µ ≤ 1.

Lemme 3.3.2. En d = 2, Si l’hypothèse 3.3.1 est vérifiée, il existe un entier N0 tel que ∀
N ≥ N0, l’opérateur Id +SNDGN(ω̃N , ũN) est un isomorphisme de χ. De plus, la norme

de son inverse γN est bornée par une constante indépendante de N.

Démonstration. La démonstration repose sur le Lemme 4 dans l’annexe.

Pour cela, on considère la décomposition élémentaire suivante :

Id + SNDGN(ω̃N , ũN) = Id + SDG(ω,u)−
(
S − SN

)
DG(ω,u)− SN

(
DG(ω,u)

−DG(ω̃N , ũN)
)
− SN

(
DG(ω̃N , ũN)−DGN(ω̃N , ũN)

)
.
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on utilise l’inégalité triangulaire, on obtient

‖Id + SNDGN(ω̃N , ũN)‖L(χ) ≤ ‖Id + SDG(ω,u)‖L(χ)

+ ‖
(
S − SN

)
DG(ω,u)‖L(χ)

+ ‖SN
(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
‖L(χ)

+ ‖SN
(
DG(ω̃N , ũN)−DGN(ω̃N , ũN)

)
‖L(χ)

donc, on va traiter chacun de ces quatre termes séparément.

1. D’après l’hypothèse : Id + SDG(ω,u) est un isomorphisme de χ. On note γ la

norme de son inverse.

2. On réfère à [22, Chap.4] pour prouver que SDG(ω,u)·(ϑ,w) appartient à H2(Ω)×
H1(Ω)2, d’où, d’après l’estimation (3.22) on a

lim
N−→+∞

‖(S − SN)DG(ω,u)‖L = 0. (3.27)

3. En combinant d’une part l’estimation de stabilité (3.21), et d’autre part la conti-

nuité de l’application linéaire DG on conclut que le troisième terme aussi tend vers

zéro. En effet, d’après la proposition 3 (voir annexe) on a : pour tout (ϑN ,wN) ∈
χN et vN ∈ VN

〈DG(ω,u) · (ϑN ,wN), vN〉 = K(ω,wN ; vN) +K(ϑN ,u; vN)

de même

〈DG(ω̃N , ũN) · (ϑN ,wN), vN〉 = K(ω̃N ,wN ; vN) +K(ϑN , ũN ; vN)

d’où

〈DG(ω − ω̃N ,u− ũN) · (ϑN ,wN), vN〉 = K(ω − ω̃N ,wN ; vN) +K(ϑN ,u− ũN ; vN)

En appliquant l’inégalité de Hölder sur K, d’une part on a

K(ω − ω̃N ,wN ; vN) ≤ ‖ω − ω̃N‖Lp(Ω)‖wN‖Lq(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2

comme H1(Ω) s’injecte continument dans Lp(Ω) pour tout p < ∞ avec la norme

≤ c p
1
2 (voir [29]), donc

K(ω − ω̃N ,uN ; vN) ≤ cp
1
2‖ω − ω̃N‖H1(Ω)‖uN‖Lq(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2

en utilisant l’inégalité inverse (1.16) on obtient

K(ω − ω̃N ,uN ; vN) ≤ cp
1
2N

4
p‖ω − ω̃N‖H1(Ω)‖uN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 .
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finalement, en prenant p = logN on aura

K(ω − ω̃N ,uN ; vN) ≤ c| logN |
1
2‖ω − ω̃N‖H1(Ω)‖uN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 . (3.28)

D’autre part, on a

K(ϑN ,u− ũN ; vN) ≤ ‖ϑN‖L∞(Ω)‖u− ũN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2

en utilisant l’inégalité inverse (1.15) on trouve

K(ϑN ,u− ũN ; vN) ≤ c| logN |
1
2‖ϑN‖H1(Ω)‖u− ũN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 .

d’où

‖SN
(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
· (ϑN ,wN)‖χ

≤ c| logN |
1
2

(
‖ω − ω̃N‖H1(Ω)‖wN‖L2(Ω)2 + ‖ϑN‖H1(Ω)‖u− ũN‖L2(Ω)2

)
≤ c| logN |

1
2

(
‖ω − ω̃N‖H1(Ω)(‖wN‖L2(Ω)2 + ‖ϑN‖H1(Ω))

+ (‖ϑN‖H1(Ω) + ‖wN‖L2(Ω)2)‖u− ũN‖L2(Ω)2

)
≤ c| logN |

1
2

(
‖ω − ω̃N‖H1(Ω) + ‖u− ũN‖L2(Ω)2

)
‖(ϑN ,wN)‖χ.

En appliquant (1.18) et (3.25), on obtient

‖SN
(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
· (ϑN ,wN)‖χ

≤ c| logN |
1
2N−s

(
‖ω‖Hs+1(Ω) + ‖u‖Hs(Ω)

)
‖(ϑN ,wN)‖χ.

ce qui implique

lim
N−→+∞

‖SN
(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
‖L(χ) = 0.

4. D’après la définition deG etGN , les produits ((ω̃N×wN)·vN)|Ω et ((ϑN×ũN)·vN)|Ω
appartiennent à P2m(N)−1(Ω). Donc, le dernier terme sera nul.

En effet, soient

ω̃N ∈ PN(Ω) et ũN =: (u1
N(x, y),u2

N(x, y))t ∈ PN,N-1(Ω)× PN-1,N(Ω),

ϑN ∈ PN(Ω) et wN =: (w1
N(x, y),w2

N(x, y))t ∈ PN,N-1(Ω)× PN-1,N(Ω)

on a

ω̃N ×wN =
(
ω̃Nw2

N − ω̃Nw1
N

)
∈ P2N−1,2N × P2N,2N−1

ϑN × ũN =
(
ϑN ũ2

N − ϑN ũ1
N

)
∈ P2N−1,2N × P2N,2N−1



3.3. Estimation d’erreur 42

alors

∀ vN ∈ PN,N−1(Ω) × PN−1,N(Ω)

(ω̃N ×wN) · vN ∈ P2m(N)−1 et (ϑN × ũN) · vN ∈ P2m(N)−1

avec m(N) = (1 + µ)N tel que µ = 1
2
.

Soit γ = ‖(Id+SDG(ω,u))−1‖L, si on prend N assez grand pour que
(
‖(S−SN)DG(ω,u)‖L

+ ‖SN
(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
‖L
)
soit ≤ 1

4γ
, d’après le Lemme 4 on trouve

‖Id + SNDGN(ω,u)‖L‖−1

≤ γ

1− γ
(
‖(S − SN)DG(ω,u)‖L + ‖SN

(
DG(ω,u)−DG(ω̃N , ũN)

)
‖L(χ)

)
≤ 2γ.

avec Id + SNDGN(ω,u)L est un isomorphisme. �

Lemme 3.3.3. En d = 2, on a la propriété suivante

∀ (ω∗N ,u
∗
N) ∈ χN

‖SN(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N))‖L ≤ c| logN |

1
2‖(ω̃N − ω∗N , ũN − u∗N)‖χ. (3.29)

Démonstration. D’après la proposition 3 dans l’annexe on a

∀ (ϑN ,wN), (ω∗N ,u∗N) ∈ χN , ∀ vN ∈ VN ,

〈(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N)) · (ϑN ,wN), vN〉

= KN(ω̃N − ω∗N ,wN ; vN) +KN(ϑN , ũN − u∗N ; vN)

alors

〈(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N)) · (ϑN ,wN), vN〉

≤ c| logN |
1
2

(
‖ω̃N − ω∗N‖H1(Ω) + ‖ũN − u∗N‖L2(Ω)2

)
‖vN‖L2(Ω)2‖(w,ϑ)‖χ

d’où

〈(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N)) · (ϑN ,wN), vN〉

‖vN‖L2(Ω)2‖(w,ϑ)‖χ
≤ c| logN |

1
2

(
‖ω̃N − ω∗N‖H1(Ω)

+ ‖ũN − u∗N‖L2(Ω)2

)
ce qui implique

sup
(ϑN ,wN )∈χN

sup
vN∈VN

〈(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N)) · (ϑN ,wN), vN〉

‖vN‖L2(Ω)2‖(w,ϑ)‖χ

≤ c| logN |
1
2

(
‖ω̃N − ω∗N‖H1(Ω) + ‖ũN − u∗N‖L2(Ω)2

)
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alors, (3.21) nous donne

‖SN(DGN(ω̃N , ũN)−DGN(ω∗N ,u
∗
N))‖L ≤ c| logN |

1
2

(
‖ω̃N − ω∗N‖H1(Ω)

+ ‖ũN − u∗N‖L2(Ω)2

)
�

Lemme 3.3.4. On suppose que la donnée f dans Hσ(Ω)d, σ > 1, si l’hypothèse 3.3.2 est

satisfaite alors on a l’estimation suivante

‖(ω̃N , ũN) + SNGN(ω̃N , ũN)‖χ ≤ c(ω,u)
(
N−s‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2 +N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
.

(3.30)

Démonstration. On commence par faire la décomposition suivante :

(ω̃N , ũN) + SNGN(ω̃N , ũN) = (ω̃N , ũN)− (ωN ,uN) + (SN − S)G(ω,u)

+ SN(G(ω,u)−G(ω̃N , ũN)) + SN(G(ω̃N , ũN)−GN(ω̃N , ũN))

on utilise l’inégalité triangulaire et on majore chacun des termes

‖(ω̃N , ũN) + SNGN(ω̃N , ũN)‖χ ≤ ‖(ω − ω̃N ,u− ũN)‖χ + ‖(S − SN)G(ω,u)‖χ

+ ‖SN(G(ω,u)−G(ω̃N , ũN))‖χ + ‖SN
(
G(ω̃N , ũN)−GN(ω̃N , ũN)

)
‖χ.

L’estimation du premier terme vient de l’hypothèse 3.3.2 et (3.25), d’où on a

‖(ω − ω̃N ,u− ũN)‖χ ≤ cN−s‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

Pour le deuxième terme, en combinant l’hypothèse 3.3.2 et (3.22) en remplaçant Sf par

SG(ω,u) = −(ω,u), on obtient

‖(S − SN)G(ω,u)‖χ ≤ cN−s‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2 .

En ce qui concerne le terme ‖SN(G(ω,u)−G(ω̃N , ũN))‖χ, on commence par calculer la

différence :

K(ω,u; vN)−K(ω̃N , ũN ; vN)

= K(ω − ω̃N ,u; vN) +K(ω,u− ũN ; vN)−K(ω − ω̃N ,u− ũN ; vN).

En utilisant les mêmes arguments que pour prouver l’estimation (3.28) et l’estimation

(3.25), on trouve
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K(ω − ω̃N ,u; vN) ≤ c(u)| logN |
1
2N−s‖ω‖Hs+1(Ω)‖vN‖L2(Ω)2

et

K(ω − ω̃N ,u− ũN ; vN) ≤ N−s‖ω‖Hs+1(Ω)‖u‖Hs(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2

d’autre part, en appliquant l’inégalité de Hölder sur le deuxième terme on trouve

K(ω,u− ũN ; vN) ≤ ‖ω‖L∞(Ω)‖u− ũN‖L2(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2 ,

d’après l’estimation (3.25) on a

K(ω,u− ũN ; vN) ≤ c(ω)N−s‖u‖Hs(Ω)2‖vN‖L2(Ω)2

donc, en combinant ces résultats avec (3.21) on trouve

‖SN(G(ω,u)−G(ω̃N , ũN))‖χ ≤ c(ω,u)N−s(1 +N−s| logN |
1
2 )‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2 .

Concernant maintenant le dernier terme qui s’avère plus compliqué. On va appliquer

l’estimation de stabilité (3.21) à GN(ω̃N , ũN)−G(ω̃N , ũN),

〈GN(ω̃N , ũN)−G(ω̃N , ũN), vN〉 = 〈GN(ω̃N , ũN), vN〉 − 〈G(ω̃N , ũN), vN〉.

Or, d’après la définition de G et GN on a

〈GN(ω̃N , ũN), vN〉 − 〈G(ω̃N , ũN), vN〉 = 〈f, vN〉 − (f, vN)N .

d’où, pour étudier 〈f, vN〉 − (f, vN)N on introduit un polynôme fN−1 ∈ PN−1 et d’après

l’exactitude de la formule (1.14), on voit que (fN−1, vN)N − 〈fN−1, vN〉 = 0. alors

|(f, vN)N − 〈f, vN〉| = |(f− fN−1, vN)N − (f− fN−1, vN)|

comme (f, vN)N = (INf, vN)N , et en appliquant l’inégalité triangulaire on obtient

|(f, vN)N − 〈f, vN〉| ≤ |(INf− fN−1, vN)N |+ |(f− fN−1, vN)|,

l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

|(f, vN)N − 〈f, vN〉| ≤
(
INf− fN−1, INf− fN−1

) 1
2

N

(
vN , vN

) 1
2

N
+ ‖f− fN−1‖L2(Ω)‖vN‖L2(Ω)

d’où, en utilisant l’inégalité (1.22) on trouve

|(f, vN)N − 〈f, vN〉| ≤ 3‖INf− fN−1‖L2(Ω)‖vN‖L2(Ω) + ‖f− fN−1‖L2(Ω)‖vN‖L2(Ω)

≤ c
(
‖f− INf‖L2(Ω) + 2‖f− fN−1‖L2(Ω)

)
‖vN‖L2(Ω).
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d’où

sup
vN∈VN

(f, vN)N − 〈f, vN〉
‖vN‖L2(Ω)

≤ c
(
‖f− INf‖L2(Ω) + ‖f− fN−1‖L2(Ω)

)
(3.31)

ce qui implique que

‖SN
(
G(ω̃N , ũN)−GN(ω̃N , ũN)

)
‖χ ≤ c

(
‖f− INf‖L2(Ω) + inf

fN−1∈PN−1(Ω)
‖f− fN−1‖L2(Ω)

)
≤ c
(
‖f− INf‖L2(Ω) + ‖f− ΠN−1f‖L2(Ω)

)
D’après les estimations (1.17) et (1.20), voir aussi ([12], Thms 7.1 et 14.2), on a

‖SN
(
G(ω̃N , ũN)−GN(ω̃N , ũN)

)
‖χ ≤ cN−σ‖f‖Hσ(Ω)2 .

�

Avant d’énoncer le théorème principal de ce mémoire, on a besoin de démontrer le

lemme suivant

Lemme 3.3.5. Si p ∈ L2
0(Ω), alors, ΠN−1p ∈ MN .

Démonstration. Par définition de la projection orthogonale de L2(Ω) sur PN−1, on a

〈p− ΠN−1p, ψ〉 = 0, ∀ψ ∈ PN−1

i.e. ∫
Ω

(p− ΠN−1p)(x)ψ(x)dx = 0,

en particulier pour ψ égale à une constante c différente de zéro, on obtient

c

∫
Ω

(p− ΠN−1p)(x)dx = 0,

ce qui implique

0 =

∫
Ω

p(x)dx =

∫
Ω

ΠN−1p(x)dx,

donc ΠN−1p ∈ L2
0(Ω). �

Conclusion

En combinant ces résultats avec le Théorème 1 de l’annexe on peut énoncer le théorème

suivant



3.3. Estimation d’erreur 46

Théorème 3.3.6. Supposons que la donnée f dans Hσ(Ω)2, σ > 1, et pour tout (ω,u, p)

∈ Hs+1(Ω) × Hs(Ω)2 × Hs(Ω), s > 1, solution du problème (2.10) vérifiant l’hypothèse

3.3.1, alors, il existe un entier N� et une constante c� tels que ∀ N ≥ N�, le problème

(3.5) admet une solution unique (ωN ,uN , pN) tel que

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖H(div,Ω) ≤ c�| logN |−
1
2 . (3.32)

De plus, cette solution vérifie l’estimation d’erreur suivante

‖ω − ωN‖H1(Ω)+ ‖u− uN‖H(div,Ω)+ | logN |− 1
2 ‖p− pN‖L2(Ω)

≤ c(ω,u, f)
(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2 + ‖p‖Hs(Ω)

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
. (3.33)

Démonstration. L’existence de la solution (ωN ,uN) est une conséquence immédiate du

théorème de BRR. En effet, on a l’inégalité suivante

‖ωN − ω̃N‖H1(Ω) + ‖uN − ũN‖L2(Ω)2 ≤ α.

d’après l’inégalité triangulaire on a

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖L2(Ω)2 ≤ ‖ω − ω̃N‖H1(Ω) + ‖u− ũN‖L2(Ω)2 + α

D’après le choix de ω̃N et ũN , en utilisant l’estimation (3.25) on trouve

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖L2(Ω)2 ≤ cN−s
(
‖ω‖Hs+1(Ω) + ‖u‖Hs(Ω)

)
+ α

en choisissant α de sorte qu’elle soit ≤ | logN |− 1
2 , on obtient

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖L2(Ω)2 ≤
(
c(ω,u)N−s| logN |

1
2 + 1

)
| logN |−

1
2

≤ c�| logN |−
1
2

d’où, l’estimation (3.32).

Pour l’estimation d’erreur on note tout d’abord, d’après le même théorème l’inégalité

suivante

‖ωN − ω̃N‖H1(Ω) + ‖uN − ũN‖L2(Ω)2 ≤
γN

1− γNCN(α)
εN .

On a d’après l’inégalité triangulaire

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖L2(Ω)2 ≤ ‖ω − ω̃N‖H1(Ω) + ‖u− ũN‖L2(Ω)2 +
γN

1− γNCN(α)
εN
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On rappelle que γN ≤ 2γ et CN(α) ≤ c d’après le choix de α, donc, les deux sont bornés

indépendamment de N. Il vient alors

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖L2(Ω)2 ≤ ‖ω − ω̃N‖H1(Ω) + ‖u− ũN‖L2(Ω)2 + cεN

En combinant entre (3.25) et (3.30), on trouve

‖ω − ωN‖H1(Ω) + ‖u− uN‖H(div,Ω) ≤ c(ω,u)
(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
.

(3.34)

Soient maintenant pN , qN ∈ M deux solutions du problème (3.5). D’après (3.15) on a

∀vN ∈ DN , ‖pN − qN‖L2(Ω) ≤
bN(vN , pN − qN)

‖vN‖H(div,Ω)

,

≤ bN(vN , pN)− bN(vN , qN)

‖vN‖H(div,Ω)

.

mais, de (3.5) on a

bN(vN , pN) = bN(vN , qN),

d’où pN = qN .

d’après (3.5), ∀ vN ∈ DN on a

bN(vN , pN) = (f, vN)N − aN(ω,uN ; vN)−KN(ω,uN ; vN),

de plus, pour tout qN dans MN on a

bN(vN , pN − qN) = b(vN , p− qN)− 〈f, vN〉+ (f, vN)N + a(ω − ωN ,u− uN ; vN)

+ (a− aN)(ωN ,uN ; vN) +K(ω,u; vN)−KN(ωN ,uN ; vN).

d’après l’exactitude de la formule de Gauss-Lobatto on a

bN(vN , pN − qN) = b(vN , p− qN)− 〈f, vN〉+ (f, vN)N + a(ω − ωN ,u− uN ; vN)

+K(ω − ωN ,u; vN) +K(ωN − ω,u− uN ; vN) +K(ω,u− uN ; vN).

en combinant entre (3.15), (3.32), (2.18) et (3.26) on obtient

β∗‖pN − qN‖L2(Ω) ≤ β‖p− qN‖L2(Ω) + c
(
‖f− INf‖L2(Ω) + ‖f− fN−1‖L2(Ω)

)
+ ν‖ω − ωN‖H1(Ω) + c(u)| logN |

1
2‖ω − ωN‖H1(Ω)

+ c(ω,u)| logN |
1
2‖ω − ωN‖H1(Ω)‖u− uN‖L2(Ω)3

+ c(ω)| logN |
1
2‖u− uN‖L2(Ω)3 ,
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en utilisant (3.34) on trouve

β∗‖pN − qN‖L2(Ω) ≤ β‖p− qN‖L2(Ω) + c
(

+ ‖f− INf‖L2(Ω) + ‖f− fN−1‖L2(Ω)

)
+ c(ω,u)

(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
+ | logN |

1
2 c(ω,u, f)

(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
tel que c(ω,u, f) = 1 + c(ω,u)

((
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+ ‖f‖Hσ(Ω)2

)
.

en prenant qN = ΠNp et en appliquant (1.17) et (1.21), on obtient

β∗‖pN − qN‖L2(Ω) ≤ βcN−s‖p‖Hs(Ω) + cN−σ‖f‖Hσ(Ω)

+ c(ω,u)
(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
+ | logN |

1
2 c(ω,u, f)

(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
.

l’inégalité triangulaire nous donne

‖p− pN‖L2(Ω) ≤ ‖p− qN‖L2(Ω) + ‖pN − qN‖L2(Ω)

alors, en utilisant les résultats précédents on trouve

| logN |−
1
2‖p− pN‖L2(Ω) ≤ cN−s‖p‖Hs(Ω) + cN−s‖p‖Hs(Ω) + cN−σ‖f‖Hσ(Ω)

+ c(ω,u)
(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
+ c(ω,u, f)

(
N−s

(
‖(ω,u)‖Hs+1(Ω)×Hs(Ω)2

)
+N−σ‖f‖Hσ(Ω)2

)
d’où, en combinant cette dernière inégalité avec (3.34) on trouve l’estimation (3.33). �



Appendice

Lemme 1. (de Brouwer) :

Soit H un espace de Hilbert de dimension finie muni d’un produit scalaire noté (., .)

auquel on associe la norme |.| . Soit Φ une application continue de H dans H qui vérifie

la propriété suivante :

Il existe un réel µ strictement positif telle que (Φ(f), f) ≥ 0 pour tout f dans H avec

|f | = µ.

Alors, il existe un élément f0 dans H tel que Φ(f0) = 0 et |f0| ≤ µ.

Démonstration. Voir [20, Chap IV, Cor 1.1]. �

Lemme 2. Les deux propriétés suivante sont équivalentes :

1. Il existe une constante β > 0 tel que :

∀µ ∈M, sup
v∈X

b(v, µ)

‖v‖X‖µ‖M
≥ β ;

2. l’opérateur B′ est un isomorphisme de M dans
◦
V et

‖B′µ‖X′ ≥ β‖µ‖M , ∀µ ∈M

avec, B′ est l’opérateur dual de l’opérateur continu B tel que :

< B′µ, v > = < Bv, µ > = b(v, µ) ∀µ ∈M , ∀v ∈ X.

et
◦
V = { g ∈ X′ ; < g, v >= 0, ∀v ∈ V }.

Démonstration. Voir [20, Chap I, Lem 4.1]. �

Théorème 1. (de Brezzi-Rappaz-Raviart)

Soit X un espace de Banach réflexif, de norme ‖ · ‖X. A toute valeur d’un paramètre δ, on

49
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associe une application Fδ de classe C1 de X dans lui même et on se donne un point ũδ

de X tel que DFδ(ũδ) soit un isomorphisme de X dans lui même. On introduit aussi les

quantités :

γδ = ‖(DFδ(ũδ))−1‖L(X) εδ = ‖(DFδ(ũδ))‖X

Cδ(α) = sup
w∈X,‖w−ũδ‖X≤α

‖(DFδ(w)−DFδ(ũδ))−1‖L(X)

Si 2γδΛδ(2γδεδ) est < 1, alors, pour tout α ≥ 2γδεδ tel que γδΛδ(α) soit < 1. Il existe

une unique solution uδ de l’équation Fδ(uδ) = 0 telle que ‖uδ − ũδ‖X ≤ α. En plus, cette

solution vérifie

‖uδ − ũδ‖X ≤
γδ

1− γδΛδ(α)
‖Fδ(ũδ)‖X.

Démonstration. Voir [16]. �

Lemme 3. Soient E et F deux espaces de Banach, soit L ∈ L(E,F ) un isomorphisme et

G ∈ ∈ L(E,F ). Si ‖G‖ < 1

‖L−1‖
, alors, L−G est un isomorphisme, et

‖L−G‖−1 ≤ ‖L−1‖
1− ‖L−1‖‖G‖

Démonstration. En écrivant L−G = L(I −L−1G), on se ramène au cas E = F , L = I

et ‖G‖ ≤ 1. Dans ce cas, puisque ‖Gn‖ ≤ ‖G‖n, la série
∑
i≥0

Gi est convergente dans le

banach L(E,F ). Comme

(I −G)
n∑
i=0

Gi = (
n∑
i=0

Gi)(I −G) = I −Gi+1,

on conclut à la limite que
∑
i≥0

Gi est l’inverse de I −G. Finalement, on a

‖(I −G)−1‖ ≤ ‖
n∑
i=0

Gi‖ ≤
n∑
i=0

‖Gi‖ = (1− ‖G‖)−1.

�

Définition 1. (La dérivée de Fréchet)

Dans cette définition X et Y désignent des espaces vectoriels réels normés, f désigne

une application d’un ouvert O ⊂ X à valeurs dans Y.

Soit a ∈ O. Supposons qu’il existe un opérateur linéaire continu L ∈ L(X, Y ) et une

application ε de X dans Y, tels que

f(a+ d) = f(a) + Ld+ ‖d‖ε(d), avec lim
‖d‖−→0

ε(d) = 0.
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L’opérateur L est appelé différentielle de Fréchet (ou F-différentielle) de f au point a, et

f est dite Fréchet différentiable (ou différentiable) au point a. La différentielle de f au

point a est souvent notée Df(a).

Proposition 1. Toute application multi-linéaire continue est continûment différentiable.

Si φ ∈ L(E1, ..., En;F ) alors sa différentielle est donnée par

dφ(x1, ..., xn) · (h1, ..., hn) =
n∑
j=1

φ(x1, ..., xj−1, hj, xj+1, ..., xn).

Démonstration. Voir [7]. �

Proposition 2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés et a ∈ E. Soit f une

application d’un voisinage V de a à valeurs dans F, différentiable en a.

Si u ∈ L(F,G), u ◦ f est différentiable en a et

D(u ◦ f)(a) = u ◦Df(a).

Démonstration. La relation

f(a+ h)− f(a)−Df(a)h = ‖h‖ε(h)

avec lim
h−→0

ε(h) = 0 entraine

u ◦ f(a+ h)− u ◦ f(a)− u ◦Df(a)h = ‖h‖ε1(h)

avec ε1(h) = u ◦ ε(h) et donc lim
h−→0

ε1(h) = 0. �

Théorème 2. Inégalité de Hölder

Soit Ω un ouvert de Rd,et

1 ≤ r ≤ ∞, 1 ≤ s ≤ ∞ et 1 ≤ t ≤ ∞ tels que 1
r

+ 1
s

= 1
t
. Alors

∀f ∈ Lr(Ω), ∀g ∈ Ls(Ω), ‖fg‖Lt(Ω) ≤ ‖f‖Lr(Ω)‖g|Ls(Ω).

Démonstration. Voir [15]. �

Définition 2. On dit qu’un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion de

deux ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, pour tous ouverts disjoints U

et V tels que X = U ∪ V , alors on ait U = ∅ ou V = ∅.
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