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Introduction

Les équations de Navier-Stokes décrivant 1’écoulement d’un fluide visqueux compres-
sible ou incompressible tel que 1’eau, I’air, le pétrole en régime stationnaire ou in-stationnaire,
ont fait et font encore I'objet d’'un grand nombre de travaux de recherche. La variation
d’un des paramétres associés a ces équations (domaines sur lequel sont posées les équa-
tions, conditions aux limites, nature des données, formulation variationnelle des équations,
dépendance par rapport au temps, choix de la méthode d’approximation,...) fournit un
nouveau probléme et un nouveau sujet de recherche.

Ces équations permettent souvent par une résolution approchée de proposer une modéli-
sation des courants océaniques et des mouvement des masses d’air de I’atmosphére pour
les météorologistes, la simulation numérique des ponts sous l'action du vent pour les ar-
chitectes et ingénieurs, mais aussi ’écoulement trivial de I’eau dans un tuyau et nombreux

autres phénomeénes d’écoulement de divers fluides.

Ici, nous optons pour les méthodes spectrales comme méthode d’approximation pour
ces équations. Ces méthodes ont été introduites pour la premiére fois par D. Gottlieb et
S. A.Orszag [21] |26] et développées, ensuite, par plusieurs auteurs, on cite entre autre
C. Bernardi et Y. Maday [11] [13] [14]. Ces méthodes permettent d’obtenir des approxi-
mations d’équations aux dérivées partielles avec une bonne précision et une convergence
rapide. Leur principale caractéristique est que les solutions discrétes sont cherchées dans
des espaces de polynomes de haut degré. Les intégrales sont évaluées au moyen de for-
mules de quadrature appropriées. Ces méthodes sont également trés avantageuses, non
seulement pour la simplicité des bases qu’elles fournissent et qui sont obtenues en dimen-
sion quelconque d’espace par une tensorisation de la base en dimension 1, mais aussi et
surtout pour la nature de la convergence des solutions discrétes obtenues vers les solutions
continues correspondantes. En ce sens, la précision de ces méthodes n’est limitée que par
la régularité de la fonction a approcher. Ajoutons a c¢a, leur implémentation relativement

simple et leur cotlt raisonnable qui ont fait d’elle des méthodes aussi attractives que com-
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pétitives. Les domaines ol ces méthodes sont posées, se multiplient et se généralisent.
Grace aux produits de tensorisation sur les polynémes, la géométrie de base est soit un
carré en dimension 2 soit un cube en dimension 3, et il est bien connu que la méthode
s’adapte parfaitement & ce genre de domaines. Nous pouvons trouver des extensions sur
des trapézes, cylindres ou méme des cones, par conséquent, le champ d’applications des
méthodes spectrales ne se limite plus aux géométries simples, mais s’étend aux situations
complexes (voir [27]). Beaucoup de problémes ont été résolus par cette méthode et effi-
cacité de la méthode a été montré aussi bien sur un domaine unique que sur un union de

sous-domaine.

L’objectif de ce mémoire est de détailler quelques parties de I’article [9], en particulier
la partie concernant la discrétisation spectrale du probléme continu ainsi que I’estimation
d’erreur & priori. Ce mémoire est structuré de la fagon suivante :

Dans le premier chapitre de ce travail, on donne les principales propriétés des espaces
de Sobolev [1], des polynoémes de Legendre, ensuite on donne les principales estimation
d’erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale de aux nceuds de la formule de
quadrature de Gauss-Lobatto en normes des espaces de Sobolev usuels sur A? [11] [14].
Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons les équations de Navier-Stokes dans un
domaine borné bi ou tri-dimensionnel munies de conditions aux limites non usuelles por-
tant sur la composante normale de la vitesse et les composantes tangentielles du tourbillon.
Nous proposons une formulation variationnelle de ce probléme comportant trois inconnus
indépendantes : la vitesse, la pression et le tourbillon. Cette formulation a été proposé
dans [18] et [27] pour le probléme de Stokes (voir aussi [19], [2]| et [3]). En s’appuyant
sur cette formulation, nous présentons les principaux outils fonctionnels qui permettent
de déduire que les équations admettent une solution sans restriction sur la régularité du
domaine en dimension 2 et faible limitation en dimension 3. Notons cependant que ce
résultat d’existence n’est établi que sur certaine conditions sur la viscosité et la donnée f
en dimension 3. Vu la non linéarité du probléme on a recours pour cela au théoréme de
Brouwer.

L’objet du troisiéme chapitre est la discrétisation spectrale du probléme de Navier-
Stokes. Pour discrétiser le probléme, on utilise la méthode de Galerkin avec intégration
numérique, c¢’est-a-dire on remplace I'espace continu par un espace de dimension finie, et
les intégrales exactes par une formule de quadrature. Nous utilisons ensuite le théoréme de
Brezzi-Rapaz-Raviart [16] pour prouver que le probléme est bien posé et qu’il admet une
solution localement unique. De plus, nous établissons des majorations quasi-optimales de

I'erreur pour les trois inconnus en dimension 2 tout en combinant les résultats dans [16]



Introduction

et [8].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle tout d’abord les définitions et propriétés fondamentales
des espaces de Sobolev et des espaces des polynomes qui constituent le cadre de ’analyse
numérique des méthodes spectrales. Ensuite, pour pouvoir majorer la distance de fonctions
de régularité donnée a un espace de polyndéme, pour les normes de Sobolev, on définit une
base de polynémes orthogonaux ainsi que les formules de quadrature qui sont employées
pour évaluer les intégrales intervenant dans la formulation variationnelle. A la fin, on

établit des majorations de 'erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale.

1.1 Espaces de Sobolev

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques.
Les démonstrations des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de
références suivants : Adams [1], Dautray et Lions [17], Grisvard [22|, Lions et Magenes

[23] et Necas [24].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de l’espace dans
lequel on se place. Le symbole 9 suivi d'un nom d’ouvert, désigne sa frontére. Deux

définitions sont nécessaires pour caractériser la géométrie des ouverts que l'on considére.

Définition 1.1.1. En dimension d > 2, un ouvert borné Q de R? est dit lipschitzien ou

a frontiére lipschitzienne si pour tout point x de 052, il existe un systéme de coordonnées
d

orthogonales (yi, ...,ya), un hypercube U* = []] — a;, a;| et une application lipschitzienne
i=1
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d-1
O de T[] — as,a;[ dans | — %, %[ tels que :
i=1
QNuU* = {(yla "'7yd) S UCC’ Ya > ®$(yh "'7yd—1)}a

oNNU* = {(yl) -“7yd) € U937 Ya = ém(ylu "'7yd—1)}‘

Cette propriété signifie que la frontiére coincide localement avec le graphe d’'une fonc-
tion lipschitzienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire.

Tout ouvert borné convexe de R? est également a frontiére lipschitzienne (voir Grisvard

[22, Corollaire 1.2.2.3]).

Dans la suite, on note € un ouvert borné lipschitzien de R?. On note z le point géné-
rique de €, et (z1,...,24) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue
dans R?, que 'on écrit soit dz soit dz1, ..., dzg.

On rappelle que D(2) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans €2, et que D(Q) désigne 'espaces des restrictions a Q des fonctions indéfini-
ment différentiables & support compact dans R?. Le dual D’(Q2) de D(2) est 'espace des
distributions sur €. On introduit également C°(€2) I'espaces des fonctions continues sur

Q. On note maintenant L?(Q) I’espace des fonctions v mesurables telles que

/112(1:) dx < +00.

Q

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v)o0 = /u(x)v(x) dx.

Q

On note || - ||o.o la norme
1

o= (/v2($) ar)’)

Q

[v

On sait que I'espace L?(€) contient les deux espaces D(Q) et D(Q) comme sous-espaces
denses, et que l'espace L%*(€)) est contenu dans Pespace D’'(f2). Le produit de dualité
entre les espaces D(2) et D'(Q) étant alors une extension du produit scalaire dans L?(().
La théorie des distributions (voir Schwartz [28]) permet de définir, pour les fonctions
de L*(Q), des dérivées d’ordre quelconque a valeurs dans D'(€2) : pour tout d—uplet
a = (a1, ...,aq) de N4 |a| représente la longueur a; + ... + a4 et on note 9 la dérivée
partielle d’ordre total || et d’ordre «; par rapport a la j—iéme variable, 1 < j < d.
i)

9 .., 2 pour désigner les dérivées partielles d’ordre
Zq

On utilisera également la notation o

1 par rapport aux différentes variables xq, ..., x4, et le symbole V pour le vecteur a d
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composantes formé par ces dérivées. Lorsque d est égal & 1, on écrira plus simplement
dk
dck

V..., les premiéres dérivées.

la dérivée d’ordre k, ot k est un entier positif, et on désignera aussi par les symboles

Définition 1.1.2. Pour tout entier m > 0, on définit l’espace de Sobolev H™(SY) de la

facon suivante :
H™(Q) = {v e L*(Q), 0% € L*(Q), Va € N, |a| < m},

munt de la norme
1

V|0 = </ Z (8%)2(;(;) dx)? (1.1)

Q lal<m

Il est facile de vérifier que 'espace H™(S2) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire associé a la norme (1.1) :

(u0)10 = ( / > (0°u)(@) (") () dx)

Q lal<m

Une autre propriété fondamentale est rappelée dans le lemme suivant (la démonstration

se trouve dans le livre d’Adams |1, Théoréme 3.16]) :

Lemme 1.1.3. Pour tout entier positif m, l’espace D(Q) est dense dans H™((2).

Ce résultat conduit a la définition suivante :
Définition 1.1.4. Soit m un entier positif. On note HJ"(2) l'adhérence de ’espace D(S2)

dans l’espace H™(S).

L’espace H{J'(Q2) est donc un sous-espace fermé de H™(2). On rappelle maintenant
un résultat de base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams |1,

Théoréme 6.28]).

Lemme 1.1.5 (Inégalité de Poincaré-Friedrichs). Il existe une constante positive C

ne dépendant que de la géométrie de ) telle que toute fonction v de HJ () vérifie
d 81} 2 3
2
[v]log < C(/Z(T) () dm) . (1.2)
o =1 i

Cette inégalité permet de démontrer facilement le résultat suivant :
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Corollaire 1.1.6. La semi norme
4 o 3
2 2
o= ([ Y (50w ds) (13)
— X
o=t
est une norme sur l'espace H}(QY), équivalente a la norme || - ||1.q.

Définition 1.1.7. Soit m un entier positif. On note H=™(Q2) le dual de HJ*(2) et on le

munit de la norme duale :

< f,uo>
[fll-ma=sup ————, (1.4)
veHP(Q) |V |m,0

ot < -,- > désigne le produit de dualité entre Hi'(Q2) et son dual.

Il est possible de caractériser le dual topologique de l'espace H~'(2) de la fagon

suivante :

Proposition 1.1.1. L’espace H 1(Q) est caractérisé par

HQ) = {f e D'(Q) avec g, U, ...0q € L2(Q)}.

Autrement dit, toute forme linéaire continue sur H&(Q), notée L € H~1(2), s’écrit pour

tout ¢ € HY(Q),

Li¢) = /(UU¢ sz 8301)

Q
avec vy, v1, ..., vg € L*(Q).

Grace a l'espace H~1(€) on peut définir une nouvelle notion de dérivation pour les

fonctions de L*().

Lemme 1.1.8. Soit v € L*(Q). Pour 1 < i < d, on peut définir une forme linéaire

contmue - dans H™ Y(Q) par la formule
ov B 0o 1
< b= —/vaxidx, Vo € HL(Q). (1.5)
Q

1.1.1 Injection de Sobolev

On donne ici une version simple d’injection de Sobolev qui permet de comparer, au

sens de 'inclusion, les espaces de Sobolev aux espaces des fonctions continues habituels.

Théoréme 1.1.9. Soit m un entier positif. L’espace H™(2) est inclus, avec injection

continue dans l’espace des fonctions continues sur ) si et seulement si

2m > d. (1.6)
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1.1.2 Opérateur de traces

La caractérisation des espaces H{'(Q2) s’effectue au moyen du théoréme de traces, que
I'on trouve démontré dans Grisvard [22]. On rappelle que 'ouvert € étant lipschitzien, il
existe en presque tout point de la frontiére 02, un vecteur unitaire normal a 02 et dirigé
vers l'extérieur de €2, que I'on note m. Si les composantes de n s’écrivent (nq, ...,n4), on

£ CERTINNp Lotz 3 )
désigne par - opérateur de dérivée normale n, oy T T Mg,

Théoréme 1.1.10. L’application vy : u € D(Q) + vo(u) = ulaq € L*(99) se prolonge de
maniere unique, et de fagon continue a l’espace de Sobolev H*(2). On appelle l'opérateur
Yo ainsi obtenu : application de traces.

Uopérateur o n’est pas surjectif sur L?(0S)). L’image de vy est un espace de Sobolev
fractionnaire appelé H%@Q) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

= inf )
”U“H%(BQ) uEHl(lfrll),'you:v”unHl(Q)

Proposition 1.1.2 (Formule de Green).
Soit 0 un ouvert borné de classe C* dans RY, et OQ sa frontiere. Alors, pour tout u €

H?*(Q), ve HY(Q), on a

/Au(m)v(x) dr = —/Vu(a:) Vou(z) dx + /g—:(x)%v(x) do (1.7)
Q Q o0
Proposition 1.1.3 (Formule de Stokes).

Soit 2 un ouvert lipschitzien de RY. L application v, qui a w € (C*(2))? associe (u, n) 0
se prolonge en une application linéaire continue de H(div,Q) dans H™2(8Q) et on a la

formule de Stokes suivante :

Yu € H(div,Q),Vw € H'(Q), /u-dex—i—/'w-divudx:(fynu,70w> (o1,

H 2 HZ
Q Q

o, Yo est Uopérateur de trace de HY(Q) dans Hz (09).

1.2 Théoréme de Banach-Necas-Babuska

Le théoréme suivant joue un role fondamental dans la théorie des méthodes mixtes, il
est du & Necas en 1962 [25], ensuite popularisé par Babuska en 1972 [6] dans le contexte des
méthodes des éléments finis. Ce théoréme peut étre considéré comme une reformulation

de deux résultats fondamentaux de Banach : le théoréme du graphe fermé et le théoréme
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de I'application ouverte. Certains auteurs appellent ce théoréme "une généralisation du
théoréme de Lax-Milgram", ce n’est pas notre vocabulaire préféré, car Lax-Milgram est
réservé pour les espaces de Hilbert par contre le théoréme de Banach-Necas-Babuska
est dans un cadre plus général qui est les espaces de Banach. En plus dans le cadre
hilbertien, le théoréme BNB donne une condition nécessaire et suffisante pour que le
probléme soit bien posé, tandis que le théoréme de Lax-Milgram ne donne qu’une condition

suffisante.

Théoréme 1.2.1 (Banach-Necas-Babuska). Soient V' et W deuz espaces de Hilbert,
a une forme bilinéaire continue sur V. x W. Alors, les propositions suivantes sont équi-
valentes :

(1) Pour toute forme linéaire continue L sur W, il existe un unique u € V tel que
a(u,w) = L(w), Yw e W (1.8)
(2) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

0= 0, inf (sup M) > a, (1.9)
veV \wew ||v||v||w]lw

(Vv € V,a(v,w) =0) = w = 0. (1.10)

Dans le cas ot ces deux propositions sont vérifiées, l'unique solution u de (1.8) vérifie en

sus

L1y
= : 1.11
Jully = =] (111)

Démonstration. Voir [25] et 6] |

1.3 Espaces discrets

On définit les espaces de polyndmes, tout d’abord en dimension d = 1, puis dans des

domaines de dimension d > 2 qui sont produits d’intervalles.

Notation 1.3.1. Pour tout entier n > 0, on définit P,, comme [’espace des polyndmes
sur R a valeurs dans R de degré < n. Pour tout intervalle ouvert borné A de R, on note

P,.(A) Uespace des restrictions a A des fonctions de ’ensemble P, .

Notation 1.3.2. Pour tout entier n > 1 et tout intervalle ouvert borné A de R, on note

PO(A) l’espace des polynomes de P, (A) qui s’annulent auz deux extrémités de A.
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Une des bases de P,(A) est formée par les (", 0 < m < n, on en déduit facilement le
résultat suivant :

dimP,(A) =n+1, dimPY(A) =n — 1.

En dimension d > 2, on travaille dans des domaines {2 dits tensorisés, c’est-a-dire du

type A; X - -+ X Ay, ou les A; sont des intervalles de R.

Notation 1.3.3. Pour tout entier n > 0 et pour tout domaine 2 de R égal au produit
Ay X -+ x Ay d’intervalles ouverts de R, on note P, () lespace des restrictions a Q des

polyndomes a valeurs dans R et de degré < n par rapport a chaque variable x;,1 < i < d.

D’aprés cette définition, tout polynéme p de P, (£2) s’écrit sous la forme

n n
_ E E my mq
p(ﬂUl, ey xd) = to Omy..mgl1 """ g

m1=0 mq=0
ol les vy, . m, sont des réels. On en déduit la propriété de tensorisation suivante, qui est

a la base de I'analyse numérique des méthodes spectrales.

Proposition 1.3.1. Soit Q4 le produit Ay x - - - X Ay d’intervalles ouverts de R et Q41
le produit Ay X - -+ X Nyg_1. Pour tout entier n > 0 et toute base {pm, 0 < m < n} de

P,.(Ag), un polynome p appartient o P, (Qq) si et seulement s’il s’écrit

PE1, o Ta) = 3 Gm(T1, ey Tam1) (),
m=0

ot les g, 0 < m < mn, appartiennent a P,(€y).

Remarque 1.3.1. Considérons pour simplifier le cas ou Q2 est égal a A% pour un intervalle
ouvert A de R. La Proposition 1.3.1 est alors équivalente au résultat suivant : pour tout
entier n > 0 et toute base {©n;0 < m < n} de P,(A), les polynomes @y & - - - & @i,
définis par

(G @ P ) (1, s 2) = Pona (1) Prma (), (1.12)

forment lorsque chaque m; décrit les entiers de 0 a n, une base de P, ().

Finalement, pour traiter les problémes avec conditions aux limites essentielles, on

introduit les espaces suivants :

Notation 1.3.4. Pour tout entier n > 1 et pour tout ouvert ) de R égal au produit
Ay x -+ x Ag d’intervalles ouverts bornés de R, on note P2 (Q) Uespace des polynémes de

P,.(Q) qui s’annulent sur OS).
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Proposition 1.3.2. Soit Qy le produit Ay x - - - X Ay d’intervalles ouverts de R et Q41
le produit Ay X - - X Ag_1. Pour tout entier n > 1 et toute base {¢),,, 1 <m <n—1} de

P2 (Qq), un polynéme p appartient a P°(Qq) si et seulement s’il s’écrit

n—1
p(T1y .y g) = qu(xl, vy Tg—1 )V (T4),
m=1

ot les ¢, 1 <m < n—1, appartiennent a P%(Q,).
Remarque 1.3.2. La aussi, lorsque Q est égal o A pour un intervalle ouvert A de R,

pour tout entier n > 0 et toute base {1,;1 < m < n — 1} de P,(A), les polynomes
77Dm1 Q& 77Z)md déﬁms par

(¢m1 Q- ® ¢md)<x1’ "'7xd) = ¢m1 (‘/El) T ¢md(xd)> (1'13)

forment lorsque chaque m; décrit les entiers de 1 a n — 1, une base de P?(2).

1.4 Erreur d’approximation et d’interpolation polyno-

miale

Pour les preuves de cette section, on référe a [11] et [13].
On désigne par A lintervalle ouvert | — 1, 1[ et par Q Uintervalle | — 1, 1[%= A4, ot d est

un entier quelconque > 2.

1.4.1 polynémes de Legendre

Les polynomes de Legendre forment une famille de polynémes deux a deux orthogo-
naux dans I'espace L?(A) On peut les construire par le procédé de Gram-Schmidt appliqué
a la base canonique formée par les (", n > 0, on obtient la famille orthogonale notée L,

définie d’aprés G-S par :
1

s nl "L (C) dC -
Ln(o:gn_zf_lC L (C) CLm(().

L[5 o

on fixe le polynome Lo égal a 1, ceci permit de définir les polynomes de Legendre en

m=0

multipliant chaque L,, par une constante appropriée.

Définition 1.4.1. On appelle famille des polynémes de Legendre la famille (L), de
polynoémes sur A, deux a deuzx orthogonauz dans L*(A) et tels que, pour tout entier n > 0,

le polynome L,, soit de degré n et vérifie : L, (1) = 1.
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1.4.2 Formules de quadrature

Il est bien connu que les zéros et les extrema des polynomes de Legendre servent a la
construction de formules de quadrature numérique de grande précision, c’est-a-dire qui
sont exactes sur un espace de polynomes de degré élevé : il s’agit principalement des
formules de Gauss et de Gauss-Lobatto. On est intéressés par la seconde qui sera rappelée

dans la proposition suivante.

Proposition 1.4.1. Soit N un entier positif fizé. On pose ng = —1 et ny = 1. Il existe
un unique ensemble de N — 1 points §; de A, 1 < j < N — 1, et un unique ensemble de
N +1 réels pj, 0 < j < N, tels que l'égalité suivante ait liew pour tout polynéme ® de

PQN_l (A) N
N

[ aic =S o, (114

1 -

7=0
Lesn;, 1 < j < N —1, sont les zéros du polynome L. Les p;, 0 < j < N, sont positifs.
La formule (1.14) est appelée formule de Gauss-Lobatto de type Legendre a N+1 points.

1.4.3 Inégalités inverses pour des polyndémes

Lemme 1.4.2. ¥ 5 € Py(92), on a

, 1
(4) lenlle=@) < cllog N2 [leylla ) (1.15)

.. 1_1
(& q » 1PNl S € NPNIIL2(Q)- .
(it) Vg >2, eyl < N eyl (1.16)

1.4.4 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale en

dimension quelconque

Pour simplifier les notations de cette partie on présente les résultats uniquement dans

le cas d = 2. Les résultats se généralisent de maniére triviale a la dimension quelconque.
Notation 1.4.1. On note Il lopérateur de projection orthogonale de L*(Q) sur Py (£2).

Théoréme 1.4.3. Vm > 0, 4 ¢ > 0 ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction

v de H™(Q2), on ait :

lv = yvlloe < eN"™v]|ma- (1.17)
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Notations 1.4.1. On note H}\}O Uopérateur de projection orthogonale de Hg(A?) sur

P (A?) pour le produit scalaire associé a la norme | - |1.q.

Théoréme 1.4.4. Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A*) N HY(A?), on ait :
lv =TI 0] a2 < ENP™||0] - (1.18)
Théoréme 1.4.5. V. m > 1,3 ¢(m) >0, Vv € H™(A*) N H}(A?) :
o~ Iz < N ol (1.19)
Notations 1.4.2. On définie la grille de Gauss-Lobatto notée X par :
Sy ={(;,m),0<j,k < N}

On note Iy opérateur d’interpolation sur cette grille ,i.e. pour toute fonction v continue

sur Q, Iyv appartient a Py(A?) et vérifie :

(INU)<T]i77]j) - U(nianj)a 0 S Zaj S N.

Les estimations restent vrais pour Zy,

Théoréme 1.4.6. Pour tout entier m > 2, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H™(A?), on ait

lv = Znvlloaz < N0l a2 (1.20)
et

v — Znv|iaz < eNY|0]| - (1.21)

Proposition 1.4.2. Tout polynéme pn € Pxn(A?) vérifie les inégalités

N
lenllgaz <> @3 (E)ps <3 lonlg e (1.22)
=0

Proposition 1.4.3. V ¢,, € Py;(A?)

==

IZnpallzzazy < (1 + )2 el az). (1.23)



Chapitre 2

Le probléme de Navier-Stokes

L’objectif du chapitre est d’étudier le probléme de Navier-Stokes dans un domaine bi-
ou tri-dimensionnel muni de conditions aux limites non usuelles portant sur la compo-
sante normale de la vitesse et les composantes tangentielles du tourbillon. La formulation
variationnelle qu’on va considérer est celle ol les inconnues sont la vitesse, la pression et
le tourbillon. Les principaux outils fonctionnels qui permettent de déduire I'existence et

I'unicité de la solution sont aussi présentés.

2.1 Position du probléme

Soit 2 un ouvert borné connexe dans R? | d = 2 ou 3 (z = (x,y) ou = (x,y,2)), de
frontiére lipschitzienne 0€2. On considére le systéme des équations de Navier-Stokes :

4

—v Au+u-Vu+grad P=f dans Q,

divu=0 dans 2,
(2.1)

u-n=>0 sur 052,

| e(curl w) =0 sur 052,

O, les inconnues sont la vitesse u et la pression statique P. La donnée f correspond
aux forces appliquées au fluide et le coefficient v qui représente la viscosité cinématique,
est constant et positif.

n : est le vecteur unitaire normale a 9€) et dirigé vers l'extérieure de 2.
Pour préciser le sens d’opérateur v,, rappelons que :

e En dimension 2, pour tout champs de vecteurs v = (v,,v,) , curl v = 0,v, — Jyv,,

17
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v, représente donc la trace sur 0f2.
e En dimension 3, pour tout champs de vecteurs v = (v, vy, vs) ,
curl v = (0yv, — 0,vy, 0,v; — 040, Oyv, — Oy, ), d’ott opérateur 7, est la trace tangentielle

sur 02 définie par : 1 (w) = w X n.

Le but est d’établir une formulation variationnelle tout en considérant le terme
w = curl u qui représente le tourbillon comme une troisiéme variable. On peut alors

noter que le terme de convection u - Vu peut étre écrit comme suit :
1 2
u-Vu=wXx u+ B grad|ul".

et avec un changement de variable p = P + = |u|2 qui définie la pression dynamique, on

observe que le systéme (2.1) est équivalent au systéme :

p

veurlw+w xu+grad p=f dans ), (2.a)

divu=0 dans Q, (2.b)

w = curl u dans €2, (2.2)
u-n=>0 sur 0f),

w=20 sur 0f),

Le cadre fonctionnel dans lequel le probléme (2.2) est bien posé fait intervenir des
espaces différents pour les trois inconnues. Il s’agit des espaces : Hy(div, £2) pour la vitesse,

L%(€2) pour la pression et Hy(curl, Q) pour le tourbillon, d’ot :
On définit les deux espaces de Sobolev H(div,2) et H(curl, Q) respectivement par :
H(div,Q) = {v € L*(Q)%; div v € L*(Q)}, (2.3)
muni de la norme du graphe :

1ol mraiv.ey = (10l z2ye + ldivolli ).

et

d(d—1)

H(curl, Q) = {o € L2(Q)“T"; curl ¢ € L2(Q)%), (2.4)

muni de la norme du graphe :

0] (eurte) = (||v ||L2(Q aw-1) + [curlvl| 2 (qya).

On consideére aussi les deux sous-espaces respectifs :

Hy(div, Q) = {v e H(div,Q); v - n=0 sur 00}, (2.5)
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Hoy(curl, Q) = {¢ € H(curl,Q); v(p) =0 sur 0Q2}. (2.6)

Il faut noter que les espaces H(curl, Q) et Hy(curl, Q) coincident avec les espaces H'(2)
et HJ () respectivement en dimension 2. De plus, 'opérateur de trace normale v — v - n
et l'opérateur -, sont continues sur H (div, Q) et H(curl, ), respectivement, dans les deux

dimensions (voir |20, Chap I, Thms 2.5 & 2.11]).

Afin d’écrire la formulation variationnelle du probléme (2.2), nous rappelons d’abord
la définition de 'opérateur curl en dimension 2 pour toute fonction scalaire ¢ :

pour tout champs de vecteurs v = (v, v,),

Oy

curl v=0,v, — O,v,, curlp=
— 0,

On rappelle aussi que, pour tout champs de vecteurs v = (v,, v,) et toute fonction scalaire

@, le produit ¢ x v est le vecteur de composantes pv, et —pv,.

2.2 Formulation variationnelle

Soit © un ouvert borné connexe de R? d = 2 ou 3. Partons du probléeme (2.2) et
supposons la donnée f dans Hy(div, 2)’. On multiplie la premiére équation du probléme
(2.2) par une fonction test v de D(Q)?, on intégre sur Q et on applique la formule de

Green on trouve :

V/curl w(z) - v(x) dz + /(w < u)(x) - v(x) do — /div o) - p(x) dv = (£.v). (2.7)
Q Q Q
ou : (.,.) désigne les crochets de dualité entre Hy(div,€2) et son dual Hy(div, 2)’.
Si l'on cherche la solution (w, u) dans H(curl,Q) x H(div, ), les deux conditions sur
le bord se traduisent par le fait que w et u appartiennent en fait & Hy(curl,Q) et
Hy(div, Q) respectivement, et I’équation (2.7) s’étend par densité a toutes les fonctions v
de Hy(div, ). De méme, on peut multiplier la deuxiéme équation du probléme (2.2) par

n’importe quelle fonction ¢ de L?*(€2) pour obtenir :
/div v(z) - q(z) de=0. (2.8)
Q

Réciproquement, en prenant v dans D(Q)? dans (2.7) et ¢ dans D() dans (2.8), on

trouve les équations (2.a) et (2.b) au sens des distributions. Les conditions sur le bord
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étant assurées par 'appartenance de u a Hy(div, Q) et w & Hy(curl, Q). D’autre part, il est
clair que la fonction p intervenant dans (2.a) n’est définie qu’a une constante prés : on va
donc lui imposer d’étre a moyenne nulle pour assurer son unicité, c’est-a-dire d’appartenir
a lespace L2(Q) défini par :
L) = o € L*@): [gla)ds =0} (29)
Q

Ceci signifie que Le probléme de Navier-Stokes s’écrit de fagon équivalente sous forme

variationnelle :
[ Trouver (w, u,p) de Hy(curl, Q) x Hy(div, Q) x L2() tels que :
a(w, u,v) + K(w, u,v) + b(v,p) = (f, v), Vv € Hy(div, ) (2.10)
b(u, q) =0, Vg € L§(Q)
c(w,u,p) =0, Ve € Hy(curl, Q)

\
Les formes bilinéaires af(., .;.), b(.,.) et (., .;.) sont définies par :

a(w, u;v) =v /curl w(z) v(x)de, blv,q)= —/(divv)(:z:)q(x) dx
Q

Q
c(lw, u;p) = /w(x) ~p(x) dr — /u(x) - (curl p)(x) dz. (2.11)
Q Q

et la forme trilinéaire K est définie par :

K(w,uw;v) = /(w x u)(x) - v(z) dz, (2.12)

Dans la deuxiéme égalité du probléme (2.10), il est équivalent de prendre des fonctions

test dans L?(€2). En effet supposons que cette égalité soit satisfaite. Pour r € L?*(€2), on

1
R
: mes(Q)/T ©

Q

note 7 sa valeur moyenne i.e.

et on a :

/(div w) rdr = /(div w)(r—r7) dr+ f/(div u) dzx
Q Q Q
d’apreés la formule de Stokes, on a

/(div w) rdr = /(div uw)(r—7) de+ f/u- n dr.

Q Q o

Or,r -7 € L), et par conséquent pour u € Hy(div, ) satisfaisant I'égalité, on obtient :

/(div u)(z) rde = r/u- ndr=20. (2.13)

Q oN
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Proposition 2.2.1. Le probléme (2.2) est équivalent au probléme (2.10) au sens des

distributions.

2.3 Existence et unicité de la solution

Pour analyser le probléme (2.10), on introduit d’abord le sous-espace V' de Hy(div, §2) :
V = {v € Hy(div,Q); Vg€ L3(Q), b(v, q) = 0}. (2.14)

En utilisant la formule de Stokes, il est clair que V coincide avec 1'espace des fonctions a
divergence nulle dans Hy(div, §2).

On introduit aussi le noyau
W = {(¥,w) € Hy(curl,Q) x V; Vo € Hy(curl, ), c(d,w; ) = 0}. (2.15)
formé de couples (¥, w) de Hy(curl,$2) x V tels que ¥ = curl u au sens des distributions.

Pour démontrer que le probléme (2.10) est bien posé, on a besoin de quelques propriétés

des formes af(.,.;.), b(.,.), c(.,.;.) et K(.,.;.).

Proposition 2.3.1. Les formes bilinéaires a(.,.;.), b(.,.) et c(.,.;.) sont continues sur
(H(curl, Q) x H(div,Q)) x H(div,), H(div,Q) x L*(Q) et (H(curl, Q) x H(div,Q))

x H(curl, Q) respectivement.

Démonstration.

e Pour tout (w, u; v) € (H(curl,Q) x H(div,Q)) x H(div,Q) :

la(w, u; v)| = |V/curl w(z) - v(x)dr

Q
<y y/curl w(z) - o(z)dal
Q

comme v est positive, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

|a(w, w; v)| < cvlcurl wl|zz@)a vl r2(0)
d’out

a(w, % )| < ¢ vl eurs ]l oll oy (2.16)
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e Soient v € H(div,Q), ¢ € L*(2), on a :

|6(v, q)|| / iv v ( (z) dx|
Q

en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que l'opérateur divergence étant

continu, on trouve :

16(v, )| < ¢ [[ol] maiv. e llall 22 (2.17)

oV (w,u; ) € (H(curl, Q) x H(div,Q)) x H(curl, Q)

|wu¢«4/ ola) d ~ [ ulz) - (curl)(v) da]

Q

en utilisant 'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

e, 0)| < ol ol s+ s feurlel s
d’aprés la définition des normes de H(curl, 2) et H(div,{2) on a

|c(w, u; 90)| S ||w||H(cur1,Q)||‘P||H(curl,ﬂ) + ||’u'||H(div,Q)||90||H(curl,ﬂ)

S ||Q0||H(curl,Q)(HWHH(curLQ) + ”u”H(div,Q))

|
Lemme 2.3.1. [ existe une constante o > 0 tel que :
(1)  Vwve V\{0}, ( s%pw a(w, uw; v) >0 (2.18)
w,u)c
; a(w, 0
(i) V(w,u)eW, sup —— > a (||| zEurre) + |4 20)) (2.19)
veV HUHL2(Q
v
(iii) V(w,u) €W, a(w,w u+curl w)> —HwHchrm) + 2—C3||UIIia(md‘ (2.20)
. v 2 v 2
(iv) V(w,u) €W, olw, w2 G, galulfags (220
Démonstration. Voir [8, Lem 2.3]. [

Lemme 2.3.2. [ existe une constante B > 0 tel que la forme b(.,.) satisfait la condition :

b
Vq € LS(Q), sup &

= Bllallr2 (- (2.22)
ve Ho (div,02) HUHH(diWQ)
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Démonstration. Voir [8, Cor 2.4]. [

Remarque 1. La condition (2.22) est souvent appelée "la condition inf-sup”, quelques
auteurs appelent aussi "la condition de Babuska-Brezzi", le courant actuel semble
utiliser expression "LBB condition"” qui veut dire : la condition de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi . Une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme (2.2) soit
bien posé est que la condition inf-sup soit satisfaite et que ['opérateur linéaire continu A

de V dans V' associé a la forme bilinéaire a défini par :
(Au, v)yr vy = a(u, v),
est un isomorphisme.

On observe que pour toute solution (w, u;p) du probléme (2.10), le couple (w, u) est

solution du probléme réduit (2.23) définie par :

Trouver (w,u) dans W telque :

(2.23)
VoeV, a(w,u;v)+ K(w, u;v) = (f,v)

Pour assurer la continuité de la forme trilinéaire K(.,.;.), nous avons besoin d’une

hypothése supplémentaire pour le cas tridimensionnel.

Hypothése 2.3.1.
En d = 3, les espaces Hy(div,Q) N H(curl,Q) et H(div,Q2) N Hy(curl, Q) s’injectent

compactement dans ’espace H3/*(2)3.

Lemme 2.3.3. Si l’hypothése 2.3.1 est satisfaite :
(1) 1l existe c.(2) > 0 tel qu’on a la propriété de continuité suivante :
V(w,u) € W, Vv € L*(Q)4,

K(w, u;v) < C*“wHH(curl,Q)(HwHLQ(Q)MQﬂ + |l o) 10l 2200 (2.24)

(i7) Pour tout (9,w) € W, les deuzx opérateurs : (w, u) — w X u et (w, uw) — ¥ X u sont
compactes de W dans L*(Q)<.

Démonstration.

Soient (w,uw) € W, et v € L*(Q)¢:

K (w, % v)] = | / (@ x u)(z) - v(2)d]
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
|K(w, u; )| < [|w x w200l 2 ()
en appliquant l'inégalité de Holder
| K (w, uw; v)| < HWHLP(Q)@ | ull Lag@ye [l V]l L2 (0)e-
pour tout (w,u) € W, tel que w = curl won a
W C (H(div,Q) N Hy(curl, Q)) x (Ho(div, Q) N H(curl, Q2)).

d’aprés 'hypothése 2.3.1 et le théoréeme d’injection de Sobolev, W s’injecte compactement

dans L*(Q)3 x L*(Q)3, i.e. en prenant p = g = 4 dans l'inégalité de Holder on trouve

K (w, w; v)| < [|wl| Lo [|wll 4@ V]| 120
< C*||w||H(cur1,Q)(||w||L2(Q)3 + ||U||H(div,9)) ||’U||L2(Q)3-

Proposition 2.3.2. En dimension 2, pour toute donnée f dans 'espace dual de Hy(div, €2),

le probleme (2.10) admet une solution (w,u) € W. De plus, cette solution satisfait :

lwllazeurney + lull 2@y < ¢ v Al @ivay (2.25)

otu, la constante ¢ ne dépend que de ().

La preuve de la proposition 2.3.2 repose sur le Lemme suivant :

Lemme 2.3.4. Si Uhypothése 2.3.1 est vérifiée,la forme K(.,.;.) est antisymétrique,

c-a-d :
V(iw,u) e W, K(w,uw;u)=0, (2.26)
et pour la dimension d = 2, on a :
V(w,u) € W, K(w,u;curl w)=0, (2.27)

Remarque 2. La raison pour laquelle la preuve de la proposition 2.3.2 ne peut étre adapté
a la dimension 3 est que U'égalité (2.27) n’est pas satisfaite dans ce cas. Une condition
supplémentaire sur la donnée f et la viscosité v est suffisante pour pouvoir démontrer

Pexistence d’une solution (w,u,p).
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Lemme 2.3.5. En d = 3, si l’hypothése 2.3.1 est vérifiant, alors : il existe une constante
¢y ne dépend que de ) tel que :
pour tout f dans lespace dual Ho(div, Q) vérifiant,

v 2 fl a0y < 1, (2.28)

alors, toute solution du probléme (2.23) satisfait :

ol reurn) + 12y < v || fllmoaim. ey (2.29)

Démonstration. On note

D=

m(w, u) : (||w||%2(ﬂ)3+||u||2L2(Q)3) ;

(Il Zreurt.o) + 1l Z2@)

NI

M(w,u) :

On prend v = w dans (2.27). En utilisant (2.21) et (2.26), on obtient

14

W m(w, u)? < a(w, u,u) = (f, w) < || Mm@y |l r2@s,

d’ou
m(w, w) < 2max{l, v | fl rodivy - (2.30)

On prend maintenant v = v+ curl w dans (2.23). En utilisant (2.20) et (2.26), on obtient

v
2 max{l, %}

De (2.24), on obtient

M(w, u)2 < Al o (div 2y || wl| L2y — K (w, u; curl w).

K (@, w curl )] < c. ] aeursoy (Jol 2y + [[ullramen) leurl ]| 2y

1

En utilisant la relation (a + b) < v/2(a® 4 b%)2 on trouve
K (w, u; curl w)| < V2e, (w2 + ullFrame) (19 Feuno + [4l720))
< V2e,m(w, w)M (w, u)?.
grace a (2.30), on a
1K (w, u; curl w)| < vV2e.2maz{1, &}v |l o divoy M (w, w)?

par conséquent
v
2 maz{l,c3}

l1.e.

M(w, u)2 < ||fHHo(diU,Q)’M(wv ’U,) + 2\/§c*max{1, 0(2)}”—1 HfHHo(div,Q)’M<w7 u)27

v
— M
2 maz{1,c3}

et ’hypothése (2.28) donne le résultat désiré. [ |

(w, u) (1 = 4V2e. (maz {1, G })*v 2 |l srataivsy) < Il o(aiv.0y-
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Proposition 2.3.3. En d = 3, si 'hypothése 2.3.1 est satisfaite, il existe une constante

o (), tel que, pour toute donnée f dans Hy(div, Q)" satisfaisant,

v flmoaivy < 1, (2.31)

le probléme (2.23) admet une solution (w,u) € W. De plus, cette solution vérifie (2.29).

Démonstration. On pose (w’, u°) = (0,0), pour tout n > 1, et soit le probléme itératif :

Trouver (w™, u") dans W telque :

(2.32)
YoeV, a(w", uv) = (fv) - K" v ).

grace a (2.18), (2.19) et (2.24) et au théoréme 1.2.1, ce probléme admet une solution
unique.
Soit

v

- 4e, /2 maz{1, 0(2)}7

ol ¢, est la méme constante dans (2.24).

i

Démontrons par récurrence sur n que la suite (w™, w") est bornée par p en norme de W.

1.e.

[NIES

(ol eurtoy + 1wl Z2)* < b (2.33)

pour n = 0 l'estimation précédente est évidente grace au choix de (w®, u’). Prenons

v=u" + curl w" dans le probléme (2.32). De (2.20) et (2.24), on obtient

a(w™, u", u" + curl w") = (f u" + curl W") — K(w" ', u" ! 4" + curl w")
< Al moaiv.ey (1" 2@y + [leurl w™|l12@)s) + ™ meurne) (@™ 22
+ a7 20y ) (1" || 2@)s + [leur] w20y
< ("] 2y + llcurl w™||2q)s) (Hﬂ|H0(diV,Q)’ + ¢ ([0 #eurro)
o g (1 rewsen + 10 zzcap))
En utilisant la relation (a + b) < v2(a2 4 b%)2 on trouve
a(w”, u", u" + curl w") < \/i(HunH%Q(Q)i” + HwnH%{(curLQ))% <Hﬂ|Ho(div,9)’
+ 21w Pieurtey + 16" F2aye) )

d’aprés (2.33) on a

N

a(w", ' w + curl ©°) < V2([ By + 19 ) (Il may +c.26%)
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I'estimation (2.20) nous donne

N|=

1% 1% n n
o B eurnn + gzl < VRO By + 19 i eurnan)* (Wl + 202)
0

ce qui implique

v 2 2
m(”wHH(curl,Q) + ||UHL2(Q)3)

N

< V2(|fl oy +c.2u?)

le.
%
2 max{1,c%}

d’ou, grace au chois de u, on a

2c,v/2 maz{l,d} , 1
v =gk

On prend ¢, > 16¢,v/2(max{1,c2})?, d’aprés (2.31) on a

D=

(ool (eurrey + lullZzioy) * < Almainsy + exv/20

1
1Al Fo(div.y < —v >
G

d’ou
2 maz{l,c3} 2 maz{l,c3}
——flmo@ivey < ———— v
v G
v 1

< -
~ 8cV/2 maz{1, %} ot

D’autre part, on a pour tout n > 2,
YVoeV, a(w" —w" v —n—1;v)
= K(w" 2 u" % 0) — K(w" ' u" ! v)
= K" ' —w" 2 u %) - K hu !t — v %),

En utilisant encore une fois (2.20) et (2.24) avec (2.33), on trouve

v
2 max{1,c%}

N

(Hwn - wn_llﬁi(curl,ﬁ) + ||un - un_IH%Q(Q)B)

D=

b wn_QH%I(curl,Q) + ||un—1 - ’u’n_QH%Q(QP) )

< o[l
d’otu, grace au chois de p,

1
(Hwn - wn_llﬁi(curlﬂ) + ||U'n - un_1||%2(ﬂ)3) ’

N

1 _ _ _ _
< m(llwn P 0" ey T = W[ g)s) 2
ce qui prouve que (w", u"),, est une suite de Cauchy dans W, par conséquent elle converge
vers un couple (w, u) puisque W est complet.

par suite, par passage a la limite dans (2.30), on constate que (w, u) est une solution du

probléme (2.23). [ |
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Théoréme 2.3.6. En d = 2, pour tout f dans Hy(div,2)’, le probléeme (2.7) admet une
solution (w,w;p) dans Hy(curl, Q) x Hy(div,Q) x L3(£2).

En d = 3, si ’hypothése 2.3.1 est satisfaite, pour tout f dans Ho(div, Q)" tel que (2.29) est
veérifié, le probléme (2.10) admet une solution (w, w;p) dans Ho(curl, Q) x Hy(div, ) x
L3(QY). De plus, cette solution vérifie :

@l #r(eurto) + [l maiv,e) + v 12l 2@

< oMl o (aiv.s2y (1+ V_QH.ﬂ’Ho(div,Q)’)> (2.34)
avec, ¢ est une constante dépend que de 2.
Démonstration. Pour tout fdans Hy(div, 2)’, 'existence d'une solution (w, u) probléme
(2.23) a été démontré dans la proposition 2.3.2 pour la dimension 2 et 2.3.3 pour la
dimension 3 et satisfait (2.25) et (2.33) puisque || - ||L2()e et || - || ziv,0) coincident dans

V.

Concernant la pression p :
Vv € HO(diV7 Q)7 b(’U,p) = <f7 ’U> - a(w, u; ’U) - K(wu u; ’U).

I'existence d'une solution p pour cette équation dans L3(f2) est une conséquence de la

condition (2.22), voir aussi ([20], Chap.I, Lem4.1). De plus, elle satisfait :

2
Blpllrz@) < Il aowivey + vIwl rearne) + (1wl meute) + [l mive)
|
Comme d’habitude pour les équation de Navier-Stokes, I'unicité de la solution ne peut
étre prouvé que pour une donnée f assez petite ou une viscosité assez grande.

Théoréme 2.3.7. Si l'hypothése 2.3.1 est vérifiée, alors : il existe une constante c; ne
dépend que de € tel que :
pour tout f dans l'espace dual Hy(div, Q)" vérifie,

v ™| flmoaivay < 1, (2.35)

le probléme (2.10) admet une solution unique (w, u;p) dans Ho(curl, Q) x Hy(div, ) x
L§(©)

Démonstration. Soient (wq, u;;p1) et (ws, uy; p2) deux solutions pour le probléme (2.10).

En d =2, d’aprés (2.20), (2.26) et (2.27), (w1, 1) et (wa, up) vérifient (2.25).
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De méme,en d = 3, d’apres 'hypotheése 2.3.1 et le Lemme 2.3.4, en prenant c¢; > ¢,
(w1, u1) et (wa, ug) vérifient (2.29).
D’autre part, soit (w,u) avec w = w; — ws et u = u; — Uy appartient a W et vérifie :

VoeV, a(w,uv) = K(ws, up;v) — K(wi, u; v)
= —K(w, w5 v) — K(w1, 4 v).

On utilise (2.20), et on prend v = u+ curl w dans la ligne précédente. D’aprés I'inégalité
triangulaire on a

v

m(”w”%(curl,ﬂ) + HUH%Q(Q)UZ)

< |K(w, ug; u+ curl w| + | K (wq, w; u+ curl w)).

Le lemme 2.3.4 nous donne :

En combinant entre le Lemme 2.3.3 et (2.25) ou (2.29), on obtient

14

m(“w’ﬁ{(cun,m + H““%’zm)d)

< e Al oy (1ol eun o) + l1ullz2(0)0)-

d’ou, si la condition (2.35) est vérifiée avec ¢; > 2¢ max{l, 2}, alors, w = u = 0.
finalement, on a

donc, p; — ps = 0 grace a la condition (2.22). Ce qui assure I'unicité de la solution. |

On termine cette section par donner un résultat de régularité de la solution du pro-

bleme (2.10).

Proposition 2.3.4. Supposons Q) est convexe, la forme : f — (w,u,p), avec (w,u,p)
d(d—1)

est la solution du probleme (2.10), est continue de H™0s=1(Q)4 dans H*()) ™=
H3 () x H3(Q),s < 1.

Une propriété supplémentaire en dimension 2 est la suivante :

Proposition 2.3.5. la forme : f — (w, u,p), avec (w,u,p) est la solution du probléme
(2.10), est continue de H™>0s}( Q)4 dans H*T1(Q) x H*(Q)? x H*T(Q),s < 1, pour
(i) tout s < 1 dans le cas général,

(17) tout s < 1 avec §2 convexe,
(

iii) tout s < T avec Q un polygone dont o représente le plus grand angle.
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Démonstration. Voir [22, Chap.4]



Chapitre 3

Discrétisation spectrale du probléeme de

Navier-Stokes

Le but de ce chapitre est d’effectuer 'analyse numérique de la méthode spectrale
pour le probléme (2.1). On écrit les principaux éléments intervenant dans la discrétisation
spectrale et le probléme discret, ensuite on prouve ’existence de la solution de ce dernier,

on termine par l’estimation d’erreur a priori.

Dans ce qui suit, on suppose que le domaine €2 est le carré ou le cube | — 1,1[¢, d = 2
ou 3. Pour décrire les espaces discrets, on introduit pour tout triplet (¢,m,n) des entiers
non négatives,

e En d = 2, I'espace Py, (€2) des restrictions a 2 des polynomes de degré < ¢ par rapport
a x et < m par rapport a y,

e En d = 3, l'espace Py, ,(§2) des restrictions a 2 des polynomes de degré < ¢ par rapport
a z, < m par rapport a y et < n par rapport a z.

Si £ et m sont égales a n, 'espace sera tout simplement noté P,(€2).

3.1 Position du probléme

Soit N un entier > 2. Les espaces discrets Dy et Cy associés & Hy(div, Q2) et Hy(curl, Q)

respectivement sont définis comme suit :

Py n-1(82) X Pn_1 n(£2) sid=2,

]DN == Ho(diV, Q) N .
Py N-1nv-1(2) X Py_y vv—1(2) X Py_y yo1n(Q)  sid=3.

(3.1)

31
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HY(Q) NPy () i d=2,
o, | m@new) . .
Ho(CLII'l, Q) M ]PN-J,N,N(Q) X PN,N—],N(Q) X PNJV}N_](Q) sid= 3.

Et Pespace discret associé a LZ(Q) est :

My = L§(Q) N Py-1(Q). (3.3)

La formule de quadrature utilisée est la formule de Gauss-Lobatto (1.14), le fait que
cette formule posseéde des nceuds aux extrémités de Uintervalle | — 1, 1] permet de traiter
facilement les conditions aux limites. Le paramétre de discrétisation est un entier N > 2

et ¢ désigne une constante positive indépendante de N.

On s’intéresse a 1’étude de la discrétisation spectrale de la solution du probléme va-

riationnel (2.7). On définit sur les fonctions continues w et v le produit discret :

N N
Zzu(fufj)v(ﬁuﬁj)mpj sid=2,

(uv U)N = ZTVO]J:VO N (3.4)
;;ﬂ;}u(fﬁfj»Ek)U(Suﬁj,fk)pmjpk si d=3.

La fonction f est supposée continue sur 2. On propose le probléme discret suivant,
construit de la formulation (2.7) en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration
numeérique :

[ Trouver (wn, un,py) dans Cny x Dy x My tels que :

an(Wn, un, vy) + Ky(wn, uy, vy) + by (v, pn) = (fov)y,  Voy € Dy

(3.5)

by (un,qn) =0, Vgn € My

L CN(wNaqugaN):O? v(PNE(CN

ou : les formes bilinéaires ay(.,;.), by (.,.) et en(.,;.) sont définies par :
an(wn, un;on) = v (curl wy, vy)y,  by(vy, gn) = —(divow, gy)w,
en(wn, un; @) = (Wi, on)v — (un, curl o)y (3.6)
et la forme trilinéaire Kn(.,.;.) est donnée par :

KN((.UN, UuN, ’UN) = (wN X uy, ’UN)N. (37)

Les formes bilinéaires ay(.,.;.), by (.,.) et en(.,.;.) sont continues car elles sont définies

dans des espaces de dimensions finies.
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3.2 Existence de la solution

Pour analyser le probléme (3.5), on introduit d’abord le sous espace vectoriel contenu

dans V (voir [8], Cor 3.2) :
Vx = {vy € Dy; Vgy € My, by(vn, qv) = 0}. (3.8)
et I'espace de dimension finie :

Wy =A{(0n,vn) € Cy x Vi; Yo € Cn, en(On, vn;0y) = 0} (3.9)

On observe que pour toute solution (wy, uy, py) du probléme (3.5), le couple (wy, uy)

est solution du probléme réduit :

Trouver (wy, uy) dans Wy telque :

(3.10)
Yoy € Vi, an(wn, uy;vn) + Ky(wn, un; on) = (fy, vn)n-

Proposition 3.2.1. Pour toute donnée f continue sur €0, le probleme (3.10) admet une

solution (wy, uy) dans Wy. Cette solution satisfait :

||wN|| d(d—1) + ||UN||L2(Q)d < CV_1||INﬂ|L2(Q)d. (3.11)

LAH(Q)" 2

Démonstration.

On introduit la forme @5 de Wy dans son dual :
V(wN, uN) < WN,V(’ﬁN, wN) S WN,
(®n(wn, un), (N, wn)) = an(wn, un; wy) + Ky(wn, un; wy) — (f, wy) -

La forme linéaire @y est continue puisque elle est définie sur un espace de dimension finie.

1/2

On muni Wy de la norme (HWNHiQ(Q)d(dQ_I) + ||uN||i2(Q)d)
En utilisant les mémes arguments du Lemme 2.3.4 et (2.24), on trouve
Ky(wn, un; uy) = 0,
d’ou

(Pn(wn, uy), (wy, uy)) = v(curl wy, uy)nv — (Znf, un)n-

D’aprés la définition de Wy, on a :

V(wN, UN) S WN : CN((.UN, uN;wN) =0.
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i.e.
(wy,wy)y — (curl wy, uy)y = 0.
Comme wy appartient & Py n v(2) X Py yg n(2) X Py oy n-1(€2) alors,
WN - WN = w}v(:z:,y,z) ’ w}v(:z:,y,z) + w?\,(ac,y,z) ’ w?\,(ac,y,z) + w‘?\,(x,y,z) ’ w‘?\,(x,y,z)

€ Pong.on on(€2) X Pon on2.on(€2) X Pon on,on-2(€2)

avec wy = : (wi(z,y,2), wh(z,y, 2),w (2,9, 2))

Le. wy - wy € Poyanan(Q2), d'ot, en utilisant (1.22), on trouve

(curl wy, uy)y = (WN,wN)N > HwNHiZ(Q)d(dgl) )

I'inégalité de Cauchy-Schwartz et (1.22) impliquent que
(Inf un)n < (INS InSf)n(un, un)n
< 35Tl oy (o, v )
Par conséquent
(Pn(wn, uy), (wy, uy)) = v(curl wy, un)v — (Znf, un)n
> V||WN||;(Q)@ — (Inf un)n
> vlonl?, w33 T oy (an, )
D’autre part, pour tout uy dans Vy, il existe ¥y dans Cy, tel que : uy = curl ¥y
(voir [8], Lem 3.4 & 3.5) qui satisfait
HWNHLQ(Q)@ < |lun|lz2@)e- (3.12)
Pour tout (wy, uy) dans Wy, on a
en(wy,un;Py) =0, YWy eCy
ie.
(un, un)y = (un,curl O y)y = (W, PN)N
En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwartz, (1.22) puis (3.12), on trouve
(un, uy)y = (Wn, N)N
< 3ol , o saon [ @], s

d
<3 CHWNHLQ(Q)dw;w [un |22

1
< 3dCHwN||L2(Q)@(UN7 UN)
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d’ou
1
(u, un)iy < ellwnll , ) aecn. (3.13)
par conséquent
2
(®n(wy, uy), (W, uy)) = V”‘-‘-’N||L2(Q)d(d51> - CHINf”LZ(Q)d||‘-'-’N||L2(Q)d<d—1>-
Pour que la quantité (®x(wy, uy), (wy, uy)) soit positive il suffit que
’/”""N”B(Q)@ > cf|Zn fll 2@y (3.14)
Maintenant, (3.13) et (1.22) nous donnent
e ool g s 2 s
ce qui implique
maX{l, C}||wN||L2(Q)d(d—1) Z H'U,NHLQ(Q)d
d’ou
QmaX{l,C}HWNHLQ(Q)d(d;l) Z HU)NHLQ(Q)d(d;l) + ||’U,NHL2(Q)d
En utilisant la relation (a + b) > V2 (a® + bQ)% on trouve
(N PP — e 2agpe)
M@ = Vamax(1, e} et T RO
donc pour que (3.14) soit vérifiée, il suffit que
5 5 1 v/2cemax{1,c}
(||WN||L2(Q)d<d2—1) + lunllfz0)e) * > » 1 Zn fll L2y
Alors,
V2c¢max{1, ¢
o o

V (wn,un) € Wy N S, avec S, est la sphére de rayon py =

on a

(®n(wn, un), (Wn, uy)) = 0.
Et d’aprés le Lemme de Brouwer (voir annexe), il existe un couple (wy, uy) € Wy tel
que :

V(On, wn) € Wy, (Pn(wn, un), (In, wy)) =0

plus 'estimation (3.11).
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Lemme 3.2.2. [] existe une constante 3, > 0 indépendante de N tel que la forme by(.,.)

satisfait la condition inf-sup suivante :

by (vy,
Voy €My, sup NI gy (3.15)
vy EDN ||vN||H(diV:Q)

Démonstration. (voir [8], Lem 3.9). [

Remarque 3. La condition (3.15) est souvent appelée "la condition inf-sup discréte”
ou bien "la condition LBB discréte”, elle exprime que le choix des sous-espaces Vy et
W ne peut pas étre fait indépendamment 'un de l'autre puisque il y a une relation de
compatibilité entre les deux espaces et peut étre vérifié seulement pour des choizx tout a fait
spéciale. Cette condition, lorsqu’elle est satisfaite, exprime en faite la stabilité uniforme
du schéma numérique pour la variable auziliaire, elle peut étre satisfaite pour un certain
domaine et pas pour un autre, sa vérification est par fois trés difficile. En pratique, pour
démontrer que la condition de compatibilité (3.15) est satisfaite, on utilise souvent ce qu’on

appelle "le critére de Fortin".

Théoréme 3.2.3. Pour toute donnée f continue sur €, le probleme (3.5) admet une
solution (wy, un, py)n dans Cy x Dy x My. De plus, la partie (wy, uy) de cette solution

vérifie (3.11).

Démonstration. L’existence de (wy, uy) a été démontrée dans le Lemme 3.2.2.

D’autre part, de (3.5) et (3.10) on a :

Vony € Vn, bN('UNapN) = (ﬁ ’UN)N - aN(wNa un, ’UN) - KN(WN, un, ’UN)

=0.

L’existence d'une solution py dans My est alors une conséquence de la condition (3.15)

et le lemme 2 (voir annexe). [
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3.3 Estimation d’erreur

L’estimation d’erreur entre la solution exacte du probléme continu (2.2) et le pro-
bléme variationnel discret (3.5) est basée sur le théoréme des fonctions implicites discréte
de Brezzi-Rappaz-Raviart, que l'on a rappelé dans 'annexe. L’estimation sera faite
seulement en dimension 2.

Soit x = Hy(curl, ) x V, et soit S 'opérateur de Stokes défini comme suit
Pour tout f e Hy(div,?)’, on note Sf la solution (w,w) du probléme réduit

Trouver (w, u) dans W telque

(3.16)
VoeV, alw,uv)=(fv).

Le fait que S est bien défini vient de [8, Cor 2.4].
On introduit aussi la forme G définie de x dans Hy(div, Q)" par :

V(w,u) € x, Yve Hy(div,Q), (G(w,u),v) = K(w, u;v) — (f v). (3.17)
Le probléme réduit (2.23) est donc équivalent au probléme

Trouver (w, u) dans W telque

(w, u) + SG(w, u) = 0. (3.18)

Soit maintenant yy = Cy x Vy.

On introduit le probléme auxiliaire suivant

an(wWn, uy, vy) + Kn(wy, un, vn) + by (vy, pn) = (f, vn), Vuy € Dy

by (un, gn) =0, Vgy € My (3.19)

en(wn, un, ) =0, Voy € Cn
On note que la seule différence entre le probléme (3.19) et le probléme (3.5) vient du
remplacement de 'intégration exacte du second membre par une intégration numérique,
afin de pouvoir construire 'opérateur Sy qui est ’analogue discret de 'opérateur S.

Pour tout f € Hy(div,2)’, on note Syf la solution (wy, uy) du probléme

Trowver (wy, uy) dans Wy telque

(3.20)
\V/’UN € VN, CLN((.UN, UN; ’UN) = <f, ’UN>.
On rappelle de [3, Cor 3.8, Thm 4.6 & Cor 4.7] les estimations suivantes :
La premiére est I'estimation de stabilité sur 'opérateur Sy,
|Snflly < ¢ sup (. o) (3.21)

vNEVN ||vNHL2(Q)d ’
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La deuxiéme estimation est déduite de I'estimation de ’erreur : pour tout f tel que Sf

appartient a H*T1(Q) x H*(Q)* s > 1, 0n a:

(S = Smflly < eN 77| S

Ho+H1(Q) x H? ()2 (3.22)
A présent, on définit 'opérateur Gy de yn dans 'espace dual de Dy par la relation :

(Grn(wn,uyn), o) = K(wy, uy, vy) — (f, vn)N- (3.23)
Enfin, le probléme (3.10) devient équivalent au probléme suivant :

Trouver (wy, uy) dans telque
(wn, uy) XN telq (3.24)

(wn, uy) + SNGn(wn, un) = 0.

Maintenant, on introduit (@, @y ) dans xy une approximation de (w, ). Pour des raisons

techniques on choisit @y = [Ty w et @y a été construit dans [8, §4], et on a

(w —wn, u—uy)ll < N7 |(w, w)l[ge@)xm @ (3.25)

Et on considére les trois quantités suivantes :

v = |(Id + SyDGn(@n, un) | i)

en = ||(@n, Un) + SNGn (@, Uy)]ly
et enfin

CN(CM) = sup (”(SNDGN(CZ)N,fLN) _SNDGN(ﬁNawN)Hﬁ(X))

(On,wN)exn,(@n,an)—(In,wN) | x Lo

On s’intéresse donc & majorer les trois quantités vy, ey et Cy(a). Un résultat intermé-

diaire consiste a estimer la différence

K(wn, uy; vn) — Ky(wy, un; vy).
Pour cela on commence par un résultat préliminaire qui sera utile ultérieurement :

Lemme 3.3.1. En d = 2, on a la propriété suivante

VwNE(CN,VUNEDN,V’UNGDN,
1
|Kn(wn, uns on)| < cllog N |2 |wn | g curo)l|un | 22 |on || 202 (3.26)
Démonstration. Soient wy € Cy et uy = (uk, u%)" € Dy, vy := (vk, v%)" € Dy

Ky(wn, un; o) = (wyuy), vv)n — (wyuy), vv) v
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puisque wyu% € Poy_1.9n et pour pouvoir appliquer (1.22) on écrit (wyu%) = (Zy(w nul
N , N N

par définition de Zy. D’ou
Ky(wy,uy;vn) = (In(wnuk), ov)n — (Zn(wnuy), vn)N.
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.22) a la fois on trouve
Ky (wns un; on)| < | Iy (wnun) || 2@zl o || 2202
d’apres (1.23) et comme les produits (wyuk)|q et (wyuy)|o appartiennent a Poy(€2) on
a le résultat suivant
Ky (wn, un; vv)| < cllwnun]|rz@)p | vv] L2 )2

en appliquant 'inégalité de Holder (Théoréme 2 dans I'annexe) on trouve
| Kn(wn, un; on)| < cl|wn || pe@)llun || z2@) || vn || 2 )2

d’on, en utilisant l'inégalité inverse (1.15) on obtient 'estimation (3.26). [

Pour pouvoir appliquer le Théoréme de BRR (théoréme 1 de 'annexe) on a besoin

de faire les deux hypothéses suivantes :

Hypothése 3.3.1. Lopérateur Id + SDG(w, w) est un isomorphisme de x ot (w, w;p)

est une solution du probleme (2.10).

Hypothése 3.3.2. La solution (w, w; p) introduite dans I’hypothése précédente appartient
a HTH(Q) x H*(Q)? x H*(Q), s > 0.

Avant d’introduire le lemme suivant et pour des raisons techniques qu’on va voir dans
la démonstration du lemme, on utilise une "super-intégration". C’est-a-dire, ’exactitude
de la formule de quadrature de Gauss-Lobatto sera faite dans Py, n)—1 avec

m(N)=1+pu)N,0 < pu<l.

Lemme 3.3.2. En d = 2, Si l’hypothese 3.3.1 est vérifiée, il existe un entier Ny tel que ¥V
N > Ny, Uopérateur I1d + Sy DGy (@, y) est un isomorphisme de x. De plus, la norme

de son inverse yn est bornée par une constante indépendante de N.

Démonstration. La démonstration repose sur le Lemme 4 dans ’annexe.

Pour cela, on considére la décomposition élémentaire suivante :

Id + SyDGn (@, ay) =1d + SDG(w, u) — (S — Sn) DG (w, u) — Sy (DG (w, u)
— DG(@y, uy)) — Sy (DG(@n, ty) — DGy (@n, ty)).
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on utilise I'inégalité triangulaire, on obtient

[1d + Sy DG (@, un)ll 2o < [[Id + SDG(w, u)| £
+ [1(S — Sn) DG(w, w)| ()
+ |88 (DG (w, u) — DG (@, @n)) |l 2y
+ [|Sn (DG (@, @n) — DGy (@, wn)) |l eeo

donc, on va traiter chacun de ces quatre termes séparément.

1. D’apres 'hypothése : Id + SDG(w, u) est un isomorphisme de x. On note 7 la

norme de son inverse.

2. On réfere a [22, Chap.4| pour prouver que SDG(w, u)- (9, w) appartient & H*() x
H'(Q)?, d’on, d’apres I'estimation (3.22) on a
lim ||(S — Sy)DG(w, u)||z = 0. (3.27)

N—+o00

3. En combinant d’une part 'estimation de stabilité (3.21), et d’autre part la conti-
nuité de 'application linéaire DG on conclut que le troisiéme terme aussi tend vers
zéro. En effet, d’aprés la proposition 3 (voir annexe) on a : pour tout (dy, wy) €

xn et vy € Viy

(DG(w,u) - (Iy, wy), vy) = K(w, wy; vy) + K(Oy, w; vy)
de méme

(DG(@n,uy) - (On, wy), vn) = K(@n, wy; vy) + K(Oy, Uyn; vn)

d’ou
(DG(w —wy,u—uy) - (Iy,wy),vy) = K(w —@n, wy; vy) + K(Oyn, u— y; vy)
En appliquant I'inégalité de Holder sur K, d'une part on a

K(w—wy,wy;vy) < ||lw —@nlze@ |wn| a2 || vn || 202

comme H'(f2) s’injecte continument dans LP(§2) pour tout p < oo avec la norme

< ¢ pz (voir [29]), donc
. 1 .
K(w — oy, uy;vny) < ep?l|w — @n| g l|un oz || vn ] 222

en utilisant 'inégalité inverse (1.16) on obtient

~ 1.4 ~
K(w — WN, UN; ’UN) < Cp2NP Hw - wNHHl(Q)HuNHLz(Q)zH’UNHLz(Q)z.
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finalement, en prenant p = log N on aura
- 1 .
K(w — Wy, UN, ’UN) S C| log N|2 ||Ld — wN||H1(Q)||UN||L2(Q)2 ||'UN||L2(Q)2' (328)
D’autre part, on a
K(Un,u— uy;vn) < |On] e@lle — x|l 2@z | on || 2202
en utilisant 'inégalité inverse (1.15) on trouve
~ 1 ~
K(ﬁN, U — Uy, ’UN) < C‘ log N| 2 ||19N||H1(Q)||u — UNHLQ(Q)Z H'UNHLQ(Q)Q.
d’ou
ISn (DG (w, u) — DG(@n, ) - (In, wy )|l
1 ~ ~
< log N2 (lw — @nllgr@ w22 + 195l @ 1w — @y || 22()2)
1 -
< c|log N|= <||w — wn|lr @ (lwnll 2@z + [[9n]r1o)
+ (0]l ) + 1w | 2202l — ol 22 )
1 - N
< el log NP (| — @ oy + 1 — 120 ) 1 (9. )
En appliquant (1.18) et (3.25), on obtient

ISy (DG(w, u) — DG(@n, ay)) - (O, wn )]l
< cllog N|*N~* (|||

@) F ||l ae@) (O, wn)lx
ce qui implique
Nl_i)niOOHSN(DG(w, u) — DG(@n, @n)) || e = 0-

4. D’aprés la définition de G et Gy, les produits ((Wy X wy)-vn)|q et ((InXy)-vn)|a
appartiennent & Py, (n)—1(€2). Donc, le dernier terme sera nul.

En effet, soient

On €PN(Q) et ay = (uh(z,y), un (7, )" € Pyn1() x Py n(€2),
Iy € Py(Q) et wy =: (wy(z,y), wi(z,y))" € Pyni() X Pysn(Q)

on a

~ ~ ~ 1
Wy X Wy = (WN'w?v — WNUJN) € Pon_12n X Panon—1

~ ~2 ~1
Iy X uy = (ﬂNuN - ﬁNuN) € Pon_12v X Ponon—1
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alors

YV oy € ]P)N,N—l(Q> X ]P)N—I,N(Q>
(L:JN X wN) - UN € PQm(N)—l et (’19]\/ X ’lNLN) - UN € PQm(N)—l

avec m(N) = (14 p)N tel que p = 1.
Soit v = |[(Id+SDG(w, u)) ||, si on prend N assez grand pour que (|| (§—SN)DG(w, u)| |z

+ ||Sn (DG (w, u) — DG(@y, uy)) HL) soit < %, d’apres le Lemme 4 on trouve

I1d + SN DG (w, u)]| ]|

Y
<
1= (IS = SWDG(w, w)|c + Sx (DG(w, w) — DG(@x, )l
< 2.
avec Id + Sy DGy (w, u) est un isomorphisme. [ |

Lemme 3.3.3. En d = 2, on a la propriété suivante

v (w}k\ﬁu?V) € XN

1SN (DG (@, v) — DGx(why, ui))lle < el log N|2 [ (@n — why, oy — ui)l  (3.29)

Démonstration. D’apreés la proposition 3 dans ’annexe on a

V (¥n, wy), (wy,uy) € xn, ¥V oy € Vi,
(DGn(@n, un) — DGy (why, uy)) - (On, wn), vn)
= Ky(@n — wy, wy; vy) + Ky(On, tn — uy; vy)
alors
(DGn(@n, ty) = DG (wyy, uy)) - (On, wy), vn)
< c|log N2 (HGJN — Wil + lay — U}VHN(Q)Q) lon [l 22 ()2 [ (w, )|
d’ou

(DGN (@, uy) — DG (Wi, uy)) - (In, wy), vn)
lon 2@ (w, 9)]|

1 ~ *
< c|log N|z <||<-«JN — wi|lm (@
+ [y - u}“vllwsz)?)

ce qui implique

Sup sup (DGN(@wn, uy) — DGn(why, uy)) - (Oy, wy), vn)

(Ox, 0w )ExNINEV lvn |2 || (w, 9)]|

1 - « ~ ¥
< el log NI ([l@ —willino + 1w — iz )
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alors, (3.21) nous donne
ISx (DG (@, tiy) — DGy (Wi, uy))e < cf log N[> <||°5N —willm(e
i — 2o
|

Lemme 3.3.4. On suppose que la donnée f dans H°(Q)?, o > 1, si I’hypotheése 3.3.2 est

satisfaite alors on a l’estimation suivante

H((:JN, ’lNLN) + SNGN((:)N, &N)HX S c(w, u) <N*S|](w, u)HHS'H(Q)XHS(Q)Q + N70|’ﬂ‘HJ(Q)2) .
(3.30)

Démonstration. On commence par faire la décomposition suivante :

((.:}N, ’lNLN) + SNGN(L:JN, ’ZLN) = (L:)N, ’lNI,N) — (wN, ’LLN) + (SN — S)G(w, u)

+ Sv(G(w, u) — G(wy, uy)) + Sn(Gl@n, un) — Gy(@n, uy))
on utilise I'inégalité triangulaire et on majore chacun des termes

(@, an) + SvGr (@, )y < [[(w — @, u—y)|x + (S = Sv)G(w, u)]|

+ IS8 (G(w, u) = G(@n, @n)) | + [|Sn (G(@n, Un) — Gr(@n, an)) |y
L’estimation du premier terme vient de I'hypothése 3.3.2 et (3.25), d’oi1 on a
[(w —@on, u—un)|y < cN7F(w, w)||ge+1Q)x me ()2

Pour le deuxiéme terme, en combinant ’hypothése 3.3.2 et (3.22) en remplagant Sf par

SG(w,u) = —(w, u), on obtient

(S = Sn)Glw, wly < eN7*[[(w, u)|

Hst1 (Q)XHa(Q)Z .

En ce qui concerne le terme [|Sy(G(w, u) — G(@wy, n))||y, on commence par calculer la

différence :
K(w,u;vy) — K(@n, Uy; vn)

=Kw—-—wy,uvy)+ K(w,u—ay;vy) — K(w— @y, u— Uy; vn).

En utilisant les mémes arguments que pour prouver 'estimation (3.28) et 'estimation

(3.25), on trouve
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K(w — oy, uvy) < c(u) 108;N|%N75Hw|

Hs+l(Q) H UN HL2(Q)2
et

Kw—wy,u—uy;vy) < N °|w]

Hs+1(Q) || ’U,| HS(Q)Q || ’UN||L2(Q)2

d’autre part, en appliquant 'inégalité de Holder sur le deuxiéme terme on trouve
K(w,u—ty;vy) < [|wllze@llw— vl 2@z lonl 2,
d’apreés 'estimation (3.25) on a

K(w, u — ﬁN; ’UN) < C(W)NﬁsHuHHS(Q)Q H'UNHLQ(Q)Q

donc, en combinant ces résultats avec (3.21) on trouve

[S3(Glw, w) — G(@n, i)y < elw, WN*(1+ N=*[log N|%)[| (@, wl| 10y - -

Concernant maintenant le dernier terme qui s’avére plus compliqué. On va appliquer

I'estimation de stabilité (3.21) & Gy (@, Uy) — G(On, Uy),
(Gn(@n, uy) — G(wn, Uy ), vn) = (Gn(@n, n), o) — (G(@nN, Un), V).
Or, d’apres la définition de G et Gy on a

(Gn(wn, uy), vv) — (G(wn, un), vn) = (f,on) — (f, on)N-

d’ou, pour étudier (f, vny) — (f, vny)n on introduit un polynéme fy_; € Py_; et d’aprés

I'exactitude de la formule (1.14), on voit que (fx_q, vn)n — (fy_1, vn) = 0. alors

|(f,ov)n — (fom)| = |(f = fv—1, on)v — (f = fv_1, o)

comme (f,vy)y = (Znf, vn)n , et en appliquant I'inégalité triangulaire on obtient

|(f, on)v — (fon)| <IN = Fyv—1 vn)n |+ 1(F = Fv—1s vw)l,

I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

M=

[(f.on)v — (foow)] < (InF— Fy1. InSf— fvoa) 2 (o, UN)J%V +[If = Fv-illze@ lonl 22

d’on, en utilisant 'inégalité (1.22) on trouve

|(f, vn) v — (Ffow)| < 3| InS— Fvallzlonllze) + 1= Fvoillze @ low |2

< c(If = Infllrz) + 20f = fy_illrz@) lon | 22
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d’ou

sup (f,on)v — (fion)

< c(|lf = Infllrze) + If — Fvoillze) (3.31)
vNEVN ||’UN||L2(Q)

ce qui implique que
ISy (G(@n, un) — Gy (@, wn)) llx < c(lFf — Znfllz2@) + inf ||f—fy_illiee)
In_1€PN_1(Q)
<c(If=Infle + 1f = v afil 2 @)
D’aprés les estimations (1.17) et (1.20), voir aussi ([12|, Thms 7.1 et 14.2), on a

1SN (G(@n, ) — Gn(@n, @x))lly < N7 fl o2

Avant d’énoncer le théoréeme principal de ce mémoire, on a besoin de démontrer le

lemme suivant

Lemme 3.3.5. Sip € L%(Q), alors, lIy_1p € My.

Démonstration. Par définition de la projection orthogonale de L*(2) sur Py_1, on a
(p—In-ap, ) =0, Vi € Pyy
le.
=Tty o
en particulier pour ¢ égale a une constante c différente de zéro, on obtient
C/Q(p —y_1p)(z)dz =0,
ce qui implique

:/p(a;)dx:/HNlp(:c)dx,
0 0
donc TIy_1p € L3(2). [ ]

Conclusion

En combinant ces résultats avec le Théoréme 1 de ’annexe on peut énoncer le théoréme

suivant
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Théoréme 3.3.6. Supposons que la donnée f dans H°(Q)?, o > 1, et pour tout (w, u,p)
€ H*'(Q) x H*(Q)? x H*(Q), s > 1, solution du probléeme (2.10) vérifiant I’hypothése
3.3.1, alors, il existe un entier N, et une constante c, tels que ¥ N > N,, le probleme

(3.5) admet une solution unique (W, uy,pn) tel que
1
lw —wnllmie) + [lu— uy| @) < coflog N|72. (3.32)

De plus, cette solution vérifie ['estimation d’erreur suivante

1
|w —wnllar @)+ [|u— un|lg@vo+ [log N|72 [[p — pnllrze)

< clw, u ) (N7 (| (w, w)

Hs+1(Q)x Hs ()2 —+ ||p| Hs(Q)) —+ N_UHf]lH”(Q)?)' (333)

Démonstration. L’existence de la solution (wy, uy) est une conséquence immeédiate du

théoréme de BRR. En effet, on a I'inégalité suivante
lwn —@nlm@) + luv — un|r2@p2 < a.
d’aprés I'inégalité triangulaire on a
|w — wnllai@) + v — un|[ 22 < [|w — Onlla@) + |lu— Uy|r2@)2 + a

D’aprés le choix de wy et wy, en utilisant 'estimation (3.25) on trouve

Hw — wN||H1(Q) + Hu— UNHLQ(Q)Q < CNis(HWHHs-&-l(Q) —+ Hu| Hs(Q)) =+ «

en choisissant « de sorte qu'elle soit < |log N|~2, on obtient

lw — willm e + 1w — un 22 < (C(w, wWN~*|log N|? + 1) log |~

< co|log N| 72
d’on, l'estimation (3.32).

Pour l'estimation d’erreur on note tout d’abord, d’aprés le méme théoréme l'inégalité
suivante

TN

lwn —@nllae) + luy — G|z @) < T—nCr(a) ™

On a d’apres 'inégalité triangulaire

TN

lw = wnllm@) + v — unll@e < lw —@nllme + [u—tyllL2@2 + TCN(@)&V
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On rappelle que vy < 27 et Cy(«) < ¢ d’aprés le choix de «, donc, les deux sont bornés

indépendamment de N. Il vient alors
lw —wnllm@ + v —unllrz@e < llw —@nllr@ + lu—ty| 202 + cen
En combinant entre (3.25) et (3.30), on trouve

e @t @2) + N7 flae o ).
(3.34)

o = wnllme + 1w = wx e < cw, u) (N (@, v)

Soient maintenant py, gy € M deux solutions du probléme (3.5). D’aprés (3.15) on a

bN('UNapN - QN)
H'UNHH(div,Q)
by (vn, pn) — by (v, qn)
H’UNHH(div,Q)

Yoy € Dy, lon — anl2) <

mais, de (3.5) on a
by (vn,pN) = by (vn, qn),

d’ou px = gn.

d’apres (3.5), V vy € Dy on a
by(vn,pn) = (f ov)n — an(w, un; vy) — Kn(w, uy; vy),
de plus, pour tout gy dans My on a

bN(UN,pN - QN> = b(UN,p - QN) - <f7 'UN> + (ﬁ UN)N + a(w —WN, U — Uy, UN)

+ (a —ay)(wn, uy; vy) + K(w, w; vy) — Ky(wy, un; vy).
d’aprés I'exactitude de la formule de Gauss-Lobatto on a

bN('UN7pN - QN) = b(UN,P - CJN) - <f> UN) + (ﬁ UN)N + a(w — WN, U — UN; UN)

+ K(w —wy, won) + K(wy —w, u— uy; oy) + K(w, u— uy; oy).
en combinant entre (3.15), (3.32), (2.18) et (3.26) on obtient

Billpy — anllr2@) < Bllp — anllz) + c(If — Inflez) + 1F = fv-ill2@)
1
+ v||w — wn| g0 + c(u)|log N|? ||w — wn | g1 o)
1
+ c(w, ’U,)| log N‘ 2 Hw — wNHHl(Q)Hu — UN”LQ(Q):a

1
+ c(w)|log N2 ||u — un|| 203,
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en utilisant (3.34) on trouve

Bllpy — anllrz) < Bllp — anllez@) + ¢(+ 1f = Infl 2@ + 1f = vl 2@)
+c(w, u) (NfS(H(W, W) || o1 () (@)2) + Nﬁo“ﬂ‘H”(QP)

+ |1og N[ efw, u, f) (N7 (| (w, w)]

e () (@)2) + N*”Hﬂ!H“W)

tel que e(w,u, f) = 1 + c(w,u)<(||(w,u)|
en prenant gy = Ilyp et en appliquant (1.17) et (1.21), on obtient

Hs+1(Q)st(Q)2) + ||ﬂ|H“(Q)2>'

Bellpn — anllze@) < BeN"*|Ipll s (9) + N~ fllme (o)
+ C(UJ, u) <N‘S(||(w, 'U,)| Hs+1(Q)XHs(Q)2> + N_JHﬂlH"(Q)?)

+ |log N|3c(w, u, f) (N‘S(H(w, )|

e xe@2) + N7\ fleore).
I'inégalité triangulaire nous donne
P — w2 < e — anllzz@) + oy — anll 2@

alors, en utilisant les résultats précédents on trouve

_1 —8 —8 —0
[log N|72lp — pwllz2@) < eN7lIpllas@) + N2 lIpllas@ + <Nl fll#o )
+ c(w, ’U,) (N_S(H(w, u)| Hs+l(Q)><Hs(Q)2) + N_U||ﬂ|Hcr(Q)2>

+ cfw,u (N7 (| (w,w)

Hs+1(Q)XHs(Q)2) =+ N_J||ﬂ|Ho(Q)2>

d’ot, en combinant cette derniére inégalité avec (3.34) on trouve l'estimation (3.33). W



Appendice

Lemme 1. (de Brouwer) :
Soit H un espace de Hilbert de dimension finie muni d’un produit scalaire noté (.,.)
auquel on associe la norme |.| . Soit @ une application continue de H dans H qui vérifie

la propriété suivante :

Il existe un réel p strictement positif telle que (P(f), f) > 0 pour tout f dans H avec

f = p
Alors, il existe un élément fo dans H tel que D(fo) =0 et |fo| < p.

Démonstration. Voir [20, Chap IV, Cor 1.1]. [ |

Lemme 2. Les deux propriétés suivante sont équivalentes :

1. 1l existe une constante 3 > 0 tel que :

b
VieM, sy —H 5 g,
vex  ||l|x||l|ne

2. lopérateur B' est un isomorphisme de M dans V' et
1B'ullx = Bllplle , Y€ M
avec, B’ est Uopérateur dual de l'opérateur continu B tel que :
< B'p,v>=<Bvo,u>= blvo,u) VYueM, VveX
et
V={geX ; <gv>=0, YweV }L
Démonstration. Voir [20, Chap I, Lem 4.1]. [

Théoréme 1. (de Brezzi- Rappaz-Raviart)

Soit X un espace de Banach réflexif, de norme || -||x. A toute valeur d’un paramétre &, on

49
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associe une application Fs de classe Ct de X dans lui méme et on se donne un point s
de X tel que DFs(us) soit un isomorphisme de X dans lui méme. On introduit aussi les

quantités :

V5 = |(DF5(ts)) " |l oy es = [[(DF5(w5)) ||x
Cs(a) = sup (DFs(w) — DF5(ts)) || 2x)

wexvllw_ﬁéllxga
Si 295A5(2vses5) est < 1, alors, pour tout o > 27yses tel que ysAs(a) soit < 1. Il existe
une unique solution us de l’équation Fys(us) = 0 telle que ||us — Us]|x < a. En plus, cette

solution vérifie

- )
[ P —

< mHFé(%)HX-

Démonstration. Voir [16]. [

Lemme 3. Soient E et F' deux espaces de Banach, soit L € L(E, F) un isomorphisme et

1
GeeLEF). Si|G| < T alors, L — G est un isomorphisme, et
1L~

IL-GI™ < -
L= [[L=Hlll

Démonstration. En écrivant L — G = L(I — L7'G), on se raméne au cas E=F, L =1

et |G|l < 1. Dans ce cas, puisque ||G"|| < ||G]|", la série > G est convergente dans le
i>0

banach L£(E, F'). Comme
I-@)) =0 _GYI-G)=1-G"",
=0 =0
on conclut & la limite que >_G* est I'inverse de I — G. Finalement, on a

>0

=)< Gl <) I =a—-an
i=0 =0

Définition 1. (La dérivée de Fréchet)

Dans cette définition X et Y désignent des espaces vectoriels réels normés, f désigne
une application d’un ouvert O C X a valeurs dans Y.
Soit a € O. Supposons qu’il existe un opérateur linéaire continu L € L(X,Y) et une

application € de X dans Y, tels que

fla+d) = f(a) + Ld + ||d||e(d), avec lim e(d) = 0.

lldll—0
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L’opérateur L est appelé différentielle de Fréchet (ou F-différentielle) de f au point a, et
f est dite Fréchet différentiable (ou différentiable) au point a. La différentielle de f au

point a est souvent notée Df(a).

Proposition 1. Toute application multi-linéaire continue est continiment différentiable.

Si¢p € L(E, ..., Ey; F) alors sa différentielle est donnée par

d¢($1, ,ZL’n) . (hl, 7hn) = Z¢(5L‘1, ...,l'j_l, hj7$j+17 ,Z)Z'n)
j=1

Démonstration. Voir [7]. [

Proposition 2. Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés et a € E. Soit f une
application d’un voisinage V de a a valeurs dans F, différentiable en a.

Siu € L(F,G), uo f est différentiable en a et

D(uo f)(a) = uo Df(a).
Démonstration. La relation
fla+h) = fla) = Dfla)h = [|h||e(h)
avec lim £(h) = 0 entraine
uo fla+h)—wo f(a) —uo Df(a)h = |hlei(h)
avec £,(h) = uoe(h) et donc lim &, (h) = 0. m

h—0

Théoréme 2. Inégalité de Holder
Soit Q un ouvert de R?, et

Jgrgoo,1§s§ooet1§tgootelsque%—i—%:%.fllors

Ve L'(Q),Yg e L*(Q), [[fgllzve <Ifllerollg

Démonstration. Voir [15]. [

Définition 2. On dit qu’un espace topologique X est connexe s’il n’est pas réunion de

deuz ensembles ouverts non vides disjoints. Autrement dit, pour tous ouverts disjoints U

et V tels que X =U UV, alors on ait U =0 ou V = (.
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