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 العمل هذا وإتمام إنجاز على وأعانني وفقني الذي القدير العلي الله أشكر شيء كل وقبل أوّلا
 .وآخرا وّلا أ الفضل له الذي فهو قوة، ولا منيّ حول غير من

  
 هذه على إشرافه على" بوسعيود يعل" الدكتور المشرف ستاذيلأ الجزيل بالشكر أتقدم

 لةالرسا
 .الأطروحة هذه انجاز في لي وإرشاده

 
 لجنة ترأس قبوله على" حداد الطاهر" للبروفيسور والامتنان الشكر بخالص أتقدم كما

 مراد"   ،" جنيحي وسفي" ساتذةالأ من المكونة أعضائها جميع أشكر التي المناقشة
 الثمين بوقتهم عليّّ تكرموا الذين"  مدور لطفي " ستاذوالأ"  ميلاس صهيب"  ،" شلغام

 .العمل هذا مناقشة أجل من

 
 تفارق لم الذي" كرادة محمد" لبروفيسورا الأستاذ إلى والامتنان كرالش بخالص أتوجه كما

 ورزقه والتقدير الشكر كل فله. العمل هذا انجاز طيلة السديدة وتوجيهاته القيمة نصائحه
 .الله شاء ان الصحة الله

 
 

 استثناء دون TNFS البحث فرقة أعضاء لكل تنانوالام الشكر بكل أتقدم كما
 .مرزوق هند خصوصا

ّ
 ترضاه صالحا ّ أعمل وأن والدي علىو علي أنعمت التي نعمتك أشكر أن أوزعني رب"

 "الصالحين عبادك في برحمتك وأدخلني
 

 
 

 

  

  

  

 



 
 

 

  

  

  

  

  

  

  
 

 على ثنيتأ كما أنت عليك ثناء نحصي لا سبحانك فيه، مباركا طيبا كثيرا حمدا لله الحمد

 الله وصل لفضلك؛ حدود ولا لنعمك حصر فلا فأفضيت، عطيتوأ فأبدعت، خلقت نفسك

 محمد ورسولنا نبينا المعلمين ومعلم المرسلين خاتم خلقك وأكمل عبادك أشرف على وسلم

 الأمين
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 العنوان

 متوازنة وكثيرات الحدود تشيبيتشاف-kالدوال المولدّة والتناظرية لجداءات أعداد  

 

 الملخص

-k: أعدادبتعريف بعض متتاليات الأعداد وكثيرات الحدود مثلفي هذه الأطروحة، نقوم أولا  

 ،فيبوناتشي... وكثيرات الحدود تشيبيتشاف بأنواعها الأربعة-kلوكاس المتوازنة، أعداد-kمتوازنة، أعداد

ونقوم بدراسة بعض خصائصها المثيرة للاهتمام نذكر على سبيل المثال: الدالة المولدة، الحل العام والصيغة 

 وجداءات أخرى اءات هذه الأعداد وكثيرات الحدودلجدب الدوال المولدة الصريحة. بعد ذلك نقوم بحسا

 .باستعمال المؤثر التناظري
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Generating and symmetric functions for products of k -balancing numbers and 

Chebyshev polynomials. 

 

 

Abstract 

 In this thesis, we first define some sequences of numbers and polynomials 

such as: k -balancing, k -Lucas balancing, k -Fibonacci ..., and the four types of 

Chebyshev polynomials, and we study some of their interesting properties, for 

example example the generating function, Binet's formula, the explicit formula. 

Then we calculate the generating functions of the products of these numbers and 

polynomials and other products using the symmetric operator. 
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Titre 

Fonctions génératrices et symétriques pour les produits de nombres k -balancing 

et de polynômes de Chebyshev. 

 

Résumé 

  Dans cette thèse, nous définissons d'abord quelques suites de nombres et 

polynômes tels que : k -balancing, k -Lucas balancing, k -Fibonacci ..., et les 

quatre types de polynômes de Chebyshev, et nous étudions certaines de leurs 

propriétés intéressantes, par exemple la fonction génératrice, la formule de 

Binet, la formule explicite. Ensuite nous calculons les fonctions génératrices des 

produits de ces nombres et polynômes et autres produits en utilisant l'opérateur 

symétrique. 
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تاليات وأكثرها استعمالا  يحتوي علم الرياضيات على العديد من المتتاليات العددية، ومن أهم هذه المت 

ناتج مجموع    متتالية فيها عبارة عن  ويكون كل رقم  فيها هما صفر وواحد  أول رقمين  والتي  فيبوناتشي 

التالي   الشكل  فيبوناتشي على  متتالية  تكون  وبذلك  المتتالية  في  له  السابقين  الرقمين  0,1,1,2,3,5,8,

الأول   الحد  المدارس حذفت  بعض  0وهناك  0F بالحد  واستبدل= 0ته 
1F هذا   = المتتالية على  لكي تصبح 

الشكل   1,1,2,3,5,8,  ولا تقتصر أهمية المتتاليات العددية على علوم الرياضيات فقط بل تلعب دورا .

فمتتالية   إلخ.  البيولوجيا...  الاقتصاد،  الفيزياء،  الحاسوب،  علم  مثل  والعلوم  الميادين  مختلف  في  هاما 

ننسى ذكر    ترتيب الأوراق على ساق النبات. كما لافيبوناتشي مثلا استخدمت في الترتيبات البيولوجية مثل  

بـ   المعرفة  بال  أعداد  متتالية  0,1,2,5,12,29,   باهتمام كبير من طرف عدد هائل من والتي حظيت 

ولقد لقيت تعميمات هذه الأعداد اهتماما كبيرا من   العلماء والباحثين نظرا لأهميتها الكبيرة في مختلف العلوم

قبل مؤلفين وباحثين فمثلا متتالية فيبوناتشي تم تعميمها في العديد من الأبحاث العلمية وبأشكال مختلفة حيث 

مقاله:  (A. H. Horadam)قام هوردام   تعميم  The generalized Fibonacci sequences   [48في  بتقديم   ]

ن. صابة،  ، بينما اتجه كل من  الابتدائيةبالحفاظ على العلاقة التراجعية والتغيير في الشروط    لفيبوناتشي وذلك

 ع. بوسعيود في مقالهم:

➢  N. Saba, A. Boussayoud, A. Abderrezzak, Symmetric and generating functions of 

generalized (p, q)-numbers, Kuwait J. Sci., 48(4), 1-15, 2021. 

)بتعميم    , )p q-  أعداد حيث غيروا في الشروط الابتدائية والعلاقة التراجعية وهي تعميما لأعداد( , )p q -

 [.77] (TatongM. , A. Suvarnamaniفيبوناتشي التي عرفها )

يمكن تعريف وتصنيف متتاليات الأعداد من خلال العلاقة التراجعية الخطية لها، حيث توجد بعض 

بعضها البعض فالأعداد المتوازنة   المتتاليات ترتبط مع n n
B


ترتبط مع أعداد لوكاس المتوازنة      n n

C


 

 والعلاقة بينهما:  ة ويختلفان في الشروط الابتدائية لكان نفس العلاقة التراجعيلكونهما يم

1 3n n nC B B+= −. 

 : [11] التاليةتعرف بالعلاقة التراجعية  nBتجدر الإشارة إلى أن الأعداد المتوازنة 
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 [:67]التالية عرف بالعلاقة التراجعية فت nCأما أعداد لوكاس المتوازنة 
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التسلسلات ت   المتوازنة مهمة جدا لاشتقاق  لوكاس  المتوازنة وأعداد  الصريحة للأعداد  العبارة  عد 

 :[67، 11] الخاصة بكل نوع من هذه الأعداد وتعطى بالعلاقتين التاليتين على التوالي
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                                     حيث:
1,2

3 2 2. =     

إن تفكير العلماء في إيجاد تطبيقات لمتتاليات الأعداد وكثيرات الحدود التي قاموا بتعريفها دفعهم    

في فروع الرياضيات والفيزياء وحتى    ة أو أسية نظرا لأهميتهالحساب الدوال المولدة لها سواء كانت عادي

الباحثو قام بعض  المعلومات، حيث  لبعض الأعداد وكثيرات  في نظرية  العادية  المولدة  الدوال  ن بحساب 

الحدود الشهيرة بالطريقة الكلاسيكية )التقليدية( مثل الدوال المولدة لأعداد فيبوناتشي  
0
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n
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    المتوازنة  الأو عداد 
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 الأربعة بأنواعها  تشيبيتشاف  الحدود  وكثيرات 

0 0 0 0

( ) , ( ) , ( ) , ( )
n n n n

n n n n

n n n n

W x z V x z U x z T x z
   

= = = =

 
 
 
       وغيرها، إلا أن هذه الطريقة غير فعالة من

حيث المبدأ لأنها لا تسمح بحساب الدوال المولدة للجداءات سواء كانت متتاليات الأعداد أو كثيرات الحدود  

إلى استعمال    1994في سنة    (D. Foata, G. N. Hanأو جداؤهما معا، وهذا ما دفع الباحثان فواطا وهان )

التوافقي التحليل  والتي  Nombres de Fibonacci et polynômes orthogonaux  [43]في مقالهما:    تقنية   ،

داءات مثل الدالة المولدة لجداءات فيبوناتشي مع كثيرات حدود  لجسمحت لهما بحساب الدوال المولدة لبعض ا

من النوع الأول    تشيبيتشاف
0

( )
n

n n

n

F T x z


=

 
 
 
    من النوع    تشيبيتشافوالدالة المولدة لجداء كثيرات الحدود

الأول والثاني  
0

( ) ( )
n

n n

n

T x U x z


=

 
 
 
    وغيرها، وهذه الطريقة هي الأخرى غير ناجعة لأنها بالإضافة لكونها

الجداءات، فلا يمكن حساب  المولدة لكل  الدوال  فإنها لا تسمح بحساب  طويلة ومعقدة من حيث الأسلوب 

الدوال المولدة لجداءات متتاليات الأعداد وكثيرات الحدود في حالة الحد الأول لأحد طرفي الجداء يكون 

مثل الدالة المولدة لجداء أعداد بال وأعداد لوكاس    امعدوم
0

n

n n

n

P L z


=

 
 
 
. 

تحتل التوابع التناظرية مكانا هاما في الرياضيات الكلاسيكية حيث توصل العديد من الباحثين )أ. لاسكو، 

مهمة وذلك باستعمال  ع. عبد الرزاق، ع. بوسعيود، م. كرادة، ن. صابة...( إلى العديد من النتائج الجديد وال

المؤثر التناظري 
1 2

k

e eفي مقالهم: 2013سنة  م. كرادة و   ، ع. عبد الرزاقمن ع. بوسعيود الذي عرفه كل 

➢ A. Boussayoud, M. Kerada, A. Abderrezzak, A generalization of some orthogonal 

polynomials, Springer Proc. Math. Stat., 41, 229-235, 2013. 
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 بعض الباحثينيها  لبنى عقاموا بإيجاد عدة دوال مولدة جديدة بالاعتماد على المؤثر التناظري السابق والتي  

 فكار. الأ يد منعدال

للقلب   ، طبق 2018وفي سنة    القابلة  السلسلة  السابق على  المؤثر  بتطبيق  ع. بوسعيود ومن معه 

( ) 1

0

n k n

n

n

S A e z


+

=

  ، تحصلوا على الدالة المولدة لأعداد مارسان والدوال المولدة لجداءات أعداد فيبوناتشي  و

دود تشيبيتشاف  وبال مع أعداد مارسان بالإضافة إلى الدوال المولدة لجداءات أعداد مارسان مع كثيرات ح 

 من النوعين الأول والثاني وهذا في مقالهم: 

➢ A. Boussayoud, M. Chelgham, S. Boughaba, On some identities and generating 

functions for Mersenne numbers and polynomials, Turkish Journal of Analysis and 

Numbers, 6(3), 93-97, 2018. 

 ن معه في مقالهم:وم، ع. بوسعيود  2019في سنة 

➢ Boussayoud, S. Boughaba, M. Kerada, S .Araci, M. Acikgoz, Symmetric functions of 

binary products of k-Fibonacci and orthogonal polynomials, Revista de la Real 

Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. Serie A. Matemáticas., 113 (3), 

2575-2586, 2019.  

ثرتأثير المؤ    لوباستعما
1 2

k

e e )على السلسلة الشكلية القابلة للقلب     − ) 1

0

n n

n

n

S A e z


=

  ،صلو ا على الدوال حت

لدة ال، وكذلك الدوال المو ب-kفيبوناتشي، أعداد-kأعداد    توالية لكل منملا  ريتوالية وغملمولدة للجداءات الا

أعداد  ل كث-kجداءات  مع  وكثيفيبوناتشي  فيبوناتشي  الثايرات حدود  النوع  من  تشيبيتشاف    نيرات حدود 

 .عدة نتائج أخرى جديدة ىضافة إللإبا

 ا:هملي مقانفس السنة س. بوغابة و ع. بوسعيود ف  يف 

➢ S. Boughaba, A .Boussayoud, On some identities and generating function of both 

Kjacobsthal numbers and symmetric functions in several variables, Konuralp Journal 

of Mathematics., 7(2), 235-242, 2019.  

بال لوكاس - kبال، أعداد-kلوكاس،-kفيبوناتشي،  - kربع أعدادمولدة لم لقاما حبساب الدوال ا

 .جداءات أخرى ىلل ذات الدليل السالب، بالإضافة إكوبستاجا- kوأعداد

بمتغيرين على غرار كثيرات الحدود فيبوناتشي ولوكاس  أما الدوال المولدة لبعض كثيرات الحدود  

بمتغيرين 
0

( , )
n

n

n

F x y z


=

   و 
0

( , )
n

n

n

L x y z


=

 2020د تم إيجادها باستعمال تقنية التوابع التناظرية سنة  فق 

 :المقال الموسوم بعنواني ف  (A, Boussayoud & N, Saba) من طرف صابة وبوسعيود

➢ N. Saba, A. Boussayoud, Complete homogeneous symmetric functions of Gauss 

Fibonacci polynomials and bivariate Pell polynomials. Open J. Math. Sci., 4(1), 179-

185, 2020. 

  بـ: في مقالهما المعنون(A, Boussayoud & N, Saba) وفي نفس السنة قامت صابة وبوسعيود



 مقدمة

 ث
 

➢ N. Saba, A. Boussayoud, Ordinary generating functions of binary products of (p,q)-

modified Pell numbers and k-numbers at positive and negative indices. J. Sci. Arts., 

20.3(52), 627-646, 2020. 

)لجداءاتبحساب الدوال المولدة   , )p q  -بال المعدلة مع بعضk  -عداد بالدليلين الموجب والسالب فتحصلوا أ

,لاسل نذكر منها ما يلي:  لى عدة سع , ,

0

n

p q n k n

n

MP J z


=

   ،, , ,

0

n

p q n k n

n

MP J z


−

=

  ،, , ,

0

n

p q n k n

n

MP L z


=



 ،, , ,

0

n

p q n k n

n

MP L z


−

=

...لذي يليه قام مؤلفو هذين المقالين:لخ. وفي العام اإ 

➢ N. Saba, A. Boussayoud, M. Ferkioui, S. Boughaba, Symmetric functions of binary 

products of Gaussian Jacobsthal Lucas polynomials and Chebyshev polynomials, 

Palestine Journal of Mathematics, 10(2), 452-464, 2021.  

 
➢ N. Saba, S. Boughaba, A. Boussayoud, Symmetric functions of binary products of 

bivariate complex Lucas polynomials and some special numbers and orthogonal 

polynomials. An. Ştiinţ. Univ. Al. I. Cuza Iaşi. Math., 67(2), 187-211, 2021.  

بحساب الدوال المولدة لجداءات كثيرات الحدود تشيبيتشاف من النوعين الأول والثاني مع بعض كثيرات  

الحدود الغوصية وجداءات كثيرات الحدود لوكاس المركبة بمتغيرين مع بعض الأعداد وكثيرات الحدود من 

 . الرتبة الثانية

 الأطروحة:هدفوهيكل

تلعبه متتاليات وكثيرات الحدود الكلاسيكية في مختلف العلوم الحديثة، قمنا  نتيجة للدور الهام الذي    

لوكاس - kمتوازنة  و -kفي هذه الأطروحة بتخصيص دراسة بعض الأنواع من هذه المتتاليات وهي أعداد  

الأربعة، وقد    الأنواعمن    تشيبيتشافي كثيرات الحدود  المتوازنة، وكذلك بعض كثيرات الحدود الشهيرة وه

نذكر   للاهتمام  المثيرة  خصائصها  بدراسة  الصيغة  قمنا  العام،  الحل  المولدة،  الدالة  المثال  سبيل  على 

الصريحة، ولعل أهم هذه الخصائص وأبرزها الدالة المولدة نظرا لأهميتها في مختلف العلوم بصفة عامة  

وفي الرياضيات والفيزياء بصفة خاصة، لذلك فقد خصصنا جزء كبيرا من هذه الأطروحة لحساب الدوال  

الثانية، وذلك باستعمال    المولدة الجديدة لجداءات بعض الأعداد مع كثيرات الحدود الكلاسيكية من الرتبة 

 التوابع التناظرية والتي تحتل بدورها مكانا هاما في الرياضيات البحثة. 

 وقد تم تقسيم هذه الأطروحة إلى أربعة فصول.   

مفاهيمعامة: الفصلالأول   

اهيم التي سنستخدمها في الفصول القادمة، حيث تطرقنا  قدمنا بعض التعاريف والمف  في الفصل الأول   

التراجعية العلاقات  الشكلية،  السلاسل  لأعداد  ،إلى  المولدة  الدوال  إلى  لوكاس - kمتوازنة،  -k  إضافة 

تشيبتشاف  جاكوبستال، بالإضافة إلى الدوال المولدة لكثيرات الحدود  -kبال،  -kفيبوناتشي،  -k، المتوازنة

 .بأنواعها الأربعة

 

 



 مقدمة

 ج
 

التوابعالتناظريةالأوليةوالتامة: الفصلالثاني   

التناظرية فقد بدأنا الفصل بتقديم تعاريف  ي الفصل الثاني، ذكرنا بالمفاهيم الأساسية حول التوابع  ف   

المعادلات الجبرية من الدرجة الثانية، وبعدها عرفنا التوابع التناظرية. وفي الأخير، قدمنا خصائص التوابع  

 التناظرية. 

تشيبيتشافمتوازنةمعبعضالأعدادوكثيراتالحدود-kالدوالالمولدةلجداءاتأعداد  :الفصلالثالث   

1k  من أجل  BوA  في حالة الأبجديتين    1الفصل الثالث، اعتمدنا على النظرية  الهدف من     = 

متوازنة مع  لوكاس  -kمتوازنة وأعداد  -kالتي مكنتنا من الحصول على الدوال المولدة لجداءات أعداد  

 ( الشهيرة  الأعداد  و -kلوكاس،  -kفيبوناتشي،  -kبعض  الحدود  -kبال  كثيرات  ومع  جاكوبستال( 

 الذي تم نشره في المجلة   ناقالالث والرابع، وهذا هو الهدف من ممن النوع الأول، الثاني، الث  تشيبيتشاف

 الدولية:

➢ F. Yakoubi, A. Boussayoud, K. V. V. Kanuri, A New class of ordinary generating 

functions of binary products of k -Lucas balancing numbers with Chebyshev 

polynomials, Math. Eng. Sci. Aerosp. (MESA), 12(1)135- 150, 2021 

 تطبيقاتعلىالتوابعالتناظريةالتامةالفصلالرابع:

وذلك  الفصل الرابع من الأطروحة فكان الهدف منه هو الحصول على الدوال المولدة الجديدة    في 

  على المؤثر التناظري    بالاعتماد
1 2 1 2c c b b

     المطبق على السلسلة الشكلية القابلة للقلب
1 1

0

( )
n n n

n

n

S A b c z


=

 

متوازنة مع بعض الأعداد -kلجداءات مربع أعداد  الذي يسمح لنا بالحصول على دوال مولدة جديدة  

ن المقال الذي تم نشره  . وهو الهدف مبأنواعها الأربعة  تشيبيتشافالشهيرة، وكذا مع كثيرات الحدود  

 الدولية:  في المجلة

➢ F. Yakoubi, A. Boussayoud, B. Aloui, H. Merzouk, k -balancing numbers and new 

generating functions with some special numbers and polynomials, J. Sci. Arts., 22(4), 

929- 940, 2022. 
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العلاقات  كلية،لسلاسل الشريف اتعب نستهله ،الأساسيةو بعض المفاهيم العامة سنقدم في هذا الفصل      

مارسان.  k-و  بال لوكاس k- بال، k- فيبوناشي، k-لوكاس المتوازنة k-متوازنة، k-لأعدادالتراجعية 

مفهوم دم بأنواعها الأربعة، وأخيرا نقلكل من تشيبيتشاف  الكلاسيكية كثيرات الحدود المتعامدة سنعرف هابعد

كرها، ذ بقوكثيرات الحدود المتعامدة السا عدادطريقة إيجاد الدوال المولدة لهذه الأالتوابع المولدة العادية و

 [.5، 2، 1وللمزيد من المعلومات يمكن الرجوع للمراجع ]
 

 شكليةالسلاسل ال 1.1
 

 حلقة السلاسل الشكلية 1.1.1

ليكن  , ,.IK  حقل تبديلي(IK  أوIK ) 

 :1.1تعريف 

IK  المجموعة لتكن ⟦𝑋⟧ =
0

,n

n n

n

a x a IK




 
 

 
حيث 

0

i

i

i

a x




  ها معاملات ،الشكلية السلاسلهيna في

IK .nx  وحيد الدرجةبالحد يسمى nكل  من أجلn . 

0المعامل
a الحد الثابت للسلسة الشكلية هو.  

 
 :1.1ف تعري

حيث:  vو uالسلسلتين الشكليتين لتكن
0

n

n

n

u a x




  و
0

n

n

n

v b x




. 

 :بالعلاقة التاليةنعرف مجموعهما 

  )1.1( .....                            
0

,n

n n

n

u v a b x




                                          

 أما الجداء فيعطى بـ:

                                      
0

.
n

n k n k

k

c a b 



/ 
0

. n

n

n

u v c x




 ........................... .(2.1 ) 

 أما جداء هادامار فيعطى بـ:

                                   

 
0 0

0

, .

n n

n n

n n

n

n n n n

n

u v a x b x

c x c a b

 

 





   
     

   

 

 


 ................ . .......(.13) 

  
 العمليات على السلاسل الشكلية 1.1.1

 
 الضرب في سلمي: (1

الشكلية  السلسلةجداء 
0

n

n

n

u a x




 بالسلميk هو السلسلة الشكلية 
0

n

n

n

v ka x




  

 الاشتقاق: (1

ة سللسلالمشتق الشكلي ل
0

n

n

n

u a x




 بالنسبة إلى x  هو السلسلة الشكلية  1

0

1 n

n

n

v n a x






  

  المكاملة: (3

ناتج مكاملة الشكلية  للسلسلة
0

n

n

n

u a x




  بالنسبة إلى x الشكلية السلسلة هو 
1

0 1

n

n

n

x
v a

n
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 السلاسل القابلة للقلب 3.1.1

 
  :3.1ف تعري

السلسلة  نقول أن
0

n

n

n

a x




 سلسلة لقلب إذا وفقط إذا وجدتقابلة ل 
0

n

n

n

b x




 حيث: 

0 0

1.n n

n n
n n

a x b x
 

 

  
  
  

  

 : 1.1خاصية 

 السلسلة الشكلية
0

n

n

n

u a x




  قابلة للقلب إذا وفقط إذا كان
0 0a . 

 البرهان:

تكون السلللللللسللللللللة
0

n

n

n

a x




  قلابلة للقلب في⟦𝑥⟧IK 1إذا وفقط إذا وجد

0

n

n

n

u b x



  في⟦𝑥⟧IK  بحيث

1. . 1u u   

هذا معناه:                                             

0 0

0

1

0
n

j n j

j

a b

a b 









. 

 إذا كلانلتu  0قلابللة للقللب إذن مما سللللللبق ف ن 0 1a b   0و بالتاليa  قابل للقلب في الحقلIK ومنه

0 0a . 

  0وبالعكس، إذا كان 0a  :ف ن الجملة مثلثية علوية 

 

0 0

1 0 0 1

2 0 1 1 0 2

0 1 1 0

1

0

0 .

0n n n

a b

a b a b

a b a b a bS

a b a b a b




 



  


    

 

تقبل حل وحيدا لأن   1

0
det 0nS a    من أجل كلn إذن ،

0

n

n

n

a x




 .قابلة للقلب 

 وهو المطلوب.
 

 أمثلـــة:

السلسلة  -1
0

n

n

u x




 1  قابلة للقلب و مقلوبهاv x . 

السلسة  -2
0

( 1)n n

n

u x




  1 قابلة للقلب ومقلوبهاv x . 

 

 الخطية المتجانسة التراجعيةالعلاقات  1.1
 

سنركز اهتمامنا على العلاقات التراجعية الخطية من الرتبة الثانية والمتجانسة ذات في هذه الفقرة        

 المعاملات الثابتة.
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 :1.1 تعريف

 

1لتكن   2, ,..., kd d d عبارة عن معاملات ثابتة في الحقلIK0وkd . :لدينا 
 

)4.1(.......................... 1 1 2 2 0.n n n k n ku d u d u d u        
 

 ذات معاملات ثابتة. kهي علاقة تراجعية خطية متجانسة من الرتبة 
 

 : "مبدأ التراكب"1.1نظرية 
 

إذا كان 
(1)

nu و
(2)

nu ( ف ن 14.حلين للعلاقة التراجعية )
(1) (2)

1 2n nc u c u  هو أيضا حل للعلاقة

 .IKثابتان من الحقل  2cو 1c( حيث 14.التراجعية )
 

 البرهان:

 لدينا:

     (1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2

(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)

1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

(1) (1)

1 1 1 2

n n n n n n k n k n k

n n n k n k n n n k n k

n n n

c u c u d c u c u d c u c u d c u c u

c u d c u d c u d c u c u d c u d c u d c u

c u d u d u

     

     

 

        

         

     (1) (1) (2) (2) (2) (2)

2 2 1 1 2 2

0.

k n k n n n k n kd u c u d u d u d u         



 

إذن: 
(1) (2)

1 2n nc u c u ( 14.هو حل للعلاقة التراجعية.) 

 .المطلوبوهو 
 

 ات:ملاحظ

1. 0nu  ( للمعادلة )(.14.هو الحلّ الصفري )التافه 

0nإذا كان  .2

nu   ( ف نّ 14.حلا للمعادلة ): 
1 2

1 2 0.n n n n k

kd d d          

                      :       و 1 2

1 2 0.n k k k k

kd d d          
 

 .2التالي بالاعتماد على الملاحظة يكون لدينا التعريف 
 

 )كثير الحدود المميز( :1.1 تعريف
 

 :( هو4.1للعلاقة التراجعية الخطية )دود المميز المرفق حكثير ال
 

                              
1 2

1 2( ) .k k k

kp x x d x d x d     ..................................(.15) 

  :1.1ملاحظة 
 

) من أجل ) 0p x  تسمى و( 4.1)ة التراجعية )المساعدة( للعلاقالمعادلة المميزة العلاقة ب، تدعى هذه

 الجذور المميزة.ب جذورها
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 [3]: 1.1نظرية 

  

1 لتكن 2 3, , , , k    المختلفة عن بعضها البعض، إذن (4.1تراجعية )لعلاقة الالجذور المميزة ل 

1 الثوابت من أجل 2 3, , , , kc c c cالحقل تنتمي إلىIKلدينا العبارة: 

                              1 1 2 2 .n n n

n k ku c c c      ........................................(.16) 

 (.4.1هذه العبارة حل للعلاقة التراجعية )
 

 : 3.1 نظرية
 

0( يحقق الشروط 6.1)  من الشكل( حلا14.لعلاقة التراجعية )إذا كان ل 0 1 1 1 1,  ,...,  k ku b u b u b     حيث 

0 1 1, ,..., kb b b  .ثوابت معطاة، ف ن هذا الحل وحيد 
 

 البرهان:
 نجد: 3.1باستخدام الشروط المذكورة في النظرية 

1 2 0

1 1 2 2 1

1 1 1

1 1 2 2 1

k

k k

k k k

k k k

c c c b

c c c b

c c c b

  

    



   


   




   

 

 
 هي مصفوفة المعاملات للجملة السابقة ف ن: Aإذا كانت 

 

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

detA
k

k k k

k

  

    

 

iوهذا المحدد )محدد فاندرموند( غير معدوم لأن  j   إذن يوجد حل وحيد للجملة السابقة وبالتالي

 (.6.1العلاقة التراجعية تقبل حل وحيد من الشكل )

 .المطلوبوهو 
 

 تعميم أعداد فيبوناتشي 3.1
 

 :[69]1.1تعريف 
 

 :ةالتاليمن الرتبة الثانية العلاقة التراجعية ب نعرف تعميم أعداد فيبوناتشي
 

                                
0 1

1 2

,

, 2,
n n n

u u

u pu qu n

 

 

 


  
.......................................(.17) 

 

p,حيث الثوابت  q و,  . 
 

الجدول التالي يوضح لنا كيفية الحصول على العلاقات التراجعية لبعض الأعداد بالاعتماد على العلاقة 

(7.1.) 
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 العلاقة التراجعية   p q الأعداد

k-  متوازنة , 2n k n
B


 0 1 6k -1 

, 1 , , 1

,0 ,1

6

0, 1

k n k n k n

k k

B kB B

B B

  


 
 

k-  لوكاس المتوازنة , 2k n n
C


 1 3k 6k -1 

, 1 , , 1

,0 ,1

6

1, 3

k n k n k n

k k

C kC C

C C k

  


 
 

k-  فيبوناتشي , 2k n n
F


 1 k k 1 

, , 1 , 2

,0 ,10, 1

k n k n k n

k k

F kF F

F F

  
  

 

k-  لوكاس , 0k n n
L


 1 k k 1 

, , 1 , 2

,0 ,1

,

2,

k n k n k n

k k

L kL L

L L k

  


 

 

k-  بال , 0k n n
P


 0 1 2 k 

, , 1 , 2

,0 ,1

2 ,

0,

k n k n k n

k k

P P kP

P P k

  


 

 

k-  جاكوبستال , 0k n n
J


 0 1 k 2 

, , 1 , 2

,0 ,1

2 ,

0, 1

k n k n k n

k k

J kJ J

J J

  


 

 

k-  مارسان , 0k n n
M


 0 1 3k -2 

, , 1 , 2

,0 ,1

3 2 ,

0, 1

k n k n k n

k k

M kM M

M M

  


 

 

 العلاقات التراجعية لبعض الأعداد.: 1.1الجدول 

 :1.1ملاحظة 
 

1k بوضع   ي الجدول السابقة نتحصل على العلاقات التراجعية لكل من أعداد متوازنة، لوكاس ف

 المتوازنة، فيبوناتشي، لوكاس، بال، جاكوبستال ومارسان.
 

 :1.1 خاصية
 

 يعطى بـ: (7.1لعلاقة التراجعية )الحل العام ل
 

1 21 2

1 2

,
n n

n

x x

x
u

x

 



 

1 مع 2
x    2و 1

x   حيث 
1

x و
2

x  هما حليين للمعادلة المميزة للعلاقة التراجعية و

1 2
x x. 

 

 البرهان:
 

2لدينا:   0x px q   ( 17.المعادلة المميزة المرفقة بالعلاقة التراجعية). 

إذا كان 1 2 1 2
,x x x x  ّهذه المعادلة حيث:حلي 

 

1

2 2

2

4 4
,

2 2

p p
x x

p q p q


   
 

 :كون كالتاليالحل العام يف ن 

1 1 2 2 1 2, ,n n
n x xu c c c c   

0الشروط الابتدائية لدينا  1,u u   :إذن 
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2
1

0 1 2 1 2

11 1 1 2 2
2

1 2

x
c

u c c x x

xu c x c x
c

x x

 



 


    

 
    

 

 

 :كالتاليالحل العام  يعطى

1 21 2

1 2

,
n n

n

x x

x
u

x

 



 

1حيث:  2

2 1

x

x

  

  

 


 
. 

 
 .وهو المطلوب

 
ول الجد العام لبعض العلاقات التراجعية الموضحة في ، يمكن الحصول على الحل2.1لخاصية انطلاقا من ا

 :التالي
 

 الحل العام الأعداد

k-متوازنة , 0n k n
B


    2 2

,
2

1
3 9 3 9

9

1 1
2 1

n n

k n
B k k k k

k

   
 

  
 

 

k-لوكاس المتوازنة

 , 0k n n
C


     2 2

,

2 21
6 9 9 1

6
1 3 9 1 3 9 1

k n

n n

k k k
k

C k k k k  
 

      
 

 

k- فيبوناتشي , 0k n n
F


 

1 1
2 2

,
2

1 4 4

2 24

n n

k n

k k k k
F

k

 

   
 



    
    
    
    

 

k-  لوكاس , 0k n n
L


 

,

2 24 4

2 2
k n

n n

L
k k k k


      
   
   
   

 

k-  بال , 0k n n
P


    , 1 1 1 1

2 1

n n

k n k k
k

P
k

    
 
  

 

k- لوكاس بال

 , 0k n n
Q


    , 1 1 1 1

n n

k n k kQ      

k-ستال جاكوب

 , 0k n n
J


 ,

2 2

2

1 8 8

2 28
k n

n n

J
k k k k

k


           
          

 

k- ستال لوكاس جاكوب

 , 0k n n
j


 ,

2 28 8

2 2
k n

n n

j
k k k k


      
   
   
   

 

k-  مارسان , 0k n n
M


 

,

2 2

2

1 3 9 8 3 9 8

2 29 8
k n

n n

M
k k k k

k


           
          

 

 .لبعض الأعداد الشهيرة من الرتبة الثانية الحل العام: 1.1 الجدول                            
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 الكلاسيكية ةكثيرات الحدود المتعامد 1.1
 

امدة تعمدود الحرات اليرجح يدرك وجود مفهوم عام لكثلأرياضيات على ا مليبيتشاف أول عاكان تش      

ص لابلاليجندر و استخدم .ي كانت معروفة قبل عملهتمتعامدة اللحدود الت ااريبالرغم من وجود بعض كث

ع علم فرع من فرو)ميكانيكا السماوية لعملهم على ا يرات حدود ليجندر فياية القرن الثامن عشر كثهن في

 يات حدود هريميت ودراستها فريد كثاج يص ببلالا، اهتم ة(جرام السماويالأالفلك يهتم بدراسة مسارات 

مكانية وجود ى إأل من رأوت مع بداية القرن التاسع عشر، تشيبيتشاف الاحتمنظرية الإ يسياق اكتشافاته ف

دود حلا ترايرتبطة بكثمر من النظريات اليا حيث انبثقت الكثتهدود وتطبيقالحت اارينظرية عامة لكث

 ... ستقطاب كنوع من التقريبالا، (ختلف صيغهامب)تعامدة كنظرية التقريب مال
 

 :1.1تعريف 
 

لتكن  ( )n n
P x


) متتالية كثيرات الحدود حيث  )nP x كثير حدود من الدرجة n                إذا وجد مجال ،          

𝑎 < 𝑥 < 𝑏    ودالة وزن𝑤(𝑥) >  ، وإذا كان:  0

2

( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ) 0,

b

n m

a

b

n

a

P x P x w x dx n m

P x w x dx n m

 

 





 

نقول أن  ( )n n
P x


𝑎 ات حدود متعامدة على المجالكثير  < 𝑥 < 𝑏  بالنسبة إلى دالة الوزن𝑤(𝑥)  

 :[36]1.1 نظرية
  

)نظامية الحدود المتتالية كثيرات  نعرف ( ))
n n

P x
:بالعبارة التالية 

 
1 2

1 2 1
( ) ...n n n

n n n
P x x a x a x a 

 
     

 
)ميان إلى تنتن تاليتين عقديتيمت متعامدة منتظمة إذا وفقط إذا وجدنامتتالية كثيرات حدود نقول عنها أنها  )

( )
n n


  و( )

n n


 تحقق العلاقة التراجعية الآتية: 
 

 )8.1(............................ 
1 1

1 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0, ( ) 1

n n n n n
P x x P x P x

P x P x

 
 



  


 
 

 :[36، 1]1.1نظرية 
 

) تكنل ( ))
n n

P x
  ينتمتكافئ التاليتينالعلاقتين  إذنالمتعامدة حدود الكثيرات لتناظرية متتالية 

 

1. ( ) ( 1) ( )n

n n
P x P x   

 

2. 
1 1

1 0

( ) ( ) ( )
, 1.

( ) 0, ( ) 1

n n n n
P x xP x P x

n
P x P x


 



 


 
 

 
  « Favadad’s Theorem » :[36]1.1 نظرية

 

)متتالية كثيرات الحدود كل  ( ))
n n

P x
  عبارة عن كثيرات حدود متعامدة الرتبة الثانيةمن. 
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 :8.1تعريف 

 
 كل الدوال التي تأخذ الشكل: nنسمي كثيرات الحدود تشيبيتشاف من الدرجة 

 
   : 1,1 1,1

( ) cos( (arccos ))

n

n

T

x T x n x

  


 

 
)وتسمى العائلة  ( ))

n n
T x


 من النوع الأول. تشيبيتشافكثيرات حدود  

 
 :3.1 ملاحظة

 
يمكن كذلك تعريف التابع 

n
T :بـ (cos ) cos( )

n
T n   :حيث أن 0, . 

 

 :9.1تعريف 
 

 كل الدوال التي تأخذ الشكل: nمن الدرجة  تشيبيتشافنسمي كثيرات الحدود 
 

   : 1,1 1,1

sin( (arccos ))
( )

sin(arccos )

n

n

U

n x
x U x

x

  


 

 
)وتسمى العائلة  ( ))

n n
U x


 من النوع الثاني. تشيبيتشافكثيرات حدود  

 
 :1..1تعريف 

 كل الدوال التي تأخذ الشكل: nمن الدرجة  تشيبيتشافنسمي كثيرات الحدود 
 

   

 
 

: 1,1 1,1

1cos
2(cos )

cos
2

n

n

V

n

x V x




  




 

 
)وتسمى العائلة  ( ))

n n
V x


 .ثالثمن النوع ال تشيبيتشافت حدود كثيرا 

 

 :11.1تعريف 

 كل الدوال التي تأخذ الشكل: nمن الدرجة  تشيبيتشافنسمي كثيرات الحدود 
 

   

 
 

: 1,1 1,1

1sin
2( )

sin
2

n

n

W

n

x W x




  




 

 
)وتسمى العائلة  ( ))

n n
W x


 .رابعمن النوع ال تشيبيتشافت حدود كثيرا 

 
 :[2]11.1تعريف 

 
 :تشي كالتاليالحدود المعمّمة لفيبوناتعطى العلاقة التراجعية لكثيرات 

 

                          
1 2

0 1

( ) ( ) ( ), 2
.

( ) , ( )

n n n
P x pxP x qP x n

P x P x x  

 
   


  

................................(.19) 
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, حيث:  ,    و ,p q. 

 

 (، نتحصل على النتائج المدونة في الجدول الموالي:9.1بالاعتماد على العلاقة ) 
 

 العلاقة التراجعية متتالية كثيرات الحدود

تشيبيتشاف من النوع الأول  ( )n n
T x


 

2 1

0 1

( ) 2 ( ) ( )

( ) 1, ( )

n n nT x xT x T x

T x T x x

  


 

 

تشيبيتشاف من النوع الثاني  ( )n n
U x


 

 2 1

0 1

( ) 2 ( )

( ) 1, ( ) 2

n n nU x xU x U x

U x U x x

   


 
 

تشيبيتشاف من النوع الثالث  ( )n n
V x


 

1 1

0 1

( ) 2 ( ) ( )

( ) 1, ( ) 2 1

n n nV x xV x V x

V x V x x

  
   

 

تشيبيتشاف من النوع الرابع  ( )n n
W x


 

 1 1

0 1

( ) 2 ( )

( ) 1, ( ) 2 1

n n nW x xW x W x

W x W x x

   


  
 

 .تشيبيتشاف بأنواعها الأربعة الحدودكثيرات لالعلاقات التراجعية : 3.1الجدول 
 

 الدوال المولدة 1.1
 

في هذه الفقرة سنتطرق إلى الدوال المولدة العادية لبعض الأعداد وكثيرات الحدود المتعامدة، للمزيد       

 [.5، 2، 1]من التفاصيل يمكن الرجوع لـ 
 

 . الدوال المولدة العادية1.1.1
 

 :13.1تعريف 
 

)نرفق بكل متتالية عددية  )n n
u

  التالية: السلسلة المولدة العادية 
 

                                       
0

( ) n

n
n

g z u z




...............................................(.111) 

 

) تسمّى  )g x ـالعادية المرفقة بالدالة المولدة ب ( )n n
u

. 
 

 :1.1 نظرية
 

) تعميم فيبوناتشيلية لتكن متتا )n n
u

  بالعلاقة التراجعية التالية:المعرفة 
 

1 2

0 1

, 2
.

,

n n n
u pu qu n

u u 

 
   


 

 

 

p,حيث: q  و,  . 
 

) المرفقة بـ لدالة المولدةا )n n
u

 :هي 

 
2

( ) .
1

p z
g z

pz qz
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 البرهان:

 لدينا:

0

( ) n

n
n

g z u z




 

 ومنه:

 

0 1
2

1 2
2

( ) n

n
n

n

n n
n

g z u u z u z

z pu qu z 







 


  

   





 

 ومنه:

1 2
2 2

2

1 0

( ) n n

n n
n n

n n

n n
n n

g z z p u z q u z

z pz u z qz u z

 

 

 

 
 

 

 

   

   

 

 

 

 :أي

2

1 0

2

( )

( ) ( ),

n n

n n
n n

g z z pz u z qz u z

z p z pzg z qz g z

  

  

 

 

      
 

    

 
 

 :ومنه ينتج لدينا

 
2

( ) .
1

p z
g z

pz qz

   


 
 

 .وهو المطلوب
 

 :الجدول التالي ، نتحصل على النتائج المدونة في7.1من النظرية  انطلاقا

 

 الدالة المولدة   p q الأعداد

k-6 1 1 توازنةمk  1-  21 6

z

kz z 
 

k-3 1 لوكاس المتوازنةk  6k  -1 2

1 3

1 6

kz

kz z



 
 

k-1 فيبوناتشي k  k  1 2

1

1 kz z 
 

k-2 لوكاس k  k  1 2

2

1

kz

kz z



 
 

k-0 1 0 بال k  
21 2

kz

z kz 
 



 مفاهيم عامة             الأول                                                                                              الفصل 

29 
 

k-1 0 ستالجاكوب k  2 21 2

z

kz z 
 

k-3 1 0 مارسانk  2-  21 3 2

z

kz z 
 

 .لأعداد الشهيرةلبعض االدوال المولدة : 1.1الجدول 

 :8.1نظرية 
 

)gمن أجل  )x و( )h x الدالتان المولدتان للمتتاليتين  n n
a


و  n n

b


الخواص  لدينا ،على الترتيب 

 :التالية

الدالة المولدة للمتتالية  .1 1 2n n n
c a c b


 هي 

1 2( ) ( )c g x c h x 1 حيثcو
2c ثابتان.  

 الدالة المولدة للمتتالية .2 0 1 n n
a a a


    تعطى بـ

g( )

1

x

x
. 

الة مولدة للمتتالية الد .3 n n
na


)هي   )xg x  حيث

( )
g ( )

dg x
x

dx
 . 

4. ( ) ( )g x h x لمتتالية الالتفاف   دالة مولدة
0 1 1 0( )n n n na b a b a b   . 

 البرهان:

   لدينا: .1

                     

1 2 1 2

0 0

1 2

0

( ) ( )

( ) .

n n

n n

n n

n

n n

n

c g x c h x c a x c b x

c a c b x

 

 





  

 

 


 

1ومنه:  2( ) ( )c g x c h x  الدالة المولدة للمتتالية 1 2n n n
c a c b


. 

 لدينا:  .2

0

0 0

0 0

( ) 1

1 1

.

n

n

n

n n

n

n n

n
n

k

n k

g x
a x

x x

x a x

a x





 

 



 

 
 

   
    
   

 
  

 



 

 

 

ومنه: 
( )

1

g x

x
0الدالة المولدة للمتتالية   1( ... )n na a a   . 

 لدينا: .3

1

0 1

1 0

( )

.

n n

n n

n n

n n

n n

n n

xg x x a x x na x

na x na x
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)ومنه:  )xg x الة المولدة للمتتالية الد n n
na


. 

 

 لدينا: .4

0 0

0 0

( ) ( )

.

n n

n n

n n

n
n

k n k

n k

g x h x a x b x

a b x

 

 





 

  
   
  

 
  

 

 

 
 

): ومنه ) ( )g x h x الدالة المولدة لمتتالية الالتفاف 
0 1 1 0( )n n na b a b a b  . 

 وهو المطلوب.
 

 بكثيرات الحدود المتعامدةالدوال المولدة المرفقة  1.1.1
 

 :9.1نظرية 
 

( تعطى 9.1المعرفة بالعلاقة التراجعية )تشيبيتشاف المعممة كثيرات الحدود متتالية الدالة المولدة المرفقة ب

 :بـ
 

2

(( ) )
( ) .

1

p x z
g z

pxz qz

     


 
 

 البرهان:
 

 .7.1بنفس طريقة برهان النظرية 
 

 :الجدول التالي يمكننا استنتاج 9.1من النظرية  انطلاقا
 

 كثيرات الحدود    q p الدوال المولدة

2

1

1 2

xz

xz z



 
 0 1 1 -1 2 ( )

n
T x  

2

1

1 2xz z 
 0 2 1 -1 2 ( )

n
U x  

2

1

1 2

z

xz z



 
 -1 2 1 -1 2 ( )

n
V x  

2

1

1 2

z

xz z



 
 1 2 1 -1 2 ( )

n
W x  

 لتشيبتشاف بأنواعها الأربعة.الدوال المولدة لكثيرات الحدود  :1.1الجدول                    
 

 الصيغة الصريحة لبعض الأعداد الشهيرة 3.1.1
 

 ها على الدوال المولدة لها.رهانبفي  نعتمدحة لبعض الأعداد فيما يلي سنقدم الصيغ الصري       
 

 : 1..1نظرية 
 

 :التاليتين مارسان بالعلاقتين-kومتوازنة -k، تعطى الصيغة الصريحة لأعداد nمن أجل كل عدد طبيعي 

                                       

1

2
2 1

,

0

1
1 6 .

n

j n j

k n

j

n j
B k

j

 
 
 

 



  
   

 
                                  (.111) 
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1

2
2 1

,

0

1
1 3 2 .

n

j n j j

k n

j

n j
M k

j

 
 
 

 



  
   

 
                                  (.121) 

 على الترتيب.

 البرهان:

  لدينا:

 

 

 

, 2
0

2

2

0

1

0 0

1 6

1 6

6

( 1) 6 .

n

k n

n

n

n

n
n jj n j

n j

z
B z

kz z

z

kz z

z kz z

n
k z

j










  

 


 


 

 

 
   

 







 

باستبدال  1n j   بـ n :نجد 

 

1

2
2 1

,

0 0 0

1
( 1) 6 .

n

n jn j n

k n

n n j

n j
B z k z

j

 
    

 

  

  
   

 
  

 بالمطابقة نجد:

 

1

2
2 1

,

0

1
( 1) 6 .

n

n jj

k n

j

n j
B k

j

 
 
 

 



  
   

 
 

(. بنفس الطريقة نتحصل على العلاقة 111.متوازنة المعطاة بالعلاقة )-kوهي الصيغة الصريحة لأعداد

(12.1.) 

 وهو المطلوب.
 

 [4]:11.1نظرية 

 التالية: فيبوناتشي بالعلاقة-k، تعطى الصيغة الصريحة لأعداد عدد طبيعي nمن أجل 

                                                      
2

2

,

0

.

n

n j

k n

j

n
F k

j

 
 
 





 
  

 
                                  (.131) 

 [4]:11.1نظرية 
 

جاكوبستال على الترتيب بالعلاقتين -kبال و-k، تعطى الصيغة الصريحة لأعداد عدد طبيعي nمن أجل 

 :التاليتين

                                        

1

2
2 1

,

0

1
2 ,

n

n j j

k n

j

n j
P k

j

 
 
 

 



  
  

 
                                  (.141) 

 
 

                                         

1

2
2 1

,

0

1
2 .

n

n j j

k n

j

n j
J k

j

 
 
 

 



  
  

 
                                  (.151) 
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 :13.1نظرية 

 
 من النوع الثاني تعطى بالعلاقة التالية: تشيبيتشافالصيغة الصريحة لكثيرات الحدود 

 

                             
2

2

0

( ) ( 1) (2 ) , .

n

j n j

n

j

n j
U x x n

j

 
 
 





 
   

 
                                  (.161) 

 البرهان:
 

 ، نجد المطلوب.11.1النظرية برهان باستعمال نفس طريقة 

 

 

 

 :الخاتمة

القادمة،  في الفصول لجأ إليهاكر بأننا قدمنا في هذا الفصل بعض المفاهيم العامة التي سنذفي الختام، ن    

-kفيبوناتشي، -kلوكاس المتوازنة، -kمتوازنة،k-حيث تم التطرق إلى بعض التعريفات الخاصة أعداد

مارسان. كما قمنا بتعريف كثيرات الحدود تشيبتشاف من النوع الأول، الثاني، الثالث - kو بال-kلوكاس، 

 .عالدوال المولدة المرفقة لكل نو والرابع، وكذا



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

التوابع التناظرية 

 الأولية والتامة

 الفصل الثاني
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رية من المعادلات الجبكظرية التوابع التناظرية بن متعلقةالعناصر ال سنتطرق في هذا الفصل إلى أهم

 .التوابع التناظرية الأولية والتامةوخصائص م تعاريف يقدالتي تساعدنا في تالدرجة الثانية، 

      المعادلات الجبرية من الدرجة الثانية 2.1

2  المعادلة الجبرية من الدرجة الثانية لتكن

1 2 0x a x a   ( :1حيثa 2وa من الحقلIK.) 

 )المصفوفة المرافقة(: 2.1تعريف 

1 المصفوفة 2

1 0

a a
M

 
  
 

 وتسمى بالمصفوفة المرافقة. من الدرجة الثانية ةبالمعادلة الجبري فقةلمرا 

 
 نعتبر متتالية فيبوناتشي المعممة المعرفة بـ:

 

1 1 2 1

0 1

, 1
.

0, 1

n n nu au a u n

u u

   


 
  

 
 ويمكن كتابتها على الشكل المصفوفي كما يلي:

                                     1

0 1

1

; 0, 1,
n n

n n

u u
M u u

u u





   
     

   
................................ 

 : إذن

                                               1 1 2

1

,
1 0

n n

n n

u ua a

u u





    
    
    

...  ............................ 

 

1 1 2 1,n n nu a u a u   

 وَ:

                                                1 1

0

1
,

0

n n n

n

u u
M M

u u

     
      

    
..........................   . .. 

 
 هي المصفوفة المرافقة لتعميم فيبوناتشي. Mحيث 

 

1n: ضعن
n

n

u
q

u

، :نتحصل على العلاقة التالية 

                                 

2 1 1 2 1 1 2
1

1 1 1 1

2 2
1 1

1

,

n n n n n
n

n n n n

n

n n

u a u a u a u a u
q

u u u u

a u a
a a

u q

  


   




   

   

.. 

 :نجد تكرارالب

                        2 2 2
1 1 1 1

2 2
1 1

21
1

1

,n

n

n

n

a a a
q a a a

a aq
a a

aq
a

q







      

 



.. 

 حيث
1nq 

 نشر لكسور مستمرة. هو 
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 :2.1 خاصية
 

limإذا كانت  n
n

q l


: ّفإن 
1l    أو

2l . 

 البرهان:

lim:لدينا n
n

q l


 ،2و
1( )

a
f x a

x
   هو التابع المرافق لـ nq حيث .( )f x  مستمر على 

2  :منهو
1

a
l a

l
  

2 إذن:

1 2l a l a  ،المعادلة: جدوبالتالي ن 

                                                           2

1 2 0,l a l a  ...........................       ......(..1) 

 هي:  (1..حلول ) إذن
1l   أو

2l . 

 الأشعة الذاتية للمصفوفة القيم و𝑴 

 يعطى بـ: Mالمرفق بالمصفوفة ثير الحدود المميز ك

1 2 2

1 2( )
1

M

a a
P a a


  




    

)حلول ) 0MP   :هي
1 أو

2  القيم الذاتية للمصفوفةوهيM2المعادلة  حلول أيضا هيو

1 2x a x a .  

𝑎1حيث:
2 > 4𝑎2 

2

1 1 2

1,2

4
,

2

a a a


 
. 

لـ لأشعة الذاتية المرفقة ا
1و

2  كالتاليتعطى: 

                            1 2
, 1,2

1 0
i

a a x x
i

y y


    
     

    
 

  :إذن

                                                  1 2 i

i

a x a y x

x y





 



 

      ينتج لنا: مما سبق
ix y     

1ذن: إ

1
1

v
 

  
 

2و 

2
1

v
 

  
 

 .Mللمصفوفة شعة الذاتيةالأهي  

نفرض 
1 2   َو |𝜆1| > |𝜆2| ن بماأن القيم الذاتية بسيطة فإM هيقطرية المصفوفة قابلة للتقطير، الD 

 : تعطى بـ
 

1

2

0

0
D





 
  
 

1مع   2

1 1
P

  
  
 

، 

 
M,1                                                 :لدينا PDP   

 :إذن

1 21 2

2 11 2

0 11
,

0 11 1
M
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n,1و:                                                            nM PD P                                       
 
  :تعطى بـ nMالمصفوفة عليه و

                                  

1 1

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

.

n n n n

n

n n n n
M

   
 

   

   
 

   

 

 

  
 

  
  

    

 

  :2.1 ملاحظة
 

2في الحالة الخاصة للمعادلة  6 1x kx  فإنّ الجذور
2 1,  2 هي

1 3 9 1k k     وآخر

2

2 3 9 1k k     والمتتالية nu هي متتالية k- المتوازنة
,k nB. 

 

 التوابع التناظرية 1.1
 

يد وتقديم بعض الخصائص حولها، للمز الأولية والتامة،في هذه الفقرة سنتطرق إلى التوابع التناظرية  

 .[5، .، 1يمكن الرجوع للمراجع ] من التفاصيل
 

 :1.1تعريف 
 

التابع نقول أن
1 2( , , , )nf x x x وذn على الحقل متناظر أنه متغيرIK،  تبديلة  كان من أجل كلإذا  من

المجموعة 1,2, ,nS n العلاقة التالية تحقق: 

1 2 (1) (2) ( )( , , ) ( , , ).n nf x x x f x x x   

      التوابع التناظرية الأولية 2.1.1
 

n, نعتبرفيما يلي  k . 

 :3.1تعريف 
 

)الأولي  يتناظرالتابع النعرف  )n

ke الرتبة منk  ـب: 

1 2

1 2

( )

1 2 1 2( , , , ) .n

n

ii in

k k n n

i i i k

e e      
   

   

مع 
1 2 3, , , , 1 0ni i i i  . 

 :أمثلة

مختلفين جذرين معادلة من الدرجة الثانية تقبل كل -1
2 1,  :حيث 

 
(2)

0

(2)

1 1 2

(2)

2 1 2

1

.

e

e

e
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ثلاث جذورمعادلة من الدرجة الثالثة تقبل كل  -.
3 2 1, ,  :حيث 

 
(3)

0

(3)

1 1 2 3

(3)

2 1 2 1 3 2 3

(3)

3 1 2 3

1

.

e

e

e

e

  

     

  

 


  


  
 

 

 :1.1خاصية 
 

n,مهما يكن  k  لدينا: 

( 1) ( ) ( )

1 1 .n n n

k n k ke e e

       

 البرهان:

 لدينا:

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1

( ) ( )

1 1 1 1 2 1 2

1

1 0

1 2 1 1 2 1

1

1

1 2 1 1 2

1 1 1

n n

n n

n n

n n

n n

n

i ii i i in n

n k k n n n

i i i k i i i k

i ii i i i

n n n n

i i i k i i i k

i ii i i i

n n n

i i i k k i

e e       

       

      

  

        

 

        



        

  

 

 

 

 


2

1 2

1 2

0

1

0

1

1 2 1

1

n

n

n

n

i i k

ii i

n n

i i i k



   



   



    







 

)                ومنه:                         1) ( ) ( )

1 1

n n n

k n k ke e e

   

 وهو المطلوب.

 : 3.1خاصية 
 

 تعطى بـ: ةالأولي ةابع التناظريولتل الدالة المولدة

( )

0 1

( ) (1 ).
n n

n n

k i

k i

E z e z z
 

    

)مع  )n

ke عدومة من أجل مk n. 
 

 :البرهان

 

 نستعمل البرهان بالتراجع. ..2للبرهان على الخاصية 

                                 نضع: 

( )

0 1

( ) : ( ) (1 )
nn

n n

k i

k i

P n E z e z z
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2nمن أجل  

2

1 2

1

2

1 2 1 2

(2) (2) (2) 2

0 1 2

2
(2)

0

(1 ) (1 )(1 )

1 ( )

i

i

k

k

k

z z z

z z

e e z e z

e z

  

   





   

   

  







 

)الخاصية نفرض )P n صحيحة ونبرهن صحة( 1)P n  :أي أن 

11
( )

0 1

(1 )
nn

n n

k i

k i

e z z


 

   

 :لدينا

 
1

1

1 1

(1 ) (1 ) 1
n n

i i n

i i

z z z  




 

     

 أي:

 
1

( )

1

01

( ) ( ) 1

1

0 0

1 1
( ) ( )

1 1

0 11

( ) ( )

1 1

0 1

( ) ( )

1 1

0 0

( ) (

1 1

(1 ) 1

(1 )

(

n n
n k

i k n

ki

n n
n k n k

k n k

k k

n n n
n k n k

i k n k

k ki

n k n k

k n k

k k

n k n k

k n k

k k

n n

k n k

z e z z

e z e z

z e z e z

e z e z

e z e z

e e

 



 

















 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 



 

 

 

 

)

0

1
( )

01

1
( )

0

)

(1 )

k

k

n
n k

i k

ki

n
n k

k

k

z

z e z

e z







 







 







 

 وهو المطلوب.
 

     التوابع التناظرية التامة  1.1.1
 

 :4.1 تعريف
 

) التابع التناظري التامنعرّف  )n

kh الرتبة من kـب: 

 1 2

1 2

( )

1 2 1 2( , , , ) , 0 ,n

n

ii in

k k n n

i i i k

h h k     
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 مع:
1 2 3, , , , 0ni i i i . 

 
 أمثلة:

 
حلين معادلة من الدرجة الثانية تقبل كل -1

2 1,  حيث : 
(2)

0

(2)

1 1 2

(2) 2 2

2 1 2 1 2

(2) 3 3 2 2

3 1 2 1 2 1 2

1h

h

h

h

 

   

     

 


 


  


   




 

تقبل ثلاث جذورمعادلة من الدرجة الثالثة  -.
3 2 1, ,  حيث : 

(3)

0

(3)

1 1 2 3

(3) 2 2 2

2 1 2 3 1 2 1 3 2 3

(3) 3 3 3 2 2 2 2 2 2

3 1 2 3 1 2 1 3 1 2 2 3 1 3 2 3 1 2 3

1h

h

h

h

  

        

                 

 


  


     


         




 

 :4.1 خاصية

n,مهما يكن  k  لدينا: 
( 1) ( 1) ( )

1 1

n n n

k n k kh h h 

    

 البرهان:

 لدينا: -1
11 2 1 2

1 2 1 2

11 2 1 2

1 2 1 2

11 2

1 2 1

( 1) ( )

1 1 1 1 2 1 1 2

1

1 0

1 2 1 1 2 1

1

( 1)

1 2 1

(

n n n

n n

n n n

n n

n n

n n

i i ii i i in n

n k k n n n n

i i i k i i i k

i i ii i i i

n n n n

i i i k i i i k

i ii i

n n

i i i i

h h        

       

   











   

        



 

        





   

  

 



 

 

1 2

1 2

0

1 2 1

1) 1 1 0

n

n

ii i

n n

k k i i i k

    

         

 

 

لدينا:  
1 1ni    :إذن

1 1 1ni    :نضع
1 1 1 0n ni i 

     :وبالتالي
1 0ni 

    

11                              إذن: 2

1 2 1

( 1) ( )

1 1 1 2 1.
n n

n n

i ii in n

n k k n n

i i i i k

h h     





  
    

   

)                            فينتج لنا المطلوب:   1) ( 1) ( )

1 1 .n n n

k n k kh h h 

    

 وهو المطلوب.

 :2.1خاصية 

 تعطى بـ: kة من الرتبة تامال ةابع التناظريولتل الدالة المولدة

 

( ) 1

0 1

( ) (1 ) .
nn

n n

k i

k i

H z h z z 
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 البرهان:

 ...2بنفس طريقة برهان الخاصية  ..5للبرهان على الخاصية 
 

 وبعض خصائصهاالتامة والأولية  التوابع التناظرية 3.1
 

واعتمادا على  ..1معطاة في الفقرة ال nMالمصفوفة  لإعطاء تعريف للتوابع التناظرية نعتمد على

 :للتابع التناظري التام لدينا التعريف أدناه ..4 التعريف
 

 :2.1تعريف 
 

لتكن 1 2,E e e نعرف التابع المتناظر  ،أبجديةnS المرفق بالأبجديةE :بـ 

1 1

1 2
1 2

1 2

( ) ( ) ,
n n

n n

e e
S E S e e

e e

 
  


.................................. 

𝑛من أجل  <  لدينا دائما: 0  0nS E . 

 مع:

0 0

1 1 1 2

2 2

2 2 1 2 1 2

( ) 1,

( ) ,

( ) ,

S E h

S E h e e

S E h e e e e

 

  

   
 

 
 :[7]6.1ف تعري

 
)نرمز بـ، Bو Aلتكن الأبجديتين )nS A B معاملات السلسلة المعرفة بـ:ل 

                                       
0

(1 )

( ) .
(1 )

n b B
n

n

a A

bz

S A B z
az










 






...............................      (...) 

 
 :6.1اصية خ
 

لتكن A a لدينا:أبجدية ، 

1

1

(1 )
( )

1 ( ) .
1 1

jj jb B
j

bz
S a B

z S a B z
az az







    
 


. 

 
 التالية: وطئةالت نستعمل ..2 لبرهان على الخاصيةل

 
 : [5.]2.1توطئة 

 

الأبجديتين  لتكن A a و 1 2, , , nB b b b دينا:ل 

                                           ( ) ( ).k

n k nS a B a S a B   ................................... 

 :6.1 على الخاصيةالبرهان 

 لدينا:

1

1 1

0

( ) 1 ( ) ( ) ( )n n n

n n n

n

S a B z S a B S a B z S a B z
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 نجد: ..1توطئة من ال

 

 

1 1

0

2 2

1

0

( ) 1 ( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n n

n

n n

n n n n

n

S a B z S a B z S a B S a B z

S a B z S a B z S a B aS a B z a S a B z











         

           





 

 أي:

1 2 2

1 1

0

( ) 1 ( ) ( ) ( )(1 )n n n

n n n

n

S a B z S a B S a B z z S a B az a z








            

   :نعلم أنّ 

 
21

1
1

az az
az

   


 

 فينتج لنا:

 
 

1 2 2

1 1

0

1 1

1

( ) 1 ( ) ( ) ( )(1 )

1 .
1

n n n

n n n

n

n n n

n

S a B z S a B S a B z z S a B az a z

S a B
S a B z z

az








 



           


    




 

 وهو المطلوب.
 

 :2.1نتيجة 

 من أجل 0,0, 0B  ( في...) :نتحصل على 

                                    
0

1
( ) .

(1 )

n

n

n

b B

S A z H z
az







 





..................................... 

 من أجل 0,0, 0A ( في...) :نتحصل على 

                                 
0

( ) (1 ) ( ).n

n

n b B

S B z bz E z


 

     .... 

 : [2]2.1 خاصية
 

 بأخذ 0,0, 0A   أو 0,0, 0B  :ينتج لنا 
 

                              
0 0 0

( ) ( ) ( ) .n n n

n n n

n n n

S A B z S A z S B z
  

  

    .................................(..2) 

 :4.1ملاحظة 
 

Aومن أجل (2..( و)...من العلاقتين ) B ،:نتحصل على 
 

0 0

( ) ( ) 1,n n

n n

n n

S A z S A z
 

 

   

 لدينا: ..4من الملاحظة 

                                           
0

0

1
( ) ,

( )

n

n
nn

n

n

S A z

S A z















                                        (..4 ) 

 مع: 
0

( ) 1n

n

n a A

S A z az
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 نجد أن: (..2) من

0

( ) ( ) ( ).
n

n n k k

k

S A B S A S B



   

 :2.1 ملاحظة
 

𝑛 لما > 𝐶𝑎𝑟𝑑 (𝐵) :لدينا ،  0nS B .  
 

والتي تم الحصول عليها من  nSفي هذا الجزء، سنتطرق للعبارة الصريحة بواسطة التابع التناظري  

 البرهان للفائدة.ب نعيد التذكير[ و4طرف ن. صابة ]
 

 :2.1نظرية 
 

، الصيغة الصريحة للتابع التناظري nمن أجل كل عدد طبيعي   1 2nS a a  :تعطى بالعلاقة التالية 

                                        
2

2

1 2 1 2 1 2

0

.

n

n j j

n

j

n j
S a a a a a a

j

 
 
 





 
    

 
                            (..5) 

 البرهان:

 نجد: (..4من العلاقة )

                                 
 

1 2 2
0 1 2 1 2

1
.

1

n

n

n

S a a z
a a z a a z





  
  

                             

 ومنه:

  
  

  

1 2 2
0 1 2 1 2

2

1 2 1 2

0

1

1

n

n

n

n

n

S a a z
a a z a a z

a a z a a z









  
  

  





 

 ومنه:

       

   

2

1 2 1 2 1 2

0 0 0

1 2 1 2

0 0

.

n
jn jn

n

n n j

n
n j j n j

n j

n
S a a z a a z a a z

j

n
a a a a z

j

 


  


 

 

 
    

 

 
  

 

 



 

باستبدال  n j  بـ n :نجد 

      
2

2

1 2 1 2 1 2

0 0 0

.

n

n j jn n

n

n n j

n j
S a a z a a a a z

j

 
    



  

 
    

 
  

 بالمطابقة نجد:

      
2

2

1 2 1 2 1 2

0

.

n

n j j

n

j

n j
S a a a a a a

j

 
 
 





 
    

 
 

 وهو المطلوب.
 

 ( نجد العلاقة:..5من العلاقة )

                                    

1

2
2 1

1 1 2 1 2 1 2

0

1
.

n

n j j

n

j

n j
S a a a a a a

j

 
 
 

 





  
    

 
                       (..2) 
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 التالي:( نتحصل على الجدول ..2والعلاقة ) ..1انطلاقا من النظرية 
 

 العبارة الصريحة التابع التناظري الأعداد

k-متوازنة 

,n kB 
  1 1 2nS a a      

1

2
2 1

0

1
1 6

n

j n j

j

n j
k

j

 
 
 

 



  
  

 
 

k- لوكاس

 المتوازنة

,n kC 
       1 2 1 1 23 6n nS a a k S a a         

1

2
2

0

1 1
1 6

2 2

n

j n j

j

n j j
k

j n j k

 
 
 





   
   

  
 

 لوكاس المتوازنة.-kمتوازنة و-kالتابع التناظري والعبارة الصريحة لأعداد : 12.الجدول 
 

 [4]:1.1نظرية 
 

 تعطى بـ: الصيغة الصريحة لكثيرات الحدود تشيبيتشاف من النوع الأول
 

2
2

0

1
( ) ( 1) (2 ) .

2

n

j n j
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 لخاتمة:ا

 يجاداالتي تساعدنا على ، لتناظرية الأولية والتامةدوال االص وتعاريف بعض خصائ قدمنافي هذا الفصل      

 .المواليةفي الفصول  سنتكلم عنهاوكثيرات الحدود والتي  لأعدادالمولدة  دوالال



 

الدوال المولدة 

 –لجداءات 

أعداد متوازنة مع 

 بعض الأعداد

كثيرات الحدود 

 تشيبيتشاف

 الفصل الثالث
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 في هذذ ا اصل ذذذذذذذا ىذذذذذذ تأثي اصل ؤثاىذذذذذذذ   ذذ   ث اص   ث 
1 2

2 l

e e 
 علل اصسذذذذذذلسذذذذذذلذذ  اص ذذ  لذذ  صل لذذ   

 1 2 1

0

n n

n

n

S a a e z




 وا  اص  صذ   صد ااا  لا ن  عع اؤاصذ   سسذذذذذذ ا ص ذ   ذ صا ذذذذذذ   علل اصذ وk -

 ل ج ااا إص  اصث ن  ،   لإضذذذ ف  ث بث  ن  اص عض الأع اؤ اصشذذذ   نعص ل س اص ت ازن  -k عع اؤونت ازن  

لث ثا  اصا وؤ  شذذذذذذ بتشذذذذذذ لأ ن  اص    الأو ،  نعص ل س اص ت ازن  -kعع اؤنت ازن  و-kلذا ن  عع اؤ

 عؤن ه و ه ا ه  اص  لأ ن  اص     اص  ش ث 3.1اصثا ع و ذصك  إجثاا  أب     علل اص ظثس  و اصث ني، اصث صث

 : في اص دل
 

 F. Yakoubi, A. Boussayoud, K. V. V. Kanuri, A New class of ordinary generating 

functions of binary products of k -Lucas balancing numbers with Chebyshev 

polynomials, Math. Eng. Sci. Aerosp. (MESA), 12(1), 135- 150, 2021. 

 

 تعاريف ومفاهيم 3.1
زس  ن  ، وصل اص  اص    ثا واصتع ثسف اصتي نات ج   في اصلفي هذ ه اصل ث  ىذذذذذذ  ذ م  عض اص لذ ه    

 .[27، 26]س ك  اصثج   صل ثاجع اصت ص    اصتل ص ا
 

 :3.1تعريف 

   ع نعثلأ علل gص ك 
n

   صعب ث  اصت ص  :. نعثلأ اصلثي اص  س م
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 :3.1 تعريف

نعتبث الأ د س  1 2,A a a اص ثفق   لأ د س ث ، نعثلأ اصت  ع اص ت  ظ A    سليل: 
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)و  ) 0nS A  ن  عجا𝑛 < 0. 

 :[21]1.1 تعريف

صتك   1 2,A a a  ع د س ، نعثلأ اص   ث اصت  ظث 
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)ن  عجا  )f a a  ( ص س  : 3.1)في اصعلاق 
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 نتائج أساسية 3.1
 

 :3.1نظرية 
 

صتك  الأ د ست    1 2, ,..., nA a a a ، 1 2,E e e ن  عجا لا ع ؤ طب عي ،n :  ص س 
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 البرهان:
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  ب.وه  اص أل
 

 :3.1نظرية 
 

صتك  الأ د ست    1 2,A a a ، 1 2,E e e وk:  ع ؤ طب عي ص س 
 

    
       

     

1 2

1 2

1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2

1 2 1 1 2

0

1 2 1 1 2 2

0 0

.

, ,

l

l l e en

n n l
n nn

n n

n n

S e e e e S a a S e e z a a e e e z
S a a S e e z

e a a e z e a a e z

 


 

   


 

    
  

  
   

  


 

    (.11) 

 البرهان:
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  ب.وه  اص أل
 

1l   ضع    اصت ص  : صخ ص  ند  ا 3.1اص ظثس  في 
 

 :[36]3.1 خاصية
 

صتك  الأ د ست    1 2,A a a و 1 2,E e e ،:  ص س 
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 ص س  : (4.1)ن  اصعلاق  
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2l  ضع    نتا ا علل اصخ ص   اصت ص   3.1 في اص ظثس: 

 
 :[36]3.1 خاصية

 

صتك  الأ د ست    1 2,A a a و 1 2,E e e ،:  ص س 
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.............  ...   ....(.16) 

3l  ضع   اصت ص  : خ ص  ( نتا ا علل اص12.)  ظثس في اص 
 

 :1.1 خاصية
 

الأ د ست    نعتبث 1 2,A a a و 1 2,E e e ،:  ص س 
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 ( ند  اصعلاق  اصت ص  :7.1  لاعت  ؤ علل اصعلاق  )
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   ىتب ا  
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 علل اصتث   .

 
 ( ند :33.1)ون  اصعلاق  
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مع بعض لوكدداا المتوازنددة -kوأعددداد متوازنددة -kعددداد ألجددداءات  الدددوال المولدددة 1.1

 الثانية رتبةالأعداد من ال
 

ص ل س -kوعع اؤ نت ازن  -kعع اؤ اص وا  اص  ص   صد ااا   ىذذذذذ تأثي إصل إسد ؤ في ه ه اصل ث  

 اصث ن  . نع عع اؤ ن  اصث ب  اص ت ازن 
 

 ند  اصا لا  اصت ص  : (34.1)- (9.1) انألاق  ن  اصعلاق  
 

 :1   اصت ص   ت ائ  الا  خ  اصشثوط  الحالة الأولى 2
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  و تع سض    في 

 اصت ص  : خ ص  نتا ا علل اص( 1..3) صعلاق ا
 
 

 :4.1 خاصية
 

 : عأل   صعلاق نت ازن  -k، اص اص  اص  ص   ص ث ع عع اؤ nن  عجا 
 

                             
 

3
2

, 2 2 2 2 3 4
0

.
1 36 2 72 36

n

k n

n

z z
B z

k z k z k z z








    
.................................. 

 اصت ص  :  ت د وص س   اص
 

(31.1)  
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 :3.1 نتيجة
 

 nن  عجا ؤون  اصعب ث  اصت ص    ب ل صا ا 
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واصعلاق    

 اصت ص  : خ ص  نتا ا علل اص( 33.1)
 

 :5.1 خاصية
 

 : عأل  ـنت ازن  -kعع اؤ  نعف ب ن شي -k، اص اص  اص  ص   صد اا عع اؤ nن  عجا
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 اصت ص  : ون ه نستخلص اص ت د 

 
 :3.1 ةنتيج

 
 :nاصعب ث  اصت ص    ب ل صا ا  ن  عجا 
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 :  اص  اص  خ ص صا ستخلصن
 

 :6.1 ةخاصي
 

  عأل  ـ:نت ازن  -kعع اؤ  نعج ل  ست   -kعع اؤ  اص اص  اص  ص   صد اا
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 اصت ص  :  ص ت دوص س   ا
 

 :1.1ة نتيج
 

 :ؤون اصعب ث  اصت ص    ب ل صا ا  ، nن  عجا
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   اصعلاقفي  

 نتا ا علل اص ظثس  اصت ص  : (34.1و) (33.1)-(9.1)
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 :1.1نظرية 

 :  صعلاق  ت ازن  ص ل س اص-kاص اص  اص  ص   ص ث ع عع اؤ  عأل ، nن  عجا
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 البرهان:
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 .وه  اص أل ب

 :1 ( وا ات اصشثوط اصت ص  133.( و)19.انألاق  ن  اصعلاقت   ) الحالة الخامسة 2
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 اصت ص  :اص ظثس   ند  

 
 :4.1نظرية 

 
 : عأل   صعلاق اص ت ازن  ص ل س -kعع اؤ  نعف ب ن شي -kص اص  اص  ص   صد اا عع اؤ ا
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  البرهان:
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 إذن:
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 .وه  اص أل ب
 

 :1  اصت ص    خ  اصشذذذذذثوط الا ت ائ   الحالة السدددددادسدددددة 2
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ت   اصعلاقفي  

 ( نتا ا علل اص ظثس  اصت ص  :34.1و)( 1..3)
 

 :5.1نظرية 
 

 ص ل س اص ت ازن  هي:-kعع اؤ نع  ج ل  ست  -kاص اص  اص  ص   صد اا عع اؤ 
 

 

2 3

, , 2 2 2 2 3 4
0

3 6
, .

1 6 72 4 12 4

n

k n k n

n

kz kz kz
J C z n

k z k k z k z z





 
 

     
................. 

 البرهان:

                                            ص س  : [83]ن    , 1 1 2 ,k n nJ S a a    

 ون ه:
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 ند : (31.1( و)33.1  ىتع    اصعلاقت   )
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 .وه  اص أل ب
 
 

لوكداا المتوازنة مع كثيرات  -kادمتوازندة و أعدد-kالددوال المولددة لجدداءات أعدداد 4.1 

 الحدود تشيبتشاف
 

 في ه ه اص ث  ى ع ض  1a  ـذــ  12a،
2a   ـــ  22a  و 2e  ـــ  2e (   14.في اصعلاقت) 

 ( ند :6.1)و
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   ( نتا ا علل اصعلاقت   اصت ص ت  :36.1( و)35.1ن  اصعلاقت   )
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            (.138) 
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(، 135.اصعلاق   )و ع سضذذ   في   

          نتا ا علل اصعلاق   اصت ص  : (38.1( و )37.1(، )36.1)
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                (.123)   
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 علل اصتث   .

 
 اصت ص  :  ظثس  اص عل ه ص س  و
 

 :6.1نظرية 
 

 و ا وؤ  شذذذ بتشذذذ لأ ن  اص    الألث ثا  اص نعنت ازن  -k، اص اص  اص  ص   صد اا عع اؤ  nن  عجا 

 هي:
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 البرهان:
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 ( ند :23.1( و)1..2  ىتع    اصعلاقت   )
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 .وه  اص أل ب
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 :7.1نظرية 
 

 عأل  و اصا وؤ  شذذذذذذ بتشذذذذذذ لأ ن  اص    الألث ثا   نعص ل س اص ت ازن  -kعع اؤ  صد اااص اص  اص  ص   

 :  صعلاق  اصت ص  
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 البرهان:
 

 ص س  : [23]ن  
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 ون ه:

               

           

           

, 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

0 0

1 2 1 2 1 2 1 1 2

0 0

1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2

0 0

( ) 3 6 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2 3 2 2 ,

n n

k n n n n n n

n n

n n

n n n n

n n

n n

n n n n

n n

C T x z S e e k S e e S a a xS a a z

S e e S a a z x S e e S a a z

k S e e S a a z kx S e e S a a z

 

 

 

 



 

 

  

 

           

         

         

 

 

 

 

 
 ند : (22.1) –( 39.1)  ىتع    اصعلاق   
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 .وه  اص أل ب

 :8.1نظرية 

 ث نياصا وؤ  شذذذذ بتشذذذذ لأ ن  اص    اص عع اؤ نت ازن  في لث ثا -k، اص اص  اص  ص   صد اا  nن  عجا 

 هي:
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 البرهان:

                                      ص س  : [82]ن    1 2( ) 2 2 ,n nU x S a a          

 ون ه:
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 .وه  اص أل ب
 

 :9.1نظرية 
 

اصاذذ وؤ  لث ثا  نعص لذذ س اص ت ازنذذ  -k، اصذذ اصذذ  اص  صذ   صدذذ اا ععذذ اؤ nنعتبث ن  عجذذا لذذا عذذ ؤ طب عي

  عأل  ـ: ث ني ش بتش لأ ن  اص    اص
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 البرهان:

                          ص س  : [82]ن    1 2( ) 2 2 ,n nU x S a a   

 ون ه:
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 ند :( 22.1( و)39.1اعت  ؤا علل اصعلاقت   )
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 .وه  اص أل ب
 

 :31.1نظرية 
 

لث ثا  اصا وؤ  شذذذ بتشذذذ لأ  نعنت ازن  -kعع اؤ  اص اص  اص  ص   صد اا عأل ، nلا ع ؤ طب عي ن  عجا

   صعلاق  اصت ص  :ن  اص    اصث صث 
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 البرهان:
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 ون ه:
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 ( ند :22.1( و)23.1  ىتع    اصعلاقت   )
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 .وه  اص أل ب
 

 :33.1نظرية 
 

لث ثا  اصا وؤ  شذذذذ بتشذذذذ لأ ن  اص     نعص ل س اص ت ازن  -kصد اا عع اؤ ، اص اص  اص  ص  nن  عجا

 اصث صث هي:
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 البرهان:
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     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nV x S a a S a a      
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 ون ه:
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 ( ند :22.1( و)23.1(، )1..2، )(39.1)   ىتع    اصعلاق  
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 .وه  اص أل ب
 

 :33.1نظرية 
 

 : عأل  ـ لث ثا  اصا وؤ  ش بتش لأ ن  اص    اصثا ع نعنت ازن  -kاص اص  اص  ص   صد اا عع اؤ 
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 البرهان:

                          ص س  : [.3]ن       1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nW x S a a S a a          

 ون ه:
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 ند : (22.1( و)23.1انألاق  ن  اصعلاقت   )
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 .وه  اص أل ب

 

 :31.1نظرية 
 

لث ثا  اصا وؤ  شذذذذ بتشذذذذ لأ ن  اص     نعص ل س اص ت ازن  -kعع اؤ ، اص اص  اص  ص   صد ااnن  عجا

  عأل   صعلاق  اصت ص  : اصثا ع
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 البرهان:

 

                       ص س  : [.3]ن       1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nW x S a a S a a      
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 ون ه:

             

           

           

, 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2

0 0

1 2 1 2 1 2 1 1 2

0 0

1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2

0 0

( ) 3 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2 2 3 2 2 ,

n n

k n n n n n n

n n

n n

n n n n

n n

n n

n n n n

n n

C W x z S e e kS e e S a a S a a z

S e e S a a z S e e S a a z

k S e e S a a z k S e e S a a z

 

 

 

 



 

 

  

 

          

         

         

 

 

 

 

 :( نتا ا علل22.1) –( 39.1علل اصعلاق   )  لاعت  ؤ 
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 .وه  اص أل ب
 

 وغير المتوالي ذو الدليل المتوالي متوازنة-kالدوال المولدة لجداءات أعداد  5.1
 

ذا  اص ص ل   اص ت اص     نت ازن -kفي ه ا اصدزا، ق     اسذذ ب ؤوا  ن ص   ج س   صد ااا  عع اؤ  

 .اصش  ث  وغ ث اص ت اص    نع  عض الأع اؤ
 

 ( ن  ز اصا لا  اصت ص  :31.1( و)32.1اعت  ؤا علل اصعلاقت   ) 
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   اصت ص  :ون ه نتا ا علل اصخ ص 

 
 :7.1ة خاصي

 
نت ازنذذ   ذذ ص ل   غ ث نت اص     عأل  ذذ صعلاقذذ  -kععذذ اؤ ، اصذذ اصذذ  اص  صذذ   صدذذ ااعذذ ؤ طب عيnن  عجذذا 

 اص  اص  :
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                              نع:   , , 2 1 1 2 1 1 2( ) ( ).k n k n n nB B S a a S e e       

 
 :34.1نظرية 

 
 نت ازن    ص ل   نت اص     عأل   صعلاق  اص  اص  :-kع ؤ طب عي، اص اص  اص  ص   صد اا عع اؤnن  عجا 
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 :البرهان
 

                                        نعل  عن:
, 2 , 1 ,6 .k n k n k nB kB B   

 

 



  تشيبتشافمع بعض الأعداد وكثيرات الحدود  متوازنة-kالدوال المولدة لجداءات أعداد     الفصل الثالث        

58 

  ون ه:
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.

6 216 6 2 72 216 6

k n
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B B z B B z B z
k
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 وه  اص أل ب.
 

 :1   خ :  ثانيا 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
1و 2

1 2 1

e e k

e e

 



 ( نتا ا علل:131.في اصعلاق  ) 

 

   
 

 

2 2 2 3

1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 3 4
0

1 6
( ) ( ) .

1 6 2 18 1 6

n

n n

n

k z k z z
S a a S e e z

k z k z k z z



 



  
    

    
 

 
 اصت ص  : ون ه نتا ا علل اصخ ص  

 
 :7.1ة خاصي

 
نت اص     عأل نت ازن    ص ل   -kف ب ن  شذذذذذذي و-kع ؤ طب عي، اص اص  اص  ص   صد اا  عع اؤnن  عجذا 

   صعلاق  اص  اص  :
 

 
 

2 2 2 3

, , 1 2 2 2 2 3 4
0

1 6
.

1 6 2 18 1 6

n

k n k n

n

k z k z z
B F z

k z k z k z z







  


    
 

 
ع:                              ن   , , 1 1 1 2 1 1 2( ) ( ).k n k n n nB F S a a S e e       

 

 :35.1نظرية 
 

غ ث نت ازن    ص ل   -kف ب نذ  شذذذذذذي نع عع اؤ-k ععذ اؤ ؤ طب عي، اصذ اصذ  اص  صذ   صدذ اا عذnن  عجذا 

 نت اص     عأل   صعلاق  اص  اص  :

   
 

2 2 2 3

, , 2 3 2 2 3 3 4
0

2 6 1
.

6 2 18 1 6

n

k n k n

n

k k z k k z kz
B F z

k k z k k z k z kz







   


    
 

 البرهان:
 

       نعل  عن:

, 2 , 1 , .k n k n k nF kF F   
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  ون ه:

 , , 2 , , 1 ,

0 0

, , 1 , ,

0 0

,

n n

k n k n k n k n k n

n n

n n

k n k n k n k n

n n

B F z B kF F z

k B F z B F z

 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

              :ن   ىبق وص س  
 , ,

2

2 2 2 2 3 4
0

6
.

1 6 2 18 1 6
k n k n

n

n

kz kz
B F z

k z k z k z z








    
 

 إذن: 

 
   

   
 

2 3 2 3 2

, , 2 2 2 2 2 3 4 2 2 2 2 3 4
0

2 2 2 3

2 2 2 2 3 4

1 6 6

1 6 2 18 1 6 1 6 2 18 1 6

2 6 1
.

1 6 2 18 1 6

n

k n k n

n

k k z k z kz kz kz
B F z

k z k z k z z k z k z k z z

k k z k k z kz

k z k z k z z







   
 

         

   


    


 

 وه  اص أل ب.
 

 :1   خ :  ثالثا 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
1و 2

1 2 2

e e k

e e

 



 ( نتا ا علل:131.في اصعلاق  ) 

 

   
 
 

2 2 2 3

1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 3 4
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2 12 2
( ) ( ) .

1 6 72 4 12 4

n

n n
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k z k z z
S a a S e e z

k z k k z k z z



 



  
    

     
 

 
 اصت ص  : ون ه نتا ا علل اصخ ص  

 
 :8.1ة خاصي

 
نت اص    نت ازن    ص ل   غ ث -kج ل  سذذذذذذت   و-kعع اؤ ؤ طب عي، اصذ اصذ  اص  صذ   صد اا عذnن  عجذا 

  عأل   صعلاق  اص  اص  :
 

 
 

2 2 2 3

, , 2 2 2 2 2 3 4
0

2 12 2
.

1 6 72 4 12 4

n

k n k n

n

k z k z z
B J z

k z k k z k z z







  


     
 

 
نع:                                 , , 2 1 1 2 1 1 2( ) ( ).k n k n n nB J S a a S e e       

 
 :36.1نظرية 

 
نت اص     نت ازن    ص ل  -kج ل  سذذذت   نع عع اؤ-k عع اؤ ؤ طب عي، اص اص  اص  ص   صد اا عnن  عجا 

  عأل   صعلاق  اص  اص  :

 

2 2 2 3

, , 1 3 2 2 3 3 4
0

12 2
.

6 72 4 12 4

n

k n k n

n

k z k z z
B J z

k k z k k k z k z kz







 


     
 

 البرهان:

                    عل  عن:ن

, 2 , 1 ,2 .k n k n k nJ kJ J   

  ون ه:

 , , 2 , , 1 ,

0 0

, , 1 , ,

0 0

2

2 ,

n n

k n k n k n k n k n

n n

n n

k n k n k n k n

n n

B J z B kJ J z

k B J z B J z
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          :ن   ىبق وص س  
 , ,

3

2 2 2 2 3 4
0

2
.

1 6 72 4 12 4k n k n

n

n

z z
B J z

k z k k z k z z








     
 

 إذن: 

 
 

 

 

, , 1 , , 2 , ,
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3 2 2 3 3 4
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2 4
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 وه  اص أل ب.

 

 

 

 

 :الخاتمة

ص ل س -kعع اؤنت ازن  و-kخت ن  ق    ن  خلا  ه ا اصل ذذذذا  اسذذذذ ب اصت ا ع اص  ص   صد ااا  عع اؤ    

ول ا   علث ثا  اصا وؤ  شذذذذذ بتشذذذذذ لأ   ن اع   الأث  ل ا نعاصث ن   و ث ب   اص عض الأع اؤ ن نعاص ت ازن  

 .3.1  في ذصك علل اص ظثس اعت  ن  نت ازن -kلأع اؤ   وغ ث اص ت اص  اصد ااا  اص ت اص  

نت ازن  - kعع اؤ ن صذ   جذ سذ   صد اا ؤوا  ذذذذذذا عل  ذ  فذإنذه س ك  ذ  إسدذ ؤ وانألاقذ  ن  اص تذ ئا اص تا    

 .اص ت ازن ص ل س  -kعع اؤو
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ع جديدة لجداءات مربالمولدة الدوال القسمنا هذا الفصل إلى جزئيين، في الجزء الأول سنقوم بحساب       

وهو  ،4.3ذلك بالاعتماد على النظرية الثانية، و رتبةمع بعض الأعداد الشهيرة من المتوازنة -kد أعدا

 :منشور في المجلة الدوليةال الهدف من مقالنا

 F. Yakoubi , A. Boussayoud , B. Aloui , H. Merzouk, k -balancing numbers and new 

generating functions with some special numbers and polynomials, J. Sci. Arts., 22(4), 929- 

940, 2022. 
 

– أعداد نحسب الدوال المولدة لجداءات مربعأما في الجزء الثاني فس  𝑘 ثيرات الحدود المتعامدة مع كمتوازنة

 .4.3 على النظريةبالاعتماد ذلك و بأنواعه الأربعةتشيبتشاف 

 مفاهيم عامة 4.1
 

 :4.1تعريف 
 

 مماثل بـ:-qنعرف ،nمن أجل

  2 11
1 .

1

n
n

q

q
n q q q

q


     


 

مع:  0 1
q
. 

 :2.1تعريف 
 

)أعداد سترلينغ من النوع الأول , )s n kهي معاملات كثير الحدود( )nx:المعرف بـ 

      
0

1 2 1 ( , ) .
n

k

n
k

x x x x x n s n k x


      

 :4.1تعريف 
 

 كثير حدود غوص يعطى بالعلاقة التالية:
1

2

( 1) ( 1)

( 1)( 1) ( 1) .

0

n k n

k

q

q q
k nn n

q q q
k k

   
    

       
    



 

 [11]:4.1خاصية 

 كثير حدود غوص يحقق العلاقتين التاليتين:

1)  ( )

1

sin( )
, 0, .

sin

k
ik n k t

rq

n n k r t
e t

k rt




   
  

 
  

 

2) 
1

.
k

rq

n n k r

k r

   
 

 
  

 :[17]1.1تعريف 
 

المؤثر التناظري نعرف 
1 2 1 2

k k

a a b b  :بـ 
 

 
     

  1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

.

k k k k k k

k k

a a b b

b a f a b b a f a b b a f a b
f

a a b b
 

 


 
 

𝑘 > 𝑛 
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 :4.1ملاحظة 
 

 عدد طبيعي، لدينا: nمهما يكن 

   1 2 3 1 2 3, , , , .n n n nh a a a a S a a a a     

 

 :4.1نظرية 
 

لتكن A xو 1 2 3, , ,B b b b،لدينا: أبجديتين 
1

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),n n

n n

b B

x b S x B x S B x S B S B



          

)حيث: )kS B  هي معاملات كثيرات الحدود)( BxSn  0 من أجل k n . 
 

 البرهان:

                                           لدينا:     
0

n

n n k k
k

S A B S A S B


    

بوضع  A x:نجد                       

     
0

n

n n k k
k

S x B S x S B


    

): أننعلم  ) n

nS x x :ومنه 

     

 

0

0

1

0 1( ) ( ) ( ).

n

n n k k
k

n
n k

k
k

n n

n

S x B S x S B

x S B

x S B x S B S B










   

  

      

 

 وهو المطلوب.
 

 :2.1 خاصية
 

لتكن 1,1A  عطى بـ:يالحدين  ومعامل ذ ،أبجدية 

 
1

2 .n

n
S

n

 
  
 

 

 البرهان:

[ من أجل 5] نعلم أن 1,1,...,1 :A n  :لدينا 

 
1

.j

n j
S n

j

  
  
 

 

2nبأخذ    لناينتج: 

 
1

2 ,j

j
S

j

 
  
 

 

jبوضع  n :نجد 

 
1

2 .n

n
S

n

 
  
 

 

 وهو المطلوب.
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 :4.1نظرية 
 

لتكن 1,A q،لدينا: أبجدية 

 
1

.n

q

n
S A

n

 
  
 

 

 البرهان:

لدينا:  2 11, , ,...., : [ ]nA q q q n  [6]بالعلاقة التالية ، كثير حدود غوص يعطى: 
 

1
([ ]) .j

q

n j
S n

j

  
  
 

 

2nمن أجل   :نجد 
1

([ ]) .j

q

j
S n

j

 
  
 

 

jبوضع  nنجد : 

 
1

.n

q

n
S A

n

 
  
 

 

 وهو المطلوب.
 

 :1.1نظرية 
 

لتكن 1,2E ،لدينا: أبجدية 
1( ) 2 1.n

nS E   

 البرهان:

 :لدينا

   

1 1

1 2

1 2 1 2

( ) .
n n

n

e e
S E

e e e e

 

 
 

 

من أجل 1,2E :نجد 
1( ) 2 1.n

nS E   

 وهو المطلوب.

 نظريات 2.1
التي تسمح لنا بالحصول على العديد من  التاليةالمهمة تم التطرق إلى النظريات  في هذا الجزء 

 .[17، 16] النتائج المهمة
 

 :5.1ة نظري
 

لتكن الأبجديات    1 2 1 2, , ,B b b A a a و 1 2,C c c ،:لدينا العلاقة التالية 
 
 

      1 2 1
1 2 1 2 1 2

0 1 2 2

, , ,n

n n n

n

b b
a a b b c c z

c c
S S S






    

 
 

 

 

 :4.4 نتيجة
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 حيث:

         

         

1

1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2

0

1

1 2 2 2 1 2 2 1 2 1

0

1 1 1 ,

1 1 1 , .

n n n

n n

a A a A n

n n n

n n

a A a A n

ab c z ab c z e a a S b b c z

ab c z ab c z e a a S b b c z






  






  

     

    

  

  

 

 

 و:

       

       

2 1 2 1 1 1 2 2 1

0 0

1 2 1 2 1 2 2 2

0 0

1 , 1 ,

1 , 1 , .

n nn n n n n n

n n

n n

n nn n n n n n

n n

n n

e a a b c z e a a b c z

e a a b c z e a a b c z

 

 

 

 

  
     

  

  
    
  

 

 

 

 
 :البرهان

1لتكن السلسلتين التاليتين:   2 1 1

0

( 1) ( , )n n n n
n

n

e a a b c z




 
 

 
  1و 2 1 1

0

( ) n n n
n

n

a a b zS c




 
 

 
 

 

                    حيث:   
1 2 1 1 1 2 1 1

0 0

( 1) ( , ) ( ) 1n n n n n n n

n n

n n

e a a b c z a a b c zS
 

 

   
      

   
   

 

1نضع:  1 1 2 1 1

0

( , ) ( ) n n n

n

n

g b c a a b c zS




 
  
 
 

 

وبإدخال المؤثر 
1 2 1 2c c b b

   على السلسلة
1 1

g( , )b c نجد: 
 

1 2 1 2 1 2

1 2

1 1

1 2 1 1 1 2 2 1

0 0
1 1

1 2

1 1

1 2
1 2 1

0 1 2

( ) ( )

g( , )

( )

n n n n n n

n n

n n
c c b b c c

n n
n n

c c n

n

a a b c z a a b c z

b c
b b

b b
a a c z

b b

S S
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 أي:

1 2 1 2 1 21 1 1 2 1 2 1

0

1 1

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2

0 0

1 2

g( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

n n

c c b b c c n n

n

n n n n

n n n n

n n

b c a a b b c z

a a b b c z a a b b c z

c

S S

c

S S S S

  




 
 

 

 
   

 

    






 
 

 ومنه:

1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2

0

g( , ) ( ) ( ) ( ) .n

c c b b n n n

n

b c a a b b c c zS S S 
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 :، وبإدخال نفس المؤثر السابق على السلسلةمن جهة أخرى
 

                                       
1 1

1 2 1 1

0

1
( , ) ,

( 1) ( , )n n n n

n

n

g b c

e a a b c z







 

 :جدن

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1

1 2 1 1

0
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1 2 1 2 1 1 1 2 2 1
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1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 2 1

0
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01 2
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c c
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b b e a a b b c z

e a a

S

S
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 : نعلم أن

1 2 1 1

0
1 1( 1) ( , ) )(1n n n n

n

n a A

e a a b c z ab c z


 

    

 :ل علىتحصن

      1 2 1
1 2 1 2 1 2

0 1 2 2

,n

n n n

n

b b
a a b b c c z

c c
S S S






    

 
 

 وهو المطلوب.
 

 :6.1نظرية 
 

لتكن الأبجديات    1 2 1 2, , ,B b b A a a و 1 2,C c c ،:لدينا العلاقة التالية 

 

1

1 2 1 1 2 1 1 2

0

( )S ( ) ( ) ,n

n n n

n

N
S a a b b S c c z

D
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  حيث: 

         

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2

0

1 2 2 2 1 2 1 1 2 1

0
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2 4

2 1 2 1 2
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1 2 1
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2 2 2 5

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 3 3 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

6

5

z
a a b b c c

c c a a b b c c
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1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

3 3 3 3 3 3 7 4 4 4 4 4 4 8

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

2

.

c c b b b b
z

c c a a a a c c a a c c

a a b b c c a a b b c c z a a b b c c z

  
 
 
     
 

    

 

 

 :البرهان

الفرق المقسوم في هذه الحالة نستعمل عبارةلكن  35.نفس طريقة برهان النظرية 
1 2 1 2, ,c c b b . 

 

و كثيرات الحدود  متوازنة مع بعض الأعداد-kالدوال المولدة لجداءات مربع أعداد 14.

 تشيبتشاف
 

سنقوم بحساب الدوال المولدة لجداءات مربع  الجزء الأولهذه الفقرة قسمناها إلى جزئيين، في         

متوازنة مع بعض الأعداد الشهيرة من الرتبة الثانية، أما الجزء الثاني فخصصناه لإيجاد الدوال -kأعداد 

 .بتشافتشيمتوازنة مع كثيرات الحدود -kالمولدة لجداءات مربع أعداد 
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 من الرتبة الثانية متوازنة مع بعض الأعداد -kالدوال المولدة لجداءات مربع أعداد  14.4.

 :7.1نظرية 
 

لتكن الأبجديات    1 2 1 2, , ,B b b A a a و 1 2,C c c ،:لدينا العلاقة التالية 
 

     

         

         

1 1 2 1 1 2 1 1 2

0

1 1

1 1 2 1 1 2 2 1 2 2

0

1 1

1 2 2 2 1 2 2 1 2 1

01 2

1 2
1 2 1 1

0

1 1 1 ,

1 1 1 ,

( 1) ( , )

n

n n n

n

n n n

n n

a A a A n

n n n

n n

a A a A n

n n n n

n

n

S a a S b b S c c z

ab c z ab c z e a a S b b c z

ab c z ab c z e a a S b b c z
b b

c c
e a a b c z



  




 



  


 



  





  

 
    

 

 
     
  


 



  

  

 1 2 2 1

0

1 2 1 2 1 2 2 2

0 0

2

( 1) ( , )

( 1) ( , ) ( 1) ( , )

,

n n n n

n

n

n n n n n n n n

n n

n n

e a a b c z

e a a b c z e a a b c z

N

D





 

 

 
 

 

 
   

 





 

 

 حيث:

      
     

   

2 2 2 3

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

24 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 5 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

3

2 (

3 )

N z a a c c b b a a b b c c b b c c a a a a b b c c z

a a b b c c a a b b c c z a a b b c c b b

a a b b c c c c a a b b c c a a a a b b c c z a a b

       

      

      3 3 3 7

2 1 2 .b c c z

 

 

  بتعويض  :4الحالة
2a  بـــ 2a و

2b  بـــ 2b  و
2c  بـــ 2c الشروط التالية وبأخذ 

1 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
، 1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2

6

1

c c k

c c

 


 
 التالية: لخاصيةنتحصل على ا 37.في النظرية  

 
 :   4.1 خاصية

 
 متوازنة تعطى بالعلاقة:-kالدالة المولدة لمكعب أعداد، nمن أجل 

 
 

   

, , ,

2 3 3 4 2 5 7

3

,

0

108 3 432 108 3
,

k n k n k n

n

k n

n B B B

z k z k z k z z
B z

D





     
  

 حيث:                

 

   

   

, , ,

3 2 4 2

3 2 3 4 6 2 4

3 2 5 4 2 6 3 7 8

1 216 4 270 648 1

216 108 5 6 648 7776 72 1

216 108 5 4 972 54 1 216 .

k n k n k nB B BD k z k k z

k k z k k k z

k k z k k z k z z
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 بتعويض  :2لحالة ا
2a  بـــ 2a و

2b  بـــ 2b  و
2c  بـــ 2c  وبأخذ 7.3في النظرية 

1 الشروط التالية 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
،1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2 1

c c k

c c

 



 الموالية: خاصيةنجد ال 

 
 :2.1 خاصية

 
 فيبوناتشي بالعلاقة الموالية:-kمتوازنة في أعداد-kتعطى الدالة المولدة لجداء مربع أعداد

 

   
2
, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

71 3 72 71 3
 ,

k n k n

n

k n k n

n B F

z k z k z k z z
B F z n

D





     
   

 حيث: 

   

   

     

2
, ,

3 4 2 2 2

3 2 3 4 2 6 4

3 2 5 4 2 2 6 3 7 8

1 36 36 36 2 35 2

36 71 5 2593 292 1296 6

36 71 5 36 36 2 37 2 36 .

k n k nB F
D k z k k k z

k k z k k k z

k k z k k k z k z z

     

     

       

 

 
  باستبدال  :4الحالة

2a  بـــ 2a و
2b  بـــ 2b  و

2c  بـــ 2c  وتحت  37.في النظرية

1 التالية الشروط 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
،1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2

2c c

c c k

 



  الموالية: خاصيةنجد ال 

 :4.1 خاصية
 

 بال تعطى بالعلاقة التالية:-kمتوازنة مع أعداد -kعداد الدالة المولدة لجداء مربع أ ،nمن أجل 
 

   
2

, ,

3 3 3 4 3 5 3 7

2

, ,

0

72 3 4 144 72 3 4
 ,

k n k n

n

k n k n

n B P

z k k z k z k k kz k z
B P z

D





       
  

 مع:

 

   

   

2
, ,

2 3 5 2

2 3 3 6 4 5 2 4

3 3 5 2 2 3 5 6 5 7 4 8

1 72 4 36 324 2

72 5 72 4 2592 288 5184 6 16 16

72 5 72 4 4 72 36 324 2 72 .

k n k nB P
D k z k k k z

k k k z k k k k k z

k k k z k k k k k z k z k z

     

        

         

 

 
  باستبدال  :1الحالة

2a  بـــ 2a و
2b  بـــ 2b  و

2c  بـــ 2c الشروط  تحتو 

1 التالية 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
،1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2 2

c c k

c c

 



  :تاليةال خاصيةالنجد  37.في النظرية  

 
 :1.1خاصية 

 
 جاكوبستال تعطى بالعلاقة:-kمتوازنة مع أعداد-kالدالة المولدة لجداء مربع أعداد، nمن أجل 

 
 

   
2

, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

6 143 144 286 12 8
 ,

k n k n

n

k n k n

n B J

z k z k z k z z
B J z

D
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 مع:

    

   

 

2
, ,

3 2 2 2 2 2 3

2 4 6 4 3 2 5

4 2 6 3 7 8

1 36 2 20 1 63 4 36 143 10

1144 10369 2592 24 72 143 10

8 1278 161 4 288 16 .

k n k nB J
D k z k k z k k z

k k k z k k z

k k z k z z

      

     

    

 

  بتعويض   :5الحالة
2a  بـــ 2a و

2b  بـــ 2b  و
2c  بـــ 2c 1 وبأخذ 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
، 

1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2

3

2

c c k

c c

 


 
 التالية: خاصيةنتحصل على ال 37.في النظرية 

 
 :5.1ة خاصي

 
 مارسان بـ:-kمتوازنة مع أعداد-kتعطى الدالة المولدة لجداء مربع أعداد

 

   
2

, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

135 6 432 306 12 8
 , ,

k n k n

n

k n k n

n B M

z k z k z k z z
B M z n

D





     
   

 حيث: 

     

    

 

2
, ,

3 4 2 2 2 3 2 3

4 2 6 4 3 2 5

4 2 6 3 7 8

1 108 324 36 2 81 4 108 153 10

10449 2 612 11664 24 216 135 10

8 1620 153 4 864 16 .

k n k nB M
D k z k k k z k k z

k k k z k k z

k k z k z z

       

      

    

 

   بتعويض   :6الحالة
2a  بـــ 2a و

2b  بـــ 2b  و
2c  بـــ 2c  1وبأخذ 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
، 

1 2

1 2 1

b b k

b b

 



1و  2

1 2 1

c c k

c c

 



 التالية:  خاصيةنتحصل على ال 37.في النظرية 

 
 :6.1 ةخاصي

 
 فيبوناتشي تعطى بالعلاقة الموالية:-kمتوازنة مع مربع أعداد-kالدالة المولدة لجداء أعداد

 

   

2
, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

34 3 12 34 3
 , ,

B Fk n k n

n

k n k n

n

z k z k z k z z
B F z n

D





     
   

 مع:

     

    

   

2
, ,

3 4 2 2 2 3 2 3

4 2 6 4 3 2 5

4 2 2 6 3 7 8

1 6 36 2 35 2 6 34 5

1298 136 36 6 6 34 5

36 2 35 2 6 .

k n k nB F
D k z k k k z k k z

k k k z k k z

k k k z k z z

        

     

     

 

 
   باستبدال  :7الحالة

2a  بـــ 2a و
2b  بـــ 2b  و

2c  بـــ 2c وبأخذ الشروط التالية 

1 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
،1 2

1 2

2b b

b b k

 



1و  2

1 2

2c c

c c k

 



  :مواليةال خاصيةنجد ال 37.في النظرية  
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 :7.1 خاصية
 

 بال تعطى بـ:-kمتوازنة مع مربع أعداد-kالدالة المولدة لجداء أعداد، nمن أجل 
 

   
2

, ,

2 4 3 3 4 6 3 4 5 6 7

2

, ,

0

8 3 36 48 36 8 3
 ,

k n k n

n

k n k n

n B P

z k k k z k z k k k z k z
B P z

D





        
  

 

 حيث:

     

    

   

2
, ,

3 3 2 2 3 3

2 8 2 2 4 4 4 3 2 4 5

7 4 3 6 7 7 8 8

1 24 144 4 2 36 4 2 24 36 5 8

32 1296 32 576 144 6 24 8 5 36

144 4 2 36 2 4 24 .

k n k nB P
D kz k k k k z k k k z

k k k k k k k z k k k k z

k k k k k z k z k z

         

         

      

 

 

  بتعويض   :8الحالة
2a  بـــ 2a و

2b  بـــ 2b  و
2c  بـــ 2c 1 بأخذو 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
، 

1 2

1 2 2

b b k

b b

 



1و  2

1 2 2

c c k

c c

 



 الموالية:  خاصيةنتحصل على ال 37. في النظرية

 
 :8.1ة خاصي

 
 بالعلاقة الموالية: تالجاكوبس-kمتوازنة مع مربع أعداد-kتعطى الدالة المولدة لجداء أعداد

 

   
2

, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

140 12 48 560 48 64
 , ,

k n k n

n

k n k n

n B J

z k z k z k z z
B J z n

D





     
   

 مع: 

     

    

   

2
, ,

3 4 4 2 2 3 2 3

4 2 6 4 3 2 5

4 2 2 6 3 7 8

1 6 72 4 71 4 6 140 20

20744 4 560 36 96 24 140 20

1152 16 4 71 4 384 256 .

k n k nB J
D k z k k k z k k z

k k k z k k z

k k k z k z z

         

     

     

 

 
  باستبدال  :9الحالة

2a  بـــ 2a و
2b  بـــ 2b  و

2c  بـــ 2c وبأخذ الشروط التالية 

1 2

1 2

6

1

a a k

a a

 


 
،1 2

1 2

3

2

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2

3

2

c c k

c c

 


 
  :مواليةال خاصيةنجد ال 37. في النظرية 

 
 :9.1 ةخاصي

 
 هي: مارسان-kمتوازنة مع مربع أعداد-kعدادالدالة المولدة لجداء أ، nنعتبر من أجل كل عدد طبيعي

 

   
2

, ,

2 3 3 4 2 5 7

2

, ,

0

180 12 432 720 48 64
 ,

k n k n

n

k n k n

n B M

z k z k z k z z
B M z

D
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 مع: 

     

   

   

2
, ,

3 4 2 2 2 3 2 3

4 2 6 4 3 2 5

4 2 2 6 3 7 8

1 54 648 9 4 4 81 54 180 20

2138 2880 11664 96 216 180 20

10368 16 9 4 81 4 3456 256 .

k n k nB M
D k z k k k z k k z

k k k z k k z

k k k z k z z

        

     

     

 

 

  الحدود تشيبتشافمتوازنة مع كثيرات -kالدوال المولدة لجداءات مربع أعداد 14.2. 
 

 شيبتشافمتوازنة مع كثيرات الحدود ت-kفي هذه الفقرة سنستعرض الدوال المولدة لجداءات أعداد      

من أجل ذلك نقوم باستبدال ، بأنواعه الأربعة
1a  بـــ 12a ،

2a  بـــ 22a ،
2b  بـــ 2b  و

2c  بـــ

 2c  1وبأخذ الشروط التالية 2

1 24 1

a a x

a a

 


 
،1 2

1 2

6

1

b b k

b b

 


 
1و  2

1 2

6

1

c c k

c c

 


 
 7.3و 36.يتين في النظر

 :ةالتالي اتة والنظريخاصينتحصل على ال
 

 :1..4 خاصية
 

متوازنة -kالدالة المولدة لجداء كثيرات الحدود تشيبتشاف من النوع الثاني مع مربع أعداد، nمن أجل 

 تعطى بالعلاقة الموالية:
 

2
,

2 2 2 3 2 2 4 2 2 5 2 6
2

,

0 ( )

2 36 4 (1 2 ) 144 4 (72 1) 36
( )  ,

n k n

n

n k n

n U x B

xz k z x x z k x z x k z k z
U x B z

D





      
  

 حيث: 

  

2
,

2 2 2 2 2 2 2

( )

2 2 2 3 4 4 2 2 4 2 4

2 2 2 5 2 2 2 2 2 6 2 7 8

1 72 (144 (36 2)(4 36 2))

72 (4 72 5) (2592 16 16 288 5184 6)

72 (72 4 5) 144 36 2 (4 36 2) 72 .

n k nU x B
D k xz k x k x k z

k x x k z k x x k k x z

k x k x z k x k x k z k xz z

      

        

         

  

 
 :8.1نظرية 

 
متوازنة -kالدالة المولدة لجداء كثيرات الحدود تشيبتشاف من النوع الأول مع مربع أعداد، nمن أجل

 تعطى بـ:

2
,

2
,

( )2

,

0 ( )

( )  ,n k n

n k n

T x Bn

n k n

n T x B

N
T x B z

D





  

                                        حيث:

 
   2

,

2 2
, ,

2 2 2 2 3 2 2 2 5 2 6 7

( )

( ) ( )

36 72 4 1 72 4 288 4 3 36

.

n k n

n k n n k n

T x B

T x B U x B

N xz k z x k x z x k x xk x z k z xz

D D

           


   

 البرهان:

 لدينا:

([81])أنظر     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nT x S a a xS a a      
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 ومنه:

       

     

  

2 2

, 1 2 1 1 2 ,

0 0

2 2

1 2 , 1 1 2 ,

0 0

2 2

, 1 1 2 ,

0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2 2 .

n n

n k n n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

T x B z S a a xS a a B z

S a a B z x S a a B z

U x B z x S a a B z

 



 

 



 

 



 

       

     

   

 

 

 

 

و 3..1باستعمال الخاصية   
   

 
1 2

1 1 2

1 2

2 2
2 2

2

n n

n

a a
S a a

a a


 
  


 نجد: 

   2
,

2
,

2 2 3 2 2 4 2 2 5 7

( )2

,

0 ( )

72 4 3 144 72 4 3
( )  ,

n k n

n k n

U x Bn

n k n

n T x B

N xz x k x z k x z x k x z xz
T x B z

D





        
  

 :ومنه نجد
 

   2
,

2 2
, ,

2
,

2
,

2 2 3 2 4 2 2 5 7

( )2

,

0 ( ) ( )

( )

( )

72 4 3 144 72 4 3
( )  

.

n k n

n k n n k n

n k n

n k n

U x Bn

n k n

n U x B U x B

T x B

T x B

N z k x z k xz k x z z
T x B z x

D D

N

D





       
  




 

 المطلوب.وهو 
 

 :9.1نظرية 
 

متوازنة -kمع مربع أعداد ثالثالحدود تشيبتشاف من النوع ال الدالة المولدة لجداء كثيرات، nمن أجل

 تعطى بـ:
 

2
,

2
,

( )2

,

0 ( )

( )  ,n k n

n k n

V x Bn

n k n

n V x B

N
V x B z

D





  

   حيث:

 
      

  

2
,

2 2 2 2 2 3 2 4

( )

2 2 2 5 2 6 7

2 1 36 72 4 2 1 4 3 144 1

72 8 36 1 3 36 ,

n k nV x B
N x z k z k x x x z k x x z

k x k z k z z

         

     

                                      

 
 2 2

, ,( ) ( )
.

n k n n k nV x B U x B
D D 

 البرهان:

 

 لدينا:

([.1])أنظر     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nV x S a a S a a      
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 منه:و

       

     

  

2 2

, 1 2 1 1 2 ,

0 0

2 2

1 2 , 1 1 2 ,

0 0

2 2

, 1 1 2 ,

0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2 2 .

n n

n k n n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

V x B z S a a S a a B z

S a a B z S a a B z

U x B z S a a B z

 



 

 



 

 



 

       

     

   

 

 

 

 

و 3..1باستعمال الخاصية   
   

 
1 2

1 1 2

1 2

2 2
2 2

2

n n

n

a a
S a a

a a


 
  


 نجد: 

   2
,

2
,

2 2 3 2 4 2 2 5 7

( )2

,

0 ( )

72 4 3 144 72 4 3
( )  ,

n k n

n k n

U x Bn

n k n

n V x B

N z k x z k xz k x z z
V x B z

D





        
  

                                    :وعليه
2
,

2
,

( )2

,

0 ( )

( )  .n k n

n k n

V x Bn

n k n

n V x B

N
V x B z

D





 

 وهو المطلوب.
 

 :1..4 نظرية
 

متوازنة -kمع مربع أعداد رابعالحدود تشيبتشاف من النوع ال الدالة المولدة لجداء كثيرات، nمن أجل

 تعطى بـ:

2
,

2
,

( )2

,

0 ( )

( )  ,n k n

n k n

W x Bn

n k n

n W x B

N
W x B z

D





  

   حيث:

       

 

2
,

2 2 2 2 3 2 4

( )

2 2 2 5 2 6 7

2 1 36 3 72 4 1 2 144 1

3 72 288 36 ,

n k nW x B
N x z k z k x x x z k x x z

k k x z k z z

         

    

                                      

 
 2 2

, ,( ) ( )
.

n k n n k nW x B U x B
D D 

 البرهان:

 لدينا:

([.1])أنظر     1 2 1 1 2( ) 2 2 2 2 ,n n nW x S a a S a a      

 ومنه:

       

     

  

2 2

, 1 2 1 1 2 ,

0 0

2 2

1 2 , 1 1 2 ,

0 0

2 2

, 1 1 2 ,

0 0

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2 2 .

n n

n k n n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

n n

n k n n k n

n n

W x B z S a a S a a B z

S a a B z S a a B z

U x B z S a a B z

 



 

 



 

 



 

       

     

   

 

 

 

 

و 3..1باستعمال الخاصية   
   

 
1 2

1 1 2

1 2

2 2
2 2

2

n n

n

a a
S a a

a a


 
  


 نجد: 
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   2
,

2
,

2 2 3 2 4 2 2 5 7

( )2

,

0 ( )

72 4 3 144 72 4 3
( )  ,

n k n

n k n

U x Bn

n k n

n W x B

N z k x z k xz k x z z
W x B z

D





        
  

 :ومنه
 

2
,

2
,

( )2

,

0 ( )

( )  .n k n

n k n

W x Bn

n k n

n W x B

N
W x B z

D





 

 وهو المطلوب.
 

 تطبيقات على التوابع التناظرية التامة 1.1
 

من الفصل الثالث  4.4و 1.4 راء بعض التطبيقات على النظريتينفي هذه الفقرة سنحاول إج 

وع الأول بالإضافة إلى مماثل وأعداد سترلينغ من الن-qبعض الدوال المولدة لجداءات أعداد للحصول على

 .ثنائي الحد
 

الحالة الأولى:  4.1.1 1,A p و 1,E q 
 

 بأخذ الشروط التالية
 1 2

1 2

2a a

a a p

  



 و 

 1 2

1 2

2e e

e e q

  



 نتحصلمن الفصل الثالث ( 413.)–( 49.في العلاقات ) 

 التالية: على الخاصية
 

 :44.1خاصية 
 

1nمن أجل كل عدد طبيعي  ، أعداد لجداءات الدالة المولدةq-تعطى بـ: مماثل  
 

         

2

2 2 2 22 3 2 2 4
0

1 1 1
,

1 2 2 2 2 2

n

n p q

n n pqz
z

n n z p q q z pq z p q z





     
   

         
 

         

3

2 2 2 22 3 2 2 4
0

,
1 1 1 2 2 2 2 2

n

n p q

n n z pqz
z

n n z p q q z pq z p q z





    
   

          
 

   

         

2

2 2 2 22 3 2 2 4
0

2 21
,

1 1 2 2 2 2 2

n

n p q

z pzn n
z

n n z p q q z pq z p q z





   
   

         
 

    

         

2 2 2 2

2 2 2 22 3 2 2 4
0

2 21 3
,

2 1 2 2 2 2 2

n

n p q

q qz pq zn n
z

n n z p q q z pq z p q z





      
            

 

    

         

2 2 2 2 3

2 2 2 22 3 2 2 4
0

2 22
,

1 1 1 2 2 2 2 2

n

n p q

q z qz pq zn n
z

n n z p q q z pq z p q z





     
   

          
 

   

         

2

2 2 2 22 3 2 2 4
0

2 21
.

1 1 2 2 2 2 2

n

n p q

z qzn n
z

n n z p q q z pq z p q z
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: الحالة الثانية 2.1.1 1,2A  و 1,E q 
 

بأخذ الشروط التالية 
1 2

1 2

3

2

a a

a a

 



 و 

 1 2

1 2

2e e

e e q

  



نتحصل من الفصل الثالث ( 413.) –( 49.في العلاقات ) 

 لتالية:ا ةعلى الخاصي
 
 :42.1اصية خ
 

1nمن أجل كل عدد طبيعي  ،أعداد الدالة المولدة لجداءات أعداد سترلينغ من النوع الأول معq-مماثل 

  تعطى بالعلاقة التالية:
 

 
      

2
1

2 2 3 2 4
0

1 1 2
2 1 ,

1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

n qz
z

n z q z q z q z






  
  

     
 

 

 
      

3

2 2 3 2 4
0

2
2 1 ,

1 1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

n z qz
z

n z q z q z q z





  
  

      
 

 

 
 

      

2

1

2 2 3 2 4
0

3 2 2
2 1 ,

1 1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

z zn
z

n z q z q z q z






 
  

      
 

 
    

      

2 2 2

1

2 2 3 2 4
0

2 3 2 23
2 1 ,

2 1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

q qz q zn
z

n z q z q z q z






   
        

 

 

 
    

      

2 2 2 3

2 2 3 2 4
0

2 3 2 22
2 1 ,

1 1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

q z qz q zn
z

n z q z q z q z





   
  

      
 

 

 
 

      

2

2 2 3 2 4
0

2 31
2 1 .

1 3 2 2 2 13 6 2 4

n n

n q

z qzn
z

n z q z q z q z





 
  

      
 

 

: الحالة الثالثة 4.1.1 1,1A  و 1,E q 

  التالية:وتحت الشروط  من الفصل الثالث (413.) - (9.4انطلاقا من العلاقات )
1 2

1 2

2

1

a a

a a

 



  و  

 
 1 2

1 2

2e e

e e q

  




 التالية: يةصخانتحصل على ال 

 

 :44.1خاصية 
 

1nمن أجل كل عدد طبيعي ، أعداد جداءات ل الدالة المولدةq-تعطى بالعلاقة التالية:الحد  ثنائيو مماثل 

      

2

2 2 3 2 4
0

1 1 1
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1 2 2 2 6 2 2

n

n q
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n q
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n n z q z qz q z
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2

2 2 3 2 4
0

1 2 2
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1 1 2 2 2 6 2 2

n

n q

n n z z
z

n n z q z qz q z





    
           

 

    

      

2 2 2

2 2 3 2 4
0

2 2 21 3
,

2 1 2 2 2 6 2 2

n

n q

q qz q zn n
z

n n z q z qz q z





      
           

 

 

    

      

2 2 2 3

2 2 3 2 4
0

2 2 22
,

1 1 1 2 2 2 6 2 2

n

n q

q z qz q zn n
z

n n z q z qz q z





     
            

 

 

      

2

2 2 3 2 4
0

1 2 2
.

1 1 2 2 2 6 2 2

n

n q

n n z qz
z

n n z q z qz q z





    
           

 

 

الحالة الرابعة:  1.1.1 1,2A  و 1,2E  
 

1بأخذ الشروط التالية  2 1 2

1 2 1 2

3

2

a a e e

a a e e

   


 
نجد الخاصية من الفصل الثالث ( 413.) –( 49.في العلاقات ) 

 التالية:
 

 :41.1خاصية 
 

 :لأعداد سترلينغ من النوع الأول تعطى بـالدوال المولدة ، nمن أجل
 

 
2

2
1

2 3 4
0

1 4
2 1 ,

1 9 44 36 16

n n

n

z
z

z z z z
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2 3 4
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n
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z z z z
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1 9 44 36 16
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n
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z

z z z z







  

   
 

 

  
2

1 3

2 3 4
0

11 36 8
2 1 2 1 ,

1 9 44 36 16

n n n

n

z z
z

z z z z


 



 
  

   
 

 

  
2 3

2

2 3 4
0

11 36 8
2 1 2 1 .

1 9 44 36 16

n n n

n

z z z
z

z z z z






 
  

   
 

 

الحالة الخامسة:  5.1.1 1,1A  و 1,1E  
 

1بأخذ  2 1 2

1 2 1 2

2

1

a a e e

a a e e

   


 
من الفصللللل الثالث ( 414.)و( 414.)(، 411.) (،.41.) ،(49.في العلاقات ) 

 تالية:ال خاصيةنجد ال
 

 :45.1خاصية 
 

 تعطى بالعلاقة التالية: ثنائي الحدالدالة المولدة ل
 

2 2

2 3 4
0

1 1
, 1,

1 4 10 4

n

n

n z
z n

n z z z z
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 الخاتمة:
 

 بالاعتمادوذا الفصل لحساب التوابع المولدة باستعمال التوابع التناظرية ختاما فإننا تطرقنا من خلال ه       

متوازنة مع أعداد-kهدف الحصول على التوابع المولدة لجداءات مربع أعدادب 4.3و 4.3على النظريتين 

k-  ،فيبوناتشيk-لوكاس،k-بال وk-مارسان. وكذا التوابع المولدة لجداءات أعدادk- متوازنة مع كثيرات

 .                                                       بالأنواع الأربعةتشيبتشاف الحدود 
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قمنا بحساااااد ال وال الم ل لا باادتماى ددة د لا طر    وختاما فإننا قمنا من خلال هذه الأطروحة   

ل كاا  -kمت ازناة   -kىوال تم دديهاا بااعااااتلماال الا الاة الم لا لا اللااىااة ممال الا وال الم لا لا ل ال من  دا اى  

المت ازناة  كميرا  الحا وى لتبااااي يتبااااا  بابن ادهاا الأ،بلاة ذذذ للو  كال هاذه الا وال تم الح اااا ل دديهاا 

باعاتلمال المثرر التنارر  وباعاتلمال المثرر  
1 2

2 l

e e −  
1 2 1 2c c b b  الدذان م ننا من الح ا ل ددة بل  ال وال

الم ل لا الج ا لا لج اءا  الأد اى مع بلضاااها ال ل  وكذلع مع كميرا  الح وى لتباااي يتباااا  من الأن ا   

( وا قة ال حا  فا هاذا الم عاااا    3ذ1نظرااة مهماة فا الل اااال الماالا   نظرااة    بااقترا الأ،بلاة وهاذا  

 ملت حاذ

 :المستقبليةالآفاق والأعمال 

 تح لنا هذا اللمل الل ا  من الآفا  ال حمية المميرلا اهتمام نختا، منها ال 

بابخاذ رلاأ  بجا ااا  ذ1 1 2 3
, ,A a a a= و 1 2

,B b b=  و 1 2
,C c c= ام نناا اقترا  نظرااة يا اا لا  

 تسمح لنا بالح  ل ددة د لا نتائج ي ا لاذ

 
 بجا ااا بابخاذ رلاأ  ذ2 1 2 3

, ,A a a a= و 1 2 3
, ,B b b b= و 1 2

,C c c=  ام نناا اقترا  نظرااة يا اا لا  

 تسمح لنا بالح  ل ددة د لا نتائج ي ا لاذ

 
بابخاذ رلاأ  بجا ااا  ذ3 1 2 3

, ,A a a a= و 1 2 3
, ,B b b b= و 1 2 3

, ,C c c c= ام نناا اقترا  نظرااة  

 ي ا لا تسمح لنا بالح  ل ددة د لا نتائج ي ا لاذ

 
 حساد ال وال الم ل لا ل ل  الأد اى الملرفة بللاقا  ترايلية غير متجانسةذ ذ4

 
 تلراف بل  متتاليا  الأد اى الج ا لا وليراء تط يقا  دديهاذ ذ5
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المصطلحات 

 العلمية

 



 المصطلحات العلمية

 

 عربي انجليزي الرمز

 Set of non-null natural numbers 
مجموعة الأعداد الطبيعية غير 

 المعدومة

 0 Set of  natural numbers  الأعداد الطبيعيةمجموعة 

 Set of real numbers مجموعة الأعداد الحقيقية 

 Set of complex numbers مجموعة الأعداد المركبة 

 1 2 3, , ,e e e Alphabet أبجدية 

1 2a a  Divided difference  الفرق المقسوم 
( )n

ke Elementary symmetric function التابع التناظري الأولي 
( )n

kh Complete symmetric function التابع التناظري التام 

1 2

k

a a Symmetrizing operator المؤثر التناظري 

 nS E Symmetric function التابع التناظري 

 , 0k n n
F


 k -Fibonacci numbers أعدادk-فيبوناتشي 

 , 0k n n
L


 k -Lucas numbers أعدادk-وكاسل 

 , 0k n n
P


 k -Pell numbers أعدادk-بال 

 , 0k n n
Q


 k -Pell Lucas numbers أعدادk-بال لوكاس 

 , 0k n n
J


 k -Jacobsthal numbers أعدادk-جاكوبستال 

 , 0k n n
j


 k -Jacobsthal Lucas numbers دأعداk-جاكوبستال لوكاس 

 , 0k n n
B


 k -balancing numbers دأعداk-متوازنة 

 , 0k n n
C


 k - Lucas balancing numbers دأعداk-لوكاس المتوازنة 

 , 0k n n
M


 k -Mersenne numbers أعدادk-مارسان 

 
0

( )n n
F x


 Fibonacci polynomial كثيرات حدود فيبوناتشي 

 
0

( )n n
L x


 Lucas polynomial كثيرات حدود لوكاس 

 
0

( )n n
P x


 Pell polynomial كثيرات حدود بال 

 
0

( )n n
Q x


  Pell Lucas polynomial كثيرات حدود بال لوكاس 

 
0

( )n n
J x


 Jacobsthal polynomial كثيرات حدود جاكوبستال 

 
0

( )n n
j x


 Jacobsthal Lucas polynomial 

كثيرات حدود جاكوبستال 

 لوكاس

 
0

( )n n
T x


 

Chebyshev polynomial of first 

kind 

كثيرات حدود تشيبيتشاف من 

 النوع الأول



 
0

( )n n
U x


 

Chebyshev polynomial of second 

kind 

كثيرات حدود تشيبيتشاف من 

 الثانيالنوع 

 
0

( )n n
V x


 Chebyshev polynomial of third 

kind 

كثيرات حدود تشيبيتشاف من 

 النوع الثالث

 
0

( )n n
W x


 

Chebyshev polynomial of fourth 

kind 

كثيرات حدود تشيبيتشاف من 

 النوع الرابع

 
q

n q -analog q-مماثل 

n

k

 
 
 

 Binomials coefficient ثنائي الحد 

 

 


