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Introduction

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche dans le domaine

d'optimisation et dans l'analyse numérique et elle traduit plusieurs problèmes pratiques

importants.

Après la deuxième guerre mondiale, la méthode du simplexe s'est imposée comme

la seule méthode e�cace pour la résolution des programmes linéaires. L'apparition de

la méthode de Karmarkar en 1984 a permit le développement des méthodes de points

intérieurs qui se sont révélées comme une véritable alternative à la méthode du simplexe.

Le principal obstacle pour construire une itération est la détermination du pas de

déplacement et le calcul de direction de déplacement.

Concernant la détermination du pas de déplacement, les études sont concluantes une

analyse complète des résultats est présentée dans [7, 9, 10].

Dans l'algorithme de Karmarkar, le coût d'une itération est nettement dominé par le

calcul de la direction de déplacement qui se ramène à la résolution d'un système d'équa-

tions linéaires.

L'amélioration des performances de l'algorithme de Karmarkar dépend de la technique

utilisée pour résoudre ce système.

Ce dernier point fait l'objet principal de notre étude.

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre contient une présentation générale de quelques notions de base

nécessaires par la suite telle que l'analyse convexe, la programmation mathématique, les

conditions d'optimalité et la programmation linéaire.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons la méthode de Karmarkar dans son contexte

général.
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Introduction ii

Le troisième chapitre contient l'étude détaillée des di�cultés d'ordre pratique de la mé-

thode, la présentation et l'analyse des résultats obtenus lors de l'implémentation e�ective

de la variante de Ye-Lustig.



Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement certaines dé�nitions d'algèbre linéaire,

d'analyse convexe et quelques notions fondamentales de la programmation mathématique

et la programmation linéaire.

1.1 Notions d'algèbre linéaire

Dé�nition 1.1. Soit A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

une matrice à m lignes et n colonnes. La matrice

B = (bji)1≤i≤m
1≤j≤n

à n ligne et m colonnes telle que bji = aij, i = 1,m, j = 1, n est appelée

la transposée de A et notée par At.

Dé�nition 1.2. (Matrice symétrique)

Une matrice A carrée est dite symétrique si elle égale à sa transposée, i.e., A = At.

Dé�nition 1.3. (Matrice dé�nie positive)

Une matrice symétrique A dont les éléments sont des réels, est dé�nie positive si pour

tout vecteur x ∈ Rn non nul on a xtAx > 0.

Théorème 1.4. Deux vecteurs ~u et ~v sont colinéaires si et seulement s'il existe k ∈ R tel

que ~u = k~v.

1
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Dé�nition 1.5. (Norme matricielle)

Une norme matricielle surMn(R) est une application ‖.‖ :Mn(R) −→ R+ véri�ant

•‖A‖ = 0⇔ A = 0,

• ‖αA‖ = |α|‖A‖,∀α ∈ R,∀A ∈Mn(R),

• ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,∀(A,B) ∈Mn(R)2(inégalité triangulaire),

•‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖,∀(A,B) ∈Mn(R)2.

Dé�nition 1.6. Soit A = (aij), i = 1, n, j = 1, n,

on dé�nie p-norme de la matrice A par

•‖A‖1 =
n

max
j=1

n∑
i=1

|aij|

• ‖A‖∞ =
n

max
i=1

n∑
j=1

|aij|

• ‖A‖2 = (ρ(AtA))
1
2 ,

où ρ(AtA) =
n

max
i=1
|λi|, où tels que λi, i = 1, ..., n sont les valeurs propres de la matrice

AtA.

Dé�nition 1.7. (Conditionnement d'une matrice)

Le conditionnement d'une matrice inversible A, par rapport à une norme matricielle su-

bordonnée ‖.‖ est dé�ni par le nombre

K(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖.

Dé�nition 1.8.

On dit qu'une matrice est bien conditionnée(respectivement mal conditionnée), si sont

conditionnement n'est pas plus grand que un ( respectivement très grand que un c-à-d

K(A) >> 1).

1.2 Notions de convexité

Dé�nition 1.9. (Ensemble a�ne)

Un sous ensemble X ∈ Rn est dit a�ne si

∀x, y ∈ X, ∀λ∈ R : λx+ (1− λ)y ∈ X.
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Dé�nition 1.10. (Ensemble convexe)

Un ensemble X de Rn est dit convexe si est seulement si

∀x, y ∈ X : λx+ (1− λ)y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1]

c'est-à-dire, le segment de droite reliant deux points de X est entièrement contenu dans

X.

Dé�nition 1.11. Un ensemble convexe de la forme

X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0}

est appelé un polytope.

Dé�nition 1.12. (Ensemble borné)

Un ensemble X de Rn est borné, s'il existe k ∈ R tel que la valeur absolue de chaque

composante de chaqu′un élément de X est plus petite que k, ∀x ∈ X : ∃k ∈ R, |x| ≤ k.

Dé�nition 1.13. Un polytope borné sera appelé polyèdre convexe.

Dé�nition 1.14. L'ensemble Sn est un n-simplexe, s'il est de la forme

Sn = {x ∈ Rn
+ :

n∑
i=1

xi = 1}.

Dé�nition 1.15. (Fonction convexe)

Une fonction f est convexe sur un ensemble convexe X si

∀x, y ∈ X : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀λ ∈ [0, 1].

Dé�nition 1.16. (Combinaison linéaire convexe)

Un vecteur y ∈ X ⊂ Rn est une combinaison linéaire convexe des points {x1, ..., xk}, s'il
existe des coe�cients réels λi ≥ 0, i ∈ {1, ..., k}, tels que

y =
k∑
i=1

λixi avec
k∑
i=1

λi = 1.

1.3 Programmation mathématique

La programmation mathématique constitue un domaine vaste et riche dans le domaine

d'optimisation et dans l'analyse numérique, et elle traduit plusieurs problèmes pratiques

importants.
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Dé�nition 1.17. Un programme mathématique (PM) est un problème d'optimisation

écrit sous la forme

(PM)


min f(x)

sous les contraintes

D = {x ∈ Ω ⊂ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, n et hj(x) = 0, j = 1,m}.

Où f , gi et hj sont des fonctions dé�nies de Rn dans R.

• Un point x de D est appelé solution réalisable de (PM).

• D est l'ensemble des solutions réalisables de (PM).

• On appelle solution optimale de (PM), toute solution réalisable x∗ réalisant le minimum

de f sur D, et f(x∗) sera appelée valeur optimale de (PM).

1.3.1 Classi�cation du programme mathématique

La classi�cation de (PM) et son traitement numérique sont établis à partir des pro-

priétés fondamentales des fonctions f , gi et hj à savoir la convexité, la di�érentiabilité et

la linéarité. Parmi les cas particuliers les plus étudiés on note

• La programmation linéaire (f linéaire, gi, hj a�ne, D ortant positif (Rn
+).

• La programmation convexe (f , gi, convexe, hj a�ne, D convexe).

• La programmation en nombres entiers (D discret).

Avant de donner les conditions d'optimalité de (PM), on exige que les contraintes doivent

satisfaires certains critères dit de quali�cation.

Dé�nition 1.18. (Minimum local)

Une solution réalisable x∗ est un minimum local de (PM) s'il existe ε > 0 tel que

f(x∗) ≤ f(x),∀x ∈ B(x∗, ε) où B(x∗, ε) = {x ∈ Rn : ‖ x− x∗ ‖≤ ε}.

Dé�nition 1.19. (Minimum global)

Soit f : S ⊂ Rn → R, on dit que la fonction f admet un minimum global (solution

optimale global) en x∗ ∈ S si et seulement si

f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ S.
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1.3.2 Quali�cation des contraintes

Une contrainte gi est dite active (ou saturée) en x∗ ∈ D si gi(x
∗) = 0,∀i = (1, . . . , n).

Un point x∗ ∈ D est dit régulier (on dit également que les contraintes sont quali�ées en

x∗) si les gradients des contraintes saturées en x∗ sont linéairement indépendants.

Il existe aussi deux critères usuels de quali�cation en tout point de D, à savoir :

� Si toutes les contraintes sont a�nes.

� Si D est dé�ni uniquement par des inégalités, on a le critère de Slater suivant : si gi(x)

est convexe pour tout i = 1, n et qu'il existe un point x0 ∈ D tel que gi(x
0) < 0,

(int(D) 6= ∅).

1.3.3 Conditions nécessaires d'optimalité

Théorème 1.20. (Karush-Kuhn-Tucker)

Soit x∗ ∈ D satisfaisant l'une des conditions de quali�cation et supposons que f, gi, hj

sont C1(Rn), on a :

Si x∗ est un minimum local du problème (PM) alors il existe un vecteur y ∈ Rm et λ ∈ Rn
+

tel que 
∇f(x∗) +

n∑
i=1

λi∇gi(x∗) +
m∑
j=1

yj∇hj(x∗) = 0, (condition d′optimalité)

λigi(x
∗) = 0, i = 1, n, (condition de complimentarité)

hj(x
∗) = 0, j = 1,m.

Si de plus f, gi, hj sont convexes, les conditions d'optimalité précédentes sont à la fois

nécessaires et su�santes pour que x∗ soit un optimum global pour (PM). Les problèmes

avec contraintes de type (PM) peuvent souvent êtres transformés en problèmes sans

contraintes à l'aide des multiplicateurs de Karush Kuhn Tucker (KKT). Cette méthode

qui nous permet de trouver les point stationnaires x∗ de la fonction f , revient en e�et

à associer à chaque contrainte un scalaire inconnu λi, yj. On forme par la suite une

combinaison linéaire des gradients de la fonction objectif et des contraintes comme le

montre le système ci-dessus.

Dans le cas particulier où n = 0, les conditions précédentes sont appelées les conditions

de Lagrange et s'écrivent comme suit

Si x∗ est un optimum local, alors il existe λj ∈ R, j = 1,m tel que
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
∇f(x∗) +

m∑
j=1

λj∇hj(x∗) = 0

hj(x
∗) = 0, j = 1,m.

1.3.4 Fonction de Lagrange et dualité lagrangienne classique

On considère le programme de type suivant

(Pg)


min f(x),

gi(x) ≤ 0, i = 1,m

x ∈ S ⊂ Rn

Associons à chaque contrainte un nombre réel λi > 0 appelé multiplicateur de La-

grange.

La fonction de Lagrange (où lagrangien) associée à ce problème est dé�nie par

L(x, y) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x), x ∈ S, λi > 0.

Dé�nition 1.21. On appelle (x∗, λ∗) un point selle pour la fonction de Lagrange sur

S × Rm
+ , si tout point (x, λ) ∈ S × Rm

+ on a

min
x∈S

L(x, λ) = L(x∗, λ) ≤ min
x∈S

max
λ∈Rm

+

L(x, λ) = L(x∗, λ∗) ≤ max
λ∈Rm

+

L(x, λ) = L(x, λ∗).

Rappelons une propriété caractéristique des points selles

(x∗, λ∗) est un point selle si et seulement si

• L(x∗, λ∗) = min
x∈S

L(x, λ∗)

• gi(x∗) ≤ 0, i = 1,m.

• λ∗i gi(x∗) = 0, i = 1,m.

De plus on a le résultat suivant, si (x∗, λ∗) est un point selle pour la fonction de Lagrange,

alors x∗ est un minimum global pour (Pg).

Dé�nissons maintenant pour λ > 0 la fonction q donnée par

q(λ) = min
x∈D

L(x, λ)

Et le programme

(Dg)

{
max q(λ) = max

λ∈Rm
+

minL(x, λ)
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La fonction q est appelée la fonction duale et (Dg) le programme dual associé au

programme primal (Pg).

Revenons à la programmation mathématique linéaire qui sera un outil important pour

démontrer ultérieurement un résultat fondamental.

Dualité lagrangienne

Soit

D = {x ∈ D ⊂ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, k, hj(x) = 0, j = 1,m}

et on considère le problème d'optimisation

m = inf
x∈S

f(x),

Le lagrangien associé est la fonction L : D × [0,+∞[k×Rm −→ R dé�nie par

L(x, λ, µ) = f(x) +
k∑
i=1

λigi(x) +
m∑
j=1

µjhj(x).

On pose

α(x) = sup
λ,µ

[L(x, λ, µ) : λ ≥ 0] =

 f(x) si gi(x) ≤ 0 et hj(x) = 0

+∞ sinon

donc

α = inf
x∈D

α(x) = inf
x

[f(x), x ∈ S]

Le problème dual est

β = sup
(λ,µ)

inf
x∈D

[L(x, λ, µ)]

On a l'inégalité de dualité

−∞ ≤ β ≤ α

1.4 Programmation linéaire

La programmation linéaire dans Rn traite la résolution des problèmes d'optimisation

pour lequels la fonction objectif et les contraintes sont linéaires.
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Dé�nition 1.22.

Un programme linéaire (PL) est un système d'équations appelées "contraintes" qui sont

linéaires et à partir de ses contraintes on doit optimiser une fonction également linéaire

appelée "objectif" (économique ) sous la forme

(PL)



Opt(
n∑
j=1

cjxj)

sous les contraintes
n∑
j=1

aijxj(≤,=,≥)bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, n

.

(PL) s'écrit aussi sous la forme matricielle

(PL)



Opt(ctx)

sous les contraintes

Ax(≤,=,≥)b,

x ≥ 0.

Tels que

• Opt = (max ou min).

• ctx =
n∑
j=1

cjxj est la fonction à optimiser.

• c ∈ Rn est le vecteur coût.

• b ∈ Rm est le second membre.

• A = (aij)1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Rm×n est la matrice des contraintes.

Exemple 1.23.

(PL)



max(5x1 + 10x2)

x1 + x2 ≤ 100,

x1 + x2 ≥ 200,

x1, x2 ≥ 0.

Remarque. Il n'est pas restrictif de supposer x ≥ 0. En e�et, si la variable x n'est pas

contraintes en signe on pourra remplacer x par la di�érence x = x+−x−, x+ ≥ 0, x− ≥ 0.

En e�et x+ = max[0, x], x− = max[0,−x].
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1.4.1 Forme usuelles d'un programme linéaire

Les programmes linéaires (PL) se présentent sous trois formes di�érentes

Forme standard

Un programme linéaire (PL) est sous la forme standard si toutes les contraintes sont

des égalités, c'est-à-dire qu'il s'écrit sous la forme

(PL)



Opt(ctx)

sous les contraintes

Ax = b,

x ≥ 0.

Forme canonique

Un programme linéaire (PL) est sous la forme canonique si toutes les contraintes sont

des inégalités, c'est-à-dire qu'il s'écrit sous la forme

(PL)



Opt(ctx)

sous les contraintes

Ax(≥,≤)b,

x ≥ 0.

Forme mixte

On dit que le problème de programmation linéaire (PL) est sous forme mixte, s'il

n'écrit pas ni sous forme canonique, ni sous forme standard.

Remarque. On peut toujours mettre un programme linéaire quelconques sous forme stan-

dard en introduisant des variables supplémentaires positives appelées "variables d'écarts".
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Exemple 1.24. Soit le problème écrit sous la forme canonique

min(5x1 − 3x2)

x1 − x2 ≥ 2,

2x1 + 3x2 ≤ 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2 ≥ 0.

En introduisant les variables d'écart x3 ≥ 0, x4 ≥ 0 dans la première et la deuxième

contrainte, on met le problème précédent sous la forme standard suivante

min (5x1 − 3x2 + 0x3 + 0x4)

x1 − x2 − x3 = 2,

2x1 + 3x2 + x4 = 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

1.4.2 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit

à un résultat de grande portée théorique et pratique (le théorème de dualité faible et le

théorème de dualité forte).

Ainsi, étant donné un programme linéaire (P ) appelé primal, on peut toujours lui associer

un autre problème appelé dual (noté par (D)).

Soit le problème primal

(P )


min ctx

Ax = b,

x ≥ 0.

Son dual s'écrit sous la forme

(D)


max btx

Aty ≤ c,

y ∈ Rm.

Le problème linéaire (D) est très liés au problème linéaire (P ). On remarque que,
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• La matrice des contraintes de (D) est la transposée de la matrice des contraintes de

(P ).

• Le vecteur coût de (P ) est le vecteur de second membre des contraintes de (D).

• Le vecteur coût de (D) est le vecteur de second membre des contraintes de (P ).

Dé�nition 1.25. (Dé�nition du dual dans le cas général )

Evidemment, on peut dé�nir le dual d'un problème linéaire quelconque (pas nécessaire-

ment sous forme standard), le tableau suivant résume les correspondances entre le pro-

blème primal et son dual et permet d'écrire directement le dual d'un problème linéaire

quelconque.

Primal Dual

Fonction objectif (min) Second membre

Second membre Fonction objectif (max)

A matrice des contraintes At matrice des contraintes

Contrainte i ≥ Variable yi ≥ 0

Contrainte i = Variable (yi ≥,≤ 0)

Variable xj ≥ 0 Contrainte j ≤
Variable xj(≥,≤)0 Contrainte j =

Table 1.1 � Relation primal- dual

Exemple 1.26.

Soit le problème primal suivant

(P )



min(100x1 + 600x2)

2x1 + 5x2 = 3,

2x1 + 2x2 = 2,

4x1 + 6x2 = 1,

x1, x2 ≥ 0.

Alors son dual est

(D)



max(3y1 + 2y2 + y3)

2y1 + 2y2 + 4y3 ≤ 100,

5y1 + 2y2 + 6y3 ≤ 600,

(y1, y2, y3) ∈ R3.
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Remarque.

1· Le dual du problème dual (D) est le problème primal (P ).

2· On peut transformer un problème de maximisation à un problème de minimisation.

Il su�t d'écrire maxf = −min(−f).

Remarque.

On suppose dans tout ce qui suit que la matrice des contraintes A est de plein rang, i.e.,

rang(A) = m < n .

Théorème 1.27. (Dualité faible)

Si x et y sont des solutions réalisables de problèmes (P ) et (D) respectivement, alors

ctx > bty .

Démonstration. On a x et y sont réalisables, alors

c ≥ Aty d′où ct ≥ (Aty)t,

ce qui implique

ctx ≥ (Aty)tx,

alors

ctx ≥ ytAx,

d'où

ctx ≥ ytb,

donc

ctx ≥ (ytb)t,

donc on obtient

ctx ≥ bty. �

Théorème 1.28. (Dualité forte)

Si x∗ et y∗ sont des solutions de (P ) et (D) respectivement telles que bty∗ = ctx∗, alors

x∗ et y∗ sont des solutions optimales des problèmes (P ) et (D) respectivement.

Démonstration.

On veut démontrer que x∗ et y∗ sont des solutions optimales des problèmes (P ) et (D)

respectivement, c'est-à-dire, on démontre que
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ctx∗ = min ctx et bty∗ = max bty.

D'après le théorème précédent on a ctx ≥ bty donc min ctx ≥ max bty

en particulier, ctx∗ ≥ min ctx ≥ max bty ≥ bty∗

Et comme bty∗ = ctx∗ alors

ctx∗ ≥ min ctx ≥ max bty ≥ ctx∗ =⇒ ctx∗ ≥ min ctx ≥ ctx∗

et

bty∗ ≥ min ctx ≥ max bty ≥ bty∗ =⇒ bty∗ ≥ max bty ≥ bty∗.

D'où le résultat. �



Chapitre 2

Présentation de l'algorithme de

Karmarkar

2.1 Méthode de Karmarkar

L'algorithme de Karmarkar (introduit en 1984) pour la résolution d'un programme

linéaire est certainement l'un des progrès les plus signi�catifs dans le domaine de la pro-

grammation mathématique.

L'objet de ce chapitre est la présentation de cet algorithme dans son contexte général[7].

2.1.1 Problème linéaire (P0)

On s'intéresse à la résolution du problème suivant

(P0)


min ctx = z∗

Ax = 0,

x ∈ Sn = { x ∈ Rn : etnx = 1; x ≥ 0}.

Où c ∈ Rn, est le vecteur constant appelé vecteur coût et en = (1, 1, ..., 1)t ∈ Rn.

Hypothèses de Karmarkar

1· La valeur optimale est nulle, i.e., si x∗ est une solution optimale de (P0) alors,

ctx∗ = z∗ = 0.

2· x0 = 1
n
en (centre de simplexe Sn) est une solution réalisable de (P0).

3· La matrice A est de plein rang, i.e., rang(A) = m < n.

14
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Remarque.

• Si le système des contraintes Ax = 0 n'est pas homogène ou si la valeur optimale est

connue mais non nulle, l'équation etnx = 1 permet de le ramener à la forme (P0).

• On verra par la suite qu'il est toujours possible de se ramener à cette forme pour tout

problème linéaire.

2.1.2 Résolution de (P0) par Karmarkar

Karmarkar exploite le fait que la minimisation d'une fonction linéaire sur une sphère

est évidente (il su�t de se déplacer à partir du centre de la sphère dans la direction

opposée du vecteur coût d'une distance égale au rayon de la sphère).

x0

x∗

−→
C

La minimisation d'un fonction sur une sphére

Considérons

• N(A)={ x ∈ Rn / Ax = 0 } est le noyau de A.

• Ω = N(A) ∩ Sn est l'ensemble des contraintes de (P0).

• Br = { x ∈ Rn / etnx = 1; ‖x− x0‖≤ r } est la plus grande sphère contenue dans Sn.

• BR = { x ∈ Rn / etnx = 1; ‖x− x0‖≤ R }est la plus petite sphère contenant Sn, où (on

peut véri�er facilement).

r =

(
1

n(n+ 1)

) 1
2

, R =

√
n+ 1√
n

d'où
R

r
= n+ 1.

Ainsi l'ensemble des contraintes Ω de (P0) est coincé entre deux sphères B
′
r et B

′
R

de Rn−1 du centre x0 et de rayon r et R, respectivement ( tracer Br et BR sur N(A)

respectivement). Car

B
′
r = {Br ∩N(A)} ⊂ Ω ⊂ {BR ∩N(A)} = B

′
R.
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On a

min
x∈B′

r

ctx = zr ≥ min
x∈Ω

ctx = 0 ≥ min
x∈B′

R

ctx = zR.

Notons :

z0 = ctx0 ; zr = ctxr ; zR = ctxR.

Lemme 2.1. Le point xr est une meilleure approximation de x∗ que x0, si elle véri�ée

zr ≤ z0.

Démonstration. xr et xR sont colinéaire a cause de la linéarité de l'objectif et l'on a

z0 − zR

z0 − zr
=
R

r
= n− 1

donc

z0 − zr =
z0 − zR

n− 1
,

ou encore(
1− 1

(n− 1)

)
z0 = zr − zR

n− 1
,

comme zR ≤ 0,

on a

zr ≤
(

1− 1

n− 1

)
z0 < z0. �

Ainsi en passant de x0 à xr l'objectif est réduit d'un facteur égal à : 1− 1

n− 1
, et on a la

situation suivante
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−PA(c)
x0

xr

xRN(A) Br BR

Sn

−−→c

descrption geométréque de la méthode de Karmarkar

Pour calculer l'itéré suivant x
′r, il est nécessaire de revenir à la forme (P0) avec toutes

ses hypothèses.

Pour cela Karmarkar fait appel à sa transformation projective (transformant xr en

x0), dé�nie par

T : Sn −→ Sn

T (x) = y =
D−1x

etnD
−1x

i,e., x = T−1(y) =
Dy

etnDy
; T (xr)= x0.

Où D = diag(xr), matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes

de xr.

On a donc le schéma suivant

xr

Sn

T

x0

Sn

La transformation projectif

Le problème (P0) devient alors
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(P0T)


min c

′ty où c
′
= Dc

A
′
y = 0 A

′
= AD,

y ∈ Sn = {y ∈ Rn : etny = 1 ; y ≥ 0}.

Notons par p = PB(Dc) la projection orthogonale du vecteur Dc sur le noyau de la

matrice B = [AD , etn]t.

Lemme 2.2. La projection p est dé�nie par

p = [I −Bt(BBt)−1B]Dc.

Démonstration. On a

< Dc− p, w >= 0, pour tout w ∈ N(B).

Ce qui implique (Dc− p) ∈ (N(B))⊥ = Im(Bt).

D'où Dc− p = Btu pour tout u ∈ Rm.

Donc BDc−Bp = BBtu or Bp = 0 car p ∈ N(B)

Ce qui donne BDc = BBtu

La matrice carrée BBt d'ordre m étant régulière puisque N(BBt) = {0}, on peut donc
écrire u = (BBt)−1BDc alors

Dc− p = Bt(BBt)−1BDc⇔ P = [I −Bt(BBt)−1B]Dc. �

Lemme 2.3.

La solution optimale (P0T) est donné par yk = y∗ = x0 − αr pk
‖pk‖

avec pk = PBk
(Dkc) la projection de(Dkc) sur le noyau de Bk, tel que Bk = [ADk, e

t
n]t.

Démonstration.

Posons x = y − x0, alors Bkx = 0, où Bkx est la matrice des contraintes de (P0T).

(P0T) est alors équivalent au problème suivant

(P ∗)



min c
′ty où c

′
= Dkc

A
′
y = 0 A

′
= ADk,

etny = 1,

‖y − x0‖ ≤ αr.

Donc
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(P ∗)


min c

′tx

Bkx = 0,

‖x‖2 =
n∑
i=1

x2
i ≤ (αr)2.

Or x∗ est une solution de (P ∗) si et seulement si ∃λ ∈ Rm+1 et scalaire µ ≥ 0 tels

que

Dkc+Bt
kλ+ µx∗ = 0 (i)

En multipliant les deux membres de (i) par Bk on trouve

BkDkc+BkB
t
kλ+ µBkx

∗ = BkDkc+BkB
t
kλ = 0 (puisque Bkx = 0)

alors λ = −(BkB
t
k)
−1(BkDkc)

d'où en substituant dans (i),

x∗ = − 1

µ
[I −Bt

k((BkB
t
k)
−1)Bk]Dkc = − 1

µ
pk

mais x∗ véri�e

‖x∗‖ =
1

µ
‖pk‖ = αr

donc

1

µ
=

αr

‖pk‖

d'où

x∗ = −αr pk
‖pk‖

,

�nalement

yk = y∗ = x0 − αr pk
‖pk‖

.

�
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2.1.3 Algorithme de Karmarkar

Début Algorithme

Initialisation : x0 =
en
n
; ε précision donnée ; k=0 ;

Tant que ctxk > ε faire

pas 0 (Construction de la matrice Bk)Dk = diag(xk);

Bk = [Ak, e
t
n]t, Ak = ADk;

pas 1 (Calcul de la projection pk)

pk = [I −Bt
k(BkB

t
k)
−1Bk]Dkc;

pas 2 (Calcul de la direction)

dk =
pk
‖pk‖

;

pas 3 (Calcul de l'itéré yk dans le problème transformé par T )

yk = x0 − αrdk;
avec r =

1√
n(n+ 1)

, 0 < α < 1, α est le pas de déplacement ;

pas 4 (Calcul de l'itéré xk+1 du problème initial en revenant par la transformation

inverse)

xk+1 =
Dky

k

etnDkyk
;

k = k + 1;

Fin tant que

Fin algorithme.

Remarque.

Du point de vue numérique les deux éléments principaux de cet algorithme sont

i) Le pas de déplacement qui in�ue signi�cativement sur la vitesse de convergence

de l'algorithme, (plus α est grand plus l'algorithme converge vite, α peut ètre >1).

ii) La direction de déplacement (dk) dont le coût de calcul est largement dominante.

Nous reviendrons sur ces deux points dans le chapitre suivant.



2.2. Etude de la convergence 21

2.2 Etude de la convergence

Pour prouver la convergence du procédé en particulier ctx
′r ≤ ctxr, Karmarkar intro-

duit la fonction potentiel [2] dé�nie par

f(x) =
n∑
i=1

(
log

ctx

xi

)
= nlog(ctx)−

n∑
i=1

log(xi).

Où x solution réalisable et prouve

f(x
′r) ≤ f(xr)− δ(α)

où

δ(α) = α− α2

2
− α2

1− α
, 0 < α < 1.

Avec α est le pas de déplacement.

Lemme 2.4. Soit xk le k-ième itéré de l'algorithme, alors

ctxk

ctx0
≤ (exp[f(xk)− f(x0)])

1
n , où x0 =

en
n
.

Démonstration.

exp[f(xk)− f(x0)] = exp

[
n∑
i=1

log

(
ctxk

xki

)
−

n∑
i=1

log

(
ctx0

x0
i

)]

= exp

[
n∑
i=1

log

(
ctxk

ctx0
.
x0
i

xki

)]

= exp

[
n∑
i=1

(
log

(
ctxk

ctx0

)
+ log

(
x0
i

xki

))]

= exp

[
n log

(
ctxk

ctx0

)
+

n∑
i=1

log

(
x0
i

xki

)]

= exp

[
log

(
ctxk

ctx0

)n
+ log

n∏
i=1

(
x0
i

xki

)]

= exp

[
log

(
ctxk

ctx0

)n]
exp

[
log

n∏
i=1

(
x0
i

xki

)]

=

(
ctxk

ctx0

)n n∏
i=1

(
x0
i

xki

)
.
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D'où

ctxk

ctx0
=

(
n∏
i=1

(
xki
x0
i

)) 1
n

(exp[f(xk)− f(x0)])
1
n

=

(
n∏
i=1

nxki

) 1
n

(exp[f(xk)− f(x0)])
1
n .

Pour démontrer que

(
n∏
i=1

nxki

) 1
n

≤ 1, on utilise la fonction f(xk) = − log xk telle que

xk ∈ Sn, xk 6= 0. Alors

f
′
(xk) = − 1

xk
=⇒ f

′′
(xk) =

1

(xk)2
> 0.

On a f est convexe, i.e.,

f

(
n∑
i=1

λix
k
i

)
≤

n∑
i=1

λif(xki )

tels que

n∑
i=1

λi = 1 et 0 < λi =
1

n
, i = 1, .., n .

Alors

− log

(
n∑
i=1

1

n
xki

)
≤ −

n∑
i=1

1

n
log(xki )

d'où

log

(
1

n

n∑
i=1

xki

)
≥ 1

n

n∑
i=1

log(xki )

log

(
1

n

)
≥ 1

n
log

n∏
i=1

(xki )

ce qui implique

exp log

(
1

n

)
≥ exp log

(
n∏
i=1

xki

) 1
n

ce qui donne (
n∏
i=1

xki

) 1
n

≤ 1

n
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donc (
n∏
i=1

nxki

) 1
n

≤ 1 .

�nalement

ctxk

ctx0
≤ (exp[f(xk)− f(x0)])

1
n .

Ce qui complète la preuve. �

Conséquence : Si lim
k→+∞

f(xk) = −∞ alors lim
k→+∞

ctxk = 0, autrement dit, pour

diminuer ctx, il su�t de réduire su�samment f(x).

2.3 Généralisation de l'algorithme de Karmarkar

Nous présentons dans ce paragraphe la généralisation de l'algorithme de Karmarkar

et ses variantes sous une forme uni�ée.

Soit le programme linéaire général écrit sous forme standard

(P)


min ctx = z∗

Ax = b; b ∈ Rm,

x ≥ 0.

La transformation projective de Karmarkar dé�nie par

Ta : Rn −→ Sn+1

y = Ta(x)=


yi =

xi
ai

1 +
n∑
i=1

(
xi
ai

) ,
yn+1 = 1−

n∑
i=1

yi.

Nous permet d'associer à (P) le programme linéaire suivant

P( z∗ )


min (Dac , −z∗)ty

Aay = 0,

y ∈ Sn+1.

où Aa = [ADa − b] ; Da = diag(a).
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Nous avons donc deux possibilités

a) z∗ connue : auquel cas on retrouve la généralisation de l'algorithme de Karmarkar i,e.,

on obtient P(z∗) véri�ant toutes les hypothèses de Karmarkar, l'algorithme de Karmarkar

s'applique immédiatement.

b) z∗ inconnue elle est approximée à chaque itération par une valeur zk qui peut être

• Soit une borne inférieure de z∗ (variante de Todd et Burrell [3],[4]) fournie par le

dual (D) et le primal (P) est

(D)


max bty

Aty ≤ c,

y ∈ Rm.

D'après le théorème de dualité, on a

zk = btyk ≤ z∗ ≤ ctxk, de sorte que xk et yk soient solution réalisables de (P) et (D)

respectivement (autrement dit, le programme dual (D) constitue une source de bornes

inférieures de la valeur optimal z∗). L'algorithme ainsi obtenu génère en plus des solutions

primales de (P) et duales de (D), une suite (zk) d'approximation de z∗ telle que

zk ≤ zk+1 ≤ z∗.

Le processus est arrêté dés que |ctxk − zk| < ε, où ε est la précision voulue.

• Soit une borne supérieure de z∗ (variante de Ye-Lustig [6]) donnée par zk = ctxk ≥ z∗

(par dé�nition).

Le fait que à l'optimum ‖dk‖ −→ 0 a incité Lustig à choisir le critère de convergence

suivant

‖dk‖
|cx0|

≤ ε, (ε précision donnée).

Remarque.

Il existe une autre alternative pour généraliser l'algorithme de Karmarkar dans le cas z∗

est inconnue, il s'agit de la méthode primale-duale [9, 12] qui consiste à combiner (P)

avec son dual (D) et chercher simplement une solution réalisable du problème suivant

(PD)


Ax = b ; x ≥ 0

Aty ≤ c ; y ∈ Rm,

ctx− bty = 0.

Des transformations très simples permettent de voir que ce problème véri�er toutes les

hypothèses de Karmakar, malheureusement la taille du problème augmente énormément



2.3. Généralisation de l'algorithme de Karmarkar 25

ce qui est indésirable en pratique.

Nous avons retenue à l'algorithme de Ye-Lustig pour deux raisons

a) Sa simplicité algorithmique.

b) Son succès numérique vis-à-vis des autres variantes voir [6], [7].

Algorithme de Ye− Lustig

Début Algorithme

Initialisation k = 0 ; x0 > 0;

Tant que
‖dk‖
|ctx0|

> ε faire

pas 1 Ak = [ADk − b] ; Dk = diag(xk);

pas 2 pk = PAk
[Dkc;−ctxk]t ; dk =

pk
‖pk‖

;

pas 3 y
′k+1 =

en+1

n+ 1
− αrdk;

pas 4 xk+1 = T−1
ak

(y
′k+1) =

Dky
′k+1[n]

y′k+1(n+ 1)
;

k = k + 1;

Fin tant que

Fin algorithme.



Chapitre 3

Amélioration des performances de

l'algorithme de Karmarkar

Comme nous avons signalé dans le chapitre précédent, l'e�cacité pratique de l'al-

gorithme de Karmarkar ainsi que toutes ses variantes dépend essentiellement du choix

optimal du pas de déplacement α [4, 11] et du calcul (économique) de la direction de

déplacement dk [1].

3.1 Détermination du pas de déplacement

Les études concernant ce point sont concluantes [7, 8]. Nous résumons ici les principaux

résultats.

Le pas α peut être choisi de deux manières di�érentes

a)α constant

La valeur de α est �xée une fois pour toute durant l'exécution, les valeurs usuelles sont

issues des démonstrations de convergence. Karmarkar suggère α1 = 0.25.

En modi�ant uniquement la forme de la fonction potentiel Padeberg [7] propose la valeur

α2 = 0.79 (α2 > α1).

Numériquement plus α est grand plus l'algorithme converge vite. On peut donc prendre

α voisin de 1 puisque théoriquement 0 < α < 1.

Dans cette partie, on présente le programme de la méthode de Karmarkar, ce programme

est écrit en Langage Matlab 7, la précision est égale ε = 10−4 pour le pas de déplacement

α constant.

26
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On donne des exemples pour les di�érentes valeur de α ∈ {0.25; 0.5; 0.75; 0.99}.
Dans chaque exemple, on a�che le nombre d'itérations et le temps de calcul (en second)

et la valeur de l'objectif z∗.

Exemple 3.1. Soit le problème linéaire suivant

(1)



min(x1 + x2)

2x1 + x2 ≤ 2,

−2x1 + 4x2 ≤ 3,

x1, x2 ≥ 0.

Le problème (1) s'écrit sous forme standard suivante

(2)



min(x1 + x2 + 0.x3 + 0.x4)

2x1 + x2 + x3 = 2,

−2x1 + 4x2 + x4 = 3,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

(2) véri�e toutes les hypothèses de Karmarkar.

En utilisant l'algorithme de Karmarkar pour le problème (2).
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Programme de la méthode de Karmarkar en Matlab pour l'exemple (3.1)

On résume les résultats obtenus dans le tableau suivant

α 0.25 0.50 0.75 0.99

nombre d'itérations 666 161 68 35

temps (S) 0.102800 0.035015 0.016353 0.012778

valeur de l'objectif 0.000099 0.00099 0.000088 0.000093

Table 3.1 � Tableau des résultats de l'exemple (1) pour α constant.
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Exemple 3.2. Soit le problème linéaire suivant

(3)



min(5x1 − 3x2)

x1 − x2 ≥ 2,

2x1 + 3x2 ≤ 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2 ≥ 0.

Le problème (3) s'écrit sous forme standard suivant

(4)



min(5x1 − 3x2 + 0.x3 + 0.x4)

x1 − x2 − x3 = 2,

2x1 + 3x2 + x4 = 4,

−x1 + 6x2 = 10,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

(4) véri�e toutes les hypothèses de Karmarkar.

En utilisant l'algorithme de Karmarkar pour le problème (4).
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Programme de la méthode de Karmarkar en Matlab pour l'exemple (3.2)

Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau suivant

α 0.25 0.50 0.75 0.99

nombre d'itérations 107 61 45 37

temps (S) 0.027401 0.020844 0.018529 0.017561

valeur de l'objectif 0.000096 0.000077 0.000080 0.000091

Table 3.2 � Tableau des résultats de l'exemple(2) pour α constant

Remarque.

On ramarque que plus α est grand plus le nombre d'itérations diminu.

Ici la vitesse de convergence est mesurée par le nombre d'itérations.
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b)α variable

Il s'agit de choisir α de sorte que y(α) =
en
n
− αrdk soit admissible tout en tenant en

compte de la monotonie de la suite (ctxk) ce qui revient à prendre le plus grand α possible

tel que

• y(α) > 0.

• ctxk+1 < ctxk.

En e�et,

Posons I = {1....n} et I+ = {i ∈ I : dik > 0}, supposons dk 6= 0 (puisque si dk est nul,

le point xk est optimal ). Alors l'ensemble I+ est non vide : il su�t de remarque que

etndk = 0.

On a y(α) > 0⇐⇒
(

1

n

)
− αrdik > 0,∀i ∈ I, d'où α < min

{
1

nrdik
, i ∈ I+

}
= αmax.

Evidemment, tout α < αmax, garantira la faisabilité mais pas forcément la réduction de

l'objectif d'une itération à l'autre. C'est pourquoi nous avons imposé une deuxième condi-

tion sur α donnant des résultats meilleurs en pratique.

Il s'agit de trouver une condition sur α garantissant la monotonie (ctxk+1 < ctxk).

En prenant toujours Dk = diag(xk) et en tenant compte de l'équation du simplexe

(etnx
k = 1) on peut facilement montrer qu 'on a

xk+1 =
Dky(α)

entDky(α)
=

xk − αnrDkdk
1− αnretnDkdk

=
xk(1− αnetnDkdk) + αnrxkketnDkdk − αnrDkdk

1− αnretnDkdk

= xk + α(
nrxketnDkdk − nrDkdk

1− αnretnDkdk
)

= xk + αγ(nrxketnDkdk − nrDkdk),

d'où

ctxk+1 = ctxk + αγ(ρctxk − µ),

on a

ctxk+1 < ctxk

alors

αγ(ρctxk − µ) < 0

d'où

(µ− ρctxk) > 0,
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avec

γ =
1

1− αretnDkdk

µ = nrctDkdk

ρ = nretnDkdk,

Ce qui donne

αk =



βαmax si (µ− ρctxt) > 0,

−βαmax si (µ− ρctxt) ≤ 0,

0 < β < 1.

Où

αmax = min

(
1

(nrdik)
, i ∈ I+

)
; I+ = {i ∈ I+ : dik > 0}

Les valeurs αk ainsi obtenues sont très voisines de celles obtenues précédemment.

Il est donc convenable de retenir le procédé technique qui est moins coûteux en pratique.

Exemple 3.3.

L'exemple 3.1 pour α varié. On a l'algorithme suivant
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Programme de la méthode de Karmarkar pour α varié

Les résultats trouvés sont résumés dans le tableau suivant
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Méthode itération temps (s) pas α

α variable 8 0.019649 1.5626≤α≤1.5890

Table 3.3 � Tableau des résultats de l'exemple 3.1 pour α varié

Remarque.

1) Le pas de déplacement trouvé est supérieur à 1, ce qui favorise l'utilisation du procédé

(b).

2) Pour les valeurs de α > 1 la convergence de l'algorithme est démontré dans plusieurs

articles [8].

3.2 Calcul de la projection

Nous avons

pk = (I − Atk(AkAtk)−1Ak)(Dkc,−ctxk)t,

posons

uk = (AkA
t
k)
−1Ak(Dkc,−ctxk)t,

donc

pk = (Dkc,−ctxk)− Atkuk.

Le calcul de pk dépend ainsi de la manière pour laquelle, on résout le système linéaire

suivant

AkA
t
kuk = Ak(Dkc,−ctxk)t.

Dans la matrice AkA
t
k est symétrique dé�nie positive on distingue à ce propos, deux types

de méthodes

• Méthode directes : basées essentiellement sur la factorisation de cholesky et concernent

les systèmes à matrice pleine et de taille moyenne.

• Méthode itératives : concernent surtout les systèmes à grande dimension à matrice plu-

tôt creuse, et sont en général de type gradient conjugué.
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Comment choisir une méthode ?

Le choix d'une méthode de résolution d'un système linéaire, dépend naturellement des

propriétés de la matrice en cause ; les deux éléments principaux à prendre en compte à

cet égard sont le creux et le conditionnement de cette matrice.

(i) Le creux d'une matrice concerne le nombre et éventuellement la prépartition de ses

éléments nuls appelés les "zéros" de la matrice.

C'est ainsi qu'on distingue les matrices creuses (beaucoup de zéros ) et les matrices

pleines (peu de zéros).

Les matrices creuses se prètent généralement bien à l'utilisation des méthodes ité-

ratives, alors que les méthodes directes sont plutôt réservées aux systèmes linéaires à

matrices pleines (ne serait-ce que parce que les matrices pleines quelconques, ne véri�ent

pas en général les hypothèses de convergence des méthodes itératives).

De plus, l'espace mémoire nécessaire pour enregistrer une matrice pleine d'ordre n est

évidemment plus important que celui d'une matrice creuse.

(ii) Le conditionnement d'une matrice A permet de mesurer la sensibilité de la solution

x du système linéaire Ax = b, vis-à-vis des petites perturbations sur les données A et b.

En e�et, On démontre facilement [12] qu'en modi�ant légèrement le second membre du

système, la variation de la solution x est mesurée par l'inégalité

‖∆x‖
‖x‖

≤ cond(A)

(
‖∆b‖
‖b‖

)
(3.1)

De même, si l'on perturbe A on trouve

‖∆x‖
‖x+ ∆x‖

≤ cond(A)

(
‖∆A‖
‖A‖

)
(3.2)

Ainsi, "un système linéaire est bien (ou mal) conditionné", selon que le conditionnement

de sa matrice est "petit" (ou "grand").

3.2.1 Méthode de Choleskey

Soit un système linéaire Ax = b où A est une matrice réelle symétrique dé�nie positive

d'ordre n et b un élément de Rn.

Le principe de cette méthode consiste tout simplement à décomposer (factorises ) la



3.2. Calcul de la projection 36

matrice A sous la forme A = LLt où L est une matrice triangulaire inférieure d'ordre n.

On remplace ainsi le système initial par deux systèmes triangulaires dont la résolution

est beaucoup plus simple c.à.d on a

Ax = b⇔ LLtx = b⇔ Ly = b (1), Ltx = y (2)

En général la matrice L est déterminée par identi�cation des membres de l'égalité

A = LLt.

3.2.2 Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué a été introduite par Stiefel et Hestnes en 1952 [5].

A�n de clari�er la présentation nous allons donné quelques rappels sur cette méthode.

Considérons donc comme précédemment une matrice symétrique dé�nie positive d'ordre

n et un vecteur b ∈ Rn, à A et b on associe la fonctionnelle q dé�nie par

q(x) =
1

2
< Ax, x > + < b, x >

Le probléme de minimisation (PQ) {min q(x), x ∈ Rn} admet une solution unique (car q

est strictement convexe) est également solution du système linéaire Ax = b (∗)
Le principe de cette méthode pour résoudre (PQ) ou (∗) est celui des méthodes de descente

dans lesquels la solution est construite par le procédé itératif suivant

xo ∈ Rn (choisi arbitrairement)

xk+1 = xk + αkpk.

Où la direction de descente pk est généralement déduite de la direction du gradient de la

fonction au point xk. Le scalaire αk appelé pas de déplacement est dé�nie par

αk = min
α>0

q(xk + αpk)

On véri�e facilement que dans le cas quadratique

αk =
‖rk‖2

< Apk, pk >
avec rk = b− Axk

Il reste à dé�nir la direction pk

Plus précisément le déroulement de l'algorithme est le suivant

Après1 l'étape d'initialisation on construit les directions de descente pk qui sont A-

conjugué d'ou le nom de la méthode i.e véri�ant la propriété
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< Apk, p1 >= 0 si k 6= 1

Autrement dit, supposons connue pk alors on cherche pk+1 sous la forme

pk+1 = rk+1 + βk+1pk de sorte que < Apk+1, pk >= 0.

On en déduit que

βk+1 = −< Apk, rk+1 >

< Apk, rk >

on démontre en particulier les relations d'orthogonalité

< rk, r1 >= 0 si k 6= 1, < rk, p1 >= 0 si k > 1

D'ou βk+1 =
‖rk+1‖2

‖rk‖2

Donnons maintenant l'algorithme détaillé correspondant à cette méthode

Algorithme du gradient conjugue

Début Algorithme

Initialisation : x0 donné ;p0 = r0 = b− Ax0 ; ε prcision donnée ; k = 0.

Tantque ‖rk‖ > ε faire

αk =
‖rk‖2

< Apk, pk >
;

xk+1 = xk + αkpk;

rk+1 = rk − αkApk;

βk+1 =
‖rk+1‖2

‖rk‖2 ;

pk+1 = rk+1 + βk+1pk

k = k + 1;

Fin tant que

Fin algorithme

3.3 Exemples numériques

Dans cette partie, nous présentons des tests numérique issus de l'implémentation de

l'algorithme de Ye-Lustig pour con�rmer et consolider les performances numériques de

nos approches ces testes numériques. et sont réalisés en langage Matlab sur Pentium(R)

Dual-Core CPU 4.00 Go T4300 @ 2.1GHZ .
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En prenant le pas de déplacement α varié et la projection est calculée par les deux méthode

précédents (Cholesky et gradient conjugué).

Notons par

Chol : méthode de Cholesky

g.c : méthode de gradient conjugué.

Nbr : le nombre d'itération nécessaire pour obtenir la solution optimale.

temps : le temps de calcul en second.

(m,n) : la dimension des exemples testés.

Exemple 3.4. (Problème Cube)

A[i, j] =

1 si i = j ou j = i+m

0 sinon

b[i] = 2 i = 1, ...,m.

c[j] = −1 j = 1, ..., n. (n = 2m).

Exemple 3.5. (Problème Hilbert)

A[i, j] =
1

i+ j
; A[j,m+ j] = 1

b[i] =
∑ 1

i+ j
; c[i] = b[i] +

1

i+ 1
;

i = 1, ...,m ; j = 1, ..., n, n = 2m.
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Programme de la méthode de Ye-Lustig en utilisant la méthode de Chol
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Programme de la méthode de Ye-Lustig en utilisant la méthode de g.c
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Dans les deux algorithmes itératifs (Chol et g.c) la précition est ε = 10−4

Les résultats numériques concernant ces exemple sont présentés respectivement dans les

tableaux ci-dessous
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(m,n) Cohl g.c

Nbr objectif temps(S) Nbr objectif temps(S)

(5,10) 15 −0.0013 0.002934 15 −0.0013 0.002083

(10,20) 18 −0.0050 0.004269 18 −0.0050 0.002786

(25,50) 20 −0.0244 0.070004 20 −0.0244 0.080609

(50,100) 19 −0.0734 0.081174 19 −0.0734 0.077486

(75,150) 16 −0.1486 0.182210 16 −0.1486 0.101008

(99,198) 14 −0.2191 0.146616 14 −0.2191 0.107702

Table 3.4 � Tableau des résultats de l'exemple 3.4

(m,n) Cohl g.c

Nbr objectif temps(S) Nbr objectif temps(S)

(5,10) 4 0.00000040 0.9 4 0.00000037 18.5

(10,20) 5 0.00000155 5.1 5 0.00000150 38

(25,50) 6 0.00000203 65 6 0.00000197 132.2

(50,100) 6 0.00000546 468.7 6 0.00000546 579.3

(75,150) 7 0.00000934 1627.4 7 0.0000931 1749.3

(99,198) 8 0.00008366 3668.6 8 0.00008361 3769.7

Table 3.5 � Tableau des résultats de l'exemple 3.5

Remarque.

En basant sur les résultats précédente on peut faire les remarques suivants

• En présence d'une matrice creuse et bien conditionnée (problème Cube) c'est la méthode

de gradient conjugué qui l'emporte sur Cholesky.

• Il est normal que la factorisation de Cholesky soit souvent plus performante que la

méthode de gradient conjugué puisque d'une part, la matrice AAt peut être pleine et mal

conditionné même si A ne l'est pas, et d'autre part pour les problèmes de taille moyenne,

les méthodes directes sont mieux à l'utilisation. L'e�cacité des méthodes itératives est à

espérer pour les problèmes de taille importante que nous n'avons pas pu testé a cause des

capacités limitées de la machine utilisée.



Conclusion

Notre travail concerne l'étude théorique, algorithmique et numérique de la méthode

de Karmarkar et sa variante de Ye-Lustig pour résoudre les problèmes de programmation

linéaire.

Nous mettons l'accent sur le calcul du pas de déplacement et le calcul économique de

la projection .

Ce travail est consolidé par des tests numériques réalisés sur les deux algorithmes.
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