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Notations

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

N l'ensemble des nombres entiers naturels.

R l'ensemble des nombres réels.

C l'ensemble des nombres complexes.

R [−∞, +∞].

K R ou C.
Rn l'ensemble des vecteurs de dimension n à coordonnées réelles.

H un espace de Hilbert.

Soit E un espace vectoriel. On note par

E
′

espace dual de E.

E
′′

espace bidual de E.

〈·, ·〉 produit scalaire dans la dualité E
′
, E.

σ(E, E
′
) la topologie faible sur E.

σ(E
′
, E) la topologie faible∗ sur E

′
.

→ la convergence forte.

⇀ la convergence faible.

⇀∗ la convergence faible étoile.

L1(Ω, E) l'espace des applications Lebesgue-intégrables dé�nies sur Ω à va-

leurs dans l'espace de Banach E muni du crochet de dualité 〈·, ·〉

〈f, g〉L1 =

T∫
0

〈f(x), g(x)〉dx,

et de la norme ‖.‖L1 .

C (E, F) l'espace des fonctions continues de E dans F muni de la norme

‖.‖∞ dé�nie par

‖f‖∞ = sup
x∈E
‖f(x)‖.
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Notations 4

C 1([a, b]; E) l'espace de Banach de toutes les applications continues

u : [a, b]→ E ayant une dérivée continue u̇, muni de la norme

‖u‖C 1 = max{max
t∈[a, b]

‖u(t)‖, max
t∈[a, b]

‖u̇(t)‖}.

BE(0, 1) la boule unité fermée de E.

co(C) l'enveloppe convexe de l'ensemble C.

co(C) l'enveloppe convexe fermé de l'ensemble C.

int(C) l'intérieure de C.

C l'adhérence de C.

p.p presque partout.

i.e c'est à dire.



Introduction

La notion de processus de Ra�e trouve ses racines à l'origine dans les ÷uvres de J.J

Moreau. Jean Jacques Moreau qui a écrit plus de 25 articles consacrés au traitement des

aspects théoriques et numériques du processus de Ra�e ainsi que ses applications dans la

mécanique unilatérale (voir par exemple [13, 14]). Il a d'abord été envisagé de modéliser

l'évolution Quasi-statique des systèmes elasto-plastiques. Le processus de Ra�e consiste

à trouver une trajectoire t ∈ [0, T] 7→ u(t) ∈ C(t) qui satisfait le problème de Cauchy

suivant

(1)

{
u̇(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p t ∈ [0, T],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(t)(u(t)) est le cône normal à l'ensemble des contraintes C(t) au point u(t) dans le

sens d'analyse convexe. C'est une classe merveilleuse de problèmes d'évolution soumis à

des contraintes unilatérales.

L'objectif de ce mémoire est de détailler un article de Samir. Adly et Ba Khiet [3]. Le

but principale des auteurs de cet article est de généraliser les résultats obtenus dans un

espace de Hilbert de dimension �nie à un espace de Hilbert de dimension in�nie avec un

ensemble des contraintes qui peut être non borné et ne dépend pas seulement de t à l'aide

de la mesure de non compacité de Kuratowski.

Notre travail est composé de deux chapitres. Le but dans le premier est de donner des

notions, des dé�nitions de base et quelques résultats fondamentaux qui nous seront utilises

par la suite.

Dans la première section du deuxième chapitre nous rentrerons dans le vif du sujet, c'est

à dire, l'étude d'existence de solutions pour l'inclusion di�érentielle suivante

(S)

{
ü(t) ∈ −NC(t, u(t))(u̇(t))− F(t, u(t), u̇(t)) , p.p t ∈ [0, T],

u(0) = u0, u̇(0) = v0 ∈ C(0, u0).

Où C est non vide, convexe fermé et admet une variation lipschitzienne et F : gph(C) ⇒ H

est une m-application à valeurs convexes faiblement compactes dans H qui est un espace de

5
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Hilbert séparable du dimension in�nie, semi-continue supérieurement et véri�e la condi-

tion de croissance linéaire.

On propose dans cette étude un schéma de discrétisation implicite comme dans [12] avec

di�érentes techniques pour analyser le processus de Ra�e de second ordre avec une per-

turbation dans les espaces de Hilbert.

La deuxième section du deuxième chapitre, est consacré à l'étude de l'unicité de la solu-

tion pour le même problème d'évolution, mais dans ce cas on suppose que l'ensemble de

contraintes dépend de t seulement.



Chapitre 1

Notions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons des notions, des dé�nitions de base et quelques résultats

fondamentaux qui nous seront utiles dans notre travail.

1.1 Rappels Topologiques

1.1.1 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.1. Une distance sur un ensemble E est une application d : E × E → R+

véri�ant les propriétés suivantes

1. d(x, y) = 0 si est seulement si x = y pour tous x, y ∈ E,

2. d(x, y) = d(y, x) pour tous x, y ∈ E,

3. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) pour tous x, y, z ∈ E.

Dé�nition 1.1.2. Un espace métrique est un couple (E, d) où E est un ensemble et d est

une distance sur E.

Exemple 1.1.3. (1) L'ensemble des réels muni de la distance d(x, y) = |x − y| est
un espace métrique.

(2) Si E est un ensemble quelconque, on dé�nit une distance sur E pard(x, y) = 0, si x = y,

d(x, y) = 1, si x 6= y.

On dit que d est la distance discrète sur E, alors (E, d) est un espace métrique.

Dé�nition 1.1.4. On appelle diamètre d'une partie A d'un espace métrique (E, d) et on

note diam(A) la quantité

diam(A) = sup{d(x, y), x ∈ A, y ∈ A}.

7



1.1. Rappels Topologiques 8

Dé�nition 1.1.5. Soit (E, d) un espace métrique, soit x ∈ E et soit r ∈ R∗+. On appelle

boule ouverte (respectivement boule fermée) de centre x et de rayon r l'ensemble

B(x, r) = {y ∈ E, d(x, y) < r}

(resp. B(x, r) = {y ∈ E, d(x, y) ≤ r}).

Pour 0 < r < r
′
les inclusions B(x, r) ⊂ B(x, r) ⊂ B(x, r

′
) sont des conséquences directes

de la dé�nition.

Dé�nition 1.1.6. Soient A, B deux sous ensembles fermés d'un espace métrique (E, d).

Posons

d(x, A) = inf
y∈A

d(x, y).

• On appelle écart entre A et B que l'on note e(A, B) la quantité dé�nie par

e(A, B) = sup
x∈A
{ inf
y∈B

d(x, y)}.

• On appelle distance de Hausdor� entre A et B et on la note dE(A, B) la quantité

dé�nie par

dH(A, B) = max{e(A, B); e(B, A)}.

Remarquons que dH(A, B) = dH(B, A).

Dé�nition 1.1.7. Soit (E, d) un espace métrique et soit A ⊂ E. On dit que A est dense

dans E si A = E.

Exemple 1.1.8. (E, d) = (R, |.|). Q = R, Q est dense dans R.

Dé�nition 1.1.9. On dit qu'un espace métrique (E, d) est séparable s'il existe un sous-

ensemble A ⊂ E dénombrable et dense.

1.1.2 Limites d'ensembles

Les limites d'ensembles ont été introduites par Painlevé en 1902. Elles ont été populari-

sés par Kuratowski dans son célèbre livre "Topologie" et donc, souvent appelées limites

supérieure et inférieure de Kuratowski de suites d'ensembles.

Dé�nition 1.1.10. Soit (Kn) une suite de sous ensembles d'un espace métrique (E, d).

Nous disons que le sous-ensemble

lim sup
n→+∞

Kn = {x ∈ E/ lim inf
n→+∞

d(x, Kn) = 0},

est la limite supérieure de la suite (Kn) et que le sous ensemble

lim inf
n→+∞

Kn = {x ∈ E/ lim sup
n→+∞

d(x, Kn) = 0},
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est sa limite inférieure.

Un sous ensemble K est appelé limite ou limite ensembliste de la suite (Kn) si

K = lim inf
n→+∞

Kn = lim sup
n→+∞

Kn = lim
n→+∞

Kn.

1.1.3 Espaces métriques complets

Dé�nition 1.1.11. Soit (E, d) un espace métrique, on dit qu'une suite (xn)n∈N de points

de E tend ou converge vers un point x de E si d(xn, x) tend vers 0 lorsque n tend vers

l'in�ni, ou encore si pour toute boule B de centre x et de rayon strictement positif il existe

N > 0 tel que n > N implique xn ∈ B(x, r), on écrit alors

xn → x ou x = lim
n→+∞

xn.

Dé�nition 1.1.12. Soit (E, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de E. On dit

que A est fermé, si pour tout suite (xn)n de A telle que xn converge vers un élément x de

A, i.e,

xn ∈ A , xn → x ∈ A.

Dé�nition 1.1.13. Une suite (xn)n dans un espace métrique (E, d) est dite de Cauchy

si d(xp, xq) tend vers 0 lorsque p et q tendent vers l'in�ni, donc si

∀ε > 0, ∃n > 0 : p ≥ n, q ≥ n⇒ d(xp, xq) ≤ ε.

Dé�nition 1.1.14. Un espace métrique (E, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans E est convergente.

1.1.4 Espaces vectoriels normés

Dé�nition 1.1.15. On appelle norme sur un espace vectoriel E réel ou complexe, de

dimension �nie ou in�nie, toute application x 7→ ‖x‖ de E dans R+ véri�ant les conditions

i) ∀x ∈ E : ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii) ∀x ∈ E, ∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ|.‖x‖,
iii) ∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Toute norme dé�nit naturellement une distance

d(x, y) = ‖x− y‖.

Dé�nition 1.1.16. On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ‖.‖).

Dé�nition 1.1.17. Si E est complet pour une norme, on dit que c'est un espace de

Banach.
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Dé�nition 1.1.18. Soit E un espace vectoriel sur R. On désigne par E
′
le dual topologique

de E, i.e, l'espace des formes linéaires continues sur E. E
′
est muni de la norme duale

‖f‖E′ = sup
x∈E, ‖x‖≤1

|f(x)| = sup
x∈E, ‖x‖=1

|f(x)| = sup
x∈E, ‖x‖≤1

〈f, x〉,

où 〈·, ·〉 est le crochet de dualité entre E
′
et E.

1.2 Analyse Hilbertienne

1.2.1 Espaces de Hilbert

Dé�nition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Un produit scalaire sur E

est une application E× E −→ K notée 〈·, ·〉 telle que

1. x 7→ 〈x, y〉 est linéaire de E vers K, ∀y ∈ E,

2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉, ∀x, y ∈ E,

3. 〈x, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ E,

4. 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0, ∀x ∈ E.

Dé�nition 1.2.2. Un espace E muni d'un produit scalaire est un espace pré-hilbertien

(réel ou complexe).

Si E est un espace pré-hilbertien, il est normé par

x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Corollaire 1.2.3. L'application x 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉 véri�e les axiomes d'une norme

i) pour tous x ∈ E : ‖x‖ ≥ 0, et ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii) pour tous x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,
iii) pour tous λ ∈ K, et pour tout x, y ∈ E : ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

Proposition 1.2.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien E,

on a

∀x, y ∈ E, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖.‖y‖,

en posant ‖x‖ = 〈x, x〉 12 et ‖y‖ = 〈y, y〉 12 .

Dé�nition 1.2.5. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet (pour la

distance associée à sa norme).

Exemple 1.2.6. 1) L'espace Cn muni du produit scalaire

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi,

est un espace pré-hilbertien complet.
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2) L'espace Kn avec l'une des normes

‖x‖1 =
n∑
i=1

|ui|, ‖x‖∞ = sup
0≤i≤n

|ui|

n'est pas un espace de Hilbert car l'inégalité du parallélogramme n'est pas vraie pour

ces normes.

3) L'espace l2 des suites de carrés sommable est un espace de Hilbert

l2 =

{
u = (un)n∈N,

∞∑
n=0

|un|2 <∞

}
, (u, v) =

∞∑
n=0

unvn.

1.3 Espaces Lp

Dé�nition 1.3.1. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞. On appelle espace de Lebesgue Lp(Ω, E)

l'espace

Lp(Ω, E) = {f : Ω→ E; f mesurable et ‖f‖p ∈ L1(Ω, E)}.

Pour toute fonction f ∈ Lp(Ω, E), on pose

‖f‖Lp =

∫
Ω

|f(x)|pdx


1

p
.

Dé�nition 1.3.2. L'espace de Lebesgue L∞(Ω, E) est dé�ni par

L∞(Ω, E) = {f : Ω→ E; f mesurable et ∃une constante C tel que ‖f(x)‖ ≤ C p.p. surΩ}.

Pour toute fonction f ∈ L∞(Ω, E), on pose

‖f‖L∞ = inf{C; ‖f(x)‖ ≤ C p.p surΩ}.

Théorème 1.3.3. (Fischer-Riesz) Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.3.4. Soit Φ ∈ (L1)
′
. Alors il existe u ∈ L∞ unique tel que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, ∀ f ∈ L1.

On a de plus

‖u‖L∞ = ‖ϕ‖(L1)
′ .

Remarque 1.3.5. Le théorème 1.3.4 a�rme que toute forme linéaire et continue sur

L1 se représente à l'aide d'une fonction de L∞. L'application ϕ 7→ u est une isométrie

surjective qui permet d'identi�er (L1)
′
et L∞. Dans la suite on fera systématiquement

l'identi�cation

(L1)
′
= L∞.

Proposition 1.3.6. Soient p, q ∈ R+ tels que 1 ≤ p < q ≤ +∞. Alors, LqR ⊂ LpR. De

plus, il existe C, indépendant de p et q, tel que ‖f‖p ≤ C‖f‖q pour tout f ∈ Lq.



1.4. Analyse convexe 12

1.4 Analyse convexe

Pour plus de détails se réfère à [2].

1.4.1 Ensembles Convexes

Dé�nition 1.4.1. On dit qu'un sous-ensemble C d'un espace vectoriel E est convexe si

et seulement si

∀(u, v) ∈ C2, ∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ C.

Exemple 1.4.2. 1. Dans un espace vectoriel normé réel, toute boule ouverte ou fer-

mée est convexe.

2. L'intersection d'une famille quelconque de sous- ensembles convexes est convexe.

3. L'intérieur int(C) et l'adhérence C d'un ensemble convexe le sont aussi.

Dé�nition 1.4.3. Soit C une partie de E, l'enveloppe convexe de C, noté co(C) est l'in-

tersection de tous les ensembles convexes contenant C, et donc c'est le plus petit convexe

qui contient C, i.e. C ⊂ co(C).

Proposition 1.4.4. Soit E un espace vectoriel et C ⊂ E. Alors,

co(C) = {
n∑
i=1

λixi, xi ∈ C, λi ≥ 0 tel que
n∑
i=0

λi = 1}.

Dé�nition 1.4.5. Soit C une partie quelconque de E, on désigne par l'enveloppe convexe-

fermée de C, et on la note co(C), l'adhérence co(C) de son enveloppe convexe.

1.4.2 Fonctions Convexes

Dans cette section, on considère des fonctions f : E→ R ∪ {+∞}.

Dé�nition 1.4.6. On appelle graphe de f l'ensemble dé�nie par

gph f := {(x, f(x)), x ∈ E}.

Dé�nition 1.4.7. On rappelle que l'épigraphe de f est la partie de l'espace produit E×R
qui est au-dessus de son graphe

epi f := {(x, t) ∈ E× R : f(x) ≤ t}.

Dé�nition 1.4.8. On appelle domaine de f l'ensemble des points où elle ne prend pas la

valeur +∞ (elle peut y prendre la valeur −∞, mais nous considérons le plus souvent des

fonctions ne prenant pas cette valeur). On le note

dom f := {x ∈ E : f(x) < +∞}.
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Dé�nition 1.4.9. On dit qu'une fonction f : E → R ∪ {+∞} est convexe si pour tous

x, y ∈ dom f et pour tout λ ∈ [0, 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Exemple 1.4.10. 1. Un supremum de fonctions convexes est une fonction convexe.

2. Soient α ≥ 0 et f une fonction convexe. Alors (αf) est convexe.

3. La somme de deux fonctions convexes est convexe.

4. La fonction g : Rn → R dé�nie par g(x) = 〈a, x〉 + b où a ∈ Rn et b ∈ R est

convexe. En e�et, soient x, y ∈ Rn et λ ∈ [0, 1], on a

g(λx+ (1− λ)y) = 〈a, (λx+ (1− λ)y)〉+ b

= λ〈a, x〉+ (1− λ)〈a, y〉+ λb+ (1− λ)b

= λ[〈a, x〉+ b] + (1− λ)[〈a, y〉+ b]

= λg(x) + (1− λ)g(y).

5. La fonction f dé�nie sur R par f(x) = x2 est convexe sur R car si λ ∈ [0, 1] et

x 6= y, alors

f(λx+ (1− λ)y) = λ2x2 + 2λ(1− λ)xy + (1− λ)2y2

≤ λ2x2 + λ(1− λ)(x2 + y2) + (1− λ)2y2

= λx2 + (1− λ)y2.

Dé�nition 1.4.11. Soit C un sous ensemble non vide de E, la fonction indicatrice asso-

ciée à C, IC : E→ [0, +∞] est dé�nie par

IC(x) =

0, x ∈ C,

+∞, x /∈ C.

• dom IC = {x ∈ E, IC(x) < +∞} = C,

• epi IC = {(x, t) ∈ E× R, IC(x) ≤ t} = C× [0, +∞[,

Théorème 1.4.12. La fonction f : E→ R est convexe si est seulement si son épigraphe

epif est convexe dans E× R.

Remarque 1.4.13. La fonction IC est convexe si est seulement si C est convexe.

Dé�nition 1.4.14. Soient E un espace normé, E
′
son duale topologique et C un ensemble

non vide de E
′
. La fonction support de C (ou la fonction d'appui de C), est la fonction

notée σC dé�nie par

σC : E′ → R ∪ {+∞}

x 7→ σC(x) := sup
z∈C
〈x, z〉.
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Proposition 1.4.15. [6] (Projection sur un convexe fermé) Soient E un espace de

Hilbert et C un sous ensemble non vide, convexe et fermé de E. Alors, pour tout x ∈ E,

il existe une unique projection de x sur C, i.e, l'unique y ∈ C tel que

‖x− y‖ = min
z∈C
‖x− z‖.

On le note alors proj(C, x) l'opérateur de projection orthogonal sur C, dé�ni par

proj(C, x) = {y ∈ C, ‖x− y‖ = d(x,C)}.

Proposition 1.4.16. (Caractérisation d'une projection) Soit C ⊂ E un convexe non

vide et fermé. Un point y ∈ C est une projection de x ∈ E sur C si est seulement si la

condition suivante est véri�ée

〈x− y, s− y〉 ≤ 0, ∀ s ∈ C.

Dé�nition 1.4.17. Une fonction f : E→ R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i)

sur E si pour tout x ∈ E et pour tout suite (xn)n∈N de E converge vers x on a

lim inf
n→+∞

f(xn) ≥ f(x).

Exemple 1.4.18. 1. Un supremum de fonctions semi-continues inférieurement est

semi-continue inférieurement.

2. La fonction f : Rn → Rn dé�nie par f(x) = ‖x‖ est semi-continue inférieurement.

3. Toute fonction continue sur E est s.c .i.

Dé�nition 1.4.19. On dit qu'une fonction f : E → R ∪ {+∞} est semi-continue supé-

rieurement (s.c.s) sur E si pour tout x ∈ E et pour tout suite (xn)n∈N de E converge vers

x on a

f(x) ≥ lim sup
n→+∞

f(xn).

1.4.3 Cône normal

Dé�nition 1.4.20. Soit C un sous ensemble convexe de E et x ∈ C, le cône normal à C

en x est l'ensemble dé�ni par

NC(x) := {v ∈ E : 〈v, x− x〉 ≤ 0, pour tout x ∈ C}.

Exemple 1.4.21. 1. Soit C = [0, 1] un sous ensemble de R, alors le cône normal à

C en x = 0 (respectivement x = 1 ) est ]−∞, 0] (respectivement [0, +∞[ ).

2. Soit C = [0, 1]× [0, 1] un sous ensemble de R2, le cône normal à C en x = (0, 0)

est ]−∞, 0]× [−∞, 0[.
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Remarque 1.4.22. (la relation entre le cône normal et la projection) Soit C un

convexe fermé de E, si y = projC(x), alors y = (I +NC)−1(x), donc

(I +NC)−1(·) = projC(·).

En e�et,

y = projC(x) ⇔ 〈x− y, z − y〉 ≤ 0, ∀z ∈ C

⇔ x− y ∈ NC(y)

⇔ x ∈ y +NC(y)

⇔ x ∈ (I +NC)(y)

⇔ y = (I +NC)−1(x),

donc

projC(·) = (I +NC)−1(·).

Proposition 1.4.23. (La relation entre la fonction support et le cône normal)

z ∈ NC(x) si est seulement si pour tout x ∈ C

σC(z) = 〈z, x〉.

1.4.4 Sous di�érentiel d'une fonction

Pour plus de détails on réfère à [2].

Dé�nition 1.4.24. Soit f : E→ R ∪ {+∞} une fonction convexe et soit x ∈ domf , un

élément ξ ∈ E est dit sous-gradient de f en x si

〈ξ, x− x〉 ≤ f(x)− f(x), pour tout x ∈ E.

La collection de tous les sous-gradients de f en x est appelée le sous di�érentiel de f en

x et noté ∂f(x).

Exemple 1.4.25. 1. Soit la fonction f : R→ R dé�nie par f(x) = |x|. Alors

∂f(x) =


1; si x > 0,

[−1, 1]; si x = 0,

−1; si x < 0.

2. La boule fermée B(0, 1) est le sous di�érentiel en x = 0 de la fonction g : Rn → Rn

dé�nie par g(x) = ‖x‖. En e�et, soit ξ ∈ B(0, 1), i.e, ‖ξ‖ ≤ 1

〈ξ, x− 0〉 ≤ ‖ξ‖.‖x‖, ∀x ∈ Rn

≤ ‖x‖ = g(x)− g(x)

⇒ ξ ∈ ∂g(x)

⇒ B(0, 1) ⊂ ∂g(0).
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Inversement, soit ξ ∈ ∂g(0)

ξ ∈ ∂g(0) ⇒ 〈ξ, x− 0〉 ≤ g(x)− g(0), ∀x ∈ Rn,

or

〈ξ, x〉 ≤ ‖x‖, ∀x ∈ Rn,

en particulier, x = ξ ∈ Rn

〈ξ, ξ〉 ≤ ‖ξ‖2 ≤ ‖ξ‖

⇒ ‖ξ‖ ≤ 1

⇒ ξ ⊂ B(0, 1)

⇒ ∂g(0) ⊂ B(0, 1),

donc

∂g(0) = B(0, 1).

3. Soit C un ensemble convexe de Rn, le sous di�érentiel de la fonction indicatrice

IC(x) est le cône normal NC(x). En e�et, pour tout x ∈ C, soit ξ ∈ ∂IC(x)

ξ ∈ ∂IC(x) ⇒ 〈ξ, x− x〉 ≤ IC(x)− IC(x), ∀x ∈ H

⇒ 〈ξ, x− x〉 ≤ IC(x), ∀x ∈ H,

alors, pour tout x ∈ C

ξ ∈ ∂IC(x)⇒ 〈ξ, x− x〉 ≤ 0,

i.e,

ξ ∈ NC(x),

et donc

∂IC(x) ⊂ NC(x).

Inversement, soit ξ ∈ NC(x)

ξ ∈ NC(x) ⇒ 〈ξ, x− x〉 ≤ 0, ∀x ∈ C

⇒ 〈ξ, x− x〉 ≤ IC(x)− IC(x)

⇒ NC(x) ⊂ ∂IC(x),

d'où

∂IC(x) = NC(x).

Proposition 1.4.26. Soit E un espace de Banach, C un sous-espace non vide fermé et

convexe de E, et soit x ∈ C, alors

NC(x) ∩ BE(0, 1) = ∂dC(x).



1.5. Théorèmes Fondamentaux 17

1.5 Théorèmes Fondamentaux

1.5.1 Théorème de compacité d'Ascoli

Pour plus de détails se référer à [1]

Dé�nition 1.5.1. Nous dirons qu'un sous ensemble A ⊂ C (E, F) de l'espace des ap-

plications continues de E dans F est équi-continu en x0 si pour tout ε > 0, il existe

η = η(ε, x0,A) (dépendant de A et non des fonctions f de A) tel que

∀f ∈ A, d(f(x), f(x0)) ≤ ε ds que d(x, x0) ≤ η = η(ε, x0, A).

Nous dirons qu'un sous ensemble A ⊂ C (E, F) est équi-continu s'il est équi-continu en tout

point de E et qu'il est uniformément équi-continu si pour tout ε > 0 il existe η = η(ε, A)

indépendant de x ∈ E tel que

∀f ∈ A, d(f(x), f(y)) ≤ ε ds que d(x, y) ≤ η = η(ε, A).

Théorème 1.5.2. (Théorème d'Ascoli-Arzéla) Soient K un espace compact et (E, d)

un espace métrique. L'espace C (K, E) des fonctions continues de K dans E, muni de la

topologie de la convergence uniforme, est un espace métrique.

Une partie A de C (K, E) est relativement compacte si est seulement si, pour tout point

x de K

1. A est équi-continue en x, i.e, que pour tout ε > 0, il existe un voisinage V de x tel

que

∀f ∈ A, ∀y ∈ V, d(f(x), f(y)) < ε,

2. l'ensemble A(x) = {f(x), f ∈ A} est relativement compact.

Théorème 1.5.3. On considère xk(·) comme une suite d'une fonction absolument conti-

nue d'un intervalle I de R dans un espace de Banach E satisfaisant

i) ∀ t ∈ I, (xk(t))k∈N est un sous ensemble relativement compact de E,

ii) il existe une fonction c(·) ∈ L1(I) tel que pour presque tout t ∈ I, ‖x′

k(t)‖ ≤ c(t).

Alors, il existe une sous suite de (xk)k qu'on la note toujours xk(·) qui converge

vers une fonction absolument continue x : I → E au sens suivant

1) xk(·) converge uniformément vers x(·) sur les sous-ensemble compactes de I.

2) x
′

k(·) converge faiblement vers x
′
(·) dans L1(I, E).

1.5.2 Lemme de Gronwall

Lemme 1.5.4. (Lemme de Gronwall discret) Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites

telles que pour tout n ≥ 0 on ait : an ≥ 0 et bn ≥ 0. On suppose qu'il existe une constante
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M ≥ 0 telle que pour tout n ≥ 0

an+1 ≤ M +
n∑
k=0

akbk.

Alors, pour tout n on ait

an+1 ≤ M exp

(
n∑
k=0

bk

)
.

Corollaire 1.5.5. (corollaire du Lemme de Gronwall ) Soit f : [a, b] → R une

fonction de classe C 1([a, b]; R) véri�ant

∃α > 0, ∃β ≥ 0, ∀t ∈ [a, b], ‖f ′
(t)‖ ≤ β + α‖f(t)‖.

Alors,

∀t ∈ [a, b], ‖f(t)‖ ≤ ‖f(a)‖eα(t−a) +
β

α

(
eα(t−a) − 1

)
.

1.6 Multi-application

Pour plus de détails sur cette section se référer à [9].

Dé�nition 1.6.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. Une multi-application (ou

fonction multivoque) F dé�nie sur X à valeurs dans Y est une fonction qui à chaque

élément x ∈ X associe un sous ensemble F(x) de Y, on note F : X ⇒ Y ou F : X ⇒ P(Y),

(P(Y) est l'ensemble des parties de Y).

Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F : X ⇒ Y sont donnés par

Dom(F) = {x ∈ X; F(x) 6= ∅},

gph(F) = {(x, y) ∈ X× Y : x ∈ Dom F, y ∈ F(x)},

Im(F) =
⋃

x∈Dom F

F(x).

Dé�nition 1.6.2. Soient X et Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X, si

pour tout ouvert V de Y tel que F(x) ⊂ V, il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U et

F(x0) ⊂ V, ∀x ∈ U.

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

Dé�nition 1.6.3. Soient X et Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X, si

pour tout ouvert V de Y tel que F(x0)∩V 6= ∅, il existe un ouvert U de X tel que x0 ∈ U

et F(U) ∩ V 6= ∅.
On dit que F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x ∈ X.
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Exemple 1.6.4. 1) La multifonction F1 : R→ R dé�nie par :

F1(x) =

[−1, 1], si x 6= 0,

{0}, si x = 0,

est s.c.i en zéro mais n'est pas s.c.s en zéro.

2) La multifonction F2 : R→ R dé�nie par :

F2(x) =

{0}, si x 6= 0,

[−1, 1], si x = 0,

est s.c.s en zéro mais n'est pas s.c.i en zéro.

Voici quelques caractérisations de la semi-continuité supérieure et inférieure.

Proposition 1.6.5. Soit F : X ⇒ Y une multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes

i) F est semi-continue supérieurement sur X,

ii) l'ensemble F−1
+ (G) = {x ∈ X : F(x) ⊂ G} est un ouvert de X pour tout ouvert G

de Y,

iii) l'ensemble F−1(M) = {x ∈ X : F(x) ∩M 6= ∅} est un fermé de X pour tout fermé

M de Y.

Proposition 1.6.6. Soit F : X ⇒ Y une multi-application, alors les assertions suivantes

sont équivalentes

i) F est semi-continue inférieurement sur X,

ii) l'ensemble F−1
+ (G) = {x ∈ X : F(x) ⊂ M} est un fermé de X pour tout fermé M

de Y,

iii) l'ensemble F−1(M) = {x ∈ X : F(x)∩G 6= ∅} est un ouvert de X pour tout ouvert

G de Y.

Dé�nition 1.6.7. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-application,

nous dirons que

lim sup
x′−→x

F(x
′
) = {y ∈ Y : lim inf

x′−→x
d(y, F(x

′
)) = 0},

est la limite supérieure de F(x
′
) quand x

′ → x, et que

lim inf
x′−→x

F(x
′
) = {y ∈ Y : lim sup

x′−→x
d(y, F(x

′
)) = 0},

est la limite inférieure de F(x
′
) quand x

′ → x.

Elles sont évidement fermées. Nous observons aussi que, pour tout x ∈ Dom(F) on a

lim inf
x′−→x

F(x
′
) ⊂ F(x) ⊂ lim sup

x′−→x
F(x

′
).
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Notation : Soient A ∈ X et An une suite de sous ensembles contenant dans X. Notons

que si A = lim sup
n−→+∞

An, alors

A =
⋂
n

⋃
m≥n

Am.

Rappelons que la lim sup
n−→+∞

An est l'ensemble des points d'accumulation des suites (xn)n

telles que xn ⊂ An.

Théorème 1.6.8. Considérons une suite Kn de sous ensembles contenant dans un en-

semble compact K d'un espace de Banach séparable E. Alors

co(lim sup
n→∞

Kn) =
⋂
N>0

co(
⋃
n≥N

Kn).

Théorème 1.6.9. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application semi-continue supérieurement à valeurs compactes, alors

lim sup
x′→x

F(x′) = F(x).

Dé�nition 1.6.10. Soit E un espace de Hilbert. Un opérateur A : E ⇒ 2E est dit mono-

tone si est seulement si

∀(x1, y1) ∈ gph(A), ∀(x2, y2) ∈ gph(A) : 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Exemple 1.6.11. Soit f : Rn → R∪{+∞} une fonction propre convexe, alors le sous dif-

férentiel, qui est un opérateur multivoque est monotone. En e�et, soient (x1, y1) ∈ gph ∂f

et (x2, y2) ∈ gph ∂f (x1, y1) ∈ gph ∂f ⇒ y1 ∈ ∂f(x1),

(x2, y2) ∈ gph ∂f ⇒ y2 ∈ ∂f(x2),

donc 〈y1, z − x1〉 ≤ f(z)− f(x1), ∀z ∈ Rn,

〈y2, z − x2〉 ≤ f(z)− f(x2), ∀z ∈ Rn,

or 〈y1, x2 − x1〉 ≤ f(x2)− f(x1),

〈y2, x1 − x2〉 ≤ f(x1)− f(x2),

alors 〈y1, x1 − x2〉 ≥ f(x1)− f(x2),

〈−y2, x1 − x2〉 ≥ f(x2)− f(x1),

en additionnant, on obtient

〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0,

et par conséquent, le sous di�érentiel d'une fonction est un opérateur monotone.
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1.7 Mesure de Kuratowski pour les ensembles non com-

pacts

Soit (E, d) un espace métrique. On poseMX la classe de tous les ensembles bornés d'un

espace métrique.

Dé�nition 1.7.1. Soit (E, d) un espace métrique complet. La fonction

γ :MX → [0, +∞] dé�nie par

γ(B) = inf{r ≥ 0 : B =
n⋃
i=1

Bi pour tout n ∈ N tel que diam (Bi) ≤ r}.

Est appelée la mesure du non-compacité de Kuratowski .

Lemme 1.7.2. Soit (E, 〈·, ·〉) un espace de Hilbert de dimension in�nie et Soient B1 et

B2 deux ensembles bornés de H, alors

i) γ(B1) = 0⇔ B1 est relativement compact.

ii) Si B1 ⊂ B2, alors γ(B1) ≤ γ(B2).

iii) γ(B1 + B2) ≤ γ(B1) + γ(B2).

iv) γ(x0 + rB(0, 1)) = 2r pour tout x0 ∈ H et tout r ≥ 0.

1.8 topologies faibles

Pour plus de détail se référer à [6].

1.8.1 Topologie faible

Dé�nition 1.8.1. Soit E un espace de Banach et f ∈ E
′
, considérons l'application

ϕf : E → R

x 7→ ϕf (x) := 〈f, x〉,

on appelle topologie faible sur E, notée σ(E, E
′
), la topologie la moins �ne rendant continus

toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Notation Étant donnée une suite (xn)n∈N de E, on désigne par xn ⇀ x la convergence

de xn vers x pour la topologie faible σ(E, E
′
).

Proposition 1.8.2. Soit E un espace de Banach, soit (xn)n∈N une suite de E. On a les

propriétés suivantes
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1. xn ⇀ x pour σ(E, E
′
) ssi 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 pour tout f ∈ E

′
.

2. Si xn → x fortement, alors xn ⇀ x faiblement pour σ(E, E
′
).

3. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E, E
′
), alors (‖xn‖)n∈N est bornée dans E et

‖x‖E ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E.

4. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E, E
′
) et si fn → f fortement dans E

′

(i.e, ‖fn − f‖ → 0) alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Corollaire 1.8.3. (Lemme de Mazur) Soit E un espace de Banach. Si (xn)n une suite

qui converge faiblement vers x dans E. Alors, il existe une suite (yn)n avec chaque yn
combinaison convexe des {xk, k ≥ n} qui converge fortement vers x dans E.

1.8.2 Topologie faible ∗

Soit E un espace de Banach. On sait que E
′
est aussi un espace de Banach. On rappelle

que E
′′
est le dual topologique de E

′
, i.e, l'ensemble des formes linéaires continues sur E

′

et qu'on peut le munir de la norme

∀ξ ∈ E
′′

: ‖ξ‖E′′ = sup
f∈E′ , ‖f‖≤1

|〈ξ, f〉|.

C'est encore un espace de Banach appelé bidual de E.

Sur E
′
sont déjà dé�nies deux topologies (séparées)

• la "topologie forte" associée à la norme de E
′
,

• la "topologie faible" sur E
′
notée σ(E

′
, E

′′
).

On va dé�nir une troisième topologie sur E
′
c'est "la topologie faible∗" que l'on note

σ(E
′
, E).

Dé�nition 1.8.4. Soit E un espace de Banach et x ∈ E, considérons l'application

ϕx : E
′ → R

f 7→ ϕx(f) := 〈f, x〉.

On appelle topologie faible∗ sur E
′
, notée σ(E

′
, E), la topologie la moins �ne rendant

continus toutes les applications (ϕx)x∈E.

Notation Étant donnée une suite (fn)n∈N de E
′
, on désigne par fn ⇀∗ f la convergence

de fn vers f pour la topologie faible∗ σ(E
′
, E).

Proposition 1.8.5. Soit (fn)n∈N une suite de E
′
. On a les propriétés suivantes

1. fn ⇀∗ f pour σ(E
′
, E) ssi 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 pour tout x ∈ E.

2. Si fn → f fortement, alors fn → f faiblement pour σ(E
′
, E

′′
).

Si fn ⇀ f pour σ(E
′
, E

′′
), alors fn ⇀∗ f pour σ(E

′
, E).
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3. Si fn ⇀∗ f pour σ(E
′
, E), alors (‖fn‖)n∈N est bornée dans E

′
et ‖f‖E′ ≤ lim inf

n→∞
‖fn‖E′ .

4. Si xn → x fortement dans E et si fn ⇀∗ f pour σ(E
′
, E), alors 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Théorème 1.8.6. Soit E un espace de Banach, la boule unité fermée de E
′

BE′ (0, 1) = {f ∈ E
′
, ‖f‖E′ ≤ 1},

est compacte pour la topologie faible∗ σ(E
′
, E).

Lemme 1.8.7. Soient E un espace de Hilbert et pour tout t ∈ Ω, C(t) un sous ensemble

non vide , convexe fermé de E et satisfait

∃LC > 0, dH(C(t), C(s)) ≤ LC|t− s|, ∀ s, t ∈ Ω.

La fonction φ dé�nie de L∞(Ω, E) à valeurs dans R par

φ(v) =

∫
Ω

σ(C(s); v(s)ds,

est faiblement semi-continue inférieure, i.e,

φ(v) ≤ lim inf
n→∞

φ(vn),

pour tout vn ⇀∗ v dans L∞(Ω, E).



Chapitre 2

Étude d'une inégalité variationnelle du

second ordre

2.1 Résultats d'existence

L'objectif principal de cette section est de montrer l'existence de solutions pour le pro-

blème d'évolution du second ordre suivant

(S)

{
ü(t) ∈ −NC(t, u(t))(u̇(t))− F(t, u(t), u̇(t)) , p.p t ∈ [0, T],

u(0) = u0, u̇(0) = v0 ∈ C(0, u0).

Où C est non vide, convexe fermé et admet une variation lipschitzienne et F : gph(C) ⇒ H

est une m-application à valeurs convexes faiblement compactes dans H qui est un espace de

Hilbert séparable du dimension in�nie, semi-continue supérieurement et véri�e la condition

de croissance linéaire.

Pour montrer ce résultat on utilise un schéma de discrétisation implicite. On suppose qu'

on a les hypothèses suivantes

(H1) Pour tout t ∈ [0, T] et x ∈ H; C(t, x) ⊂ H est non vide, convexe fermé et il existe

deux constantes LC > 0 et LF > 0 telle que

Γ(t, x, s, y) ≤ LC(|t− s|+ ‖x− y‖), (2.1)

pour tous t, s ∈ [0, T] et tous x, y ∈ M1B où

Γ(t, x, s, y) :=


dH (C(t, x) ∩M1B; C(s, y) ∩M1B), siC(t, x) ∩M1B 6= ∅, C(s, y) ∩M1B 6= ∅,

e (C(t, x) ∩M1B; C(s, y)), si C(t, x) ∩M1B 6= ∅, C(s, y) ∩M1B = ∅,

0, si C(t, x) ∩M1B = ∅, C(s, y) ∩M1B = ∅,

et

M1 := 1 + (‖u0‖+ ‖v0‖+ (LC + 2LF)T) e(LC+2LF+1)T (2.2)

24
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(H2) Pour tout t ∈ [0, T], C(t, M1B) ∩ 2M1B est relativement compact dans H, i.e,

γ(C(t, M1B) ∩ 2M1B) = 0, (2.3)

où γ est la mesure du non-compacité de Kuratowski.

(H3) La multi-application F : gphC ⇒ H est semi-continue supérieurement à valeurs

convexes faiblement compactes dans H et satisfait la condition de croissance linéaire sui-

vante

il existe une constante LF > 0 telle que, pour tout t ∈ [0, T], x ∈ H et y ∈ C(t, x) on ait

F(t, x, y) ∩ LF(1 + ‖x‖+ ‖y‖)B 6= ∅,

où gph(C) est le graphe de C.

Nous somme maintenant en mesure de donner notre premier résultat d'existence.

Théorème 2.1.1. (Existence) Soit H un espace de Hilbert séparable, supposons que les

hypothèses (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites. Alors, pour tous u0 ∈ H, v0 ∈ C(0, u0) il

existe au moins une solution u telle que

1. (S) est satisfaite pour presque tout t ∈ [0, T],

2. u(0) = u0, u̇(0) = v0,

3. u ∈ C 1([0, T]; H) et ü ∈ L∞([0, T]; H).

Preuve. la démonstration se fait en 7 étapes :

Etape 01 : discrétisation de l'intervalle [0, T]

D'abord, pour montrer l'existence on considère pour tout n ∈ N∗, la partition suivante de

l'intervalle [0, T] 
tn0 = 0,

tni = i.T
n
, ∀ 0 ≤ i ≤ n,

tni+1 = tni + T
n
.

Etape 02 : algorithme de projection

Choisissons un entier positif n tel que M1
T
n
< 1, soit hn := T/n, et tni = ihn. Pour

0 ≤ i ≤ n− 1, en dé�nissant uni et vni , donc on peut construire uni+1, v
n
i+1 qui véri�ent

vni+1 − vni
hn

+ fni ∈ −NC(tni+1, u
n
i+1)(v

n
i+1), (2.4)

et

uni+1 = uni + hnv
n
i , (2.5)

où fni ∈ F(tni , u
n
i , v

n
i ). Il est clair que uni+1 est dé�nie uniquement en termes de uni et vni .

On peut réécrire (2.4) sous la forme suivante

vni+1 − vni + hnf
n
i ∈ −NC(tni+1, u

n
i+1)(v

n
i+1),
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ce qui est équivalent à écrire

vni+1 = proj(C(tni+1, u
n
i+1); vni − hnfni ), (2.6)

et on a l'algorithme qui construit les suites (uni )ni=0, (vni )ni=0 et (fni )ni=0 par

Initialisation : Soient un0 := u0, v
n
0 := v0 ∈ C(0, u0), choisissons

fn0 ∈ F(0, u0, v0) ∩ LF(1 + ‖u0‖+ ‖v0‖)B.
Itération : On a les points uni , v

n
i et f

n
i . Calculons u

n
i+1 := uni + hnv

n
i et

vni+1 := proj(C(tni+1, u
n
i+1); vni − hnfni ).

Alors, choisissons

fni+1 ∈ F(tni+1, u
n
i+1, v

n
i+1)∩LF(1 + ‖uni+1‖+ ‖vni+1‖)B, cet algorithme est bien dé�ni

grâce à l'hypothèse (H1).

Etape 03 : bornitude des suites (uni )ni=0, (vni )ni=0, (
vni+1−vni

hn
)
n

i=0
et (fni )ni=0

Montrons maintenant que les suites (uni )ni=0, (vni )ni=0, (
vni+1−vni

hn
)
n

i=0
et (fni )ni=0 sont unifor-

mément bornées. En particulier, on va démontrer que

‖uni ‖+ ‖vni ‖ ≤ M1 − 1. (2.7)

Il est clair que pour i = 0 l'inégalité (2.7) est satisfaite. Supposons maintenant que (2.7)

est satisfaite pour i et montrons qu'elle est satisfaite aussi pour i+ 1. On a

‖vni+1 − vni + hnf
n
i ‖ ≤ ‖vni+1 − vni ‖+ hn‖fni ‖

≤ d(C(tni+1, u
n
i+1), vni ) + hn‖fni ‖

≤ e(C(tni+1, u
n
i+1), C(tni , u

n
i ) ∩M1B) + hn‖fni ‖

≤ Γ(tni+1, u
n
i+1, t

n
i , u

n
i ) + hn‖fni ‖

≤ LC(|tni+1 − tni |+ ‖uni+1 − uni ‖) + hn‖fni ‖

≤ LC(|tni+1 − tni |+ ‖uni + hnv
n
i − uni ‖) + hn‖fni ‖

≤ LC(hn + hn‖vni ‖) + hn‖fni ‖

≤ hnLC(1 + ‖vni ‖) + hn‖fni ‖.

D'autre part

‖vni+1‖ − ‖vni + hnf
n
i ‖ ≤ ‖vni+1 − vni + hnf

n
i ‖

≤ hnLC(1 + ‖vni ‖) + hn‖fni ‖,

ce qui implique que

‖vni+1‖ ≤ hnLC(1 + ‖vni ‖) + hn‖fni ‖+ ‖vni + hnf
n
i ‖

≤ hnLC(1 + ‖vni ‖) + ‖vni ‖+ 2hn‖fni ‖.

Comme

fni ∈ F (tni , u
n
i , v

n
i ) ∩ LF(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖)B,
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alors

‖fni ‖ ≤ LF(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖),

par conséquent

‖vni+1‖ ≤ ‖vni ‖+ hnLC(1 + ‖vni ‖) + 2hnLF(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖)

≤ ‖vni ‖+ hn(LC + LC‖vni ‖+ 2LF + 2LF‖uni ‖+ 2LF‖vni ‖)

≤ ‖vni−1‖+ 2hn(LC + 2LF) + 2hnLF(‖uni ‖+ ‖uni−1‖)

+ hn(LC + 2LF)(‖vni ‖+ ‖vni−1‖)

≤ ‖vni−2‖+ hn(LC + 2LF) + 2hnLF‖uni−2‖+ hn(LC + 2LF)‖vni−2‖+ 2hn(LC + 2LF)

+ 2hnLF(‖uni ‖+ ‖uni−1‖) + hn(LC + 2LF)(‖vni ‖+ ‖vni−1‖)

≤ ‖vni−2‖+ 3hn(LC + 2LF) + 2hnLF(‖uni ‖+ ‖uni−1‖+ ‖uni−2‖)

+ hn(LC + 2LF)(‖vni ‖+ ‖vni−1‖+ ‖vni−2‖),

par récurrence on obtient

‖vni+1‖ ≤ ‖v0‖+ (i+ 1)hn(LC + 2LF) + hn(2LF

i∑
j=0

‖unj ‖+ (LC + 2LF)
i∑

j=0

‖vnj ‖). (2.8)

D'autre part

‖uni+1‖ = ‖uni + hnv
n
i ‖

≤ ‖uni ‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−1‖+ hn‖vni−1‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−2‖+ hn‖vni−2‖+ hn‖vni−1‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−3‖+ hn‖vni−3‖+ hn‖vni−2‖+ hn‖vni−1‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−3‖+ hn(‖vni−3‖+ ‖vni−2‖+ ‖vni−1‖+ ‖vni ‖),

par récurrence on obtient

‖uni+1‖ ≤ ‖u0‖+ hn

i∑
j=0

‖vnj ‖. (2.9)
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De (2.8) et (2.9) on trouve que,

‖uni+1‖+ ‖vni+1‖ ≤ ‖u0‖+ hn

i∑
j=0

‖vnj ‖+ ‖v0‖+ (i+ 1)hn(LC + 2LF)

+ hn(2LF

i∑
j=0

‖unj ‖+ (LC + 2LF)
i∑

j=0

‖vnj ‖)

≤ ‖u0‖+ ‖v0‖+ hn(2LF

i∑
j=0

‖unj ‖+ (LC + 2LF + 1)
i∑

j=0

‖vnj ‖)

+ T(LC + 2LF)

≤ ‖u0‖+ ‖v0‖+ T(LC + 2LF) + hn(1 + LC + 2LF)(
i∑

j=0

‖unj ‖+
i∑

j=0

‖vnj ‖)

≤ ‖u0‖+ ‖v0‖+ T(LC + 2LF) + hn(1 + LC + 2LF)
i∑

j=0

(‖unj ‖+ ‖vnj ‖),

on pose

α := ‖u0‖+ ‖v0‖+ T(LC + 2LF),

et

β := LC + 2LF + 1,

on a donc

‖uni+1‖+ ‖vni+1‖ ≤ α + βhn

i∑
j=0

(‖unj ‖+ ‖vnj ‖),

en appliquent le Lemme 1.5.4, on obtient

‖uni+1‖+ ‖vni+1‖ ≤ α exp(
i∑

j=0

hnβ)

≤ α exp((i+ 1)hn︸ ︷︷ ︸
T

β)

≤ α exp(Tβ)

≤ M1 − 1,

et par conséquent, pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a

‖uni ‖+ ‖vni ‖ ≤ M1 − 1.

D'autre part, pour tout 1 ≤ i ≤ n

‖fni ‖ ≤ LF(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖)

≤ LF(1 + M1 − 1)

≤ LFM1.
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De plus

‖
vni+1 − vni

hn
‖ = ‖

vni+1 − vni
hn

− fni + fni ‖

≤ ‖
vni+1 − vni

hn
− fni ‖+ ‖fni ‖

≤ LC(1 + ‖vni ‖) + ‖fni ‖+ ‖fni ‖

≤ LC(1 + ‖vni ‖) + 2‖fni ‖

≤ LC(1 + M1 − 1) + 2LFM1

≤ LCM1 + 2LFM1

≤ M1(LC + 2LF),

on pose

M2 := M1(LC + 2LF),

alors

‖
vni+1 − vni

hn
‖ ≤ M2, ∀ 1 ≤ i ≤ n. (2.10)

Il en résulte donc que les suites (uni )ni=0, (vni )ni=0 sont uniformément bornées par M1 (plus

précisément par M1 − 1) et (
vni+1−vni

hn
)ni=0, (fni )ni=0 sont uniformément bornées par M2.

Etape 04 : la suite des solution approchées

Nous allons construire maintenant les suites des fonctions (un(.))n, (vn(.))n, (fn(.))n, (θn(.))n

et (ηn(.))n de [0, T] à valeurs dans H, donc en dé�nit leurs restriction sur chaque intervalle

[tni , t
n
i+1[, (0 ≤ i ≤ n− 1) comme suit

un(t) := uni +
uni+1 − uni

hn
(t− tni ),

vn(t) := vni +
vni+1 − vni

hn
(t− tni ),

fn(t) := fni ,

θn(t) := tni ,

et

ηn(t) := tni+1.

Alors pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, nous avons

u̇n(t) =
uni+1 − uni

hn
= vni ∈ C(tni , u

n
i ),

v̇n(t) =
vni+1 − vni

hn
,

et

max{ sup
t∈[0,T]

|θn(t)− t|, sup
t∈[0,T]

|ηn(t)− t|} ≤ hn → 0, (2.11)
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lorsque n→ +∞.
Etape 05 : compacité de (vn)n

La suite des fonctions (vn(.))n est équi-lipschitzienne. puisque

‖v̇n(t)‖ = ‖
vni+1 − vni

hn
‖ ≤ M2,

on conclut alors que la suite de fonction (vn(.))n est équi-lipschitzienne de rapport M2.

Montrons maintenant que l'ensemble Ω(t) = {vn(t)} est relativement compact pour tout

t ∈ [0, T], on utilise le raisonnement par l'absurde, i.e, on suppose qu'il existe t0 ∈ [0, T]

tel que Ω(t0) n'est pas relativement compact. Alors, soit 3σ := γ(Ω(t0)) > 0, on a

Ω(t0) ⊂ M1B, en e�et, Ω(t0) = {vn(t0)}, et

vn(t0) = vni +
vni+1 − vni

hn
(t0 − tni )

= (1− t0 − tni
hn

)vni + (
t0 − tni
hn

)vni+1,

grâce à la convexité de l'ensemble M1B, et le fait que
t0 − tni
hn

< 1 on trouve que

Ω(t0) ⊂ M1B et on en déduit d'après le Lemme 1.7.2 que

3σ = γ(Ω(t0))

≤ γ(M1B)

≤ 2M1,

d'où

σ ≤ 2

3
M1,

et par suite

σ < M1.

Pour chaque n ∈ N∗, on peut trouver i tel que t0 ∈ [tni , t
n
i+1[. Alors,

‖vn(t0)− vni ‖ = ‖
vni+1 − vni

hn
‖.‖t0 − tni ‖

≤ M2hn.

D'autre part, comme vni ∈ C(tni , u
n
i ) et ‖vni ‖ ≤ M1, donc vni ∈ C(tni , u

n
i ) ∩M1B,

et par suite

d(vni ,C(t0, u
n
i )) ≤ e(C(tni , u

n
i ) ∩M1B, C(t0, u

n
i )))

≤ Γ(tni , u
n
i , t0, u

n
i ),

≤ LC(|tni − t0|+ ‖uni − uni ‖)

< LChn,
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donc

vni ∈ C(t0, u
n
i ) + LChnB.

Nous avons, pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1

vn(t0) = vni +
vni+1 − vni

hn
(t0 − tni ),

et comme

‖
vni+1 − vni

hn
(t0 − tni )‖ < M2hn,

on obtient

vn(t0) ∈ C(t0, M1B) + (LC + M2)hnB,

on peut trouver, alors n0 su�samment grand de sorte que pour tout n ≥ n0, on obtient

(LC + M2)hn = (LC + M2)T
n
≤ σ. De plus, pour tout n ∈ N∗, on a ‖vn(t0)‖ < M1, donc

vn(t0) ∈ (C(t0, M1B) ∩ 2M1B) + σB.

En e�et, on a

vn(t0) ∈ C(t0, M1B) + σB,

et

‖vn(t0)‖ < M1

< M1 + σ,

alors

vn(t0) ∈ (M1 + σ)B,

donc

vn(t0) ∈ (C(t0, M1B) + σB) ∩ (M1 + σ)B,

ce qui implique que

vn(t0) ∈ C(t0, M1B) + σB et ‖vn(t0)‖ < M1 + σ,

alors, il existe vn1(t0) ∈ C(t0, M1B) et vn2(t0) ∈ σB tels que

vn(t0) = vn1(t0) + vn2(t0) et ‖vn(t0)‖ < M1 + σ.

D'autre part

‖vn1(t0)‖ < M1 + σ,

et

‖vn2(t0)‖ < σ < M1 + σ,

donc

vn1(t0) ∈ C(t0, M1B) ∩ (M1 + σ)B,
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et

vn2(t0) ∈ σB ∩ (M1 + σ)B = σB,

d'où

vn(t0) ∈ (C(t0, M1B) ∩ (M1 + σ)B) + σB,

ce qui implique

vn(t0) ∈ (C(t0, M1B) ∩ 2M1B) + σB.

Notons que l'ensemble (C(t0, M1B) ∩ 2M1B) est relativement compact, donc d'après le

Lemme 1.7.2 on en déduit que γ(C(t0, M1B) ∩ 2M1B) = 0, et par conséquent

3σ = γ(Ω(t0))

= γ({vn(t0) : n ≥ n0})

≤ γ(C(t0, M1B) ∩ 2M1B + σB)

≤ γ(C(t0, M1B) ∩ 2M1B) + γ(σB)

≤ 2σ.

Ce qui est une contradiction, et par suite l'ensemble Ω(t) = {vn(t), n ≥ 1} est relativement

compact pour tout t ∈ [0, T].

Le théorème d'Ascoli-Arzelà assure l'existence d'une fonction lipschitzienne

v(.) : [0, T]→ H de rapport M2 telle que

• vn(.) converge uniformément vers v(.) dans C ([0, T]; H) ;

• v̇n(.) converge faiblement vers v̇(.) dans L1([0, T]; H).

D'autre part, on a ‖v̇n(t)‖ ≤ M2, alors
‖v̇n(t)‖

M2

≤ 1 et par suite
v̇n(t)

M2

∈ BL∞(H)(0, 1) qui

est faiblement∗ compact, d'après le Théorème 1.8.6 et donc on peut extraire de (v̇n(.))

une sous suite qu'on la note toujours (v̇n(.)) qui converge faiblement∗ dans L∞([0, T]; H)

vers w.

Montrons maintenant que w = v̇. Pour tout y ∈ L1([0, T]; H) on a

lim
n→+∞

〈v̇n(.), y(.)〉 = 〈w(.), y(.)〉,

i.e

lim
n→+∞

t∫
0

〈v̇n(s), y(s)〉ds =

t∫
0

〈w(s), y(s)〉ds,

en particulier, pour y(.) = I]0, t](.)ej (cette suite existe car H est séparable), alors on

obtient

lim
n→+∞

〈
t∫

0

v̇n(s), ej〉ds = 〈
t∫

0

w(s), ej〉ds, ∀j,

ce qui montre que

lim
n→+∞

t∫
0

v̇n(s)ds =

t∫
0

w(s)ds,
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alors

lim
n→+∞

[vn(t)− vn(0)] =

t∫
0

w(s)ds,

donc

v(t) = v(0) +

t∫
0

w(s)ds,

et par conséquent

v̇(t) = w(t).

En particulier, v(0) = v0. Soit maintenant l'application u dé�nie de [0, T] à valeurs dans

H par u(t) = u0 +
t∫

0

v(s)ds. Puis u(0) = u0, u̇ = v et v̇ = ü ∈ L∞([0, T]; H). Alors un(.)

converge fortement vers u(.) dans C ([0, T]; H). En e�et, on a

‖un(t)− u(t)‖ = ‖un(0) +

t∫
0

vn(θn(s))ds− u(0)−
t∫

0

v(s)ds‖

= ‖
t∫

0

(vn(θn(s))− vn(s) + vn(s)− v(s))ds‖

≤
t∫

0

(‖vn(θn(s))− vn(s)‖+ ‖vn(s)− v(s)‖)ds

≤
t∫

0

(‖vni +
vni+1 − vni

hn
(θn(s)− tni )− vni −

vni+1 − vni
hn

(s− tni )‖

+ ‖vn(s)− v(s)‖)ds

≤
t∫

0

(‖
vni+1 − vni

hn
‖‖θn(s)− s‖+ ‖vn(s)− v(s)‖)ds

≤
T∫

0

(M2|θn(s)− s|+ ‖vn(s)− v(s)‖)ds→ 0,

alors

max
t∈[0,T]

‖un(t)− u(t)‖ ≤
T∫

0

(M2|θn(s)− s|+ ‖vn(s)− v(s)‖)ds→ 0,

lorsque n tend vers +∞, grâce à la convergence forte de vn(.) dans C ([0, T]; H) et (2.11).

Etape 06 : viabilité de v(t)

Montrons maintenant que pour tout t ∈ [0, T], on a u̇(t) ∈ C(t, u(t)).

Pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1 on a vni ∈ C(tni , u
n
i ), alors pour tout t ∈ [0, T] on trouve que
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vn(θn(t)) ⊂ C(t, u(t)) + LC{|θn(t)− t|+ ‖un(θn(t)− u(t)}B. En e�et,

d(vn(θn(t)); C(t, u(t))) ≤ e((C(θn(t), un(θn(t))) ∩M1B; C(t, u(t)))

≤ Γ(θn(t), un(θn(t)), t, u(t))

≤ LC{|θn(t)− t|+ ‖un(θn(t)− u(t))‖},

alors

vn(θn(t)) ∈ C(t, u(t)) + LC{|θn(t)− t|+ ‖un(θn(t))− u(t)‖}B.

D'autre part, pour tout t ∈ [0, T], on a

‖vn(θn(t))− v(t)‖ = ‖vn(θn(t))− vn(t) + vn(t)− v(t)‖

≤ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖+ ‖vn(t)− v(t)‖

≤ M2|θn(t)− t|+ ‖vn(t)− v(t)‖

≤ M2hn + ‖vn(t)− v(t)‖

≤ M2hn + max
t∈[0,T]

‖vn(t)− v(t)‖,

donc

max
t∈[0,T]

‖vn(θn(t))− v(t)‖ ≤ M2hn + max
t∈[0,T]

‖vn(t)− v(t)‖ → 0,

lorsque n → +∞, alors vn(θn(t)) → v(t) = u̇(t) et |θn(t) − t| + ‖un(θn(t)) − u(t)‖ tend
vers 0 lorsque n → +∞ grâce à (2.11) et la convergence forte de un(.) vers u(.) dans

C ([0, T]; H), et comme C(t, u(t)) est fermé, on trouve que u̇(t) ∈ C(t, u(t)) pour tout

t ∈ [0, T].

Etape 07 : u̇(.) est solution de (S)

Pour ce but on dé�nit, pour tout t ∈ [0, T], l'ensemble

D(t) := C(t, u(t)) ∩M1B,

D(t) est non vide, fermé et convexe. En e�et, d'abord, d'après ce qui précède

u̇(t) = v(t) ∈ C(t, u(t)), (2.12)

donc

‖u̇(t)‖ = ‖v(t)‖.

Comme vn(.) est converge fortement vers v(.) dans C ([0, T]; H), alors

max
t∈[0,T]

‖vn(t)− v(t)‖ < ε,

d'où

‖vn(t)− v(t)‖ < ε,

mais

|‖vn(t)‖ − ‖v(t)‖| < ε,
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et par suite

lim
n→∞

‖vn(t)‖ = ‖v(t)‖.

Puisque

‖vn(t)‖ < M1,

alors

lim
n→∞

‖vn(t)‖ < M1,

donc

‖v(t)‖ < M1,

par conséquent

‖u̇(t)‖ < M1,

ce qui implique

u̇(t) ∈ M1B. (2.13)

D'après les formules (2.12) et (2.13), on obtient

u̇(t) ∈ C(t, u(t)) ∩M1B,

alors, D(t) est non vide.

Montrons maintenant que D(t) est fermé. Soit (zn)n une suite d'éléments dans D(t) telle

que zn converge vers z, pour montrer que D(t) est fermé, il su�t de montrer que z ∈ D(t).

On a zn ∈ D(t) alors zn ∈ C(t, u(t)) ∩M1B, d'où zn ∈ C(t, u(t)) et zn ∈ M1B, comme zn
converge vers z et C(t, u(t)) fermé on trouve donc que z ∈ C(t, u(t)) et puisque zn ∈ M1B
alors

‖zn‖ < M1,

passons à la limite quand n tend vers +∞ on trouve

lim
n→∞

‖zn‖ < M1,

d'où

‖z‖ < M1,

ce qui montre que z ∈ D(t).

Pour montrer la convexité, on doit montrer que pour tous z, w ∈ D(t) et pour λ ∈ [0, 1],

on a

λz + (1− λ)w ∈ D(t),

i.e

λz + (1− λ)w ∈ C(t, u(t)),

et

‖λz + (1− λ)w‖ < M1.
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Soient z, w ∈ D(t) et λ ∈ [0, 1]. Grâce à la convexité de C(t, u(t)) on trouve que

λz + (1− λ)w ∈ C(t, u(t)). D'autre part,

‖λz + (1− λ)w‖ ≤ λ‖z‖+ (1− λ)‖w‖

< λM1 + (1− λ)M1

< M1,

d'où la convexité de D(t). De plus, pour tous t, s ∈ [0, T], on a

dH(D(t), D(s)) = dH(C(t, u(t)) ∩M1B, C(s, u(s)) ∩M1B)

≤ Γ(t, u(t), s, u(s))

≤ LC{|t− s|+ ‖u(t)− u(s)‖},

comme

‖u(t)− u(s)‖ = ‖u0 +

∫ t

0

v(τ)dτ − u0 +

∫ s

0

v(τ)dτ‖

= ‖
∫ t

s

v(τ)dτ‖,

et puisque

‖v(τ)‖ < M1,

on trouve alors

‖u(t)− u(s)‖ < M1

∫ t

s

dτ

< M1|t− s|,

donc

dH(D(t), D(s)) ≤ LC(1 + M1)|t− s|.

De (2.4), nous avons, pour tout t ∈ [0, T]

v̇n(t) + fn(t) ∈ −NC(ηn(t), un(ηn(t)))(vn(ηn(t))),

et comme

‖vn(ηn(t))‖ ≤ M1 − 1,

on en déduit que

v̇n(t) + fn(t) ∈ −ND(ηn(t))(vn(ηn(t))), (2.14)

posons, pour tout t ∈ [0, T]

γn(t) := −(v̇n(t) + fn(t)).
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D'après la dé�nition du cône normal, on a pour tout c ∈ D(ηn(t))

〈γn(t), c− vn(ηn(t))〉 ≤ 0,

alors

〈γn(t), c〉+ 〈−γn(t), vn(ηn(t))〉 ≤ 0,

comme

γn(t) ∈ ND(ηn(t))(vn(ηn(t))),

donc d'après la Proposition 1.4.23

〈γn(t), c〉 = σ(D(ηn(t); γn(t)), pour tout c ∈ D(ηn(t)),

par conséquent

σ(D(ηn(t)); γn(t)) + 〈−γn(t), vn(ηn(t))〉 ≤ 0.

Par une intégration sur l'intervalle [0, T], on obtient

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+

T∫
0

〈−γn(t), vn(ηn(t))〉dt ≤ 0. (2.15)

Commençons par le second terme de (2.15). Montrons tout d'abord que

T∫
0

〈ü(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(ηn(t))〉dt.

On a

T∫
0

〈ü(t), u̇(t)〉dt =
1

2

T∫
0

d

dt
u̇2(t)dt

=
1

2
(v2(T)− v2(0))

=
1

2
lim
n→∞

(v2
n(T)− v2

n(0))

=
1

2
lim
n→∞

T∫
0

d

dt
v2
n(t)dt

= lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(t)〉dt.
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D'autre part

lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(t)〉dt− lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(ηn(t))〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(t)− vn(ηn(t))〉dt

≤ lim
n→∞

T∫
0

|〈v̇n(t), vn(t)− vn(ηn(t))〉|dt

≤ lim
n→∞

T∫
0

‖v̇n(t)‖‖vn(t)− vn(ηn(t))‖dt

≤ lim
n→∞

T∫
0

M2.M2|t− ηn(t)|dt

≤ M2
2 lim
n→∞

T∫
0

|t− ηn(t)|dt→ 0,

donc

lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(ηn(t))〉dt,

par conséquent
T∫

0

〈ü(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(ηn(t))〉dt. (2.16)

Pour tout t ∈ [0, T], on a ‖fn(t)‖ ≤ M2, alors
‖fn(t)‖

M2

≤ 1 et par suite

fn(t)

M2

∈ BL∞(H)(0, 1) qui est faiblement∗ compact, d'après le Théorème 1.8.6 et donc on

peut extraire de fn(t) une sous suite qu'on la note toujours fn(t) qui converge faiblement∗

vers f(t) dans L∞([0, T]; H), tel que ‖f(t)‖ ≤ M2.

Maintenant on montre que fn converge faiblement vers f dans L1([0, T]; H).

Pour tout ξ ∈ L∞([0, T]; H), et comme L∞([0, T]; H) ⊂ L1([0, T]; H) alors, pour tout

ξ ∈ L1([0, T]; H), on a

lim
n→+∞

〈fn(t), ξ(t)〉 = 〈f(t), ξ(t)〉,

et par suite fn converge faiblement vers f dans L1([0, T]; H). D'autre part, on sait que,

la suite vn(ηn(t)) converge fortement vers u̇(.) dans L1([0, T]; H), donc

T∫
0

〈f(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈fn(t), vn(ηn(t))〉dt. (2.17)

De (2.16) et (2.17), on obtient

T∫
0

〈v̇(t), u̇(t)〉dt+
T∫

0

〈f(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t), vn(ηn(t))〉dt+ lim
n→∞

T∫
0

〈fn(t), vn(ηn(t))〉dt,
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alors
T∫

0

〈v̇(t) + f(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈v̇n(t) + fn(t), vn(ηn(t))〉dt,

et par suite
T∫

0

〈v̇(t) + f(t), u̇(t)〉dt = lim
n→∞

T∫
0

〈−γn(t), vn(ηn(t))〉dt,

pour le premier terme de (2.15), on trouve que γn(t) = −(v̇n(t) + fn(t)), ∀ t ∈ [0, T], v̇n(.)

converge faiblement∗ vers v̇(.) dans L∞([0, T]; H), et aussi fn(.) est converge faiblement∗

vers f(.) dans L∞([0, T]; H), il en résulte donc que γn(.) ⇀∗ v̇(.)−f(.) dans L∞([0, T]; H),

et comme φ(γ(t)) =
T∫
0

σ(D(t); −v̇(t) − f(t))dt, est faiblement semi continue inférieure,

alors d'après le Lemme 1.8.7, on trouve que

T∫
0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt ≤ lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(t); γn(t))dt, (2.18)

d'autre part

dH(D(t), D(ηn(t))) = dH(C(t, u(t)) ∩M1B, C(ηn(t), u(ηn(t)) ∩M1B)

≤ Γ(t, u(t), ηn(t), u(ηn(t)))

≤ LC{|t− ηn(t)|+ ‖u(t)− u(ηn(t))‖}

≤ LC(1 + M1)|t− ηn(t)|,

donc

D(t) ⊂ D(ηn)(t) + LC(1 + M1)|t− ηn(t)|B,

par conséquent

D(t) ⊂ D(ηn)(t) + LC(1 + M1)hnB,

alors, pour tout z ∈ D(t) et tout h ∈ D(ηn(t))

〈z, γn(t)〉 ≤ 〈h, γn(t)〉+ 〈LC(1 + M1)hn, γn(t)〉

≤ σ(D(ηn(t)); γn(t)) + 〈LC(1 + M1)hn, γn(t)〉,

donc

sup
z∈D(t)

〈z, γn(t)〉 ≤ σ(D(ηn(t)); γn(t)) + 〈LC(1 +M1)hn, γn(t)〉,

d'où

σ(D(t), γn(t)) ≤ σ(D(ηn(t)); γn(t)) + 〈LC(1 + M1)hn, γn(t)〉,
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et par suite

T∫
0

σ(D(t); γn(t))dt ≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)), γn(t))dt+

T∫
0

LC(1 + M1)hn‖γn(t)‖dt

≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ LC(1 + M1)hn

T∫
0

‖γn(t)‖dt

≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ LC(1 + M1)hn

T∫
0

‖ − v̇n(t)− fn(t)‖dt

≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ LC(1 + M1)hn

T∫
0

(‖v̇n(t)‖+ ‖fn(t)‖)dt

≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ LC(1 + M1)hn(M2 + M2)

T∫
0

dt

≤
T∫

0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ 2LC(1 + M1)hnM2T,

ce qui nous donne

lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(t); γn(t))dt ≤ lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ lim
n→∞

(2LC(1 + M1)hnTM2),

donc

lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(t); γn(t))dt ≤ lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt, (2.19)

de (2.18) et (2.19), on obtient

T∫
0

σ(D(t); γ(t))dt ≤ lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt,

de (2.15) on a

lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt+ lim inf
n→∞

T∫
0

〈−γn(t), vn(ηn(t))〉 ≤ 0,

et comme
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt ≤ lim inf
n→∞

T∫
0

σ(D(ηn(t)); γn(t))dt,
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donc
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt+ lim inf
n→∞

T∫
0

〈−γn(t), vn(ηn(t))〉 ≤ 0,

d'où
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt+ lim
n→∞

T∫
0

〈−γn(t), vn(ηn(t))〉 ≤ 0,

et par suite
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt+

T∫
0

〈v̇(t) + f(t), v(t)〉 ≤ 0. (2.20)

Maintenant on montre que∫ T

0

σ(D(t); −v̇ − f(t))dt+

∫ T

0

〈v̇(t) + f(t), u̇(t)〉dt ≥ 0, ∀ t ∈ [0, T].

Par dé�nition de la fonction support, et pour tout t ∈ [0, T] , on a

σ(D(t); −v̇(t)− f(t)) = sup
ξ∈D(t)

〈ξ, −v̇(t)− f(t)〉,

Puisque u̇(t) ∈ D(t), donc

〈u̇(t), −v̇(t)− f(t)〉 ≤ σ(D(t); −v̇(t)− f(t)),

d'où
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt−
T∫

0

〈u̇(t), −v̇(t)− f(t)〉dt ≥ 0,

donc
T∫

0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt+

T∫
0

〈v̇(t) + f(t), u̇(t)〉dt ≥ 0, (2.21)

de (2.20) et (2.21) on obtient

T∫
0

σ(D(t); −v̇(t)− f(t))dt =

∫ T

0

〈−v̇(t)− f(t), u̇(t)〉, pour tout t ∈ [0, T],

par conséquent

σ(D(t); −v̇(t)− f(t)) = 〈−v̇(t)− f(t), u̇(t)〉 p .p t ∈ [0, T]

d'où d'après la Proposition 1.4.23, on obtient

ü(t) + f(t) ∈ −ND(t)(u̇(t))

∈ −NC(t, u(t))(u̇(t)), pour tout t ∈ [0, T].
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d'un autre côté, fn(t) ∈ F (θn(t), un(θn(t)), vn(θn(t))) pour tout t ∈ [0, T], et comme fn
converge faiblement vers f dans L1([0, T]; H), alors d'après le lemme de Mazur il existe

une suite (ξn) qui est une combinaison convexe de {fj , j ≥ n} telle que (fj(t)) converge

vers f(t) presque pour tout t ∈ [0, T]. Donc

f(t) ∈
⋂
n

{ξn(t), ξn+1(t), ...} p.p

∈
⋂
n

co{fj(t), j ≥ n} p.p

∈
⋂
n

co{
⋃
j≥n

F (θj(t), uj(θj(t)), vj(θj(t))}.

On a d'après le Théorème 1.6.8⋂
n

co{
⋃
j≥n

F (θj(t), uj(θj(t)), vj(θj(t)))} = co lim sup
n−→∞

F (θn(t), un(θn(t)), vn(θn(t))).

Comme F est à valeurs compactes semi-continue supérieurement, on trouve grâce au

Théorème 1.6.9

co lim sup
n−→∞

F (θn(t), un(θn(t)), vn(θn(t))) = coF (t, u(t), u̇(t)) p. p,

et par suite

f(t) ∈ co{F (t, u(t), u̇(t))},

comme F à valeurs convexes, on déduit donc que

f(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)) p.p,

par conséquent

ü(t) + f(t) ∈ −NC((t), u(t))(u̇(t)) pour tout t ∈ [0,T],

alors

ü(t) ∈ −NC((t), u(t))(u̇(t))− f(t) pour tout t ∈ [0,T],

donc

ü(t) ∈ −NC((t), u(t))(u̇(t))− F(t, u(t), u̇(t)) pour tout t ∈ [0,T],

ce qui achève la démonstration.

Remarque 2.1.2. (i) il est évident que le résultat est toujours vrai si nous rem-

plaçons l'hypothèse (H1), par la continuité lipschitzienne de C, i.e, il existe une

constante LC > 0 telle que

‖dH(C(t, x); C(s, y)‖ ≤ LC(|t− s|+ ‖x− y‖), (2.22)

pour tous 0 ≤ t, s ≤ T et pour tous x, y ∈ H. Cependant, il est di�cile, pour un

ensemble non borné, de tenir ce genre l'hypothèse, puisque la distance de Hausdor�
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entre deux ensembles non bornés peut être égal à l'in�ni.

Par exemple : l'hyperplan rotatif ne satisfait jamais (2.22) mais il satisfait l'hypo-

thèse (H1) avec des paramètres convenables. Cette remarque a était étudiée égale-

ment dans [18] par Tolstonogov pour le processus de Ra�e du premier ordre avec

l'ensemble des contraintes dépend seulement du temps et il varie dans n'importe

quelle boule. Particulièrement, si F ≡ 0, 0 ∈ C(t, x) pour tout t ∈ [0, T], et x ∈ H,

on peut remplacer donc l'hypothèse (H1) par l'hypothèse suivante

dH(C(t, x) ∩M1B; C(s, y) ∩M1B) ≤ LC(|t− s|+ ‖x− y‖), (2.23)

où

M1 := ‖u0‖+ ‖v0‖T.

En e�et, d'après (2.6) et puisque 0 ∈ C(tni+1, v
n
i+1), on a

vni+1 = proj(C(tni+1, u
n
i+1), vni ),

et

0 ∈ C(tni+1, u
n
i+1),

donc

〈vni − vni+1, −vni+1〉 ≤ 0,

et par suite

〈vni , −vni+1〉+ 〈vni+1, v
n
i+1〉 ≤ 0,

d'où

〈vni+1, v
n
i+1〉 ≤ 〈vni , vni+1〉,

alors

‖vni+1‖2 ≤ |〈vni , vni+1〉|,

donc

‖vni+1‖2 ≤ ‖vni ‖‖vni+1‖,

par conséquent

‖vni+1‖ ≤ ‖vni ‖. (2.24)

Répétons ce procédé on trouve que

‖vni+1‖ ≤ ‖v0‖. (2.25)

Maintenant, on montre que ‖uni ‖ ≤ ‖u0‖+ ‖v0‖T, on a

uni+1 = uni + hnv
n
i ,
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alors

‖uni+1‖ ≤ ‖uni + hnv
n
i ‖

≤ ‖uni ‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−1‖+ hn‖vni−1‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−2‖+ hn‖vni−2‖+ hn‖vni−1‖+ hn‖vni ‖

≤ ‖uni−2‖+ hn(‖vni−2‖+ ‖vni−1‖+ ‖vni ‖),

d'après (2.25), et par récurrence, on obtient

‖uni+1‖ ≤ ‖u0‖+ (i+ 1)hn‖v0‖,

d'où

‖uni+1‖ ≤ ‖u0‖+ Thn‖v0‖,

alors

‖uni ‖ ≤ ‖u0‖+ Thn‖v0‖. (2.26)

(ii) L'hypothèse de compacité sur l'ensemble des contraintes C est également plus faible

que celle utilisée dans les travaux précédents [5, 8, 10, 11] car il su�t de prendre

la mesure de non-compacité de Kuratowski pour une boule �xe. De plus, la pertur-

bation F doit seulement satisfaire la condition de croissance linéaire.

Théorème 2.1.3. Supposons que les hypothèses (H1), (H3) sont satisfaites et que −C(t, .)

est monotone pour tout t ∈ [0, T]. Supposons de plus, que F est monotone par rapport à

la troisième variable sur gph(C), i.e, pour tout (ti, xi, yi) ∈ gph(C) et zi ∈ F(ti, xi, yi),

(i = 1, 2) on a

〈z1 − z2, y1 − y2〉 ≥ 0.

Alors, pour toute condition initiale, il existe au moins une solution dans le sens du Théo-

rème 2.1.1.

Preuve. Nous construisons les suites (uni )ni=0, (vni )ni=0, (fni )ni=0 et les suites des fonctions

(un(.))n, (vn(.))n, (fn(.))n, (θn(.))n et (ηn(.))n. D'après la preuve du Théorème 2.1.1, il

su�t de montrer que la suite (vn(.))n converge fortement dans C ([0, T]; H).

D'abord, on va démontrer en premier lieu, que un(.) converge. Pour tous entiers naturels

m ≥ n, soit

ϕm,n(t) :=
1

2
‖um(t)− un(t)‖2.
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ϕm,n(t) est di�érentiable pour tout t ∈ [0, T]. Il existe donc i, j tels que t ∈ [tmi , t
m
i+1[∩[tnj , t

n
j+1[,

maintenant, on montre que
d

dt
ϕm,n = 〈um(t)− un(t), vmi − vnj 〉.

d

dt
ϕm,n =

1

2
{(um(t)− un(t))′(um(t)− un(t) + (um(t)− un(t))(um(t)− un(t))′}

= (um(t)− un(t))′(um(t)− un(t))

= 〈um(t)− un(t), u̇m(t)− u̇n(t)〉

= 〈um(t)− un(t), vmi − vnj 〉.

On a

vmi ∈ C(tmi , u
m
i ) ∩M1B,

et

vnj ∈ C(tni , u
n
i ) ∩M1B,

d'où

vmi ∈ C(t, umi ) + hmLCB,

et

vnj ∈ C(t, unj ) + hnLCB.

En utilisant la monotonie de −C(t, .) on trouve que

〈vmi − vnj , umi − unj 〉 ≤ 4LChnM1.

Donc

d

dt
ϕm,n(t) = 〈um(t)− un(t), vmi − vnj 〉

≤ 〈um(t)− umi , vmi − vnj 〉+ 〈umi − unj , vmi − vnj 〉+ 〈unj − un(t), vmi − vnj 〉

≤ 2M2
1hm + 4M1LChn + 2M2

1hn

≤ 4M1(M1 + LC)hn.

En utilisant le fait que um(.) et un(.) sont lipschitzienne continue de rapport M1 et comme

umi , u
n
j sont bornées par M1, on trouve que pour tout t ∈ [0, T]

1

2
‖um(t)− un(t)‖2 ≤ 4M1T(M1 + LC)hn.

En e�et, on a
d

dt
ϕm,n(t) ≤ 4M1(M1 + LC)hn,

en intégrant sur [0, T] on obtient

T∫
0

d

dt
ϕm,n(t)dt ≤

T∫
0

4M1(M1 + LC)hndt,
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alors

ϕm,n(t) ≤ 4M1(M1 + LC)hn

T∫
0

dt,

d'où

ϕm,n(t) ≤ 4M1(M1 + LC)hnT, (2.27)

donc

‖um(t)− un(t)‖2 ≤ 8M1T(M1 + LC)hn → 0,

lorsque n, m→ +∞, ce qui montre que (u(.)n)n est une suite de Cauchy dans C ([0, T]; H)

qui est de Banach, et par suite elle converge vers une fonction lipschitzienne u(.).

D'autre part

‖un(t)− u(t)‖ ≤ 2
√

2M1T(M1 + LC)hn.

En e�et, de (2.27), on obtient

lim
m→∞

1

2
‖um(t)− un(t)‖2 ≤ 4M1T(M1 + LC)hn,

alors

‖u(t)− un(t)‖2 ≤ 8M1T(M1 + LC)hn,

et par conséquent

‖u(t)− un(t)‖ ≤ 2
√

2M1T(M1 + LC)hn.

En suite nous montrons la convergence uniforme de (vn(.))n.

De (2.11), (2.27) et la continuité lipschitzienne de C, un(.) et vm(.), on obtient l'estimation

suivante

dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)) = ‖vm(t)− un(ηn(t))‖

≤ ‖vm(t)− vm(ηm(t)) + vm(ηm(t))− un(ηn(t))‖

≤ ‖vm(t)− vm(ηm(t))‖+ ‖vm(ηm(t))− un(ηn(t))‖

≤ ‖vm(t)− vm(ηm(t))‖+ dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(ηm(t)))

≤ e(C(ηm(t), um(ηm(t)) ∩M1B; C(ηn(t), un(ηn(t)))) + ‖vm(t)− vm(ηm(t))‖

≤ Γ(ηm(t), um(ηm(t)), ηn(t), un(ηn(t))) + ‖vm(t)− vm(ηm(t))‖

≤ LC{|ηm(t)− ηn(t)|+ ‖um(ηm(t))− un(ηn(t))‖}+ ‖vm(t)− vm(ηm(t))‖

≤ LC{hm + hn}+ LC‖um(ηm(t))− un(ηn(t))‖+ M2hm

≤ (2LC + M2)hn + LC{‖un(ηn(t))− un(ηm(t))‖+ ‖un(ηm(t))− um(ηm(t))‖}

≤ (2LC + M2)hn + LCM1{hn + hm}+ 2
√

2M1T(M1 + LC)hn

≤ (2LC + M2)hn + 2LCM1hn + 2
√

2M1T(M1 + LC)hn.
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Ce qui montre que dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)) → 0 lorsque m, n → +∞. D'après (2.14) et

comme

‖v̇n(t) + fn(t)‖ ≤ 2M2,

alors la Proposition 1.4.26 implique que pour presque tout t ∈ [0, T] on trouve que

−v̇n(t)− fn(t) ∈ 2M2∂dC(ηn(t),un(ηn(t))(vn(ηn(t))), (2.28)

donc
1

2M2

(−v̇n(t)− fn(t)) ∈ ∂dC(ηn(t), un(ηn(t))(vn(ηn(t))).

En utilisant la dé�nition du sous di�érentiel de la fonction distance on obtient

1

2M2

〈−v̇n(t)− fn(t), vm(t)− vn(ηn(t))〉 ≤ dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

d'où

〈−v̇n(t)− fn(t), vm(t)− vn(ηn(t))〉 ≤ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

et par suite

〈v̇n(t) + fn(t), vn(ηn(t))− vm(t)〉 ≤ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

par conséquent

〈v̇n(t) + fn(t), vn(ηn(t))− vn(t) + vn(t)− vm(t)〉 ≤ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

alors

〈v̇n(t)+fn(t), vn(ηn(t))−vn(t)〉+〈v̇n(t)+fn(t), vn(t)−vm(t)〉 ≤ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

donc

〈v̇n(t), vn(t)− vm(t)〉 ≤ −〈v̇n(t), vn(ηn(t))− vn(t)〉 − 〈fn(t), vn(ηn(t))− vn(t)〉

− 〈fn(t), vn(t)− vm(t)〉+ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t))

≤ ‖v̇n(t)‖‖vn(ηn(t)− vn(t)‖+ ‖fn(t)‖‖vn(ηn(t)− vn(t)‖

− 〈fn(t), vn(t)− vm(t)〉+ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t))

≤ 2M2
2hn − 〈fn(t), vn(t)− vm(t)〉+ 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t))

≤ −〈fn(t), vn(t)− vm(t)〉+ βn,m(t),

où

βn,m = 2M2
2hn + 2M2dC(ηn(t), un(ηn(t))(vm(t)),

et

‖βn,m‖∞ → 0 lorsque m, n→ +∞.

De la même manière, on obtient

〈v̇m(t), vm(t)− vn(t)〉 ≤ −〈fm(t), vm(t)− vn(t)〉+ βm,n(t).
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Par conséquent, pour presque tout t ∈ [0, T], on a

〈v̇m(t)− v̇n(t), vm(t)− vn(t)〉 ≤ βm,n(t) + βn,m(t)− 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vn(t)〉

≤ βm,n(t) + βn,m(t)

− 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vm(θm(t)) + vm(θm(t))

− vn(θn(t)) + vn(θn(t))− vn(t)〉

≤ βm,n(t) + βn,m(t)− 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vm(θm(t))〉

− 〈fm(t)− fn(t), vm(θm(t))− vn(θn(t))〉

− 〈fm(t)− fn(t), vn(θn(t))− vn(t)〉

≤ −〈fm(t)− fn(t), vm(θm(t))− vn(θn(t))〉+ αm,n(t),

où

αm,n(t) := βm,n(t)+βn,m(t)−〈fm(t)−fn(t), vm(t)−vm(θm(t))〉−〈fm(t)−fn(t), vn(θn(t))−vn(t)〉.

Donc

〈v̇m(t)− v̇n(t), vm(t)− vn(t)〉 ≤ αm,n(t), (2.29)

comme

fm(t) ∈ F(θm(t), um(θm(t), vm(θm(t)),

et

fn(t) ∈ F(θn(t), un(θn(t), vn(θn(t)),

et puisque F est monotone par rapport à la troisième variable, on trouve que

〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vm(θm(t))〉+ 〈fm(t)− fn(t), vn(θn(t))− vn(t)〉

≤ 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vm(θm(t)) + vn(θn(t))− vn(t)〉

≤ −〈fm(t)− fn(t), vm(θm(t))− vn(θn(t))〉+ 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vn(t)〉

≤ 〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vn(t)〉,

et donc

‖〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vm(θm(t))〉+ 〈fm(t)− fn(t), vn(θn(t))− vn(t)〉‖

≤ ‖〈fm(t)− fn(t), vm(t)− vn(t)〉‖

≤ ‖fm(t)− fn(t)‖.‖vm(t)− vn(t)‖

≤ (‖fm(t)‖+ ‖fn(t)‖)‖vm(t)− vn(t)‖

≤ 2M2
2(hn + hm),

ce qui montre que

‖αn,m‖∞ → 0, lorsque m, n→ +∞,
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de (2.29), on obtient
d

dt
‖vm(t)− vn(t)‖2 ≤ 2αm,n(t),

alors
d

dt
‖vm(t)− vn(t)‖2 ≤ 2‖αm,n‖∞,

par intégration sur [0, t] on obtient

‖vm(t)− vn(t)‖2 + ‖vm(0)− vn(0)‖2 ≤ 2T‖αm,n‖∞ → 0, lorsque m, n→ +∞,

et comme vm(0) = vn(0) = v0, on obtient

‖vm(t)− vn(t)‖2 ≤ 2T‖αm,n‖ → 0,

lorsque m et n → +∞, il en résulte donc que (vn(.))n est une suite de Cauchy dans

C ([0, T]; H) qui est complet, et par suite la convergence forte de (vn(.))n.

Ce qui achève la démonstration.

2.2 Unicité de solution

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat d'unicité

Théorème 2.2.1. (unicité) Sous les mêmes hypothèses du Théorème 2.1.1 et si on

suppose de plus que F satisfait la condition suivante, pour tous t ∈ [0, T]; x1, x2 ∈ H;

y1 ∈ C(t), y2 ∈ C(t) et z1 ∈ F(t, x1, y1), z2 ∈ F(t, x2, y2), on a

〈z1 − z2, y1 − y2〉 ≥ −k(t){‖x1 − x2‖2 + ‖y1 − y2‖2}, (2.30)

où k(.) ∈ L1([0, T]; R). Alors, le problème (S) admet une solution unique.

Preuve. Supposons qu'il existe deux solutions u1(.), u2(.) pour le problème (S) telles

que u1(0) = u2(0) = u0 et u̇1(0) = u̇2(0) = v0, alors il existe fi(t) ∈ F(t, ui(t), u̇i(t)),

(i = 1, 2) tel que

üi(t) + fi(t) ∈ −NC(t)(u̇i(t)), p. p t ∈ [0, T] (2.31)

i.e

−ü1(t)− f1(t) ∈ NC(t)(u̇1(t)),

et

−ü2(t)− f2(t) ∈ NC(t)(u̇2(t)).

En utilisant la monotonie du cône normal et la condition (2.30), on obtient pour tout

t ∈ [0, T]

〈−ü1(t) + ü2(t)− f1(t) + f2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≥ 0,
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alors

〈−ü1(t) + ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉+ 〈f2(t)− f1(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≥ 0,

donc

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉+ 〈f1(t)− f2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≤ 0,

d'où

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 − k(t){‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2} ≤ 0,

par suite

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≤ k(t){‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2},

par conséquent

1

2

d

dt
{‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2 + ‖u1(t)− u2(t)‖2} = 〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉

+ 〈u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t)〉

≤ k(t){‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2)}

+ ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖.‖u1(t)− u2(t)‖

≤ k(t){‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2}

+
1

2
{‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2}

≤ (k(t) +
1

2
){‖u1(t)− u2(t)‖2

+ ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2},

alors
d

dt
{‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2 + ‖u1(t)−u2(t)‖2} ≤ 2(k(t) +

1

2
){‖u1(t)−u2(t)‖2 + ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2},

donc

‖ d
dt
{‖u̇1(t)−u̇2(t)‖2+‖u1(t)−u2(t)‖2}‖ ≤ 2‖(k(t)+

1

2
)‖.‖{‖u1(t)−u2(t)‖2+‖u̇1(t)−u̇2(t)‖2}‖,

d'après le Corollaire 1.5.5, on obtient

‖{‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2 +‖u1(t)−u2(t)‖2}‖ ≤ {‖u̇1(0)− u̇2(0)‖2 +‖u1(0)−u2(0)‖2}e2‖k(t)+ 1
2

)‖t,

alors

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2 + ‖u1(t)− u2(t)‖2 ≤ 0,

donc

‖u1(t)− u2(t)‖2 ≤ −u̇1(t)− u̇2(t)‖2 ≤ 0,

et par conséquent, d'après la dé�nition de la norme, on trouve que

u1(t) = u2(t),

d'où l'unicité.



Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté un résultat d'existence et un résultat d'unicité pour le

processus de Ra�e du second ordre dans un espace de Hilbert ont été étudiés avec soin.

Il est remarquable que l'ensemble des contraintes soit éventuellement non borné et toutes

les hypothèses principales (la continuité lipschitzienne et la compacité de l'ensemble des

contraintes, la limite de croissance linéaire de perturbation) sont plus faibles que ceux

utilisés dans les travaux antérieurs, ce qui permet plus d'applications dans la pratique.
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