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Chapitre 0

Introduction générale

L’étude de problemes mathématiques et physiques conduit généralement
a la résolution des équations et inclusions différentielles. L’étude revient sou-
vent a déterminer les solutions quand elles existent ou a donner une étude
analytique permettant d’en dégager leurs propriétés.

Les résultats exposés dans cette these présentent une contribution a I’étude,
d’une part, de I’existence de solutions pour des équations et inclusions différentielles
du second ordre, principalement celles gouvernées par des opérateurs maxi-
maux monotones, avec des conditions aux limites en deux points, et d’une
autre part leurs applications a des problemes de controle optimal.

Hatman [20] a donné pour la premiere fois une étude sur des équations
ordinaires du second ordre avec des conditions aux limites en deux points
dans un espace de dimension finie. Cette étude a été généralisée par Gupta
[19], Marano ([27, 28]), Gomaa [17], ils ont donné des résultats d’existence
pour des équations et inclusions différentielles avec des conditions aux limites
en deux et trois points. Azzam, Castaing et Thibault [7] ont généralisé ces
résultats aux espaces de Banach séparables.

Ces dernieres années, ont été publiés de nombreux résultats concernant les
problemes d’évolution perturbés du second ordre avec des conditions aux li-
mites, gouvernées par des opérateurs maximaux monotones (voir par exemple
[7], [8]). L’analyse de problemes d’évolution perturbés par une fonction Lip-
schitzienne est surtout motivée par leurs applications a des problemes de

4
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controle. Nous nous sommes intéressés dans notre travail a des problemes de
controle optimal, ou les controles sont identifiés par des mesures de Young
(désintégrées) correspondantes, nous montrons que la borne inférieure du
critere dans le probléeme original est égale au minimum dans le probleme
relaxé.

Jawhar [22] a démontré le théoreme de relaxation pour les problemes de
controle gouvernés par le processus de la rafle convexe. Ensuite, d’autres
résultats ont été obtenus pour le processus de la rafle non convexe par Cas-
taing, Salvadori et Thibault [13]. Dans [12], Castaing, Jofré et Salvadori, ont
étudié les problemes de controle gouvernés par le processus de la rafle non
convexe, et ceux gouvernés par un opérateur m-accrétif.

Cette these est constituée de quatres chapitres, dans le premier on rappele
quelques résultats de base et les outils qui seront utilisés dans toute la suite,
tels que la notion de multi-applications, leur mesurabilité, des théoremes de
compacité dans les espaces fonctionnels ainsi que la notion des mesures de
Young.

Dans le chapitre 2, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour
une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur maxi-
mal monotone avec des conditions aux limites en deux points de la forme

P ){ —ii(t) € At)u(t) + f(t,u(t),u(t)) pp. te0,1]
Af w(0) =0, w(l)+a(1) =0,

dans un espace de dimension finie E, ou A(t) : E3FE (t € [0,1]) est un
opérateur maximal monotone et f : [0,1] x E x E — E une application
Lebesgue-mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur E x E
et une condition de croissance linéaire. En utilisant la théorie des mesures
de Young, nous abordons un probleme de controle optimal de type Bolza. Sa
description est la suivante :

Soient Z un espace métrique compact I' : [0, 1] — k(Z) une multi-application
Lebesgue-mesurable et

S(t) = {0 € ML(2)/ o(T(t)) = 1}, ¥t € [0,1],

ott M’ (Z) 'ensemble des mesures de probabilité de Radon sur Z. L’ensemble
des sélections Lebesgue-mesurables de I'(.) (resp. X(.)) est noté par Sr (resp.
Sy). Soit I : [0,1] x E x E'x Z — IR un intégrande de Carathéodory. Nous
étudions le lien entre le probleme dit original

1

(Po) : inf [ 1t uc(t).ic(t), (1))t
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ou u¢ est la solution unique de I'inclusion

@>>{-ﬁdﬂeA@><w+fuua> ac(t), (1)) p. t€[0,1]
¢ uc(0) = 0; uc(l) +uc(1) =0,

et le probleme relaxé

(Pr): inf 01[ [ 1m0 i 0), 2w (=)

ou u, est la solution de l'inclusion

(DM{—wuweA@mxw+Awﬂam@>m<>>< 2 pp. te o,
u,(0) = 0; u,(1) +u,(1) =0

Le probleme original (Pp) n’admet pas nécessairement de solution optimal
par contre inf(Pp) est fini et le probleme admet des suites minimisantes.
Historiquement, en calcul des variations, puis en controle optimal, pour trai-
ter de telles situations, les auteurs dans [29], [18], [25] et [24] ont pensé a
introduire un second probleme de controle dit relaxé, et ayant les propriétés
suivantes.

- Le probleme relaxé a au moins une solution optimale.

- inf(Pp) = min(PgR).

- Les solutions optimales du probleme (Pgr) sont les points d’adhérence
des suites minimisantes du probleme (FPp).

Le chapitre 3 contient I’étude de I'existence de solutions du probleme

i(t) € F(u(t),u(t)), p.p. tea,b],
(Pr) { u(a) = u(b) = vo,

avec F': £ x E=FE une multi-application & valeurs presque convexes.

Des résultats d’existence de solutions avec des conditions aux limites en trois
points quand F' est une multi-application a valeurs convexes compactes ont
été donnés en dimension finie dans [23], [28]. Apres, les auteurs dans [7],
ont démontré des résultats d’existence pour le méme probleme mais dans le
contexte des espaces de Banach séparables. Le but de notre étude est d’établir
un résultat d’existence pour (Pr) dans un espace de dimension fini mais avec
F' a valeurs presque convexes, i.e., on remplace la convexité par une condition
plus faible. La méthode utilisée dans notre étude est inspirée de 1’étude des
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inclusions différentielles du premier ordre, donnée par Cellina et Ornelas [15].
Donc notre résultat élargit cette étude au second ordre.

Dans le chapitre 4, on démontre I’equivalence entre le probleme bien posé
et l'affinité de I'application g par rapport a la variable controle pour un
probleme de la forme

<pf,g){ it) = £(tu(0),6(0) £ oft,20) pp te[0.T]

Les premiers traveaux sur le probleme bien posé ont été introduit par Ha-
damard et Tykhonov. Apres les autheurs dans [35], [36], ont développé la
notion et la définition du probleme bien posé avec perturbation, et ils 'ont
relié au controle optimal. Dans [37], Zolezzi a étudie I’equivalence entre ’af-
finité sur les variations des controles et le probleme bien posé de Hadamard
et Tykhonov, il a démontré que pour les systemes différentiels ordinaires
laffinité des trajectoires désirées est une condition nécessaire et suffisante
pour avoir un probléme bien posé. Muselli [29] a généralisé cette étude, il
a donné un probleme de controle optimal quadratique dans un espace de
Hilbert, pour une équation différentielle avec perturbation du premier ordre,
et il a trouvé une équivalence entre le probleme bien posé et l'affinité de la
perturbation par rapport au controle. Notre travail élargit cette étude aux
équations différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en
deux points.

Le Chapitre 2 a été I'objet d'un article en collaboration avec D. Azzam-
Laouir paru dans le journal applicable Analysis [2].

Le Chapitre 3 a été 'objet d'un article a paraitre dans EJQTDE [1].



Chapitre 1

Concepts de base et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notations de base, quelques résultats
fondamentaux sur les multi-applications, des théoremes de compacité et de
convergence, utilisé dans cette these. Une grande partie de ce chapitre est
consacrée au principe de mesurabilité, en particulier les mesures de Young.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E’ son dual topologique, (., .) leur produit
de dualité, et ||.|| la norme de E. On note par

. 0(E, E") la topologie faible sur F et E, I'espace de Banach E muni de
la topologie faible.

. Bg ou Bg (0,1) la boule unité fermée de E.

. Si A est un sous ensemble de E alors

. A est la fermeture de A.

. co(A) Ienveloppe convexe de A et ¢o(A) la fermeture de l'enveloppe
convexe de A.

. X4 la fonction caractéristique d'une partie A d’un ensemble donné,
définie par

1sixeA
XA(m)_{O si x ¢ A

8
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. 0 (., A) la fonction indicatrice de A, définie par

0 sizeAd
6(x,A)_{ +oo si oz ¢ A

. La fonction polaire de 6 (., A) , appelée aussi fonction d’appui de A, est
la fonction 0* (., A), définie sur E’ par

6 (2!, A) = sup (2, z) .

TEA

. La masse de Dirac est définie par

506:{ 0 siz#0

+o00 si x=0.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.1 Soit X un ensemble non vide, > une famille de sous en-
sembles de X. Alors X est dite une tribu sur X si

1) Dex,

2)Ae¥X=X\AeX,

3) A, e = J 4, e
nelN
Le couple (X,X) est appelé espace mesurable, et les éléments de 2 sont

appelés ensembles mesurables.

Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit
que X est une algebre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B (X) est
la plus petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2 Soient (X X1), (X23s) deux espaces mesurables et g une
fonction définie sur X; d valeurs dans Xo, on dit que g est (X1, Xo)-mesurable
si pour tout A € ¥y, g7 (A) € %s.

Si Xy est un espace topologique, une fonction (X1, B(X))-mesurable est dite
fonction Borélienne.

Définition 1.3 Soit (X, ) un espace mesurable et M un espace métrique.
Alors une fonction g : X — M est dite fortement mesurable ou Bochner
mesurable si g est (X, B(M))-mesurable et g(X) est séparable.
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Définition 1.4 Soit (X, %) un espace mesurable et M un espace métrique.
On dit que la fonction f : X — M est ¥.-étagée (resp. dénombrablement
Y-étagée) si f est (X, B(M))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.1 Sous les notations de la définition 1.4, nous avons les caractérisations
suivantes

- [ est Bochner mesurable,

- 1l existe une suite de fonctions ¥-étagées définies sur X a valeurs dans M,
convergeant simplement vers f,

- il existe une suite de fonctions dénombrablement Y-étagées définies sur X

a valeurs dans M, convergeant uniformément sur X vers f.

On donne dans ce qui suit quelques notions sur les mesures.

Béﬁnition 1.5 Soit (X, ) un espace mesurable, alors Uapplication v : ¥ —
IR est une mesure sur X si

1) v(0) =0.
2)v(|J An) = D v(A,), pour toute suite dénombrable d’éléments de
nelN nelN

deux a deux disjoints.

Le triplé (X,%,v) est appelé espace mesuré.
Siv(A) > 0, pour tout A € 3, on dit que v est une mesure positive et on
note v > 0, ou l'espace (X, 3, v) est positive.

Siv(A) < oo, pour tout A € X, on dit que v est une mesure finie ou que
Uespace (X, %, v) est fini.

Si X est un espace topologique, la mesure v : B(X) — IR est appelée
mesure Borélienne.

On dit que v est une mesure de probabilité si v(X) = 1.

Définition 1.6 Soit X un espace topologique séparé et v une mesure Borélienne.
Alors v est dite réquliere si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un
ouvert O et un fermé F de X, tels que F C ACO etv(O\F) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliére est appelée mesure de Radon.

Définition 1.7 Soit (X, X, v) un espace mesuré avec v > 0. Soit Z un sous
ensemble de X, on dit que Z est v-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas
de confusion), s’il existe A € ¥ tel que Z C A et v(A) = 0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie v-presque partout (v.p.p.), si
I’ensemble ot elle n’est pas vérifiée est v-négligeable .
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La tribu v-complétée de ¥ notée ¥, est la tribu engendrée par X et les
ensembles v-négligeables, c’est a dire,

Y, ={AUZ: Ae€X et Z ensemble v-négligeable}.

La tribu X est dite complete si X = X, c’est a dire, si tout ensemble v-
négligeable appartient a 3.

Définition 1.8 Soit (X, X, v) un espace mesuré avec v finie. Notons ¥* =
¥, et soit v* : ¥* — IR définie par v*(AU Z) = v(Z) pour tout A € ¥ et
tout Z v-négligeable. Alors (X,X*,v*) est un espace mesuré avec v* finie et
compléte et on a v* = v sur X. (X, X% v*) est appelé l'extension de Lebesgue
de l’espace mesuré (X, X, v).

Théoreme 1.1 Soient X un espace topologique compact, ¥ une algébre sur
X et v: Y — IR une fonction additive, réquliére et bornée. Soit  la plus
petite tribu sur X contenant 3. Alors il existe une mesure unique v : ¥ — IR
réguliére, bornée et qui prolonge v d .

Théoréme 1.2 Soit (T,%,v) un espace mesuré complet avec v finie, X un
espace métrique complet séparable et G € ¥ ® B(X). Alors la projection de
G sur T est mesurable, i.e.,

projr (G)={teT:3z € X,(t,x) € G} € &,.

Définition 1.9 Soit (T,%) un espace mesuré et v une mesure positive sur
Y. On appelle atome de v tout ensemble A € ¥ vérifiant v(A) # 0 et pour
tout sous ensemble B C A, v(B) =0 ou v(B) = v(A).

Théoréme 1.3 (Théoréme de Lyapunov) [21]. Soit (T,%) un espace mesu-
rable et v une mesure sur X a valeurs dans IR"™. On suppose v sans atomes.
Alors {v(A) : A € X} est conveze.

1.3 Mesure de Borel et mesure de Lebesgue

sur IR

Soient tg,t; deux nombres réels tels que tg < t1, J = [to, t1] et 3 la famille
des sous ensembles de J de la forme {to} = [to, to], |t', "], pour tp < ' <" <
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t1, et les unions finies de ces intervalles. Il est claire que ¥ est une algebre
sur J.
Définissons v : ¥ — IR par

v({te}) =0, v(Jt',t") =t —t" et v (U Aj> =Y v(4))

=1

avec k € IN et A; des intervalles disjoints de la forme considérée. La mesure v
est une mesure additive, réguliere et bornée. Par le Théoreme 1.1, elle admet
une unique extension a > qui est la plus petite tribu sur J contenant X, et
qui n’est autre que la tribu Borélienne B (J). Cette extension notée v est
appelée la mesure de Borel sur J.

Soit (J, X*, v*) I'extension de Lebesgue de (J, 5, 17). Alors les éléments de
>* sont appelés ensembles Lebesgue -mesurables de J et v* est la mesure de
Lebesgue sur J.

Dans la suite de ce travail, pour tout ensemble compact I de IR, on note
par

. L(I) la tribu de Lebesgue sur I,

. it ou dt la mesure de Lebesgue,

LY (1) (1 < p < o) I'espace des applications Lebesgue Bochner-intégrables
définies sur I a valeurs dans ’espace de Banach F, c’est a dire, les applica-
tions f Lebesgue Bochner-mesurables et telles que ||f||, = (/I||f||pdu)% est

finie.

1.4 Quelques notions sur les mesures de Young

Pour plus de détails sur les mesures de Young on peut se référer a [31],
[32] et [33].

Définition 1.10 Soient (X %1), (X23s) deux espaces mesurables, 0 : X, —
Xo une application mesurable et v1 une mesure positive sur Xi. Alors l'image
de vy par 0 est la mesure vy = vy 0071 (0 1 est considérée comme appli-
cation de Yo dans 1), c¢’est a dire

vy (B) =11 (07" (B)),VB € .
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Si o 1 Xy — IR est une fonction mesurable telle que ¢ est positive ou

vo-intégrable alors
/ pdry = / o Bdu;.
X X

Définition 1.11 Soit Q C IR"™ (ouvert ou compact), (2,3, n) un espace me-
suré positive et u : Q — S = IR? une application mesurable. Alors la mesure
de Young associée a u est l'image v de n par Uapplication 0 : @ — Q x S

définie par
0 (z) = (z,u(x)),

c’est & dire, v =nof~L. Sie): QxS — IR est une fonction mesurable telle
que v est positive ou v-intégrable alors

[, v = [0@@)dn() = [ v u(@)dn(z).

La mesure de Young v est I'unique mesure sur ) x S portée par le graphe de

u et telle que
v(AxS)=n(A),VAe .

On note par (v,),., une désintégration de v, i.e., une famille de mesures de
probabilité sur S telle que pour tout ¢ : {2 x .S — IR mesurable qui est soit
positive soit v-mesurable, on ait

pdv = [ [ [ ola.s)v.(ds)ln(da).

Notons que si u : 2 — S est une application mesurable et v la mesure
de Young associée a u alors v, = 0y(z), avec dy(,) la masse de Dirac au point
Définition 1.12 On dit que ¢ : Q x S — IR est un intégrande de Ca-
rathéodory si

- est ¥ ® B(S)-mesurable,

- pour tout x € Q) fixé, ¥ (x,.) est continue, bornée et x — ||¢ (z,.)|| est
n-mesurable.

L’espace des intégrandes de Carathéodory définis sur QxS est noté G. (Q,n; S).

QxS

Définition 1.13 Une suite ("), . de mesures de Young converge étroitement
vers v, si pour tout intégrande de Carathéodory i on ait

/ bdvt —s [ .
QxS QxS
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Définition 1.14 Notons par Y (2,n;S) l’ensemble des mesures de Young,
i.e., l'ensemble des mesures positives sur € X S qui ont leurs projections
sur Q égales a n. Supposons que Y (€2, n;S) soit muni de la topologie la plus

faible rendant les applications v »—>/ Wwdv continues, ou, v parcourt l’es-
QxS

pace G.(2,m; S). Cette topologie est appelée topologie de la convergence étroite
ot topologie Narrow et notée o(Y(Q,1;5),G.(,n;5)).

Proposition 1.1 Soit (u,) une suite d’applications définies sur Q et a va-
leurs dans S. Alors la convergence en mesure de (uy) vers u est équivalente
a la convergence étroite des mesures de Young (V™) associées auz u, vers la
mesure de Young v™° associée @ U, c’est a dire,

Up — Uso, N PP > / Ydv" — Ydr™.
QxS QxS

pour tout ¥ € G. (2,n;5).

1.5  Multi-applications et sélections

Définition 1.15 Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-application
F définie sur X a valeurs dans Y, est une fonction qui a chaque élément
r € X associe un sous ensemble F (x) de Y, on note F : X3Y ou F :
X — P(Y), (P(Y) est l’ensemble des parties de'Y' ). Le domaine, le graphe
et l'image de la multi-application F : X=3Y sont donnés par

D (F) = Dom (F) = {z € X : F (z) # 0},
gph (F) ={(z,y) e X xY :2 € D(F),y € F(x)},

Im(F)= |J F(x).

xeD(F)

Définition 1.16 Soit F : X=Y une multi-application. On appelle sélection
de F' toute application f: X — Y wvérifiant

f(x) e F(zx),Vo e X.
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1.6 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications se référer
a [14].

Définition 1.17 Soient (J,X) un espace mesurable, X un espace topologique
et T : X33Y. On dit que T est (3, B(X))-mesurable si pour tout ouvert V
de X,

I 'V)y={teJ:TH)NV #0} eX.

Proposition 1.2 Soient Z un espace métrique, Y un espace métrique séparable,
et soit f T XY — Z une application de Carathéodory. Alors l'application
fest(X@B(Y),B(Z))-mesurable.

Lemme 1.2 Soient (J,X) un espace mesurable, X un espace métrique com-
plet séparable et T' : J=X une multi-application a valeurs non vides fermées.
Considérons les propriétés suivantes

1) T=Y(B) € X, pour tout Borélien B de X;

2) T71(C) € I, pour tout fermé de X;

3) T=Y(B) € X, pour tout ouvert V de X;

4) il existe une suite (0,) de sélections mesurables de T" telle que

vt e ST (t) = {00 ()} eni

5) pour tout x € X, la fonction distance t — d(z,I'(t)) est mesurable ;
6) le graphe de I' appartient ¢ ¥ ® B (X).
Alors 1) = 2) = 3) = 5) = 6).
Si I est a valeurs non vides complétes alors 3) < 5) < 4).
Si X est un espace de Banach séparable et I' est a valeurs convexes compactes,
alors la mesurabilité de I' est équivalente a la mesurabilité de la fonction
d’appui t — §*(2/,T'(t)), pour tout ' € X'.

Lemme 1.3 Soit (J,%,v) un espace mesuré avec v > 0, o-finie et ¥ v-
compléte. Soient X un espace métrique complet et T' 1 J=3X une multi-
application a valeurs non vides fermées, alors

1) 2)&3)e4)<5)<6).



16 Doria AFFANE, Theése de Doctorat

Définition 1.18 Soient (J, X, v) un espace mesuré fini, X un espace métrique
séparable et T' : J=X une multi-application o valeurs non vides fermées.
Alors l’ensemble de toutes les sélections v-mesurables de T' est défini par

Sr={o:J— X, o v-mesurable et o(t) € T'(t) p.p. t € J}.

Théoreme 1.4 (Théoréme d’existence de sélections mesurables).

Soient (J, %) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
et F': J3X une multi-application X-mesurable a valeurs fermées. Alors I
admet au moins une sélection mesurable.

Soit Z un espace métrique compact, on note par C(Z) = Cgr(Z) les-
pace de Banach des fonctions f : Z — IR, muni de la topologie de la
convergence uniforme, et C (Z)" le dual de C (Z) muni de la topologie faible,
o (LS‘EZ), (J) Lz (J)) la topologie stable. Et M (Z) I’ensemble des me-
sures de probabilité sur Z, MY (Z) est une partie convexe compacte de
Cc(z2).

Lemme 1.4 Soient (J,F,v) un espace de probabilité complet, Z un espace
métrique compact, T : J=Z une multi-application scalairement v-mesurable,
a valeurs non vides convexes compactes. On pose

S(t)={ceML(2):0(T(t) =1} Vte

Alors la multi-application X : J3ML (Z) a valeurs non vides convezes com-
pactes est scalairement v-mesurable, de plus Sy, [’ensemble de sélections sca-
lairement v-mesurables de ¥ est convexe et o (LZ‘(’Z), (J) ,Lé(z) (J)) compact.

Théoréeme 1.5 Soient (J, F,v) un espace de probabilité complet, Z un es-
pace métrique compact, I' : J=Z une multi-application scalairement v-mesurable,
a valeurs non vides convexes compactes.
Soit

St)={oe M (2):0((t)=1},Vte

Si v est sans atomes, alors [’ensemble Sr des sélections v-mesurables de I" est
dense dans ’ensemble Sy, des sélections v-mesurables de X pour la topologie

stable o (L ,/(J), Lé oz ().
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1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Définition 1.19 Soient X,Y deux espaces topologiques, F' : X=3Y une
multi-application. Alors F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au
point xy € X, si pour tout ouvert V de Y tel que F (xq) C V, il existe un
ouvert U de X tel que xg € U et F (x) CV, Vo € U. On dit que F est s.c.s
sur X si elle est s.c.s en tout point x € X.
Nous avons la propriétés suivantes.

Le graphe d’une multi-application s.c.s a valeurs fermées est fermé. Donc
si F'est s.c.s a valeurs fermées,

limsupF(x) C F(2'),

r—ax!

tel que
limsupF(z) = |J limsupF(z;) = {u/3v; — 2, Ju; — @ avec u; € F(x;)}.

!
T—x i ! 11— 00

Proposition 1.3 Soit (J, X, v) un espace mesuré avec v > 0, o-finie et ¥ v-

compléte. Soient X un espace métrique complet et F : J=X une multi-

application a valeurs non vide fermées. Si F' est semi-continue supérieurement,
alors F' est mesurable.

Enongons le Théoreme de fermeture (voir [14]) pour les multi-applications
s.c.s. sulvant.

Théoreme 1.6 Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topo-
logique et ® une multi-application définie sur [0, T] x X a valeurs non vides
convexe compactes dans E et telle que pour tout t € [0,T] fizé, ®(t,.) est
s.c.s. Soient (x,,), x des applications définies sur [0,T] a valeurs dans X et
(yn), y des applications intégrables définies sur [0,T] a valeurs dans E.
Supposons que

a) ,}E{}oxn(t) = x(t) p.p. sur (0,7,

b) (y.) converge vers y o(LL L),

c) yn(t) € ®(t, z,(1)), p.p. sur[0,T).
Alors y(t) € ®(t,x(t)), p.p. sur [0,T].

Proposition 1.4 (/6]) Soient Y un espace localement conveze et F: X=Y

une multi-application semi-continue supérieurement sur X a valeurs com-
pactes. Alors la multi-applicationco(F) : X=3Y est semi-continue supérieurement
sur X.
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Définition 1.20 Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’une fonction
f :]a,b] — E est absolument continue si Ye > 0,30 > 0 tel que pour toute
partition dénombrable de [a,b] par des intervalles disjoints |ay, by vérifiant

Z(bk — ak) <4

k

nous avons

guf(bk) — fla)] <e

Une fonction f : [a,b] — E est absolument continue si et seulement si elle
est ['intégrale de sa dérivée, c’est a dire

FO) - fla)= [ F @) an

On voit bien qu'une fonction absolument continue est continue par contre la
réciproque est fausse.

Définition 1.21 Soit f une application de l’espace de Banach E a valeurs
dans IR. On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point a € E
si et seulement si

lim inf f (x) > f(a).

1.8 Quelques résultats de convergence

Théoréme 1.7 (Théoréme de convergence de Lebesque [26]).

Soient (J, %, ) un espace mesuré fini, E un espace de Banach et (f,,) la suite
de fonctions Bochner-integrable définies sur J a valeurs dans E, converge -
p.p vers une fonction f:J — E et si de plus les f, supposées p-intégrables
vérifient p-p.p. et pour tout n

[fa ()] < 9(1),

ot g est une fonction p-intégrable a valeurs réelles positives indépendante de
n, alors f est Bochner-intégrable et nous avons

p(f) = lim p(fn).

n—o0
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Lemme 1.5 (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite magjorée (resp. minorée)
dans Ly, (p) telle que la suite (u(f,)) est minorée (resp. majorée) dans IR.
Alors la limite supérieure (resp. inférieure) de la suite (f,) est u-intégrable
et l'on a

p(limsup f,,) > limsup p(fy)
n—oo

n—oo

respectivement

M(liggiolgf fa) < h%gioglfﬂ(fn)'
Théoréme 1.8 Soit ¢ une fonction a valeurs réelles, définie sur Vyx (E\ A),
ou V est un voisinage d’un point s € IR, E = IR¥ et A C E un sous ensemble
p-négligeable. Si pour chaque t € Vi, la fonction x +— @(t, x) est u-intégrable
sur B et si de plus, sur Vs x (E\ A), la fonction ¢ admet une dérivée partielle
par rapport a t vérifiant ['inégalité

9

S (t2)| < g()

ou g est p-intégrable et indépendante de t, alors la fonction

ts [olta)du(a)

est dériwable au point s et ['on a

jt/go(s,a:)du(:v) = /%f(s,x)du(m).

Théoréme 1.9 (Théoréme d’Ascoli-Arzela [3]). Soient J un espace métrique
compact, (Y, d) un espace métrique complet et H un sous ensemble de C(J,Y),
l’espace des applications continues définies sur J a valeurs dans 'Y, muni de
la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si
et seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact, avec

H(x) ={f(x): feH}.

Théoréme 1.10 (Corollaire du Théoréme d’Ascoli-Arzéla [3]). Soient J un
sous espace métrique compact de IR, E un espace de dimension finie et (f,)
une suite de fonctions absolument continues définies sur J a valeurs dans E,
satisfaisant les conditions suivantes

i)Vt € J,(fu(t)) est un sous ensemble relativement compact dans E,
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i) il existe une fonction a valeurs réelles positives h € Ly (J) telle que

1/ < h(t) p.p. sur J.

Alors il existe une sous suite de (f,) qui converge vers une fonction absolu-
ment continue f :J — E au sens suivant

a) (fn) converge uniformément vers f,

b) (fn> converge faiblement vers f dans L, (J) | i.e., (fn) converge (o(Ly, LY)

vers f.

Théoreme de Scorza-Dragoni

Définition 1.22 Soient (J,X) un espace mesurable, X,Y deuz espaces to-
pologiques et f: J x X — Y. On dit que f est une fonction de Carathéodory
st f(.,x) est X-mesurable pour tout x € X, fixé et f(t,.) est continue pour
tout t € J, firé.

Théoréme 1.11 ( Théoréme de Scorza-Dragoni) ([10]). Soient J un espace
métrique compact, (J,X,v) un espace mesuré positif de Radon. Soient X
un espace métrique séparable complet, E un espace de dimension finie et
h:J x X — E une fonction de Carathéodory. Alors pour tout réel ¢ > 0,
il existe un compact J. C J tel que v (J\ J.) < € et la restriction de h a
J. x X est continue.

Théoreme du prolongement de Dugundji

Théoreme 1.12 [16]. Soient X un espace métrique, A un sous ensemble
fermé de X et Y un espace vectoriel localement conveze. Soit f : A —'Y une
application continue. Alors il existe une application continue f : X — Y

qui prolonge f a X, c’est a dire f (z) = f (z),Yx € A. De plus

J(X) Ceo(f(A)).

1.9 Quelques Résultats de compacité

Théoréme 1.13 (Théoréme de Banach-Dieudonné). Soit E un espace de
Banach séparable, B la boule unité fermée de E'. Alors sur By la topologie
de la convergence faible coincide avec la topologie de convergence compacte.

(Bp/,o(E', E)) est métrisable.
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Théoréme 1.14 (Théoréme d’Eberlein-Smulian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes

1) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.

1) S est faiblement (relativement) compact.

Théoréme 1.15 (Théoréme de Banach-Mazur). Soit (x,,) une suite d’éléments
de E convergeant faiblement vers x. Alors il existe une suite (z,) (ot z, est
une combinaison conveze des éléments x,,Tni1,...) convergeant fortement
vers x.

Théoréme 1.16 (Théoréme de Carathéodory ). Soit A C IR™. Pour tout
x € coA il existe xy1, ...t € A tels quemm <n-+1 et

T=MT1+ ..o. + AT

ouNi>0,1=1,met A +...+A,=1

Corollaire 1.1 L’enveloppe convere d’un sous ensemble compact d’un es-
pace de dimension finie est compact.

Démonstration.

Notons que dans un espace de dimension finie un ensemble est compact
si et seulement si il est fermé et borné. Soit A C IR™ un ensemble compact,
d’apres le Théoreme de Carathéodory co(A) est borné, il suffit de montrer
que co(A) est fermé.

Soit (zx)keny une suite d’éléments de co(A) tel que kginoo x) = xo. D’apres le

Théoreme de Carathéodory nous avons pour tout k£ € IN

n+1
T = Z )\i,kxi,k; (111)
=1
ol
Tk € A, )\1,k: + ...+ >\n+1,k =1, )‘l}k > 0. (1.1.2)

La suite (x;x)k, est bornée dans A qui est compact et la suite (A\;x)g est
bornée dans IR qui est de dimension finie, alors par extraction de sous suites
on peut supposer que (z; ), converge vers z;o € A et (\; ;) converge vers
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Aio. Comme A est compact, nous aurons z;o € A, passons a la limite dans
la relation (1.1.1) nous aurons

n+1

To = Z )\i,Oxz’,Oa
i=1

avec
Tig €A, Mo+ ..+ Ap10=1, Aip >0.

On conlut que xy € co(A). Par conséquant co(A) est fermé. m

1.10 Lemme de Gronwall

Lemme 1.6 Soient f,g,h des fonctions définies sur [0,T] a valeurs dans
[0, +00] telles que

FO <90+ [ @R

alors .

£(t) §g(t)—i—/0tg(7)h(7)exp (/ h(s)ds) ir.

1.11  Quelques Théoremes du point fixe

Théoréme 1.17 (voir [26]) Soient E un espace de Banach, S un sous en-
semble convexe fermé de E et f : S — S une application continue telle que
Uimage f(S) est relativement compact. Alors f admet un point fize dans S.

Théoréme 1.18 (Théoréme du point fizve de Kakutani-Ky Fan).

Soient X un espace topologique séparé localement convere, S un sous en-
semble non vide convexe compact de X et F' : S=S une multi-application
s.c.s a valeurs non vides convexes fermées. Alors F' admet un point fize dans
S, c’est a dire, il existe x € S tel que x € F(x).

Le corollaire suivant du Théoreme de Kakutani-Ky Fan nous donne la forme
faible de ce dernier.

Théoréme 1.19 [20] Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble
non vide convexe faiblement compact de E et F' : S=S une multi-application
faiblement-faiblement s.c.s et a valeurs non vides convezes faiblement fermées.
Alors F' admet un point fixe dans S.
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Dans toute la suite de se travail on note par

. Cg([a,b]), (0 <a<b< +00) l'espace de Banach de toutes les applica-
tions continues u : [a,b] — E, nuni de la norme sup.

. Li([a,b]) 'espace de toutes les applications continues u : [a,b] — E,
Lebesgue-Bochner intégrables.

. W2'([a,b]) Despace de toutes les applications v € Cg([a,b]) ayant
une dérivée premiere absolument continue et une dérivée second faible dans

Li([a, b]).



Chapitre 2

Etude de 'existence de solution
optimale pour une inclusion
différentielle gouvernée par un
opérateur maximal monotone

2.1 Introduction

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiere, nous présentons
un théoreme d’existence pour une équation différentielle ordinaire du second
ordre de la forme

w(t) = f(t,u(t),u(t)), pp. tel0,1],
() { w(0) = 0; (1) +Z(pl) =0,

dans un espace de Banach séparable E.
Hartman [20] a fait une étude originale des problemes a deux conditions
aux limites, pour une équation différentielle ordinaire. Dans [7], [19], [28], les
auteurs ont généralisé cette étude pour les problemes avec des conditions aux
limites en trois points, pour le méme type d’équations.

Dans la section 2, nous étudions l'existence et 1'unicité de solution dans
W2([0,1]) pour Pinclusion différentielle

(pAJ){ i) € A@)i(0) + /¢, u(t). i

t)) pp. t€l01]
w(0) =0, u(l)+a(l

) =

24
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avec E un espace de dimension finie, A(t) : E3E (t € [0,1]) un opérateur
maximal monotone et f : [0,1] x £ x E — E une application Lebesgue-
mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur E X E, en se
basant sur le théoreme d’existence pour 1'équation différentielle (Pf), et en
utilisant les approximations de Yosida.

Dans la section 3, et comme application du résultat obtenu dans la deuxieme
section, nous présentons un probleme de type Bolza et une propriété de re-
laxation en controle optimal pour I'inclusion (P4 f), olt les controles sont des
mesures de Young.
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2.2 Résultats d’existence dans W' ([0, 1]) pour
une équation différentielle du second ordre.

On commence par un Lemme préliminaire ou on démontre quelques pro-
priétés d'une fonction de Green nous permettant de résoudre nos problemes
avec des conditions aux limites en deux points. Cette fonction a été utilisée
par plusieurs auteurs nous citons ([5, 7, 20]).

On considere C([0,1]) muni de la norme

Julley, = max{ 3 mas [u(®) | masx (0}

Lemme 2.1 Soit E un espace de Banach séparable, soit G : [0,1] x [0, 1] —
IR la fonction définie par

t—2 st 0<s<Ht,
G(t’s)_{s—Z si t<s<l1.

Alors on a les résultats suivants.
(1) Siue W5'([0,1]) avec 4(0) = 0 et u(1) + (1) = 0, alors
1
mwz/amgmwm vt e [0,1]. (2.1.1)
0

(2) G(.,s) est dérivable sur [0, 1] pour tout s € [0,1], c’est a dire que G(., s)
est dérivable a droite sur [0,1] et dérivable a gauche sur ]0,1] a part sur la
diagonale. Sa dérivée est donnée par

aG(tys):{ 1 si 0<s<t

ot 0 st t<s<l.

(3) G(.,.) et %C:(, .) vérifient

G
sup |G(t,s)| <2, sup |—(t,5)] <1 (2.1.2)
t,5€[0,1] t,5€(0,1),t£s Ot

(4) Pour f € Ly([0,1]) et us : [0,1] — E definie par

W@:AQm@ﬂ@m vt e [0,1).
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De plus, Uapplication uy est dérivable, et sa dérivée iy vérifie

Lt ) = ()
h—0 h

:uf(t)_/ol aaf( $)f(s)ds. (2.1.3)

pour tout t € [0,1]. Alors us(0) =0 et @p(1) +ur(l) = 0. Par conséquent, iy
est une application continue sur [0,1] a valeurs dans E.
(5) L’application uy est scalairement dérivable, i.e, pour tout ' € E', la
fonction scalaire (x',u¢(.)) est dérivable, avec jt(x/,uf(t)) = (2, 1y (t)), de
plus

iy = f p.p. surl0,1]. (2.1.4)

Démonstration.
1) Nous avons

/OIG(t,s)ii(s)ds - /(t—2 ds+/ (s — 2)ii
- u—munwu@—m<m—/u@@

t

= (t=2)(a(t) —u(0) + [—a(1) — (£ = 2)a(t)] — u(1) + u(t)

= u(t) = [a(1) + u(1)] = u(t),
d’on 1
u(t) = /0 G(t, s)ii(s)ds.

2) Pour tout s € [0, 1], fixé et pour tout A > 0 assez petit avec t < t + h,
nous avons

G(t+ h,s) — G(t,s) {1 sio 0<s<t

h 0 si t<s<l1.
d’ou
. G(t+h,s)—-G(t,s) 0G ] 1 si 0<s<t
A h _E(t’s)_ 0 si t<s<l.

3) D’apres la définition de G et de sa dérivée, nous avons |G(t,s)] < 2 et
|8G(t,s)
ot

| < 1. On conclut que

sup |G(t,s)] <2
t,s€[0,1]
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et

sup
t,s€[0,1] ,t7é5| ot

4) Soit f € LL([0,1]) et soit I'application u; : [0,1] — E definie par

up(t) = /01 G(t,s)f(s)ds, ¥Vt € [0,1].

Comme
sup |G(t,s)| <2,
t,s€[0,1]

le théoreme de la convergence dominé nous assure la continuité de uy sur
[0, 1].

On veut démontrer maintenant que uy est dérivable.

En effet,

a) la fonction G(t,.)f(.) est Lebesgue-intégrable pour tout ¢t € [0, 1],

b) d’aprés 2), la fonction G(t,.) est dérivable pour tout t € [0, 1], fixé, et
donc la fonction G(¢,.)f(.) l'est aussi.

oG
¢) 5, (& s)F(s)ll < [l (s)ll, pour tout (¢, 5) € [0,1] x [0,1].
Les propriétés a), b) et ¢) nous permettant de conclure, par le Théoréme 1.8,
que uy est dérivable et que sa dérivée est donnée par

ig(t) = /01 %C;(t, 5) f(s)ds.

On voit bien que u;(0) = 0. D’autre part

Ur(1) +up(l) = /01 aaf(l, s)f(s)ds + /OlG(l,s)f(s)ds

= Alf(s)ds—/(]lf(s)ds:().

5) Par la relation (2.1.3) et la definition de o nous avons

ot

ig(t) = [ f(s)ds,
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pour tout t € [0, 1], d’ou, pour tout ' € E,

@) = o)

o, ., [t
= gt [ rs)as)

= (', £(£))

pour presque tout t € [0, 1].
Soit (e],) une suite d’éléments de E' qui sépare les points de E. Alors nous
avons (el i¢(t)) = (e}, f(t)) pour tout n € IN et pour presque tout t € [0, 1].

n

On conclut que iy = f p.p. m

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 3.1 elle nous sera
utile dans la démonstration de nos théoremes.

Proposition 2.1 Soit E un espace de Banach séparable, et soit f : [0,1] —
E une application continue (resp. dans L}([0,1])). Alors Uapplication

1
us(t) :/ G(t, s)f(s)ds, Vt € [0,1]
0
est la solution unique dans C%([0,1]) (resp. W5 ([0,1])) du probléme

i) = £(1), vtelo1],
<P>{ W(0) = 0 (1) + (1) = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

us(t) :/01 G(t, ) f(s)ds /Ot(t—2)f(s)ds+/tl(s—2)f(s)ds

dot t
i (t) = [ f(s)ds
donc
if(t) = f(t) pp

Uf(()) = 0; Uf(l) + ’[Lf(l) =0.
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Par conséquent uy est solution du probleme (P).
Unicité de la solution.
Soient us, vy deux solutions de (P). Alors

ﬂf(lf) = i}f(t), vVt € [O, 1].

D’aprés 1) du Lemme 2.1,
uslt) = vy (t), ¥t € [0,1],
et donc uy = vy, d’ott 'unicité de la solution. m

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal e cette
section.

Théoréme 2.1 Soient E un espace de dimension finie et f : [0, 1] x EXE —
E une application vérifiant les propriétés suivantes
i) pour tout (x,y) € EXE fixé, f(.,z,y) est Lebesgue-mesurable sur [0, 1] ;

1) pour tout t € [0,1] fixé, f(t,.,.) est continue sur E X E;

141) il existe une fonction non négative m € Li([0,1]) tel que
1t )] < mle), ¥ (t,,) € [0,1] x E x E.
Alors I’équation différentielle

u(t) = f(t,u(t),u(t)), pp. te0,1],
(BJ{ u(0) = 0; MU+55%=&
admet une solution uw € W' ([0,1]).

Démonstration.
Etape 1.
Supposons que f est continue sur [0, 1] x E x E. Soit

S={heCy(0.1]): [[hlley, < lImlley}-

Il est clair que S est un sous ensemble convexe fermé de C}([0, 1]).
Pour tout h € S, I'équation différentielle

i(t) = f(t,h(1),A(1)), pp te[01],
(&M{ w(0) = 0; u(1)+a(l) =0,
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admet, d’apres la Proposition 2.1, une solution unique u;, € C%([0,1]) définie
par

up(t) = /01 G(t,s)f(s, h(s), h(s))ds, Vt € [0,1].

Considerons I'application P : h + w;, définie sur S & valeurs dans CF([0,1])
par P(h) = uy. Nous avons

lun ) = 1[Gt 5)7 s, hls). (s))ds]
[ 160 )17, n(s). hs)) s

< 2/ s)ds = 2|m|g:

IN

alors ]
§||uh(t)|| < [Imllvy, - (2.1.5)

De la méme facon nous avons
lan®ll = WW%MW@M$MW%H
< L1 S5, hls), h(s)) s
[ m(s)ds = mll

IA

alors
[an @) < Im]ley - (2.1.6)

Les relations (2.1.5) et (2.1.6) nous donnent |[us||cy o) < [ImllLy, cest a
dire, u, € S. Par conséquent, P est une application de S dans lui méme.
La continuité de P.

Soit (h,) une suite d’éléments de S convergeant vers h dans S. Par le Lemme
2.1 et la Proposition 2.1, nous avons

Jun, () = wn@)]] = 1[Gt 517 ) b)) ds = [ Gt 5) 75, (), )|

= 1 G ) ha(s)) — (s Rs), )]
< 2 [ 155, a(s), Fon()) = (5, (), o) s,
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donc

(6 = w0 < [ 155 (s), () = £, (), ) s,

d’autre part, nous avons

Jin, (6) — i) = [ S, 8) 7 has) ()i — [ 2, 5) s, h(s), ()]

0

= B s hals) ) — 78 (), () s

[ 15 als)sha(s)) = £(s, h(s), As)) s

IN

Ces deux inégalités, nous donnent

Jun, — wnlloy, < [ 1G5, Puls). hals)) — (s, ) ) lds.
Alors

1P (hn) = P(h)llcy, = [un, — unllcy,

< s hal) () = £G5B () .

Comme [ est continue, la suite (|| f(., on(.), hn())—=f (., B(.), 2())|])s converge
vers 0 quand n — 4o00. Et donc

|1 P(hy) — P(h)||ci — 0 quand n — +oo.
D’ou la continuité de P.

La compacité relative de P(S) dans CL([0,1]).
Nous avons, pour tout h € S,

[an (@) < m(t), vt € [0,1]

et par les relations (2.1.5) et (2.1.6), il est clair que pour tout t € [0, 1], les
ensembles

{un(t), h € S} et {un(t), h € S}
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sont relativement compacts dans F.
D’autre part, pour tous ¢, 7 € [0, 1]

Jun®) = un(@)| = 1| [ Gt ) (5, ), hs))ds — [ Glr,s) (s, (s), h(s))ds]

< [ 1G(t.) = Gl )15, hls) bl
< /0 G(t, s) — G(r, )|m(s)ds,
et
Jint) —in(O = 1 [ S 57, hs),Bs))ds — [0 (. 5)F (s h(s), )|
< [1%% 5 fv )7 (s, h(s). ) s
< 1 aG G

s)|m(s)ds.

1% 1,5) = O . )lms)

Comme m € Lk([0,1]) et G est uniformément continue, nous obtenons ’equi-
continuité des ensembles

{up: he Stet{u,: heS}.

Le théoreme d’Arzela-Ascoli nous donne leur compacité relative dans Cg([0, 1]).
D’ou
P(S)={up: he S}

est relativement compact dans C}([0, 1]) muni de la norme ||. || C - Le théoreme
E

du point fixe (Théoréme 1.18), nous permet de conclure que P admet un point
fixe qui est en fait la solution, du probleme considéré.

Etape 2.

Supposons maintenant que f vérifie les hypotheses du Théoreme 2.1.

Soit € > 0, d’apres le théoreme de Scorza-Dragoni, il existe un ensemble com-
pact J. C [0, 1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 1]\ J.) est inférieure a
¢ et la restriction g. de f a J. x E x E est continue.

D’ou, I'existence d’une suite croissante d’ensembles compacts (J,,) dans [0, 1]
telle que la mesure de Lebesgue de ([0, 1]\ J,,) tend vers 0 quand n — oo, et
la restriction g, de f a J, X E x E est continue.

Soit f, le prolongement continue de Dugundji de g, & 0,1] x E x E.
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Notons que f, satisfait les hypothéses vérifiées par f dans I'étape 1. On ap-
plique les arguments de la démonstration de I’étape 1 a chaque f,, on obtient
pour tout n € IN une solution u,, € C%([0,1]) du probléme

{ Gin(t) = fult,un(t),an(t)), Vtel0,1],
U (0) = 0; (1) + (1) = 0.

Nous avons pour tout n € IN,
[ (£)]] < m(t),Vt € [0,1].

Donc, on peut extraire de la suite (ii,(.)) une sous suite convergeant faiblement*
dans L% ([0, 1]) vers une fonction w(.).
D’autre part, nous avons

up(t) = /01 G(t, s)tn(s)ds, ¥t e [0,1],

et

(1) = /0 1 %f(t s)itn(s)ds, Yt e [0,1],

alors pour tous ¢,7 € [0, 1]
1
ln(t) = un (M < [ 1G(t.5) = Gl )lm(s)ds,

et
[[dn (t) = Un(7)]] </ | = (975 (T s)|m(s)ds.

Comme m € Li([0,1]) et G est uniformément continue, les suites (u,(.)) et
(1,(.)) sont equicontinues.

De plus, par les relations (2.1.5) et (2.1.6), et pour tout t € [0, 1] les suites
(un(t)) et (u,(t)) sont relativement compactes. D’apres le théoreme d’Ar-
zela-Ascoli, (u,) et (1,) sont relativement compactes dans Cg([0,1]). Par
extraction de sous suites notées aussi (u,) et (i,) respectivement, on peut
conclure que la suite (u,) converge uniformément vers une fonction u ayant
une dérivée 4 absolument continue avec i = w et satisfaisant @(0) = 0 et
u(1) +4(1) = 0. On doit montrer que

a(t) = f(t ult), a(t)), ppt € 0,1].
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Par construction, il existe pour tout n € IN un ensemble N,, de mesure de
Lebesgue négligeable, tel que

iin(t) = F(t, un(t), tn(t)), ¥t € Jy \ N,

Soit No = ([0,1] \ |J Z)UJ(J N.) qui est Lebesgue négligeable.
Sit ¢ Ny, alors il existe un entier p = p(t) tel que

tin(t) = f(t,un(t), i, (t)), pour tout n > p,

cette relation nous donne

lim sup (z/,4,(t)) = lim sup (2, f(t,u,(t),w,(¢)))

n—+00 n—+00
< (o', f(t, u(t), u(t))),

pour tout ' € E’ et pour tout n > p. Comme (ii,) converge faiblement*
vers i dans L ([0,1]), on aura pour tout ensemble A C [0,1] et pour tout
¥ ekr,

/ (@ a())dt = lim [ (2, iin(6))dt,

A

n—oo A
en utilisant le lemme de Fatou, on obtient

/A Wa)dt = lim [ (@ in(t))dt

n—oo J A

< lim sup (x', i, (t))dt

A n—oo

J 4 F ) i),

IN

d’ou
@, [ttt < @, [ Ftu(), i),
A
pour tout ' € E’, et par conséquent

i(t) = f(t,u(t),u(t)) pptel01].

Ce qui acheve la démonstration. m
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2.3 Un résultat d’existence pour une inclu-
sion différentielle du second ordre gou-
vernée par un opérateur maximal mono-
tone.

Dans cette section, nous étudions 'existence et 1'unicité dans W' ([0, 1]),
pour une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur
maximal monotone avec des conditions aux limites en deux points dans un
espace de dimension finie, de la forme

(Pa ){ —alt) € At)alt) + f(t u(t), ut)) pp. te[0,1]
! w(0) =0, wu(l)+u(l)=0,

ot A(t) : E33E (t € [0,1]) est un opérateur maximal monotone, F un espace
de dimension finie et f : [0,1] x E x E — FE une application Lebesgue-
mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur F x E.

Rappelons qu’un opérateur A(t) : E3FE (t € [0, 1]) est monotone, si pour
tous t € [0,1], A > 0, et pour tous z; € D(A(t)), z2 € D(A(?)), y1 € A(t)zy
et yo € A(t)z2 nous avons

|21 — o < [[(21 — 22) + Ay1 — w2) |-

Si A(t) est monotone et R(Ig + ANA(t)) = E, on dit que A(t) est maximal
monotone, ou
D(A(t)) ={x € E: A(t)x # 0}
est le domaine de A(t) et R(Ig + ANA(t)) est le rang de (Ig + AA(?)).
Dans ce qui suit, on donne des résultats sur les opérateurs maximaux
monotones, qui nous seront utiles dans la démonstration de nos théoremes.
On peut se référer a [9] et [34] pour des résultats détaillés.

Définition 2.1 Soit A(t) : ESE (t € [0,1]) un opérateur et X > 0. Alors
a) Vopérateur Jy(t) : D(J\(t)) C E=3E défini par
Ta(t) = (Ip + AA()) ™
ot D(Jx(t)) = R(Ig + AA(t)), est appelé la résolvante de A(t),
b) lopérateur Ax(t) : D(A\(t)) C ESE défini par
1
AV = (s — A1)
ot D(Ax(t)) = R(Ig + MA(t)), est appelé Uapproximation de Yosida de A(t).
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Lemme 2.2 Un opérateur A(t) : D(A(t)) C ESE (t € [0,1]) est mazimal
monotone si et seulement si pour tout A > 0, la résolvante Jy\(t) de A(t)
est univoque et non-expansive, c’est a dire, Jy(t) est univoque et vérifie la
relation

| Ia(t)z — Iyl < [lz =y, Yo,y € R(Ig + MA(2)).

Proposition 2.2 Soit A(t) : D(A) C E3E (t € [0,1]) un opérateur mazi-
mal monotone, et X > 0. Alors

2
1) A\(t) est univoque, mazimal monotone et Lipschitzienne de rapport X

sur R(Ig + NA(t)),
2) Ax(t)x € AJy(t)x, Yo € R(Ig + NA(t)) ;

3) iHJAA(t)l’—ﬂ’ = [[Ax(t)z|| < |A(t)z]o, Yz € R(Ig+AA(1))ND(A(Y)),
[A(t)z]o = inf{|ly[l; y € At)z},
et
LA = (Ig + MA(t) ™

est la résolvante de A(t).

Théoreme 2.2 Soit X un espace de Banach qui a son dual topologique uni-
formément convexe. Alors le graphe de tout opérateur maximal monotone
A: D(A) C X3X est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre premier résultat
d’existence pour le probleme (P4 f) en supposant que la perturbation f est
bornée par une fonction intégrable non-negative.

Proposition 2.3 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E3E (t €
[0,1]) un opérateur mazimal monotone. Considérons la fonction f : [0,1] x
E x E — E vérifiant les propriétés suivantes
i) pour tout (z,y) € E x E, f(.,x,y) est Lebesgue-mesurable sur [0,1];
1) il existe deux fonctions non-negatives ki(.), ka(.) Lebesgue-mesurables
sur [0, 1] telles que

| f(t, 21, m1) — f(t 22, 92) || < ka(t) |21 — 2| + k(L) |lyr — w2

pour tous (t,x1,y1), (t,xe,y2) € [0,1] X E' x E.
Supposons aussi que les hypotheses suivantes sont vérifiés
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(Hy) pour tout y € E et tout A > 0 la fonction t — J\A(t)y est Lebesque-
mesurable et il existe une fonction g € L%([0,1]) telle que t — J\A(t)g(t)
appartient a L%([0,1]);

(Hy) il existe une fonction m € L%([0,1]) telle que

[A@ylo + 1f &z, y)l <m(t),  V(Ez,y) €[0,1] x Ex E.
Alors Uinclusion différentielle (Pa.s) admet une solution unique u € W' ([0, 1]).

Pour la démonstration de notre Théoréme on a besoin du

Lemme 2.3 Soit E un espace de Hilbert séparable, A(t) : E=3E (t € [0,1])
un opérateur maximal monotone satifaisant la condition
(H) pour tout y € E et tout A > 0 la fonction t — Jy\A(t)y est Lebesgue-
mesurable et il existe une fonction g € L3%([0,1]) telle que t — J\A(t)g(t)
appartient a L%([0,1]).
Soient (uy,), (v,) deuz suites dans L%([0,1]) vérifiant

1) (u,) converge fortement vers u € L%([0,1]) et (v,) converge vers v €
L%([0,1]) par rapport a la topologie faible o(L%([0,1]), L% ([0, 1]));

1) v, (t) € A(t)un(t) pour tout n € IN et presque pour tout t € [0, 1].
Alors v(t) € A(t)u(t), p.p. t € [0, 1].

Démonstration.
Soit Iz lidentité de L%([0, 1]) et soit

A L ([0, 1))=L5([0, 1])
I'opérateur défini par
v e Au < v(t) € A(t)u(t), p.p. t €[0,1].
Comme A(t) est monotone, A l'est aussi.
En effet, soient uy,us € D(A), v1 € Auy, vy € Aug, t € [0,1] et A > 0. Nous
avons uy, uz € D(A) donc uy(t), us(t) € D(A(t)), pour tout ¢ € [0, 1] et
1
s el = ([ () = ) )
1
< ([ lt) — ualt) + A1) — (o) Pt

= ||<U1 — Ug) + )\(Ul — UQ)HLQ.
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Montrons maintenant que A est maximal monotone, c’est a dire, que pour
tout A > 0,
R(Igz + M) = L3(0,1]).

Soit A > 0 et soit g € L%([0,1]).
Par I'hypothese (H), il existe g € L%([0,1]) telle que la fonction

h:ites (Ip+ MA(t)'g(t)

appartient a L%([0,1]).
Considérons la fonction

h:tes (Ip+ AA(t) tg(t),

nous avons . .
Rl < [[h = hllg2 + [|h]Le
< g —3llw2 + ||2]le,

du fait que (Ip + AA(t))™" est non-expansive.
Comme g, 7 et h sont des fonctions de L%([0, 1]), on déduit que h est Lebesgue
mesurable et appartient & L%([0,1]). D’autre part, nous avons

h(t) = (Ig + ANA(t))g(t), pp & g(t) € h(t) + NA(t)h(t), p.p.
& g€ h+ \Ah
& he (I2 + M) g,
Cest & dire, Vg € L2([0,1]), 3h € L%([0,1]) telle que
he (If+XA)""g,

d’o
R(Iyz + AA) = Li([0,1]).

Donc, A est un opérateur maximal monotone sur I'espace de Hilbert L% ([0, 1]).
Par conséquant, d’apres le Théoreme 2.2, le graphe de A est fortement faible-
ment séquentiellement fermé. Comme la suite (u,) converge fortement vers
u dans L%([0,1]) et la suite (v,) converge faiblement vers v, on conclut que
ve A, e, v(t) € A(t)u(t), presque partout.
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Démonstration du Théoreme.
Soit (\,,) une suite décroissante dans |0, 1] telle que A, — 0 quand n — co.
Pour tout n € IN, considérons I'application

In(t,z,y) = A\, Oy + f(t,z,y), Y(t,z,y) €[0,1] x E x E.

D’apres la propriété 3) de la Proposition 2.2 et I'hypothese (Hz), nous avons
pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E.

lgn(t, 2, 9)| < AN, @yl + LF (2, )l
< [A@)ylo + £z, y)ll < mf(t).

Notons que I’hypotheése (Hp) et la propriété 1) dans la proposition 2.2 im-
pliquent que l'application (¢,y) +— A,, (t)y est de Carathéodory, c’est a dire,
Lebesgue mesurable sur [0, 1] et continue sur E. En appliquant le théoreme
2.1 nous obtenons pour tout n € IN, 'existence dans W' ([0, 1]) d’une solu-
tion u,, pour I’équation différentielle

— i (1 ) = gn(t, un(t), in(t)) p.p. t €10,1],
“’%){ in(0) = 0; un(1) + (1) = 0,

un(t) = | LGt $)gnt, un(s), in(s))ds: ¥t € [0,1]
et

Un(t) = /01 %f(t $)gn(t, un(8), Uy(8))ds; Wt € [0, 1].

En appliquant les arguments de la démonstration du Théoreme 2.1, on conclut
que (uy,(.)) et (i,(.)) sont relativement compactes. Par extraction d’une sous
suite on peut supposer que (u,(.)) converge vers u dans (Cp([0,1]), [|./lct)
avec 1(0) = 0, u(1)+u(1) = 0 et que (i,(.)) converge o(L%([0, 1]), L%([0,1]))
vers u.

D’autre part, par les hypotheses sur f nous avons (f (., u,(.), @n(.))), converge
vers la fonction f(.,u(.),u(.)) presque partout et aussi

1f (8, un(2), @ () || < m(t) V2 € [0, 1],

par le théoréeme de convergence de Lebesgue (Théoreme 1.7), on conclut
que |[f(t,u(t),w(t)] < m(t) et (f(.,un(.),%n(.))), converge vers la fonction
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f(,u(.),u(.)) dans L2([0,1]) et par conséquent cette convergence est vrais

o (L ([0, 1]), LE ([0, 1])).
D’apres la propriété 2) de la Proposition 2.2 nous avons pour p.p. t € [0, 1],

—iin(t) — f(t, un(t), u,(t)) = Ay, (£)un(t) € A(t)Jy, A(t)u,(t). (2.3.1)
D’autre part, nous avons
[ Tx, A(E) i (£) — @()]] < [ Tn, A@) i () — dn ()] + [[in () — a(@)]]. (2.3.2)

En utilisant la propriété 3) de la Proposition 2.2 et I'hypothese (Hs), nous
obtenons

[ T5, A )in () = i (B[] = An | Ax,, (£)in (D) < A (t). (2.3.3)
Nous avons A\,m(t) — 0 quand n — +o00. Par la relation (2.3.3), on voit que
|5, A(t) 0, (t) — ,(t)|| — 0 quand n — +oo,

et donc
|5, A(t)t,(t) — u(t)]| — 0 quand n — +oc.

Par les relations (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.3) nous avons
[Ix, At)in (8) —a(B)]| < [[Ix, A(E)in(8) = (8] 4 [[in(£) — a(E)
< Anm(t) + || () || + [l(t) ]
< Anm(t) + 3/01m(3)ds.
Or, A, < 1, pour tout n € IN nous obtenons pour p.p. t € [0, 1],
1 At (£) — a()]| < m(t) + 3 /01 m(s)ds.
La fonction m € L%([0, 1]), et par suite, en utilisant le Théoréme de Lebesgue,

on conclut que Jy, A(t)4,(.) converge vers 4(.) dans L%([0, 1]).
Considérons maintenant 'opérateur

A+ Li([0, 1)) =L ([0, 1])

defini par
z € Ay < z(t) € A(t)y(t) p.p. t € [0,1].
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On a vu que A est un opérateur maximal monotone dans L2%([0,1]), et
donc son graphe est fortement-faiblement séquentiellement fermé (Théoreme
2.2). Comme (i, () 4+ f (., tn(.), n(.)))n converge o(L%([0, 1]), L%([0, 1])) vers
a()+f(ul), () et Jy, A(.)i,(.) converge fortement vers 4(.) dans L%([0, 1]),
de la relation (2.3.1) on déduit que

—ii(t) € A(b)a(t) + F(t,u(t), u(t)) pp. t € [0,1].

Unicité de solution.
Soient 1y, uy deux solutions dans W' ([0,1]) du probleme (Py ;).
Par la monotonicité de 'opérateur A(t), nous avons pour p.p. t € [0, 1]

(=tin (1) +i2(t) — f(tw(t), 01 (t) + f(L, ua(t), wa(t)), w(t) — ua(t)) =0
d’ou
(i (1) =tig(t), i (£) —tia(t)) < (= f(E ur(t), ta (8))+f (£, ua(t), da(t)), ia (t) —tia(t))

et
d

7 i (8) = aa (D)%) < 201 f (8, wa (), () = f(E ua (D), o (0)) [ [l (£) = o],

utilisons la condition ii) sur f, nous obtenons

d

(Il (8) = o)1) < 20k (8) [ () = (0) [+ (8) 2 () =i (£) ) | 22 ()~ () ]

Considérons la fonction v(¢) définie par

) @l
%w{ )~ S ImO—w®l#0
0 S ) — aat) = 0.
Alors

d

Il (1) = aa()]7) < 20k ()7(8) + Ra (W) [lin (1) — (D],

en intégrant la derniére inégalité par rapport a ¢ et sachant que ||4;(0) —
u2(0)|| = 0, nous obtenons

Jia(0) = O <2 [ (ha()2(s) + o)l (5) — i) s,
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en appliquant le Lemme de Gronwall, il vient que

d’ou 17 = 19, par conséquent iy = ils.
Par le Lemme 2.1 nous avons
1

w(t) = [ "Gt )i (s)ds = [ Gt yis(s)ds = ws(r), vt € [0,1],

0

c’est a dire, u; = ug, d’ou 'unicité de la solution. m

On donne maintenant un résultat d’existence de solution du probleme
(Pa ) quand on suppose sur la perturbation f une condition de croissance
linéaire.

Théoréme 2.3 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E3E (t €
[0,1]) un opérateur maximal monotone et f :[0,1] x E x E — E une appli-
cation vérifiant les conditions suivantes

i) pour tout (v,y) € EXE fizé, f(.,x,y) est Lebesque mesurable sur [0, 1];

11) il existe deux fonctions positives ki(.), ko(.) Lebesque-mesurables sur
[0, 1] telles que

1 (& wr,y0) = f(E @2, 92) | < Ra(8)[1 — 22fl + B2 (8)][y1 — |
pour tout (t,x1,y1), (t,xa,y2) € [0,1] X E X E;

111) il existe trois fonctions positives my, p et q dans L4 ([0, 1]) satisfaisant

P+l <1
telles que

1F (&2, )l < ma(t) + ;p(t)lll’H +a@llyll,

pour tout (t,x,y) € [0,1] x E x E.
Supposons aussi que les hypotheses suivantes sont satisfaites

(Hy) pour touty € E et tout X > 0, la fonction t — J\A(t)y est Lebesque-
mesurable et il existe une fonction g € L%([0,1]) telle que t — J\A(t)g(t)
appartient L%([0, 1]);

(Hy) il existe une fonction mo € L%([0,1]) telle que

[A(D)ylo < ma(t); V(ty) € [0,1] x E.

Alors le probléme (Pas) admet une solution unique u € W' ([0, 1]).
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Pour la démonstration de notre théoreme nous avons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 2.4 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
potheéses i),143), (Hy) et (H2) du Théoréme 2.3 sont satisfaites.

Siu est une solution dans W'([0,1]) du probléme (Pa.g), alors pour tout
t € [0,1] nous avons

avec
o Imlly,
1—lp+ gl
et
m = mi + Moy
Démonstration.

Supposons que u est une solution du probleme (P, f). Alors
Ju) = I [ Gt )is)as
< / Gt 9)li(s) s

< 2 (mls) + o) +a()i(s)])ds

< 2 (m(s) + plullcy + a(s) ey )ds
1
< 2/ $)ds +2[ulcy [ (pls) + a(s))ds,
d’ou,
1
Sl < lImllzy, + Ip + gl sy, (24.1)

De la méme fagon nous avons,
la@®l = H/ (s)ds|
/ | == (t, )|||i(s)||ds

/01(m< )+ 2p( s)lu(s)|l + q(s)|lu(s)|)ds

< Imlles, + llp + alley llulley

VAN

IN
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D’ou
[a@)] < lImlley, + llp + glluy llullcy,- (2.4.2)
Les inégalités (2.4.1) et (2.4.2) nous donnent

lulley, < lmllwy, + [lp+ gl llulley,

d’ou
(1= llp +gllw)lullcy, < lIm]lwy,
et donc
I L . (2.4.3)
71— |p+alluy

Par la relation (2.4.3) et la définition de [[u|c1 , nous aurons pour tout ¢ €
[0, 1],
[u@] <2a et [a()] < e

Démonstration du Théoreme 2.3.
Considérons I'application ®, : [0,1] x E — E definie par

x si z]| <k
Oultr) =) B2z > k.
]

Considérons I'application fy: [0,1] X F x E — E definie par

fO(ta x,y) = f(t, (I)2a(t7x)7 (I)a(tay))'

On voit bien que application fy hérite les propriétés i) et ii), c’est a dire,
i) pour tout (z,y) € E x E fixé, f(.,z,y) est Lebesgue mesurable sur
[0, 1];
ii) il existe deux fonctions positives ki(.), ko(.) Lebesgue-mesurables sur
[0, 1] telles que

(8 w0, 90) = J(E w2, y2) || < 2R1 () [l2r — 22| + 2ka(8)][y2 — v

pour tout (t,z1,y1), (t,z2,y2) € [0,1] X E X E;
En effet.
i) Démontrons que la fonction

t folt,z,y) = f(t, Pan(t,z), Pult,y))
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est Lebegue-mesurable sur [0, 1].

Soit € > 0, d’apres le Théoreme de Scorza-Dragoni, il existe un compact
I. C [0, 1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 1]\ I,) est inférieure ou égale
a € et la restriction de f a I, X ' X E est continue, alors la fonction

1 fo(t,l’,y) = f(ta cDZa(t;x)a q)a(ta y))

est continue sur /., et donc Lebesgue-mesurable sur [0, 1], puisque € est ar-
bitraire et ®,, et ®, sont constantes par rapport a t et donc continue par
rapport a cette variable.

ii) Nous avons,

Hf()(taxl,yl)_fo(tax%3/2” = ”f(ta (I)2a(tax1>7 q)a(tayl))_f(taq)%z(t?w?)? (I)Oé<t7y2>|‘7

pour tous (x1,41), (z2,y2) € E x E. Comme f est Lipschitzienne sur F x F,
on obtient

[fo(t, 21, y1) = fo(t, w2, yal| < Fa(8)[|P2a(t, 1) = Paoa(l, 22) | +K2 () | Pa(t, y2) = Palt, y2) |-

D’apres la définition de ’application ®,. nous avons
st [|z1]] < &, (lo2fl < ket ] < & [yl < &,

[@x(t, 21) = Pplt, z2)|| = [lz1 — 22| < 2[|lz1 — 22,

et
[Dr(t,y1) — Pult, y)ll = lln — w2l < 2[[y1 — w2l

si x| > ket ||z2]] > K

KT1 Ko w1l 2o || — @o|21 ]|
[ D (2, 21) — Pult,z)|| = | - | = x|l |
Y Y [Ee2 | S 21| |72
K
= WHMHMH — mal|z1|| — wi||z1 ]| + 21|21 ][]
K
= ml!xl(szH — z1[]) + 21 ][ (21 — 22) ||
KR
< W[HMHI(HMI — z2l)] + |z [|[|21 — 2]
K
< Ty — 22| + |z — 22|)
(2]

< 2wy — 22|,
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si ||z1]| > ket ||x2|| < & (||z1]] > & > ||z2]|) on obtient

RX
| @n(t, 21) — Pu(t, 22)|| = | — @
||931||
_ H H‘xl KZIQ /ﬁ}xQ ”
1] H A
K
= ||i(l‘1—$2)+x2(i—1)|!
|21 ]| |1 ]
< Dl = @l 4 (- )
I (Y 1]
il = &
< |21 — 2o + ——— || o]
B2 ||
|\931||
= |21 —372H+H951H — K
< |21 — o] + [J21|| — [|22]]
< o = x| + [z — 22| = 2|21 — 22|

De fagon similaire nous aurons
1@ (t, 1) — Pu(t, y2) || < 2[ly1 — w2]l.
Par conséquent pour tous (t,x1,41), (t,22,y2) € [0,1] X E x E
[ fo(t, 21, 91) = fo(t, @2, y2) || < 2k (D) |21 — @2l + 2k2(0) ly1 — w2l|-
Nous avons aussi, pour tout (¢t,z,y) € [0,1] x E x E

||f0<t7m7y)|| = ||f(t7 q)2a(t7x)7q)a(t7y))||
ma(t) + ;p(t)ll%a(ta )| +q@)[[Pa(t, y)l

(1) + (02 + glt)a

= ma(8) + alp(t) +q(t)) = B(?).

Par conséquent 'application f, satisfait toutes les hypotheses de la Proposi-
tion 2.3.

IA
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On conclut alors Pexistence d’une solution u dans W%'([0,1]) du probleme

(Pago)-
Montrons maintenant que u est la solution du probleme (P4 g,) si et seule-

ment si u est la solution du probleme (Py f).
a) Si u est une solution du probleme (Py f,). Alors

[a(6)]] < [A@)a()]o + || fo(t, u(®), w(t))]| < ma(t) + B(E).
Utilisons la derniere inégalité et les deux relations suivantes
1
ult) = / G(t, s)ii(s)ds, ¥t € [0, 1],
0
et
190G
a(t) = / P74, s)i(s)ds, Vit € [0,1],
0o Ot
nous obtenons
1
lu(l < 1| [ Gle,syics)asl < [ 16 5)lligs) lds < 2 [ li(s)|ds
et

ol < L[ St syicspasl < [ 157 n s lds < [ it ds.

d’ou

u)l < 2 [ mals) + B(s))ds
< 2 (ma(s) + ma(s) + alpls) + a(s)ds

- Abmug+a@@%+dﬁﬂﬁ

< 2(llmlley + allp+qlley)
N L. S W
1= |p+qlluy R
m 1
B L PR,

1—|lp+qllu,
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et de la méme facon nous avons
i)l < [ ma(s) + (s)ds
< [ mals) + m(s) + alo(s) + a(s)ds

_ J “m(s) + alp(s) + q(s))ds

< (lmfle, + ellp + gllwy)
= iy +— )
' 1= |p+qlluy "
m 1
_ ( Imllvy —
1—|p+alr,

comme, |lu(t)]] < 2« et ||4(t)]] < o nous aurons
Do (t,u(t)) = ult) et Pyt a(t)) = ult),

donc
Jo(t,u(t), u(t)) = f(t, u(t), u(t)).

Par conséquent, u est solution du probleme (Py f).
b) Supposons maintenant que u est une solution du probleme (Py f).
D’apres le Lemme 2.2 nous avons

[u@)[| < 2cr,  flu(t)]| < o, VE€[0,1].
Alors
f(tu(t),w(t) = fo(t, u(t),u(t)),

d’ot w est une solution du probleme (Py ).
Par le Théoreme 2.3 la solution du probleme (Py f,) est unique, d’ott 'unicité
de la solution du probleme (P4 ). m
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2.4 Un probleme de controle optimal pour
Pinclusion (P4 ¢).

Dans cette section nous étudions un exemple de probleme de controle
optimal dont I'évolution est régie par notre inclusion différentielle (P f),
ou les contrdles sont des mesures de Young. Nous montrons que la borne
inférieure du critere dans le probleme original est égale au minimum dans le
probleme relaxé, c’est a dire que notre probleme est de type Bolza.

Soient Z un espace métrique compact, k(Z) I'ensemble de tous les parties
compactes de Z, I' : [0, 1] — k(Z) une multi-application Lebesgue-mesurable
et M (Z) lensemble des mesures de probabilité de Radon sur Z.

Notons que M}r(Z) est un espace métrisable compact pour la topologie
o(C(2),C(Z2)).

Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E=E (t € [0,1]) un opérateur
maximal monotone, f :[0,1] x E X E X Z — FE une application vérifiant les
propriétés suivantes

i) pour tout (z,y,2) € ExXE X Z, f(.,x,y, z) est Lebesgue-mesurable sur
[0, 1];

ii) il existe deux fonctions positives ki(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur
[0, 1] telles que

Hf(tvxbyl’Z) - f(t,l’g,yg,Z)H < kl(t>H‘T1 o x2|| + k2(t)Hy1 - yQH
pour tous (t,z1,y1, 2), (t,22,92,2) € [0,1] X B x E X Z;
iii) il existe trois fonctions positives my, p et ¢ dans L%([0, 1]) satisfaisant
P+ qlluy, <1
telles que
1
1F 2y, )l < ma(t) + Sp(@) 2] + eyl

pour tous (t,z,y,2) € [0,1] x Ex E X Z.
Supposons que les hypotheses (H;) et (Hz) du Théoreme 2.3, sont vérifiées.
Considérons les solutions dans W3'([0, 1]) des poblemes suivants

(Do) —iig(t) € A(t)uc(t) + f(t uc(t), uc(t),¢(t)) pp. t€[0,1]
© uc(0) =05 ug(1l) +ag(1) =0,

ou ( appartient a Sp I’ensemble de tous les controles originaux, i.e.,

Sr ={¢:[0,1] — Z/ ¢ Lebesgue-mesurable et ((t) € I'(t) p.p. t € [0, 1]},
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et

—1i, (t) € A(t)u,(t) +/ ft,u,(t),0,(t), 2)v(dz) pp. t€]0,1]
(Dr) I ()
uy(0) =05 wy(1) + (1) =0,
ou v appartient a I’ensemble R de tous les controles relaxé,
R ={v:[0,1] = ML (Z)/ v Lebesgue-mesurable et v, € $(t) p.p. t € [0, 1]}
avec
2(t) = {o € ML(Z)/ o(T(t)) = 1},Vt € [0,1].

Notons que Pexistence des solutions dans W' ([0,1]) du probleme (Dg) est
assurée par le Théoreme 2.3, puisque l'application g, (v € R) définie sur
[0,1] x E x E par

gl/(t7x7y) = f(tvxvyv Z)Vt<dz)
L)
hérite les propriétés de f, c’est a dire,
i) pour tout (z,y) € E X E, g,(.,z,y) est Lebesgue-mesurable sur [0, 1];
ii) il existe deux fonctions positives ki(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur
[0, 1] telles que

go (81, 91) = 9o (t, @2, yo)[| < Fr() |21 = 22| + K2 (t)[[y2 — ol

pour tous (t,z1,y1), (t, z2,y2) € [0,1] x E X E;
iii) il existe trois fonctions positives my, p et ¢ dans L%([0, 1]) satisfaisant
[P+ qllLy, <1 telles que

lgo (8, y) || < ma(t) + ;p(t)llfvll +aq@lyll,

pour tous (t,z,y) € [0,1] X E' X E.
En effet,
i) Démontrons que la fonction

t— g,,(t,.fl?,y) = /I‘(t) f(t,l’,y,Z)Vt<dZ)

est Lebegue-mesurable sur [0, 1].
Soit € > 0, d’apres le théoreme de Scorza-Dragoni, il existe un compact
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I. C [0,1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0,1] \ 1) est inférieure a € et
la restriction de f a I, x E x E x Z est continue, alors la fonction

tergultiny) = [ ey, 2w(de)

est continue sur [, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, 1], puisque € est arbi-
traire.
ii) Nous avons

lou(t 2, 9)ll - = I (62w 2|
< o 1705, ()
< [ @+ 5p0lle] +a®lylmd:)
1
= (m(0) + gp(0)lall + @yl |, (d2)
= () + Gp)lell + gDl ()
= m@ el +a)ly]
puisque v € R, et donc v, € ML (Z).
D’ou .
lgu(ts, 1| < ma(®) + 5p(8) 2l + Byl

pour tout (t,z,y) € [0,1] x E x E.
iii) Nous avons, pour tout v € R

oot =gtz ] = W[ Ty 2 welde) = [ (s, v, )|
= [ g 2) = f (e 2l
T(t)
< L I 2) = (e 2) ()

< Rl -+ ROl — ) [ a2)

= ki (t)||o1 — 2ol + k() |y — vl
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d’ou
190 (¢, 21, 41) — gu(t, 22, y2) | < ka ()]0 — 2| + K2 (8) lyr — w2l
pour tous (t,z1,y1), (t, 22, y2) € [0,1] X E' x E.

Enongons dans ce qui suit un résultat sur la convergence des mesures de
Young qui nous sera utile dans la démonstration de notre théoreme principal.

Lemme 2.5 Soit (V") une suite d’éléments de R convergeant pour la topo-
logie narrow vers v>° € Sy. Pour tout n € IN U {oo}, soit u,» la solution
unique dans W' ([0,1]) du probléme

ign (1) € AWYiun (1) + [ (00 (1), (8), 27 (d2), pp-t € [0,1)
(Dr) r()
Alors la suite (u,n) converge uniformément vers u, .

Démonstration.
Nous avons pour tout ¢ € [0, 1]

[ (B = IIA(t)W(t)+/F(t)f(t,uun(t),uun(t),Z)Vl‘(dZ)II

= [ACE ) (8) + gun (8, upn (2), tn (1))

IN

[A()tn )lo + llgum (8, wn (2), tn (£))]

< ma(t) +ma () + ;p(t)lluun(t)H +q(@) [ (1),

d’apres le lemme 2.4 nous avons

[ (@) < ma(t) +ma(t) + alp(t) + q(t))

= ma(t) + B(t).

Par extraction d'une sous suite on peut supposer que (i, (.)) converge o(L2%([0, 1]), L ([0, 1]))
vers une certaine application w(.).
D’autre part, et d’apres les relations (2.1.5) et (2.1.6), on voit que pour tout
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t €10,1], (uyn(t)) et (i, (t)) sont relativement compactes dans Cg([0, 1]).
En plus, nous avons pour tous ¢, 7 € [0, 1],

Jaar (6) = (D = [ Gt Yin (s)ds — [ Gl )i (5)ds |
< [I65) -G8l (s

1
< [16(s) = G(r.9)l(ma(s) + B(s))ds.
° 1 OG oG
i (&) = i (DI < [ 157 (08) = 527 9) (mals) + B(s))ds
0o Ot or
Comme (ma(.) + B(.)) € L%([0,1]) et G est uniformément continue, donc
(upn(.)) et (d,n(.)) sont équicontinus. D’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli
(uyn) et (w,n) sont relativement compactes dans Cg([0,1]). Par extraction
d’une sous suite, on peut supposer que (u,») converge dans (Ck, [-[lc1) vers
u™ avec U™ = w.
On doit montrer que u™ = U,.
Comme l'opérateur A(t) est monotone, nous avons

(= gun (&, wn (8), G (8)) =iy (8)F-guoe (¢, oo (1), oo (8) ) iiyoe (8), i (8) —tiee (£)) 2 0
d’ou
(tiyn (t) = Giyoe (t), o (t) = Uyee (1)) <
(i () = oo (1), Gum (1w (), n () = guoe (E, oo (1), o< (1)),
qui est equivalent a

1d

5 g 1 n ()=t (% < (n (£) =thoe (£), Gm (8, (£), o (£)) =Guoe (£ ttyoe (£), e (1))

En intégrant par rapport t, nous aurons pour tout ¢ € [0, 1]

L. . L. . . .
it ()=t (£)]* < /0 (i (8)=Ttoo (5), Gun (s, Upn (8), iy (5)) =guoe (8, toe (5), e (5)) ) ds.
(2.5.1)
Posons pour tout n € IN et tout t € [0, 1]

L) = [/ ()=t (5) (5,0 (5) n (5)) =i (5 (5, e (5) s,
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et écrivons
Ln(t) = Ly (t) + L2 (t) + Ly (1),

tels que

L) = [ () = e (5), gun (5, (), () = G 5, e (5) e (5)) s,

E(0) = [ () =0(5), 5, e (5), e (5)) — e (5.t (5), e (5)) s,
et

ES(0) = [ (005) e (), (5, e (5) e (5)) =1 (5, 1 (5), e (5))) s,

Utilisons la condition de Lipschitz sur g,» nous aurons

L@ < /OtHW(S) = iy () [ (k1 () [[wwn (5) = oo ()| + ko (s)[[tn (s) = e (s)]])ds

< [ () =t () PO (5)u ) + (),
" o)) = (O]
RPN e e ] e
0 i i (8) = = (6] = 0,
[0 w0

0 st ||a(t) — e (t)|| = 0,

D’autre part, nous avons I'estimation suivante,
1
IL2@O1 < fuwe —U‘X’Hcg/O [[gun (8, upee (5), e (8)) = Guoo (5, oo (), e ()| ds,
1
< flugn —uchg/O (lgun (s, oo (), oo ($)) | + [l guoe (5, oo (), thoe (5))[])ds

< 2wl [ () + 52 ()] + (o) i (5) s
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Ce qui montre que

lim |[L2(t)] =0, ¥t e [0,1].

n—-+00
Posons pour tout (s, z) € [0,1] x Z
h(s, z) = (% (s) = tee(s), f(8, upee(s), o= (s), 2)),

et obsevons que

1A (s, 2) || < (m(s) + ;p(S)Huuw(S)H +q(8)[[ e () D luwee = u[ley

alors h est un intégrande de Carathéodory. D’autre part,

Amh@wﬁfﬁk):= (2(s) = (), [ Fls,upme(3), i (5), 207 (d2))

T'(t)
= (1(5) = oo (5), Guoo (8, Upoe (), Uy (5))),
et

AMMaaﬁmu>::<w%@—uw@mﬁmﬂawmw»mm@»@wua>
- (0(5) — e (5), G (5, e (5), Thyoe (5)))-
D’ou,
|wﬂwn:=|Mﬁ¢%@—uwﬁaﬁmawm@xmmw»—%M@WWﬁmmm@»Mﬂ

< [ s, 207 = vo)(de)ds.

utilisons la convegence o(Lg 7y, Lé( 7)) de (V") vers v, nous aurons

i | L3 (6)]) = 0, € [0, 1],
D’ou la relation (2.5.1) s’écrit comme suit

1

gl ()=t (B)]* < IILi(t)HJrIILi(t)HJr/Ot [t (5)—oe ()| (k (5) 7 (5)+ha(5) ) ds.

Par le Lemme de Gronwall nous obtenons

[t (£) = e (1)1 < 201 L5 O] + | L3 (6) [+
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t t k1(8)vn(8) + kao(s))ds
[UBE + L i) kol B T )

comime Jgrglo|]Li(t)|| = 0>Jg%||Li(t)|| = 0, et Jlngovn(T) existe, alors nous
aurons
dim [ (£) =t (£)]| = 0, V2 € [0,1].

Par conséquent (i,») converge uniformément vers 4 donc ,~ = 4>, et
U0 = U°. Par suite

w(t) = [ "Gt 8ty ()ds — / "Gt 8)ii(s)ds = un(t), V¥t [0,1],

c’est a dire, Uy = Uy,. W
Enongons dans ce qui suit un autre résultat sur la convergence des mesures
de Young qui nous sera utile dans la démonstration du théoreme qui suit.

Théoréeme 2.4 ([11]).

Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet, S un espace Polonais (i.e,

un espace séparable et métrisable par une métrique compleéte). et E un espace

de Banach séparable. Soit (u™) une suite d’applications définies sur 0 a va-
leurs dans E et qui sont (F,B(FE))-mesurables, convergeant ponctuellement
vers une application u™ (F,B(E))-mesurable. Soit (") une suite d’applica-
tions définies sur ) a valeurs dans S qui sont (F, B(S))-mesurables, narrow
convergeante vers une mesure de Young A>*° € Y(Q, F,P;S).

Soit J : Qx ExS — IR un intégrande de Carathéodory, telle que (J(.,u™(.),("(.)))
est uniformément intégrable. Alors nous avons

lim [ J(w,u"(w),("(w))p(dw) :/

n—oo JO O

[, 7.0 (w), )X (ds)]p(d).

Définition 2.2 On dit que la suite (V™) converge en probabilité vers v™ si
et seulement si la suite (d,n) converge étroitement vers 0.

Dans notre démononstration nous aurons besoin aussi de la propriété du
produit des mesures de young suivante.

Proposition 2.4 Soient S et E deux espaces Polonais, (u™) € Y(2, F,P; S)
et (V") € Y(Q,F,P;E) deuz suites convergeant en probabilité vers pu> €
Y(Q,F,P;S) etu> € Y(Q, F,P;S). Alors (V™ Q@ pu™),, converge vers v>° @ p™
en probabilité.
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Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat pour un
probleme de controle optimal du type Bolza, associé a une inclusion différentielle
du second ordre ou les controles sont des mesures de Young.

Théoreme 2.5 Supposons que E est de dimension finie. Soit I : [0,1] x E X
E x Z — IR un intégrande de Carathéodory telle que

(C) pour toute (") suite d’éléments de Sr, la suite (I(.,uen(.), 4en(.),C"(2)))n
est uniformément intégrable. Considérons les problémes de controle suivants

1

(Po) + fnf [ I(tuc(t), ic(t), (1)t

(Pr) : in 01[ [ 10, (1), =)t

ol uc (resp. w,) est la solution unique associée a ¢ (resp. v) du probléme
(Do) (resp.(Dgr)). Alors nous avons

inf(Pp) = min(Pg).

Démonstration.

D’apres le Lemme 1.4, Sy, est compact métrisable pour la topologie stable
(L& 7y, Liz) et Sr est dense dans Sy, pour la méme topologie.

Soit ¥ € R. Il existe une suite (¢") dans Sr tel que la mesure de Young
associée a (¢") est narrow convergeante vers v.

D’apres le Lemme 2.3, (u¢n) converge vers u, dans (Cj([0,1]), |- e (o)

ou pour n € IN, u¢n est 'unique solution dans W2([0,1]) du probleme

0
{—u<n<t>eA<t>u<n<t>+f<au<n<t> e (t),C"(0) pop te (0,1
o (0) = 0; uga (1) + dign (1) = 0.

Utilisons cette convergence et le produit des mesures de Young pour conclure
que le produit (dy, ® dym ® d¢n) est narrow convergeant vers dy, © 6g, @ V.
D’apres I'hypothese (C), (I(t,ucn(t),wen(t),¢"(t))) est uniformément inte-
grable et par le Théoreme 2.4, nous avons

1

ti, [ 1t uen(0), e (0, MOt = [ 1 1t 0a(0), i 0), 2 =),

n—oo 0 (t)

d’autre part, ({,) est une suite minimisant (Pp), c’est a dire,

i [ I(t e (t), ien (8), CU(E)dt = inf [ I(t, uc(t), e (8), (1)) dt

n—00 Jo ¢()esr Jo
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donc )
/0 I(t,uen (1), tien (), C*())dt > inf(Pp), ¥n € IN.

Par conséquent

/0 " /F o 1000, (0), 2)e(d=)]dt > inf(Po),

alors
le(PR) Z in(Po),

la densité de St dans Sy pour la topologie stable o(L¢( 7y, Lé(z)), donne
inf(Pr) < inf(FPp),

par suite

inf(Pr) = inf(Pp).

On doit montrer que inf(Pp) est vraiment le minimum, pour cette raison il
suffit de démontrer que
Sr={u,: vER}

P’ensemble des solutions de (Pg) dans W%'([0, 1]) est compact pour la conver-
gence uniforme.

Soit (¥™) une suite de points de R. Comme R est compact métrisable pour
la topologie stable, on peut supposer que (¥™) est narraw convergeante vers
v € R. D’apres le Lemme 2.3, on conclut que (u,») converge uniformément
vers u, et par conséquent Sk est compact pour la topologie de la convergence
uniforme, d’ou

inf(Pp) = min(Pg).

Ce qui acheve la démonstration de notre théoreme. m



Chapitre 3

Résultat d’existence pour une
inclusion différentielle du
second ordre avec un second
membre a valeurs presque
convexes.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne quelques théoremes d’existence pour des inclu-
sions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en deux
points dans un espace de dimension finie F, de la forme

u(t) € F(u(t),u(t)), pp. te€ab], (0<a<b<oo)
(Pr) { u(a) = u(b) = vy.

Des résultats d’existence de solutions pour des inclusions différentielles
u(t) € F(t,u(t),u(t)),t € [0, 1], avec des conditions aux limites en trois points
quand F' : [0,1] x E x E=3E est une multi-application a valeurs convexes
compactes Lebesgue- mesurable sur [0, 1], semi-continue supérieurement sur
E x E et intégrablement bornée, ont été établis en dimension finie dans [23],
[27]. Apres, les auteurs dans [7], ont démontré des résultats d’existence pour
le méme probleme mais dans le contexte des espaces de Banach séparables.

60
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Le but de notre étude est d’établir un résultat d’existence pour (Pr) dans
un espace de dimension finie mais avec F' a valeurs presque convexes, i.e., on
remplace la convexité par une condition plus faible. La méthode utilisée dans
notre travail est inspirée de I’étude des inclusions différentielles du premier
ordre, donnée par Cellina et Ornelas [15].

Dans la section 2, nous démontrons que I’ensemble des solutions de I'inclu-
sion (Pp) est non vide et compact dans le cas ot F' est une multi-application
semicontinue supérieurement, a valeurs convexes et

F(x,y) € (p®)ll=]l + bg(t)) [yl B Y,y € [a,b].

Dans la section 3, nous étudions l'inclusion (Pr) dans le cas ou F' est a
valeurs presque convexes, i.e., on remplace la convexité des valeurs de F' dans
la premiere section par une condition plus faible.
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3.2 Résultats d’existence dans W' ([a, b]) pour
une équation
différentielle du second ordre.

Comme dans le premier chapitre, on commence par un lemme ou on
démontre quelques propriétés d'une fonction de Green nous permettant de

résoudre nos problemes avec des conditions aux limites en deux points.
On considere Cx([a,b]) (0 < a < b < oo) muni de la norme

lulley, = max{max|lu(t)[], brax Jli(t)][}-

Lemme 3.1 Soient E un espace de Banach séparable, vy € E et G : [a,b] X
[a,b] = IR, (0 <a<b< o) la fonction définie par

—b-H(s—a) s a<s<i<b
Glt,s) = (3.1.1)
—(t-a)b-s) s a<ti<s<b

Alors on a les résultats suivants.
(1) Siue W2'([a,b]) avec u(a) = u(b) = vy, alors

u(t) = vy +

b
b—mLG@@M$“’WGMM- (3.1.2)

(2) G(.,s) est dérivable sur [a,b] pour tout s € [a,b], a part sur la diago-
nale et sa dérivée est donnée par

1
—(s—a st o a<s<t
a—G(t, s) = b1( ) (3.1.3)
ot ——((b—-s) si t<s<hb.
(3) G(.,.) et 686;(,) vérifient
sup |G(t,s)| <b, sup |%(t,s)| <1. (3.1.4)

t,s€(a,b] t,5€[a,b] ot
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(4) Soit f € Li([a,b]) et soit uy : [a,b] — E Uapplication définie par

us(t) = vy + 2 b /abG(t, s)f(s)ds, ¥Vt € [a,b].

—a
Alors
us(a) = ug(b) = vy.

De plus, la fonction uy est dérivable, et sa dérivée iy vérifie

lim
h—0

up(t +h) —us(t) . b oG
e J

=Uuy(t) = — a(t, s)f(s)ds, (3.1.5)

pour tout t € [a,b]. Par conséquent, Uy est continue sur [a,b] a valeurs dans
E.

(5) La fonction iy est scalairement dérivable, i.e, il existe une fonction
iy 2 [0,1] = E telle que, pour tout ' € E', la fonction scalaire (x',uy(.)) est
dérivable, avec

g (1) = (1 (0),
et
iy = f p.p. sur [a,b]. (3.1.6)
Démonstration.
(1) Nous avons
; f - /abG(t, s)i(s)ds =+ f a/: - 2(17 —1)(s — a)i(s)ds + b_ba/tb - 2(16 —a)(b— s)i(s)ds
= Tl 0l — Dis) — ()]s + (t — a)[(b — 8)ils) + u(s)]]
- b‘_ =0 = t)vo + (¢ = a)(b = tilt) — (b — H)u(?)
+ (t —a)vo = (t —a)(b—t)u(t) — (t — a)]
_ (b~ avo — (b a)u0)] = u(t) — vo,
d’ou -
u(t) = vy + . /a G(t, s)ii(s)ds.
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(2) Pour tout s € [a, b], fixé et pour tout h > 0 assez petit avec t < t+ h,
NOus avons

1 b—t—h)—(b—1t) .
G(t+h,5)_G<t78) T(S_a/) §L S CLSSSt
h i(b_s)<t+h_a_(t_a> st t<s<b.
b h
D’ou
1( ) L a<s<t
_ —{S—a St a4 S
jjg G E108) = Glhs) _ 0G b
h—0 h ot 5 (b—s) sit<s<b

Donc G(.,s) est dérivable a droite sur |a,b|, et sa valeur est donnée par
(3.1.3).
(3) D’apres la définition de G, nous avons pour a <t < s < b,

Gt )| = =3 (b= 1)(s — a) = 5 (b~ 1)(s —a) < b
etsia<s<t<yd

Gt )| = =3 (6 — )b 5)| = 5~ a)(b—5) < b
on conclut que

sup |G(t,s)| <b.
t,s€(a,b]

D’apres la définition de la dérivé de G(t,.), il est facile de vérifier que

sup ’8G(t, s)

| <1
t,s€(a,b] t

4) Soit f € Lj([a,b]) et soit Papplication u; : [a,b] — E definie par

us(t) = vo + 5 b /abG(t, s)f(s)ds, ¥Vt € [a, ],

—a

sup |G(t,s)| <b,

t,s€[a,b]

le théoreme de Lebesgue nous donne la continuité de uy sur [a, b].
On veut démontre maintenant que uy est dérivable.
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En effet,
a) la fonction G(t,.)f(.) est Lebesgue-intégrable pour tout ¢ € [a, b],
b) d’apres 2), la fonction G(t,.) est dérivable pour tout ¢t € [a,b], fixé, et
donc la fonction G(t,.) f(.) I'est aussi.
oG
¢) lI5, (& s)f ()l < [1£(s)ll, pour tout (¢, s) & la, b] x [a, b].

Les propriétés a), b) et ¢) nous permettent de conclure, d’apres le Théoreme
1.14, que uy est dérivable et que sa dérivée est donnée par

g () = bfa/ab %f(t,s)f(s)ds.

On voit bien que uys(a) = uys(b) = vo.
5) La relation (3.1.5) nous donne

igt) = [ Fs)ds —a [ fsyds b [ 7is)as)

pour tout t € [a,b], d’ou pour tout 2’ € E’

(2 i(t)) = ;@’,u(t))

= D ([ pds —a [ fsds—b [ f(sis))
_ (@, £ (1)

pour presque tout t € [a, b].
Soit (e],) une suite d’éléments de E' qui sépare les points de E. Alors nous
avons (e, ug(t)) = (el,, f(t)) pour tout n € IN et pour presque tout ¢ € [a, b].

On conclut que iy = f presque partout. m

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 3.1, elle nous sera
utile dans la démonstration de nos théoremes.

Proposition 3.1 Soient E un espace de Banach séparable et f : [a,b] — E
une application continue (résp. dans Ly ([a,b])). Alors la fonction

/b G(t,s)f(s)ds, Vt € [a,b]

t:
Uf() U0—|—b_a

est Vunique solution dans C%([a,b]) (résp. W' ([a,b])) du probléme

i(t) = f(t), Vt€ la,b],
(P) { u(a) = u(b) = vy.
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Démonstration.
Nous avons

de la relation (3.1.1) nous obtenons

uslt) = vo— [ (b= 0)(s — a)f(s)ds + [ (¢ — )b — )f(s)ds]

d’ou

ist) = 5l [ = s)f)ds + 0= (- @)
+ /tb(b—s)f(s)ds— (t—a)(b—1)f()]
_ b__la[_ /at(s—a)f(s)ds-l—/tb(b_s)f(s)ds]
et donc 1
ip(t) = —[~(t = a) f(t) = (0 =) f(t) = f(?)

avec us(a) = us(b) = vp.
Unicité de la solution.
Soient uy, vy deux solutions de (P). Alors

i (1) = By(0), Yt € [a 1]
D’aprés 1) du Lemme 3.1,
ug(t) = vy(t), ¥t € [a1],

et donc uy = vy, d’ott 'unicité de la solution. m
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3.3 Résultat d’existence pour une inclusion
différentielle du second ordre avec un se-
cond membre a valeurs convexes.

, ) , . 2,1
On démontre dans cette partie un résultat d’existence dans W% ([a, b])

pour une inclusion différentielle avec un second membre a valeurs convexes.

On commence par le cas ou les valeurs de F' sont intégrablement bornées.

Proposition 3.2 Soient E un espace de dimension finie et F' : E x E=3E

une multi-application a valeurs compactes convezes, semi-continue supérieurement
sur E x E. Supposons qu’il existe une fonction non négative m € L([a, b)),

telle que F(x,y) C m(t)Bg pour tout (z,y) € E x E.

Soit vy € E. Alors l’ensemble des solutions dans W' ([a,b]) du probléme

i(t) € F(u(t),u(t)), p.p. t€ [a,bl,
(Pr) { u(a) = u(b) = vy,

est non vide et compact dans Ck([a,b]).

Démonstration.
Etape 1.
Soit
S = {f € Lg(la,0]) : [ < m(t), p-p- t € [a,]}
et
X ={us:]a,b] = E: us(t) = vo—i—b_ba /ab G(t,s)f(s)ds,Vt € [a,b], f € S}

Il est clair que S et X sont convexes.

Montrons que S est un sous ensemble o(LL([a,b]), L% ([a,b])) compact de
L ([a, b]).

En effet, soit (f,) une suite de S. On voit que, (f,,) est bornée dans LY ([a, b)),
donc on peut supposer par extraction d’une suite, que (f,) converge fai-
blement* ou o(L¥([a,b]),LL([a,b])) vers une fonction f € L¥([a,b]) C
L} ([a,b]). Par conséquent, pour tout y(.) € L([a,b]), nous avons

lim (fu(-),9()) = (F(),u()

n—oo

Soit z(.) € L ([a,b]) C Lk([a, b]), alors
Tim (f(), 20)) = (O, 20
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Ce qui montre que (f,) converge faiblement ou o(L%([a, b]), L ([a,b])) vers
f() et que || f(t)]] < m(t) p.p sur [a,b], car S est convexe et fortement fermé
dans L} ([a, b]), et donc il est faiblement fermé dans L([a, b]).

Maintenant, montrons que X est compact dans C([a, b]) muni de la norme

I-llcy,-
Pour tout ur € X et tous t, 7 € [a, b] nous avons

Jus) s < 5 [16(85) ~ Gl )l F()lds

<

b E a/ab’G(t, s) — G(r,s)||m(s)|ds

et, d’apres la relation (3.1.5) du Lemme 3.1, nous avons

lis () — iy ()] < b_a/b D t,5)— 2 ()7 ()l
< @f =~ lIm(s)lds

Comme m € Li([a, b]) et G est uniformément continue nous aurons I’équicontinuité
des ensembles X et {us : uy € X}.

D’autre part, pour tout uy € X et tout ¢ € [a, b], nous avons par les relations
(3.1.1), (3.1.2) et (3.1.5)

lur@l = o+ [ Gt ) ()]

b b
< ool + = [ 1G(E5)11F(3)]ds

2
ey,

<
ool + ;

et

Jis ()] = Hi /b%f<,s>f<s>ds\|
= 1% sl

IN

7||m”L1

b—

donc X(t) et {us(t) : uy € X} sont relativement compacts dans l'espace de
dimension finie E.
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On conclut que X est relativement compact dans (Ck([a, b]), [-lcy)-
Montrons que X est fermé dans (CL([a,D]), [-lcy)-

Fixons une suite (uy,) de X convergeant vers u € CL([a, b]). Alors, pour tout
n € IN

uy, (t) =

et f, € S. Comme S est o(LL([a,d]), L% ([a,b]))-compact, par extraction
d’une sous suite on peut conclure que (f,,) converge o(Lk([a,b]), LY ([a,b]))
vers f € S. Posons pour tout ¢ € [a, ]

b L6t u(s)ds. vt € fa.1

/bG(t,s)f(s)ds,

t:
Uf() U0+b—aa

on obtient pour tout z(.) € L ([a,b]) et tout t € [a, b]
T (0,611, )20) = (70), 60, )20

D’ou
b

lim [ (G(t,s)fu(s),2(s))ds = lim ;(fn(s),G(t,s)z(s)}ds

n—oo a n—o0

=[0G 9()s
_ Lb(G(t,s)f(s),z(s)>ds.

En particulier, pour z(.) = &g (.)e; olt Xjq () est la fonction caractéristique
de [a,b] et (e;) une base de E, on obtient

b

lim [ (G(t,5)fn(s), Xap(s)ej)ds = /;(G(t,s)f(s),X[a,b](s)eﬁds,

n—oo a

qui est équivalent a

hm/Gtsfn s)ds,ej) = /Gts s)ds, e;)

n—oo

ce qui montre que

Az

— a/abG(t, ) fn(8)ds) = vg + 2 b /bG(t, s)f(s)ds = uy(t),

— QJa
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Le., u = uy.
Par conséquent, la suite (uy,) converge vers uy dans Cg([a, b]).
Par les mémes arguments nous démontrons que la suite (uy,) ou

b oG

i, (1) = / S (t8) fuls)ds. ¥t € [a, )

converge vers .y dans Cg([a, b]). Ainsi, (uy, ) converge vers u; dans CL([a, b]).
D’olt la compacité de X dans (CL([a, b)), ||.|c1)-

Etape 2.
Remarquons que application u : [a,b] — E est une solution dans W' ([a, b])
de linclusion (Pg) si et seulement si il existe u = uy € X et f(t) €

F(ug(t),ur(t)) pour p.p t € [a,b].

Montrons que pour toutes applications Lebesgue-mesurables v, w : [a,b] —
E | il existe une sélection Lesbegue-mesurable s € S tel que s(t) € F(v(t), w(t))
p-p-

Soient v, w : [a,b] — E deux applications mesurables, alors, d’apres le Lemme
1.1, il existe deux suites de fonctions étagées v,,w, : [a,b] — E tel que
(v,) converge ponctuellement vers v et (w,) converge ponctuellement vers
w, pour E muni de la topologie de la convergence uniforme. Notons que les
multi-fonctions F'(v,(.), w,(.)) sont Lebesgue-mesurables sur [a,b]. D’apres
le théoréme de sélections mesurables (Théoréeme 1.4), il existe une sélection
Lesbegue-mesurable s,(.) de F(v,(.),w,(.)), telle que

$u(t) € F(v,(t), w,(t)) C m(t)Bg, Vt € [a,b].

Comme (s,) C S et S est o(L([a, b)), L ([a, b]))-compact, par le théoreme
d’Eberlein-Smulian, on peut extraire de (s,) une sous suite (s’,) qui converge
o(Li([a,b]), L ([a,b])) vers une application s € S. On doit invoquer ici le
fait que S est un ensemble faiblement compact et métrisable dans l’espace
de Banach L} ([a, b]).

Appliquant maintenant le théoreme de Mazur a (s
tence d’une suite (z,) avec

/

'), nous obtenons 1’exis-

zp € co{sl, : m>n}
telle que (z,) converge vers s presque partout sur E.
Alors pour presque partout t € [a, 0]

s(t) € N {z(t) : n >k}

k>0

c (eo{s,(t): n>k}.

k>0
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Comme s,(t) € F(v,(t), w,(t)), on obtient
s(t) € kﬂ co{ UkF (un(t), wn(t))}
= co(limsupF (u,(t), w,(t))),

n—oo

utilisons la convergence ponctuelle de (v,(.)) et (w,(.)) vers v(.) et w(.) res-
pectivement, la semi-continuité supérieure de F' et la compacité de ses valeurs
on déduit que

s(t) € co(F(u(t), w(t))) = F(u(t), w(t)),

car F'(u(t), w(t)) est un ensemble convexe fermé.
Etape 3.
Considérons la multi-application ® : S=S, définie par

O(f) ={g9€S: g(t) € Flus(t),is(t)) p-p. sur [a, b]},

ouuy € X.

D’apres la démonstration de I'étape 2, ®(f) est non vide pour tout f € S.
Cette considération nous mene a l'application du théoreme du point fixe
Kakutani-ky Fan a la multi-application ®(.).

Montrons que ®(f) est convexe. Soient f € S et g1, g2 € ®(f), et a € [0, 1],
d’apres la définition de ®(f) on a

g1(t) € F(ug(t),us(t)), p.p. sur |a,b]
et
G2(t) € F(ug(t),us(t)), p.p. sur [a,bl.

Comme F'(uy(t),ur(t)) est convexe, on aura

agi(t) + (1 = a)ga(t) € Flus(t), us(t)), pp. sur a,b]

et donc
agr + (1 —a)gs € O(f),

d’out la convexité de ®(f).
D’autre part, pour tout f € S, ®(f) est faiblement compact.
En effet, soit f € S et soit (g,) une suite d’éléments de ®(f) convergeant



72 Doria AFFANE, Theése de Doctorat

o(Lg([a,0]), LE ([a, b])) vers g.
Nous avons g, € ®(f) et donc

gn(t) € F(ug(t), is(t)), p-p.

D’apres le Théoreme 1.6, on conclut que

g(t) € Flus(t), us(t)), p-p.

Par conséquence, g € ®(f) et donc ®(f) est faiblement fermé dans S.
Finalement la compacité faible de S implique celle de ®(f).

Montrons maintenant la semi-continuité supérieure de ®. Pour ¢a, il suffit de
montrer que le graphe de ® défini par

ghp(®) ={(f,9) €Sx8S: ge ®(f)}

est séquentiellement faiblement fermé dans S x S.

Soit (fn,gn) une suite d’éléments du graphe de ®, c’est a dire, (f,,g,) C
S x S avec g, € ®(f,), pour tout n € IN, et telle que (f,,g,) converge
vers (f,g) € S x S. Par ce qui a précédé les suites (uy,) et (i, ) convergent
ponctuellement vers uy et iy respectivement.

Nous avons (g,) converge faiblement vers g € S. Comme

gn(t) € Fuy, (1), 1y, @), p-p.,

et suivons les mémes arguments de la démonstration de ’étape 2 nous aurons
g(t) € F(ug(t),us(t)) presque partout. Donc le graphe de ® est faiblement
fermé dans S x S. D’ou la semi-continuité supérieure faible-faible de ®.

En appliquant le corollaire du théoreme de Kakutani-Ky Fan, on obtient un
point fixe f € S tel que f € ®(f) et donc f(t) € F(us(t),us(t)) presque
partout ¢t € [a,b]. D’apres le Lemme 3.1

itg (1) € Flug(t). iy (1)) pp t € [a,b],

avec ur(a) = us(b) = wy. L’application uy est en fait la solution dans
W2 ([a,b]) de linclusion différentielle (Pr).
La compacité de 'ensemble de solutions du probleme (Pr),

{ug : [a,b] = E: ug(t) = Vot b /abG(t,s)f(s)ds,‘v’t € [a,b], f(t) € F(us(t),ur(t))},

—a
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découle de la compacité de X démontré dans I'étape 1 et les arguments
précédents, puisque f(t) € F(us(t),ur(t)) C m(t)Bg. =

Dans ce quit suit, on donne un résultat d’existence de solutions pour
le probleme (Pr), en supposant que F vérifie une condition de croissance
linéaire.

Théoréme 3.1 Soient E un espace de dimension finie, et F : Ex E=E une
multi-application a valeurs compactes convexes, semi-continue supérieurement
sur E'x E. Supposons qu’il existe deuz fonctions positives p,q dans L([a, b])

b—a _
g telles que F(x,y) C (p@®) ]l + bg(t)|ly[)Be

pour tout (x,y) € E x E. Soit vy € E. Alors l’ensemble des solutions dans
W2 ([a,b]) du probléme

satisfaisant |[p + ql|L1 <

i(t) € F(u(t),u(t)), p.p. tela,b],
(Fr) { u(a) = u(b) = wn.

est non vide et compact dans Cg([a,b)]).
Pour la démonstration de notre théoréme on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.2 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
pothéses du Théoréme 3.1 sont satisfaites. Siu est solution dans W' ([a, b))
du probléeme (Pr), alors pour tout t € [a,b] nous avons

«

lu@I] < a et fla)]l < 5,

avec
[l

o= 5
1 —

P+l

Démonstration.
Supposons que u : [a,b] — E est une solution dans W%'([a, b]) du probleme
(Pr), alors il existe une application mesurable f : [a,b] — F telle que

F(t) € Flus(t),as(t)) ppt € [a,b]

et
b

b—a

u(t) = us(t) = vo + /abG(t, s)f(s)ds, ¥Vt € [a,b].
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Par conséquent, pour tout ¢ € [a, ]

Ju(r)| oo+ 5o [ Gt 5)7(s)ds]

<l [1GEISE)s
< Mool 52 [ bol) ) -+ ba(s)fi(s) )
< ool + 5 [ bp(s) ey + als) oy s

2

b b d
< + Ul o1 +
= ||U0|| b CL” HCE/a (p(s) Q(S)) S,

d’ou,
b2
lu()I] < flvoll + 7=

i+ gl lufloy (3.2.1)

De la méme fagon nous avons

o)l = Hb/ %fusms)dsu
< 2 )Tl
< bfa/ﬁ (5) )| + b)) s

IN

b
m||P+CIHL}2||U||C}E,

et donc )

blla@) <

< P+l llullcy

) (3.2.2)

b
b a”p + gl lfullcy -
Les inégalités (3.2.1) et (3.2.2) donnent

< lwoll +

b2
e

e+ dlley llulloy,

ou bien
bZ

(1-3—

—lp+alle)llulley < flvoll,
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c’est a dire,
[[voll
2

b—a

Par la définition de [[u|cy on conclut que pour tout ¢ € [a, 0]

ulley, < =

1— 1P+ qllLy,
. (6]
lu@ <a et Ja@)] < 4.

Démonstration du Théoreme 3.1.
Considérons l'application ¢, : E — E définie par

x si z]| <k
Dp(t,x) =9 K 2| > &.
]

et considérons la multi-application Fy : E x E=3E definie par

Fo(z,y) = F(pa(x), p2(y))-

Alors F hérite toutes les propriétés de F, c’est a dire, Fyy : E x E=E une
multi-application a valeurs compactes convexes, semi-continue supérieurement
sur £ x E, et qu'il existe deux fonctions positives p, ¢ dans L ([a, b]) satis-

. a —
faisant [|p + qllp1 < telles que Fo(z,y) C (p(t)[|z(| + bg(t)|[y[])Be pour
tout (z,y) € E X E.

Montrons que Fy est semi-continue supérieurement.

Considérons fy: E x E — E x E 'application continue définie par

b2

fo(z,y) = (va(@), 02 ().
Soit V' un ouvert de F x E, nous avons
Fy'(V) = (Fo fo) (V)= fo " (F7(V)),
de la semi-continuité supérieur de F' et de la continuité de fy on conclut que

Fy ' (V) est ouvert. D’ott Fy est semi-continue supérieurement.
D’autre par, pour tout (z,y) € E X F

Fo(z,y) = F(pa(z), 2 (y))
C  (p®)lleal@)]l +ba(®)lles (v)I)Be
c (p(t)a+ by a(1)o) B
= a(p(t) +q(t))Bp = B(t)Bg,
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avec B(t) = a(p(t) + q(t)) et donc B € Li([0,T]).

Par conséquent Fjy vérifie les hypotheses de la Proposition 3.2. Par suite il
existe une solution u dans W%'([a, b]) du probleme (Pg).

On démontre maintenant que u est solution du probleme (P, ) si et seulement
si u est solution du (Pr).

Si u est une solution du probleme (P, ), alors, il existe une application f, €
L ([a, b]) telle que u = uy, et

fO(t) € FO(U<t),U(t)) p-p. le [CL, b]
et
[fo(D)]l < B(t) = a(p(t) + q(1)).
Utilisons la derniere inégalité et le fait que pour tout ¢ € [a, b]
b b
u(t) = vo + - / G(t, s) fols)ds,
et

i) = [T ) ol

on obtient
b2

el < ool + 57—
2

15]ls,

= [[vol| +

oallp+al,

[vo]
)2 lp + allvy
1—

2

b—a

= lwoll +

R

P+l

U
_ ol W

1- P+ allw,,

b—a
et

. b b
[a@)] < HWHL}Lz = HOZHP"‘QHL}Ez

b [[vol
(=) 72 P+ gl

P+l

b llvol| b—a, «
b2 )( b2 ) = E
o IP+dlley,

N
—~
(=
|
s
~—
—
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Les dernieres relations montrent que

Palu(t)) = u(t) et @e(u(t)) =1ult),
ceci implique que
Fo(u(t), a(t)) = F(u(t), u(t)).

Par conséquent, u est solution du (Pr).
Supposons maintenant que w est une solution du probleme (Pg). Par le
Lemme 3.2, nous aurons pour tout ¢ € [a, b]

lu@Il <, Jla®l < -

D’ou
F(u(t), u(t)) = Fo(u(t), u(t));

et donc u est une solution du probleme (Pp,). m
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3.4 Résultat d’existence pour une inclusion
différentielle du second ordre avec un se-
cond membre a valeurs presque convexes.

On démontre dans cette partie un nouveau résultat d’existence dans
W2 (]a, b]) pour Pinclusion différentielle (Pr) ot F : Ex E=FE est une multi-
application a valeurs compactes presque convexes. La presque convexité ici
est une version plus faible de la convexité.

Voici la définition des ensembles presque convexes.

Définition 3.1 Soit X un espace vectoriel. L’ensemble K C X est dit presque
convexe, si pour tout & € co(K) il existe deux constantes Ay et Ay, 0 < A\ <
1 < Xy, telles que

MEe K et M eK.

Remarques.
- Tout ensemble convexe est presque convexe.
- Si 'ensemble K est presque convexe est 0 € co(K) alors 0 € K.
Exemples.
Les ensembles suivants sont presque convexes :
- I'ensemble K = 0C, ou C est un convexe qui ne contient pas l'origine,
- ensemble K = {0} UJC, ou C est un convexe qui contient l’origine.

On démontre maintenant le théoreme principal de cette section.

Théoréme 3.2 Soient E un espace de dimension finie, et F : E x E=3E
une multi-application a valeurs compactes, presque converes, semi-continue
supérieurement sur E X E et vérifie les hypotheses suivantes

1) il existe deux fonctions positives p,q dans L ([a,b]), satisfaisant

b—a

lp +ally, < =z

telles que
F(z,y) C (M)l + ba(@)lly) B
pour tout (xz,y) € E X E,
2) F(z,Cy) C CF(x,y). pour tout (x,y) € EX E et ( >0
Soit vg € E. Alors le probléme (Pr) admet au mois une solution dans

W' ([a,b]).
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Pour la démonstration de notre théoréme on a besoin du théoreme suivant.

Théoréme 3.3 Soit F' : E x E=E une multi-application semi-continue
supérieurement sur E X E. Supposons que U’hypothése (2) du Théoreme 3.2.
est satisfait. Soit vy € E et soit x : [a,b] — E, une solution du probléme

i(t) € co(F(u(t),u(t))), p.p. te€ la,b
(Peo(r) { u(a) = u(b) = vy,

et supposons que Ay et Ny sont deuz constantes (0 < Ay < 1 < \g), telles que
pour tout t € |a, b],

Mi(t) € Fz(t), #(t) et hoi(t) € Fa(t), i(t)).

Alors il existe une application t = t(1), non décroissante, absolument conti-
nue définie de l'intervalle [a,b] dans lui méme, tel que T(1) = x(t(7)) est la
solution du probleme (Pr). De plus T(a) = z(b) = vp.

Démonstration.

Etape 1.

Soit [a, f], (0 < a < f < +00) un intervalle et supposons qu’il existe deux
constantes Ay et Ay tel que 0 < \; <1 < Ay. Supposons de plus que A\; > 0.
Montrons qu'’il existe deux sous ensembles mesurables de 'intervalle [a, ],
avec X} et A leurs fonctions caractéristiques et telles que &7 + X = Xy 5),
et il existe une fonction absolument continue s = s(7) sur [a, (], telle que

s(a) —s(B) =a— 3, et

qﬂ:%mi+%m;.

En effet, soit « définie par

1 .
5 S1 )\1 = )\2 =1
’y =
Ao —1 ,
S1mon.
A2 — A\

On voit bien de cette définition que 0 <~ < 1 et

Ao —1

YA A (L= =7(A —A2) + Ay =
Ao — A\

()\1 —)\2)—|—)\2 =1.
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En particulier

B B 1 B8 1
/ 1d7':’y)\1/ )\—dT+(1—7)/\2/ —dr. (3.3.1)
[ a 1

& 2

D’apres le théoreme de Lyapunov (Théoreme 1.3) les deux ensembles définies
par

A= {u(A / Zdt) Aex)
et
B={y(A / i/ A x)

sont convexes, alors A + B est convexe, donc on peut écrire
Va >0, 3>0, (a+ B8)(A+B) =a(A+B)+ B(A+ B). (3.3.2)

Par la relation (3.3.1) nous avons

d:/\/ Sdut (1 A/ ~dy,
wha 71[M1”< )z[a,m&“

—du +0—/ d+/ —dpe A+ B
/aB])q [,8] A1 a A2 a

0+ /—d v Laicarn
[a,] >\2 M A a [,8] A2 a

avec

ce qui implique
/[aﬁ} dp € Y (A + B) + (1 — )Xo (A + B),
de la relation (3.3.2) nous aurons
/[a,ﬂ] dp € (YA + (1 = 7)) (A + B),
et comme yA; + (1 —¥)A2 = 1 nous obtenons

dp € (A+ B),
gy ( )
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c’est a dire, il existe deux ensembles Aq, A € X telles que

81

1 1
dpu= | —du—+ —dpu.
[, 8] a A1\ s Az Ao s
Soient &y et X, leurs fonctions caractéristiques et telles que X + X5 = Xy 5.
Posons 1 1
o(r) = Xl(T)/\—l + XQ(T)/\—2,

nous aurons

/BU(T)dT = /j[?(l(T)/\ll + XQ(T)i]dT

1 1
= —d —d
Al >\1 T + AQ )\2 T

B
= /1d7:ﬁ—04

1 1
Considérons la fonction $(7) = Xy (7)— + XQ(T)Y
2

A
Etape 2.
a) Considérons ’ensemble

C={re€labl: 0€ F(x(1),%(1))}.

Montrons que C' est fermé. Soit (7,,) une suite d’éléments de C' convergeant

vers T € [a, b], alors pour tout n € IN nous avons

0 € F(a(r), i(r))-

g
: Alors/ s(r)dr = f—a.

Comme F est semi-continue supérieurement, a valeurs compactes, donc son

graphe est fermé, et comme les fonctions z(.) et &(.) sont continues, nous

aurons 0 € F'(z(7),4(7)). D’ou le résultat.

D’autre part, et sans perdre de généralité on peut supposer que pour tout

t e C, \@(t) =0, et quand Z(t) = 0 on peut prendre Ay = 1.

(b) Supposons que C' est un ensemble vide. Dans ce cas \; # 0, donc on peut

appliquer 'étape 1 sur Uintervalle [a, b]. Soit s(7) = a —1—/ $(w)dw, s est non

décroissante de plus s(a) = a et

s(b):a+/ab$(w)dw:a+(b—a):b,
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donc s est définie de [a, b] dans lui méme.
Soit t : [a,b] — [a, b] son inverse donc t(a) = a et t(b) = b.
D’autre part, nous avons

%S(t(T)) = $(t(7))t(r) = 1.

ce qui implique

Considérons Iapplication Z(7) = z(¢(7)), nous avons
() = i(r)i(o(r)
J-&(r) = 1)z (t(r)),
comme (1) = 0, donc

() = ()1 () + Hr)ilo(r)) = #(6(r)) (7)),

1 &2 . .
ﬁﬁx(ﬂ = E(t(7))(¢(7))
= (7)) MAL(UT)) + Ao Xa(t(T))]
€ F(x(t(r)), 2((1)))
= F(#(r), 1 (),
utilisons '’hypothese (2) sur F', on obtient
PUi(r). 758(7) € = Fla(r).(7)
et donc L2 .
i) dr (1) € %F(l‘(ﬂ (7))
par conséquent
d2
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(¢) Maintenant on suppose C non vide. Soit ¢ =sup{r: 7€ C}, c € C.
En effet, nous avons

c=sup{t: 71€C}<=Ve>0,Ir.€C: c—e<T1 <g

on peut écrire

1 1
Yn>0,3(r)eC: c——<m<c<c+—,
n n
c’est a dire,
1
Yn >0, 3(r,) €C: |1 —c < —,
n

donc il existe une suite (7,,) dans C' tel que nlljgl@ T, = ¢, comme C est fermé,
ceC.

D’autre part, 'ensemble ([a,b] \ C') est un ouvert, il existe donc une parti-
tion (Ja;, b;[); de ([a, b] \ C') composée d’intervalles disjoints deux a deux avec
'exception de deux intervalles prenant la forme [a;,, b;,[ ot a;, = a et Ja,, by ]
ol a;, = c. Pour tout 7, appliquons '’étape 1 sur chaque intervalle Ja;,, by,
donc il existe deux sous ensembles K} et K3, de |a;,, b;,[ leurs fonctions ca-
ractéristiques sont X[(.), AXj(.) respectivement tel que X{ + Xj = X, by

Posons 1 1
: 7)(1 7‘)(-1
$(r) = - i(7) + LX)

on obtient )
/ Z $(w)dw = b; — a;.
(d) Sur l'intervalle [a, ¢] nous avons

() = 5, Xelr) + S5 + 5 ()

ou la somme est prise pour tous les intervalles inclus dans [a, c] & I'exception
de ¢, b]. Done, nous avons

/Cé(w)dw:kagc—a

puisque Ay > 1 et / T)dT = b; — a;.

Posons s(7) = a + / w)dw, alors s a un inverse défini de [a, c| a valeurs
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dans [a, k + a].

(e) Soit t : [a,k + a] — [a,c]| 'inverse de s(.). Le prolongement absolument
- d -

continu de ¢(.) noté t(.) est défini sur [a,c], tel que d—t(T) = 0 pour 7 €

T

|k +a,c.

Démontrons que la fonction #(7) = z(#(7)) est la solution du probleme (Pr)

sur l'intervalle [a, | et que Z(c) = z(c).

D’apres (b), nous avons pour 7 € [a, k + a], t(7) = (1) est inversible, et

tH(1) = X Xo(T) + Z()\l)c'f(T) + Ao Xi(7)).

Comme
ddTgff(T) = (i())%2(t(r)) + {(r)a(t(r)) = &(t(r))((1))?,
1 &x(r) :
o - (t(r)) (F(7))

IN
=
=1
—
2
QHI
\]
S~—
S~—

par conséquent
d* . - -
£ 5i(r) € Fla(r), #(r).

d -
En particulier, nous avons t(k+a) = c et d—t(r) = 0 pour tout 7 €]k +a, |,
T

on obtient alors

t(r) =tk +a) =tk +a), V7 €k + a,d],
d’olt
Tk +a) = 2(t(k +a)) = 2(t(1)) = (1), V7 €]k + a, ],
donc, pour T €]k + a, ¢, T est constante et puisque ¢ € C, nous avons
d?

ﬁm(T) =0¢€ F(z(c),2(c)) = F(Z(k+a)

I(k4a)) = F(Z(1), 2(1)).

"tk + a)
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(f) Pour démontrer l'existence de la solution du probleme (Pp) sur U'intervalle
[c, b], nous avons A\; > 0 donc on peut appliquer I'étape 1 et (b).

Ce qui complete la démonstration de notre théoreme.

Démonstration du Théoreme 3.2.

Nous avons co(F) : E x E=3E est une multi-application & valeurs compactes,
semi-continue supérieurement sur £ x E.

D’autre part, et pour tout (z,y) € E x E, nous avons

co(F(z,y) < (p@)ll=ll + ba(t)]ly[)co(BE)

= (el + bg(t)[ly]) B

On voit bien que la multi-application co(F) : E x E=E vérifie tous les
hypotheses du Théoreme 3.1. Donc le probleme (PCO(F)) admet une solution
z dans W2'([a,b]). Comme les valeurs de F sont presque convexes, d’oil
I'existence de deux constantes A\; et Ay (0 < A\ < 1 < \y), tels que, pour
presque tout t € [a, b],

Mi(t) € Fz(t), #(t) et Aoi(t) € Fa(t), i(t)).

Utilisons le Théoreme 3.3, on conclut que le probleme (Pr) admet une solu-
tion dans W2'([a, b]).
Ce qui acheve la démonstration de notre théoreme principal. m



Chapitre 4

L’affinité sur les variations des
controles et le probleme bien
posé pour une équation
différentielle du second ordre.

4.1 Introduction

Le terme mathématique du probléme bien posé (well-posedness) provient
d’une définition de Hadamard (1902). Il pensait que les modeles mathématiques
des phénomenes physiques devraient avoir les propriétés suivantes

1) une solution existe,

2) la solution est unique,

3) la solution dépend de fagon continue des données, pour une topologie

raisonnable.
Comme exemples sur les problemes bien posés nous avons le probleme de Di-
richlet pour I’équation de Laplace et I’équation de la chaleur avec des condi-
tions initiales spécifiées. Ces problemes peuvent étre qualifiés de naturels,
dans le sens o, il existe des processus physiques qui résolvent ces problemes.
Il est fréquent que les problemes inverses ne soient pas bien posés.

Les premiers travaux concernant les problemes bien posés ont été intro-
duits par Hadamard et Tykhonov. Apres, 'auteur dans [35], [36] a développé
la notion et la définition du probleme bien posé par perturbation, et il I’a relié
au controle optimale. Dans [37] et [29] les auteurs ont démontré ’équivalence

86
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entre 'affinité sur les variations controles et le probleme bien posé pour des
équations différentielles non homogenes du premier ordre de la forme

{ u(t) = Au(t) + f(t, 2
u(0)
ou A est un opérateur lineaire borné.

Le but de notre travail est de généraliser cette étude a une équation différentielle
du second ordre avec des conditions aux limites de la forme suivante

i(6) = Fltu(t), i(t) + gt () pp te 0.7
100} u(0) = () = 0.

Dans la premiere section on donne un résultat d’existence et d’unicité
pour le probleme sans perturbation, dans la section 2, nous démontrons
quelques propriétés de la solution du probleme, puis la convexité et la Gateaux
différentiabilité de la fonction quadratique du probleme (P ). A la fin, nous
étudions ’équivalence entre le probleme bien posé et 'affinité sur g par rap-
port au controle.

(t ) p-p t€[0,T]
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4.2 Un résultat d’existence pour une équation
différentielle du second ordre.

On démontre dans cette partie un résultat d’existence dans W3 ([0, 7)),
pour ’équation différentielle du second ordre

i(t) = f(t,u(t),a(t)) pp tel0,T
(Pf){ ) <u(0):u()11)£%. "

En premier lieu, on donne un cas particulier du Lemme 3.1.
On considere CL([0, 7)) muni de la norme

July, = maxx{ maue [u(®) ] 7 mas (t) [}

Lemme 4.1 Soient E un espace de Banach séparable, T > 0 et G : [0,T] x
[0,T] — IR, la fonction définie par :

1
—T(T—t)s si 0<s<t<T,
G(t,s) = (4.1.1)
1
_Tt(T_S) st 0<t<s<T.

Alors on a les résultats suivants.
(1) Siue W5'([0,T]) avec u(0) = u(T) = 0, alors

u(t) = /OTG(t,s)il(s)ds, vt e [0,T]. (4.1.2)

(2) G(.,s) est dérivable sur [0,T] pour tout s € [0,T], a part sur la dia-
gonale et sa dérivée est donnée par

s
— st 0<s<t
§(t, s)=¢ L (4.1.3)
ot ——(T—-s) si t<s<T.
T
(3) G(.,.) et %C:(, .) vérifient
sup |G(t,s)| < T, sup |%(t7 s)| < 1. (4.1.4)

t,5€[0,7) t,5€[0,T),ts Ot -
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(4) Soit f € L([0,T)) et soit uy : [0,T] — E Uapplication définie par

1@@):14TGag@f@ﬁh,Vte[Qiﬂ

alors
up(0) =uy(T) = 0.

De plus, Uapplication uy est dérivable, et sa dérivée iy vérifie

gt ) — gl
h—0 h

:uﬂﬂ::AT%f@ﬁ)ﬂQd& (4.1.5)

pour tout t € [0,T]. Par conséquent, g est continue sur [0,T] a valeurs dans
E.

(5) L’application 1y est scalairement dérivable, i.e, il existe une applica-
tion iy : [0,T) — E telle que, pour tout x' € E', la fonction scalaire (z',Us(.))

est dérivable, avec

ot g (1)) = (o iy (1),

et
iy = f p.p. sur [0,T]. (4.1.6)

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 4.1.

Proposition 4.1 Soit E un espace de Banach séparable, et soit f : [0,T] —
E une application continue (résp. dans Ly([0,T))). Alors Uapplication u; -
[0,T] — E définie par

T
W@:/<wwﬁ@@,w@mﬂ
0
est la solution unique dans C%([0,T]) (résp. dans W' ([0,T])) du probléme

i) = f(t), Vieo,T],
<P>{ u(0) = u(T) = 0.

Maintenant on donne un résultat d’existence pour une équation différentielle
du second ordre, qui nous sera utile dans la suite, pour la démonstration on
répette les mémes étapes de démonstration du Théoreme 2.1.
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Théoreme 4.1 Supposons que E est un espace de dimension finie. Soit
f:10,T] x Ex E — E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (z,y) € E x E fixé, f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
[0, T7;
(it) pour tout t € [0,T] fixé, f(t,.,.) est continue sur E'x E ;

(it) il existe une fonction non négative m € Ly ([0,T)) telle que
|t 2, m)]) < m(t), ¥ (t.2,5) € [0.7] x E x .
Alors, le probleme

um{uwszmmuwxg%temﬂ,

admet une solution w € W' ([0, T]).

On démontre dans la partie suivante le résultat principal pour 1’équation
différentielle (Pf) en supposant que f vérifie une condition de croissance
linéaire.

Théoréme 4.2 Soient E un espace de dimension finie et f : [0, T|x EXE —
E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (z,y) € E X E fizé, f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
[0,77;

(1) il existe deux fonctions non négatives ky, ko dans L ([0,T]) satisfai-
sants
(Tl lley, + k2lluy) <1

et
1f(t 21, y1) = f(E 22,90l < k()] — 22l + k2 (8) Iy — vell,

pour tous (t,x1,y1), (t, xa,y2) € [0,T] X E X E;
(131) il existe trois fonctions mon négatives m, p et q dans Li([0,T])
satisfaisants

1
lp +ally, < 7
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telles que
1/t 2, 9)l| < m(t) + p@)|zll + Tq()yl],
pour tout (t,x,y) € [0,T] x E x E. Alors I"équation différentielle

i(t) = f(t,u(t),u(t)), p.p. te€][0,T],
@0{ w(0) = u(T) = 0

admet une solution unique u € W ([0,T7).

Pour la démonstration de notre théoréme nous avons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 4.2 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
potheses i), 13) et 413) du Théoréme 4.2 sont satisfaites.

Siu est solution dans W' ([0, T]) du probléme (Py), alors pour toutt € [0,T]
nous avons

Ju(t)]| < a, M®”<T

avec
Tlmllgy,

1 =Tlp+alw

Démonstration.
Supposons que u est une solution du probleme (Pf). Alors u € W2'([0, 7)),
et de la relation (4.1.2) nous avons pour tout ¢ € [0, 7]

() = 1[Gt spiCs)as|
= [ G5 uls),i()ds]
< [T16 s us) i)lds,

I'hypothese iii) et la relation (4.1.4) impliquent que
[u(®)] < T/ s)|lu(s)|| + Tq(s)|u(s)])ds
< T / 9lulley, + a(s)lullcy )ds

= 1 /0 mis)ds + ey [ () + a(s))ds).
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d’ou,
[u(®)[l < T(llmllyy, + 2+ alluy llullcy)- (4.2.1)

De la méme facon nous avons,

T oG
| St s)ii(s)ds
- ||/TaG (s, u(s), i(s))ds]

1% 5) s, (o), i) s

la@)]

< /O (m(s) + p(s)lluls)l| + Tq(s)|[a(s)l)ds
=< lmlles, + 112+ alley llullcy,
dot
Tl < T(llmlley, +[lp + qllcy [lullcy)- (4.2.2)

Les inégalités (4.2.1) et (4.2.2) nous donnent
lullcy, < T(llmlluy, + lp + qllwy [[ulley),

et donc
(L =T[p+dallu)lulcy < Tlmyp .

On conclut que

T||\m
Jullcy < —— R = . (4.2.3)
De la relation (4.2.3) nous aurons, pour tout ¢ € [0, 7]
lu@)] <a et [la@)] <

Démonstration du Théoréeme 4.2.
Considérons maintenant 1'application ®, : [0,7] x E — E definie par

x st Jz]| <k
Dt x) =9 [ || > &.
[l
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Considérons maintenant une autre application fy : [0, 7] x Ex E — E definie
par
fO(ta Z, y) = f<t7 (I)Oé(tv SL‘), (I)%(t> y))

L’application fy hérite les hypotheses (i) et (ii) supposées sur f, c’est a dire,

(i) pour tout (z,y) € £ x E fixé, fo(.,7,y) est Lebesgue-mesurable sur
[0,77;

(ii) il existe deux fonctions non négatives ky, ko dans LL ([0, 7)) satisfai-
sants

(T[[klley + 1k2flL) < 1
et

1fo(t; 21, 91) = fo(t, o, y2) | < 2ka (D)1 — ol + 22 ()1 — w2,

pour tous (z1,y1), (x2,92) € E X E,
En effet,
i) Démontrons que la fonction

t= folt,z,y) = f(t, Pult, x), Pa(t,y))

est Lebegue-mesurable sur [0, 7.

Soit € > 0, d’apres le théoreme de Scorza-Dragoni, il existe un compact
I. C [0,T], tel que la mesure de Lebesgue de ([0,7] \ ) est inférieure ou
égale a € et la restriction de f a I. x E X E est continue, alors la fonction

t— fO(t7x7y> = f(ta q)a<t7$)7 (I)%(t7y))

est continue sur I, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, 7], puisque € est ar-
bitraire et les applications ®, et ®o sont constantes par rapport a ¢ et donc
continues par rapport a cette variable.

ii) Nous avons,

||f0<t7$17y1)_f0(t7x2ay2H = ||f(t7 (I)a(t7x1)7 (I)%(tvyl))_f(tv (I)a(tva:?)a (I)%<tay2>||?

pour tous (x1,41), (z2,y2) € E' x E. Comme f est Lipschitzienne sur £ x E,
on obtient

1fo(t 21, y1) = folt, w2, gal| < k(8| @a(t, 21) = Pa(t, 22)[[+h2 (1) [P (E, 51) = Pa (£, o) -

D’apres la définition de I’application @,
si||zi| < &, ||z2| < ket |lyill < &, |ly2]] < K, nous aurons

[@n(t, 21) = @ (t, 22)|| = [l21 — o] < 2[|21 — ],
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et
[Pw(t, y1) — Pult, y2) |l = llyr — vall < 2[y1 — w2,

si ||z1]| > & et ||z2]] > k nous aurons

kxy kX3 1| @2 — 2|71 |
[P (t, 21) — ity z2)[| = I | = &l I
Y o ETREA [y [[|2]]
= WH(%H@H — xaf|zy || — 2|z || + 2o [l )]
K
= WH%(H@H = [Jza]l) + [z fl(z1 — 22)]]
K
< W[HMIH(HMH = [lz2)] + [l [[llz1 — @2l]]
K
< Ul = @2l + [lzy — 22f])
|22
< 2|z — 2ol

si ||z1]| > ket ||x2|| < & (||z1]] > & > ||z2]|) on obtient

RX1
[®x(t,21) — Pt z2)|| = [ i H — 29|
o || RI1 RI9 RI9 ||
EN || 0 ||501||
= (@1 — 22) + 2 — 1)
1] | 1H
K K
Tl = ol + [z l|(1 — )
|21 ]] (B2
l|lz1]| —
< |21 — ol + ———— || |
|1
llzall = %
< Hxl - .232” + H H H 1”
= |21 — 22| + (|21l — &
< |21 — 2ol + (|21 || — [J22|]
<z = ol + |1 — 22| = 2|21 — 22|

De facon similaire nous aurons

1D (t, y1) — Clt, y2) |l < 2[|vn — w2l
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Par conséquent, pour tous (t,x1,y1), (t,x2,y2) € [0,T] x E X E

[ fo(t,z1,91) — fo(t, w2, 92)|] < 2ki () ||l21 — 22| + 2K2(2) |yr — 2]|-

Nous avons aussi, pour tout (¢,z,y) € [0,T] x E x E
||f0(t,l’,y)H = ||f(tv (I)a(t,l’),q)%(t,y))H
< m(t) +p)||Palt,z)| + Tq)||Pa(t, )

< m(t) + p(t)o + Tq(t)%

- m(t) + a(p(t) + q(t)) = B().

Par conséquent I'application f, satisfait toutes les hypotheses du Théoreme
4.1. D’ont I'existence d’une solution u € W' ([0, 7]) du probleme (Py,).
Montrons maintenant que u est une solution du probleme (Pj,) si et seule-
ment si u est une solution du probleme (Py).

a) Si u est une solution du probleme (Py,). Alors nous avons

[a()[l = [lfo(, u(t), a(®) || < B(t).

Utilisons la derniere inégalité et la relation

u(t) = /0 Gt 9) fols, uls), i(s))ds, Vi € 0,71,
nous obtenons

(ol < [ 166 ) Lts, ), its)ds < [ 16t 5)|B(s)ds

la relation (4.1.4) implique

T
Ju)] < 7 [ Bs)as
T
= T (ms)+alpls) +a(s))ds
0
< T(mlly, + allp + gl
) Ty,
= Tlmlyg, + =y, oo+ alsy)
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et donc
Tlimllyy,

I'< 1 —Tllp+qllwy,

[u(?)

= o (4.2.4)

Par les mémes calculs, la relation

a(t) — /01 %f(t 9) fols, u(s), i(s))ds, V¢ € [0, T

nous donne

Ol < [ 15l uls), i)l
< [ Issuts),is)lds < [ ps)as,
d’on
Tla(t)]| < T/ s)ds < a. (4.2.5)

Par les inégalités (4.2.4) et (4.2.5) nous aurons

(b, ult)) = ult) et Do (t,alt)) = i(t),

et donc
Jo(t,u(t),u(t)) = f(t u(t), u(t)).

Par conséquent, u est une solution du probleme (Fy).
b) Supposons maintenant que u est une solution du probleme (Py).
D’apres le Lemme 4.2 nous avons

lu@I < a,  [la@)] < , vt e [0,T].

Alors
f(tu(t),a(t) = fo(t, u(t),u(t)),

d’olt u est une solution du probleme (P,).

Unicité de la solution.

Soient uy,uy deux solutions dans W' ([0, 7]) du probleme (Py). Pour tout
t € [0, 7], nous avons

[t (8) — i (8)]] = [ (8 ua(2), un (8)) — f(t, ua(t), ua ()],
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comme f est Lipschitzienne nous aurons
[t (£) — tio () ]| < Ka () [|ua (8) — ua(B)] + ko (8) ([0 () — i2(2)]],

d’ou

" . T " . ToG " "
[ (8) =2 () ]| < kl(t)ll/o G, 8)(ul(S)—U2(S))d8H+kz(t)H/O ¢ (b 8)n(s) —tia(s))ds]],
la relation (4.1.4) implique

Jin(t) = )] < Tha(e) [ ia(s) — ia(s)lds + kale) [ [l () = ia()lds

= (Thy(t) + ko () ||in — izl -

On obtient alors,

[l ia@llde < [ (Thi@) + ka0 iy

(Tl[Falley, + [[F2lles )iy =ty

d’ou
[y — dia||py < (T[k1llLy, + [[k2lluy )iy — dizlly

et donc
(L = (T[[kal[Ls, + [[k2l[L )in — dalry <0,

et par conséquent i, = o, ceci nous donne
T T
u(t) = / G(t, )iy (s)ds = / G(t, s)iia(s)ds = us(t), ¥t € [0, 7],
0 0

On conclut alos que uy(t) = ua(t), Vt € [0,T], c’est a dire, u; = us. m
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4.3  Quelques propriétés de la solution du
probleme considéré

Dans cette section nous étudions les propriétés de la solution du probleme

i(t) = f(t,u(t),a(t)) + Bt)z(t) +c(t) pp te€]0,T]
(Frz.) { u(0) = u(T) =0,

ou f:[0,T]| x ExFE — E, ¢:[0,T] - E sont deux applications et B un
opérateur linéaire borné.
On commence par un rappel sur les opérateurs linéaires bornés.

Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, et X', Y’ leurs duals topolo-
giques, on appelle un opérateur borné de X dans Y toute application linéaire
continue de X dans Y, et on note par L(X,Y') I'espace des opérateurs linéaires
bornés définis de X a valeurs dans Y.

Soit T' € L(X,Y) alors,
1Tl cxyy = sup{l| Tz« = € X, |[=]] = 1}

et
1Tz < Tl cexpllz], Vo € X.

De plus, ||T']|z(x,y) est le plus petit nombre réel positive M tel que
|Tz|| < M||z||,Vx € X.
On appelle adjoint de T Uopérateur T* € L(Y”, X') tel que
Vee X, Vy €Y', (,T"y)xx = (Tz,y)yy

et
1T e xy = (1Tl ecx,v)- (4.3.1)
SiT e L(X,X) tel que T* =T, on dit que T est un opérateur auto-adjoint.

Nous énoncons dans la suite le résulat principal de cette section.

Proposition 4.2 Soient E, Z deuz espaces de dimension finie et f : [0, T] X
E x E — E une application vérifiant les propriétés suivantes
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(i) pour tout (xz,y) € E x E fizé, f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
[0, 77;

(13) il existe deuzx fonctions non négatives ky, ko dans L ([0,T]) satisfai-
sant (T'||klluy + [k2lley) <1 telles que

I f(t, 2, y1) — f(E 22,00 < ki(t)||lzr — 22| + K2 (8)]|1 — w2l

pour tous (x1,y1), (T2,y2) € E X E.
Soit B € L7, 5([0,T]) un opérateur et ¢ : [0,T] — E une application
Lebesgque-mesurable, vérifiant la propriété suivante

(#32) il existe trois fonctions mnon négatives m, p et q dans L%k([0,T7])
satisfaisant

1
lp + glley, < 7

telles que

17z, + 1B | ez.m 1201 + @)} < m(t) + p@)lle] + Te@)yll,

pour tout (t,z,y) € [0,T] x E x E et tout z € LL([0,T1]).
Alors, pour tout z € L%([0, T) il existe une solution unique u, dans W' ([0, T])
du probleme

i(t) = f(t,u(t),u(t)) + Bt)z(t) +c(t) pp te€][0,T]
18| u(0) = () = 0.

De plus, pour (z,) une suite d’éléments de L%([0,T)), si (z,) converge for-
tement vers z dans L%([0,T]) (resp. (z,) converge o(L%(]0,T]),L%([0,T]))
vers z) alors (u,, ) converge vers u, dans CL([0,T]) muni de la norme [-lcy -

Démonstration.

Notons que lexistence de solutions dans W' ([0,7]) du probleme (P z..)
est assurée par le Théoréme 4.2, car pour tout z € L%([0,7]) 'application
h,:[0,T] x E'x E — E définie par

h.(t,z,y) = f(t,z,y) + B(t)z(t) + c(t),

vérifie les propriétés suivantes
i) pour tout (z,y) € E x E, fixé h,(.,z,y) Lebesgue-mesurable sur ([0,77);
car f(.,x,y),c(.) et B(.)z(.) sont Lebesgue-mesurables sur [0, 7.
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ii) 1l existe deux fonctions non négatives ki, ko dans Lk([0,7]) satisfaisant
(T[|K[Jea + [[koflr) <1 et

1h=(t, 21, 90) = ha(twa, )| = (1 (G20, 90) = F(E 22, 90) |

< Ri()[Jer — o] + K2 () lyr — 2],

pour tous (z1,v1), (x2,42) € £ X E.
iii) Il existe trois fonctions non négatives m, p et ¢ dans L%([0, T) satisfaisant

1
lp +ally, < 7

telles que

[h=(E, 2, 9)|| - = (8, y) + B(t)2(t) + c(1)]]

< @zl +[1BOl ez llz@) + llc@)]

IN

m(t) + p(®)llz|l + Tq(@)[lyll,

pour tout (t,z,y) € [0,T] x E x E.

Considérons maintenant la suite (z,) C L%([0,7]) qui converge fortement
vers z. Pour tout n € IN, soit u,, I'unique solution dans W%'([0,7]) du
probleme

iy (8) = o (8 s, (1), s (1)), ppt € 0,7,
(Ph,.) { ., (0) =, (T) = 0.

Pour tout ¢ € [0, 7], nous avons

]
i, @] = 1z (8, 002, (1), e, (2))

< m(t) + p(®)[uz, (D + Tq(®)]=, (D],

d’apres le Lemme 4.2 nous avons

i, (®)] < mt)+pt)a+ Tq(t)%

< m(t) + (p(t) + q(t))a = B(1).

La fonction 3 € L%([0,T1]), et par suite (ii,,) est bornée dans L% ([0, T]), qui
est réflexif, donc on peut lui extraire une sous suite qui converge (L% ([0, T1), L% ([0, T]))
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vers une fonction w € L%([0,T]). D’autre part, les suites (u,,) et (u,,) sont
équicontinues. En effet, nous avons

U, (t) = /OTG(t,s)ilzn(s)ds, vt € [0, 17,

et
ToG
iy (0) = [ S (8 8)ite, (s)ds, ¥t € 0,71,
0o Ot
et donc pour ¢, 7 € [0, T,

[z, () — e, (T < /TIG(t,S)—G(T,S)Illﬁzn(S)lldS

< [16(t.5) - Glr5)IB(s)as

et

Jies (1) — e, (DI < [ 157 8,5) = 5 7,1 3(s)ds

Comme 8 € L%([0,7]) € LE([0,T]) et G est unlformement continue, alors
les suites (u,,(.)) et (4, (.)) sont équicontinues. D’autre part, nous avons
pour tout ¢ € [0, T

fun O = [ Gt )i, (s)as]

T ..
< [ 1GE )i, () ds < T8y,

et

i, (0 1[5 )it (s)ds)

oG
<[5 (5)ds < [y

Donc les suites (u,, (t)) et (u., (t)) sont relativement compactes. Par le théoreme
d’Arzela-Ascoli, (u,,) et (u,,) sont relativement compactes dans Cg([0, 7).
Par extraction de sous suites notées aussi (u,, ) et (i, ) respectivement, on
peut conclure que la suite (u,,) converge uniformément vers une fonction u
ayant une dérivée u absolument continue.

La convergence faible de (i, ) vers w € L%([0,T7]), nous permet d’écrire pour
chaque 2’ € L%([0, 7))

nle (U, )12 2 = (W, 2")12 12,
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ie.,
T

lim [ (i, (s),2'(s))ds = /0T<w(s),$'(s)>ds,

n—oo 0

en prenant z'(.) = G(¢t,.)y(.) pour t € [0,T], avec y(.) € L%([0,T]), nous
aurons alors

Tim [ i, (5), Gt s)y(s))ds = [ (wls), Gt s)y(s))ds,
et par suite
T [ (G )iz, () y(sds = Jim [ (i, (5), Gt s)y(s))ds

_ Aﬂﬂgﬂ@@mmw
_ /()T<G(t,8)w(8),y(8)>d5>

en particulier pour y(.) = Xjo71(.)e; ott Xjo.7(.) est la fonction caractéristique
de [0,T7] et (e;) une base de E, on obtient alors

lim T(G(t,s)ilzn(s),?([oﬂ(s)ej>ds = /OT<G(t,s)w(s),X[o,T](s)ej)ds,

n—0o0 /o

qui est équivalent a

im [ G, 8)ii, (s)ds, e;) = ( /0 Gt syw(s)ds, e;),

n—oo 0

ce qui montre que

lim [ G(t, )i, (s)ds /0 Gt s)w(s)ds = ult).

n—o0 /o

On conclut que i = w et que u satisfait u(0) = w(7T") = 0.
Montrons maintenant que u = u,.
i) Supposons que (z,) converge vers z dans L%([0,77]). Nous avons
T .. T ..
e, () = (O] = [ Gl o)its, ()ds = [ Gt s)i(s)ds|
T .. .o
= Gl e, () — i (s)ds]|
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d’autre part, nous avons

et
i (t) = f(t,us(t), 0:(t)) + B(t)z(t) + c(t),

donc

s () — w:(0)] - = 1[Gt 5)(i (5) — i (5)) s

N
S—
93
Q
—~
~
[V
-
=
—
\'Cr.)
<
N
3
—~
V2)
N—
.
N
3
—~
V2)
S—
N—
|
~
—
uCID
<
N
—
”
N—
<
N
—~
V2)
N—
-
.
V2)

. /OT|G(t, )IIB(s)2a(s) — B(s)2(s)||ds,

utilisons la condition (ii) sur f et la relation (4.1.4), nous aurons

[z, (8) = u- ()] < T/OT(kl(S)Huzn(S) = (8)[| + Fa(s) [z, (5) = =(s)[[)ds

+ T [MIB)als) — ()l

comme B € L7, 5 ([0,T]) et 2 € L3([0,7]) par I'inégalité de Hélder on
obtient

[T UBG)as) — 2(6Dlds < ([ NBG) A ) — =(5) )}

= 1Bllez , , 20 = 2llez ,

d’ou
T

Juz, (8) —u(@)|| < T/O (F1(s)|luz, (s) — uz(9)[] + ka(s) [, (s) — = (s)]])ds

" TIBlsz,, , I — 2l

T 1

< 7 [ (o) + ba(s) g, — sy ds + TUBls,, , lon — #lg

= (Tlkaley + Iallgyles, = walloy + T11Bllcs,, , o = #lus.
Ansi,

[z, () = ()| < (TlFalley, + [[F2lloy) vz, —uelley + Tl Bz, 20— 2llez -

(Z,E)
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De la méme fagon, nous avons

i, () — ()] = 1% 1 8) i ) — (5]
< /ﬁﬁ@www%mma@wwaw@mmmm
. LI5S NIBs)2a(s) — Bs)=(s)lds
< [ 0 un () — )+ Eas) i (5) — ()]s
+ [ IBE) Gals) = (s

T 1
< [ )+ pha()llus, — ulloyds + Bl

AN EA Y
1

= f[(THIﬁHLlE k2l )z, = uelley + Tl Bllez , , 120 = 2l )
Donc
T, (1) =N < (Tllkalley +llRallLy ) lue, —uslley + TN Bllez, , , llzn=2lxz -
Do,
[wz = wzllcy, < (Tllkalley, + lIR2lluy) vz, —uslley, +TlBlez, , , 20 = 2Lz,
cecl nous donne

(1= (Tl + [Ralluy Dz, = welley, < TlBllez , , 20 = 2llez

c’est a dire,

T
Uy, — Uyl|cr < Bl|y2 Zn — 2|12
|| ||CE (1 _ (T”kl”L}E + ||k72||]_,11€)) || ||LL(Z,E)|| ||LE

Passons a la limite nous obtenons la convergence de (u,,) vers u, dans
Ch([0,77).

ii) Supposons maintenant que (z,) converge o(L%([0,T]),L%([0,T7])) vers z.
Montrons que (i, (.) — f(.,u, (), s, (.))) converge a(L%([0,T7]), L%([0,T)))
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vers (uz() - f(>uz()>uz()))
Nous avons 3(.) € L%([0,T])), et pour tout n € IN,

1, us,, (t), s, ()| < B(2),

donc
flouz, (), 0., () € Ly ((0,T7),

et comme pour tout ¢ € [0, 7]
hm f(t, Uz, (t)v U, (t)) = f(tv u<t>7 u(t))

on conclut || f (¢, u(t),@(t))]| < B(t) pour tout t € [0,T] et que (f(.,uz, (.), 2., (.)))n
converge vers f(.,u(.),u(.)) dans L%([0,7T])) et par conséquent cette conver-

gence est aussi vraie o(L%([0,T1]), L% ([0, TY)).

Comme nous avons la convergence o(L%([0,T]),L%([0,T])) de (i, (.)) vers
ii(.), donc la suite (i, (.)—f(., us, (.), 1z, (.))) converge o(L%([0, T]), L%([0,T1]))
vers (ii(.) — f(.,u(.),a(.))). D’autre part, nous avons

iz (1) = [ (8 1z, (1), 0z, (1)) = B(8)za (1) + (1),
et u, est la solution unique de I’équation
i, (t) — f(t,uy(t),u,(t)) = B(t)z(t) + c(t). (4.3.2)
Soit o € L4([0,T]) et B* € L(E,Z)([0,T]) Popérateur adjoint de B, c’est a

dire,
Vee E\Nye Z: (x,B(t)y)r = (B*(t)x,y)z.

Pour tout ¢ € [0, 7], on obtient
[ 000 e () = 50 + (P10, 806)) — 0, (1), 1)) el
= [ (o(0), BOLzalt) — 2(0)]) i
= [ (B 0ot) 20) — 20zt

Nous avons aussi

[ IB @i < [ 18 Ol llot) It
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la relation (4.3.1) nous donne

[ 1B @)t < [ 1B e lo 05t

d’apres 'hypohese (iii) et le Lemme 4.2 nous avons

1B 2z llo(B)llz < B(1),
donc,
/ 1B (t)o(t) %t < / J2dt < oo,
c’est a dire, B*(.)o(.) € L%([0,T]) d’o

T

lim [ (B*(t)o(t), zn(t) — 2(t)) zdt = 0,

n—oo /o

on conclut alors que

T

lim [ (o (t), (iiz,, (8) =00 (8)) + (f (, 0z (t), 02 (8)) = £ (£, 2, (1), 10z, (1)) £t = 0.

n—oo Jo

Posons
pu(t) = (o(t), i, (1) — (¢, us, (1), 1, (1))

nous avons

o] = [o(t), iz, () = F(E, vz, (1), 0, (1))
< o @Iz, () = f(E us, (£), o, ()],

par I'hypothese (iii) et le Lemme 4.2 nous avons

[z, () = f(E, uz, (8), 0, (8)]] < 28(2)

et
5(0)
170 < B0 ey
d’ou
(3(1)?

lpn(t)] < 27—,
B2z
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(B(t))”

avec ——=>-—— ¢ L%([0,7T]), utilisons le théoréme de la convergence de
I1BO) 2(z.k)
Lebesgue, nous obtenons

T

[ (o (t), i, (1) = f (2, 1z, (1), 0z, () pdl = /OT(U(t), w(t)=f(t,u(t), a(t))) sdt,

n—oo 0

c’est a dire,

[ (000, (0(0) = (6) + (£t 020, (0)) = £t (0,001t =0,
d’ou
i(0) = £t u@), d(0) = .(6) = £t 0.(6),0.(6) = BO(E) + e(0)

De I'unicité de la solution du probléme (4.3.2) on conclut que u = u,. Donc
(us,) converge vers u, dans C([0,77]). m
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4.4 Propriétés de la fonction quadratique

Dans la partie suivante on démontre des propriétés de la fonction qua-
dratique I, il s’agit de la convexité stricte et la différentiabilité au sens de
Gateaux.

Soient E et Z deux espaces de dimension finie, et considérons I’espace des
trajectoires désirées U = L% ([0, T]) x L%([0,T]) qui est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire

(vi,v2)u = <y17y2>L2E + <w17w2>L2Z7

olt v; = (ys,w;) (i = 1,2), et L%([0, T]) 'espace des controles.
Considérons le probleme de minimisation suivant :
pour v* = (y*,w*) € U, on veut minimiser la fonction quadratique

B2 = [ e — 50, PO~y (0)e
b ) — 00, QU)() — vt (1) 2t

sur I’ensemble admissible non vide
A= {z€L%([0,T]) : u, solution du probleme (P;,) et (u.,z) € K},

olt K est un sous ensemble non vide fermé convexe de L ([0, T1) x L%([0, T1),
et le probleme (Py,) est donné par

(P { 0= H0040) +4l620) pp e € 0.

avec P € L5 ([0,7]) et Q € L7, 4 ([0,T]) sont des opérateurs auto
adjoints.
Et le probleme d’optimisation global (L%([0,T)), I,+), tel que

I L%([0,T]) =] — 00, +oc]

défini par .

I+(2) si ze A

+00 sinon, (4.4.1)

I(2)= {
ici on minimise I,-(z) pour z € L%([0,T]). Notons par

V(v) =inf{l,(q): qe€Ly([0,T])}
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la valeur optimale, ou v appartient a I’ensemble

D={veU: |v—-v'<d}, 6>0.

Et
A si %Iz[f ])L/*(x)#—i_oo
. zeL< ([0,T
argmin@z (0. TN L) =0 5 4 " if Le(@) = 4o
weL2(0,7)) ’
ou

A={2eL%([0,T): I(z)= inf I(z)}

zeL% ((0,T])

Le probléme d’optimisation global (L%([0,7]),I,+) est dit bien posé si les
conditions suivantes sont vérifieés.
1) 1l existe un unique minimum

q* = argmin(L%([0, 7)), I~). (4.4.2)
2) La fonction
V(v) est finie pour tout v € D. (4.4.3)
3) Pour toutes suites (14,) dans U et (g,) dans L%([0,T7]) telles que
vy, = Vet 1, (g,) — V() — 0

nous avons
an — ¢ et V(v,) = V(7). (4.4.4)

La suite (g,) avec la propriété (4.4.4) est dite asymptotiquement minimisée
par rapport a (1,).

Définition 4.1 Soit J une fonction de E dans IRU{+oo}. On dit que J est
Gateauz-différentiable en u € dom(J) si la dérivée directionnelle

J'(u;v) = lim J(u+v) = J(u)

t—0+ t

existe dans toute direction v de E et si l'application v — J'(u;v) est linéaire
continue. On note J'(u;v) = (DJ(u),v)).
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Nous énoncons dans la suite le resulat principal de cette section.

Proposition 4.3 Soient E un espace de dimension finie, f : [0, T|Xx EXE —
E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (z,y) € E x E, fixté f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
0,71,

(i) pour tout t € [0, T, firé f(t,.,.) est linéaire sur E x E,

(#i1) il existe deux fonctions non négatives ki, ke Lebesque mesurables sur
[0,T] satisfaisants

(Tl + 1kallgy) < 1

telles que

| f(t,z1,01) — f(t, 22, 90| < ka(t)]| 21 — 22| + k2(8) |yr — val|,

pour tous (x1,y1), (xa,y2) € E X E.
Soit B € L%, 5([0,T]) un opérateur et ¢ : [0,T] — E une application
Lebesgue-mesurable telle que

(iv)

ft,¢(8),¢(t) = 0,vt € 0, T]

= LGt s)e(s)ds et C(t) = / T%C;(t, 5)e(s)ds,

(v) il existe trois fonctions non négatives m, p et ¢ dans L ([0,T]) satis-
faisants

1

lp +ally, < 7

telles que

L&z, 9l + 1Bl eizm 2@ + le@]] <m(@) +p@)ll] + Tq@)lyll,

pour tout (t,x,y) € [0,T] x E x E.
Supposons qu’il existe une constante o > 0 tel que pour tout £ € E, £ € Z
et presque pour tout t € [0,T] nous avons

(€ P)E) > aléll®, (¢, M)E) = all¢|I*. (4.4.5)

Alors lz, vérifie les proprietés suivantes
1) I,,(.) est strictement convexe pour tout v € U.
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2) Si v, — v dans U et z, — z dans L%([0,T)) alors
L, (z,) = I;(%).

3) Soit v = (y,w) € U, pour tout z € L%([0,T)) la différentielle DI, (z)
existe et vérifie

(DL = 2 (uglt) = C(0), PUE) s (6) — (1)) el
b2 ), Q) — wlt))) .

Démonstration.
Soient 21, 2o € L([0,T]), montrons que pour tout ¢ € [0, T]

/Ilzl (t) + uzz (t) + C<t) - u21+z2 (t)

Nous avons

Uz, () = [t us (1), (8) + B()z2 (1) + c(t), us, (1) = /OTG(t, s)iiz, (s)ds
et

Uiz () = f (T, uzy (1), sy (8) + B(t)22(1) + c(t), u(t) = /0 TG(t, §)iiz, (s)ds
donc
uz1 (t) +’dzz (t) = f(tv Uz (t) T Uz, (t)v ?l21 (t) _'_uZz (t)) +B(t) (21 (t) + 22 (t)) +20(t):
c’est a dire,
iy (1) F1is, (1) —(t) = f(E, Uz, (8)Fsy (1), 1z (£) 410, (8))+B(2) (21 (1) +22(2)) +c(t),

7'j.’ZlJrzz (t) = f<t7 Uz1 422 <t>7 u21+22 (t>> + B(t) (’Zl (t> + ZQ@)) + C<t)7

alors

aZl (t)+u22 (t) _ﬁ’zl +2z2 (t) _C(t) = f(ta Uz (t>+u22 (t)a 1'1,21 (t)+u22 (t)) _f(ta Uzy+29 (t)v uzl +z2 (t))v
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I'hypothese (iv) nous donne
Gizy () + Uy (8) — dizy 4y (8) — () = J(E iz, (1) + wsy (0), 10z, (8) + 10y (2))

= S Uz (), ey 42, () — (2, C(2), C(2))
de la linéairité de f(t,.,.) nous aurons
uz1 (t) +u22 (t) _azl +2z2 (t) _C(t) = f(ta Uzy (t)+u22 (t) Uz 425 (t) _C(t)? uzl (t)+U22 (t) _u21 +2z2 (t) _C<t))7
par 'hypothese (iii) nous obtenons
[ty (£) + iy () = Gy 42, (8) — (O] < Ra () [z (8) + 1y (8) — w42, (8) = ()]
R () lay () oy (8) — a2y (1) = C()]),
d’ou

[z (£) + iz () = iz 42, (8) — (B[] < /ﬁ(t)H/OTG(t, §)(lizy (8) 4 U2y (8) = iz 42, (5) — c(s))ds]]

ROl [0 5) i (5) () — () — )],

d’apres la relation (4.1.4) nous aurons

T
iz, (£) + iz () = iy 42, (£) — () || < (Tha(2) + k2(t))/0 [z, () 4 iy (5) = Tz 42, (5) — ()| ds,
c’est a dire,
Hﬂm (t) + 1z, (t) — Uz 42 (t) - C(t) || < (Tkl (t) + kQ(t)) ||UZ1 Uy — Uz gy — CHL}Ev
en intégrant la derniere inégalité par rapport a ¢, nous obtenons
||il21 Uy — Uz gz — CHLlE < (THI{JIHL}X2 + ||k2||L}3)||uz1 Uy — Uzy gz — CHL}Ea

ainsi,
(1 - (T”kl”L}Ez + ||k2||L}Q))||uzl + d22 - u21+z2 - C||L1E <0

avec (T'[|k1[|L1 + [[k2[lL1 ) < 1, par conséquent

||uZ1 + uzz - azﬁ-zz - CHLE = 07
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d’ou pour tout ¢ € [0, T
Tz (8) + Uy (F) = Uy pzy (B) + c(2). (4.4.6)
Soit z € L([0,T]) et h € IR, montrons que pour tout ¢ € [0, 7]
U (t) = hii,(t) + (1 — h)c(t).

Nous avons
i, (t) = f(t,us(t),u.(t)) + B(t)2(t) + c(t), u.(t) = /OTG(t,s)ilz(s)ds

donc

hii,(t) = f(t, hu,(t), hu,(t)) + hB(t)z(t) + he(t).
D’autre part
c’est a dire,
ip2(t) + (h = 1)e(t) = ft uns(t), wn=(t)) + hB(t)z(t) + he(t),
de la linéairité de f(¢,.,.) nous aurons
huz(t) - ahz@) - (h - 1)C<t) = f(tv huz(t) - uhz<t)7 huz(t> - uhz(t))v

par I'hypothese (iv) nous obtenons

hii-(t) = iinz(t) = (h = 1)et) =t hus(t) = unz(t), iz (t) — = (1)) — (h = 1) f (2, C(2), C(#))

= f(tu huz<t> - th(t) - (h - 1)<(t)7uhz(t) - huz(t) - (h - 1)C(t))7
et par '’hypothese (iii) nous aurons

[hii=(t) = tin=(t) — (b = De@)]] < Ra(@)[[huz(t) = un=(t) = (h = 1)C@)]]

+ ka(8) | (t) — na(t) — (h = 1)C(1)]

d’ou
IBie(6) = e®) = (b= Ve < ROl | Gt ) (hiv5) — ines) = (h = e(s))ds]

b RO [ 5 ) bik(s) — inefs) — (b~ De(s)ds]



114 Doria AFFANE, Theése de Doctorat

d’apres la relation (4.1.4) nous aurons

i (6) s (8) = (= Ve < (Tha(t) + a(0)) [ e () = i) — (= ()l
= (Tha(t) + ko (1)) || iy — iinz — (B — D)ellpe,
en intégrant par rapport a ¢, nous obtenons
[hit, — tin. — (B = el < (Tlklley, + [K2lluy) Atz — dn. — (B = 1)c|Ly,
c’est a dire,
(1 = (Tlkally, + lkalluy ) IAiie = dine — (B = 1)ellgy, <0

avec (T'|[k1llLy, + [|k2[[L ) <1, par conséquent
iz — iin. — (h = Delly =0,

d’out pour tout ¢ € [0, 7]
hii, (t) = dip, (t) + (h — 1)c(t). (4.4.7)

Soient maintenant z;, zo € L5([0,T]) et hy, hy € IR,

T T
Bt (1) + hotin, (1) = I /0 G(t, )iis, (5)ds + ho /0 G(t, s)iis, (s)ds,

donc .
hott, () + hat, () = /0 G(t, 8)[huiis, (5) + haiis, (5)]ds,
par les relations (4.4.6) et (4.4.7) nous obtenons
hﬂlzl (t) -+ hﬂle (t) = uhlzl (t) + (hl — 1)C(t) + iihm (t) + (hQ — 1)C(t>

= u(h121+h222)(t) + C(t) + (hl + ho — 2)C(t)

= u(h12’1+h222)(t) + (hl + hy — 1)C(t)7

on conclut alors que

hluzl (t) + h2u22 (t) + (1 - hl - h2)€<t> = U’(h1z1+h2z2)(t)' (448)
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1) Montrons que 1,(.) est strictement convexe pour tout v € U, i.e.,
Va1, 20 € LL([0,T)), 21 # 22, YA €]0,1[: T, Az +(1=N)22) < M, (21)+(1=N) 1, (22).

Soient 21,2y € L5([0,T]), 21 # 22 et A €]0,1]. Par la relation (4.4.8) nous
obtenons pour tout ¢ € [0, T,

A, (1) + (1= Nus, (1) = u()\zl‘i’(l*)\)"&)(t)' (4.4.9)
Soit v = (y,w) € U, nous avons
_ T
L (A +(1-XNz) = /0 [(Ura+(1-2)22) (1) = Y1), P(E)(U(rar+1-2)20) (1) — y())) B

+ (A4 (1= N)22)(t) — w(t), Q) (Az1 + (1 = N)z2)(t) — w(?)))z]dt,
on pose pour tout ¢ € [0, 7T
Ip(t) = (Uner+(1-2)2) (1) = Y(8), P(8)(urar+(1-3)20) (E) — (1)) &
et
Jo(t) = ((Az1 + (1 = N)22)(t) — w(t), Q(t)((Az1 + (1 — A)z2)(t) — w(?)))z-
D’apres la relation (4.4.9) nous aurons
Jp(t) = (Auz, (£) 4+ (1 = Aus,y (8) — y(8), P(£)(Auz, (1) + (1= MNuz, (1) —y(t))) &,
donc
Jp(t) = (Aluz, (8) =y (8))+(1=A) (uzy () =y (£)), P(£) (Auz, (£)=y()+(1=X) (uz, (1) —y(1)))

Jp(t) = Aux (8) — y(t), P(£)(us, (1) = y(t))) + AL = M) us, (£) — y(t), P(£)(us, (1) — y(1)))

(1= ) sy (1) = y(8), P(1)(uzy(8) — (1)) + AL = A){us, (1) — y(t), P(£) (uz, (1) — y(1))).

Pour tout o € IR on peut écrire
0*(uz, () — y(t), P(4)(us, () — y(1)) = 0*(uz, (1) — y(t), P(8)(uz (1) — y(1)))

+ ofuz, (t) = y(t), P(8)(us, (1) = y(t)))
- o(uz, (8) — (1), P(8)(us (1) — y(#)))
= ouz (1) = y(1), P(8)(us, (1) — y(1)))

= o(1 = o){uz, (1) = y(1), P(t)(uz (t) — y(1)))-
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Alors
A uz, (t) = y(t), P()(uz (8) —y(t)) = Mz, (1) = y(t), P(4)(uz (1) — y(t)))

= = A (8) — y(8), P, () — (1))
et

(1= 2)%(uzy (8) — y(8), P()(usy(8) —y(1)) = (1= M) (usy(t) = y(t), P(£) (s, (1) — y(1))

Donc
Jp(t) = Mz, (8) = y(t), P(t) (uz (8) = (1))

= A = A (us () —y(8), P(8)(ux () — y(2)))
+ (L= M) (ux(t) —y(t), P()(ux(t) —y(1)))
= AL = M) {us, () — y(t), P()(us () — (1))
+ AL = M) {uz (1) — y(t), P(E)(uz (1) — (1))
+ (L= MM uz, (1) — (1), P(E)(uz (1) — (1))
= Mz, (1) = y(1), P()(uz (8) = y(1)))
+ (= M) {up(t) = y(t), P() (usy(t) — y(2)))
= AL = A)[(uz, () = uay (1), P(8) (uz, (1) = y(1)))
+ (s, (1) = y(1), P()(usy () — s, (1))

dot

Jp(t) = Muz, () = y(1), P()(uz (8) — (1))
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De la méme facon, nous obtenons
Jolt) = Ma(t) —w(t), Q) (21 (t) — w(t)))
+ (1= X)(2a(t) —w(t), Q(t)(22(t) — w(t))) (4.4.11)

— AL =) (z(t) = 2(1), Q) (21(1) — 2(1))).
Par les relations (4.4.10) et (4.4.11), nous obtenons

BOa+ (1-0m) = [ s (6~ 90, PO e (0) — y(2)

b W)~ yl0), PO, (1) — (1)
M= N ()~ (0 P8 (1) — s (0)
b AR~ w0, Q00— w(t)

F =N - ), Q0 () — ()

= A=)~ 20, QU () — 20

par la définition de I,(.) nous aurons

LAz +(1—=Nz) = M, (21) + (1= N, (2)

= AN [ (0) = (0, P () — s (0)

+ (21(8) = 22(1), Q1) (21 (1) — 2(1) )] dt,
en utilisant la relation (4.4.5) nous obtenons
LAz +(1=Nz) < M, (21) + (1 = N, ()

— AN () — @+ () — 20

= A (=) + (1= () = ML= Na(luzy, = us,[F2 + llz1 = 22lFs),

d’ou

IO+ (1= N)2) < M(21) + (1= N (20).
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Par conséquent I,,(.) est strictement convexe pour tous z, # z, et v € U.
2) Soit v, = (Yn,wy), telle que la suite (v,) converge vers v = (y,w) dans

U, et (2,) converge vers z dans L%([0,77]). D’apres la Proposition 4.3, nous
avons la convergence de la suite (u,, ) vers u; dans CL([0,7T]). Alors

() = T = 1 s (0) = yn0), P00y () — 90
£ (alt) = wnlt), Q) (zat) — wa(8)) 2ldt
— [ sl — 90, PO =) 56
() — 0 (), Q) — (b))

D’autre part, nous avons

{0z, () = yn (), P()(uz, (8) = ya (1)) — (uz(t) = y(1), P(¢)(uz(t) = §(t)))
= (e (1) = yn (1), P(1) (1, (8) = yn (1)) = (us, (1) = yn(t), P(E)(uz(t) — (1))
+ o (ua () = (), P()(us(t) — y(t)) — (us(t) — 5(t), P()(uz(t) — y(1)))
+ o (us(t) = g(), P()(us, (8) = ya(1))) = (uz(t) = y(1), P(1)(uz, (1) = yn(1)))-

D’apres les hypotheses sur P nous aurons

(2, () = yn(8), P(8)(uz, (1) = yn (1)) — (uz(t) = 5(t), P()(uz(t) — y(t)))
= (2, (1) = yn(t), P(t) (uz, (t) = yn(t) — u=(t) + 5(t)))
+ (s, (8) = yn (1), P(t)usz(t) = 5(1)))
+ (uz(t) = y(1), P(t)(u, (1) = yn(t) — uz(t) +5(1)))
- (us(t) = y(t), P(t)(us, (t) = yn(t)))
= (s, () = wa(t) +uz(t) = 5(8), P()(u, () = yn(t) — uz(t) +4(1)))
+ o (ua (8) = wa(l), P()(uz(t) = 5(t))) = (uz, (1) = ya(t), P()(us(t) = 5(1)))

= (U (8) = ya(t) +uz(t) = y(8), P()(uz, () = yn(t) — uz(t) + 4(1))).
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De la méme fagon et d’apres les hypotheses sur () nous aurons

(2n(t) — wn(t), Q) (zn(t) — wn(t))) — (2(t) — w(t), Q(t)(2(t) — w(t)))
= () —wa(t) + 2(8) — @(2), Q1) (zn(t) — wal(t) — 2() + 0 (1))

Ainsi, on déduit que

| (20) = I(2)] = I/OTKuzn(t) = Yn(t) —us(t) + §(t), P(t)(uz, (1) — yn(t) + uz(t) — y(t))) e

donc
o (20) = (7)< / [{uz, (1) = yn(t) = u=(t) + (1), P() (s, () = yn(t) +u=(t) = y(1))) &
+ {a(t) —wn(t) = 2(1) + 0(1), Q1) (2(t) — wa(t) + 2(t) — w(t))) z]dt,
d’oit
[ (20) = Ip(2)] < /OT(Huzn () = yn(t) = uz(t) + g()]| Bl|P(8) (us, (8) = yn(t) + uz(t) = 5(1)) ]| 2
+ @) —wat) = 2(8) + @) 2| Q) (20 (1) — wa(t) + 2(t) — @(t))]| 2)dt
< 1Pl E)/THuzn () = yn(t) = uz(t) + g(O)[[[Juz, (8) = ya(t) + uz(t) = y(t)]|dt
+ HQHL;o(EE)/ 120 (2) — wn(t) = 2(8) + @(O)[[[| (20 (1) — wn(t) + 2(t) — w(?))[dt.

Comme P € L ) ([0,T]) et Q € L5 4 ([0,T]), en utilisant I'inégalité de
Holder nous obtenons

1, (z0) = Lo(2)] < const([uz, = Yo = uz + Gz [, — Yo +us — Gz
+ Hzn_wn_5+wHLQZHZn_wn+Z_wHL%)7

en passant & la limite, on conclut que I,,, (z,) — I5(Z).

3) Soient v = (y,w) € U, h € IR et z,p € L3(]0,T]). Soit u, s, I'unique
W2 ([0, T])-solution du probleme

s { i (t) = £t trnpl0), iy (8)) + BOG + hp)(t) +¢(t) pp 1€ [0.T]
fBe uz—i—hp(o) = uz-i—hp(T) =0.
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Par la relation (4.4.8)
Upinp(t) = ws(t) + huy,(t) — h((t).
Soit f,’j(z; p) la dérivée directionnelle de I, au point z dans la direction p, i.e.,

I;(z;p) = lim

h—0 h
Lt hp) = [ e (6) = 9001, P ey 8) — 90
+ (= hp)(0) — wld), QU)(= -+ hp)(d) — w(t))
= [ a(0) + Py (6) — ACLE) — (e), P28+ Pus (1) — B (8) — (1)
+ (2(8) + hplt) — (), QUO=(2) + hplt) — ()l
D’ou
PR = LB 1 ) g 1) — () — (0, PO 0) + sy 1)

— h(t) —y(1)) + (2(t) + hp(t) — w(t), Qt)(2(t) + hp(t) — w(?)))
- (u(t) —y(t), P(t)(u=(t) = y(t))) &

¥ (=(8) — w(t), QU(=(t) — w(t))) Al
- P (ugle) = BC(6), PO 2u-(1) + g 1)

= hC(t) = 2y())e + (hp(t), Q(#)(22(8) + hp(t) — 2w(t))) 2]dt,

en faisant tendre A vers 0 nous obtenons
I(zp) = /OTKup(t) — (1), 2P(0)(ux(t) — y())) e + (p(1), 2Q(1)(2(1) — w(t)))z]dt
= Q/OT(Wp(t) — (1), P(t)(u=(t) — y(t)) e + (p(1), Q) (2(t) — w(?)))z)dt.



Chapitre 4, Probléme bien posé. 121

Montrons que I’(z;.) est une fonction linéaire continue.
Soit (p,) une suite d’éléments de L%([0,T]) convergeant vers p, utilisons le
Lemme 4.3, nous obtenons (u,, ) converge vers u; dans Ck([0,77]), alors,

fu(z + hpn) — [NI/(Z) fu<z + hﬁ) — fu('z)

— lim

11" (z;p0) = I'(z;9)] = |lim

h—0 h h—0 h
I — 1 D
_ lim v(z+ hpy) ,,(z+hp)|,
h—0 h

en utilisant 2), nous aurons I'(z:pn) — I'(2;p), quand n — 400, d'on la
continuité de I/ (z;.).
Soit p1, p2 € L%([0,T7]), nous avons

Bemtp) = 2 (i) = 0, PO — y(e)de

b2 () + palt), QUL — o))t

par la relation (4.4.8) nous aurons

emtm) = 2 (0 + 0) = C(0) = €0, PO ua(t) = y(e)) e

+ 2 [ (01 (6) + pol0)), QUIE(0) — w(e))it
- 2 [ (1) — C(8), PAE) () — (0t
+ 2 [ (010, Q) (1) — w(e))dt
- 2 [ (6) = C(8), PLE)(us() — y(0)t
+ 2[4, QU a(0) — w(e)))) .

c’est a dire,

I (zip1 +p2) = I(2ip1) + (2 p2).
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Pour tout p € L%([0,T]) et tout 8 € IR nous avons
L) = 2 () - G0, PO - g
+ (B9(0), QUO(0) — i)
= 2 [ (Buy(0) + (=BG — G0, PO)(-(0) — (1)

+ ((B0(1), Q) =(0) — ()l
=B ) — ), PO () — ()i
+ 2 [ (0(1), Q) () — w(t))))d]

= BI (2 p).

D’ou la Gateaux différentiabilité de I,, de plus la Gateaux différentielle
DI,(.), de I,(.) est donnée par

(DI,(2),p) = I(2p),¥p € LL([0, T)).
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4.5 Le probleme bien posé et I’affinité sur la
variable controle

Dans cette section on étudie 1’équivalence entre le probleme bien posé
et Daffinité sur g par rapport au controle pour notre équation différentielle
(Pr.4). Ceci, en utilisant le Théoreme 4.2 d’existence et d'unicité des solutions
de ce probleme et les propriétés données dans les sections 4.3 et 4.4.

On considere le probleme de minimisation : minimiser la fonction qua-
dratique I,«(z) sur Pensemble admissible non vide

A= {2 € L%([0,7]) : . solution du probleme (P;,) et (u,2) € K},

avec K un sous ensemble non vide fermé convexe de L2,([0, T]) x L% ([0, T]), et
le probleme d’optimisation global (L%([0,T)), I+), tel que I« : L%([0,T]) —
] — 00, +00] est défini par (4.4.1). Notons par

V(v) =mf{L(q): q€LZ([0,T])}
la valeur optimale ou v appartient a I’ensemble
D={veU: |v—v'|<d}, 6>0.

Dans la premiere partie, nous montrons que le probleme (P, ) est bien
posé lorsque g est donné par la formule g(¢, z) = B(t)z(t) 4+ ¢(t), c’est a dire,
1) il existe un unique minimum

q* = argmin(L5([0,T)), I-). (4.5.1)
2) La fonction
V(v) est finie pour tout v € D. (4.5.2)
3) Pour toutes suites (v,) dans U et (g,) dans L%([0,T7]) telles que

v, = Vet 1, (g,) — V() =0

nous avons
I — q" et V(v,) — V(v"). (4.5.3)

Dans la seconde partie, nous considérons le probleme (Py,,) et nous étudions
I’équivalence entre le probleme bien posé et I'affinité sur I’application
g:10,T| x Z — E.

Avant de donner nos résulats concernant ’équivalence entre le probleme
bien posé et 'affinité, on commence par les Théoremes suivants.
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Théoreme 4.3 Soit X un espace de Banach, N un fermé convexe non vide
de X et J: N — IR. 51 J est strictement convexe sur N, alors elle a au plus
un minimum sur N.

Théoreme 4.4 Soient X un espace de Banach réflexif, J une fonctionnelle
conveze de X dans IR\U{+o0} semi-continue inférieurement pour la topologie
forte. Si (vy,) est une suite de X faiblement convergente vers v alors

J(v) < liminfJ(v,).

n—-4o0o

Théoréme 4.5 Soient X un espace de Banach réflexif, N un fermé conveze
non vide de X, J : N — IR, une fonctionnelle Gateaux différentiable sur N.
J est conveze si et seulement si

V(p1,p2) € N X N : J(p1) — J(p2) = (DJ(p2), p1 — p2).

Théoreme 4.6 Soient X un espace de Banach réflexif, N un sous ensemble
convere de X et J: N — IR une fonctionnelle Gateaux différentiable sur N.
Soit u = mij{fl(J(v)), alors

ve

Yoe N: (D(J(u)),v—u) > 0.

Le résultat suivant nous sera utile dans la démonstration de notre Théoreme
principal.

Proposition 4.4 Sous les hypothéses de la proposition 4.3, nous avons
1) pour tout v € U il existe un unique z, = argmin(L%([0,T)), I,);
2) si (vn) est une suite convergeant vers v* dans Z, tel que

2, = argmin(L3([0,T)), 1) et 2* = argmin(L3([0,T]),I,~)
alors (z,) converge vers z* dans L%([0,T7).

Démonstration.
1) Soit v = (y,w) € U, par la relation (4.4.5), et comme A # (), on aura
pour tout z € Z

) = [ o) y(0), PO @0 - v
b ()~ w(0), Q) ~ w(o)ldt

> alllus =yl + N1z —wly) > 0.
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D’ott V(v) € IR et I, est minorée. .
Soit (2,)n C A une suite minimisante pour I, : L%([0,T]) — IR, i.e,

dim 1, (z,) = Zlgily(z).
Comme z, € A, par I'hypohese (v) et le Lemme 4.2 nous avons

IBOlezmllza Ol < B(2),
d’ou ;
Jan(® < e
L(Z,E)
comme f € L§([0,77]) alors ||2,[|Lz est bornée dans L3([0, 1), d'ott I exis-
tence d’une sous suite (z,,) convergeant o(L%([0,T]),L%(]0,T])) vers 2, et
d’apres la Proposition 4.2, (u., ) converge vers u., dans Cg([0,T]). Par
le Lemme 4.2 nous avons pour tout ¢ € [0,7] [lus, ()] < «, donc pour
0 € L, ([0,77)
{0(1), uz,,, ()l < all5(@)]],

par le théoreme de Lebesgue nous aurons

T

tion [ (6(0),ws,, () pit = [ (608, 1y (1))

n—oo Jo

d’olt (u., ) convergence o (L ([0,T]), LE([0,T])) vers u,. Et comme K est
un ensemble convexe fortement fermé, donc il est faiblement fermé et alors
(U, 20) € K. Par conséquent, zg € A, et A est fermé.

Par la relation (4.4.9) et la convexité de K nous aurons la convexité de A.
Montons que I, est convexe, nous avons

T

(DI(pa),p1r = p2) = 2| (ttpypa(t) = C(8), P(1) (s () = y(8))
+ 2 (o) = a0, QO(0) — w0,
par la relation (4.4.8) nous aurons

(DI o= p2) = 2 (0) = 0 (0), PO (1) — (2))l

+ 20— pa(0), Q) ) — w(e)r,
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et comme

2(up, (1) = p, (), P (1) (upy (1) = y(1)))
= 2({up, (1) = y(8), P(8)(up, (1) = (1)) = (up, () = y(1), P(£)(up, (1) = y(1))))
= 2((up, (8) = y(t), P(1) (up, () = wp, (1)) + {upy (8) = y(2), P(8) (up, (1) = y(2)))
- (up, () = y(2), P(£)(up, (1) — y(1))))
= {up (1) = y(0), P(6)(up, (1) = (1)) = (up, () — y(2), P(1)(uyp, (1) = y(1)))
+ o K, (8) = y(8), P(6)(up, () = y(8)) = (up, (1) = y(t), P(E)(up, () — y(2)))
+ 2(up, () = y(1), P(1) (up, (1) = up, (1))
= (up (1) =y(1), P()(up, (1) = y(2))) = (up, (8) = y(2), P(1)(up, () = y(1)))

+ o (up () = y(8), P()(up, (8) = y (1)) + (up, (8) — (1), P(8)(up, () = up, (1))

- (up, (1) = p, (£), P(£) (up, (1) — 1y, (1)))
< (up (8) —y(t), P(E) (up, (£) — (1)) — (up,y (8) — y(£), P()(up, (1) — y(1)))
- O'/Hupl _UPQH%QE

< (up () = y(8), P@)(up, (1) = (1)) = {up, (8) = y(t), P(8)(up, (1) = y(2)))-
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Par les mémes calculs nous avons
2(p1(t)—pa(t), Q1) (p2(t) —w(t))) < (pr(t)—w(t), Q) (P1(t)—w(t)))—(p2(t)—w(t), Q(t) (p2(t) —w(t))).
D’ou

(DEp2)pr=p2) < [ G (6) = 90 POty () = 9(6))) — Gt () = w(0), POy 6) — le)))

+ /OT<P1(15) —w(t), Q1) (p1(t) — w(t))) — (p2(t) — w(t), Q1) (p2(t) — w(t)))dt

= L(p1) — L, (p2)-

Le Théoréme 4.5, nous donne la convexité de T,.
Soit (p,) une suite de points de L%([0,T]) convergeant vers p. La propriété
2) de la Proposition 4.3 implique que

fy(pn) — fl,(p) quand n — +0o0

i.e, I, est continu, d’ou la semi-continuité inférieure. Utilisons le Théoreme
4.4 nous aurons,

liminf I, (2,, ) = liminf I,,(z,,) > I,(20) = I, (2) = igf;‘fy(z),

n—oo n—oo

c’est & dire, zo est un minimum pour I,,. Le Théoréme 4.3 nous donne unicité
de ce minimum.

2) Soit (v,) = (Yn, wy) une suite convergeant vers v* = (y*,w*) € U, z, =
arg min(L%([0,T)),1,,), donc (z,) est la suite des minimums uniques des
probleémes d’optimisation globals (L%([0, T)), I, ), et soit 2* = arg min(L%([0, T)), I~).
Pour tout z € L%([0,7]) et tout n € IN nous avons

L, (2) 2 L, (20) > a(lluz, = yallfz + (120 — wallfs ),
et d’apres la Proposition 4.3 nous avons
I, (2) = I~(2) quand n — 4oo0.

Suivant les arguments de la démonstration 1), il existe p € L%([0,T]) et une
sous suite (z,,) C A tel que (z,,) converge o(L%([0,7T]),L%([0,T7])) vers p,
et (u., ) converge vers u, dans Cp([0,T7), et

[ e () = € PO () = g O] < [ ty6) = e, (VNP (6) — 3, 0

< const [ luplt) — ey () Mglt) — i, (D),
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en utilisant 'inégalité de Holder nous obtenons

T
!/0 (tp—zy, (8) = C(), P(t) (up(t) = yny (8)))dt < const.[Jup —uz, ez up = Yng ez,

de la convergence de (u., ) vers u, et la convergence de (y,,) vers y* nous
aurons

[ 20, () = €0 POy 6) — g, ()t 0. (150

De la méme fagon et de la convergence de (z,,) vers p et la convergence de
(wy, ) vers w* nous aurons

/0T<(P — 20) (), Q) (p(t) — wn, ) zdlt — 0. (4.5.5)

Comme

(Dl 00 =) = 2 g, () = SO PO = 1, (0))

+ ((p = 2, ) (1), Q(E) (—wn, ) (1)) 2] dt,

et de (4.5.4) et (4.5.5) on conclut que

lim (D1, (p),p — 2n,) = 0. (4.5.6)

k—o0

Pour z,, = argmin(L%([0,T]), fu,,,)

L, (p) > 1, (z,) > 0.

Par le Théoreme 4.6 nous avons (D1, (2n,),p — 2n,) > 0 et donc
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d’ou

(Dl @)p =) > 2 Gyas () = €O, PO plt) s ()5
+ (p(t) = 2, (1), Q) (P(E) — wny (1)) 2t
2ty (6) = €0, PO, () — 9 ()
b pl)  2ng (6, Q0 (o, () — e, ()
= 2 e () — G PO (0) — 1y, (D))
E D)~ 0, QM) — 2 (1)t
= 2 (uylt) — e (0, POy (0) — i ()
F )~ 2 (0, QU0 — (1)
Y A S S

par la relation (4.5.6), on obtient

i oty s, I + I = 2,2z =0,

k—o00

c’est a dire, 2,, converge vers p dans L%([0,7]). La propriété 2) de la Pro-
position 4.3 nous donne

1(2) > Le(2) = Jim L, (2) > lim L, (z0,) = L-(0)

pour tout z € L%([0,7]). Comme argmin(L%([0,T]), I,~) est unique, nous
aurons p = z* et (z,) converge vers z*. m

Enoncons dans ce qui suit le résultat suivant qui nous sera aussi utile
dans la démonstration du théoreme principal.

Théoréme 4.7 Soient E un espace de dimension finie, f : [0,T]| X ExX E —
E une application vérifiant les propriétés suivantes

i) pour tout (z,y) € E X E, fizé f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
0,7],
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1) pour tout t € [0, T, fixé f(t,.,.) est linéaire sur E x E,
t13) il existe deux fonctions non négatives ky, ko Lebesgue mesurables sur
[0,T] satisfaisant
(Tllkally, + [1k2lley) <1

telles que

I f(t, 21, yn) — f(t w2, 92)]| < ka(t)||er — o] 4+ R (D) |lyr — w2,

pour tous (x1,y1), (T2,y2) € E X E.
Soit B € L%, 5([0,T]) un opérateur et ¢ : [0,T] — E une application
Lebesgue-mesurable telle que

)

ft,¢(8),¢(t) = 0,vt € 0, T]

o= LGt s)e(s)ds et C(t) = / T%C;(t, $)e(s)ds,

v) il existe trois fonctions non négatives m, p et q¢ dans L ([0, T]) satis-
faisant

1
lp +alluy, < 7

telles que
1 (& 2z, )| + 1B ezl 2@ + le@) | < m(t) +p@) |zl + Tq@)llyll,
pour tout (t,x,y) € [0,T] x £ x E.
Supposons aussi que (4.4.5) est vérifiée. Soit g(t,z(t)) = B(t)z(t) + c(t)
dans le probléeme (Pyg). Alors pour tout v* € U le probléme d’optimisation
(LQZ([07T])7[V*> tel que
I+ : LL(0,T]) =] — o0, +o]

défini par

est bien posé.
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Démonstration.
Pour v* = (y*,w*) € U, le probleme d’optimisation (L%([0,T]), I-) est bien
posé si

1) il existe un unique minimum

¢ = argmin(L%([0, 7)), I+); (4.6.1)

2) la fonction
V(v) est finie pour tout v € D; (4.6.2)

3) pour toutes suites (v,) dans U et (¢,) dans L%([0,T]) telles que
vp — v et 1, (g,) — V(v,) = 0

nous avons

In — ¢ et V(v,) = V(UY). (4.6.3)

1) En tenant compte de la propriété 1) obtenue dans la Proposition 4.4, il
existe un unique minimum

q- = argmz'n(LQZ([O,T]), I,).

2) Par I’hypothese (4.4.5) nous avons pour tous v = (y,w) € D, et z €
L% ([0, T])

L) = [ (o)~ y(e), PO)Cs0) — ()
0 = w0, QO — we) Zat

> a(lus —ylZs + 2~ wlZ) > 0

ie., V(v) € IR, pour tout v € D, d’ou (4.6.2).

3) Maintenant on démontre la condition (4.6.3).

a) Soit v = (y,w) € U, on pose z, = argmin(L%([0,T]), I,) € A. Nous avons
pour tout z € L%([0,T])

L(z) = V(¥) > L(2) = V(»),

/OT[(uz(t) —y(t), P(6)(u=(t) = y(0)) e + (2(t) —w(t), Q(1)(2(t) — w(t))) z]dt
/OTKUZV () = y(8), P(t)(u, (1) — y(0)) e + (2(t) — w(t), Q) (2, (1) — w(t)))z]dt,
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et

{u(t) = y(t), P()(u=(t) = y(1))) = (uz, (8) = (1), P(#)(us, () = y()))
= (ua(t) —uz, (1), P(6)(us(t) — uz, (1)) + (ua(t) — uz, (1), P(E)(uz, (1) — y(1)))

+ o (s, () = y(0), P(6)(u=(t) = us, (1)) + (usz, (1) — y(1), P(#)(us, () = y(1)))
- (s, (8) =y (), P(t)(us, () = y(1)))

= (ua(t) = us, (1), P(8)(ux(t) = y(1))) + (us, () = y(8), P()(us(t) = us, (1))
= (uzmz, () = (1), P(8) (us(t) + us, (1) — 2y(1))),

de la méme fagon
(2(t) —w(t), Q1) (2(t) — w(t))z + (2.(t) — w(t), Q) (2 (t) — w(?t)))z
= (2(t) — 2, (), Q1) (2(t) + 2,(t) — 2w(t))).

D’apres 3) de la Proposition 4.3 nous aurons

LE-VO) = [ e )~ L PO + s (0) — 20(0)
+ (2(8) = 2 (1), QU)=(0) + 2(6) — 2u(e))e

_ 5 /0 e, () = C(8), P (1, (8) = ()

+ (2(0) = 2(0), Q) (1) — w(®)
+ [ Ha0) = a0, PO s (8) = e, (1)

. (2(0) = 200), QU((0) — = ()N

= DLz =m0+ [ 0 — s, (00, PO (0 — wn (0))
+ (2(0) = 2(0), QU)(:(1) = (1) e,

d’ol ~
L(2) = V() = allus = us, iz, + 12 = 2]152). (4.6.4)
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ceci en utilisons le Théoreme 4.6.

b) Pour la démonstration de la condition (4.6.3), considérons la suite (v,) =
((yn, wy,)) telle que (v,) converge vers v*, et (z,) la suite asymptotiquement
minimisée qui correspond a (v,), par la relation (4.6.4) nous avons

L/n<zn) - V(Vn) > O‘(Huzn - uzun”%.?E + ||Zn - ZVn||]2:42Z)'

Comme

V(vn) = inf{l,, (z), 20 € L((0, T])},

nous aurons

lim (7, (z,) — V(1)) =0

n—oo
et donc
[z, =tz [lLz = 0 et [lzn — 2, [z =0,

ie., z, = argmin(L%([0,T]),1,,). D’apres la Proposition 4.3, la suite (z,)
converge vers z* dans L%([0,71]), avec z* = argmin(L%([0,T)), I,~), et par
la Proposition 4.2, on conclut que (u.,) converge vers u.~ dans CL([0,T7).
D’ou V(v,) — V(v*). Ceci acheve la démonstration du théoreme. m

Dans se qui suit on démontre I’équivalence entre le probleme bien posé
pour tout v* € U et 'affinité sur la fonction g pour la variable controle dans
le probleme (Py,).

On commence par des définitions et un corollaire sur les ensembles de Cebysev.

Définition 4.2 Soit X un espace de Banach le sous ensemble G de X est
de Cebysev, si pour tout point x € G il existe un point unique p(z) € X, tel
que [z —yl| > [lo — p(z)|| siy € X ety # p(x).

Définition 4.3 Soit (X, d) un espace métrique, le sous ensemble G de X est
dit approximativement compact si pour tout x € X et toute suite (y,) de G
tels que

Tim d(e,y,) = d(x, G),

il existe une sous suite (yn,) de (yn) convergeant vers un élement de G.

Corollaire 4.1 (voir [4]) Si G est un sous ensemble de Cebysev et approwi-
mativement compact, alors G est convexe.
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Définition 4.4 Soit X,Y deux espaces vectoriels. L’application g : X — Y
est affine, si pour tous x,y € X et tout b € IR,

g(bz + (b —1)y) = bg(z) + (b — 1)g(y).

Le Lemme suivant nous donne une propriété des fonctions affines.

Lemme 4.3 Soient W et Y deux espaces vectoriels réels, et h : W — Y une
application de graphe convexe. Alors h est affine.

Remarque 4.1 Si la relation (4.4.5) est vérifiée, alors pour v; = (y;, w;) €
U, i =1,2, la fonction (.,.)1 définie sur U par

(vi, 1)1 = /OT<yl(t)aP(t)yz(t)>E + (w1 (1), Q(t)wa(t)) 2

est un produit scalaire qui induit sur U une structure hilbertienne équivalente
a la structure usuelle. On note par ||.||1 la norme correspondante a (., .);.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat principal.

Théoreme 4.8 Soient E,Z deux espaces de dimension finie et f :[0,T] x
E x E — E une application telle que

i) pour tout (z,y) € E x E, firé f(.,x,y) est Lebesque-mesurable sur
0,71,

1) pour tout t € [0, T, fixé f(t,.,.) est linéaire sur E x E,

t11) il existe deux fonctions non négatives ky, ko Lebesgue mesurables sur
[0,T] satisfaisant

(Tl + Mhaleg) < 1

et telles que

11, y0) = F(t e, yall < Fa()][21 = 22l + a8 [y2 = all,

pour tous (z1,y1), (x2,92) € E X E.
Soit g : [0,T] x Z — E une application dans LL([0,T)) telle que

) il existe trois fonctions m, p et q non négatives dans Lk ([0,T]) satis-
faisant

1
1P+ allez, < T
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et telles que

17, )l + gt )l < m() +p@)lle] + Ta@)]yll,

pour tout (t,x,y,u) € [0,T] x Ex E X Z,
v) si (z,) est une suite d’éléments de L%([0,T]) qui converge vers z, il
existe une sous suite (zy,,) telle que

Hg(‘7znk(')> - g(‘a Z<))||L}5 — 0.

Supposons que (4.4.5) est satisfaite. Soit (L%([0,T]), I~) le probléeme défini
par (4.4.1) avec K = L%([0,T]) x L%([0,T]). Si le probleme (4.4.1) est bien
posé pour tout v* € U, alors il existe un B & L%(ZE) et une application
Lebesgue-mesurable ¢ : [0, T] — E, tel que g(t,u) = B(t)u + ¢(t) pour tout
t €10,7T] et tout u € Z.

Démonstration.
Etape 1. Soit G le sous ensemble de U défini par

G={(,z) €eU: [ =u, estlasolution unique du probleme (Ps,)}.
(4.7.1)
Démontrons que si le probleme défini par (4.4.1) est bien posé pour tout
v* € U alors G est convexe, c’est & dire, que G est de Cebysev et approxi-
mativement compact (Corollaire 4.1).
Soit v* = (y*,w*) € U, d’apres la condition (4.6.1), il existe un unique mini-
mum z* = argmin(L%([0,T)), I+). Pour p* = (u,«, z*) € U, nous aurons

_I/*H% — <p*_V*7p*_V*>1

*

Ip
= /0 [ (1) — 5 (1), PO (s (1) — " (1)
+ () —w (1), Q) (2" () — w(2)))]dt
= L+ (2%),
et comme z* = argmin(L%([0,T1]), I,~) alors

IV*(Z*) S jl/*(z)v Vz € LQZ([()?T])a
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et par suite, pour tout z € L%([0,T]) avec z # z*
- < [ [0 - v @) PO - v 0)
+ 0 (2(t) —wr (1), Q(E)(2(2) — w*(t)))dt

= (p—vtp—v ) =p—vi,
et donc
lp* = v*lli <llp— v, ¥p = (us, 2) € U et p #p". (4.7.2)

On conclut que G est de Cebygev.
Soit v* = (y*,w*) € U et (I, z,) une suite d’éléments de G telle que

T [|( 20l = inf{]lp — =1, p € G} (4.7.3)

Par la définition de I’ensemble G (4.7.1) et pour tout n € IN, [, = u,, est la
solution unique du probléme (Py,). Par la relation (4.7.3) on peut écrire

jl/* (Z’ﬂ) — V(V*)u

alors (z,) est une suite asymptotiquement minimisée par rapport a v, = v*,
pour tout n € IN. Par la condition (4.6.3) du probléme bien posé on conclut
que pour tout v* € U, la suite (2,) converge vers z* dans L%([0,T]). D’apres
I'hypothese (v) du Théoreme 4.8, il existe une sous suite (z,, ) telle que

Hg(‘7znk('>> - g(‘JZ*(‘))HLlE — 0.

Le Lemme 4.1 et la Proposition 4.1 nous permmettent d’écrire

e () — (O] = 1[Gt )i, 5) — i (5)) s
< 7 [ i, () ()]s
15t (3), 1 () = (50 ), e (5)
n o5 20, (5)) — g5, = (5)) s

< T Ut (5) i (5)) = T (), ()]

+ l9(s, zn,.(5)) — g(s, 2" (s))|])ds,
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par la Lipschizité de f(t,.,.) nous aurons pour tout n € IV,

[z, () —uas ()] < T/OT[kl(S)Huznk (8) =z (s)]| + Fa(s)l iz, (5) — thn (5)]

+ o5 200 () — gl =*(5)) s
< (T8, + ol s, — vl
+ 7 [ lgts, 20, () = g5, (),

d’ou

T
[tz,,, () = (0)]| < (THleL;JerzHL;)Huznk—uz*Hc;;rT/O 19(s, 2, (8))—3(s, 2" (s)) | ds.
(4.7.4)

Par les mémes calculs nous aurons
. . ToG . .
iz, (8) = (1)) = I [ ) ey, (5) = it ()]
< [ it (5) i (5) s
T . .
= LU0 ()., (5)) = (5, (5), e (5))

+ 95,72, (5)) = 9(s,*(5)) s
< [ ()l () = e ()] + Kol iy (5) — it (5|
+ 905, 20, (5)) — g5, = () s

1 T ,

< (ke + Fllkelley )z, —u-llo, +/0 l9(s, 2n(5)) — g(s,2"(s))]|ds,
d’on

(s))—g(s,27(s))|ds.
(4.7.5)

Tz, () =tz (O < (Tlkalley, k2 [Ly )z, —ues

Les relations (4.7.4) et (4.7.5) nous donnent

T
L < (THklHL}{"HkQHL}%)Huznk_uZ*HClE_FT/O 19(5; 2n (8))=g(s, 27(5))[|ds.

Huznk Uz
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D’ou

T
(1= (Tllkrlley, + 12l ) [z, —uzsller, < T/O lg(s, zn,.(5)) — g(s, 2" (s))||ds,

et

T
1 <
e = 1= (Tllki Ly, + Ik2ley)

/OT“Q(S’ 2 () — gls, 2*())|ds.

||uznk T Uz

Passant a la limite nous aurons la convergence de la suite (us, ) vers u, dans
C([0,71).

Etape 2.

Montrons que 'application 1 : L% ([0, T]) — CL([0,T]) définie par n(z) = u.,
u, étant la solution unique du probleme (Fy), est affine.

Soit (z;,u.,) € gph(n), i = 1,2, on pose l; = u,,, donc (l;,2;) € G. Par la
convexité de G nous aurons pour tout A € [0, 1],

()\ll + (1 — )\)lg7 )\Zl + (1 — )\)ZQ) € G,
c’est a dire, pour tout t € [0, 77,
Al () + (1= A)(t) = Az, () + (1 = ANuz,y (1) = wnz+(1-22 (D),

et donc
An(z1)(t) + (L = A)n(22)(t) = n(Az1 + (1 = A)22)(¢)

et (A\z1 + (1 — A)zg, n(Az1 + (1 — A)29) € gph(n). Par conséquent le graphe de
1 est convexe, et par le Lemme 4.5 on conclut que 7 est affine.

Etape 3.

Montrons que g est affine sur Z, c’est a dire, pour tous x,y € Z, et tout
be IR,

g(t,ba + (1 = b)y) = by(t,z) + (1 = b)g(t,y).
Soient x,y € Z et b € IR. Considérons les probléemes suivants
i(t) = f(t,u(t), u(?)) + g(t,7(t), u(0) =u(T) =0 (4.7.6)
u(t) = f(t,u(t),u(t)) + g(t,6(t)), u(0) =u(T) =0 (4.7.7)
w(t) = f(t,u(t),u(t)) + g(t, by(t) + (1 = b)d(t)), w(0) =u(T)=0 (4.7.8)
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avec Y(t) = xXjpm(t) et 0(t) = yXor(t). Soient uy,us et ug les solutions
uniques dans W2'([0, T]) des problemes (4.7.6), (4.7.7) et (4.7.8) respective-
ment. D’apres la définition de 'application 1 nous aurons

n()(t) = wi(t), n(0)(t) = ua(t) et n(by + (1 = b)d)(t) = us(?).

Comme 7 est affine, on obtient pour tout ¢ € [0, 77,

n(by + (L =0)6)(t) = bn(7)(t) + (1 = b)n(d)(1),
d’ou
us(t) = buy(t) + (1 — b)ug(t), ¥Vt € [0,T].
L’unicité des solutions des problemes (4.7.6), (4.7.7) et (4.7.8) nous per-

mettent d’écrire

iis(t) = f(t,us(t), 3(t)) + bg(t, (1)) + (1 = b)g(t, 6(t))
et
iig(t) = f(t,us(t), us(t)) + g(t,by(t) + (1 = b)d(t)),

par conséquent
by(t,~(t)) + (1 =b)g(t,6(t)) = g(t, by(t) + (1 = b)d(t)),
c’est a dire,
by(t,z) + (1 =b)g(t,y) = g(t,bx + (1 = b)y),

donc g est affine sur Z, on conclut qu'’il existe B € L%(Z, metc:[0,T] = E
tel que g(t,z) = B(t)z + c(t) pour tout t € [0,T] et tout z € Z. m

Conclusion. Nous avons présenté dans ce chapitre un ensemble d’idées
dans la résolution d’un probleme bien posé et son lien avec le controle op-
timale pour une équation différentielle du seconde ordre. Dans les perspec-
tives, nous allons essayer dans le premier temps, de traiter le méme probleme
en affaiblissant un petit peu les hypotheses suppoées sur f, en second lieu
d’étendre ce résultat aux inclusion différentielle.
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