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Chapitre 0

Introduction générale

L’étude de problèmes mathématiques et physiques conduit généralement
à la résolution des équations et inclusions différentielles. L’étude revient sou-
vent à déterminer les solutions quand elles existent ou à donner une étude
analytique permettant d’en dégager leurs propriétés.

Les résultats exposés dans cette thèse présentent une contribution à l’étude,
d’une part, de l’existence de solutions pour des équations et inclusions différentielles
du second ordre, principalement celles gouvernées par des opérateurs maxi-
maux monotones, avec des conditions aux limites en deux points, et d’une
autre part leurs applications à des problèmes de contrôle optimal.

Hatman [20] a donné pour la première fois une étude sur des équations
ordinaires du second ordre avec des conditions aux limites en deux points
dans un espace de dimension finie. Cette étude a été généralisée par Gupta
[19], Marano ([27, 28]), Gomaa [17], ils ont donné des résultats d’existence
pour des équations et inclusions différentielles avec des conditions aux limites
en deux et trois points. Azzam, Castaing et Thibault [7] ont généralisé ces
résultats aux espaces de Banach séparables.

Ces dernières années, ont été publiés de nombreux résultats concernant les
problèmes d’évolution perturbés du second ordre avec des conditions aux li-
mites, gouvernées par des opérateurs maximaux monotones (voir par exemple
[7], [8]). L’analyse de problèmes d’évolution perturbés par une fonction Lip-
schitzienne est surtout motivée par leurs applications à des problèmes de
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contrôle. Nous nous sommes intéressés dans notre travail à des problèmes de
contrôle optimal, où les contrôles sont identifiés par des mesures de Young
(désintégrées) correspondantes, nous montrons que la borne inférieure du
critère dans le problème original est égale au minimum dans le problème
relaxé.

Jawhar [22] a démontré le théorème de relaxation pour les problèmes de
contrôle gouvernés par le processus de la rafle convexe. Ensuite, d’autres
résultats ont été obtenus pour le processus de la rafle non convexe par Cas-
taing, Salvadori et Thibault [13]. Dans [12], Castaing, Jofré et Salvadori, ont
étudié les problèmes de contrôle gouvernés par le processus de la rafle non
convexe, et ceux gouvernés par un opérateur m-accrétif.

Cette thèse est constituée de quatres chapitres, dans le premier on rappele
quelques résultats de base et les outils qui seront utilisés dans toute la suite,
tels que la notion de multi-applications, leur mesurabilité, des théorèmes de
compacité dans les espaces fonctionnels ainsi que la notion des mesures de
Young.

Dans le chapitre 2, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour
une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur maxi-
mal monotone avec des conditions aux limites en deux points de la forme

(PA,f )

{
−ü(t) ∈ A(t)u̇(t) + f(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇(0) = 0, u(1) + u̇(1) = 0,

dans un espace de dimension finie E, où A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) est un
opérateur maximal monotone et f : [0, 1] × E × E → E une application
Lebesgue-mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur E × E
et une condition de croissance linéaire. En utilisant la théorie des mesures
de Young, nous abordons un problème de contrôle optimal de type Bolza. Sa
description est la suivante :
Soient Z un espace métrique compact Γ : [0, 1]→ k(Z) une multi-application
Lebesgue-mesurable et

Σ(t) = {σ ∈M1
+(Z)/ σ(Γ(t)) = 1}, ∀t ∈ [0, 1],

oùM1
+(Z) l’ensemble des mesures de probabilité de Radon sur Z. L’ensemble

des sélections Lebesgue-mesurables de Γ(.) (resp. Σ(.)) est noté par SΓ (resp.
SΣ). Soit I : [0, 1]× E × E × Z → IR un intégrande de Carathéodory. Nous
étudions le lien entre le problème dit original

(PO) : inf
ζ∈SΓ

∫ 1

0
I(t, uζ(t), u̇ζ(t), ζ(t))dt
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où uζ est la solution unique de l’inclusion

(DO)

{
−üζ(t) ∈ A(t)u̇ζ(t) + f(t, uζ(t), u̇ζ(t), ζ(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇ζ(0) = 0; uζ(1) + u̇ζ(1) = 0,

et le problème relaxé

(PR) : inf
ν∈R

∫ 1

0
[
∫
Z
I(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz)]dt

où uν est la solution de l’inclusion

(DR)

 −üν(t) ∈ A(t)u̇ν(t) +
∫

Γ(t)
f(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇ν(0) = 0; uν(1) + u̇ν(1) = 0.

Le problème original (PO) n’admet pas nécessairement de solution optimal
par contre inf(PO) est fini et le problème admet des suites minimisantes.
Historiquement, en calcul des variations, puis en contrôle optimal, pour trai-
ter de telles situations, les auteurs dans [29], [18], [25] et [24] ont pensé à
introduire un second problème de contrôle dit relaxé, et ayant les propriétés
suivantes.

- Le problème relaxé a au moins une solution optimale.
- inf(PO) = min(PR).
- Les solutions optimales du problème (PR) sont les points d’adhérence

des suites minimisantes du problème (PO).
Le chapitre 3 contient l’étude de l’existence de solutions du problème

(PF )

{
ü(t) ∈ F (u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [a, b],

u(a) = u(b) = v0,

avec F : E × E−→→E une multi-application à valeurs presque convexes.
Des résultats d’existence de solutions avec des conditions aux limites en trois
points quand F est une multi-application à valeurs convexes compactes ont
été donnés en dimension finie dans [23], [28]. Après, les auteurs dans [7],
ont démontré des résultats d’existence pour le même problème mais dans le
contexte des espaces de Banach séparables. Le but de notre étude est d’établir
un résultat d’existence pour (PF ) dans un espace de dimension fini mais avec
F à valeurs presque convexes, i.e., on remplace la convexité par une condition
plus faible. La méthode utilisée dans notre étude est inspirée de l’étude des
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inclusions différentielles du premier ordre, donnée par Cellina et Ornelas [15].
Donc notre résultat élargit cette étude au second ordre.

Dans le chapitre 4, on démontre l’equivalence entre le problème bien posé
et l’affinité de l’application g par rapport à la variable contrôle pour un
problème de la forme

(Pf,g)

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, z(t)) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0.

Les premiers traveaux sur le problème bien posé ont été introduit par Ha-
damard et Tykhonov. Après les autheurs dans [35], [36], ont développé la
notion et la définition du problème bien posé avec perturbation, et ils l’ont
relié au contrôle optimal. Dans [37], Zolezzi a étudie l’equivalence entre l’af-
finité sur les variations des contrôles et le problème bien posé de Hadamard
et Tykhonov, il a démontré que pour les systèmes différentiels ordinaires
l’affinité des trajectoires désirées est une condition nécessaire et suffisante
pour avoir un problème bien posé. Muselli [29] a généralisé cette étude, il
a donné un problème de contrôle optimal quadratique dans un espace de
Hilbert, pour une équation différentielle avec perturbation du premier ordre,
et il a trouvé une équivalence entre le problème bien posé et l’affinité de la
perturbation par rapport au contrôle. Notre travail élargit cette étude aux
équations différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en
deux points.

Le Chapitre 2 a été l’objet d’un article en collaboration avec D. Azzam-
Laouir paru dans le journal applicable Analysis [2].

Le Chapitre 3 a été l’objet d’un article à paraitre dans EJQTDE [1].



Chapitre 1

Concepts de base et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notations de base, quelques résultats
fondamentaux sur les multi-applications, des théorèmes de compacité et de
convergence, utilisé dans cette thèse. Une grande partie de ce chapitre est
consacrée au principe de mesurabilité, en particulier les mesures de Young.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E ′ son dual topologique, 〈., .〉 leur produit
de dualité, et ‖.‖ la norme de E. On note par

. σ(E,E ′) la topologie faible sur E et Eσ l’espace de Banach E muni de
la topologie faible.

. BE ou BE (0, 1) la boule unité fermée de E.

. Si A est un sous ensemble de E alors

. A est la fermeture de A.

. co(A) l’enveloppe convexe de A et co(A) la fermeture de l’enveloppe
convexe de A.

. XA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble donné,
définie par

XA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A.

8
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. δ (., A) la fonction indicatrice de A, définie par

δ (x,A) =

{
0 si x ∈ A

+∞ si x /∈ A.

. La fonction polaire de δ (., A) , appelée aussi fonction d’appui de A, est
la fonction δ∗ (., A), définie sur E ′ par

δ∗ (x′, A) = sup
x∈A
〈x′, x〉 .

. La masse de Dirac est définie par

δx =

{
0 si x 6= 0

+∞ si x = 0.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.1 Soit X un ensemble non vide, Σ une famille de sous en-
sembles de X. Alors Σ est dite une tribu sur X si

1) ∅ ∈ Σ,
2) A ∈ Σ⇒ X\A ∈ Σ ,
3) An ∈ Σ⇒

⋃
n∈IN

An ∈ Σ.

Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont
appelés ensembles mesurables.

Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit
que Σ est une algèbre sur X.

Si Xest un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B (X) est
la plus petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2 Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et g une
fonction définie sur X1 à valeurs dans X2, on dit que g est (Σ1,Σ2)-mesurable
si pour tout A ∈ Σ1, g

−1(A) ∈ Σ2.
Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ1,B(X))-mesurable est dite
fonction Borélienne.

Définition 1.3 Soit (X,Σ) un espace mesurable et M un espace métrique.
Alors une fonction g : X −→ M est dite fortement mesurable ou Bochner
mesurable si g est (Σ,B(M))-mesurable et g(X) est séparable.
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Définition 1.4 Soit (X,Σ) un espace mesurable et M un espace métrique.
On dit que la fonction f : X → M est Σ-étagée (resp. dénombrablement
Σ-étagée) si f est (Σ,B(M))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.1 Sous les notations de la définition 1.4, nous avons les caractérisations
suivantes
- f est Bochner mesurable,
- il existe une suite de fonctions Σ-étagées définies sur X à valeurs dans M,
convergeant simplement vers f,
- il existe une suite de fonctions dénombrablement Σ-étagées définies sur X
à valeurs dans M, convergeant uniformément sur X vers f.

On donne dans ce qui suit quelques notions sur les mesures.

Définition 1.5 Soit (X,Σ) un espace mesurable, alors l’application ν : Σ −→
IR est une mesure sur X si

1) ν(∅) = 0.
2) ν(

⋃
n∈IN

An) =
∑
n∈IN

ν(An), pour toute suite dénombrable d’éléments de Σ

deux à deux disjoints.
Le triplé (X,Σ, ν) est appelé espace mesuré.

Si ν(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que ν est une mesure positive et on
note ν ≥ 0, ou l’espace (X,Σ, ν) est positive.

Si ν(A) <∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que ν est une mesure finie ou que
l’espace (X,Σ, ν) est fini.

Si X est un espace topologique, la mesure ν : B(X) −→ IR est appelée
mesure Borélienne.

On dit que ν est une mesure de probabilité si ν(X) = 1.

Définition 1.6 Soit X un espace topologique séparé et ν une mesure Borélienne.
Alors ν est dite régulière si pour tout A ∈ B(X) et tout ε > 0, il existe un
ouvert O et un fermé F de X, tels que F ⊂ A ⊂ O et ν(O \ F ) ≤ ε.

Une mesure Borélienne finie et régulière est appelée mesure de Radon.

Définition 1.7 Soit (X,Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0. Soit Z un sous
ensemble de X, on dit que Z est ν-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas
de confusion), s’il existe A ∈ Σ tel que Z ⊂ A et ν(A) = 0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie ν-presque partout (ν.p.p.), si
l’ensemble où elle n’est pas vérifiée est ν-négligeable .
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La tribu ν-complétée de Σ notée Σν est la tribu engendrée par Σ et les
ensembles ν-négligeables, c’est à dire,

Σν = {A ∪ Z : A ∈ Σ et Z ensemble ν-négligeable}.

La tribu Σ est dite complète si Σ = Σν, c’est à dire, si tout ensemble ν-
négligeable appartient à Σ.

Définition 1.8 Soit (X,Σ, ν) un espace mesuré avec ν finie. Notons Σ∗ =
Σν , et soit ν∗ : Σ∗ −→ IR définie par ν∗(A ∪ Z) = ν(Z) pour tout A ∈ Σ et
tout Z ν-négligeable. Alors (X,Σ∗, ν∗) est un espace mesuré avec ν∗ finie et
complète et on a ν∗ = ν sur Σ. (X,Σ∗, ν∗) est appelé l’extension de Lebesgue
de l’espace mesuré (X,Σ, ν).

Théorème 1.1 Soient X un espace topologique compact, Σ une algèbre sur
X et ν : Σ −→ IR une fonction additive, régulière et bornée. Soit Σ̃ la plus
petite tribu sur X contenant Σ. Alors il existe une mesure unique ν̃ : Σ̃ −→ IR
régulière, bornée et qui prolonge ν à Σ̃.

Théorème 1.2 Soit (T,Σ, ν) un espace mesuré complet avec ν finie, X un
espace métrique complet séparable et G ∈ Σ⊗ B (X) . Alors la projection de
G sur T est mesurable, i.e.,

projT (G) = {t ∈ T : ∃x ∈ X, (t, x) ∈ G} ∈ Σν .

Définition 1.9 Soit (T,Σ) un espace mesuré et ν une mesure positive sur
Σ. On appelle atome de ν tout ensemble A ∈ Σ vérifiant ν(A) 6= 0 et pour
tout sous ensemble B ⊂ A, ν(B) = 0 ou ν(B) = ν(A).

Théorème 1.3 (Théorème de Lyapunov) [21]. Soit (T,Σ) un espace mesu-
rable et ν une mesure sur Σ à valeurs dans IRn. On suppose ν sans atomes.
Alors {ν(A) : A ∈ Σ} est convexe.

1.3 Mesure de Borel et mesure de Lebesgue

sur IR

Soient t0, t1 deux nombres réels tels que t0 < t1, J = [t0, t1] et Σ la famille
des sous ensembles de J de la forme {t0} = [t0, t0] , ]t′, t′′], pour t0 ≤ t′ ≤ t′′ ≤
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t1, et les unions finies de ces intervalles. Il est claire que Σ est une algèbre
sur J .
Définissons ν : Σ −→ IR par

ν ({t0}) = 0, ν (]t′, t′′]) = t′ − t′′ et ν

 k⋃
j=1

Aj

 =
k∑
j=1

ν (Aj)

avec k ∈ IN et Aj des intervalles disjoints de la forme considérée. La mesure ν
est une mesure additive, régulière et bornée. Par le Théorème 1.1, elle admet
une unique extension à Σ̃ qui est la plus petite tribu sur J contenant Σ, et
qui n’est autre que la tribu Borélienne B (J). Cette extension notée ν̃ est
appelée la mesure de Borel sur J .

Soit (J,Σ∗, ν∗) l’extension de Lebesgue de
(
J, Σ̃, ν̃

)
. Alors les éléments de

Σ∗ sont appelés ensembles Lebesgue -mesurables de J et ν∗ est la mesure de
Lebesgue sur J .

Dans la suite de ce travail, pour tout ensemble compact I de IR, on note
par

. L (I) la tribu de Lebesgue sur I,

. µ ou dt la mesure de Lebesgue,

. Lp
E (I) (1 ≤ p <∞) l’espace des applications Lebesgue Bochner-intégrables

définies sur I à valeurs dans l’espace de Banach E, c’est à dire, les applica-

tions f Lebesgue Bochner-mesurables et telles que ‖f‖p = (
∫
I
‖f‖pdµ)

1
p est

finie.

1.4 Quelques notions sur les mesures de Young

Pour plus de détails sur les mesures de Young on peut se référer à [31],
[32] et [33].

Définition 1.10 Soient (X1,Σ1) , (X2,Σ2) deux espaces mesurables, θ : X1 −→
X2 une application mesurable et ν1 une mesure positive sur X1. Alors l’image
de ν1 par θ est la mesure ν2 = ν1 ◦ θ−1 (où θ−1 est considérée comme appli-
cation de Σ2 dans Σ1), c’est à dire

ν2 (B) = ν1

(
θ−1 (B)

)
,∀B ∈ Σ2.
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Si ϕ : X2 −→ IR est une fonction mesurable telle que ϕ est positive ou
ν2-intégrable alors ∫

X2

ϕdν2 =
∫
X1

ϕ ◦ θdν1.

Définition 1.11 Soit Ω ⊂ IRn (ouvert ou compact), (Ω,Σ, η) un espace me-
suré positive et u : Ω −→ S = IRd une application mesurable. Alors la mesure
de Young associée à u est l’image ν de η par l’application θ : Ω −→ Ω × S
définie par

θ (x) = (x, u(x)),

c’est à dire, ν = η ◦ θ−1. Si ψ : Ω×S −→ IR est une fonction mesurable telle
que ψ est positive ou ν-intégrable alors∫

Ω×S
ψdν =

∫
Ω
ψ(θ(x))dη(x) =

∫
Ω
ψ(x, u(x))dη(x).

La mesure de Young ν est l’unique mesure sur Ω×S portée par le graphe de
u et telle que

ν (A× S) = η (A) ,∀A ∈ Σ.

On note par (νx)x∈Ω une désintégration de ν, i.e., une famille de mesures de
probabilité sur S telle que pour tout ϕ : Ω×S −→ IR mesurable qui est soit
positive soit ν-mesurable, on ait∫

Ω×S
ϕdν =

∫
Ω

[
∫
S
ϕ(x, s)νx(ds)]η(dx).

Notons que si u : Ω −→ S est une application mesurable et ν la mesure
de Young associée à u alors νx = δu(x), avec δu(x) la masse de Dirac au point
u (x).

Définition 1.12 On dit que ψ : Ω × S −→ IR est un intégrande de Ca-
rathéodory si

- ψ est Σ⊗ B (S)-mesurable,
- pour tout x ∈ Ω fixé, ψ (x, .) est continue, bornée et x 7−→ ‖ψ (x, .)‖ est

η-mesurable.
L’espace des intégrandes de Carathéodory définis sur Ω×S est noté Gc (Ω, η;S).

Définition 1.13 Une suite (νn)n∈IN de mesures de Young converge étroitement
vers ν, si pour tout intégrande de Carathéodory ψ on ait∫

Ω×S
ψdνn −→

∫
Ω×S

ψdν.
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Définition 1.14 Notons par Y (Ω, η;S) l’ensemble des mesures de Young,
i.e., l’ensemble des mesures positives sur Ω × S qui ont leurs projections
sur Ω égales à η. Supposons que Y(Ω, η;S) soit muni de la topologie la plus

faible rendant les applications ν 7→
∫

Ω×S
ψdν continues, où, ψ parcourt l’es-

pace Gc(Ω, η;S). Cette topologie est appelée topologie de la convergence étroite
où topologie Narrow et notée σ(Y(Ω, η;S),Gc(Ω, η;S)).

Proposition 1.1 Soit (un) une suite d’applications définies sur Ω et à va-
leurs dans S. Alors la convergence en mesure de (un) vers u∞ est équivalente
à la convergence étroite des mesures de Young (νn) associées aux un vers la
mesure de Young ν∞ associée à u∞, c’est à dire,

un −→ u∞, η p.p ⇐⇒
∫

Ω×S
ψdνn −→

∫
Ω×S

ψdν∞.

pour tout ψ ∈ Gc (Ω, η;S) .

1.5 Multi-applications et sélections

Définition 1.15 Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multi-application
F définie sur X à valeurs dans Y, est une fonction qui à chaque élément
x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , on note F : X−→→Y ou F :
X −→ P (Y ) , (P (Y ) est l’ensemble des parties de Y ). Le domaine, le graphe
et l’image de la multi-application F : X−→→Y sont donnés par

D (F ) = Dom (F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅} ,

gph (F ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D (F ) , y ∈ F (x)} ,

Im (F ) =
⋃

x∈D(F )

F (x).

Définition 1.16 Soit F : X−→→Y une multi-application. On appelle sélection
de F toute application f : X −→ Y vérifiant

f (x) ∈ F (x) ,∀x ∈ X.
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1.6 Mesurabilité des multi-applications

Pour plus de détails sur la mesurabilité des multi-applications se référer
à [14].

Définition 1.17 Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace topologique
et Γ : X−→→Y . On dit que Γ est (Σ,B (X))-mesurable si pour tout ouvert V
de X,

Γ−1 (V ) = {t ∈ J : Γ (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Proposition 1.2 Soient Z un espace métrique, Y un espace métrique séparable,
et soit f : T × Y −→ Z une application de Carathéodory. Alors l’application
f est (Σ⊗ B (Y ) ,B (Z))-mesurable.

Lemme 1.2 Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique com-
plet séparable et Γ : J−→→X une multi-application à valeurs non vides fermées.
Considérons les propriétés suivantes

1) Γ−1 (B) ∈ Σ, pour tout Borélien B de X;

2) Γ−1 (C) ∈ Σ, pour tout fermé de X;

3) Γ−1 (B) ∈ Σ, pour tout ouvert V de X;

4) il existe une suite (σn) de sélections mesurables de Γ telle que

∀t ∈ J,Γ (t) = {σn (t)}n∈IN ;

5) pour tout x ∈ X, la fonction distance t 7→ d(x,Γ(t)) est mesurable ;

6) le graphe de Γ appartient à Σ⊗ B (X) .
Alors 1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 5)⇒ 6).
Si Γ est à valeurs non vides complètes alors 3)⇔ 5)⇔ 4).
Si X est un espace de Banach séparable et Γ est à valeurs convexes compactes,
alors la mesurabilité de Γ est équivalente à la mesurabilité de la fonction
d’appui t 7→ δ∗(x′,Γ(t)), pour tout x′ ∈ X ′.

Lemme 1.3 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0, σ-finie et Σ ν-
complète. Soient X un espace métrique complet et Γ : J−→→X une multi-
application à valeurs non vides fermées, alors

1)⇔ 2)⇔ 3)⇔ 4)⇔ 5)⇔ 6).
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Définition 1.18 Soient (J,Σ, ν) un espace mesuré fini, X un espace métrique
séparable et Γ : J−→→X une multi-application à valeurs non vides fermées.
Alors l’ensemble de toutes les sélections ν-mesurables de Γ est défini par

SΓ = {σ : J → X, σ ν-mesurable et σ(t) ∈ Γ(t) p.p. t ∈ J}.

Théorème 1.4 (Théorème d’existence de sélections mesurables).
Soient (J,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable
et F : J−→→X une multi-application Σ-mesurable à valeurs fermées. Alors F
admet au moins une sélection mesurable.

Soit Z un espace métrique compact, on note par C (Z) = CIR(Z) l’es-
pace de Banach des fonctions f : Z −→ IR, muni de la topologie de la
convergence uniforme, et C (Z)′ le dual de C (Z) muni de la topologie faible,

σ
(
L∞C(Z)′

(J) ,L1
C(Z) (J)

)
la topologie stable. Et M1

+ (Z) l’ensemble des me-

sures de probabilité sur Z, M1
+ (Z) est une partie convexe compacte de

C (Z)′ .

Lemme 1.4 Soient (J,F , ν) un espace de probabilité complet, Z un espace
métrique compact, Γ : J−→→Z une multi-application scalairement ν-mesurable,
à valeurs non vides convexes compactes. On pose

Σ (t) =
{
σ ∈M1

+ (Z) : σ (Γ (t)) = 1
}
,∀t ∈ J.

Alors la multi-application Σ : J−→→M1
+ (Z) à valeurs non vides convexes com-

pactes est scalairement ν-mesurable, de plus SΣ l’ensemble de sélections sca-
lairement ν-mesurables de Σ est convexe et σ

(
L∞C(Z)′

(J) ,L1
C(Z) (J)

)
compact.

Théorème 1.5 Soient (J,F , ν) un espace de probabilité complet, Z un es-
pace métrique compact, Γ : J−→→Z une multi-application scalairement ν-mesurable,
à valeurs non vides convexes compactes.
Soit

Σ (t) =
{
σ ∈M1

+ (Z) : σ (Γ (t)) = 1
}
,∀t ∈ J.

Si ν est sans atomes, alors l’ensemble SΓ des sélections ν-mesurables de Γ est
dense dans l’ensemble SΣ des sélections ν-mesurables de Σ pour la topologie
stable σ(L∞C(Z)′

(J),L1
C(Z)(J)).
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1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Définition 1.19 Soient X, Y deux espaces topologiques, F : X−→→Y une
multi-application. Alors F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au
point x0 ∈ X, si pour tout ouvert V de Y tel que F (x0) ⊂ V, il existe un
ouvert U de X tel que x0 ∈ U et F (x) ⊂ V, ∀x ∈ U . On dit que F est s.c.s
sur X si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.
Nous avons la propriétés suivantes.

Le graphe d’une multi-application s.c.s à valeurs fermées est fermé. Donc
si F est s.c.s à valeurs fermées,

lim sup
x→x′

F (x) ⊂ F (x′),

tel que

lim sup
x→x′

F (x) =
⋃

xi→x′
lim sup
i→∞

F (xi) = {u/∃xi → x′, ∃ui → x avec ui ∈ F (xi)}.

Proposition 1.3 Soit (J,Σ, ν) un espace mesuré avec ν ≥ 0, σ-finie et Σ ν-
complète. Soient X un espace métrique complet et F : J−→→X une multi-
application à valeurs non vide fermées. Si F est semi-continue supérieurement,
alors F est mesurable.

Enonçons le Théorème de fermeture (voir [14]) pour les multi-applications
s.c.s. suivant.

Théorème 1.6 Soient E un espace de Banach séparable, X un espace topo-
logique et Φ une multi-application définie sur [0, T ]×X à valeurs non vides
convexe compactes dans E et telle que pour tout t ∈ [0, T ] fixé, Φ(t, .) est
s.c.s. Soient (xn), x des applications définies sur [0, T ] à valeurs dans X et
(yn), y des applications intégrables définies sur [0, T ] à valeurs dans E.
Supposons que

a) lim
n→∞

xn(t) = x(t) p.p. sur [0, T ],

b) (yn) converge vers y σ(L1
E,L

∞
E′),

c) yn(t) ∈ Φ(t, xn(t)), p.p. sur [0, T ].
Alors y(t) ∈ Φ(t, x(t)), p.p. sur [0, T ].

Proposition 1.4 ([6]) Soient Y un espace localement convexe et F : X−→→Y
une multi-application semi-continue supérieurement sur X à valeurs com-
pactes. Alors la multi-application co(F ) : X−→→Y est semi-continue supérieurement
sur X.
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Définition 1.20 Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’une fonction
f : [a, b] −→ E est absolument continue si ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour toute
partition dénombrable de [a, b] par des intervalles disjoints [ak, bk] vérifiant∑

k

(bk − ak) < δ

nous avons ∑
k

‖f (bk)− f (ak)‖ < ε.

Une fonction f : [a, b] −→ E est absolument continue si et seulement si elle
est l’intégrale de sa dérivée, c’est à dire

f (b)− f (a) =
∫ b

a
ḟ (t) dt.

On voit bien qu’une fonction absolument continue est continue par contre la
réciproque est fausse.

Définition 1.21 Soit f une application de l’espace de Banach E à valeurs
dans IR. On dit que f est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point a ∈ E
si et seulement si

lim inf
x→a

f (x) ≥ f (a) .

1.8 Quelques résultats de convergence

Théorème 1.7 (Théorème de convergence de Lebesgue [26]).
Soient (J,Σ, µ) un espace mesuré fini, E un espace de Banach et (fn) la suite
de fonctions Bochner-integrable définies sur J à valeurs dans E, converge µ-
p.p vers une fonction f : J → E et si de plus les fn supposées µ-intégrables
vérifient µ-p.p. et pour tout n

|fn(t)| ≤ g(t),

où g est une fonction µ-intégrable à valeurs réelles positives indépendante de
n, alors f est Bochner-intégrable et nous avons

µ(f) = lim
n→∞

µ(fn).
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Lemme 1.5 (Lemme de Fatou). Soit (fn) une suite majorée (resp. minorée)
dans L1

E(µ) telle que la suite (µ(fn)) est minorée (resp. majorée) dans IR.
Alors la limite supérieure (resp. inférieure) de la suite (fn) est µ-intégrable
et l’on a

µ(lim sup
n→∞

fn) ≥ lim sup
n→∞

µ(fn)

respectivement
µ(lim inf

n→∞
fn) ≤ lim inf

n→∞
µ(fn).

Théorème 1.8 Soit ϕ une fonction à valeurs réelles, définie sur Vs×(E\A),
où Vs est un voisinage d’un point s ∈ IR, E = IRk et A ⊂ E un sous ensemble
µ-négligeable. Si pour chaque t ∈ Vs, la fonction x 7→ ϕ(t, x) est µ-intégrable
sur E et si de plus, sur Vs×(E \A), la fonction ϕ admet une dérivée partielle
par rapport à t vérifiant l’inégalité

|∂ϕ
∂t

(t, x)| ≤ g(x)

où g est µ-intégrable et indépendante de t, alors la fonction

t 7→
∫
ϕ(t, x)dµ(x),

est dérivable au point s et l’on a

d

dt

∫
ϕ(s, x)dµ(x) =

∫ ∂ϕ

∂t
(s, x)dµ(x).

Théorème 1.9 (Théorème d’Ascoli-Arzelà [3]). Soient J un espace métrique
compact, (Y, d) un espace métrique complet et H un sous ensemble de C(J, Y ),
l’espace des applications continues définies sur J à valeurs dans Y , muni de
la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si
et seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact, avec

H(x) = {f(x) : f ∈ H}.

Théorème 1.10 (Corollaire du Théorème d’Ascoli-Arzéla [3]). Soient J un
sous espace métrique compact de IR, E un espace de dimension finie et (fn)
une suite de fonctions absolument continues définies sur J à valeurs dans E,
satisfaisant les conditions suivantes

i) ∀t ∈ J, (fn(t)) est un sous ensemble relativement compact dans E,
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ii) il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1
IR(J) telle que

‖ḟn(t)‖ ≤ h(t) p.p. sur J.

Alors il existe une sous suite de (fn) qui converge vers une fonction absolu-
ment continue f : J −→ E au sens suivant

a) (fn) converge uniformément vers f,

b)
(
ḟn
)

converge faiblement vers ḟ dans L1
E (J) , i.e.,

(
ḟn
)

converge (σ(L1
E,L

∞
E )

vers ḟ .

Théorème de Scorza-Dragoni

Définition 1.22 Soient (J,Σ) un espace mesurable, X, Y deux espaces to-
pologiques et f : J ×X → Y . On dit que f est une fonction de Carathéodory
si f (., x) est Σ-mesurable pour tout x ∈ X, fixé et f (t, .) est continue pour
tout t ∈ J , fixé.

Théorème 1.11 ( Théorème de Scorza-Dragoni) ([10]). Soient J un espace
métrique compact, (J,Σ, ν) un espace mesuré positif de Radon. Soient X
un espace métrique séparable complet, E un espace de dimension finie et
h : J × X → E une fonction de Carathéodory. Alors pour tout réel ε > 0,
il existe un compact Jε ⊂ J tel que ν (J \ Jε) < ε et la restriction de h à
Jε ×X est continue.

Théorème du prolongement de Dugundji

Théorème 1.12 [16]. Soient X un espace métrique, A un sous ensemble
fermé de X et Y un espace vectoriel localement convexe. Soit f : A→ Y une
application continue. Alors il existe une application continue f̃ : X −→ Y
qui prolonge f à X, c’est à dire f (x) = f̃ (x) ,∀x ∈ A. De plus

f̃ (X) ⊂ co (f (A)) .

1.9 Quelques Résultats de compacité

Théorème 1.13 (Théorème de Banach-Dieudonné). Soit E un espace de
Banach séparable, BE′ la boule unité fermée de E ′. Alors sur BE′ la topologie
de la convergence faible coincide avec la topologie de convergence compacte.
(BE′ , σ(E ′, E)) est métrisable.
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Théorème 1.14 (Théorème d’Eberlein-S̆mulian).
Soit S un sous ensemble d’un espace de Banach E. Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes

i) S est faiblement (relativement) séquentiellement compact.
ii) S est faiblement (relativement) compact.

Théorème 1.15 (Théorème de Banach-Mazur). Soit (xn) une suite d’éléments
de E convergeant faiblement vers x. Alors il existe une suite (zn) (où zn est
une combinaison convexe des éléments xn, xn+1, ...) convergeant fortement
vers x.

Théorème 1.16 (Théorème de Carathéodory ). Soit A ⊂ IRn. Pour tout
x ∈ coA il existe x1, ....xm ∈ A tels que m ≤ n+ 1 et

x = λ1x1 + ....+ λmxm

ou λi ≥ 0, i = 1,m et λ1 + ....+ λm = 1

Corollaire 1.1 L’enveloppe convexe d’un sous ensemble compact d’un es-
pace de dimension finie est compact.

Démonstration.
Notons que dans un espace de dimension finie un ensemble est compact

si et seulement si il est fermé et borné. Soit A ⊂ IRn un ensemble compact,
d’après le Théorème de Carathéodory co(A) est borné, il suffit de montrer
que co(A) est fermé.
Soit (xk)k∈IN une suite d’éléments de co(A) tel que lim

k→+∞
xk = x0. D’après le

Théorème de Carathéodory nous avons pour tout k ∈ IN

xk =
n+1∑
i=1

λi,kxi,k, (1.1.1)

où

xi,k ∈ A, λ1,k + ....+ λn+1,k = 1, λi,k ≥ 0. (1.1.2)

La suite (xi,k)k, est bornée dans A qui est compact et la suite (λi,k)k est
bornée dans IR qui est de dimension finie, alors par extraction de sous suites
on peut supposer que (xi,k)k converge vers xi,0 ∈ A et (λi,k)k converge vers
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λi,0. Comme A est compact, nous aurons xi,0 ∈ A, passons à la limite dans
la relation (1.1.1) nous aurons

x0 =
n+1∑
i=1

λi,0xi,0,

avec
xi,0 ∈ A, λ1,0 + ....+ λn+1,0 = 1, λi,0 ≥ 0.

On conlut que x0 ∈ co(A). Par conséquant co(A) est fermé.

1.10 Lemme de Gronwall

Lemme 1.6 Soient f, g, h des fonctions définies sur [0, T ] à valeurs dans
[0,+∞] telles que

f (t) ≤ g (t) +
∫ t

0
f (τ)h (τ) dτ,

alors

f (t) ≤ g (t) +
∫ t

0
g (τ)h (τ) exp

(∫ t

τ
h (s) ds

)
dτ.

1.11 Quelques Théorèmes du point fixe

Théorème 1.17 (voir [26]) Soient E un espace de Banach, S un sous en-
semble convexe fermé de E et f : S → S une application continue telle que
l’image f(S) est relativement compact. Alors f admet un point fixe dans S.

Théorème 1.18 (Théorème du point fixe de Kakutani-Ky Fan).
Soient X un espace topologique séparé localement convexe, S un sous en-
semble non vide convexe compact de X et F : S−→→S une multi-application
s.c.s à valeurs non vides convexes fermées. Alors F admet un point fixe dans
S, c’est à dire, il existe x ∈ S tel que x ∈ F (x).

Le corollaire suivant du Théorème de Kakutani-Ky Fan nous donne la forme
faible de ce dernier.

Théorème 1.19 [26] Soient E un espace de Banach, S un sous ensemble
non vide convexe faiblement compact de E et F : S−→→S une multi-application
faiblement-faiblement s.c.s et à valeurs non vides convexes faiblement fermées.
Alors F admet un point fixe dans S.
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Dans toute la suite de se travail on note par
. CE([a, b]), (0 ≤ a < b < +∞) l’espace de Banach de toutes les applica-

tions continues u : [a, b]→ E, nuni de la norme sup.
. L1

E([a, b]) l’espace de toutes les applications continues u : [a, b] → E,
Lebesgue-Bochner intégrables.

. W2,1
E ([a, b]) l’espace de toutes les applications u ∈ CE([a, b]) ayant

une dérivée première absolument continue et une dérivée second faible dans
L1
E([a, b]).



Chapitre 2

Etude de l’existence de solution
optimale pour une inclusion
différentielle gouvernée par un
opérateur maximal monotone

2.1 Introduction

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la première, nous présentons
un théorème d’existence pour une équation différentielle ordinaire du second
ordre de la forme

(Pf )

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

u̇(0) = 0; u(1) + u̇(1) = 0,

dans un espace de Banach séparable E.
Hartman [20] a fait une étude originale des problèmes à deux conditions
aux limites, pour une équation différentielle ordinaire. Dans [7], [19], [28], les
auteurs ont généralisé cette étude pour les problèmes avec des conditions aux
limites en trois points, pour le même type d’équations.

Dans la section 2, nous étudions l’existence et l’unicité de solution dans
W2,1

E ([0, 1]) pour l’inclusion différentielle

(PA,f )

{
−ü(t) ∈ A(t)u̇(t) + f(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇(0) = 0, u(1) + u̇(1) = 0,

24
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avec E un espace de dimension finie, A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) un opérateur
maximal monotone et f : [0, 1] × E × E → E une application Lebesgue-
mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur E × E, en se
basant sur le théorème d’existence pour l’équation différentielle (Pf ), et en
utilisant les approximations de Yosida.

Dans la section 3, et comme application du résultat obtenu dans la deuxième
section, nous présentons un problème de type Bolza et une propriété de re-
laxation en contrôle optimal pour l’inclusion (PA,f ), où les contrôles sont des
mesures de Young.
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2.2 Résultats d’existence dans W2,1
E ([0, 1]) pour

une équation différentielle du second ordre.

On commence par un Lemme préliminaire où on démontre quelques pro-
priétés d’une fonction de Green nous permettant de résoudre nos problèmes
avec des conditions aux limites en deux points. Cette fonction a été utilisée
par plusieurs auteurs nous citons ([5, 7, 20]).
On considère C1

E([0, 1]) muni de la norme

‖u‖C1
E

= max{1

2
max
t∈[0,1]

‖u(t)‖, max
t∈[0,1]

‖u̇(t)‖}

Lemme 2.1 Soit E un espace de Banach séparable, soit G : [0, 1]× [0, 1]→
IR la fonction définie par

G(t, s) =

{
t− 2 si 0 ≤ s ≤ t,
s− 2 si t ≤ s ≤ 1.

Alors on a les résultats suivants.
(1) Si u ∈W2,1

E ([0, 1]) avec u̇(0) = 0 et u(1) + u̇(1) = 0, alors

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]. (2.1.1)

(2) G(., s) est dérivable sur [0, 1[ pour tout s ∈ [0, 1], c’est à dire que G(., s)
est dérivable à droite sur [0, 1[ et dérivable à gauche sur ]0, 1] à part sur la
diagonale. Sa dérivée est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =

{
1 si 0 ≤ s < t
0 si t < s ≤ 1.

(3) G(., .) et
∂G

∂t
(., .) vérifient

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 2, sup
t,s∈[0,1],t6=s

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (2.1.2)

(4) Pour f ∈ L1
E([0, 1]) et uf : [0, 1]→ E definie par

uf (t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].
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De plus, l’application uf est dérivable, et sa dérivée u̇f vérifie

lim
h→0

uf (t+ h)− uf (t)
h

= u̇f (t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds. (2.1.3)

pour tout t ∈ [0, 1]. Alors u̇f (0) = 0 et u̇f (1) +uf (1) = 0. Par conséquent, u̇f
est une application continue sur [0, 1] à valeurs dans E.
(5) L’application u̇f est scalairement dérivable, i.e, pour tout x′ ∈ E ′, la

fonction scalaire 〈x′, u̇f (.)〉 est dérivable, avec
d

dt
〈x′, u̇f (t)〉 = 〈x′, üf (t)〉, de

plus
üf = f p.p. sur [0, 1]. (2.1.4)

Démonstration.
1) Nous avons∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds =

∫ t

0
(t− 2)ü(s)ds+

∫ 1

t
(s− 2)ü(s)ds

= (t− 2)[u̇(s)]t0 + [(s− 2)u̇(s)]1t −
∫ 1

t
u̇(s)ds

= (t− 2)(u̇(t)− u̇(0)) + [−u̇(1)− (t− 2)u̇(t)]− u(1) + u(t)

= u(t)− [u̇(1) + u(1)] = u(t),

d’où

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds.

2) Pour tout s ∈ [0, 1], fixé et pour tout h > 0 assez petit avec t < t + h,
nous avons

G(t+ h, s)−G(t, s)

h
=

{
1 si 0 ≤ s ≤ t
0 si t < s ≤ 1.

d’où

lim
h→0

G(t+ h, s)−G(t, s)

h
=
∂G

∂t
(t, s) =

{
1 si 0 ≤ s ≤ t
0 si t < s ≤ 1.

3) D’après la définition de G et de sa dérivée, nous avons |G(t, s)| ≤ 2 et

|∂G(t, s)

∂t
| ≤ 1. On conclut que

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 2
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et

sup
t,s∈[0,1],t 6=s

|∂G(t, s)

∂t
| ≤ 1.

4) Soit f ∈ L1
E([0, 1]) et soit l’application uf : [0, 1]→ E definie par

uf (t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1].

Comme

sup
t,s∈[0,1]

|G(t, s)| ≤ 2,

le théorème de la convergence dominé nous assure la continuité de uf sur
[0, 1].
On veut démontrer maintenant que uf est dérivable.
En effet,
a) la fonction G(t, .)f(.) est Lebesgue-intégrable pour tout t ∈ [0, 1],
b) d’aprés 2), la fonction G(t, .) est dérivable pour tout t ∈ [0, 1], fixé, et
donc la fonction G(t, .)f(.) l’est aussi.

c) ‖∂G
∂t

(t, s)f(s)‖ ≤ ‖f(s)‖, pour tout (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Les propriétés a), b) et c) nous permettant de conclure, par le Théorème 1.8,
que uf est dérivable et que sa dérivée est donnée par

u̇f (t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds.

On voit bien que u̇f (0) = 0. D’autre part

u̇f (1) + uf (1) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(1, s)f(s)ds+

∫ 1

0
G(1, s)f(s)ds

=
∫ 1

0
f(s)ds−

∫ 1

0
f(s)ds = 0.

5) Par la relation (2.1.3) et la definition de
∂G

∂t
nous avons

u̇f (t) =
∫ t

0
f(s)ds,
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pour tout t ∈ [0, 1], d’où, pour tout x′ ∈ E ′,

〈x′, ü(t)〉 =
∂

∂t
〈x′, u̇(t)〉

=
∂

∂t
〈x′,

∫ t

0
f(s)ds〉

= 〈x′, f(t)〉

pour presque tout t ∈ [0, 1].
Soit (e′n) une suite d’éléments de E ′ qui sépare les points de E. Alors nous
avons 〈e′n, üf (t)〉 = 〈e′n, f(t)〉 pour tout n ∈ IN et pour presque tout t ∈ [0, 1].
On conclut que üf = f p.p.

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 3.1 elle nous sera
utile dans la démonstration de nos théorèmes.

Proposition 2.1 Soit E un espace de Banach séparable, et soit f : [0, 1]→
E une application continue (resp. dans L1

E([0, 1])). Alors l’application

uf (t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, 1]

est la solution unique dans C2
E([0, 1]) (resp. W2,1

E ([0, 1])) du problème

(P )

{
ü(t) = f(t), ∀t ∈ [0, 1],

u̇(0) = 0; u(1) + u̇(1) = 0.

Démonstration. Pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

uf (t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s)ds =

∫ t

0
(t− 2)f(s)ds+

∫ 1

t
(s− 2)f(s)ds

d’où

u̇f (t) =
∫ t

0
f(s)ds

donc
üf (t) = f(t) p.p.

avec
u̇f (0) = 0; uf (1) + u̇f (1) = 0.
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Par conséquent uf est solution du problème (P ).
Unicité de la solution.
Soient uf , vf deux solutions de (P ). Alors

üf (t) = v̈f (t), ∀t ∈ [0, 1].

D’aprés 1) du Lemme 2.1,

uf (t) = vf (t), ∀t ∈ [0, 1],

et donc uf = vf , d’où l’unicité de la solution.

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal e cette
section.

Théorème 2.1 Soient E un espace de dimension finie et f : [0, 1]×E×E →
E une application vérifiant les propriétés suivantes

i) pour tout (x, y) ∈ E×E fixé, f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur [0, 1] ;

ii) pour tout t ∈ [0, 1] fixé, f(t, ., .) est continue sur E × E ;

iii) il existe une fonction non négative m ∈ L1
IR([0, 1]) tel que

‖f(t, x, y)‖ ≤ m(t), ∀ (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

Alors l’équation différentielle

(Pf )

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, 1],

u̇(0) = 0; u(1) + u̇(1) = 0,

admet une solution u ∈W2,1
E ([0, 1]).

Démonstration.
Etape 1.
Supposons que f est continue sur [0, 1]× E × E. Soit

S = {h ∈ C1
E([0, 1]) : ‖h‖C1

E
≤ ‖m‖L1

IR
}.

Il est clair que S est un sous ensemble convexe fermé de C1
E([0, 1]).

Pour tout h ∈ S, l’équation différentielle

(Pf,h)

{
ü(t) = f(t, h(t), ḣ(t)), p.p t ∈ [0, 1],

u̇(0) = 0; u(1) + u̇(1) = 0,
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admet, d’après la Proposition 2.1, une solution unique uh ∈ C2
E([0, 1]) définie

par

uh(t) =
∫ 1

0
G(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds, ∀t ∈ [0, 1].

Considerons l’application P : h 7→ uh définie sur S à valeurs dans C1
E([0, 1])

par P (h) = uh. Nous avons

‖uh(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖f(s, h(s), ḣ(s))‖ds

≤ 2
∫ 1

0
m(s)ds = 2‖m‖L1

IR
,

alors
1

2
‖uh(t)‖ ≤ ‖m‖L1

IR
. (2.1.5)

De la même façon nous avons

‖u̇h(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s, h(s), ḣ(s))‖ds

≤
∫ 1

0
m(s)ds = ‖m‖L1

IR
,

alors
‖u̇h(t)‖ ≤ ‖m‖L1

IR
. (2.1.6)

Les relations (2.1.5) et (2.1.6) nous donnent ‖uh‖C1
E([0,1]) ≤ ‖m‖L1

IR
, c’est à

dire, uh ∈ S. Par conséquent, P est une application de S dans lui même.
La continuité de P .
Soit (hn) une suite d’éléments de S convergeant vers h dans S. Par le Lemme
2.1 et la Proposition 2.1, nous avons

‖uhn(t)− uh(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)f(s, hn(s), ḣn(s))ds−

∫ 1

0
G(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

= ‖
∫ 1

0
G(t, s)[f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))]ds‖

≤ 2
∫ 1

0
‖f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))‖ds,
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donc

1

2
‖uhn(t)− uh(t)‖ ≤

∫ 1

0
‖f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))‖ds,

d’autre part, nous avons

‖u̇hn(t)− u̇h(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, hn(s), ḣn(s))ds−

∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

= ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)[f(s, hn(s), ḣn(s))− f(t, h(s), ḣ(s))]ds‖

≤
∫ 1

0
‖f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))‖ds.

Ces deux inégalités, nous donnent

‖uhn − uh‖C1
E
≤
∫ 1

0
‖f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))‖ds.

Alors

‖P (hn)− P (h)‖C1
E

= ‖uhn − uh‖C1
E

≤
∫ 1

0
‖f(s, hn(s), ḣn(s))− f(s, h(s), ḣ(s))‖ds.

Comme f est continue, la suite (‖f(., hn(.), ḣn(.))−f(., h(.), ḣ(.))‖)n converge
vers 0 quand n→ +∞. Et donc

‖P (hn)− P (h)‖C1
E
→ 0 quand n→ +∞.

D’où la continuité de P .
La compacité relative de P (S) dans C1

E([0, 1]).
Nous avons, pour tout h ∈ S,

‖üh(t)‖ ≤ m(t),∀t ∈ [0, 1]

et par les relations (2.1.5) et (2.1.6), il est clair que pour tout t ∈ [0, 1], les
ensembles

{uh(t), h ∈ S} et {u̇h(t), h ∈ S}
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sont relativement compacts dans E.
D’autre part, pour tous t, τ ∈ [0, 1]

‖uh(t)− uh(τ)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds−

∫ 1

0
G(τ, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)−G(τ, s)|‖f(s, h(s), ḣ(s))‖ds

≤
∫ 1

0
|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,

et

‖u̇h(t)− u̇h(τ)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds−

∫ 1

0

∂G

∂τ
(τ, s)f(s, h(s), ḣ(s))ds‖

≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂τ
(τ, s)|‖f(s, h(s), ḣ(s))‖ds

≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂τ
(τ, s)|m(s)ds.

Comme m ∈ L1
IR([0, 1]) et G est uniformément continue, nous obtenons l’equi-

continuité des ensembles

{uh : h ∈ S} et {u̇h : h ∈ S}.

Le théorème d’Arzelà-Ascoli nous donne leur compacité relative dans CE([0, 1]).
D’où

P (S) = {uh : h ∈ S}

est relativement compact dans C1
E([0, 1]) muni de la norme ‖.‖C1

E
. Le théorème

du point fixe (Théorème 1.18), nous permet de conclure que P admet un point
fixe qui est en fait la solution, du problème considéré.
Etape 2.
Supposons maintenant que f vérifie les hypothèses du Théorème 2.1.
Soit ε > 0, d’après le théorème de Scorza-Dragoni, il existe un ensemble com-
pact Jε ⊂ [0, 1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 1] \ Jε) est inférieure à
ε et la restriction gε de f à Jε × E × E est continue.
D’où, l’existence d’une suite croissante d’ensembles compacts (Jn) dans [0, 1]
telle que la mesure de Lebesgue de ([0, 1] \ Jn) tend vers 0 quand n→∞, et
la restriction gn de f à Jn × E × E est continue.
Soit f̃n le prolongement continue de Dugundji de gn à [0, 1]× E × E.
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Notons que f̃n satisfait les hypothèses vérifiées par f dans l’étape 1. On ap-
plique les arguments de la démonstration de l’étape 1 à chaque f̃n on obtient
pour tout n ∈ IN une solution un ∈ C2

E([0, 1]) du problème{
ün(t) = f̃n(t, un(t), u̇n(t)), ∀t ∈ [0, 1],

u̇n(0) = 0; un(1) + u̇n(1) = 0.

Nous avons pour tout n ∈ IN ,

‖ün(t)‖ ≤ m(t),∀t ∈ [0, 1].

Donc, on peut extraire de la suite (ün(.)) une sous suite convergeant faiblement∗

dans L∞E ([0, 1]) vers une fonction w(.).
D’autre part, nous avons

un(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ün(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et

u̇n(t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)ün(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

alors pour tous t, τ ∈ [0, 1]

‖un(t)− un(τ)‖ ≤
∫ 1

0
|G(t, s)−G(τ, s)|m(s)ds,

et

‖u̇n(t)− u̇n(τ)‖ ≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|m(s)ds.

Comme m ∈ L1
IR([0, 1]) et G est uniformément continue, les suites (un(.)) et

(u̇n(.)) sont equicontinues.
De plus, par les relations (2.1.5) et (2.1.6), et pour tout t ∈ [0, 1] les suites
(un(t)) et (u̇n(t)) sont relativement compactes. D’après le théorème d’Ar-
zelà-Ascoli, (un) et (u̇n) sont relativement compactes dans CE([0, 1]). Par
extraction de sous suites notées aussi (un) et (u̇n) respectivement, on peut
conclure que la suite (un) converge uniformément vers une fonction u ayant
une dérivée u̇ absolument continue avec ü = w et satisfaisant u̇(0) = 0 et
u(1) + u̇(1) = 0. On doit montrer que

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), p.p t ∈ [0, 1].
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Par construction, il existe pour tout n ∈ IN un ensemble Nn de mesure de
Lebesgue négligeable, tel que

ün(t) = f(t, un(t), u̇n(t)),∀t ∈ Jn \Nn.

Soit N0 = ([0, 1] \
⋃
n

Jn)
⋃

(
⋃
n

Nn) qui est Lebesgue négligeable.

Si t /∈ N0, alors il existe un entier p = p(t) tel que

ün(t) = f(t, un(t), u̇n(t)), pour tout n ≥ p,

cette relation nous donne

lim sup
n→+∞

〈x′, ün(t)〉 = lim sup
n→+∞

〈x′, f(t, un(t), u̇n(t))〉

≤ 〈x′, f(t, u(t), u̇(t))〉,

pour tout x′ ∈ E ′ et pour tout n ≥ p. Comme (ün) converge faiblement∗

vers ü dans L∞E ([0, 1]), on aura pour tout ensemble A ⊂ [0, 1] et pour tout
x′ ∈ E ′, ∫

A
〈x′, ü(t)〉dt = lim

n→∞

∫
A
〈x′, ün(t)〉dt,

en utilisant le lemme de Fatou, on obtient∫
A
〈x′, ü(t)〉dt = lim

n→∞

∫
A
〈x′, ün(t)〉dt

≤
∫
A

lim sup
n→∞
〈x′, ün(t)〉dt

≤
∫
A
〈x′, f(t, u(t), u̇(t))〉dt,

d’où
〈x′,

∫
A
ü(t)dt〉 ≤ 〈x′,

∫
A
f(t, u(t), u̇(t))dt〉,

pour tout x′ ∈ E ′, et par conséquent

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) p.p t ∈ [0, 1].

Ce qui achève la démonstration.
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2.3 Un résultat d’existence pour une inclu-

sion différentielle du second ordre gou-

vernée par un opérateur maximal mono-

tone.

Dans cette section, nous étudions l’existence et l’unicité dans W2,1
E ([0, 1]),

pour une inclusion différentielle du second ordre gouvernée par un opérateur
maximal monotone avec des conditions aux limites en deux points dans un
espace de dimension finie, de la forme

(PA,f )

{
−ü(t) ∈ A(t)u̇(t) + f(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇(0) = 0, u(1) + u̇(1) = 0,

où A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) est un opérateur maximal monotone, E un espace
de dimension finie et f : [0, 1] × E × E → E une application Lebesgue-
mesurable sur [0, 1], vérifiant la condition de Lipschitz sur E × E.

Rappelons qu’un opérateur A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) est monotone, si pour
tous t ∈ [0, 1], λ > 0, et pour tous x1 ∈ D(A(t)), x2 ∈ D(A(t)), y1 ∈ A(t)x1

et y2 ∈ A(t)x2 nous avons

‖x1 − x2‖ ≤ ‖(x1 − x2) + λ(y1 − y2)‖.

Si A(t) est monotone et R(IE + λA(t)) = E, on dit que A(t) est maximal
monotone, où

D(A(t)) = {x ∈ E : A(t)x 6= 0}
est le domaine de A(t) et R(IE + λA(t)) est le rang de (IE + λA(t)).

Dans ce qui suit, on donne des résultats sur les opérateurs maximaux
monotones, qui nous seront utiles dans la démonstration de nos théorèmes.
On peut se référer à [9] et [34] pour des résultats détaillés.

Définition 2.1 Soit A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) un opérateur et λ > 0. Alors
a) l’opérateur Jλ(t) : D(Jλ(t)) ⊂ E−→→E défini par

Jλ(t) = (IE + λA(t))−1

où D(Jλ(t)) = R(IE + λA(t)), est appelé la résolvante de A(t),
b) l’opérateur Aλ(t) : D(Aλ(t)) ⊂ E−→→E défini par

Aλ(t) =
1

λ
(IE − Jλ(t))

où D(Aλ(t)) = R(IE +λA(t)), est appelé l’approximation de Yosida de A(t).
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Lemme 2.2 Un opérateur A(t) : D(A(t)) ⊂ E−→→E (t ∈ [0, 1]) est maximal
monotone si et seulement si pour tout λ > 0, la résolvante Jλ(t) de A(t)
est univoque et non-expansive, c’est à dire, Jλ(t) est univoque et vérifie la
relation

‖Jλ(t)x− Jλ(t)y‖ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ R(IE + λA(t)).

Proposition 2.2 Soit A(t) : D(A) ⊂ E−→→E (t ∈ [0, 1]) un opérateur maxi-
mal monotone, et λ > 0. Alors

1) Aλ(t) est univoque, maximal monotone et Lipschitzienne de rapport
2

λ
sur R(IE + λA(t)),

2) Aλ(t)x ∈ AJλ(t)x, ∀x ∈ R(IE + λA(t)) ;

3)
1

λ
‖JλA(t)x−x‖ = ‖Aλ(t)x‖ ≤ |A(t)x|0, ∀x ∈ R(IE+λA(t))∩D(A(t)),

où
|A(t)x|0 = inf{‖y‖; y ∈ A(t)x},

et
JλA(t) = (IE + λA(t))−1

est la résolvante de A(t).

Théorème 2.2 Soit X un espace de Banach qui a son dual topologique uni-
formément convexe. Alors le graphe de tout opérateur maximal monotone
A : D(A) ⊂ X−→→X est fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre premier résultat
d’existence pour le problème (PA,f ) en supposant que la perturbation f est
bornée par une fonction intégrable non-negative.

Proposition 2.3 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E−→→E (t ∈
[0, 1]) un opérateur maximal monotone. Considérons la fonction f : [0, 1] ×
E × E → E vérifiant les propriétés suivantes

i) pour tout (x, y) ∈ E × E, f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur [0, 1] ;
ii) il existe deux fonctions non-negatives k1(.), k2(.) Lebesgue-mesurables

sur [0, 1] telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E.
Supposons aussi que les hypothèses suivantes sont vérifiés
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(H1) pour tout y ∈ E et tout λ > 0 la fonction t 7→ JλA(t)y est Lebesgue-
mesurable et il existe une fonction g ∈ L2

E([0, 1]) telle que t 7→ JλA(t)g(t)
appartient à L2

E([0, 1]);
(H2) il existe une fonction m ∈ L2

IR([0, 1]) telle que

|A(t)y|0 + ‖f(t, x, y)‖ ≤ m(t), ∀(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

Alors l’inclusion différentielle (PA,f ) admet une solution unique u ∈W2,1
E ([0, 1]).

Pour la démonstration de notre Théorème on a besoin du

Lemme 2.3 Soit E un espace de Hilbert séparable, A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1])
un opérateur maximal monotone satifaisant la condition
(H) pour tout y ∈ E et tout λ > 0 la fonction t 7→ JλA(t)y est Lebesgue-
mesurable et il existe une fonction g ∈ L2

E([0, 1]) telle que t 7→ JλA(t)g(t)
appartient à L2

E([0, 1]).
Soient (un), (vn) deux suites dans L2

E([0, 1]) vérifiant
i) (un) converge fortement vers u ∈ L2

E([0, 1]) et (vn) converge vers v ∈
L2
E([0, 1]) par rapport à la topologie faible σ(L2

E([0, 1]),L2
E([0, 1]));

ii) vn(t) ∈ A(t)un(t) pour tout n ∈ IN et presque pour tout t ∈ [0, 1].
Alors v(t) ∈ A(t)u(t), p.p. t ∈ [0, 1].

Démonstration.
Soit IL2 l’identité de L2

E([0, 1]) et soit

A : L2
E([0, 1])−→→L2

E([0, 1])

l’opérateur défini par

v ∈ Au⇔ v(t) ∈ A(t)u(t), p.p. t ∈ [0, 1].

Comme A(t) est monotone, A l’est aussi.
En effet, soient u1, u2 ∈ D(A), v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2, t ∈ [0, 1] et λ > 0. Nous
avons u1, u2 ∈ D(A) donc u1(t), u2(t) ∈ D(A(t)), pour tout t ∈ [0, 1] et

‖u1 − u2‖L2 = (
∫ 1

0
‖u1(t)− u2(t)‖2dt)

1
2

≤ (
∫ 1

0
‖u1(t)− u2(t) + λ(v1(t)− v2(t))‖2dt)

1
2

= ‖(u1 − u2) + λ(v1 − v2)‖L2 .
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Montrons maintenant que A est maximal monotone, c’est à dire, que pour
tout λ > 0,

R(IL2 + λA) = L2
E([0, 1]).

Soit λ > 0 et soit g ∈ L2
E([0, 1]).

Par l’hypothèse (H), il existe g ∈ L2
E([0, 1]) telle que la fonction

h : t 7→ (IE + λA(t))−1g(t)

appartient à L2
E([0, 1]).

Considérons la fonction

h : t 7→ (IE + λA(t))−1g(t),

nous avons
‖h‖L2 ≤ ‖h− h‖L2 + ‖h‖L2

≤ ‖g − g‖L2 + ‖h‖L2,

du fait que (IE + λA(t))−1 est non-expansive.
Comme g, g et h sont des fonctions de L2

E([0, 1]), on déduit que h est Lebesgue
mesurable et appartient à L2

E([0, 1]). D’autre part, nous avons

h(t) = (IE + λA(t))−1g(t), p.p ⇔ g(t) ∈ h(t) + λA(t)h(t), p.p.

⇔ g ∈ h+ λAh

⇔ h ∈ (IL2 + λA)−1g,

c’est à dire, ∀g ∈ L2
E([0, 1]),∃h ∈ L2

E([0, 1]) telle que

h ∈ (I2
L + λA)−1g,

d’où

R(IL2 + λA) = L2
E([0, 1]).

Donc,A est un opérateur maximal monotone sur l’espace de Hilbert L2
E([0, 1]).

Par conséquant, d’après le Théorème 2.2, le graphe de A est fortement faible-
ment séquentiellement fermé. Comme la suite (un) converge fortement vers
u dans L2

E([0, 1]) et la suite (vn) converge faiblement vers v, on conclut que
v ∈ A, i.e., v(t) ∈ A(t)u(t), presque partout.
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Démonstration du Théorème.
Soit (λn) une suite décroissante dans ]0, 1[ telle que λn → 0 quand n→∞.

Pour tout n ∈ IN, considérons l’application

gn(t, x, y) = Aλn(t)y + f(t, x, y), ∀(t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

D’après la propriété 3) de la Proposition 2.2 et l’hypothèse (H2), nous avons
pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.

|gn(t, x, y)| ≤ ‖Aλn(t)y‖+ ‖f(t, x, y)‖

≤ |A(t)y|0 + ‖f(t, x, y)‖ ≤ m(t).

Notons que l’hypothèse (H1) et la propriété 1) dans la proposition 2.2 im-
pliquent que l’application (t, y) 7→ Aλn(t)y est de Carathéodory, c’est à dire,
Lebesgue mesurable sur [0, 1] et continue sur E. En appliquant le théorème
2.1 nous obtenons pour tout n ∈ IN, l’existence dans W2,1

E ([0, 1]) d’une solu-
tion un pour l’équation différentielle

(Pgn)

{
−ün(t) = gn(t, un(t), u̇n(t)) p.p. t ∈ [0, 1],

u̇n(0) = 0; un(1) + u̇n(1) = 0,

avec

un(t) =
∫ 1

0
G(t, s)gn(t, un(s), u̇n(s))ds; ∀t ∈ [0, 1]

et

u̇n(t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)gn(t, un(s), u̇n(s))ds; ∀t ∈ [0, 1].

En appliquant les arguments de la démonstration du Théorème 2.1, on conclut
que (un(.)) et (u̇n(.)) sont relativement compactes. Par extraction d’une sous
suite on peut supposer que (un(.)) converge vers u dans (C1

E([0, 1]), ‖.‖C1
E

)

avec u̇(0) = 0, u(1)+u̇(1) = 0 et que (ün(.)) converge σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1]))
vers ü.
D’autre part, par les hypothèses sur f nous avons (f(., un(.), u̇n(.)))n converge
vers la fonction f(., u(.), u̇(.)) presque partout et aussi

‖f(t, un(t), u̇n(t))‖ ≤ m(t) ∀t ∈ [0, 1],

par le théorème de convergence de Lebesgue (Théorème 1.7), on conclut
que ‖f(t, u(t), u̇(t))‖ ≤ m(t) et (f(., un(.), u̇n(.)))n converge vers la fonction
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f(., u(.), u̇(.)) dans L2
E([0, 1]) et par conséquent cette convergence est vrais

σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1])).
D’après la propriété 2) de la Proposition 2.2 nous avons pour p.p. t ∈ [0, 1],

−ün(t)− f(t, un(t), u̇n(t)) = Aλn(t)u̇n(t) ∈ A(t)JλnA(t)u̇n(t). (2.3.1)

D’autre part, nous avons

‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇(t)‖ ≤ ‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇n(t)‖+ ‖u̇n(t)− u̇(t)‖. (2.3.2)

En utilisant la propriété 3) de la Proposition 2.2 et l’hypothèse (H2), nous
obtenons

‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇n(t)‖ = λn‖Aλn(t)u̇n(t)‖ ≤ λnm(t). (2.3.3)

Nous avons λnm(t)→ 0 quand n→ +∞. Par la relation (2.3.3), on voit que

‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇n(t)‖ → 0 quand n→ +∞,

et donc
‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇(t)‖ → 0 quand n→ +∞.

Par les relations (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.3) nous avons

‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇(t)‖ ≤ ‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇n(t)‖+ ‖u̇n(t)− u̇(t)‖

≤ λnm(t) + ‖u̇n(t)‖+ ‖u̇(t)‖

≤ λnm(t) + 3
∫ 1

0
m(s)ds.

Or, λn < 1, pour tout n ∈ IN nous obtenons pour p.p. t ∈ [0, 1],

‖JλnA(t)u̇n(t)− u̇(t)‖ < m(t) + 3
∫ 1

0
m(s)ds.

La fonctionm ∈ L2
E([0, 1]), et par suite, en utilisant le Théorème de Lebesgue,

on conclut que JλnA(t)u̇n(.) converge vers u̇(.) dans L2
E([0, 1]).

Considérons maintenant l’opérateur

A : L2
E([0, 1])−→→L2

E([0, 1])

defini par
z ∈ Ay ⇐⇒ z(t) ∈ A(t)y(t) p.p. t ∈ [0, 1].
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On a vu que A est un opérateur maximal monotone dans L2
E([0, 1]), et

donc son graphe est fortement-faiblement séquentiellement fermé (Théorème
2.2). Comme (ün(.)+f(., un(.), u̇n(.)))n converge σ(L2

E([0, 1]),L2
E([0, 1])) vers

ü(.)+f(., u(.), u̇(.)) et JλnA(.)u̇n(.) converge fortement vers u̇(.) dans L2
E([0, 1]),

de la relation (2.3.1) on déduit que

−ü(t) ∈ A(t)u̇(t) + f(t, u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [0, 1].

Unicité de solution.
Soient u1, u2 deux solutions dans W2,1

E ([0, 1]) du problème (PA,f ).
Par la monotonicité de l’opérateur A(t), nous avons pour p.p. t ∈ [0, 1]

〈−ü1(t) + ü2(t)− f(t, u1(t), u̇1(t)) + f(t, u2(t), u̇2(t)), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≥ 0

d’où

〈ü1(t)−ü2(t), u̇1(t)−u̇2(t)〉 ≤ 〈−f(t, u1(t), u̇1(t))+f(t, u2(t), u̇2(t)), u̇1(t)−u̇2(t)〉

et

d

dt
(‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2) ≤ 2‖f(t, u1(t), u̇1(t))− f(t, u2(t), u̇2(t))‖‖u̇1(t)− u̇2(t)‖,

utilisons la condition ii) sur f , nous obtenons

d

dt
(‖u̇1(t)−u̇2(t)‖2) ≤ 2(k1(t)‖u1(t)−u2(t)‖+k2(t)‖u̇1(t)−u̇2(t)‖)‖u̇1(t)−u̇2(t)‖.

Considérons la fonction γ(t) définie par

γ(t) =


‖u1(t)− u2(t)‖
‖u̇1(t)− u̇2(t)‖

si ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖ 6= 0

0 si ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖ = 0.

Alors

d

dt
(‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2) ≤ 2(k1(t)γ(t) + k2(t))‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2,

en intégrant la dernière inégalité par rapport à t et sachant que ‖u̇1(0) −
u̇2(0)‖ = 0, nous obtenons

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2 ≤ 2
∫ t

0
(k1(s)γ(s) + k2(s))‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2ds,
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en appliquant le Lemme de Gronwall, il vient que

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖ = 0, ∀t ∈ [0, 1],

d’où u̇1 = u̇2, par conséquent ü1 = ü2.
Par le Lemme 2.1 nous avons

u1(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ü1(s)ds =

∫ 1

0
G(t, s)ü2(s)ds = u2(t), ∀t ∈ [0, 1],

c’est à dire, u1 = u2, d’où l’unicité de la solution.

On donne maintenant un résultat d’existence de solution du problème
(PA,f ) quand on suppose sur la perturbation f une condition de croissance
linéaire.

Théorème 2.3 Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E−→→E (t ∈
[0, 1]) un opérateur maximal monotone et f : [0, 1]× E × E → E une appli-
cation vérifiant les conditions suivantes

i) pour tout (x, y) ∈ E×E fixé, f(., x, y) est Lebesgue mesurable sur [0, 1];
ii) il existe deux fonctions positives k1(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur

[0, 1] telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tout (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E;

iii) il existe trois fonctions positives m1, p et q dans L2
IR([0, 1]) satisfaisant

‖p+ q‖L1
IR
< 1

telles que

‖f(t, x, y)‖ ≤ m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.
Supposons aussi que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(H1) pour tout y ∈ E et tout λ > 0, la fonction t 7→ JλA(t)y est Lebesgue-
mesurable et il existe une fonction g ∈ L2

E([0, 1]) telle que t 7→ JλA(t)g(t)
appartient L2

E([0, 1]);
(H2) il existe une fonction m2 ∈ L2

IR([0, 1]) telle que

|A(t)y|0 ≤ m2(t); ∀(t, y) ∈ [0, 1]× E.

Alors le problème (PA,f ) admet une solution unique u ∈W2,1
E ([0, 1]).
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Pour la démonstration de notre théorème nous avons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 2.4 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
pothèses i),iii), (H1) et (H2) du Théorème 2.3 sont satisfaites.

Si u est une solution dans W2,1
E ([0, 1]) du problème (PA,f ), alors pour tout

t ∈ [0, 1] nous avons
‖u(t)‖ ≤ 2α, ‖u̇(t)‖ ≤ α

avec

α =
‖m‖L1

IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

et
m = m1 +m2.

Démonstration.
Supposons que u est une solution du problème (PA,f ). Alors

‖u(t)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤ 2
∫ 1

0
(m(s) +

1

2
p(s)‖u(s)‖+ q(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ 2
∫ 1

0
(m(s) + p(s)‖u‖C1

E
+ q(s)‖u‖C1

E
)ds

≤ 2
∫ 1

0
m(s)ds+ 2‖u‖C1

E

∫ 1

0
(p(s) + q(s))ds,

d’où,
1

2
‖u(t)‖ ≤ ‖m‖L1

IR
+ ‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
. (2.4.1)

De la même façon nous avons,

‖u̇(t)‖ = ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖ü(s)‖ds

≤
∫ 1

0
(m(s) +

1

2
p(s)‖u(s)‖+ q(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ ‖m‖L1
IR

+ ‖p+ q‖L1
IR
‖u‖C1

E
.
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D’où
‖u̇(t)‖ ≤ ‖m‖L1

IR
+ ‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
. (2.4.2)

Les inégalités (2.4.1) et (2.4.2) nous donnent

‖u‖C1
E
≤ ‖m‖L1

IR
+ ‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
,

d’où
(1− ‖p+ q‖L1

IR
)‖u‖C1

E
≤ ‖m‖L1

IR
,

et donc

‖u‖C1
E
≤

‖m‖L1
IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

= α. (2.4.3)

Par la relation (2.4.3) et la définition de ‖u‖C1
E
, nous aurons pour tout t ∈

[0, 1],
‖u(t)‖ ≤ 2α et ‖u̇(t)‖ ≤ α.

Démonstration du Théorème 2.3.
Considérons l’application Φκ : [0, 1]× E → E definie par

Φκ(t, x) =

 x si ‖x‖ ≤ κ
κx

‖x‖
si ‖x‖ > κ.

Considérons l’application f0 : [0, 1]× E × E → E definie par

f0(t, x, y) = f(t,Φ2α(t, x),Φα(t, y)).

On voit bien que l’application f0 hérite les propriétés i) et ii), c’est à dire,
i) pour tout (x, y) ∈ E × E fixé, f(., x, y) est Lebesgue mesurable sur

[0, 1];
ii) il existe deux fonctions positives k1(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur

[0, 1] telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖ ≤ 2k1(t)‖x1 − x2‖+ 2k2(t)‖y1 − y2‖

pour tout (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E;
En effet.
i) Démontrons que la fonction

t 7→ f0(t, x, y) = f(t,Φ2α(t, x),Φα(t, y))
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est Lebegue-mesurable sur [0, 1].
Soit ε > 0, d’après le Théorème de Scorza-Dragoni, il existe un compact
Iε ⊂ [0, 1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 1]\Iε) est inférieure où égale
à ε et la restriction de f à Iε × E × E est continue, alors la fonction

t 7→ f0(t, x, y) = f(t,Φ2α(t, x),Φα(t, y))

est continue sur Iε, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, 1], puisque ε est ar-
bitraire et Φ2α et Φα sont constantes par rapport à t et donc continue par
rapport à cette variable.
ii) Nous avons,

‖f0(t, x1, y1)−f0(t, x2, y2‖ = ‖f(t,Φ2α(t, x1),Φα(t, y1))−f(t,Φ2α(t, x2),Φα(t, y2)‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E ×E. Comme f est Lipschitzienne sur E ×E,
on obtient

‖f0(t, x1, y1)−f0(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖Φ2α(t, x1)−Φ2α(t, x2)‖+k2(t)‖Φα(t, y1)−Φα(t, y2)‖.

D’après la définition de l’application Φκ nous avons
si ‖x1‖ ≤ κ, ‖x2‖ ≤ κ et ‖y1‖ ≤ κ, ‖y2‖ ≤ κ,

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖x1 − x2‖ ≤ 2‖x1 − x2‖,

et
‖Φκ(t, y1)− Φκ(t, y2)‖ = ‖y1 − y2‖ ≤ 2‖y1 − y2‖.

si ‖x1‖ > κ et ‖x2‖ > κ

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖ κx1

‖x1‖
− κx2

‖x2‖
‖ = κ‖x1‖x2‖ − x2‖x1‖

‖x1‖‖x2‖
‖

=
κ

‖x1‖‖x2‖
‖x1‖x2‖ − x2‖x1‖ − x1‖x1‖+ x1‖x1‖‖

=
κ

‖x1‖‖x2‖
‖x1(‖x2‖ − ‖x1‖) + ‖x1‖(x1 − x2)‖

≤ κ

‖x1‖‖x2‖
[‖x1‖|(‖x1‖ − ‖x2‖)|+ ‖x1‖‖x1 − x2‖]

≤ κ

‖x2‖
(‖x1 − x2‖+ ‖x1 − x2‖)

< 2‖x1 − x2‖,
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si ‖x1‖ > κ et ‖x2‖ ≤ κ (‖x1‖ > κ ≥ ‖x2‖) on obtient

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖ κx1

‖x1‖
− x2‖

= ‖ κx1

‖x1‖
− x2 +

κx2

‖x1‖
− κx2

‖x1‖
‖

= ‖ κ

‖x1‖
(x1 − x2) + x2(

κ

‖x1‖
− 1)‖

≤ κ

‖x1‖
‖x1 − x2‖+ ‖x2‖(1−

κ

‖x1‖
)

< ‖x1 − x2‖+
‖x1‖ − κ
‖x1‖

‖x2‖

< ‖x1 − x2‖+
‖x1‖ − κ
‖x1‖

‖x1‖

= ‖x1 − x2‖+ ‖x1‖ − κ

≤ ‖x1 − x2‖+ ‖x1‖ − ‖x2‖

≤ ‖x1 − x2‖+ ‖x1 − x2‖ = 2‖x1 − x2‖.

De façon similaire nous aurons

‖Φκ(t, y1)− Φκ(t, y2)‖ ≤ 2‖y1 − y2‖.

Par conséquent pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E

‖f0(t, x1, y1)− f0(t, x2, y2)‖ ≤ 2k1(t)‖x1 − x2‖+ 2k2(t)‖y1 − y2‖.

Nous avons aussi, pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E

‖f0(t, x, y)‖ = ‖f(t,Φ2α(t, x),Φα(t, y))‖

≤ m1(t) +
1

2
p(t)‖Φ2α(t, x)‖+ q(t)‖Φα(t, y)‖

≤ m1(t) +
1

2
p(t)2α + q(t)α

= m1(t) + α(p(t) + q(t)) = β(t).

Par conséquent l’application f0 satisfait toutes les hypothèses de la Proposi-
tion 2.3.
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On conclut alors l’existence d’une solution u dans W2,1
E ([0, 1]) du problème

(PA,f0).
Montrons maintenant que u est la solution du problème (PA,f0) si et seule-
ment si u est la solution du problème (PA,f ).
a) Si u est une solution du problème (PA,f0). Alors

‖ü(t)‖ ≤ |A(t)u̇(t)|0 + ‖f0(t, u(t), u̇(t))‖ ≤ m2(t) + β(t).

Utilisons la dernière inégalité et les deux relations suivantes

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

et

u̇(t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, 1],

nous obtenons

‖u(t)‖ ≤ ‖
∫ 1

0
G(t, s)ü(s)ds‖ ≤

∫ 1

0
|G(t, s)|‖ü(s)‖ds ≤ 2

∫ 1

0
‖ü(s)‖ds

et

‖u̇(t)‖ ≤ ‖
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds‖ ≤

∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖ü(s)‖ds ≤
∫ 1

0
‖ü(s)‖ds,

d’où

‖u(t)‖ ≤ 2
∫ 1

0
(m2(s) + β(s))ds

≤ 2
∫ 1

0
(m2(s) +m1(s) + α(p(s) + q(s))ds

=
∫ 1

0
2(m(s) + α(p(s) + q(s)))ds

≤ 2(‖m‖L1
IR

+ α‖p+ q‖L1
IR

)

= 2(‖m‖L1
IR

+
‖m‖L1

IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

‖p+ q‖L1
IR

)

= 2(
‖m‖L1

IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

) = 2α,
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et de la même façon nous avons

‖u̇(t)‖ ≤
∫ 1

0
(m2(s) + β(s))ds

≤
∫ 1

0
(m2(s) +m1(s) + α(p(s) + q(s))ds

=
∫ 1

0
(m(s) + α(p(s) + q(s))ds

≤ (‖m‖L1
IR

+ α‖p+ q‖L1
IR

)

= (‖m‖L1
IR

+
‖m‖L1

IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

‖p+ q‖L1
IR

)

= (
‖m‖L1

IR

1− ‖p+ q‖L1
IR

) = α,

comme, ‖u(t)‖ ≤ 2α et ‖u̇(t)‖ ≤ α nous aurons

Φ2α(t, u(t)) = u(t) et Φα(t, u̇(t)) = u̇(t),

donc
f0(t, u(t), u̇(t)) = f(t, u(t), u̇(t)).

Par conséquent, u est solution du problème (PA,f ).
b) Supposons maintenant que u est une solution du problème (PA,f ).
D’après le Lemme 2.2 nous avons

‖u(t)‖ ≤ 2α, ‖u̇(t)‖ ≤ α, ∀t ∈ [0, 1].

Alors
f(t, u(t), u̇(t)) = f0(t, u(t), u̇(t)),

d’où u est une solution du problème (PA,f0).
Par le Théorème 2.3 la solution du problème (PA,f0) est unique, d’où l’unicité
de la solution du problème (PA,f ).
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2.4 Un problème de contrôle optimal pour

l’inclusion (PA,f).

Dans cette section nous étudions un exemple de problème de contrôle
optimal dont l’évolution est régie par notre inclusion différentielle (PA,f ),
où les contrôles sont des mesures de Young. Nous montrons que la borne
inférieure du critère dans le problème original est égale au minimum dans le
problème relaxé, c’est à dire que notre problème est de type Bolza.

Soient Z un espace métrique compact, k(Z) l’ensemble de tous les parties
compactes de Z, Γ : [0, 1]→ k(Z) une multi-application Lebesgue-mesurable
et M1

+(Z) l’ensemble des mesures de probabilité de Radon sur Z.
Notons que M1

+(Z) est un espace métrisable compact pour la topologie
σ(C(Z)′,C(Z)).
Soient E un espace de dimension finie, A(t) : E−→→E (t ∈ [0, 1]) un opérateur
maximal monotone, f : [0, 1]×E ×E × Z → E une application vérifiant les
propriétés suivantes

i) pour tout (x, y, z) ∈ E×E×Z, f(., x, y, z) est Lebesgue-mesurable sur
[0, 1];

ii) il existe deux fonctions positives k1(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur
[0, 1] telles que

‖f(t, x1, y1, z)− f(t, x2, y2, z)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tous (t, x1, y1, z), (t, x2, y2, z) ∈ [0, 1]× E × E × Z;
iii) il existe trois fonctions positives m1, p et q dans L2

IR([0, 1]) satisfaisant

‖p+ q‖L1
IR
< 1

telles que

‖f(t, x, y, z)‖ ≤ m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖,

pour tous (t, x, y, z) ∈ [0, 1]× E × E × Z.
Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) du Théorème 2.3, sont vérifiées.
Considérons les solutions dans W2,1

E ([0, 1]) des poblèmes suivants

(DO)

{
−üζ(t) ∈ A(t)u̇ζ(t) + f(t, uζ(t), u̇ζ(t), ζ(t)) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇ζ(0) = 0; uζ(1) + u̇ζ(1) = 0,

où ζ appartient à SΓ l’ensemble de tous les contrôles originaux, i.e.,

SΓ = {ζ : [0, 1]→ Z/ ζ Lebesgue-mesurable et ζ(t) ∈ Γ(t) p.p. t ∈ [0, 1]},
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et

(DR)

 −üν(t) ∈ A(t)u̇ν(t) +
∫

Γ(t)
f(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz) p.p. t ∈ [0, 1]

u̇ν(0) = 0; uν(1) + u̇ν(1) = 0,

où ν appartient à l’ensemble R de tous les contrôles relaxé,

R = {ν : [0, 1]→M1
+(Z)/ ν Lebesgue-mesurable et νt ∈ Σ(t) p.p. t ∈ [0, 1]}

avec
Σ(t) = {σ ∈M1

+(Z)/ σ(Γ(t)) = 1}, ∀t ∈ [0, 1].

Notons que l’existence des solutions dans W2,1
E ([0, 1]) du problème (DR) est

assurée par le Théorème 2.3, puisque l’application gν (ν ∈ R) définie sur
[0, 1]× E × E par

gν(t, x, y) =
∫

Γ(t)
f(t, x, y, z)νt(dz)

hérite les propriétés de f , c’est à dire,
i) pour tout (x, y) ∈ E × E, gν(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur [0, 1];
ii) il existe deux fonctions positives k1(.), k2(.) Lebesgue-mesurables sur

[0, 1] telles que

‖gν(t, x1, y1)− gν(t, x2, y2)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E;
iii) il existe trois fonctions positives m1, p et q dans L2

IR([0, 1]) satisfaisant
‖p+ q‖L1

IR
< 1 telles que

‖gν(t, x, y)‖ ≤ m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖,

pour tous (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.
En effet,
i) Démontrons que la fonction

t 7→ gν(t, x, y) =
∫

Γ(t)
f(t, x, y, z)νt(dz)

est Lebegue-mesurable sur [0, 1].
Soit ε > 0, d’après le théorème de Scorza-Dragoni, il existe un compact
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Iε ⊂ [0, 1], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 1] \ Iε) est inférieure à ε et
la restriction de f à Iε × E × E × Z est continue, alors la fonction

t 7→ gν(t, x, y) =
∫
Z
f(t, x, y, z)νt(dz)

est continue sur Iε, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, 1], puisque ε est arbi-
traire.
ii) Nous avons

‖gν(t, x, y)‖ = ‖
∫

Γ(t)
f(t, x, y, z)νt(dz)‖

≤
∫

Γ(t)
‖f(t, x, y, z)‖νt(dz)

≤
∫

Γ(t)
(m1(t) +

1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖)νt(dz)

= (m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖)

∫
Γ(t)

νt(dz)

= (m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖)νt(Γ(t))

= m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖

puisque ν ∈ R, et donc νt ∈M1
+(Z).

D’où

‖gν(t, x, y)‖ ≤ m1(t) +
1

2
p(t)‖x‖+ q(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, 1]× E × E.
iii) Nous avons, pour tout ν ∈ R

‖gν(t, x1, y1)− gν(t, x2, y2)‖ = ‖
∫

Γ(t)
f(t, x1, y1, z)νt(dz)−

∫
Γ(t)

f(t, x2, y2, z)νt(dz)‖

= ‖
∫

Γ(t)
(f(t, x1, y1, z)− f(t, x2, y2, z))νt(dz)‖

≤
∫

Γ(t)
‖f(t, x1, y1, z)− f(t, x2, y2, z)‖νt(dz)

≤ (k1(t)‖x1 − y1‖+ k2(t)‖x2 − y2‖)
∫

Γ(t)
νt(dz)

= k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖
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d’où

‖gν(t, x1, y1)− gν(t, x2, y2)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖

pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, 1]× E × E.

Enonçons dans ce qui suit un résultat sur la convergence des mesures de
Young qui nous sera utile dans la démonstration de notre théorème principal.

Lemme 2.5 Soit (νn) une suite d’éléments de R convergeant pour la topo-
logie narrow vers ν∞ ∈ SΣ. Pour tout n ∈ IN ∪ {∞}, soit uνn la solution
unique dans W2,1

E ([0, 1]) du problème

(DR)

 −üνn(t) ∈ A(t)u̇νn(t) +
∫

Γ(t)
f(t, uνn(t), u̇νn(t), z)νnt (dz), p.p. t ∈ [0, 1]

u̇νn(0) = 0; uνn(1) + u̇νn(1) = 0.

Alors la suite (uνn) converge uniformément vers uν∞.

Démonstration.
Nous avons pour tout t ∈ [0, 1]

‖üνn(t)‖ = ‖A(t)u̇νn(t) +
∫

Γ(t)
f(t, uνn(t), u̇νn(t), z)νnt (dz)‖

= ‖A(t)u̇νn(t) + gνn(t, uνn(t), u̇νn(t))‖

≤ |A(t)u̇νn(t)|0 + ‖gνn(t, uνn(t), u̇νn(t))‖

≤ m2(t) +m1(t) +
1

2
p(t)‖uνn(t)‖+ q(t)‖u̇νn(t)‖,

d’après le lemme 2.4 nous avons

‖üνn(t)‖ ≤ m2(t) +m1(t) + α(p(t) + q(t))

= m2(t) + β(t).

Par extraction d’une sous suite on peut supposer que (üνn(.)) converge σ(L2
E([0, 1]),L2

E([0, 1]))
vers une certaine application w(.).
D’autre part, et d’après les relations (2.1.5) et (2.1.6), on voit que pour tout



54 Doria AFFANE, Thèse de Doctorat

t ∈ [0, 1], (uνn(t)) et (u̇νn(t)) sont relativement compactes dans CE([0, 1]).
En plus, nous avons pour tous t, τ ∈ [0, 1],

‖uνn(t)− uνn(τ)‖ = ‖
∫ 1

0
G(t, s)üνn(s)ds−

∫ 1

0
G(τ, s)üνn(s)ds‖

≤
∫ 1

0
|G(t, s)−G(τ, s)|‖üνn(s)‖ds

≤
∫ 1

0
|G(t, s)−G(τ, s)|(m2(s) + β(s))ds,

et

‖u̇νn(t)− u̇νn(τ)‖ ≤
∫ 1

0
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂τ
(τ, s)|(m2(s) + β(s))ds.

Comme (m2(.) + β(.)) ∈ L2
IR([0, 1]) et G est uniformément continue, donc

(uνn(.)) et (u̇νn(.)) sont équicontinus. D’après le théorème d’Arzelà-Ascoli
(uνn) et (u̇νn) sont relativement compactes dans CE([0, 1]). Par extraction
d’une sous suite, on peut supposer que (uνn) converge dans (C1

E, ‖.‖C1
E

) vers
u∞ avec ü∞ = w.
On doit montrer que u∞ = uν∞ .
Comme l’opérateur A(t) est monotone, nous avons

〈−gνn(t, uνn(t), u̇νn(t))−üνn(t)+gν∞(t, uν∞(t), u̇ν∞(t))+üν∞(t), u̇νn(t)−u̇ν∞(t)〉 ≥ 0

d’où
〈üνn(t)− üν∞(t), u̇νn(t)− u̇ν∞(t)〉 ≤

〈u̇νn(t)− u̇ν∞(t), gνn(t, uνn(t), u̇νn(t))− gν∞(t, uν∞(t), u̇ν∞(t))〉,

qui est equivalent à

1

2

d

dt
‖u̇νn(t)−u̇ν∞(t)‖2 ≤ 〈u̇νn(t)−u̇ν∞(t), gνn(t, uνn(t), u̇νn(t))−gν∞(t, uν∞(t), u̇ν∞(t))〉.

En intégrant par rapport t, nous aurons pour tout t ∈ [0, 1]

1

2
‖u̇νn(t)−u̇ν∞(t)‖2 ≤

∫ t

0
〈u̇νn(s)−u̇ν∞(s), gνn(s, uνn(s), u̇νn(s))−gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds.

(2.5.1)
Posons pour tout n ∈ IN et tout t ∈ [0, 1]

Ln(t) =
∫ t

0
〈u̇νn(s)−u̇ν∞(s), gνn(s, uνn(s), u̇νn(s))−gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds,
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et écrivons
Ln(t) = L1

n(t) + L2
n(t) + L3

n(t),

tels que

L1
n(t) =

∫ t

0
〈u̇νn(s)− u̇ν∞(s), gνn(s, uνn(s), u̇νn(s))−gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds,

L2
n(t) =

∫ t

0
〈u̇νn(s)−u̇∞(s), gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))−gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds,

et

L3
n(t) =

∫ t

0
〈u̇∞(s)−u̇ν∞(s), gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))−gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds.

Utilisons la condition de Lipschitz sur gνn nous aurons

‖L1
n(t)‖ ≤

∫ t

0
‖u̇νn(s)− u̇ν∞(s)‖(k1(s)‖uνn(s)− uν∞(s)‖+ k2(s)‖u̇νn(s)− u̇ν∞(s)‖)ds

≤
∫ t

0
‖u̇νn(s)− u̇ν∞(s)‖2(k1(s)γn(s) + k2(s))ds,

où

γn(t) =


‖uνn(t)− uν∞(t)‖
‖u̇νn(t)− u̇ν∞(t)‖

si ‖u̇νn(t)− u̇ν∞(t)‖ 6= 0

0 si ‖u̇νn(t)− u̇ν∞(t)‖ = 0,

avec

lim
n→+∞

γn(t) =


‖u∞(t)− uν∞(t)‖
‖u̇∞(t)− u̇ν∞(t)‖

si ‖u̇∞(t)− u̇ν∞(t)‖ 6= 0

0 si ‖u̇∞(t)− u̇ν∞(t)‖ = 0,

D’autre part, nous avons l’estimation suivante,

‖L2
n(t)‖ ≤ ‖uνn − u∞‖C1

E

∫ 1

0
‖gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))− gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))‖ds,

≤ ‖uνn − u∞‖C1
E

∫ 1

0
(‖gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))‖+ ‖gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))‖)ds

≤ 2‖uνn − u∞‖C1
E

∫ 1

0
(m(s) +

1

2
p(s)‖uν∞(s)‖+ q(s)‖u̇ν∞(s)‖)ds.
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Ce qui montre que

lim
n→+∞

‖L2
n(t)‖ = 0, ∀t ∈ [0, 1].

Posons pour tout (s, z) ∈ [0, 1]× Z

h(s, z) = 〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s), f(s, uν∞(s), u̇ν∞(s), z)〉,

et obsevons que

‖h(s, z)‖ ≤ (m(s) +
1

2
p(s)‖uν∞(s)‖+ q(s)‖u̇ν∞(s)‖)‖uν∞ − u∞‖C1

E
,

alors h est un intégrande de Carathéodory. D’autre part,∫
Γ(t)

h(s, z)ν∞t (dz) = 〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s),
∫

Γ(t)
f(s, uν∞(s), u̇ν∞(s), z)ν∞t (dz)〉

= 〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s), gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉,

et∫
Γ(t)

h(s, z)νnt (dz) = 〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s),
∫

Γ(t)
f(s, uν∞(s), u̇ν∞(s), z)νnt (dz)〉

= 〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s), gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉.

D’où,

‖L3
n(t)‖ = ‖

∫ t

0
〈u̇∞(s)− u̇ν∞(s), gνn(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))− gν∞(s, uν∞(s), u̇ν∞(s))〉ds‖

≤
∫ t

0
‖
∫

Γ(t)
h(s, z)(νnt − ν∞t )(dz)‖ds,

utilisons la convegence σ(L∞C(Z)′ ,L
1
C(Z)) de (νn) vers ν∞, nous aurons

lim
n→∞
‖L3

n(t)‖ = 0,∀t ∈ [0, 1].

D’où la relation (2.5.1) s’écrit comme suit

1

2
‖u̇νn(t)−u̇ν∞(t)‖2 ≤ ‖L2

n(t)‖+‖L3
n(t)‖+

∫ t

0
‖u̇νn(s)−u̇ν∞(s)‖2(k1(s)γn(s)+k2(s))ds.

Par le Lemme de Gronwall nous obtenons

‖u̇νn(t)− u̇ν∞(t)‖2 ≤ 2(‖L2
n(t)‖+ ‖L3

n(t)‖+
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∫ t

0
(‖L2

n(τ)‖+ ‖L3
n(τ)‖)(k1(τ)γn(τ) + k2(τ))e

∫ t

τ
(k1(s)γn(s) + k2(s))ds

dτ),

comme lim
n→∞
‖L2

n(t)‖ = 0, lim
n→∞
‖L3

n(t)‖ = 0, et lim
n→∞

γn(τ) existe, alors nous
aurons

lim
n→∞
‖u̇νn(t)− u̇ν∞(t)‖ = 0, ∀t ∈ [0, 1].

Par conséquent (u̇νn) converge uniformément vers u̇∞ donc u̇ν∞ = u̇∞, et
üν∞ = ü∞. Par suite

uν∞(t) =
∫ 1

0
G(t, s)üν∞(s)ds =

∫ 1

0
G(t, s)ü∞(s)ds = u∞(t), ∀t ∈ [0, 1],

c’est à dire, uν∞ = u∞.
Enonçons dans ce qui suit un autre résultat sur la convergence des mesures

de Young qui nous sera utile dans la démonstration du théorème qui suit.

Théorème 2.4 ([11]).
Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet, S un espace Polonais (i.e,
un espace séparable et métrisable par une métrique complète). et E un espace
de Banach séparable. Soit (un) une suite d’applications définies sur Ω à va-
leurs dans E et qui sont (F ,B(E))-mesurables, convergeant ponctuellement
vers une application u∞ (F ,B(E))-mesurable. Soit (ζn) une suite d’applica-
tions définies sur Ω à valeurs dans S qui sont (F ,B(S))-mesurables, narrow
convergeante vers une mesure de Young λ∞ ∈ Y(Ω,F ,P ;S).
Soit J : Ω×E×S→ IR un intégrande de Carathéodory, telle que (J(., un(.), ζn(.)))
est uniformément intégrable. Alors nous avons

lim
n→∞

∫
Ω
J(ω, un(ω), ζn(ω))p(dω) =

∫
Ω

[
∫
S
J(ω, u∞(ω), s)λ∞ω (ds)]p(dω).

Définition 2.2 On dit que la suite (νn) converge en probabilité vers ν∞ si
et seulement si la suite (δνn) converge étroitement vers δν∞ .

Dans notre démononstration nous aurons besoin aussi de la propriété du
produit des mesures de young suivante.

Proposition 2.4 Soient S et E deux espaces Polonais, (µn) ∈ Y(Ω,F ,P ;S)
et (νn) ∈ Y(Ω,F ,P ;E) deux suites convergeant en probabilité vers µ∞ ∈
Y(Ω,F ,P ;S) et µ∞ ∈ Y(Ω,F ,P ;S). Alors (νn

⊗
µn)n converge vers ν∞

⊗
µ∞

en probabilité.



58 Doria AFFANE, Thèse de Doctorat

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat pour un
problème de contrôle optimal du type Bolza, associé à une inclusion différentielle
du second ordre où les contrôles sont des mesures de Young.

Théorème 2.5 Supposons que E est de dimension finie. Soit I : [0, 1]×E×
E × Z → IR un intégrande de Carathéodory telle que
(C) pour toute (ζn) suite d’éléments de SΓ, la suite (I(., uζn(.), u̇ζn(.), ζn(.)))n
est uniformément intégrable. Considérons les problèmes de contrôle suivants

(PO) : inf
ζ∈SΓ

∫ 1

0
I(t, uζ(t), u̇ζ(t), ζ(t))dt

et

(PR) : inf
ν∈R

∫ 1

0
[
∫
Z
I(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz)]dt

où uζ (resp. uν) est la solution unique associée à ζ (resp. ν) du problème
(DO) (resp.(DR)). Alors nous avons

inf(PO) = min(PR).

Démonstration.
D’après le Lemme 1.4, SΣ est compact métrisable pour la topologie stable
σ(L∞C(Z)′ ,L

1
C(Z)) et SΓ est dense dans SΣ pour la même topologie.

Soit ν ∈ R. Il existe une suite (ζn) dans SΓ tel que la mesure de Young
associée à (ζn) est narrow convergeante vers ν.
D’après le Lemme 2.3, (uζn) converge vers uν dans (C1

E([0, 1]), ‖.‖C1
E([0,1])),

où pour n ∈ IN , uζn est l’unique solution dans W2,1
E ([0, 1]) du problème{

−üζn(t) ∈ A(t)u̇ζn(t) + f(t, uζn(t), u̇ζn(t), ζn(t)) p.p. t ∈ [0, 1]
u̇ζn(0) = 0; uζn(1) + u̇ζn(1) = 0.

Utilisons cette convergence et le produit des mesures de Young pour conclure
que le produit (δuζn ⊗ δu̇ζn ⊗ δζn) est narrow convergeant vers δuν ⊗ δu̇ν ⊗ ν.
D’après l’hypothèse (C), (I(t, uζn(t), u̇ζn(t), ζn(t))) est uniformément inte-
grable et par le Théorème 2.4, nous avons

lim
n→∞

∫ 1

0
I(t, uζn(t), u̇ζn(t), ζn(t))dt =

∫ 1

0
[
∫

Γ(t)
I(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz)]dt,

d’autre part, (ζn) est une suite minimisant (PO), c’est à dire,

lim
n→∞

∫ 1

0
I(t, uζn(t), u̇ζn(t), ζn(t))dt = inf

ζ(.)∈SΓ

∫ 1

0
I(t, uζ(t), u̇ζ(t), ζ(t))dt
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donc ∫ 1

0
I(t, uζn(t), u̇ζn(t), ζn(t))dt ≥ inf(PO), ∀n ∈ IN.

Par conséquent∫ 1

0
[
∫

Γ(t)
I(t, uν(t), u̇ν(t), z)νt(dz)]dt ≥ inf(PO),

alors
inf(PR) ≥ inf(PO),

la densité de SΓ dans SΣ pour la topologie stable σ(L∞C(Z)′ ,L
1
C(Z)), donne

inf(PR) ≤ inf(PO),

par suite
inf(PR) = inf(PO).

On doit montrer que inf(PO) est vraiment le minimum, pour cette raison il
suffit de démontrer que

SR = {uν : ν ∈ R}

l’ensemble des solutions de (PR) dans W2,1
E ([0, 1]) est compact pour la conver-

gence uniforme.
Soit (νn) une suite de points de R. Comme R est compact métrisable pour
la topologie stable, on peut supposer que (νn) est narraw convergeante vers
ν ∈ R. D’après le Lemme 2.3, on conclut que (uνn) converge uniformément
vers uν et par conséquent SR est compact pour la topologie de la convergence
uniforme, d’où

inf(PO) = min(PR).

Ce qui achève la démonstration de notre théorème.



Chapitre 3

Résultat d’existence pour une
inclusion différentielle du
second ordre avec un second
membre à valeurs presque
convexes.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on donne quelques théorèmes d’existence pour des inclu-
sions différentielles du second ordre avec des conditions aux limites en deux
points dans un espace de dimension finie E, de la forme

(PF )

{
ü(t) ∈ F (u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [a, b], (0 ≤ a < b <∞)

u(a) = u(b) = v0.

Des résultats d’existence de solutions pour des inclusions différentielles
ü(t) ∈ F (t, u(t), u̇(t)), t ∈ [0, 1], avec des conditions aux limites en trois points
quand F : [0, 1] × E × E−→→E est une multi-application à valeurs convexes
compactes Lebesgue- mesurable sur [0, 1], semi-continue supérieurement sur
E×E et intégrablement bornée, ont été établis en dimension finie dans [23],
[27]. Après, les auteurs dans [7], ont démontré des résultats d’existence pour
le même problème mais dans le contexte des espaces de Banach séparables.

60
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Le but de notre étude est d’établir un résultat d’existence pour (PF ) dans
un espace de dimension finie mais avec F à valeurs presque convexes, i.e., on
remplace la convexité par une condition plus faible. La méthode utilisée dans
notre travail est inspirée de l’étude des inclusions différentielles du premier
ordre, donnée par Cellina et Ornelas [15].

Dans la section 2, nous démontrons que l’ensemble des solutions de l’inclu-
sion (PF ) est non vide et compact dans le cas où F est une multi-application
semicontinue supérieurement, à valeurs convexes et

F (x, y) ⊂ (p(t)‖x‖+ bq(t))‖y‖BE ∀x, y ∈ [a, b].

Dans la section 3, nous étudions l’inclusion (PF ) dans le cas où F est à
valeurs presque convexes, i.e., on remplace la convexité des valeurs de F dans
la première section par une condition plus faible.
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3.2 Résultats d’existence dans W2,1
E ([a, b]) pour

une équation

différentielle du second ordre.

Comme dans le premier chapitre, on commence par un lemme où on
démontre quelques propriétés d’une fonction de Green nous permettant de
résoudre nos problèmes avec des conditions aux limites en deux points.
On considère C1

E([a, b]) (0 ≤ a < b <∞) muni de la norme

‖u‖C1
E

= max{max
t∈[a,b]
‖u(t)‖, bmax

t∈[a,b]
‖u̇(t)‖}.

Lemme 3.1 Soient E un espace de Banach séparable, v0 ∈ E et G : [a, b]×
[a, b]→ IR, (0 ≤ a < b <∞) la fonction définie par

G(t, s) =


−1

b
(b− t)(s− a) si a ≤ s ≤ t ≤ b,

−1

b
(t− a)(b− s) si a ≤ t ≤ s ≤ b.

(3.1.1)

Alors on a les résultats suivants.
(1) Si u ∈W2,1

E ([a, b]) avec u(a) = u(b) = v0, alors

u(t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [a, b]. (3.1.2)

(2) G(., s) est dérivable sur [a, b[ pour tout s ∈ [a, b], à part sur la diago-
nale et sa dérivée est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =


1

b
(s− a) si a ≤ s ≤ t

−1

b
(b− s) si t < s ≤ b.

(3.1.3)

(3) G(., .) et
∂G

∂t
(., .) vérifient

sup
t,s∈[a,b]

|G(t, s)| ≤ b, sup
t,s∈[a,b]

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (3.1.4)
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(4) Soit f ∈ L1
E([a, b]) et soit uf : [a, b]→ E l’application définie par

uf (t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [a, b].

Alors

uf (a) = uf (b) = v0.

De plus, la fonction uf est dérivable, et sa dérivée u̇f vérifie

lim
h→0

uf (t+ h)− uf (t)
h

= u̇f (t) =
b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds, (3.1.5)

pour tout t ∈ [a, b]. Par conséquent, u̇f est continue sur [a, b] à valeurs dans
E.

(5) La fonction u̇f est scalairement dérivable, i.e, il existe une fonction
üf : [0, 1]→ E telle que, pour tout x′ ∈ E ′, la fonction scalaire 〈x′, u̇f (.)〉 est
dérivable, avec

d

dt
〈x′, u̇f (t)〉 = 〈x′, üf (t)〉,

et

üf = f p.p. sur [a, b]. (3.1.6)

Démonstration.
(1) Nous avons

b

b− a

∫ b

a
G(t, s)ü(s)ds =

b

b− a

∫ t

a
− 1

b
(b− t)(s− a)ü(s)ds+

b

b− a

∫ b

t
− 1

b
(t− a)(b− s)ü(s)ds

=
−1

b− a
[(b− t)[(s− b)u̇(s)− u(s)]ta + (t− a)[(b− s)u̇(s) + u(s)]bt ]

=
−1

b− a
[(b− t)v0 + (t− a)(b− t)u̇(t)− (b− t)u(t)

+ (t− a)v0 − (t− a)(b− t)u̇(t)− (t− a)]

=
−1

b− a
[(b− a)v0 − (b− a)u(t)] = u(t)− v0,

d’où

u(t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)ü(s)ds.



64 Doria AFFANE, Thèse de Doctorat

(2) Pour tout s ∈ [a, b], fixé et pour tout h > 0 assez petit avec t < t+ h,
nous avons

G(t+ h, s)−G(t, s)

h
=


−1

b
(s− a)

(b− t− h)− (b− t)
h

si a ≤ s ≤ t

−1

b
(b− s)(t+ h− a)− (t− a)

h
si t < s ≤ b.

D’où

lim
h→0

G(t+ h, s)−G(t, s)

h
=
∂G

∂t
(t, s) =


1

b
(s− a) si a ≤ s ≤ t

−1

b
(b− s) si t < s ≤ b.

Donc G(., s) est dérivable à droite sur ]a, b], et sa valeur est donnée par
(3.1.3).

(3) D’après la définition de G, nous avons pour a ≤ t < s ≤ b,

|G(t, s)| = |−1

b
(b− t)(s− a)| = 1

b
(b− t)(s− a) ≤ b

et si a ≤ s < t ≤ b

|G(t, s)| = |−1

b
(t− a)(b− s)| = 1

b
(t− a)(b− s) ≤ b

on conclut que
sup

t,s∈[a,b]
|G(t, s)| ≤ b.

D’après la définition de la dérivé de G(t, .), il est facile de vérifier que

sup
t,s∈[a,b]

|∂G(t, s)

∂t
| ≤ 1.

4) Soit f ∈ L1
E([a, b]) et soit l’application uf : [a, b]→ E definie par

uf (t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [a, b],

sup
t,s∈[a,b]

|G(t, s)| ≤ b,

le théorème de Lebesgue nous donne la continuité de uf sur [a, b].
On veut démontre maintenant que uf est dérivable.
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En effet,
a) la fonction G(t, .)f(.) est Lebesgue-intégrable pour tout t ∈ [a, b],
b) d’après 2), la fonction G(t, .) est dérivable pour tout t ∈ [a, b], fixé, et
donc la fonction G(t, .)f(.) l’est aussi.

c) ‖∂G
∂t

(t, s)f(s)‖ ≤ ‖f(s)‖, pour tout (t, s) ∈ [a, b]× [a, b].

Les propriétés a), b) et c) nous permettent de conclure, d’après le Théorème
1.14, que uf est dérivable et que sa dérivée est donnée par

u̇f (t) =
b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds.

On voit bien que uf (a) = uf (b) = v0.
5) La relation (3.1.5) nous donne

u̇f (t) =
1

b− a
[
∫ b

a
f(s)ds− a

∫ t

a
f(s)ds− b

∫ b

t
f(s)ds],

pour tout t ∈ [a, b], d’où pour tout x′ ∈ E ′

〈x′, ü(t)〉 =
∂

∂t
〈x′, u̇(t)〉

=
∂

∂t
〈x′, 1

b− a
(
∫ b

a
f(s)ds− a

∫ t

a
f(s)ds− b

∫ b

t
f(s)ds)〉

= 〈x′, f(t)〉
pour presque tout t ∈ [a, b].
Soit (e′n) une suite d’éléments de E ′ qui sépare les points de E. Alors nous
avons 〈e′n, u̇f (t)〉 = 〈e′n, f(t)〉 pour tout n ∈ IN et pour presque tout t ∈ [a, b].
On conclut que üf = f presque partout.

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 3.1, elle nous sera
utile dans la démonstration de nos théorèmes.

Proposition 3.1 Soient E un espace de Banach séparable et f : [a, b]→ E
une application continue (résp. dans L1

E([a, b])). Alors la fonction

uf (t) = v0 +
1

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [a, b]

est l’unique solution dans C2
E([a, b]) (résp. W2,1

E ([a, b])) du problème

(P )

{
ü(t) = f(t), ∀t ∈ [a, b],

u(a) = u(b) = v0.
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Démonstration.
Nous avons

uf (t) = v0 +
1

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds,

de la relation (3.1.1) nous obtenons

uf (t) = v0 −
1

b− a
[
∫ t

a
(b− t)(s− a)f(s)ds+

∫ b

t
(t− a)(b− s)f(s)ds]

d’où

u̇f (t) =
−1

b− a
[
∫ t

a
(a− s)f(s)ds+ (b− t)(t− a)f(t)

+
∫ b

t
(b− s)f(s)ds− (t− a)(b− t)f(t)]

=
−1

b− a
[−
∫ t

a
(s− a)f(s)ds+

∫ b

t
(b− s)f(s)ds]

et donc

üf (t) =
−1

b− a
[−(t− a)f(t)− (b− t)f(t) = f(t)

avec uf (a) = uf (b) = v0.
Unicité de la solution.
Soient uf , vf deux solutions de (P ). Alors

üf (t) = v̈f (t), ∀t ∈ [a, b].

D’aprés 1) du Lemme 3.1,

uf (t) = vf (t), ∀t ∈ [a, b],

et donc uf = vf , d’où l’unicité de la solution.
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3.3 Résultat d’existence pour une inclusion

différentielle du second ordre avec un se-

cond membre à valeurs convexes.

On démontre dans cette partie un résultat d’existence dans W2,1
E ([a, b])

pour une inclusion différentielle avec un second membre à valeurs convexes.
On commence par le cas où les valeurs de F sont intégrablement bornées.

Proposition 3.2 Soient E un espace de dimension finie et F : E × E−→→E
une multi-application à valeurs compactes convexes, semi-continue supérieurement
sur E ×E. Supposons qu’il existe une fonction non négative m ∈ L1

IR([a, b]),
telle que F (x, y) ⊂ m(t)BE pour tout (x, y) ∈ E × E.
Soit v0 ∈ E. Alors l’ensemble des solutions dans W2,1

E ([a, b]) du problème

(PF )

{
ü(t) ∈ F (u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [a, b],

u(a) = u(b) = v0,

est non vide et compact dans C1
E([a, b]).

Démonstration.
Etape 1.
Soit

S = {f ∈ L1
E([a, b]) : ‖f(t)‖ ≤ m(t), p.p. t ∈ [a, b]}

et

X = {uf : [a, b]→ E : uf (t) = v0+
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [a, b], f ∈ S}.

Il est clair que S et X sont convexes.
Montrons que S est un sous ensemble σ(L1

E([a, b]),L∞E ([a, b])) compact de
L1
E([a, b]).

En effet, soit (fn) une suite de S. On voit que, (fn) est bornée dans L∞E ([a, b]),
donc on peut supposer par extraction d’une suite, que (fn) converge fai-
blement* ou σ(L∞E ([a, b]),L1

E([a, b])) vers une fonction f ∈ L∞E ([a, b]) ⊂
L1
E([a, b]). Par conséquent, pour tout y(.) ∈ L1

E([a, b]), nous avons

lim
n→∞
〈fn(.), y(.)〉 = 〈f(.), y(.)〉.

Soit z(.) ∈ L∞E ([a, b]) ⊂ L1
E([a, b]), alors

lim
n→∞
〈fn(.), z(.)〉 = 〈f(.), z(.)〉.
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Ce qui montre que (fn) converge faiblement ou σ(L1
E([a, b]),L∞E ([a, b])) vers

f(.) et que ‖f(t)‖ ≤ m(t) p.p sur [a, b], car S est convexe et fortement fermé
dans L1

E([a, b]), et donc il est faiblement fermé dans L1
E([a, b]).

Maintenant, montrons que X est compact dans C1
E([a, b]) muni de la norme

‖.‖C1
E
.

Pour tout uf ∈ X et tous t, τ ∈ [a, b] nous avons

‖uf (t)− uf (τ)‖ ≤ b

b− a

∫ b

a
|G(t, s)−G(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤ b

b− a

∫ b

a
|G(t, s)−G(τ, s)||m(s)|ds

et, d’après la relation (3.1.5) du Lemme 3.1, nous avons

‖u̇f (t)− u̇f (τ)‖ ≤ b

b− a

∫ b

a
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|‖f(s)‖ds

≤ b

b− a

∫ b

a
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)||m(s)|ds

Commem ∈ L1
IR([a, b]) etG est uniformément continue nous aurons l’équicontinuité

des ensembles X et {u̇f : uf ∈ X}.
D’autre part, pour tout uf ∈ X et tout t ∈ [a, b], nous avons par les relations
(3.1.1), (3.1.2) et (3.1.5)

‖uf (t)‖ = ‖v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds‖

≤ ‖v0‖+
b

b− a

∫ b

a
|G(t, s)|‖f(s)‖ds

≤ ‖v0‖+
b2

b− a
‖m‖L1

IR
,

et

‖u̇f (t)‖ = ‖ b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds‖

=
b

b− a

∫ b

a
|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s)‖ds

≤ b

b− a
‖m‖L1

IR
,

donc X(t) et {u̇f (t) : uf ∈ X} sont relativement compacts dans l’espace de
dimension finie E.
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On conclut que X est relativement compact dans (C1
E([a, b]), ‖.‖C1

E
).

Montrons que X est fermé dans (C1
E([a, b]), ‖.‖C1

E
).

Fixons une suite (ufn) de X convergeant vers u ∈ C1
E([a, b]). Alors, pour tout

n ∈ IN
ufn(t) = v0 +

b

b− a

∫ b

a
G(t, s)fn(s)ds, ∀t ∈ [a, b]

et fn ∈ S. Comme S est σ(L1
E([a, b]),L∞E ([a, b]))-compact, par extraction

d’une sous suite on peut conclure que (fn) converge σ(L1
E([a, b]),L∞E ([a, b]))

vers f ∈ S. Posons pour tout t ∈ [a, b]

uf (t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds,

on obtient pour tout z(.) ∈ L∞E ([a, b]) et tout t ∈ [a, b]

lim
n→∞
〈fn(.), G(t, .)z(.)〉 = 〈f(.), G(t, .)z(.)〉.

D’où

lim
n→∞

∫ b

a
〈G(t, s)fn(s), z(s)〉ds = lim

n→∞

∫ b

a
〈fn(s), G(t, s)z(s)〉ds

=
∫ b

a
〈f(s), G(t, s)z(s)〉ds

=
∫ b

a
〈G(t, s)f(s), z(s)〉ds.

En particulier, pour z(.) = X[a,b](.)ej où X[a,b](.) est la fonction caractéristique
de [a, b] et (ej) une base de E, on obtient

lim
n→∞

∫ b

a
〈G(t, s)fn(s),X[a,b](s)ej〉ds =

∫ b

a
〈G(t, s)f(s),X[a,b](s)ej〉ds ,

qui est équivalent à

〈 lim
n→∞

∫ b

a
G(t, s)fn(s)ds, ej〉 = 〈

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds, ej〉

ce qui montre que

lim
n→∞

(v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)fn(s)ds) = v0 +

b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds = uf (t),
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i.e., u = uf .
Par conséquent, la suite (ufn) converge vers uf dans CE([a, b]).
Par les mêmes arguments nous démontrons que la suite (u̇fn) où

u̇fn(t) =
b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)fn(s)ds,∀t ∈ [a, b]

converge vers u̇f dans CE([a, b]). Ainsi, (ufn) converge vers uf dans C1
E([a, b]).

D’où la compacité de X dans (C1
E([a, b]), ‖.‖C1).

Etape 2.

Remarquons que l’application u : [a, b]→ E est une solution dans W2,1
E ([a, b])

de l’inclusion (PF ) si et seulement si il existe u = uf ∈ X et f(t) ∈
F (uf (t), u̇f (t)) pour p.p t ∈ [a, b].
Montrons que pour toutes applications Lebesgue-mesurables v, w : [a, b] →
E, il existe une sélection Lesbegue-mesurable s ∈ S tel que s(t) ∈ F (v(t), w(t))
p.p.
Soient v, w : [a, b]→ E deux applications mesurables, alors, d’après le Lemme
1.1, il existe deux suites de fonctions étagées vn, wn : [a, b] → E tel que
(vn) converge ponctuellement vers v et (wn) converge ponctuellement vers
w, pour E muni de la topologie de la convergence uniforme. Notons que les
multi-fonctions F (vn(.), wn(.)) sont Lebesgue-mesurables sur [a, b]. D’après
le théorème de sélections mesurables (Théorème 1.4), il existe une sélection
Lesbegue-mesurable sn(.) de F (vn(.), wn(.)), telle que

sn(t) ∈ F (vn(t), wn(t)) ⊂ m(t)BE, ∀t ∈ [a, b].

Comme (sn) ⊂ S et S est σ(L1
E([a, b]),L∞E ([a, b]))-compact, par le théorème

d’Eberlein-S̆mulian, on peut extraire de (sn) une sous suite (s′n) qui converge
σ(L1

E([a, b]),L∞E ([a, b])) vers une application s ∈ S. On doit invoquer ici le
fait que S est un ensemble faiblement compact et métrisable dans l’espace
de Banach L1

E([a, b]).
Appliquant maintenant le théorème de Mazur à (s′n), nous obtenons l’exis-
tence d’une suite (zn) avec

zn ∈ co{s′m : m ≥ n}
telle que (zn) converge vers s presque partout sur E.
Alors pour presque partout t ∈ [a, b]

s(t) ∈
⋂
k≥0

{zn(t) : n ≥ k}

⊂
⋂
k≥0

co{s′n(t) : n ≥ k}.
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Comme s′n(t) ∈ F (vn(t), wn(t)), on obtient

s(t) ∈
⋂
k≥0

co{
⋃
n≥k

F (un(t), wn(t))}

= co(lim sup
n→∞

F (un(t), wn(t))),

utilisons la convergence ponctuelle de (vn(.)) et (wn(.)) vers v(.) et w(.) res-
pectivement, la semi-continuité supérieure de F et la compacité de ses valeurs
on déduit que

s(t) ∈ co(F (u(t), w(t))) = F (u(t), w(t)),

car F (u(t), w(t)) est un ensemble convexe fermé.
Etape 3.
Considérons la multi-application Φ : S−→→S, définie par

Φ(f) = {g ∈ S : g(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) p.p. sur [a, b]},

où uf ∈ X.
D’après la démonstration de l’étape 2, Φ(f) est non vide pour tout f ∈ S.
Cette considération nous mène à l’application du théorème du point fixe
Kakutani-ky Fan à la multi-application Φ(.).
Montrons que Φ(f) est convexe. Soient f ∈ S et g1, g2 ∈ Φ(f), et α ∈ [0, 1],
d’après la définition de Φ(f) on a

g1(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)), p.p. sur [a, b]

et

g2(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)), p.p. sur [a, b].

Comme F (uf (t), u̇f (t)) est convexe, on aura

αg1(t) + (1− α)g2(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)), p.p. sur [a, b]

et donc

αg1 + (1− α)g2 ∈ Φ(f),

d’où la convexité de Φ(f).
D’autre part, pour tout f ∈ S, Φ(f) est faiblement compact.
En effet, soit f ∈ S et soit (gn) une suite d’éléments de Φ(f) convergeant
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σ(L1
E([a, b]),L∞E ([a, b])) vers g.

Nous avons gn ∈ Φ(f) et donc

gn(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)), p.p.

D’après le Théorème 1.6, on conclut que

g(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)), p.p.

Par conséquence, g ∈ Φ(f) et donc Φ(f) est faiblement fermé dans S.
Finalement la compacité faible de S implique celle de Φ(f).
Montrons maintenant la semi-continuité supérieure de Φ. Pour ça, il suffit de
montrer que le graphe de Φ défini par

ghp(Φ) = {(f, g) ∈ S× S : g ∈ Φ(f)}

est séquentiellement faiblement fermé dans S× S.
Soit (fn, gn) une suite d’éléments du graphe de Φ, c’est à dire, (fn, gn) ⊂
S × S avec gn ∈ Φ(fn), pour tout n ∈ IN, et telle que (fn, gn) converge
vers (f, g) ∈ S× S. Par ce qui a précédé les suites (ufn) et (u̇fn) convergent
ponctuellement vers uf et u̇f respectivement.
Nous avons (gn) converge faiblement vers g ∈ S. Comme

gn(t) ∈ F (ufn(t), u̇fn(t)), p.p.,

et suivons les mêmes arguments de la démonstration de l’étape 2 nous aurons
g(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) presque partout. Donc le graphe de Φ est faiblement
fermé dans S× S. D’où la semi-continuité supérieure faible-faible de Φ.
En appliquant le corollaire du théorème de Kakutani-Ky Fan, on obtient un
point fixe f ∈ S tel que f ∈ Φ(f) et donc f(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) presque
partout t ∈ [a, b]. D’après le Lemme 3.1

üf (t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) p.p t ∈ [a, b],

avec uf (a) = uf (b) = v0. L’application uf est en fait la solution dans
W2,1

E ([a, b]) de l’inclusion différentielle (PF ).
La compacité de l’ensemble de solutions du problème (PF ),

{uf : [a, b]→ E : uf (t) = v0+
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds,∀t ∈ [a, b], f(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t))},
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découle de la compacité de X démontré dans l’étape 1 et les arguments
précédents, puisque f(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) ⊂ m(t)BE.

Dans ce quit suit, on donne un résultat d’existence de solutions pour
le problème (PF ), en supposant que F vérifie une condition de croissance
linéaire.

Théorème 3.1 Soient E un espace de dimension finie, et F : E×E−→→E une
multi-application à valeurs compactes convexes, semi-continue supérieurement
sur E×E. Supposons qu’il existe deux fonctions positives p, q dans L1

IR([a, b])

satisfaisant ‖p + q‖L1
IR
<
b− a
b2

telles que F (x, y) ⊂ (p(t)‖x‖ + bq(t)‖y‖)BE

pour tout (x, y) ∈ E × E. Soit v0 ∈ E. Alors l’ensemble des solutions dans
W2,1

E ([a, b]) du problème

(PF )

{
ü(t) ∈ F (u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [a, b],

u(a) = u(b) = v0,

est non vide et compact dans C1
E([a, b]).

Pour la démonstration de notre théorème on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.2 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
pothèses du Théorème 3.1 sont satisfaites. Si u est solution dans W2,1

E ([a, b])
du problème (PF ), alors pour tout t ∈ [a, b] nous avons

‖u(t)‖ ≤ α et ‖u̇(t)‖ ≤ α

b
,

avec

α =
‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR

.

Démonstration.
Supposons que u : [a, b]→ E est une solution dans W2,1

E ([a, b]) du problème
(PF ), alors il existe une application mesurable f : [a, b]→ E telle que

f(t) ∈ F (uf (t), u̇f (t)) p.p t ∈ [a, b]

et

u(t) = uf (t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [a, b].
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Par conséquent, pour tout t ∈ [a, b]

‖u(t)‖ = ‖v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f(s)ds‖

≤ ‖v0‖+
b

b− a

∫ b

a
|G(t, s)|‖f(s)‖ds

≤ ‖v0‖+
b

b− a

∫ b

a
b(p(s)‖u(s)‖+ bq(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ ‖v0‖+
b

b− a

∫ b

a
b(p(s)‖u‖C1

E
+ q(s)‖u‖C1

E
)ds

≤ ‖v0‖+
b2

b− a
‖u‖C1

E

∫ b

a
(p(s) + q(s))ds,

d’où,

‖u(t)‖ ≤ ‖v0‖+
b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
. (3.2.1)

De la même façon nous avons

‖u̇(t)‖ = ‖ b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds‖

≤ b

b− a

∫ b

a
|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s)‖ds

≤ b

b− a

∫ b

a
(p(s)‖u(s)‖+ bq(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ b

b− a
‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
,

et donc

b‖u̇(t)‖ ≤ b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E

≤ ‖v0‖+
b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
.

(3.2.2)

Les inégalités (3.2.1) et (3.2.2) donnent

‖u‖C1
E
≤ ‖v0‖+

b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
,

ou bien

(1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR
)‖u‖C1

E
≤ ‖v0‖,
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c’est à dire,

‖u‖C1
E
≤ ‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR

= α.

Par la définition de ‖u‖C1
E

on conclut que pour tout t ∈ [a, b]

‖u(t)‖ ≤ α et ‖u̇(t)‖ ≤ α

b
.

Démonstration du Théorème 3.1.
Considérons l’application ϕκ : E → E définie par

Φκ(t, x) =

 x si ‖x‖ ≤ κ
κx

‖x‖
si ‖x‖ > κ.

et considérons la multi-application F0 : E × E−→→E definie par

F0(x, y) = F (ϕα(x), ϕα
b
(y)).

Alors F0 hérite toutes les propriétés de F , c’est à dire, F0 : E × E−→→E une
multi-application à valeurs compactes convexes, semi-continue supérieurement
sur E × E, et qu’il existe deux fonctions positives p, q dans L1

IR([a, b]) satis-

faisant ‖p+ q‖L1
IR
<
b− a
b2

telles que F0(x, y) ⊂ (p(t)‖x‖+ bq(t)‖y‖)BE pour

tout (x, y) ∈ E × E.
Montrons que F0 est semi-continue supérieurement.
Considérons f0 : E × E → E × E l’application continue définie par

f0(x, y) = (ϕα(x), ϕα
b
(y)).

Soit V un ouvert de E × E, nous avons

F−1
0 (V ) = (F ◦ f0)−1(V ) = f−1

0 (F−1(V )),

de la semi-continuité supérieur de F et de la continuité de f0 on conclut que
F−1

0 (V ) est ouvert. D’où F0 est semi-continue supérieurement.
D’autre par, pour tout (x, y) ∈ E × E

F0(x, y) = F (ϕα(x), ϕα
b
(y))

⊂ (p(t)‖ϕα(x)‖+ bq(t)‖ϕα
b
(y)‖)BE

⊂ (p(t)α + b
1

b
q(t)α)BE

= α(p(t) + q(t))BE = β(t)BE,
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avec β(t) = α(p(t) + q(t)) et donc β ∈ L1
IR([0, T ]).

Par conséquent F0 vérifie les hypothèses de la Proposition 3.2. Par suite il
existe une solution u dans W2,1

E ([a, b]) du problème (PF ).
On démontre maintenant que u est solution du problème (PF0) si et seulement
si u est solution du (PF ).
Si u est une solution du problème (PF0), alors, il existe une application f0 ∈
L1
E([a, b]) telle que u = uf0 et

f0(t) ∈ F0(u(t), u̇(t)) p.p. t ∈ [a, b]

et
‖f0(t)‖ ≤ β(t) = α(p(t) + q(t)).

Utilisons la dernière inégalité et le fait que pour tout t ∈ [a, b]

u(t) = v0 +
b

b− a

∫ b

a
G(t, s)f0(s)ds,

et

u̇(t) =
b

b− a

∫ b

a

∂G

∂t
(t, s)f0(s)ds,

on obtient

‖u(t)‖ ≤ ‖v0‖+
b2

b− a
‖β‖L1

IR

= ‖v0‖+
b2

b− a
α‖p+ q‖L1

IR

= ‖v0‖+ (
b2

b− a
)

‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR

‖p+ q‖L1
IR

=
‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖LIR1

= α,

et

‖u̇(t)‖ ≤ b

b− a
‖β‖L1

IR
=

b

b− a
α‖p+ q‖L1

IR

= (
b

b− a
)

‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR

‖p+ q‖L1
IR

≤ (
b

b− a
)(

‖v0‖

1− b2

b− a
‖p+ q‖L1

IR

)(
b− a
b2

) =
α

b
.
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Les dernières relations montrent que

ϕα(u(t)) = u(t) et ϕα
b
(u̇(t)) = u̇(t),

ceci implique que
F0(u(t), u̇(t)) = F (u(t), u̇(t)).

Par conséquent, u est solution du (PF ).
Supposons maintenant que u est une solution du problème (PF ). Par le
Lemme 3.2, nous aurons pour tout t ∈ [a, b]

‖u(t)‖ ≤ α, ‖u̇(t)‖ ≤ α

b
.

D’où
F (u(t), u̇(t)) = F0(u(t), u̇(t));

et donc u est une solution du problème (PF0).
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3.4 Résultat d’existence pour une inclusion

différentielle du second ordre avec un se-

cond membre à valeurs presque convexes.

On démontre dans cette partie un nouveau résultat d’existence dans
W2,1

E ([a, b]) pour l’inclusion différentielle (PF ) où F : E×E−→→E est une multi-
application à valeurs compactes presque convexes. La presque convexité ici
est une version plus faible de la convexité.
Voici la définition des ensembles presque convexes.

Définition 3.1 Soit X un espace vectoriel. L’ensemble K ⊂ X est dit presque
convexe, si pour tout ξ ∈ co(K) il existe deux constantes λ1 et λ2, 0 ≤ λ1 ≤
1 ≤ λ2, telles que

λ1ξ ∈ K et λ2ξ ∈ K.

Remarques.
- Tout ensemble convexe est presque convexe.
- Si l’ensemble K est presque convexe est 0 ∈ co(K) alors 0 ∈ K.

Exemples.
Les ensembles suivants sont presque convexes :
- l’ensemble K = ∂C, où C est un convexe qui ne contient pas l’origine,
- l’ensemble K = {0} ∪ ∂C, où C est un convexe qui contient l’origine.

On démontre maintenant le théorème principal de cette section.

Théorème 3.2 Soient E un espace de dimension finie, et F : E × E−→→E
une multi-application à valeurs compactes, presque convexes, semi-continue
supérieurement sur E × E et vérifie les hypothèses suivantes

1) il existe deux fonctions positives p, q dans L1
IR([a, b]), satisfaisant

‖p+ q‖L1
IR
<
b− a
b2

,

telles que
F (x, y) ⊂ (p(t)‖x‖+ bq(t)‖y‖)BE

pour tout (x, y) ∈ E × E,
2) F (x, ζy) ⊂ ζF (x, y). pour tout (x, y) ∈ E × E et ζ > 0

Soit v0 ∈ E. Alors le problème (PF ) admet au mois une solution dans
W2,1

E ([a, b]).
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Pour la démonstration de notre théorème on a besoin du théorème suivant.

Théorème 3.3 Soit F : E × E−→→E une multi-application semi-continue
supérieurement sur E ×E. Supposons que l’hypothèse (2) du Théorème 3.2.
est satisfait. Soit v0 ∈ E et soit x : [a, b]→ E, une solution du problème

(Pco(F ))

{
ü(t) ∈ co(F (u(t), u̇(t))), p.p. t ∈ [a, b]

u(a) = u(b) = v0,

et supposons que λ1 et λ2 sont deux constantes (0 ≤ λ1 ≤ 1 ≤ λ2), telles que
pour tout t ∈ [a, b],

λ1ẍ(t) ∈ F (x(t), ẋ(t)) et λ2ẍ(t) ∈ F (x(t), ẋ(t)).

Alors il existe une application t = t(τ), non décroissante, absolument conti-
nue définie de l’intervalle [a, b] dans lui même, tel que x̃(τ) = x(t(τ)) est la
solution du problème (PF ). De plus x̃(a) = x̃(b) = v0.

Démonstration.
Etape 1.
Soit [α, β], (0 ≤ α < β < +∞) un intervalle et supposons qu’il existe deux
constantes λ1 et λ2 tel que 0 ≤ λ1 ≤ 1 ≤ λ2. Supposons de plus que λ1 > 0.
Montrons qu’il existe deux sous ensembles mesurables de l’intervalle [α, β],
avec X1 et X2 leurs fonctions caractéristiques et telles que X1 + X2 = X[α,β],
et il existe une fonction absolument continue s = s(τ) sur [α, β], telle que
s(α)− s(β) = α− β, et

ṡ(τ) = X1(τ)
1

λ1

+ X2(τ)
1

λ2

.

En effet, soit γ définie par

γ =



1

2
si λ1 = λ2 = 1

λ2 − 1

λ2 − λ1

sinon.

On voit bien de cette définition que 0 ≤ γ ≤ 1 et

γλ1 + (1− γ)λ2 = γ(λ1 − λ2) + λ2 =
λ2 − 1

λ2 − λ1

(λ1 − λ2) + λ2 = 1.
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En particulier ∫ β

α
1dτ = γλ1

∫ β

α

1

λ1

dτ + (1− γ)λ2

∫ β

α

1

λ2

dτ. (3.3.1)

D’après le théorème de Lyapunov (Théorème 1.3) les deux ensembles définies
par

A = {µ(A) =
∫
A

1

λ1

dt/ A ∈ Σ}

et

B = {ν(A) =
∫
A

1

λ2

dt/ A ∈ Σ}

sont convexes, alors A+ B est convexe, donc on peut écrire

∀α ≥ 0, β ≥ 0, (α + β)(A+ B) = α(A+ B) + β(A+ B). (3.3.2)

Par la relation (3.3.1) nous avons∫
[α,β]

dµ = γλ1

∫
[α,β]

1

λ1

dµ+ (1− γ)λ2

∫
[α,β]

1

λ2

dµ,

avec ∫
[α,β]

1

λ1

dµ+ 0 =
∫

[α,β]

1

λ1

dµ+
∫
∅

1

λ2

dµ ∈ A+ B

et

0 +
∫

[α,β]

1

λ2

dµ =
∫
∅

1

λ1

dµ+
∫

[α,β]

1

λ2

dµ ∈ A+ B,

ce qui implique ∫
[α,β]

dµ ∈ γλ1(A+ B) + (1− γ)λ2(A+ B),

de la relation (3.3.2) nous aurons∫
[α,β]

dµ ∈ (γλ1 + (1− γ)λ2)(A+ B),

et comme γλ1 + (1− γ)λ2 = 1 nous obtenons∫
[α,β]

dµ ∈ (A+ B),
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c’est à dire, il existe deux ensembles A1, A2 ∈ Σ telles que∫
[α,β]

dµ =
∫
A1

1

λ1

dµ+
∫
A2

1

λ2

dµ.

Soient X1 et X2 leurs fonctions caractéristiques et telles que X1 +X2 = X[α,β].
Posons

σ(τ) = X1(τ)
1

λ1

+ X2(τ)
1

λ2

,

nous aurons ∫ β

α
σ(τ)dτ =

∫ β

α
[X1(τ)

1

λ1

+ X2(τ)
1

λ2

]dτ

=
∫
A1

1

λ1

dτ +
∫
A2

1

λ2

dτ

=
∫ β

α
1dτ = β − α

Considérons la fonction ṡ(τ) = X1(τ)
1

λ1

+X2(τ)
1

λ2

. Alors
∫ β

α
ṡ(τ)dτ = β−α.

Etape 2.
a) Considérons l’ensemble

C = {τ ∈ [a, b] : 0 ∈ F (x(τ), ẋ(τ))}.

Montrons que C est fermé. Soit (τn) une suite d’éléments de C convergeant
vers τ ∈ [a, b], alors pour tout n ∈ IN nous avons

0 ∈ F (x(τn), ẋ(τn)).

Comme F est semi-continue supérieurement, à valeurs compactes, donc son
graphe est fermé, et comme les fonctions x(.) et ẋ(.) sont continues, nous
aurons 0 ∈ F (x(τ), ẋ(τ)). D’où le résultat.
D’autre part, et sans perdre de généralité on peut supposer que pour tout
t ∈ C, λ1ẍ(t) = 0, et quand ẍ(t) = 0 on peut prendre λ2 = 1.
(b) Supposons que C est un ensemble vide. Dans ce cas λ1 6= 0, donc on peut

appliquer l’étape 1 sur l’intervalle [a, b]. Soit s(τ) = a+
∫ τ

a
ṡ(ω)dω, s est non

décroissante de plus s(a) = a et

s(b) = a+
∫ b

a
ṡ(ω)dω = a+ (b− a) = b,
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donc s est définie de [a, b] dans lui même.
Soit t : [a, b]→ [a, b] son inverse donc t(a) = a et t(b) = b.
D’autre part, nous avons

d

dτ
s(t(τ)) = ṡ(t(τ))ṫ(τ) = 1.

ce qui implique

ṫ(τ) =
1

ṡ(t(τ))
= λ1X1(t(τ)) + λ2X2(t(τ)).

Considérons l’application x̃(τ) = x(t(τ)), nous avons

d

dτ
x̃(τ) = ṫ(τ)ẋ(t(τ)),

comme ẗ(τ) = 0, donc

d2

ds2
x̃(τ) = (ṫ(τ))2ẍ(t(τ)) + ẗ(τ)ẋ(t(τ)) = ẍ(t(τ))(ṫ(τ))2,

d’où
1

ṫ(τ)

d2

dτ 2
x̃(τ) = ẍ(t(τ))(ṫ(τ))

= ẍ(t(τ))[λ1X1(t(τ)) + λ2X2(t(τ))]

∈ F (x(t(τ)), ẋ(t(τ)))

= F (x̃(τ),
1

ṫ
(τ) ˙̃x(τ)),

utilisons l’hypothèse (2) sur F , on obtient

F (x̃(τ),
1

ṫ(τ)
˙̃x(τ)) ⊆ 1

ṫ(τ)
F (x̃(τ), ˙̃x(τ))

et donc
1

ṫ(τ)

d2

dτ 2
x̃(τ) ∈ 1

ṫ(τ)
F (x̃(τ), ˙̃x(τ)),

par conséquent
d2

dτ 2
x̃(τ) ∈ F (x̃(τ), ˙̃x(τ)).
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(c) Maintenant on suppose C non vide. Soit c = sup{τ : τ ∈ C}, c ∈ C.
En effet, nous avons

c = sup{τ : τ ∈ C} ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃τε ∈ C : c− ε < τε ≤ c,

on peut écrire

∀n > 0, ∃(τn) ∈ C : c− 1

n
< τn ≤ c < c+

1

n
,

c’est à dire,

∀n > 0, ∃(τn) ∈ C : |τn − c| <
1

n
,

donc il existe une suite (τn) dans C tel que lim
n→∞

τn = c, comme C est fermé,

c ∈ C.
D’autre part, l’ensemble ([a, b] \ C) est un ouvert, il existe donc une parti-
tion (]ai, bi[)i de ([a, b] \C) composée d’intervalles disjoints deux à deux avec
l’exception de deux intervalles prenant la forme [aii , bii [ où aii = a et ]aif , bif ]
où aif = c. Pour tout i, appliquons l’étape 1 sur chaque intervalle ]aii , bii [,
donc il existe deux sous ensembles Ki

1 et Ki
2, de ]aii , bii [ leurs fonctions ca-

ractéristiques sont X i
1(.), X i

2(.) respectivement tel que X i
1 + X i

2 = X]ai,bi[.
Posons

ṡ(τ) =
1

λ1

X i
1(τ) +

1

λ2

X i
2(τ)

on obtient ∫ bi

ai
ṡ(ω)dω = bi − ai.

(d) Sur l’intervalle [a, c] nous avons

ṡ(τ) =
1

λ2

XC(τ) +
∑
i

(
1

λ1

X i
1(τ) +

1

λ2

X i
2(τ)),

où la somme est prise pour tous les intervalles inclus dans [a, c] à l’exception
de ]c, b]. Donc, nous avons ∫ c

a
ṡ(ω)dω = κ ≤ c− a

puisque λ2 ≥ 1 et
∫ bi

ai
ṡ(τ)dτ = bi − ai.

Posons s(τ) = a +
∫ τ

a
ṡ(ω)dω, alors s a un inverse défini de [a, c] à valeurs
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dans [a, κ+ a].
(e) Soit t : [a, κ + a] → [a, c] l’inverse de s(.). Le prolongement absolument

continu de t(.) noté t̃(.) est défini sur [a, c], tel que
d

dτ
t̃(τ) = 0 pour τ ∈

]κ+ a, c].
Démontrons que la fonction x̃(τ) = x(t̃(τ)) est la solution du problème (PF )
sur l’intervalle [a, c] et que x̃(c) = x(c).
D’après (b), nous avons pour τ ∈ [a, κ+ a], t̃(τ) = t(τ) est inversible, et

ṫ(τ) = λ2XC(τ) +
∑
i

(λ1X i
1(τ) + λ2X i

2(τ)).

Comme

d2

dτ 2
x̃(τ) = (ṫ(τ))2ẍ(t(τ)) + ẗ(τ)ẋ(t(τ)) = ẍ(t(τ))(ṫ(τ))2,

nous aurons

1

ṫ(τ)

d2x̃(τ)

dτ 2
= ẍ(t(τ))(ṫ(τ))

= ẍ(t(τ))[λ2XC(t(τ)) +
∑
i

(λ1X i
1(t(τ)) + λ2X i

2(t(τ)))]

∈ F (x(t(τ)), ẋ(t(τ))) = F (x̃(τ),
1

ṫ
(τ) ˙̃x(τ))

⊆ 1

ṫ(τ)
F (x̃(τ), ˙̃x(τ))

par conséquent
d2

ds2
x̃(τ) ∈ F (x̃(τ), ˙̃x(τ)).

En particulier, nous avons t(k+ a) = c et
d

dτ
t̃(τ) = 0 pour tout τ ∈]k+ a, c],

on obtient alors

t̃(τ) = t̃(k + a) = t(k + a), ∀τ ∈]k + a, c],

d’où
x̃(k + a) = x(t̃(k + a)) = x(t̃(τ)) = x̃(τ), ∀τ ∈]k + a, c],

donc, pour τ ∈]κ+ a, c], x̃ est constante et puisque c ∈ C, nous avons

d2

dτ 2
x̃(τ) = 0 ∈ F (x(c), ẋ(c)) = F (x̃(κ+a),

1

ṫ(k + a)
˙̃x(κ+a)) = F (x̃(τ), ˙̃x(τ)).
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(f) Pour démontrer l’existence de la solution du problème (PF ) sur l’intervalle
[c, b], nous avons λ1 > 0 donc on peut appliquer l’étape 1 et (b).
Ce qui complète la démonstration de notre théorème.
Démonstration du Théorème 3.2.
Nous avons co(F ) : E×E−→→E est une multi-application à valeurs compactes,
semi-continue supérieurement sur E × E.
D’autre part, et pour tout (x, y) ∈ E × E, nous avons

co(F (x, y) ⊂ (p(t)‖x‖+ bq(t)‖y‖)co(BE)

= (p(t)‖x‖+ bq(t)‖y‖)BE.

On voit bien que la multi-application co(F ) : E × E−→→E vérifie tous les
hypothèses du Théorème 3.1. Donc le problème (Pco(F )) admet une solution

x dans W2,1
E ([a, b]). Comme les valeurs de F sont presque convexes, d’où

l’existence de deux constantes λ1 et λ2 (0 ≤ λ1 ≤ 1 ≤ λ2), tels que, pour
presque tout t ∈ [a, b],

λ1ẍ(t) ∈ F (x(t), ẋ(t)) et λ2ẍ(t) ∈ F (x(t), ẋ(t)).

Utilisons le Théorème 3.3, on conclut que le problème (PF ) admet une solu-
tion dans W2,1

E ([a, b]).
Ce qui achève la démonstration de notre théorème principal.



Chapitre 4

L’affinité sur les variations des
contrôles et le problème bien
posé pour une équation
différentielle du second ordre.

4.1 Introduction

Le terme mathématique du problème bien posé (well-posedness) provient
d’une définition de Hadamard (1902). Il pensait que les modèles mathématiques
des phénomènes physiques devraient avoir les propriétés suivantes

1) une solution existe,

2) la solution est unique,

3) la solution dépend de façon continue des données, pour une topologie
raisonnable.
Comme exemples sur les problèmes bien posés nous avons le problème de Di-
richlet pour l’équation de Laplace et l’équation de la chaleur avec des condi-
tions initiales spécifiées. Ces problèmes peuvent être qualifiés de naturels,
dans le sens où, il existe des processus physiques qui résolvent ces problèmes.
Il est fréquent que les problèmes inverses ne soient pas bien posés.

Les premiers travaux concernant les problèmes bien posés ont été intro-
duits par Hadamard et Tykhonov. Après, l’auteur dans [35], [36] a développé
la notion et la définition du problème bien posé par perturbation, et il l’a relié
au contrôle optimale. Dans [37] et [29] les auteurs ont démontré l’équivalence

86
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entre l’affinité sur les variations contrôles et le problème bien posé pour des
équations différentielles non homogènes du premier ordre de la forme{

u̇(t) = Au(t) + f(t, z(t)) p.p t ∈ [0, T ]
u(0) = v,

où A est un opérateur lineaire borné.
Le but de notre travail est de généraliser cette étude à une équation différentielle
du second ordre avec des conditions aux limites de la forme suivante

(Pf,g)

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, z(t)) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0.

Dans la première section on donne un résultat d’existence et d’unicité
pour le problème sans perturbation, dans la section 2, nous démontrons
quelques propriétés de la solution du problème, puis la convexité et la Gâteaux
différentiabilité de la fonction quadratique du problème (Pf,g). A la fin, nous
étudions l’équivalence entre le problème bien posé et l’affinité sur g par rap-
port au contrôle.
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4.2 Un résultat d’existence pour une équation

différentielle du second ordre.

On démontre dans cette partie un résultat d’existence dans W2,1
E ([0, T ]),

pour l’équation différentielle du second ordre

(Pf )

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0.

En premier lieu, on donne un cas particulier du Lemme 3.1.
On considère C1

E([0, T ]) muni de la norme

‖u‖C1
E

= max{max
t∈[0,T ]

‖u(t)‖, T max
t∈[0,T ]

‖u̇(t)‖}.

Lemme 4.1 Soient E un espace de Banach séparable, T > 0 et G : [0, T ]×
[0, T ]→ IR, la fonction définie par :

G(t, s) =


− 1

T
(T − t)s si 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

− 1

T
t(T − s) si 0 ≤ t ≤ s ≤ T.

(4.1.1)

Alors on a les résultats suivants.
(1) Si u ∈W2,1

E ([0, T ]) avec u(0) = u(T ) = 0, alors

u(t) =
∫ T

0
G(t, s)ü(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]. (4.1.2)

(2) G(., s) est dérivable sur [0, T [ pour tout s ∈ [0, T ], à part sur la dia-
gonale et sa dérivée est donnée par

∂G

∂t
(t, s) =


s

T
si 0 ≤ s < t

− 1

T
(T − s) si t < s ≤ T.

(4.1.3)

(3) G(., .) et
∂G

∂t
(., .) vérifient

sup
t,s∈[0,T ]

|G(t, s)| ≤ T, sup
t,s∈[0,T ],t6=s

|∂G
∂t

(t, s)| ≤ 1. (4.1.4)
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(4) Soit f ∈ L1
E([0, T ]) et soit uf : [0, T ]→ E l’application définie par

uf (t) =
∫ T

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

alors

uf (0) = uf (T ) = 0.

De plus, l’application uf est dérivable, et sa dérivée u̇f vérifie

lim
h→0

uf (t+ h)− uf (t)
h

= u̇f (t) =
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)f(s)ds, (4.1.5)

pour tout t ∈ [0, T ]. Par conséquent, u̇f est continue sur [0, T ] à valeurs dans
E.

(5) L’application u̇f est scalairement dérivable, i.e, il existe une applica-
tion üf : [0, T ]→ E telle que, pour tout x′ ∈ E ′, la fonction scalaire 〈x′, u̇f (.)〉
est dérivable, avec

d

dt
〈x′, u̇f (t)〉 = 〈x′, üf (t)〉,

et

üf = f p.p. sur [0, T ]. (4.1.6)

La proposition suivante est une conséquence du Lemme 4.1.

Proposition 4.1 Soit E un espace de Banach séparable, et soit f : [0, T ]→
E une application continue (résp. dans L1

E([0, T ])). Alors l’application uf :
[0, T ]→ E définie par

uf (t) =
∫ T

0
G(t, s)f(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

est la solution unique dans C2
E([0, T ]) (résp. dans W2,1

E ([0, T ])) du problème

(P )

{
ü(t) = f(t), ∀t ∈ [0, T ],

u(0) = u(T ) = 0.

Maintenant on donne un résultat d’existence pour une équation différentielle
du second ordre, qui nous sera utile dans la suite, pour la démonstration on
répette les mêmes étapes de démonstration du Théorème 2.1.
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Théorème 4.1 Supposons que E est un espace de dimension finie. Soit
f : [0, T ]× E × E → E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (x, y) ∈ E × E fixé, f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ];

(ii) pour tout t ∈ [0, T ] fixé, f(t, ., .) est continue sur E × E ;

(iii) il existe une fonction non négative m ∈ L1
IR([0, T ]) telle que

‖f(t, x, y)‖ ≤ m(t), ∀ (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E.

Alors, le problème

(Pf )

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u(T ) = 0,

admet une solution u ∈W2,1
E ([0, T ]).

On démontre dans la partie suivante le résultat principal pour l’équation
différentielle (Pf ) en supposant que f vérifie une condition de croissance
linéaire.

Théorème 4.2 Soient E un espace de dimension finie et f : [0, T ]×E×E →
E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (x, y) ∈ E × E fixé, f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ] ;

(ii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 dans L1
IR([0, T ]) satisfai-

sants

(T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1

et

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, T ]× E × E;
(iii) il existe trois fonctions non négatives m, p et q dans L1

IR([0, T ])
satisfaisants

‖p+ q‖L1
IR
<

1

T
,
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telles que
‖f(t, x, y)‖ ≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E. Alors l’équation différentielle

(Pf )

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u(T ) = 0,

admet une solution unique u ∈W2,1
E ([0, T ]).

Pour la démonstration de notre théorème nous avons besoin du lemme sui-
vant.

Lemme 4.2 Soit E un espace de dimension finie. Supposons que les hy-
pothèses i), ii) et iii) du Théorème 4.2 sont satisfaites.
Si u est solution dans W2,1

E ([0, T ]) du problème (Pf ), alors pour tout t ∈ [0, T ]
nous avons

‖u(t)‖ ≤ α, ‖u̇(t)‖ ≤ α

T
avec

α =
T‖m‖L1

IR

1− T‖p+ q‖L1
IR

.

Démonstration.
Supposons que u est une solution du problème (Pf ). Alors u ∈W2,1

E ([0, T ]),
et de la relation (4.1.2) nous avons pour tout t ∈ [0, T ]

‖u(t)‖ = ‖
∫ T

0
G(t, s)ü(s)ds‖

= ‖
∫ T

0
G(t, s)f(s, u(s), u̇(s))ds‖

≤
∫ T

0
|G(t, s)|‖f(s, u(s), u̇(s))‖ds,

l’hypothèse iii) et la relation (4.1.4) impliquent que

‖u(t)‖ ≤ T
∫ T

0
(m(s) + p(s)‖u(s)‖+ Tq(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ T
∫ T

0
(m(s) + p(s)‖u‖C1

E
+ q(s)‖u‖C1

E
)ds

= T (
∫ T

0
m(s)ds+ ‖u‖C1

E

∫ T

0
(p(s) + q(s))ds).
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d’où,

‖u(t)‖ ≤ T (‖m‖L1
IR

+ ‖p+ q‖L1
IR
‖u‖C1

E
). (4.2.1)

De la même façon nous avons,

‖u̇(t)‖ =
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)ü(s)ds

= ‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)f(s, u(s), u̇(s))ds‖

≤
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s, u(s), u̇(s))‖ds

≤
∫ T

0
(m(s) + p(s)‖u(s)‖+ Tq(s)‖u̇(s)‖)ds

≤ ‖m‖L1
IR

+ ‖p+ q‖L1
IR
‖u‖C1

E
,

d’où

T‖u̇(t)‖ ≤ T (‖m‖L1
IR

+ ‖p+ q‖L1
IR
‖u‖C1

E
). (4.2.2)

Les inégalités (4.2.1) et (4.2.2) nous donnent

‖u‖C1
E
≤ T (‖m‖L1

IR
+ ‖p+ q‖L1

IR
‖u‖C1

E
),

et donc

(1− T‖p+ q‖L1
IR

)‖u‖C1
E
≤ T‖m‖L1

IR
.

On conclut que

‖u‖C1
E
≤

T‖m‖L1
IR

1− T‖p+ q‖L1
IR

= α. (4.2.3)

De la relation (4.2.3) nous aurons, pour tout t ∈ [0, T ]

‖u(t)‖ ≤ α et ‖u̇(t)‖ ≤ α

T
.

Démonstration du Théorème 4.2.
Considérons maintenant l’application Φκ : [0, T ]× E → E definie par

Φκ(t, x) =

 x si ‖x‖ ≤ κ
κx

‖x‖
si ‖x‖ > κ.
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Considérons maintenant une autre application f0 : [0, T ]×E×E → E definie
par

f0(t, x, y) = f(t,Φα(t, x),Φ α
T

(t, y)).

L’application f0 hérite les hypothèses (i) et (ii) supposées sur f , c’est à dire,
(i) pour tout (x, y) ∈ E × E fixé, f0(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur

[0, T ] ;
(ii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 dans L1

IR([0, T ]) satisfai-
sants

(T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1

et

‖f0(t, x1, y1)− f0(t, x2, y2)‖ ≤ 2k1(t)‖x1 − x2‖+ 2k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E,
En effet,
i) Démontrons que la fonction

t 7→ f0(t, x, y) = f(t,Φα(t, x),Φ α
T

(t, y))

est Lebegue-mesurable sur [0, T ].
Soit ε > 0, d’après le théorème de Scorza-Dragoni, il existe un compact
Iε ⊂ [0, T ], tel que la mesure de Lebesgue de ([0, T ] \ Iε) est inférieure où
égale à ε et la restriction de f à Iε × E × E est continue, alors la fonction

t 7→ f0(t, x, y) = f(t,Φα(t, x),Φ α
T

(t, y))

est continue sur Iε, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, T ], puisque ε est ar-
bitraire et les applications Φα et Φ α

T
sont constantes par rapport à t et donc

continues par rapport à cette variable.
ii) Nous avons,

‖f0(t, x1, y1)−f0(t, x2, y2‖ = ‖f(t,Φα(t, x1),Φ α
T

(t, y1))−f(t,Φα(t, x2),Φ α
T

(t, y2)‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E ×E. Comme f est Lipschitzienne sur E ×E,
on obtient

‖f0(t, x1, y1)−f0(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖Φα(t, x1)−Φα(t, x2)‖+k2(t)‖Φ α
T

(t, y1)−Φ α
T

(t, y2)‖.

D’après la définition de l’application Φκ

si ‖x1‖ ≤ κ, ‖x2‖ ≤ κ et ‖y1‖ ≤ κ, ‖y2‖ ≤ κ, nous aurons

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖x1 − x2‖ ≤ 2‖x1 − x2‖,
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et
‖Φκ(t, y1)− Φκ(t, y2)‖ = ‖y1 − y2‖ ≤ 2‖y1 − y2‖,

si ‖x1‖ > κ et ‖x2‖ > κ nous aurons

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖ κx1

‖x1‖
− κx2

‖x2‖
‖ = κ‖x1‖x2‖ − x2‖x1‖

‖x1‖‖x2‖
‖

=
κ

‖x1‖‖x2‖
‖(x1‖x2‖ − x2‖x1‖ − x1‖x1‖+ x1‖x1‖)‖

=
κ

‖x1‖‖x2‖
‖x1(‖x2‖ − ‖x1‖) + ‖x1‖(x1 − x2)‖

≤ κ

‖x1‖‖x2‖
[‖x1‖|(‖x1‖ − ‖x2‖)|+ ‖x1‖‖x1 − x2‖]

≤ κ

‖x2‖
(‖x1 − x2‖+ ‖x1 − x2‖)

< 2‖x1 − x2‖,

si ‖x1‖ > κ et ‖x2‖ ≤ κ (‖x1‖ > κ ≥ ‖x2‖) on obtient

‖Φκ(t, x1)− Φκ(t, x2)‖ = ‖ κx1

‖x1‖
− x2‖

= ‖ κx1

‖x1‖
− x2 +

κx2

‖x1‖
− κx2

‖x1‖
‖

= ‖ κ

‖x1‖
(x1 − x2) + x2(

κ

‖x1‖
− 1)‖

≤ κ

‖x1‖
‖x1 − x2‖+ ‖x2‖(1−

κ

‖x1‖
)

< ‖x1 − x2‖+
‖x1‖ − κ
‖x1‖

‖x2‖

< ‖x1 − x2‖+
‖x1‖ − κ
‖x1‖

‖x1‖

= ‖x1 − x2‖+ ‖x1‖ − κ

≤ ‖x1 − x2‖+ ‖x1‖ − ‖x2‖

≤ ‖x1 − x2‖+ ‖x1 − x2‖ = 2‖x1 − x2‖.

De façon similaire nous aurons

‖Φκ(t, y1)− Φκ(t, y2)‖ ≤ 2‖y1 − y2‖.
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Par conséquent, pour tous (t, x1, y1), (t, x2, y2) ∈ [0, T ]× E × E

‖f0(t, x1, y1)− f0(t, x2, y2)‖ ≤ 2k1(t)‖x1 − x2‖+ 2k2(t)‖y1 − y2‖.

Nous avons aussi, pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E

‖f0(t, x, y)‖ = ‖f(t,Φα(t, x),Φ α
T

(t, y))‖

≤ m(t) + p(t)‖Φα(t, x)‖+ Tq(t)‖Φ α
T

(t, y)‖

≤ m(t) + p(t)α + Tq(t)
α

T

= m(t) + α(p(t) + q(t)) = β(t).

Par conséquent l’application f0 satisfait toutes les hypothèses du Théorème
4.1. D’où l’existence d’une solution u ∈W2,1

E ([0, T ]) du problème (Pf0).
Montrons maintenant que u est une solution du problème (Pf0) si et seule-
ment si u est une solution du problème (Pf ).
a) Si u est une solution du problème (Pf0). Alors nous avons

‖ü(t)‖ = ‖f0(t, u(t), u̇(t))‖ ≤ β(t).

Utilisons la dernière inégalité et la relation

u(t) =
∫ T

0
G(t, s)f0(s, u(s), u̇(s))ds,∀t ∈ [0, T ],

nous obtenons

‖u(t)‖ ≤
∫ T

0
|G(t, s)|‖f0(s, u(s), u̇(s))‖ds ≤

∫ T

0
|G(t, s)|β(s)ds,

la relation (4.1.4) implique

‖u(t)‖ ≤ T
∫ T

0
β(s)ds

= T
∫ T

0
(m(s) + α(p(s) + q(s)))ds

≤ T (‖m‖L1
IR

+ α‖p+ q‖L1
IR

)

= T (‖m‖L1
IR

+
T‖m‖L1

IR

1− T‖p+ q‖L1
IR

‖p+ q‖L1
IR

)
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et donc

‖u(t)‖ ≤
T‖m‖L1

IR

1− T‖p+ q‖L1
IR

= α. (4.2.4)

Par les mêmes calculs, la relation

u̇(t) =
∫ 1

0

∂G

∂t
(t, s)f0(s, u(s), u̇(s))ds,∀t ∈ [0, T ]

nous donne

‖u̇(t)‖ ≤
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖f0(s, u(s), u̇(s))‖ds

≤
∫ T

0
‖f0(s, u(s), u̇(s))‖ds ≤

∫ T

0
β(s)ds,

d’où

T‖u̇(t)‖ ≤ T
∫ T

0
β(s)ds ≤ α. (4.2.5)

Par les inégalités (4.2.4) et (4.2.5) nous aurons

Φα(t, u(t)) = u(t) et Φ α
T

(t, u̇(t)) = u̇(t),

et donc

f0(t, u(t), u̇(t)) = f(t, u(t), u̇(t)).

Par conséquent, u est une solution du problème (Pf ).
b) Supposons maintenant que u est une solution du problème (Pf ).
D’après le Lemme 4.2 nous avons

‖u(t)‖ ≤ α, ‖u̇(t)‖ ≤ α

T
, ∀t ∈ [0, T ].

Alors

f(t, u(t), u̇(t)) = f0(t, u(t), u̇(t)),

d’où u est une solution du problème (Pf0).
Unicité de la solution.
Soient u1, u2 deux solutions dans W2,1

E ([0, T ]) du problème (Pf ). Pour tout
t ∈ [0, T ], nous avons

‖ü1(t)− ü2(t)‖ = ‖f(t, u1(t), u̇1(t))− f(t, u2(t), u̇2(t))‖,
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comme f est Lipschitzienne nous aurons

‖ü1(t)− ü2(t)‖ ≤ k1(t)‖u1(t)− u2(t)‖+ k2(t)‖u̇1(t)− u̇2(t)‖,

d’où

‖ü1(t)−ü2(t)‖ ≤ k1(t)‖
∫ T

0
G(t, s)(ü1(s)−ü2(s))ds‖+k2(t)‖

∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)(ü1(s)−ü2(s))ds‖,

la relation (4.1.4) implique

‖ü1(t)− ü2(t)‖ ≤ Tk1(t)
∫ T

0
‖ü1(s)− ü2(s)‖ds+ k2(t)

∫ T

0
‖ü1(s)− ü2(s)‖ds

= (Tk1(t) + k2(t))‖ü1 − ü2‖L1
E
.

On obtient alors,∫ T

0
‖ü1(t)− ü2(t)‖dt ≤

∫ T

0
(Tk1(t) + k2(t))‖ü1 − ü2‖L1

E
dt

= (T‖k1‖L1
E

+ ‖k2‖L1
E

)‖ü1 − ü2‖L1
E
,

d’où
‖ü1 − ü2‖L1

E
≤ (T‖k1‖L1

E
+ ‖k2‖L1

E
)‖ü1 − ü2‖L1

E

et donc
(1− (T‖k1‖L1

IR
+ ‖k2‖L1

IR
))‖ü1 − ü2‖L1

E
≤ 0,

et par conséquent ü1 = ü2, ceci nous donne

u1(t) =
∫ T

0
G(t, s)ü1(s)ds =

∫ T

0
G(t, s)ü2(s)ds = u2(t), ∀t ∈ [0, T ].

On conclut alos que u1(t) = u2(t), ∀t ∈ [0, T ], c’est à dire, u1 = u2.
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4.3 Quelques propriétés de la solution du

problème considéré

Dans cette section nous étudions les propriétés de la solution du problème

(Pf,B,c)

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) +B(t)z(t) + c(t) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0,

où f : [0, T ] × E × E → E, c : [0, T ] → E sont deux applications et B un
opérateur linéaire borné.
On commence par un rappel sur les opérateurs linéaires bornés.

Soient X, Y deux espaces vectoriels normés, et X ′, Y ′ leurs duals topolo-
giques, on appelle un opérateur borné de X dans Y toute application linéaire
continue de X dans Y, et on note par L(X, Y ) l’espace des opérateurs linéaires
bornés définis de X à valeurs dans Y.
Soit T ∈ L(X, Y ) alors,

‖T‖L(X,Y ) = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1}

et
‖Tx‖ ≤ ‖T‖L(X,Y )‖x‖,∀x ∈ X.

De plus, ‖T‖L(X,Y ) est le plus petit nombre réel positive M tel que

‖Tx‖ ≤M‖x‖,∀x ∈ X.

On appelle adjoint de T l’opérateur T ∗ ∈ L(Y ′, X ′) tel que

∀x ∈ X, ∀y′ ∈ Y ′, 〈x, T ∗y′〉X,X′ = 〈Tx, y′〉Y,Y ′

et
‖T ∗‖L(Y ′,X′) = ‖T‖L(X,Y ). (4.3.1)

Si T ∈ L(X,X) tel que T ∗ = T, on dit que T est un opérateur auto-adjoint.

Nous énonçons dans la suite le résulat principal de cette section.

Proposition 4.2 Soient E,Z deux espaces de dimension finie et f : [0, T ]×
E × E → E une application vérifiant les propriétés suivantes
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(i) pour tout (x, y) ∈ E × E fixé, f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ];

(ii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 dans L1
IR([0, T ]) satisfai-

sant (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1 telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E.
Soit B ∈ L2

L(Z,E)([0, T ]) un opérateur et c : [0, T ] → E une application
Lebesgue-mesurable, vérifiant la propriété suivante

(iii) il existe trois fonctions non négatives m, p et q dans L2
IR([0, T ])

satisfaisant

‖p+ q‖L1
IR
<

1

T
,

telles que

‖f(t, x, y)‖+ ‖B(t)‖L(Z,E)‖z(t)‖+ ‖c(t)‖ ≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E et tout z ∈ L2
Z([0, T ]).

Alors, pour tout z ∈ L2
Z([0, T ]) il existe une solution unique uz dans W2,1

E ([0, T ])
du problème

(Pf,B,c)

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) +B(t)z(t) + c(t) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0.

De plus, pour (zn) une suite d’éléments de L2
Z([0, T ]), si (zn) converge for-

tement vers z dans L2
Z([0, T ]) (resp. (zn) converge σ(L2

Z([0, T ]),L2
Z([0, T ]))

vers z) alors (uzn) converge vers uz dans C1
E([0, T ]) muni de la norme ‖.‖C1

E
.

Démonstration.
Notons que l’existence de solutions dans W2,1

E ([0, T ]) du problème (Pf,B,c)
est assurée par le Théorème 4.2, car pour tout z ∈ L2

Z([0, T ]) l’application
hz : [0, T ]× E × E → E définie par

hz(t, x, y) = f(t, x, y) +B(t)z(t) + c(t),

vérifie les propriétés suivantes
i) pour tout (x, y) ∈ E × E, fixé hz(., x, y) Lebesgue-mesurable sur ([0, T ]);
car f(., x, y), c(.) et B(.)z(.) sont Lebesgue-mesurables sur [0, T ].
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ii) Il existe deux fonctions non négatives k1, k2 dans L1
IR([0, T ]) satisfaisant

(T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1 et

‖hz(t, x1, y1)− hz(t, x2, y2)‖ = ‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖

≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E.
iii) Il existe trois fonctions non négatives m, p et q dans L2

IR([0, T ]) satisfaisant

‖p+ q‖L1
IR
<

1

T
,

telles que

‖hz(t, x, y)‖ = ‖f(t, x, y) +B(t)z(t) + c(t)‖

≤ ‖f(t, x, y)‖+ ‖B(t)‖L(Z,E)‖z(t)‖+ ‖c(t)‖

≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E.
Considérons maintenant la suite (zn) ⊂ L2

Z([0, T ]) qui converge fortement
vers z. Pour tout n ∈ IN, soit uzn l’unique solution dans W2,1

E ([0, T ]) du
problème

(Phzn )

{
üzn(t) = hzn(t, uzn(t), u̇zn(t)), p.p t ∈ [0, T ],

uzn(0) = uzn(T ) = 0.

Pour tout t ∈ [0, T ], nous avons

‖üzn(t)‖ = ‖hzn(t, uzn(t), u̇zn(t))‖

≤ m(t) + p(t)‖uzn(t)‖+ Tq(t)‖u̇zn(t)‖,

d’après le Lemme 4.2 nous avons

‖üzn(t)‖ ≤ m(t) + p(t)α + Tq(t)
α

T

≤ m(t) + (p(t) + q(t))α = β(t).

La fonction β ∈ L2
IR([0, T ]), et par suite (üzn) est bornée dans L2

E([0, T ]), qui
est réflexif, donc on peut lui extraire une sous suite qui converge σ(L2

E([0, T ]),L2
E([0, T ]))
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vers une fonction w ∈ L2
E([0, T ]). D’autre part, les suites (uzn) et (u̇zn) sont

équicontinues. En effet, nous avons

uzn(t) =
∫ T

0
G(t, s)üzn(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

et

u̇zn(t) =
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)üzn(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

et donc pour t, τ ∈ [0, T ],

‖uzn(t)− uzn(τ)‖ ≤
∫ T

0
|G(t, s)−G(τ, s)|‖üzn(s)‖ds

≤
∫ T

0
|G(t, s)−G(τ, s)|β(s)ds,

et

‖u̇zn(t)− u̇zn(τ)‖ ≤
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)− ∂G

∂t
(τ, s)|β(s)ds.

Comme β ∈ L2
IR([0, T ]) ⊂ L1

IR([0, T ]) et G est uniformément continue, alors
les suites (uzn(.)) et (u̇zn(.)) sont équicontinues. D’autre part, nous avons
pour tout t ∈ [0, T ]

‖uzn(t)‖ = ‖
∫ T

0
G(t, s)üzn(s)ds‖

≤
∫ T

0
|G(t, s)|‖üzn(s)‖ds ≤ T‖β‖L1

E
,

et

‖u̇zn(t)‖ = ‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)üzn(s)ds‖

≤
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖üzn(s)‖ds ≤ ‖β‖L1
E
.

Donc les suites (uzn(t)) et (u̇zn(t)) sont relativement compactes. Par le théorème
d’Arzelà-Ascoli, (uzn) et (u̇zn) sont relativement compactes dans CE([0, T ]).
Par extraction de sous suites notées aussi (uzn) et (u̇zn) respectivement, on
peut conclure que la suite (uzn) converge uniformément vers une fonction u
ayant une dérivée u̇ absolument continue.
La convergence faible de (üzn) vers w ∈ L2

E([0, T ]), nous permet d’écrire pour
chaque x′ ∈ L2

E([0, T ])

lim
n→∞
〈üzn , x′〉L2,L2 = 〈w, x′〉L2,L2 ,
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i.e.,

lim
n→∞

∫ T

0
〈üzn(s), x′(s)〉ds =

∫ T

0
〈w(s), x′(s)〉ds,

en prenant x′(.) = G(t, .)y(.) pour t ∈ [0, T ], avec y(.) ∈ L2
E([0, T ]), nous

aurons alors

lim
n→∞

∫ T

0
〈üzn(s), G(t, s)y(s)〉ds =

∫ T

0
〈w(s), G(t, s)y(s)〉ds,

et par suite

lim
n→∞

∫ T

0
〈G(t, s)üzn(s), y(s)〉ds = lim

n→∞

∫ T

0
〈üzn(s), G(t, s)y(s)〉ds

=
∫ T

0
〈w(s), G(t, s)y(s)〉ds

=
∫ T

0
〈G(t, s)w(s), y(s)〉ds,

en particulier pour y(.) = X[0,T ](.)ej où X[0,T ](.) est la fonction caractéristique
de [0, T ] et (ej) une base de E, on obtient alors

lim
n→∞

∫ T

0
〈G(t, s)üzn(s),X[0,T ](s)ej〉ds =

∫ T

0
〈G(t, s)w(s),X[0,T ](s)ej〉ds ,

qui est équivalent à

〈 lim
n→∞

∫ T

0
G(t, s)üzn(s)ds, ej〉 = 〈

∫ T

0
G(t, s)w(s)ds, ej〉,

ce qui montre que

lim
n→∞

∫ T

0
G(t, s)üzn(s)ds =

∫ T

0
G(t, s)w(s)ds = u(t).

On conclut que ü = w et que u satisfait u(0) = u(T ) = 0.
Montrons maintenant que u = uz.
i) Supposons que (zn) converge vers z dans L2

Z([0, T ]). Nous avons

‖uzn(t)− uz(t)‖ = ‖
∫ T

0
G(t, s)üzn(s)ds−

∫ T

0
G(t, s)üz(s)ds‖

= ‖
∫ T

0
G(t, s)(üzn(s)− üz(s))ds‖,
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d’autre part, nous avons

üzn(t) = f(t, uzn(t), u̇zn(t)) +B(t)zn(t) + c(t)

et
üz(t) = f(t, uz(t), u̇z(t)) +B(t)z(t) + c(t),

donc

‖uzn(t)− uz(t)‖ = ‖
∫ T

0
G(t, s)(üzn(s)− üz(s))ds‖

≤
∫ T

0
|G(t, s)|‖f(s, uzn(s), u̇zn(s))− f(s, uz(s), u̇z(s))‖ds

+
∫ T

0
|G(t, s)|‖B(s)zn(s)−B(s)z(s)‖ds,

utilisons la condition (ii) sur f et la relation (4.1.4), nous aurons

‖uzn(t)− uz(t)‖ ≤ T
∫ T

0
(k1(s)‖uzn(s)− uz(s)‖+ k2(s)‖u̇zn(s)− u̇z(s)‖)ds

+ T
∫ T

0
‖B(s)(zn(s)− z(s))‖ds,

comme B ∈ L2
L(Z,E)([0, T ]) et z ∈ L2

Z([0, T ]) par l’inégalité de Hölder on
obtient∫ T

0
‖B(s)(zn(s)− z(s))‖ds ≤ (

∫ T

0
‖B(s)‖2ds)

1
2 (
∫ T

0
‖zn(s)− z(s)‖2ds)

1
2

= ‖B‖L2
L(Z,E)

‖zn − z‖L2
E
,

d’où

‖uzn(t)− uz(t)‖ ≤ T
∫ T

0
(k1(s)‖uzn(s)− uz(s)‖+ k2(s)‖u̇zn(s)− u̇z(s)‖)ds

+ T‖B‖L2
L(Z,E)

‖zn − z‖L2
E

≤ T
∫ T

0
(k1(s) + k2(s)

1

T
)‖uzn − uz‖C1

E
ds+ T‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E

= (T‖k1‖L1
E

+ ‖k2‖L1
E

)‖uzn − uz‖C1
E

+ T‖B‖L2
L(Z,E)

‖zn − z‖L2
E
.

Ansi,

‖uzn(t)−uz(t)‖ ≤ (T‖k1‖L1
E

+‖k2‖L1
E

)‖uzn−uz‖C1
E

+T‖B‖L2
L(Z,E)

‖zn−z‖L2
E
.
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De la même façon, nous avons

‖u̇zn(t)− u̇z(t)‖ = ‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)(üzn(s)− üz(s))ds‖

≤
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖f(s, uzn(s), u̇zn(s))− f(s, uz(s), u̇z(s))‖ds

+
∫ T

0
|∂G
∂t

(t, s)|‖B(s)zn(s)−B(s)z(s)‖ds

≤
∫ T

0
(k1(s)‖uzn(s)− uz(s)‖+ k2(s)‖u̇zn(s)− u̇z(s)‖)ds

+
∫ T

0
‖B(s)(zn(s)− z(s))‖Eds

≤
∫ T

0
(k1(s) +

1

T
k2(s))‖uzn − uz‖C1

E
ds+ ‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E

=
1

T
[(T‖k1‖L1

E
+ ‖k2‖L1

E
)‖uzn − uz‖C1

E
+ T‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E
].

Donc

T‖u̇zn(t)−u̇z(t)‖ ≤ (T‖k1‖L1
E

+‖k2‖L1
E

)‖uzn−uz‖C1
E

+T‖B‖L2
L(Z,E)

‖zn−z‖L2
E
.

D’où,

‖uzn − uz‖C1
E
≤ (T‖k1‖L1

E
+ ‖k2‖L1

E
)‖uzn − uz‖C1

E
+ T‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E
,

ceci nous donne

(1− (T‖k1‖L1
E

+ ‖k2‖L1
E

))‖uzn − uz‖C1
E
≤ T‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E
,

c’est à dire,

‖uzn − uz‖C1
E
≤ T

(1− (T‖k1‖L1
E

+ ‖k2‖L1
E

))
‖B‖L2

L(Z,E)
‖zn − z‖L2

E
.

Passons à la limite nous obtenons la convergence de (uzn) vers uz dans
C1
E([0, T ]).

ii) Supposons maintenant que (zn) converge σ(L2
Z([0, T ]),L2

Z([0, T ])) vers z.
Montrons que (üzn(.)− f(., uzn(.), u̇zn(.))) converge σ(L2

E([0, T ]),L2
E([0, T ]))
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vers (üz(.)− f(., uz(.), u̇z(.))).
Nous avons β(.) ∈ L2

IR([0, T ])), et pour tout n ∈ IN,

‖f(t, uzn(t), u̇zn(t))‖ ≤ β(t),

donc
f(., uzn(.), u̇zn(.)) ∈ L2

E([0, T ]),

et comme pour tout t ∈ [0, T ]

lim
n→∞

f(t, uzn(t), u̇zn(t)) = f(t, u(t), u̇(t))

on conclut ‖f(t, u(t), u̇(t))‖ ≤ β(t) pour tout t ∈ [0, T ] et que (f(., uzn(.), u̇zn(.)))n
converge vers f(., u(.), u̇(.)) dans L2

E([0, T ])) et par conséquent cette conver-
gence est aussi vraie σ(L2

E([0, T ]),L2
E([0, T ])).

Comme nous avons la convergence σ(L2
E([0, T ]),L2

E([0, T ])) de (üzn(.)) vers
ü(.), donc la suite (üzn(.)−f(., uzn(.), u̇zn(.))) converge σ(L2

E([0, T ]),L2
E([0, T ]))

vers (ü(.)− f(., u(.), u̇(.))). D’autre part, nous avons

üzn(t)− f(t, uzn(t), u̇zn(t)) = B(t)zn(t) + c(t),

et uz est la solution unique de l’équation

üz(t)− f(t, uz(t), u̇z(t)) = B(t)z(t) + c(t). (4.3.2)

Soit σ ∈ L2
E([0, T ]) et B∗ ∈ L(E,Z)([0, T ]) l’opérateur adjoint de B, c’est à

dire,
∀x ∈ E,∀y ∈ Z : 〈x,B(t)y〉E = 〈B∗(t)x, y〉Z .

Pour tout t ∈ [0, T ], on obtient∫ T

0
〈σ(t), (üzn(t)− üz(t)) + (f(t, uz(t), u̇z(t))− f(t, uzn(t), u̇zn(t)))〉Edt

=
∫ T

0
〈σ(t), B(t)[zn(t)− z(t)]〉Edt

=
∫ T

0
〈B∗(t)σ(t), zn(t)− z(t)〉Zdt.

Nous avons aussi∫ T

0
‖B∗(t)σ(t)‖2

Zdt ≤
∫ T

0
‖B∗(t)‖2

L(E,Z)‖σ(t)‖2
Zdt,



106 Doria AFFANE, Thèse de Doctorat

la relation (4.3.1) nous donne

∫ T

0
‖B∗(t)σ(t)‖2

Zdt ≤
∫ T

0
‖B(t)‖2

L(Z,E)‖σ(t)‖2
Zdt,

d’après l’hypohèse (iii) et le Lemme 4.2 nous avons

‖B(t)‖L(Z,E)‖σ(t)‖Z ≤ β(t),

donc, ∫ T

0
‖B∗(t)σ(t)‖2

Zdt ≤
∫ T

0
(β(t)))2dt <∞,

c’est à dire, B∗(.)σ(.) ∈ L2
Z([0, T ]) d’où

lim
n→∞

∫ T

0
〈B∗(t)σ(t), zn(t)− z(t)〉Zdt = 0,

on conclut alors que

lim
n→∞

∫ T

0
〈σ(t), (üzn(t)−üz(t))+(f(t, uz(t), u̇z(t))−f(t, uzn(t), u̇zn(t)))〉Edt = 0.

Posons

ρn(t) = 〈σ(t), üzn(t)− f(t, uzn(t), u̇zn(t))〉

nous avons

|ρn(t)| = |〈σ(t), üzn(t)− f(t, uzn(t), u̇zn(t))〉|

≤ ‖σ(t)‖‖üzn(t)− f(t, uzn(t), u̇zn(t))‖,

par l’hypothèse (iii) et le Lemme 4.2 nous avons

‖üzn(t)− f(t, uzn(t), u̇zn(t))‖ ≤ 2β(t)

et

‖σ(t)‖ ≤ β(t)

‖B(t)‖L(Z,E)

,

d’où

|ρn(t)| ≤ 2
(β(t))2

‖B(t)‖L(Z,E)

,
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avec
(β(t))2

‖B(t)‖L(Z,E)

∈ L2
IR([0, T ]), utilisons le théorème de la convergence de

Lebesgue, nous obtenons

lim
n→∞

∫ T

0
〈σ(t), üzn(t)−f(t, uzn(t), u̇zn(t))〉Edt =

∫ T

0
〈σ(t), ü(t)−f(t, u(t), u̇(t))〉Edt,

c’est à dire,∫ T

0
〈σ(t), (ü(t)− üz(t)) + (f(t, uz(t), u̇z(t))− f(t, u(t), u̇(t)))〉Edt = 0,

d’où

ü(t)− f(t, u(t), u̇(t)) = üz(t)− f(t, uz(t), u̇z(t)) = B(t)z(t) + c(t).

De l’unicité de la solution du problème (4.3.2) on conclut que u = uz. Donc
(uzn) converge vers uz dans C1

E([0, T ]).
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4.4 Propriétés de la fonction quadratique

Dans la partie suivante on démontre des propriétés de la fonction qua-
dratique Ĩν , il s’agit de la convexité stricte et la différentiabilité au sens de
Gâteaux.

Soient E et Z deux espaces de dimension finie, et considérons l’espace des
trajectoires désirées U = L2

E([0, T ])×L2
Z([0, T ]) qui est un espace de Hilbert

muni du produit scalaire

〈ν1, ν2〉U = 〈y1, y2〉L2
E

+ 〈w1, w2〉L2
Z
,

où νi = (yi, wi) (i = 1, 2), et L2
Z([0, T ]) l’espace des contrôles.

Considérons le problème de minimisation suivant :
pour ν∗ = (y∗, w∗) ∈ U, on veut minimiser la fonction quadratique

Ĩν∗(z) =
∫ T

0
[〈uz(t)− y∗(t), P (t)(uz(t)− y∗(t))〉E

+ 〈z(t)− w∗(t), Q(t)(z(t)− w∗(t))〉Z ]dt,

sur l’ensemble admissible non vide

A = {z ∈ L2
Z([0, T ]) : uz solution du problème (Pf,g) et (uz, z) ∈ K},

où K est un sous ensemble non vide fermé convexe de L2
E([0, T ])×L2

Z([0, T ]),
et le problème (Pf,g) est donné par

(Pf,g)

{
ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, z(t)) p.p t ∈ [0, T ]

u(0) = u(T ) = 0,

avec P ∈ L∞L(E,E)([0, T ]) et Q ∈ L∞L(Z,Z)([0, T ]) sont des opérateurs auto
adjoints.
Et le problème d’optimisation global (L2

Z([0, T ]), Iν∗), tel que

Iν∗ : L2
Z([0, T ])→]−∞,+∞]

défini par

Iν∗(z) =

{
Ĩν∗(z) si z ∈ A
+∞ sinon,

(4.4.1)

ici on minimise Ĩν∗(z) pour z ∈ L2
Z([0, T ]). Notons par

V (ν) = inf{Iν(q) : q ∈ L2
Z([0, T ])}
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la valeur optimale, où ν appartient à l’ensemble

D = {ν ∈ U : ‖ν − ν∗‖ < δ}, δ > 0.

Et

argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗) =


A si inf

x∈L2
Z([0,T ])

Iν∗(x) 6= +∞

∅ si inf
x∈L2

Z([0,T ])
Iν∗(x) = +∞,

où
A = {z ∈ L2

Z([0, T ]) : I(z) = inf
x∈L2

Z([0,T ])
I(x)}.

Le problème d’optimisation global (L2
Z([0, T ]), Iν∗) est dit bien posé si les

conditions suivantes sont vérifieés.
1) Il existe un unique minimum

q∗ = argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗). (4.4.2)

2) La fonction

V (ν) est finie pour tout ν ∈ D. (4.4.3)

3) Pour toutes suites (νn) dans U et (qn) dans L2
Z([0, T ]) telles que

νn → ν∗ et Iνn(qn)− V (νn)→ 0

nous avons
qn → q∗ et V (νn)→ V (ν∗). (4.4.4)

La suite (qn) avec la propriété (4.4.4) est dite asymptotiquement minimisée
par rapport à (νn).

Définition 4.1 Soit J une fonction de E dans IR∪{+∞}. On dit que J est
Gâteaux-différentiable en u ∈ dom(J) si la dérivée directionnelle

J ′(u; v) = lim
t→0+

J(u+ v)− J(u)

t

existe dans toute direction v de E et si l’application v 7→ J ′(u; v) est linéaire
continue. On note J ′(u; v) = 〈DJ(u), v)〉.



110 Doria AFFANE, Thèse de Doctorat

Nous énonçons dans la suite le resulat principal de cette section.

Proposition 4.3 Soient E un espace de dimension finie, f : [0, T ]×E×E →
E une application vérifiant les propriétés suivantes

(i) pour tout (x, y) ∈ E × E, fixé f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ],

(ii) pour tout t ∈ [0, T ], fixé f(t, ., .) est linéaire sur E × E,
(iii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 Lebesgue mesurables sur

[0, T ] satisfaisants
(T‖k1‖L1

IR
+ ‖k2‖L1

IR
) < 1

telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E.
Soit B ∈ L2

L(Z,E)([0, T ]) un opérateur et c : [0, T ] → E une application
Lebesgue-mesurable telle que

(iv)
f(t, ζ(t), ζ̇(t)) = 0,∀t ∈ [0, T ]

où

ζ(t) =
∫ T

0
G(t, s)c(s)ds et ζ̇(t) =

∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)c(s)ds,

(v) il existe trois fonctions non négatives m, p et q dans L1
IR([0, T ]) satis-

faisants

‖p+ q‖L1
IR
<

1

T
,

telles que

‖f(t, x, y)‖+ ‖B(t)‖L(Z,E)‖z(t)‖+ ‖c(t)‖ ≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E.
Supposons qu’il existe une constante α > 0 tel que pour tout ξ ∈ E, ξ′ ∈ Z
et presque pour tout t ∈ [0, T ] nous avons

〈ξ, P (t)ξ〉 ≥ α‖ξ‖2, 〈ξ′, Q(t)ξ′〉 ≥ α‖ξ′‖2. (4.4.5)

Alors Ĩν vérifie les proprietés suivantes
1) Ĩν(.) est strictement convexe pour tout ν ∈ U.
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2) Si νn → ν̄ dans U et zn → z̄ dans L2
Z([0, T ]) alors

Ĩνn(zn)→ Ĩν̄(z̄).

3) Soit ν = (y, w) ∈ U , pour tout z ∈ L2
Z([0, T ]) la différentielle DĨν(z)

existe et vérifie

〈DĨν(z), p〉 = 2
∫ T

0
〈up(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉Edt

+ 2
∫ T

0
〈p(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Zdt.

Démonstration.
Soient z1, z2 ∈ L2

Z([0, T ]), montrons que pour tout t ∈ [0, T ]

üz1(t) + üz2(t) + c(t) = üz1+z2(t).

Nous avons

üz1(t) = f(t, uz1(t), u̇z1(t)) +B(t)z1(t) + c(t), uz1(t) =
∫ T

0
G(t, s)üz1(s)ds

et

üz2(t) = f(t, uz2(t), u̇z2(t)) +B(t)z2(t) + c(t), uz2(t) =
∫ T

0
G(t, s)üz2(s)ds

donc

üz1(t)+üz2(t) = f(t, uz1(t)+uz2(t), u̇z1(t)+u̇z2(t))+B(t)(z1(t)+z2(t))+2c(t),

c’est à dire,

üz1(t)+üz2(t)−c(t) = f(t, uz1(t)+uz2(t), u̇z1(t)+u̇z2(t))+B(t)(z1(t)+z2(t))+c(t),

nous avons aussi

üz1+z2(t) = f(t, uz1+z2(t), u̇z1+z2(t)) +B(t)(z1(t) + z2(t)) + c(t),

alors

üz1(t)+üz2(t)−üz1+z2(t)−c(t) = f(t, uz1(t)+uz2(t), u̇z1(t)+u̇z2(t))−f(t, uz1+z2(t), u̇z1+z2(t)),
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l’hypothèse (iv) nous donne

üz1(t) + üz2(t)− üz1+z2(t)− c(t) = f(t, uz1(t) + uz2(t), u̇z1(t) + u̇z2(t))

− f(t, uz1+z2(t), u̇z1+z2(t))− f(t, ζ(t), ζ̇(t))

de la linéairité de f(t, ., .) nous aurons

üz1(t)+üz2(t)−üz1+z2(t)−c(t) = f(t, uz1(t)+uz2(t)−uz1+z2(t)−ζ(t), u̇z1(t)+u̇z2(t)−u̇z1+z2(t)−ζ̇(t)),

par l’hypothèse (iii) nous obtenons

‖üz1(t) + üz2(t)− üz1+z2(t)− c(t)‖ ≤ k1(t)‖uz1(t) + uz2(t)− uz1+z2(t)− ζ(t)‖

+ k2(t)‖u̇z1(t) + u̇z2(t)− u̇z1+z2(t)− ζ̇(t)‖,

d’où

‖üz1(t) + üz2(t)− üz1+z2(t)− c(t)‖ ≤ k1(t)‖
∫ T

0
G(t, s)(üz1(s) + üz2(s)− üz1+z2(s)− c(s))ds‖

+ k2(t)‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)(üz1(s) + üz2(s)− üz1+z2(s)− c(s))ds‖,

d’après la relation (4.1.4) nous aurons

‖üz1(t) + üz2(t)− üz1+z2(t)− c(t)‖ ≤ (Tk1(t) + k2(t))
∫ T

0
‖üz1(s) + üz2(s)− üz1+z2(s)− c(s)‖ds,

c’est à dire,

‖üz1(t)+ üz2(t)− üz1+z2(t)−c(t)‖ ≤ (Tk1(t)+k2(t))‖üz1 + üz2− üz1+z2−c‖L1
E
,

en intégrant la dernière inégalité par rapport à t, nous obtenons

‖üz1 + üz2 − üz1+z2 − c‖L1
E
≤ (T‖k1‖L1

IR
+ ‖k2‖L1

IR
)‖üz1 + üz2 − üz1+z2 − c‖L1

E
,

ainsi,

(1− (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

))‖üz1 + üz2 − üz1+z2 − c‖L1
E
≤ 0

avec (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1, par conséquent

‖üz1 + üz2 − üz1+z2 − c‖L1
E

= 0,
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d’où pour tout t ∈ [0, T ]

üz1(t) + üz2(t) = üz1+z2(t) + c(t). (4.4.6)

Soit z ∈ L2
Z([0, T ]) et h ∈ IR, montrons que pour tout t ∈ [0, T ]

ühz(t) = hüz(t) + (1− h)c(t).

Nous avons

üz(t) = f(t, uz(t), u̇z(t)) +B(t)z(t) + c(t), uz(t) =
∫ T

0
G(t, s)üz(s)ds

donc
hüz(t) = f(t, huz(t), hu̇z(t)) + hB(t)z(t) + hc(t).

D’autre part

ühz(t) = f(t, uhz(t), u̇hz(t)) + hB(t)z(t) + c(t),

c’est à dire,

ühz(t) + (h− 1)c(t) = f(t, uhz(t), u̇hz(t)) + hB(t)z(t) + hc(t),

de la linéairité de f(t, ., .) nous aurons

hüz(t)− ühz(t)− (h− 1)c(t) = f(t, huz(t)− uhz(t), hu̇z(t)− u̇hz(t)),

par l’hypothèse (iv) nous obtenons

hüz(t)− ühz(t)− (h− 1)c(t) = f(t, huz(t)− uhz(t), hu̇z(t)− u̇hz(t))− (h− 1)f(t, ζ(t), ζ̇(t))

= f(t, huz(t)− uhz(t)− (h− 1)ζ(t), u̇hz(t)− hu̇z(t)− (h− 1)ζ̇(t)),

et par l’hypothèse (iii) nous aurons

‖hüz(t)− ühz(t)− (h− 1)c(t)‖ ≤ k1(t)‖huz(t)− uhz(t)− (h− 1)ζ(t)‖

+ k2(t)‖hu̇z(t)− u̇hz(t)− (h− 1)ζ̇(t)‖

d’où

‖hüz(t)− ühz(t)− (h− 1)c(t)‖ ≤ k1(t)‖
∫ T

0
G(t, s)(hüz(s)− ühz(s)− (h− 1)c(s))ds‖

+ k2(t)‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)(hüz(s)− ühz(s)− (h− 1)c(s))ds‖,
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d’après la relation (4.1.4) nous aurons

‖hüz(t)− ühz(t)− (h− 1)c(t)‖ ≤ (Tk1(t) + k2(t))
∫ T

0
‖hüz(s)− ühz(s)− (h− 1)c(s)‖ds

= (Tk1(t) + k2(t))‖hüz − ühz − (h− 1)c‖L1
E
,

en intégrant par rapport à t, nous obtenons

‖hüz − ühz − (h− 1)c‖L1
E
≤ (T‖k1‖L1

IR
+ ‖k2‖L1

IR
)‖hüz − ühz − (h− 1)c‖L1

E
,

c’est à dire,

(1− (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

))‖hüz − ühz − (h− 1)c‖L1
E
≤ 0

avec (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1, par conséquent

‖hüz − ühz − (h− 1)c‖L1
E

= 0,

d’où pour tout t ∈ [0, T ]

hüz(t) = ühz(t) + (h− 1)c(t). (4.4.7)

Soient maintenant z1, z2 ∈ L2
Z([0, T ]) et h1, h2 ∈ IR,

h1uz1(t) + h2uz2(t) = h1

∫ T

0
G(t, s)üz1(s)ds+ h2

∫ T

0
G(t, s)üz2(s)ds,

donc

h1uz1(t) + h2uz2(t) =
∫ T

0
G(t, s)[h1üz1(s) + h2üz2(s)]ds,

par les relations (4.4.6) et (4.4.7) nous obtenons

h1üz1(t) + h2üz2(t) = üh1z1(t) + (h1 − 1)c(t) + üh2z2(t) + (h2 − 1)c(t)

= ü(h1z1+h2z2)(t) + c(t) + (h1 + h2 − 2)c(t)

= ü(h1z1+h2z2)(t) + (h1 + h2 − 1)c(t),

on conclut alors que

h1uz1(t) + h2uz2(t) + (1− h1 − h2)ζ(t) = u(h1z1+h2z2)(t). (4.4.8)
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1) Montrons que Ĩν(.) est strictement convexe pour tout ν ∈ U, i.e.,

∀z1, z2 ∈ L2
Z([0, T ]), z1 6= z2, ∀λ ∈]0, 1[: Ĩν(λz1+(1−λ)z2) < λĨν(z1)+(1−λ)Ĩν(z2).

Soient z1, z2 ∈ L2
Z([0, T ]), z1 6= z2 et λ ∈]0, 1[. Par la relation (4.4.8) nous

obtenons pour tout t ∈ [0, T ],

λuz1(t) + (1− λ)uz2(t) = u(λz1+(1−λ)z2)(t). (4.4.9)

Soit ν = (y, w) ∈ U, nous avons

Ĩν(λz1 + (1− λ)z2) =
∫ T

0
[〈u(λz1+(1−λ)z2)(t)− y(t), P (t)(u(λz1+(1−λ)z2)(t)− y(t))〉E

+ 〈(λz1 + (1− λ)z2)(t)− w(t), Q(t)((λz1 + (1− λ)z2)(t)− w(t))〉Z ]dt,

on pose pour tout t ∈ [0, T ]

JP (t) = 〈u(λz1+(1−λ)z2)(t)− y(t), P (t)(u(λz1+(1−λ)z2)(t)− y(t))〉E
et

JQ(t) = 〈(λz1 + (1− λ)z2)(t)− w(t), Q(t)((λz1 + (1− λ)z2)(t)− w(t))〉Z .

D’après la relation (4.4.9) nous aurons

JP (t) = 〈λuz1(t) + (1−λ)uz2(t)− y(t), P (t)(λuz1(t) + (1−λ)uz2(t)− y(t))〉E,

donc

JP (t) = 〈λ(uz1(t)−y(t))+(1−λ)(uz2(t)−y(t)), P (t)(λ(uz1(t)−y(t))+(1−λ)(uz2(t)−y(t))〉

ansi,

JP (t) = λ2〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉+ λ(1− λ)〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

+ (1− λ)2〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉+ λ(1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉.
Pour tout % ∈ IR on peut écrire

%2〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉 = %2〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ %〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

− %〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

= %〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

− %(1− %)〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉.
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Alors

λ2〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉 = λ〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

et

(1− λ)2〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉 = (1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉.

Donc

JP (t) = λ〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ (1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

+ λ(1− λ)〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

+ (1− λ)λ〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

= λ〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ (1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)[〈uz1(t)− uz2(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ 〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− uz2(t))〉,

d’où

JP (t) = λ〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ (1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz1(t)− uz2(t), P (t)(uz1(t)− uz2(t))〉.

(4.4.10)
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De la même façon, nous obtenons

JQ(t) = λ〈z1(t)− w(t), Q(t)(z1(t)− w(t))〉

+ (1− λ)〈z2(t)− w(t), Q(t)(z2(t)− w(t))〉

− λ(1− λ)〈z1(t)− z2(t), Q(t)(z1(t)− z2(t))〉.

(4.4.11)

Par les relations (4.4.10) et (4.4.11), nous obtenons

Ĩν(λz1 + (1− λ)z2) =
∫ T

0
[λ〈uz1(t)− y(t), P (t)(uz1(t)− y(t))〉

+ (1− λ)〈uz2(t)− y(t), P (t)(uz2(t)− y(t))〉

− λ(1− λ)〈uz1(t)− uz2(t), P (t)(uz1(t)− uz2(t))〉

+ λ〈z1(t)− w(t), Q(t)(z1(t)− w(t))〉

+ (1− λ)〈z2(t)− w(t), Q(t)(z2(t)− w(t))〉

− λ(1− λ)〈z1(t)− z2(t), Q(t)(z1(t)− z2(t))〉]dt,

par la définition de Ĩν(.) nous aurons

Ĩν(λz1 + (1− λ)z2) = λĨν(z1) + (1− λ)Ĩν(z2)

− λ(1− λ)
∫ T

0
[〈uz1(t)− uz2(t), P (t)(uz1(t)− uz2(t))〉

+ 〈z1(t)− z2(t), Q(t)(z1(t)− z2(t))〉]dt,

en utilisant la relation (4.4.5) nous obtenons

Ĩν(λz1 + (1− λ)z2) ≤ λĨν(z1) + (1− λ)Ĩν(z2)

− λ(1− λ)α
∫ T

0
(‖uz1(t)− uz2(t)‖2

E + ‖z1(t)− z2(t)‖2
Z)dt

= λĨν(z1) + (1− λ)Ĩν(z2)− λ(1− λ)α(‖uz1 − uz2‖2
L2
E

+ ‖z1 − z2‖2
L2
Z
),

d’où
Ĩν(λz1 + (1− λ)z2) < λĨν(z1) + (1− λ)Ĩν(z2).
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Par conséquent Ĩν(.) est strictement convexe pour tous z1 6= z2 et ν ∈ U .

2) Soit νn = (yn, wn), telle que la suite (νn) converge vers ν̄ = (ȳ, w̄) dans
U, et (zn) converge vers z̄ dans L2

Z([0, T ]). D’après la Proposition 4.3, nous
avons la convergence de la suite (uzn) vers uz̄ dans C1

E([0, T ]). Alors

|Ĩνn(zn)− Ĩν̄(z̄)| = |
∫ T

0
[〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉E

+ 〈zn(t)− wn(t), Q(t)(zn(t)− wn(t))〉Z ]dt

−
∫ T

0
[〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉E

+ 〈z̄(t)− w̄(t), Q(t)(z̄(t)− w̄(t))〉Z ]dt|.
D’autre part, nous avons

〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉 − 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉

= 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉 − 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉

+ 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t)〉 − 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉

+ 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉 − 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉.
D’après les hypothèses sur P nous aurons

〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉 − 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉

= 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t))〉

+ 〈uzn(t)− yn(t), P (t)uz̄(t)− ȳ(t))〉

+ 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t))〉

− 〈uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t))〉

= 〈uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t))〉

+ 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉 − 〈uzn(t)− yn(t), P (t)(uz̄(t)− ȳ(t))〉

= 〈uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t))〉.
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De la même façon et d’après les hypothèses sur Q nous aurons

〈zn(t)− wn(t), Q(t)(zn(t)− wn(t))〉 − 〈z̄(t)− w̄(t), Q(t)(z̄(t)− w̄(t))〉

= 〈zn(t)− wn(t) + z̄(t)− w̄(t), Q(t)(zn(t)− wn(t)− z̄(t) + w̄(t))〉.

Ainsi, on déduit que

|Ĩνn(zn)− Ĩν̄(z̄)| = |
∫ T

0
[〈uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t))〉E

+ 〈zn(t)− wn(t)− z̄(t) + w̄(t), Q(t)(zn(t)− wn(t) + z̄(t)− w̄(t))〉Z ]dt|

donc

|Ĩνn(zn)− Ĩν̄(z̄)| ≤
∫ T

0
|〈uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t), P (t)(uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t))〉E

+ 〈zn(t)− wn(t)− z̄(t) + w̄(t), Q(t)(zn(t)− wn(t) + z̄(t)− w̄(t))〉Z |dt,

d’où

|Ĩνn(zn)− Ĩν̄(z̄)| ≤
∫ T

0
(‖uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t)‖E‖P (t)(uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t))‖E

+ ‖zn(t)− wn(t)− z̄(t) + w̄(t)‖Z‖Q(t)(zn(t)− wn(t) + z̄(t)− w̄(t))‖Z)dt

≤ ‖P‖L∞L(E,E)

∫ T

0
‖uzn(t)− yn(t)− uz̄(t) + ȳ(t)‖‖uzn(t)− yn(t) + uz̄(t)− ȳ(t)‖dt

+ ‖Q‖L∞L(E,E)

∫ T

0
‖zn(t)− wn(t)− z̄(t) + w̄(t)‖‖(zn(t)− wn(t) + z̄(t)− w̄(t))‖dt.

Comme P ∈ L∞L(E,E)([0, T ]) et Q ∈ L∞L(Z,Z)([0, T ]), en utilisant l’inégalité de
Hölder nous obtenons

|Ĩνn(zn)− Ĩuz̄(z̄)| ≤ const.(‖uzn − yn − uz̄ + ȳ‖L2
E
‖uzn − yn + uz̄ − ȳ‖L2

E

+ ‖zn − wn − z̄ + w̄‖L2
Z
‖zn − wn + z̄ − w̄‖L2

Z
),

en passant à la limite, on conclut que Ĩνn(zn)→ Ĩν̄(z̄).

3) Soient ν = (y, w) ∈ U, h ∈ IR et z, p ∈ L2
Z([0, T ]). Soit uz+hp l’unique

W2,1
E ([0, T ])-solution du problème

(Pf,B,c)

{
üz+hp(t) = f(t, uz+hp(t), u̇z+hp(t)) +B(t)(z + hp)(t) + c(t) p.p t ∈ [0, T ]

uz+hp(0) = uz+hp(T ) = 0.
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Par la relation (4.4.8)

uz+hp(t) = uz(t) + hup(t)− hζ(t).

Soit Ĩ ′ν(z; p) la dérivée directionnelle de Ĩν au point z dans la direction p, i.e.,

Ĩ ′ν(z; p) = lim
h→0

Ĩν(z + hp)− Ĩν(z)

h

avec

Ĩν(z + hp) =
∫ T

0
[〈u(z+hp)(t)− y(t), P (t)(u(z+hp)(t)− y(t))〉E

+ 〈(z + hp)(t)− w(t), Q(t)((z + hp)(t)− w(t))〉Z ]dt

=
∫ T

0
[〈uz(t) + hup(t)− hζ(t)− y(t), P (t)(uz(t) + hup(t)− hζ(t)− y(t))〉

+ 〈z(t) + hp(t)− w(t), Q(t)(z(t) + hp(t)− w(t))〉Z ]dt.

D’où

Ĩν(z + hp)− Ĩν(z)

h
=

1

h
[
∫ T

0
[〈uz(t) + hup(t)− hζ(t)− y(t), P (t)(uz(t) + hup(t)

− hζ(t)− y(t))〉+ 〈z(t) + hp(t)− w(t), Q(t)(z(t) + hp(t)− w(t))〉

− 〈uz(t)− y(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉E

+ 〈z(t)− w(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z ]dt]

=
1

h
[
∫ T

0
〈hup(t)− hζ(t), P (t)(2uz(t) + hup(t)

− hζ(t)− 2y(t))〉E + 〈hp(t), Q(t)(2z(t) + hp(t)− 2w(t))〉Z ]dt,

en faisant tendre h vers 0 nous obtenons

Ĩ ′ν(z; p) =
∫ T

0
[〈up(t)− ζ(t), 2P (t)(uz(t)− y(t))〉E + 〈p(t), 2Q(t)(z(t)− w(t))〉Z ]dt

= 2
∫ T

0
(〈up(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉E + 〈p(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z)dt.
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Montrons que Ĩ ′ν(z; .) est une fonction linéaire continue.
Soit (pn) une suite d’éléments de L2

Z([0, T ]) convergeant vers p̄, utilisons le
Lemme 4.3, nous obtenons (upn) converge vers up̄ dans C1

E([0, T ]), alors,

|Ĩ ′ν(z; pn)− Ĩ ′ν(z; p̄)| = |lim
h→0

Ĩν(z + hpn)− Ĩν(z)

h
− lim

h→0

Ĩν(z + hp̄)− Ĩν(z)

h
|

= |lim
h→0

Ĩν(z + hpn)− Ĩν(z + hp̄)

h
|,

en utilisant 2), nous aurons Ĩ ′ν(z; pn) → Ĩ ′ν(z; p̄), quand n → +∞, d’où la
continuité de Ĩ ′ν(z; .).
Soit p1, p2 ∈ L2

Z([0, T ]), nous avons

Ĩ ′ν(z; p1 + p2) = 2
∫ T

0
〈up1+p2(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈(p1(t) + p2(t)), Q(t)(z(t)− w(t))〉dt,

par la relation (4.4.8) nous aurons

Ĩ ′ν(z; p1 + p2) = 2
∫ T

0
〈(up1(t) + up2(t)− ζ(t))− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈(p1(t) + p2(t)), Q(t)(z(t)− w(t))〉dt

= 2
∫ T

0
〈up1(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈p1(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈up2(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈(p2(t), Q(t)(z(t)− w(t)))〉dt,

c’est à dire,

Ĩ ′ν(z; p1 + p2) = Ĩ ′ν(z; p1) + Ĩ ′ν(z; p2).
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Pour tout p ∈ L2
Z([0, T ]) et tout β ∈ IR nous avons

Ĩ ′ν(z; βp) = 2
∫ T

0
〈(uβp(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 〈βp(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉)dt

= 2
∫ T

0
(〈βup(t) + (1− β)ζ(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉

+ 〈(βp(t), Q(t)(z(t)− w(t)))〉)dt

= β[2
∫ T

0
〈up(t)− ζ(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈(p(t), Q(t)(z(t)− w(t)))〉dt]

= βĨ ′ν(z; p).

D’où la Gâteaux différentiabilité de Ĩν , de plus la Gâteaux différentielle
DĨν(.), de Ĩν(.) est donnée par

〈DĨν(z), p〉 = Ĩ ′ν(z; p),∀p ∈ L2
Z([0, T ]).
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4.5 Le problème bien posé et l’affinité sur la

variable contrôle

Dans cette section on étudie l’équivalence entre le problème bien posé
et l’affinité sur g par rapport au contrôle pour notre équation différentielle
(Pf,g). Ceci, en utilisant le Théorème 4.2 d’existence et d’unicité des solutions
de ce problème et les propriétés données dans les sections 4.3 et 4.4.

On considère le problème de minimisation : minimiser la fonction qua-
dratique Ĩν∗(z) sur l’ensemble admissible non vide

A = {z ∈ L2
Z([0, T ]) : uz solution du problème (Pf,g) et (uz, z) ∈ K},

avec K un sous ensemble non vide fermé convexe de L2
E([0, T ])×L2

Z([0, T ]), et
le problème d’optimisation global (L2

Z([0, T ]), Iν∗), tel que Iν∗ : L2
Z([0, T ])→

]−∞,+∞] est défini par (4.4.1). Notons par

V (ν) = inf{Iν(q) : q ∈ L2
Z([0, T ])}

la valeur optimale où ν appartient à l’ensemble

D = {ν ∈ U : ‖ν − ν∗‖ < δ}, δ > 0.

Dans la première partie, nous montrons que le problème (Pf,g) est bien
posé lorsque g est donné par la formule g(t, z) = B(t)z(t) + c(t), c’est à dire,

1) il existe un unique minimum

q∗ = argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗). (4.5.1)

2) La fonction
V (ν) est finie pour tout ν ∈ D. (4.5.2)

3) Pour toutes suites (νn) dans U et (qn) dans L2
Z([0, T ]) telles que

νn → ν∗ et Iνn(qn)− V (νn)→ 0

nous avons
qn → q∗ et V (νn)→ V (ν∗). (4.5.3)

Dans la seconde partie, nous considérons le problème (Pf,g) et nous étudions
l’équivalence entre le problème bien posé et l’affinité sur l’application
g : [0, T ]× Z → E.

Avant de donner nos résulats concernant l’équivalence entre le problème
bien posé et l’affinité, on commence par les Théorèmes suivants.
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Théorème 4.3 Soit X un espace de Banach, N un fermé convexe non vide
de X et J : N → IR. Si J est strictement convexe sur N, alors elle a au plus
un minimum sur N.

Théorème 4.4 Soient X un espace de Banach réflexif, J une fonctionnelle
convexe de X dans IR

⋃{+∞} semi-continue inférieurement pour la topologie
forte. Si (vn) est une suite de X faiblement convergente vers v alors

J(v) ≤ lim inf
n→+∞

J(vn).

Théorème 4.5 Soient X un espace de Banach réflexif, N un fermé convexe
non vide de X, J : N → IR, une fonctionnelle Gâteaux différentiable sur N.
J est convexe si et seulement si

∀(p1, p2) ∈ N ×N : J(p1)− J(p2) ≥ 〈DJ(p2), p1 − p2〉.

Théorème 4.6 Soient X un espace de Banach réflexif, N un sous ensemble
convexe de X et J : N → IR une fonctionnelle Gâteaux différentiable sur N.
Soit u = min

v∈N
(J(v)), alors

∀v ∈ N : 〈D(J(u)), v − u〉 ≥ 0.

Le résultat suivant nous sera utile dans la démonstration de notre Théorème
principal.

Proposition 4.4 Sous les hypothèses de la proposition 4.3, nous avons
1) pour tout ν ∈ U il existe un unique zν = argmin(L2

Z([0, T ]), Iν);
2) si (νn) est une suite convergeant vers ν∗ dans Z, tel que

zn = argmin(L2
Z([0, T ]), Iνn) et z∗ = argmin(L2

Z([0, T ]), Iν∗)

alors (zn) converge vers z∗ dans L2
Z([0, T ]).

Démonstration.
1) Soit ν = (y, w) ∈ U, par la relation (4.4.5), et comme A 6= ∅, on aura
pour tout z ∈ Z

Ĩν(z) =
∫ T

0
[〈uz(t)− y(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉E

+ 〈z(t)− w(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z ]dt

≥ α(‖uz − y‖2
L2
E

+ ‖z − w‖2
L2
Z
) ≥ 0.
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D’où V (ν) ∈ IR et Ĩν est minorée.
Soit (zn)n ⊂ A une suite minimisante pour Ĩν : L2

Z([0, T ])→ IR, i.e,

lim
n→∞

Ĩν(zn) = inf
z∈A

Ĩν(z).

Comme zn ∈ A, par l’hypohèse (v) et le Lemme 4.2 nous avons

‖B(t)‖L(Z,E)‖zn(t)‖ ≤ β(t),

d’où

‖zn(t)‖ ≤ β(t)

‖B‖L(Z,E)

,

comme β ∈ L2
IR([0, T ]) alors ‖zn‖L2

Z
est bornée dans L2

Z([0, T ]), d’où l’ exis-

tence d’une sous suite (znk) convergeant σ(L2
Z([0, T ]),L2

Z([0, T ])) vers z0, et
d’après la Proposition 4.2, (uznk ) converge vers uz0 dans C1

E([0, T ]). Par
le Lemme 4.2 nous avons pour tout t ∈ [0, T ] ‖uznk (t)‖ ≤ α, donc pour
δ ∈ L2

E([0, T ])
|〈δ(t), uznk (t)〉E| ≤ α‖δ(t)‖,

par le théorème de Lebesgue nous aurons

lim
n→∞

∫ T

0
〈δ(t), uznk (t)〉Edt =

∫ T

0
〈δ(t), uz0(t)〉Edt,

d’où (uznk ) convergence σ(L2
E([0, T ]),L2

E([0, T ])) vers uz0 . Et comme K est
un ensemble convexe fortement fermé, donc il est faiblement fermé et alors
(uz0 , z0) ∈ K. Par conséquent, z0 ∈ A, et A est fermé.
Par la relation (4.4.9) et la convexité de K nous aurons la convexité de A.
Montons que Ĩν est convexe, nous avons

(DĨ ′ν(p2), p1 − p2) = 2
∫ T

0
〈up1−p2(t)− ζ(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈p1(t)− p2(t), Q(t)(p2(t)− w(t))〉dt,

par la relation (4.4.8) nous aurons

(DĨ ′ν(p2), p1 − p2) = 2
∫ T

0
〈up1(t)− up2(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉dt

+ 2
∫ T

0
〈(p1(t)− p2(t)), Q(t)(p2(t)− w(t))〉dt,
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et comme

2〈up1(t)− up2(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

= 2(〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉)

= 2(〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− up1(t))〉+ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉

− 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉)

= 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

+ [〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

+ 2〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− up1(t))〉

= 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

+ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉+ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− up1(t))〉

− 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

= 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

+ 〈up1(t)− up2(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉+ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up2(t)− up1(t))〉

= 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

+ 〈up1(t)− up2(t), P (t)(up2(t)− up1(t))〉

= 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉

− 〈up1(t)− up2(t), P (t)(up1(t)− up2(t))〉

≤ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉

− α‖up1 − up2‖2
L2
E

≤ 〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉.
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Par les mêmes calculs nous avons

2〈p1(t)−p2(t), Q(t)(p2(t)−w(t))〉 ≤ 〈p1(t)−w(t), Q(t)(p1(t)−w(t))〉−〈p2(t)−w(t), Q(t)(p2(t)−w(t))〉.

D’où

(DĨ ′ν(p2), p1 − p2) ≤
∫ T

0
〈up1(t)− y(t), P (t)(up1(t)− y(t))〉 − 〈up2(t)− y(t), P (t)(up2(t)− y(t))〉dt

+
∫ T

0
〈p1(t)− w(t), Q(t)(p1(t)− w(t))〉 − 〈p2(t)− w(t), Q(t)(p2(t)− w(t))〉dt

= Ĩν(p1)− Ĩν(p2).

Le Théorème 4.5, nous donne la convexité de Ĩν .
Soit (pn) une suite de points de L2

Z([0, T ]) convergeant vers p. La propriété
2) de la Proposition 4.3 implique que

Ĩν(pn)→ Ĩν(p) quand n→ +∞

i.e, Ĩν est continu, d’où la semi-continuité inférieure. Utilisons le Théorème
4.4 nous aurons,

lim inf
n→∞

Iν(znk) = lim inf
n→∞

Ĩν(znk) ≥ Ĩν(z0) = Iν(z0) = inf
z∈A

Ĩν(z),

c’est à dire, z0 est un minimum pour Ĩν . Le Théorème 4.3 nous donne l’unicité
de ce minimum.

2) Soit (νn) = (yn, wn) une suite convergeant vers ν∗ = (y∗, w∗) ∈ U, zn =
arg min(L2

Z([0, T ]), Iνn), donc (zn) est la suite des minimums uniques des
problèmes d’optimisation globals (L2

Z([0, T ]), Iνn), et soit z∗ = arg min(L2
Z([0, T ]), Iν∗).

Pour tout z ∈ L2
Z([0, T ]) et tout n ∈ IN nous avons

Ĩνn(z) ≥ Ĩνn(zn) ≥ α(‖uzn − yn‖2
L2
E

+ ‖zn − wn‖2
L2
Z
),

et d’après la Proposition 4.3 nous avons

Ĩνn(z)→ Ĩν∗(z) quand n→ +∞.

Suivant les arguments de la démonstration 1), il existe p ∈ L2
Z([0, T ]) et une

sous suite (znk) ⊂ A tel que (znk) converge σ(L2
Z([0, T ]),L2

Z([0, T ])) vers p,
et (uznk ) converge vers up dans C1

E([0, T ]), et

|
∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− ynk(t))〉dt| ≤

∫ T

0
‖up(t)− uznk (t)‖‖P (t)(up(t)− ynk(t))‖dt

≤ const.
∫ T

0
‖up(t)− uznk (t)‖‖up(t)− ynk(t)‖dt,
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en utilisant l’inégalité de Hölder nous obtenons

|
∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− ynk(t))〉dt ≤ const.‖up − uznk‖L2

E
‖up − ynk‖L2

E
,

de la convergence de (uznk ) vers up et la convergence de (ynk) vers y∗ nous
aurons ∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− ynk(t))〉Edt→ 0. (4.5.4)

De la même façon et de la convergence de (znk) vers p et la convergence de
(wnk) vers w∗ nous aurons

∫ T

0
〈(p− znk)(t), Q(t)(p(t)− wnk)〉Zdt→ 0. (4.5.5)

Comme

〈DĨνnk (p), p− znk〉 = 2
∫ T

0
[〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− ynk(t))〉E

+ 〈(p− znk)(t), Q(t)(−wnk)(t)〉Z ]dt,

et de (4.5.4) et (4.5.5) on conclut que

lim
k→∞
〈DĨνnk (p), p− znk〉 = 0. (4.5.6)

Pour znk = argmin(L2
Z([0, T ]), Ĩνnk )

Ĩνnk (p) ≥ Ĩνnk (znk) ≥ 0.

Par le Théorème 4.6 nous avons 〈DĨνnk (znk), p− znk〉 ≥ 0 et donc

〈DĨνnk (p), p− znk〉 ≥ 〈DĨνnk (p), p− znk〉 − 〈DĨνnk (znk), p− znk〉
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d’où

〈DĨνnk (p), p− znk〉 ≥ 2
∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− ynk(t))〉E

+ 〈p(t)− znk(t), Q(t)(p(t)− wnk(t))〉Zdt

− 2
∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(uznk (t)− ynk(t))〉E

+ 〈p(t)− znk(t), Q(t)(znk(t)− wnk(t))〉Zdt

= 2
∫ T

0
〈up−znk (t)− ζ(t), P (t)(up(t)− uznk (t))〉E

+ 〈p(t)− znk(t), Q(t)(p(t)− znk(t))〉Zdt

= 2
∫ T

0
〈up(t)− uznk (t), P (t)(up(t)− uznk (t))〉E

+ 〈p(t)− znk(t), Q(t)(p(t)− znk(t))〉Zdt

≥ 2α(‖up − uznk‖
2
L2
E

+ ‖p− znk‖2
L2
Z
),

par la relation (4.5.6), on obtient

lim
k→∞

α(‖up − uznk‖
2
L2
E

+ ‖p− znk‖2
L2
Z
) = 0,

c’est à dire, znk converge vers p dans L2
Z([0, T ]). La propriété 2) de la Pro-

position 4.3 nous donne

Iν∗(z) ≥ Ĩν∗(z) = lim
k→∞

Ĩνnk (z) ≥ lim
k→∞

Ĩνnk (znk) = Iν∗(p)

pour tout z ∈ L2
Z([0, T ]). Comme argmin(L2

Z([0, T ]), Iν∗) est unique, nous
aurons p = z∗ et (zn) converge vers z∗.

Enonçons dans ce qui suit le résultat suivant qui nous sera aussi utile
dans la démonstration du théorème principal.

Théorème 4.7 Soient E un espace de dimension finie, f : [0, T ]×E×E →
E une application vérifiant les propriétés suivantes

i) pour tout (x, y) ∈ E × E, fixé f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ],
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ii) pour tout t ∈ [0, T ], fixé f(t, ., .) est linéaire sur E × E,
iii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 Lebesgue mesurables sur

[0, T ] satisfaisant

(T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1

telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E.
Soit B ∈ L2

L(Z,E)([0, T ]) un opérateur et c : [0, T ] → E une application
Lebesgue-mesurable telle que

iv)

f(t, ζ(t), ζ̇(t)) = 0,∀t ∈ [0, T ]

où

ζ(t) =
∫ T

0
G(t, s)c(s)ds et ζ̇(t) =

∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)c(s)ds,

v) il existe trois fonctions non négatives m, p et q dans L2
IR([0, T ]) satis-

faisant

‖p+ q‖L1
IR
<

1

T
,

telles que

‖f(t, x, y)‖+ ‖B(t)‖L(Z,E)‖z(t)‖+ ‖c(t)‖ ≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× E × E.
Supposons aussi que (4.4.5) est vérifiée. Soit g(t, z(t)) = B(t)z(t) + c(t)
dans le problème (Pf,g). Alors pour tout ν∗ ∈ U le problème d’optimisation
(L2

Z([0, T ]), Iν∗) tel que

Iν∗ : L2
Z([0, T ])→]−∞,+∞]

défini par

Iν∗(z) =

{
Ĩν∗(z) si z ∈ A
+∞ sinon,

est bien posé.
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Démonstration.
Pour ν∗ = (y∗, w∗) ∈ U, le problème d’optimisation (L2

Z([0, T ]), Iν∗) est bien
posé si

1) il existe un unique minimum

q∗ = argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗); (4.6.1)

2) la fonction
V (ν) est finie pour tout ν ∈ D; (4.6.2)

3) pour toutes suites (νn) dans U et (qn) dans L2
Z([0, T ]) telles que

νn → ν∗ et Iνn(qn)− V (νn)→ 0

nous avons
qn → q∗ et V (νn)→ V (ν∗). (4.6.3)

1) En tenant compte de la propriété 1) obtenue dans la Proposition 4.4, il
existe un unique minimum

q∗ = argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗).

2) Par l’hypothèse (4.4.5) nous avons pour tous ν = (y, w) ∈ D, et z ∈
L2
Z([0, T ])

Ĩν(z) =
∫ T

0
[〈uz(t)− y(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉E

+ 〈z(t)− w(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z ]dt

≥ α(‖uz − y‖2
L2
E

+ ‖z − w‖2
L2
Z
) ≥ 0.

i.e., V (ν) ∈ IR, pour tout ν ∈ D, d’où (4.6.2).
3) Maintenant on démontre la condition (4.6.3).
a) Soit ν = (y, w) ∈ U, on pose zν = argmin(L2

Z([0, T ]), Iν) ∈ A. Nous avons
pour tout z ∈ L2

Z([0, T ])

Iν(z)− V (ν) ≥ Ĩν(z)− V (ν),

comme

Ĩν(z)− V (ν) =
∫ T

0
[〈uz(t)− y(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉E + 〈z(t)− w(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z ]dt

−
∫ T

0
[〈uzν (t)− y(t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉E + 〈zν(t)− w(t), Q(t)(zν(t)− w(t))〉Z ]dt,
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et

〈uz(t)− y(t), P (t)(uz(t)− y(t))〉 − 〈uzν (t)− y(t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉

= 〈uz(t)− uzν (t), P (t)(uz(t)− uzν (t))〉+ 〈uz(t)− uzν (t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉

+ 〈uzν (t)− y(t), P (t)(uz(t)− uzν (t))〉+ 〈uzν (t)− y(t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉

− 〈uzν (t)− y(t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉

= 〈uz(t)− uzν (t), P (t)(uz(t)− y(t))〉+ 〈uzν (t)− y(t), P (t)(uz(t)− uzν (t))〉

= 〈uz−zν (t)− ζ(t), P (t)(uz(t) + uzν (t)− 2y(t))〉,
de la même façon

〈z(t)− w(t), Q(t)(z(t)− w(t))〉Z + 〈zν(t)− w(t), Q(t)(zν(t)− w(t))〉Z

= 〈z(t)− zν(t), Q(t)(z(t) + zν(t)− 2w(t))〉.

D’après 3) de la Proposition 4.3 nous aurons

Ĩν(z)− V (ν) =
∫ T

0
[〈uz−zν (t)− ζ(t), P (t)(uz(t) + uzν (t)− 2y(t))〉

+ 〈z(t)− zν(t), Q(t)(z(t) + zν(t)− 2w(t))〉]dt

= 2
∫ T

0
[〈uz−zν (t)− ζ(t), P (t)(uzν (t)− y(t))〉

+ 〈z(t)− zν(t), Q(t)(zν(t)− w(t))〉]dt

+
∫ T

0
[〈uz(t)− uzν (t), P (t)(uz(t)− uzν (t))〉

+ 〈z(t)− zν(t), Q(t)(z(t)− zν(t))〉]dt

= 〈DĨν(zν), z − zν〉+
∫ T

0
[〈uz(t)− uzν (t), P (t)(uz(t)− uzν (t))〉E

+ 〈z(t)− zν(t), Q(t)(z(t)− zν(t))〉Z ]dt,

d’où
Ĩν(z)− V (ν) ≥ α(‖uz − uzν‖2

L2
E

+ ‖z − zν‖2
L2
Z
), (4.6.4)
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ceci en utilisons le Théorème 4.6.
b) Pour la démonstration de la condition (4.6.3), considérons la suite (νn) =
((yn, wn)) telle que (νn) converge vers ν∗, et (zn) la suite asymptotiquement
minimisée qui correspond à (νn), par la relation (4.6.4) nous avons

Iνn(zn)− V (νn) ≥ α(‖uzn − uzνn‖
2
L2
E

+ ‖zn − zνn‖2
L2
Z
).

Comme

V (νn) = inf{Iνn(zn), zn ∈ L2
E([0, T ])},

nous aurons

lim
n→∞

(Iνn(zn)− V (νn)) = 0

et donc

‖uzn − uzνn‖L2
E
→ 0 et ‖zn − zνn‖L2

Z
→ 0,

i.e., zν = argmin(L2
Z([0, T ]), Iνn). D’après la Proposition 4.3, la suite (zn)

converge vers z∗ dans L2
Z([0, T ]), avec z∗ = argmin(L2

Z([0, T ]), Iν∗), et par
la Proposition 4.2, on conclut que (uzn) converge vers uz∗ dans C1

E([0, T ]).
D’où V (νn)→ V (ν∗). Ceci achève la démonstration du théorème.

Dans se qui suit on démontre l’équivalence entre le problème bien posé
pour tout ν∗ ∈ U et l’affinité sur la fonction g pour la variable contrôle dans
le problème (Pf,g).
On commence par des définitions et un corollaire sur les ensembles de Čebyšev.

Définition 4.2 Soit X un espace de Banach le sous ensemble G de X est
de Čebyšev, si pour tout point x ∈ G il existe un point unique p(x) ∈ X, tel
que ‖x− y‖ > ‖x− p(x)‖ si y ∈ X et y 6= p(x).

Définition 4.3 Soit (X, d) un espace métrique, le sous ensemble G de X est
dit approximativement compact si pour tout x ∈ X et toute suite (yn) de G
tels que

lim
n→∞

d(x, yn) = d(x,G),

il existe une sous suite (ynk) de (yn) convergeant vers un élement de G.

Corollaire 4.1 (voir [4]) Si G est un sous ensemble de Čebyšev et approxi-
mativement compact, alors G est convexe.
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Définition 4.4 Soit X, Y deux espaces vectoriels. L’application g : X → Y
est affine, si pour tous x, y ∈ X et tout b ∈ IR,

g(bx+ (b− 1)y) = bg(x) + (b− 1)g(y).

Le Lemme suivant nous donne une propriété des fonctions affines.

Lemme 4.3 Soient W et Y deux espaces vectoriels réels, et h : W → Y une
application de graphe convexe. Alors h est affine.

Remarque 4.1 Si la relation (4.4.5) est vérifiée, alors pour νi = (yi, wi) ∈
U, i = 1, 2, la fonction 〈., .〉1 définie sur U par

〈ν1, ν2〉1 =
∫ T

0
〈y1(t), P (t)y2(t)〉E + 〈w1(t), Q(t)w2(t)〉Z

est un produit scalaire qui induit sur U une structure hilbertienne équivalente
à la structure usuelle. On note par ‖.‖1 la norme correspondante à 〈., .〉1.

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat principal.

Théorème 4.8 Soient E,Z deux espaces de dimension finie et f : [0, T ] ×
E × E → E une application telle que

i) pour tout (x, y) ∈ E × E, fixé f(., x, y) est Lebesgue-mesurable sur
[0, T ],

ii) pour tout t ∈ [0, T ], fixé f(t, ., .) est linéaire sur E × E,
iii) il existe deux fonctions non négatives k1, k2 Lebesgue mesurables sur

[0, T ] satisfaisant

(T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

) < 1

et telles que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2‖ ≤ k1(t)‖x1 − x2‖+ k2(t)‖y1 − y2‖,

pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × E.
Soit g : [0, T ]× Z → E une application dans L1

E([0, T ]) telle que
iv) il existe trois fonctions m, p et q non négatives dans L1

IR([0, T ]) satis-
faisant

‖p+ q‖L2
IR
<

1

T
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et telles que

‖f(t, x, y)‖+ ‖g(t, u)‖ ≤ m(t) + p(t)‖x‖+ Tq(t)‖y‖,

pour tout (t, x, y, u) ∈ [0, T ]× E × E × Z,
v) si (zn) est une suite d’éléments de L2

Z([0, T ]) qui converge vers z, il
existe une sous suite (znk) telle que

‖g(., znk(.))− g(., z(.))‖L1
E
→ 0.

Supposons que (4.4.5) est satisfaite. Soit (L2
Z([0, T ]), Iν∗) le problème défini

par (4.4.1) avec K = L2
E([0, T ])× L2

Z([0, T ]). Si le problème (4.4.1) est bien
posé pour tout ν∗ ∈ U, alors il existe un B ∈ L2

L(Z,E) et une application
Lebesgue-mesurable c : [0, T ] → E, tel que g(t, u) = B(t)u + c(t) pour tout
t ∈ [0, T ] et tout u ∈ Z.

Démonstration.
Etape 1. Soit G le sous ensemble de U défini par

G = {(l, z) ∈ U : l = uz est la solution unique du problème (Pf,g)}.
(4.7.1)

Démontrons que si le problème défini par (4.4.1) est bien posé pour tout
ν∗ ∈ U alors G est convexe, c’est à dire, que G est de Čebyšev et approxi-
mativement compact (Corollaire 4.1).
Soit ν∗ = (y∗, w∗) ∈ U, d’après la condition (4.6.1), il existe un unique mini-
mum z∗ = argmin(L2

Z([0, T ]), Iν∗). Pour p∗ = (uz∗ , z
∗) ∈ U, nous aurons

‖p∗ − ν∗‖2
1 = 〈p∗ − ν∗, p∗ − ν∗〉1

=
∫ T

0
[〈uz∗(t)− y∗(t), P (t)(uz∗(t)− y∗(t))〉

+ 〈z∗(t)− w∗(t), Q(t)(z∗(t)− w∗(t))〉]dt

= Ĩν∗(z
∗),

et comme z∗ = argmin(L2
Z([0, T ]), Iν∗) alors

Ĩν∗(z
∗) ≤ Ĩν∗(z), ∀z ∈ L2

Z([0, T ]),
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et par suite, pour tout z ∈ L2
Z([0, T ]) avec z 6= z∗

‖p∗ − ν∗‖2
1 <

∫ T

0
[〈uz(t)− y∗(t), P (t)(uz(t)− y∗(t))〉

+ 〈z(t)− w∗(t), Q(t)(z(t)− w∗(t))〉]dt

= 〈p− ν∗, p− ν∗〉1 = ‖p− ν∗‖2
1,

et donc

‖p∗ − ν∗‖1 < ‖p− ν∗‖1,∀p = (uz, z) ∈ U et p 6= p∗. (4.7.2)

On conclut que G est de Čebyšev.
Soit ν∗ = (y∗, w∗) ∈ U et (ln, zn) une suite d’éléments de G telle que

lim
n→∞

‖(ln, zn)‖1 = inf{‖p− z∗‖1, p ∈ G}. (4.7.3)

Par la définition de l’ensemble G (4.7.1) et pour tout n ∈ IN, ln = uzn est la
solution unique du problème (Pf,g). Par la relation (4.7.3) on peut écrire

Ĩν∗(zn)→ V (ν∗),

alors (zn) est une suite asymptotiquement minimisée par rapport à νn = ν∗,
pour tout n ∈ IN. Par la condition (4.6.3) du problème bien posé on conclut
que pour tout ν∗ ∈ U, la suite (zn) converge vers z∗ dans L2

Z([0, T ]). D’après
l’hypothèse (v) du Théorème 4.8, il existe une sous suite (znk) telle que

‖g(., znk(.))− g(., z∗(.))‖L1
E
→ 0.

Le Lemme 4.1 et la Proposition 4.1 nous permmettent d’écrire

‖uznk (t)− uz∗(t)‖ = ‖
∫ T

0
G(t, s)(üznk (s)− üz∗(s))ds‖

≤ T
∫ T

0
‖üznk (s)− üz∗(s)‖ds

= T
∫ T

0
‖f(s, uznk (s), u̇znk (s))− f(s, uz∗(s), u̇z∗(s))

+ g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖ds

≤ T
∫ T

0
(‖f(s, uznk (s), u̇znk (s))− f(s, uz∗(s), u̇z∗(s))‖

+ ‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖)ds,
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par la Lipschizité de f(t, ., .) nous aurons pour tout n ∈ IN,

‖uznk (t)− uz∗(t)‖ ≤ T
∫ T

0
[k1(s)‖uznk (s)− uz∗(s)‖+ k2(s)‖u̇znk (s)− u̇z∗(s)‖

+ ‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖]ds

≤ (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

)‖uznk − uz∗‖C1
E

+ T
∫ T

0
‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖ds,

d’où

‖uznk (t)−uz∗(t)‖ ≤ (T‖k1‖L1
IR

+‖k2‖L1
IR

)‖uznk−uz∗‖C1
E

+T
∫ T

0
‖g(s, znk(s))−g(s, z∗(s))‖ds.

(4.7.4)
Par les mêmes calculs nous aurons

‖u̇znk (t)− u̇z∗(t)‖ = ‖
∫ T

0

∂G

∂t
(t, s)(üznk (s)− üz∗(s))ds‖

≤
∫ T

0
‖üznk (s)− üz∗(s)‖ds

=
∫ T

0
‖f(s, uznk (s), u̇znk (s))− f(s, uz∗(s), u̇z∗(s))

+ g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖ds

≤
∫ T

0
(k1(s)‖uznk (s)− uz∗(s)‖+ k2(s)‖u̇znk (s)− u̇z∗(s)‖

+ ‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖)ds

≤ (‖k1‖L1
IR

+
1

T
‖k2‖L1

IR
)‖uznk − uz∗‖C1

E
+
∫ T

0
‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖ds,

d’où

T‖u̇znk (t)−u̇z∗(t)‖ ≤ (T‖k1‖L1
IR

+‖k2‖L1
IR

)‖uznk−uz∗‖C1
E

+T
∫ T

0
‖g(s, znk(s))−g(s, z∗(s))‖ds.

(4.7.5)
Les relations (4.7.4) et (4.7.5) nous donnent

‖uznk−uz∗‖C1
E
≤ (T‖k1‖L1

IR
+‖k2‖L1

IR
)‖uznk−uz∗‖C1

E
+T

∫ T

0
‖g(s, znk(s))−g(s, z∗(s))‖ds.
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D’où

(1− (T‖k1‖L1
IR

+‖k2‖L1
IR

))‖uznk −uz∗‖C1
E
≤ T

∫ T

0
‖g(s, znk(s))−g(s, z∗(s))‖ds,

et

‖uznk − uz∗‖C1
E
≤ T

1− (T‖k1‖L1
IR

+ ‖k2‖L1
IR

)

∫ T

0
‖g(s, znk(s))− g(s, z∗(s))‖ds.

Passant à la limite nous aurons la convergence de la suite (uznk ) vers uz∗ dans
C1
E([0, T ]).

Etape 2.
Montrons que l’application η : L2

Z([0, T ])→ C1
E([0, T ]) définie par η(z) = uz,

uz étant la solution unique du problème (Pf,g), est affine.
Soit (zi, uzi) ∈ gph(η), i = 1, 2, on pose li = uzi , donc (li, zi) ∈ G. Par la
convexité de G nous aurons pour tout λ ∈ [0, 1],

(λl1 + (1− λ)l2, λz1 + (1− λ)z2) ∈ G,

c’est à dire, pour tout t ∈ [0, T ],

λl1(t) + (1− λ)l2(t) = λuz1(t) + (1− λ)uz2(t) = uλz1+(1−λ)z2(t),

et donc

λη(z1)(t) + (1− λ)η(z2)(t) = η(λz1 + (1− λ)z2)(t)

et (λz1 + (1− λ)z2, η(λz1 + (1− λ)z2) ∈ gph(η). Par conséquent le graphe de
η est convexe, et par le Lemme 4.5 on conclut que η est affine.
Etape 3.
Montrons que g est affine sur Z, c’est à dire, pour tous x, y ∈ Z, et tout
b ∈ IR,

g(t, bx+ (1− b)y) = bg(t, x) + (1− b)g(t, y).

Soient x, y ∈ Z et b ∈ IR. Considérons les problèmes suivants

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, γ(t)), u(0) = u(T ) = 0 (4.7.6)

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, δ(t)), u(0) = u(T ) = 0 (4.7.7)

ü(t) = f(t, u(t), u̇(t)) + g(t, bγ(t) + (1− b)δ(t)), u(0) = u(T ) = 0 (4.7.8)
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avec γ(t) = xX[0,T ](t) et δ(t) = yX[0,T ](t). Soient u1, u2 et u3 les solutions

uniques dans W2,1
E ([0, T ]) des problèmes (4.7.6), (4.7.7) et (4.7.8) respective-

ment. D’après la définition de l’application η nous aurons

η(γ)(t) = u1(t), η(δ)(t) = u2(t) et η(bγ + (1− b)δ)(t) = u3(t).

Comme η est affine, on obtient pour tout t ∈ [0, T ],

η(bγ + (1− b)δ)(t) = bη(γ)(t) + (1− b)η(δ)(t),

d’où
u3(t) = bu1(t) + (1− b)u2(t), ∀ t ∈ [0, T ].

L’unicité des solutions des problèmes (4.7.6), (4.7.7) et (4.7.8) nous per-
mettent d’écrire

ü3(t) = f(t, u3(t), u̇3(t)) + bg(t, γ(t)) + (1− b)g(t, δ(t))

et
ü3(t) = f(t, u3(t), u̇3(t)) + g(t, bγ(t) + (1− b)δ(t)),

par conséquent

bg(t, γ(t)) + (1− b)g(t, δ(t)) = g(t, bγ(t) + (1− b)δ(t)),

c’est à dire,

bg(t, x) + (1− b)g(t, y) = g(t, bx+ (1− b)y),

donc g est affine sur Z, on conclut qu’il existe B ∈ L2
L(Z,E) et c : [0, T ]→ E

tel que g(t, z) = B(t)z + c(t) pour tout t ∈ [0, T ] et tout z ∈ Z.

Conclusion. Nous avons présenté dans ce chapitre un ensemble d’idées
dans la résolution d’un problème bien posé et son lien avec le contrôle op-
timale pour une équation différentielle du seconde ordre. Dans les perspec-
tives, nous allons essayer dans le premier temps, de traiter le même problème
en affaiblissant un petit peu les hypothèses suppoées sur f, en second lieu
d’étendre ce résultat aux inclusion différentielle.
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[6] D. Azzam-Laouir, Polycopié : Cours d’analyse convexe. Laboratoire de
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