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INTRODUCTION

Les équations aux différences est un objet mathématique très utilisé dans les contestes

différents dans plusieurs branches de la science, par exemple elles sont utilisées pour mo-

déliser quelques phénomènes dans la physique, la biologie, l’écologie,...etc. Une équation

aux différences est l’analogue discret d’une équation différentielle, c’est une équation relie

plusieurs termes d’une même suite.

Notre mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons des notions fondamentales sur les équations

aux différences linéaires et non linéaires.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du comportement des solution de deux

équations aux différences non linéaires d’ordre 3 et k + 1.

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’étude de deux systèmes d’équations aux

différentes non linéaires.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR LES ÉQUATIONS

AUX DIFFÉRENCES

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et théorèmes concernant les équa-

tions aux différences linéaires et non linéaires que l’on utilise dans les chapitres suivants.

Pour plus détails vous pouvez consulter [2], [3] et [6].

1.1 Équations aux différences linéaires

Définition 1.1. Une équation aux différences linéaire d’ordre k ∈ N∗ est une relation de

la forme

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + ...+ pk(n)y(n) = g(n), n ∈ Nn0 (1.1)

avec g et pi sont des fonctions réelles, i = 1, 2...k , pk(n) 6= 0, ∀n > n0 et

Nn0 = {n0, n0+1, ...}.

Définition 1.2. L’équation (1.1) est dite équation aux différences linéaire non homogène

si g(n) 6= 0, n ≥ n0.
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

Définition 1.3. L’équation (1.1) avec g ≡ 0 i.e., g(n) = 0,∀n > n0 et dite équation aux

différences homogène d’ordre k i.e.,

y(n+ k) + p1(n)y(n+ k − 1) + p2(n)y(n+ k − 2) + ...+ pk(n)y(n) = 0. (1.2)

Remarque. En général on associe k valeurs initiales avec l’équation aux différences (1.1)

i.e.,

y(n0) = c0, y(n0 + 1) = c1, ..., y(n0 + k − 1) = ck, (1.3)

où ci ∈ R(C), i = 1...k.

Lemme 1.4. L’équation aux différences (1.1) avec les valeurs initiales (1.3) admet une

et une seule solution.

Définition 1.5. Une solution de l’équation aux différences linéaire (1.1) est une suite

(x(n)n≥n0) ∈ K qui satisfait (1.1).

Définition 1.6. Les fonctions f1, f2, ..., fr sont dites linéairement dépendantes pour

n ≥ n0 s’il existe des constantes a1, a2, ..., ar pas toutes nulles vérifient

a1f1(n) + a2f2(n) + ...+ arfr(n) = 0, ∀n ≥ n0 (1.4)

Si aj 6= 0,on peut diviser (1.4) par aj pour obtenir

fj(n) = −a1

aj
f1(n)− −a2

aj
f2(n)− ...− −ar

aj
fr(n)

= −
∑
i 6=j

ai
aj
fi(n).

Définition 1.7. Un ensemble des k solutions de l’équation aux différences (1.2) linéaire-

ment indépendant est appelé ensemble fondamental.

Définition 1.8. Le Casoratien W (n) des solutions x1(n), x2(n), ..., xk(n) de l’équation

aux différences (1.2) est défini par

W (n) = det



x1(n) x2(n) . . . xk(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1) . . . xk(n+ 1)

. . . .

. . . .

. . . .

x1(n+ k − 1) x2(n+ k − 1) . . . xk(n+ k − 1)


. (1.5)
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

Exemple 1.9. Soit l’équation aux différences linéaire d’ordre 3 suivante

x(n+ 3) + 3x(n+ 2)− 4x(n+ 1)− 12x(n) = 0, n = 0, 1, ...

Cette équation a pour solutions 2n, (−2)n et (−3)n alors

W (n) = det


2n (−2)n (−3)n

2n+1 (−2)n+1 (−3)n+1

2n+2 (−2)n+2 (−3)n+2



= 2n(−2)n(−3)n det


1 1 1

2 (−2) (−3)

22 (−2)2 (−3)2


= −20(12)n.

Lemme 1.10. (Lemme d’Abel)

Soit x1(n), x2(n), ..., xk(n) des solutions de l’équation (1.2), alors

W (n) = (−1)k(n−n0)

n−1∏
i=n0

pk(i)
W (n0), n > n0

Notation
k∏
i=j

ai = 1, j > k.

k∑
i=j

ai = 0, j > k.

Démonstration. Nous allons montrer le lemme pour k = 3. Le cas général, on peut le

démontrer da la même façon.

Soient (x1(n))n≥n0 , (x2(n))n≥n0 , et (x3(n))n≥n0 trois solutions de (1.2).

Alors d’après la formule (1.5) on a

W (n+ 1) = det


x1(n+ 1) x2(n+ 1) x3(n+ 1)

x1(n+ 2) x2(n+ 2) x3(n+ 2)

x1(n+ 3) x2(n+ 3) x3(n+ 3)

 . (1.6)

De (1.2), on a pour tout 1 ≤ i ≤ 3,

xi(n+ 3) + p3(n)xi(n) + p1(n)xi(n+ 2) + p2(n)xi(n+ 1) = 0,
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

ou

xi(n+ 3) = −p3(n)xi(n)− p1(n)xi(n+ 2)− p2(n)xi(n+ 1).

En substituant la valeur de xi(n+ 3), i = 1, 2, 3 dans (1.6), on obtient

W (n+ 1) = det


x1(n+ 1) x2(n+ 1) x3(n+ 1)

x1(n+ 2) x2(n+ 2) x3(n+ 2)

α β γ

 , (1.7)

où

α = −p3(n)x1(n)− [p1(n)x1(n+ 2) + p2(n)x1(n+ 1)],

β = −p3(n)x2(n)− [p1(n)x2(n+ 2) + p2(n)x2(n+ 1)],

γ = −p3(n)x3(n)− [p1(n)x3(n+ 2) + p2(n)x3(n+ 1)].

En utilisant les propriétés du déterminant dans (1.7), on obtient

W (n+ 1) = det


x1(n+ 1) x2(n+ 1) x3(n+ 1)

x1(n+ 2) x2(n+ 2) x3(n+ 2)

−p3(n)x1(n) −p3(n)x2(n) −p3(n)x3(n)



= −p3(n) det


x1(n+ 1) x2(n+ 1) x3(n+ 1)

x1(n+ 2) x2(n+ 2) x3(n+ 2)

x1(n) x2(n) x3(n)



= −p3(n)(−1)2 det


x1(n) x2(n) x3(n)

x1(n+ 2) x2(n+ 2) x3(n+ 2)

x1(n+ 1) x2(n+ 1) x3(n+ 1)


W (n+ 1) = (−1)3p3(n)W (n). (1.8)

W (n) = (−1)3p3(n− 1)W (n− 1)

W (n− 1) = (−1)6p3(n− 2)W (n− 2)

.

.

.

W (n0 + 1) = (−1)3(n−n0)p3(n0)W (n0).
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

Par recense la solution est donne par

W (n) =
n−1∏
i=n0

(−1)3p3(i)
W (n0), n > n0

= (−1)3(n−n0)

n−1∏
i=n0

p3(i)W (n0)
 .

Corollaire 1.11. La famille des solutions

{(x1(n))n≥n0 , (x2(n))n≥n0 , ..., (xk(n))n≥n0}

de l’équation (1.2) est linéairement indépendante si et seulement si W (n) 6= 0, ∀n ≥ n0.

Démonstration. Soient α1, α2, ..., αk ∈ K telle que

α1x1(n) + α2x2(n) + ...+ αkxk(n) = 0, n ≥ n0

α1x1(n+ 1) + α2x2(n+ 1) + ...+ αkxk(n+ 1) = 0, n ≥ n0

.

.

.

α1x1(n+ k − 1) + α2x2(n+ k − 1) + ...+ αkxk(n+ k − 1) = 0, n ≥ n0

Ce système s’écrit

X(n).b = 0, (1.9)

avec

X(n) =



x1(n) x2(n) . . . xk(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1) . . . xk(n+ 1)

. . . .

. . . .

. . . .

x1(n+ k − 1) x2(n+ k − 1) . . . xk(n+ k − 1)
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

et

b =



α1

α2

.

.

.

αk



detX(n) = W (n).

Le système (1.9) admet uniquement la solution triviale si et seulement

detX(n) = W (n) 6= 0, n ≥ n0.

Théorème 1.12. L’ensemble des solutions {x1(n), x2(n), ..., xk(n)} de (1.2) est dit en-

semble fondamental si et seulement si pour un certain n0 ∈ Z+ le Casoratien W (n0) 6= 0.

Exemple 1.13. Vérifier que 5n, 2n, 3n est un ensemble fondamental de l’équation

x(n+ 3)− 10x(n+ 2) + 31x(n+ 1)− 30x(n) = 0.

Solutions de l’équation sont 5n, 2n et 3n donc le Casoratien de ces solutions est donné par

W (n+ 1) = det


5n 2n 3n

5n+1 2n+1 3n+1

5n+2 2n+2 3n+2



W (0) = det


1 1 1

5 2 3

25 4 9


= 6 6= 0.

Ainsi d’après le Corollaire (1.11) les solutions 5n, 2n et 3n sont linéairement indépendantes

et donc forment un ensemble fondamental.

Le théorème suivant montre que l’équation aux différences linéaire homogène (1.2)

admet toujours un ensemble fondamental de solutions .
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Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

Théorème 1.14. (Théorème Fondamental )

Si pk(n) 6= 0, ∀n ≥ n0 alors l’équation aux différences (1.2) admet un ensemble fondamen-

tal de solutions.

Démonstration. Soit la famille des solutions {(x1(n))n≥n0 , (x2(n))n≥n0 , ..., (xk(n))n≥n0}

de l’équation (1.2) avec les valeurs initiales

x1(n0) = 1, x1(n0 + 1) = ... = x1(n0 + k − 1) = 0 e1 = (1, 0, ..., 0).

x2(n0) = 0, x2(n0 + 1) = 1, x2(n0 + 2) = ... = x2(n0 + k − 1) = 0 e2 = (0, 1, ..., 0).

.

.

.

xk(n0) = ... = xk(n0 + k + 2) = 0, xk(n0 + k − 1) = 1 ek(0, 0, ..., 1).

W (n0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . .

. . . .

. . . .

0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det Ik = 1 6= 0.

Lemme 1.15. Si (x1(n))n≥n0 , (x2(n))n≥n0, sont des solutions de l’équation (1.1), alors

(x1(n)− x2(n)) est une solution de l’équations aux différence (1.2).

Définition 1.16. Soit {x1(n), x2(n), ..., xk(n)} un ensemble fondamental de solutions de

(1.2). Alors la solution générale de (1.2) est donnée par

x(n) =
k∑
i=1

aixi(n),

pour des constantes arbitraires ai.

Théorème 1.17. Soient {(x1(n))n≥n0 , (x2(n))n≥n0 , ..., (xk(n))n≥n0} un ensemble fonda-

mental de solutions de l’équation (1.2), alors toute solution de l’équation (1.1) prend la

10



Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

forme

y(n) =
k∑
i=1

aixi(n) + yp(n).

Pour yp(n) est un solution particulière.

Démonstration. Soit (y(n))n≥n0 la solution générale de l’équation (1.1) et (yp(n))n≥n0

est solution particulière.

D’après le lemme précédant (y(n)− yp(n)), n ≥ n0 est une solution de l’équation aux

différences (1.2) donc

y(n)− yp(n) =
k∑
i=1

aixi(n), n ≥ n0

i.e.,

y(n) =
k∑
i=1

aixi(n) + yp(n), n ≥ n0.

Dans la partie suivante, on s’intéresse aux équations aux différences linéaires à coeffi-

cients constants.

Équations aux différences linéaire homogène à coefficients constants

Considérons l’équation aux différences d’ordre k suivante

y(n+ k) + p1y(n+ k − 1) + p2y(n+ k − 2) + ...+ pky(n) = 0 , (1.10)

telle que n ∈ Nn0 , pi ∈ R, i = 1, ..., k et pk 6= 0.

Le but est de trouver un ensemble fondamental de solutions et par conséquent la solution

générale de (1.10).

Théorème 1.18. L’équation (1.10) a des solutions de la forme x(n) = λn, λ ∈ C∗, où λ

est une racine du polynôme

p(λ) = λk + p1λ
k−1 + p2λ

k−2 + ...+ pk.

Démonstration. On a x(n) = λn solution de l’équation (1.10) donc

λn+k + p1λ
n+k−1 + p2λ

n+k−2 + ...+ pkλ
n = 0 ,

11



Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

λn[λk + p1λ
k−1 + p2λ

k−2 + ...+ pk] = 0 ,

et λn 6= 0 alors

λk + p1λ
k−1 + p2λ

k−2 + ...+ pk = 0.

Définition 1.19. Le polynôme P donne par

p(λ) = λk + p1λ
k−1 + p2λ

k−2 + ...+ pk,

s’appelle polynôme caractéristique associé à l’équation aux différences (1.10).

Théorème 1.20. Si λ1, λ2, ..., λk sont k racines deux à deux distinctes du polynôme P

alors {λn1 , λn2 , ..., λnk} est un ensemble fondamental de solutions de l’équation (1.10).

Démonstration. Soit λ1, λ2, ..., λk les racines distinctes du polynôme caractéristique,

alors λn1 , λn2 , ..., λnk sont des solutions de l’équation (1.10) et soit W (n) le Casoratien de

ces solutions donc

W (n) = det



λn1 λn2 . . . λnk

λn+1
1 λn+1

2 . . . λn+1
k

. . . .

. . . .

. . . .

λn+k−1
1 λn+k−1

2 . . . λn+k−1
k



= (λ1λ2...λk)n det



1 1 . . . 1

λ1 λ2 . . . λk

. . . .

. . . .

. . . .

λk−1
1 λk−1

2 . . . λk−1
k


= (λ1λ2...λk)n

∏
1≤i<j≤k

(λi − λj).

Comme λi 6= λj,∀i 6= j alors W (n) 6= 0 et par conséquent {λn1 , λn2 , ..., λnk} est un ensemble

fondamental de solutions de l’équation (1.10), et la solution générale de cette équation

s’écrit

x(n) = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 + ...+ ckλ

n
k ,

12



Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

avec ci ∈ C, i = 1, ..., k, n ≥ n0.

Proposition 1.21. [2]

Supposons que λ1, λ2, ..., λr, r < k sont les racines du polynôme caractéristique avec les

multiplicités m1,m2, ...,mr respectivement telle que ∑r
i=1mi = k alors

{λn1 , nλn1 , ..., nm1−1λn1 , λ
n
2 , nλ

n
2 , ..., n

m2−1λn2 , ..., λ
n
r , nλ

n
r , ..., n

mr−1λnr }

est un ensemble fondamental de l’équation (1.10) et la solution générale s’écrit

y(n) =
r∑
i=1

mi−1∑
j=0

cijn
iλni , cij ∈ C.

Table 1.1 – Tableau des solutions particulières yp(n) de l’équation (1.2)
g(n) yp(n)

an c1a
n

nK c0 + c1n+ ...+ ckn
k

nkak c0a
n + c1na

n + ...+ ckn
kan

sin(bn), cos(bn) c1 sin(bn) + c2 cos(bn)

an sin(bn), an cos(bn) (c1 sin(bn) + c2 cos(bn))an

annk sin(bn), annk cos(bn) (c0 + c1n+ ...+ ckn
k)an sin(bn) + (d0 + d1n+ ...+ dkn

k)an cos(bn)

Exemple 1.22. Soit l’équation d’ordre 2

y(n+ 2) + 8y(n+ 1) + 12y(n) = en , n ∈ N. (1.11)

Le polynôme caractéristique est

p(λ) = λ2 + 8λ+ 12 .

Les racines sont λ1 = −6 et λ2 = −2.

Donc la solution générale de l’équation (1.11) est

yh(n) = c1(−6)n + c2(−2)n.

Solution particulière de l’équation (1.11) a la forme

yp(n) = ken,

13



Chapitre 1. Généralités sur les équations aux différences

on remplaça yp(n) = ken dans l’équation (1.11), nous obtenons

ken+2 + 8ken+1 + 12ken = en,

donc

ke2 + 8ke+ 12k = 1

d’où

k = 1
e2 + 8e+ 12

donc

yp(n) = en

e2 + 8e+ 12 .

Ainsi la solution générale de (1.11)

y(n) = yp(n) + yh(n)

= c1(−6)n + c2(−2)n + en

e2 + 8e+ 12 .

1.2 Équations aux différences non linéaires

Définition 1.23. Soit G une partie non vide de R et f : N × Gk+1 −→ G une fonction

continue.

Une équation aux différences non linéaire non autonome d’ordre k+1 est une équation

de la forme

x(n+ 1) = f(n, x(n), x(n− 1), ..., x(n− k)), n = 0, 1, 2... (1.12)

avec x(k), x(k − 1), ..., x(1), x(0) sont les valeurs initiales et la fonction f n’est pas de la

forme (1.1).

Remarque. Une équation aux différences non linéaire autonome d’ordre k + 1 est une

équation de la forme

x(n+ 1) = f(x(n), x(n− 1), ..., x(n− k)), n = 0, 1, 2... (1.13)

Exemple 1.24. L’équation

x(n+ 2) = x(n− 1)
1− x(n)x(n− 1) ,
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avec x(0), x(1) ∈]0,+∞[ , n = 0, 1... est une équation aux différence non linéaire autonome

d’ordre 3.

Définition 1.25. Une solution de l’équation aux différences non linéaire (1.12) (respect(1.13))

est une suite vérifie l’équation (1.12) (respect(1.13)).

En général, on ne peut pas résoudre les équations aux différences non linéaires. Mais

il ya a équations que l’on peut résoudre on les transforme à des équations linéaires.

Dans cette partie on discute quelques types de ces équations.

Transformation d’une équations aux différences non linéaire a une équation

aux différences linéaire

Type 1 : Équation de Riccati

x(n+ 1)x(n) + p(n)x(n+ 1) + q(n)x(n) = 0 , ∀n ∈ N. (1.14)

Pour résoudre cette équation, on pose

z(n) = 1
x(n) ,

et en remplaçant dans (1.14), on trouve

q(n)z(n+ 1) + p(n)z(n) + 1 = 0 , ∀n ∈ N.

Pour l’équation non homogène

y(n+ 1)y(n) + p(n)y(n+ 1) + q(n)y(n) = g(n), (1.15)

on pose

y(n) = z(n+ 1)
z(n) − p(n) ,

et en remplaçant dans (1.15) on obtient

z(n+ 2) + (q(n)− p(n+ 1))z(n+ 1)− (g(n) + p(n)q(n))z(n) = 0,

qui est une équation linéaire.

Exemple 1.26. Résoudre l’équation x(n+ 1) = x(n)
2+x(n) .
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on a

x(n+ 1) = x(n)
2 + x(n) ,

i.e.,

2x(n+ 1) + x(n+ 1)x(n) = x(n).

En posant

x(n) = 1
y(n)

on trouve
2

y(n+ 1) + 1
y(n+ 1)y(n) = 1

y(n) ,

donc

y(n+ 1)− 2y(n) = 1. (1.16)

Le polynôme caractéristique de l’équation homogène associée à (1.16) est

P (λ) = λ− 2.

Le seule racine du polynôme P est λ = 2 donc

yh(n) = c12n.

Solution particulière est

yp(n) = c,

en remplaçant yp(n) dans (1.16) on obtient

c− 2c = 1

i.e., c = −1 et donc

yp(n) = −1.

D’où la solution générale de (1.16) est

y(n) = c12n − 1.

Et on a

y0 = c1 − 1 et y0 = 1
x0

,

donc

c1 = x0 + 1
x0

,
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alors

y(n) = (x0 + 1)2n − x0

x0
,

d’où

x(n) = x0

(x0 + 1)2n − x0
.

Type 2 : Soit l’équation

x(n+ 1) = a(n)x(n) + b(n)
c(n)x(n) + d(n) , (1.17)

avec c(n) 6= 0 et a(n)d(n)− b(n)c(n) 6= 0, ∀n ≥ 0.

Pour résoudre cette équation on pose

c(n)x(n) + d(n) = y(n+ 1)
y(n) . (1.18)

En substituant x(n) par
y(n+ 1)
c(n)y(n) −

d(n)
c(n)

dans (1.17) nous obtenons

y(n+ 2)
c(n+ 1)y(n+ 1) −

d(n+ 1)
c(n+ 1) =

a(n)
[
y(n+1)
c(n)y(n) −

d(n)
c(n)

]
+ b(n)

y(n+1)
y(n)

cette équation s’écrit sous la forme

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = 0, y(0) = 1, y(1) = c(0)x(0) + d(0), (1.19)

où

p1(n) = −c(n)d(n+ 1) + a(n)c(n+ 1)
c(n)

et

p2(n) = (a(n)d(n)− b(n)c(n))c(n+ 1)
c(n) .

Exemple 1.27. Résoudre l’équation aux différences

x(n+ 1) = x(n) + b

x(n) + 1 , b 6= 1, b > 0, (1.20)

avec a = c = d = 1, et on a ad− bc = 1− b 6= 0 car b 6= 1

on pose

x(n) = y(n+ 1)
y(n) − 1 (1.21)
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dans (1.20), on obtient

y(n+ 2)− 2y(n+ 1) + (1 + b)y(n) = 0, y(0) = 1, y(1) = x(0) + 1.

Le polynôme caractéristique de cette équation est

P (λ) = λ2 − 2λ+ (b+ 1).

Les racines du polynôme caractéristique sont

λ1 = 1−
√
b et λ1 = 1 +

√
b,

par conséquent

yh(n) = c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n.

De la forme (1.21) nous avons

x(n) = y(n+ 1)
y(n) − 1

= c1(1−
√
b)n+1 + c2(1 +

√
b)n+1

c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n

− 1

= c1(1−
√
b)n+1 + c2(1 +

√
b)n+1 − c1(1−

√
b)n + c2(1 +

√
b)n

c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n

= c1(1−
√
b)n[1−

√
b− 1] + c2(1 +

√
b)n[1 +

√
b− 1]

c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n

= −
√
bc1(1−

√
b)n +

√
bc2(1 +

√
b)n

c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n

=
√
b[−c1(1−

√
b)n + c2(1 +

√
b)n]

c1(1−
√
b)n + c2(1 +

√
b)n

=
√
b[−(1−

√
b)n + c(1 +

√
b)n]

(1−
√
b)n + c(1 +

√
b)n

,

avec c = c2
c1
.

Type3 : Équations aux différences homogènes de type

f

(
x(n+ 1)
x(n) , n

)
= 0.

On pose

z(n) = x(n+ 1)
x(n)

Pour obtenir une équation linéaire en z(n).
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Exemple 1.28. Résoudre l’équation aux différences

(y(n+ 1))2 − 2y(n+ 1)y(n)− 3(y(n))2 = 0. (1.22)

En divisant par (y(n))2, l’équation (1.22) revient(
y(n+ 1)
y(n)

)2

−
(
y(n+ 1)
y(n)

)
− 3 = 0, (1.23)

qui est du type 3.

On pose

z(n) = y(n+ 1)
y(n)

dans l’équation (1.23), on obtient

z(n)2 − 2z(n)− 3 = 0,

i.e.,

(z(n) + 1)(z(n)− 3) = 0,

alors

y(n+ 1) = −1y(n) ou y(n+ 1) = 3y(n)

i.e.,

y(n+ 1) + y(n) = 0 ou y(n+ 1)− 3y(n) = 0.

Donc les solutions sont

y(n) = c1 ou y(n) = c23n.

Type4 : Considérons l’équation suivante

(y(n+ k))r1(y(n+ k − 1))r2 ...(y(n))rk−1 = g(n),

avec ri et g(n) sont des valeurs positives, i = 1, 2, ..., k − 1.

Soit z(n) = lny(n).

Alors

r1z(n+ k) + r2z(n+ k − 1) + ...+ rk+1z(n) = lng(n).

Exemple 1.29. Résoudre l’équation aux différences

y(n+ 2) = (y(n+ 1))3

(y(n))2 . (1.24)
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Soit z(n) = ln(y(n)).

Alors (1.24) revient

z(n+ 2)− 3z(n+ 1) + 2z(n) = 0.

Le polynôme caractéristique est

p(λ) = λ2 − 3λ+ 2.

Donc le racines caractéristiques sont

λ1 = 1 et λ2 = 2.

Alors

z(n) = c1 + c22n.

Donc

y(n) = ez(n) = ec1+c2(2)n

.

1.3 Notion de stabilité

Définition 1.30. Un point x̄ ∈ G est dit point d’équilibre de l’équation (1.13) si

x̄ = f(x̄, x̄, ..., x̄).

Définition 1.31. Supposons que la fonction f dans l’équation (1.13) est différentiable au

voisinage du point x̄, alors l’équation linéaire associée à l’équation (1.13) autour du point

d’équilibre x̄ est donnée par

y(n+ 1) = c0y(n) + c1y(n− 1) + ...+ cky(n− k), (1.25)

avec

ci = ∂f

∂ui
(x̄, x̄, ..., x̄), i = 0, ..., k ,

où u0 = x(n), u1 = x(n− 1), ..., uk = x(n− k).

Le polynôme caractéristique associé à l’équation (1.25) est

p(λ) = λk+1 − c0λ
k − ...− ck. (1.26)

Définition 1.32. Soit x̄ un point d’équilibre de l’équation (1.13).
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i) On dit que x̄ est localement stable si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x(−k), ..., x(0) ∈ G : |x(−k)− x̄|+ ...+ |x(0)− x̄| < δ

alors |x(n)− x̄| < ε,∀n ≥ −k.

ii) On dit que x̄ est localement asymptotiquement stable si x̄ est localement stable et

∀δ > 0,∀x(−k), ..., x(0) ∈ G : |x(−k)−x̄|+...+|x(0)−x̄| < δ alors lim
n→+∞

x(n) = x̄.

iii) On dit que x̄ est globalement attractif si

∀x(−k), ..., x(0) ∈ G : lim
n→+∞

x(n) = x̄.

iv) On dit que x̄ est globalement asymptotiquement stable s’il est localement stable et

globalement attractif.

v) Le point x̄ est dit instable s’il n’est pas stable.

Théorème 1.33. (Stabilité par linéarisation)

i) Si toutes les racines du polynôme caractéristique sont de module inférieure à 1

alors point d’équilibre de l’équation (1.13) est localement asymptotiquement stable.

ii) S’il existe, au moins une racine du polynôme caractéristique de module supérieur

à 1 alors le point d’équilibre x̄ est instable.

Théorème 1.34. [3] Supposons que les coefficients de l’équation (1.25) c0, c1,..., ck sont

des nombres réels vérifient

|c0|+ |c1|+ ...+ |ck| < 1,

alors toutes les racines du polynôme caractéristique (1.26) sont de module inférieur à 1.
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CHAPITRE 2

QUELQUES ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES NON LINÉAIRES

Dans ce chapitre on étudie deux équations aux différences non linéaires d’ordre 3 et

k + 1. Les références utilisées sont [4] et [5].

2.1 L’équation x(n + 1) = x(n)x(n−2)
x(n−1)(a+bx(n)x(n−2))

Considérons l’équation aux différences d’ordre 3 suivante

x(n+ 1) = x(n)x(n− 2)
x(n− 1)(a+ bx(n)x(n− 2)) , n = 0, 1, ... (2.1)

avec les valeurs initiales x(0), x(−1) et x(−2) sont des nombres réels strictement positifs,

x(−1) 6= 0 et bx(0)x(−2) 6= a.

Dans les théorèmes suivants, on donne les solutions de l’équation (2.1) dans 3 cas diffé-

rents.
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1er Cas : si a = b = 1 .

Dans ce cas l’équation (2.1) revient

x(n+ 1) = x(n)x(n− 2)
x(n− 1)(1 + x(n)x(n− 2)) . (2.2)

Théorème 2.1. Soit x(n) une solution de l’équation (2.2) où les valeurs initiales x(0),

x(−1) et x(−2) sont des nombres réels strictement positifs. Alors la solution de l’équation

(2.2) a la forme suivante

x(4n− 3) = x(0)x(−2)
x(−1)(1− x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]
. (2.3)

x(4n− 2) = x(−2)
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]
. (2.4)

x(4n− 1) = x(−1)
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))

]
. (2.5)

x(4n) = x(0)
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

(1 + (4i)x(0)x(−2))

]
. (2.6)

où n = 1, 2...

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence.

Le résultat est vrai pour n = 1.

Supposons que n > 0 et le résultat est vrai pour n = n− 1, i.e.,

x(4n− 7) = x(0)x(−2)
x(−1)(1− x(0)x(−2))

n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]
(2.7)

x(4n− 6) = x(−2)
n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]
(2.8)

x(4n− 5) = x(−1)
n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))

]
(2.9)

x(4n− 4) = x(0)
n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

(1 + (4i)x(0)x(−2))

]
(2.10)

et montrons qu’il est vrai pour n.

De (2.2), (2.8), (2.9) et (2.10) on trouve

x(4n− 3) = x(4n− 4)x(4n− 6)
x(4n− 5)(1 + x(4n− 4)x(4n− 6))
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x(4n− 3) =

{
x(0)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

(1+(4i)x(0)x(−2))

]}{
x(−2)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−4)x(0)x(−2))
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

]}
{
x(−1)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−3)x(0)x(−2))
(1+(4i−1)x(0)x(−2))

]}
× 1(

1 +
{
x(0)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

(1+(4i)x(0)x(−2))

]}{
x(−2)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−4)x(0)x(−2))
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

]})
=
(
x(0)x(−2)
x(−1)

)
1

(1 + (4n− 4)x(0)x(−2))(1 + x(0) + x(−2)/(1 + (4n− 4)x(0)x(−2))

×
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]

=
(
x(0)x(−2)
x(−1)

)
1

(1 + (4n− 4)x(0)x(−2) + x(0) + x(−2))

n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]

=
(
x(0)x(−2)
x(−1)

)
1

(1 + (4n− 3)x(0)x(−2))

n−1∏
i=1

[
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]

x(4n− 3) =
(
x(0)x(−2)
x(−1)

)
1

1− x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]
.

De (2.2), (2.3), (2.9) et (2.10) nous avons

x(4n− 2) = x(4n− 3)x(4n− 5)
x(4n− 4)(1 + x(4n− 3)x(4n− 5))

=

{
x(0)x(−2)

x(−1)(1−x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1+(4i−5)x(0)x(−2))
(1+(4i−3)x(0)x(−2))

]}{
x(−1)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−3)x(0)x(−2))
(1+(4i−1)x(0)x(−2))

]}
{
x(0)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

(1+(4i)x(0)x(−2))

]}
× 1[

1 +
{

x(0)x(−2)
x(−1)(1−x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1+(4i−5)x(0)x(−2))
(1+(4i−3)x(0)x(−2))

]}{
x(−1)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−3)x(0)x(−2))
(1+(4i−1)x(0)x(−2))

]}]

=

{
x(0)x(−2)(1+(4n−5)x(0)x(−2))

(1−x(0)x(−2))(1+(4n−3)x(0)x(−2))
(1−x(0)x(−2))

(1+(4n−5)x(0)x(−2)

}
{
x(0)

n−1∏
i=1

[
(1+(4i−2)x(0)x(−2))

(1+(4i)x(0)x(−2))

]} [
1 +

{
x(0)x(−2)(1+(4n−5)x(0)x(−2))

(1−x(0)x(−2))(1+(4n−3)x(0)x(−2))
(1−x(0)x(−2))

(1+(4n−5)x(0)x(−2))

}]

=

{
x(−2)

(1+(4n−3)x(0)x(−2))

}
[
1 +

{
x(0)x(−2)

(1+(4n−3)x(0)x(−2))

}] n−1∏
i=1

[
(1 + (4i)x(0)x(−2))

(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]

= x(−2)
[1 + (4n− 3)x(0)x(−2) + x(0)x(−2)]

n−1∏
i=1

[
(1 + (4i)x(0)x(−2))

(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]

x(4n− 2) = x(−2)
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]
.
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De (2.2), (2.3), (2.4) et (2.10) on trouve

x(4n− 1) = x(4n− 2)x(4n− 4)
x(4n− 3)(1 + x(4n− 2)x(4n− 3)

=

{
x(−2)

n∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)
1+(4i−2)x(0)x(−2)

]}{
x(0)

n−1∏
i=1

[
1+(4i−2)x(0)x(−2)

1+(4i)x(0)x(−2)

]}
{

x(0)x(−2)
x(−1)(1−x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
1+(4i−5)x(0)x(−2)
1+(4i−3)x(0)x(−2)

]}
× 1[

1 +
{
x(−2)

n∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)
1+(4i−2)x(0)x(−2)

]}{
x(0)

n−1∏
i=1

[
1+(4i−2)x(0)x(−2)

1+(4i)x(0)x(−2)

]}]

=
x(−1)(1− x(0)x(−2))

[
1+(4n−4)x(0)x(−2)
1+(4n−2)x(0)x(−2)

] {n−1∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)

1+(4i)x(0)x(−2)

]}
{

n∏
i=1

[
1+(4i−5)x(0)x(−2)
1+(4i−3)x(0)x(−2)

]} [
1 + x(0)x(−2)

[
1+(4n−4)x(0)x(−2)
1+(4n−2)x(0)x(−2)

] {n−1∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)

1+(4i)x(0)x(−2)

]}]

=
x(−1)(1− x(0)x(−2))

[
1+(4n−4)x(0)x(−2)
1+(4n−2)x(0)x(−2)

] {
1

1+(4n−4)x(0)x(−2)

}
{

n∏
i=1

[
1+(4i−5)x(0)x(−2)
1+(4i−3)x(0)x(−2)

]} [
1 + x(0)x(−2)

[
1+(4n−4)x(0)x(−2)
1+(4n−2)x(0)x(−2)

] {
1

1+(4n−4)x(0)x(−2)

}]

=
x(−1)(1− x(0)x(−2))

[
1

1+(4n−2)x(0)x(−2)

]
[
1 + x(0)x(−2)

[
1

1+(4n−2)x(0)x(−2)

]] n∏
i=1

[
1 + (4i− 3)x(0)x(−2)
1 + (4i− 5)x(0)x(−2)

]

= x(−1)(1− x(0)x(−2))
[1 + (4n− 1)x(0)x(−2)]

n∏
i=1

[
1 + (4i− 3)x(0)x(−2)
1 + (4i− 5)x(0)x(−2)

]

= x(−1)(1− x(0)x(−2))
(1− x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
1 + (4i− 3)x(0)x(−2)
1 + (4i− 1)x(0)x(−2)

]

x(4n− 1) = x(−1)
n∏
i=1

[
1 + (4i− 3)x(0)x(−2)
1 + (4i− 1)x(0)x(−2)

]
.

De (2.2), (2.3), (2.4) et (2.5) on a

x(4n) = x(4n− 1)x(4n− 3)
x(4n− 2)(1 + x(4n− 1)x(4n− 3))

=
x(0)

1−x(0)x(−2)

{
n∏
i=1

[
1+(4i−5)x(0)x(−2)
1+(4i−1)x(0)x(−2)

]}
n∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)
1+(4i−2)x(0)x(−2)

] (
1 + x(0)

1−x(0)x(−2)

{
n∏
i=1

[
1+(4i−5)x(0)x(−2)
1+(4i−1)x(0)x(−2)

]})

=
x(0)

1+(4n−1)x(0)x(−2)
n∏
i=1

[
1+(4i−4)x(0)x(−2)
1+(4i−2)x(0)x(−2)

] (
1 + x(0)

1+(4n−1)x(0)x(−2)

)
= x(0)

(1 + (4n− 1)x(0)x(−2) + x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
1 + (4i− 2)x(0)x(−2)
1 + (4i− 4)x(0)x(−2)

]

= x(0)
1 + (4n)x(0)x(−2)

n∏
i=1

[
1 + (4i− 2)x(0)x(−2)
1 + (4i− 4)x(0)x(−2)

]

x(4n) = x(0)
n∏
i=1

[
1 + (4i− 2)x(0)x(−2)

1 + (4i)x(0)x(−2)

]
.
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Proposition 2.2. Soit p = x(0)x(−2).

Nous avons les relations suivantes entre les terme de la solution de l’équations (2.2).

i) x(4n− 3)x(4n− 1) = p
1+(4n−1)p

ii) x(4n)x(4n− 2) = p
1+(4n)p

iii) 1
x(4n)x(4n−2) −

1
x(4n−3)x(4n−1) = 1.

Démonstration.

i) De l’équation (2.3) et l’équation (2.5) nous avons

x(4n− 3)x(4n− 1) =
{

x(0)x(−2)
x(−1)(1− x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))

]}

×
{
x(−1)

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 3)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))

]}

=
{

x(0)x(−2)
(1− x(0)x(−2))

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 1)x(0)x(−2))

]}

= p

(1− p)
(1− p)(1 + 3p)...(1 + (4n− 5)p)

(1− p)(1 + 3p)(1 + 7p)...(1 + (4n− 1)p)

= p

(1− p)
(1− p)

(1 + (4n− 1)p)

x(4n− 3)x(4n− 1) = p

(1 + (4n− 1)p) .

ii) De l’équation (2.4) et l’équation (2.6) nous avons

x(4n)x(4n− 2) = x(0)
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

(1 + (4i)x(0)x(−2))

]{
x(−2)

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)x(0)x(−2))
(1 + (4i− 2)x(0)x(−2))

]}

= x(0)x(−2)
{

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)x(0)x(−2))

(1 + (4i)x(0)x(−2))

]}

= p
(1)(1 + 4p)...(1 + (4n− 4)p)
(1 + 4p)(1 + 8p)...(1 + (4n)p)

x(4n)x(4n− 2) = p

(1 + (4n)p) .

iii) On a de i) et ii)

1
x(4n− 3)x(4n− 1) = 1 + (4n− 1)p

p

et
1

x(4n)x(4n− 2) = 1 + (4n)p
p

.

26



chapitre2 : Équations aux différence non linéaires

Donc

1
x(4n)x(4n− 2) −

1
x(4n− 3)x(4n− 1) = 1 + (4n)p

p
− 1 + (4n− 1)p

p

= p

p

= 1.

Théorème 2.3. Toute solution de l’équation (2.2) est majorée.

Démonstration. Nous avons

x(n+ 1) = x(n)x(n− 2)
x(n− 1)(1 + x(n)x(n− 2))

= x(n)x(n− 2)
x(n− 1) + x(n− 1)x(n)x(n− 2) ≤

1
x(n− 1) .

Alors

x(n) ≤ 1
x(n− 2) pour tout n ≥ 0.

Donc chaque solution de l’équation (2.2) est majorée par

M = max
(

1
x(0) ,

1
x(−1) ,

1
x(−2)

)
.

2èmeCas : a = 1 et b = −1 .

Dans ce cas l’équation (2.1) revient

x(n+ 1) = x(n)x(n− 2)
x(n− 1)(1− x(n)x(n− 2)) . (2.11)

Théorème 2.4. Soit x(n) une solution de l’équation (2.11) et x(0) = h, x(−1) = k ,

x(−2) = r et p = x(0)x(−2).

Donc la solution de l’équation (2.11) a la forme suivante

x(4n− 3) = hr

k(1− p)

n∏
i=1

[
(1 + (4i− 5)p)
(1− (4i− 3)p)

]
. (2.12)

x(4n− 2) = r
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 4)p)
(1− (4i− 2)p)

]
. (2.13)

x(4n− 1) = k
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 3)p)
(1− (4i− 1)p)

]
. (2.14)

x(4n) = h
n∏
i=1

[
(1 + (4i− 2)p)

(1− (4i)p)

]
. (2.15)

où n = 1, 2...
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3èmeCas : si a 6= 1 .

Théorème 2.5. Soit x(n) une solution de l’équation (2.1) et x(0) = h, x(−1) = k ,

x(−2) = r.

Alors la solution de l’équation (2.1) a la forme suivante

x(1) = p

k(a+ bp) , x(2) = r

a2 + 2abp .

x(3) = k(a+ b)
a3(a2 + 1)bp, x(4) = h(a2 + 2ab)

a4 + (2a3 + a+ 1)bp .

x(4n− 3) = p

k(a+ bp)

n∏
i=2

a4i−5 + bp{2a2i−6 + 1−a4i−7

1−a }
a4i−3 + bp{2a4i−4 + 1−a4i−5

1−a }

 .
x(4n− 2) = r

∏n−1
i=1 a

4i + bp{2a4i−1 + 1−a4i−2

1−a }∏n
i=1 a

4i−2 + bp{2a4i−3 + 1−a4i−4

1−a }
.

x(4n− 1) = k

∏n
i=2 a

4i−3 + bp{2a4i−4 + 1−a4i−5

1−a }∏n+1
i=2 a

4i−5 + bp{2a4i−6 + 1−a4i−7

1−a }
.

x(4n) = h
n∏
i=1

a4i−2 + bp{2a2i−3 + 1−a4i−4

1−a }
a4i + bp{2a4i−1 + 1−a4i−2

1−a }

 .
où p = x(0)x(−2) et n = 1, 2...

Maintenant revenons à l’équation (2.1) et cherchons ses points d’équilibre puis nous

étudions la stabilité de ces points.

Lemme 2.6. Les points d’équilibre de l’équation aux différences (2.1) sont ±
√

1−a
b

si

{a ∈]−∞, 1[ et b ∈ R∗+ ou a ∈]1,+∞[ et b ∈ R∗−}.

Démonstration. Pour trouver les points d’équilibre de (2.1), on résout l’équation

x̄ = f(x̄, x̄, x̄).

On a

x̄ = x̄2

x̄(a+ bx̄2) ,

donc

x̄2(a+ bx̄2) = x̄2,

i.e.,

x̄2(−1 + a+ bx̄2) = 0
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alors

x̄2 = 0 (absurde car l′équation (2.1) n′est pas definien 0)

ou − 1 + a+ bx̄2 = 0,

donc

x̄2 = 1− a
b

.

On distingue 2 cas différents.

Si (a, b) ∈ (]−∞, 1]×]−∞, 1]) ∪ ([1,+∞[×]1,+∞[), le seul point d’équilibre est 0.

Si (a, b) ∈ (] − ∞, 1[×]0,+∞[) ∪ (]1,+∞[×] − ∞, 0[), alors les points d’équilibre sont

±
√

1−a
b
.

Théorème 2.7. Les points d’équilibre ±
√

1−a
b

sont instables.

Démonstration. Soit f : R3
+ → R+ la fonction continue définie par

f(u, v, w) = uw

v(a+ buw) .

Alors

∂f(u, v, w)
∂u

= v(a+ buw)w − uw(vbw)
v2(a+ buw)2

= aw

v(a+ buw)2 ,

∂f(u, v, w)
∂v

= −uw
v2(a+ buw) ,

et
∂f(u, v, w)

∂w
= au

v(a+ buw)2 .

et
∂f(x̄, x̄, x̄)

∂v
= 0.

Nous allons prouver le théorème au point d’équilibre x̄ = +
√

1−a
b

.

En le point d’équilibre x̄ =
√

1−a
b

on obtient

∂f(x̄, x̄, x̄)
∂u

= a

(a+ b(1−a
b

))2 = a = p1

∂f(x̄, x̄, x̄)
∂v

= −1 = p2,
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∂f(x̄, x̄, x̄)
∂w

= a = p3.

Alors l’équation linéaire associée à (2.1) en x̄ =
√

1−a
b

est

y(n+ 1)− p1y(n)− p2y(n− 1)− p3y(n− 2) = 0,

i.e.,

y(n+ 1)− ay(n) + y(n− 1)− ay(n− 2) = 0. (2.16)

C’est l’équation caractéristique de (2.16) est

λ3 − aλ2 + λ− a = 0.

Les racines de ce polynôme sont i, −i et a.

On a |a| > 1 car a ∈]−∞, 1[∪]1,+∞[, donc d’après le théorème (1.33), le point +
√

1−a
b

est instable.

De même pour le point −
√

1−a
b

.

2.2 L’équation x(n + 1) = βx(n)+γx(n−k)
Bx(n)+Cx(n−k)

Considérons l’équation aux différences d’ordre k + 1

x(n+ 1) = βx(n) + γx(n− k)
Bx(n) + Cx(n− k) , n = 0, 1, ... (2.17)

avec les paramètres β, γ et B,C et les conditions initiales x(−k), ..., x(−1), x(0) sont des

nombres positifs, k = 1, 2, ...

En posant x(n) = γ
C
y(n) dans l’équation (2.17) on trouve

γ

C
y(n+ 1) =

β γ
C
y(n) + γ γ

C
y(n− k)

B γ
C
y(n) + C γ

C
y(n− k)

donc
γ

C
y(n+ 1) =

γ
C

(βy(n) + γy(n− k))
γ
C

(By(n) + Cy(n− k))
i.e.,

γ

C
y(n+ 1) =

γ(β
γ
y(n) + y(n− k))

C(B
C
y(n) + y(n− k))

,

alors

y(n+ 1) =
β
γ
y(n) + y(n− k)

B
C
y(n) + y(n− k)

,
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on pose p = β
γ
et q = B

C
, on obtient

y(n+ 1) = py(n) + y(n− k)
qy(n) + y(n− k) , n = 0, 1, ... (2.18)

avec p 6= q.

Lemme 2.8. L’équation (2.18) a un seul point d’équilibre qui est ȳ = p+1
q+1 .

Démonstration. Soit ȳ un point d’équilibre de l’équation (2.18) et f : (0,∞)→ (0,∞)

la fonction continue définie par

f(u, v) = pu+ v

qu+ v
.

On a

ȳ = f(ȳ, ȳ)

= pȳ + ȳ

qȳ + ȳ

= ȳ(p+ 1)
ȳ(q + 1)

= p+ 1
q + 1 .

Donc l’équation (2.18) admet un seul point d’équilibre positif ȳ = p+1
q+1 .

Lemme 2.9. L’équation linéaire associée à l’équation (2.17) est

z(n+ 1)− az(n) + az(n− k) = 0, (2.19)

où a = p−q
(p+1)(q+1) .

Démonstration. Soit f : ((0,∞)→ (0,∞) la fonction continue définie par

f(u, v) = pu+ v

qu+ v
.

On a

∂f

∂u
= p(qu+ v)− q(pu+ v)

(qu+ v)2

= v(p− q)
(qu+ v)2 .

∂f

∂v
= u(q − p)

(qu+ v)2 .
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Donc

∂f

∂u
(ȳ, ȳ) = ȳ(p− q)

(qȳ + ȳ)2

= ȳ(p− q)
[ȳ(q + 1)]2

=
p+1
q+1(p− q)

[p+1
q+1(p+ 1)]2

= (p+ 1)(p− q)
(q + 1)(p+ 1)2

= p− q
(q + 1)(p+ 1) .

Et

∂f

∂v
(ȳ, ȳ) = ȳ(q − p)

(qȳ + ȳ)2

= ȳ(q − p)
[ȳ(q + 1)]2

=
p+1
q+1(q − p)

[p+1
q+1(q + 1)]2

= (p+ 1)(q − p)
(q + 1)(p+ 1)2

= q − p
(q + 1)(p+ 1) .

Alors

z(n+ 1) = p− q
(p+ 1)(q + 1)z(n) + q − p

(q + 1)(p+ 1)z(n− k).

On pose a = p−q
(p+1)(q+1) , on trouve

z(n+ 1) = az(n)− az(n− k),

i.e.,

z(n+ 1)− az(n) + az(n− k) = 0.

Théorème 2.10. Le point d’équilibre ȳ = p+1
q+1 de l’équation (2.18) est localement asymp-

totiquement stable si la condition suivante est vérifiée,

−1
3(p(q − 1) + 1) < q < pq + 3p+ 1. (2.20)
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Démonstration. Le polynôme caractéristique de l’équation (2.19) est

p(λ) = λk+1 − aλk + a.

La première inégalité de la relation (2.20) i.e.,

−1
3(p(q − 1) + 1) < q,

nous donne

pq − p+ 1 > −3q

i.e.,

(p+ 1)(q + 1) > 2(p− q),

donc
1
2 >

p− q
(p+ 1)(q + 1) . (2.21)

De la deuxième inégalité i.e.,

q < pq + 3p+ 1,

on obtient

−q > −(pq + 3p+ 1),

i.e.,

2(p− q) < −(p+ 1)(q + 1),

alors
p− q

(p+ 1)(q + 1) > −
1
2 . (2.22)

De (2.21) et (2.22) on trouve

−1
2 <

p− q
(p+ 1)(q + 1) <

1
2

i.e.,

|a| < 1
2 ,

alors

2|a| < 1.

D’après le Théorème (1.34), le point d’équilibre de l’équation (2.18) est localement asymp-

totiquement stable.
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CHAPITRE 3

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES NON LINÉAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et théorèmes sur les systèmes et

on étudie la stabilité des points d’équilibre de deux système d’équations aux différences

non linéaires. Les références utilisées sont [1] et [7].

Considérons le système d’équations aux différences suivant
x(n+ 1) = f(x(n), ..., x(n− k), y(n), ..., y(n− r))

y(n+ 1) = g(x(n), ..., x(n− k), y(n), ..., y(n− r))
(3.1)

où n = 0, 1, ... et f : Ik+1 × Jr+1 → I et g : Ik+1 × Jr+1 → J sont des fonctions

continues différentiables et I, J sont des intervalles de nombres réels, et x(−k), ..., x(0) ∈ I,

y(−r), ..., y(0) ∈ J sont les valeurs initiales.

Pour étudier la stabilité des points d’équilibres du système (3.1) on le ramené à une

équation aux différences non linéaire d’ordre 1.

Posons

X(n) = (x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))t .
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Alors le système (3.1) s’écrit

X(n+ 1) = F (X(n)) n = 0, 1, ... (3.2)

Avec

X(n+ 1) = (x(n+ 1), x(n), ..., x(n− k + 1), y(n+ 1), y(n), ..., y(n− r + 1))t

et

F (X(n)) =



f0(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

f1(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

.

.

.

fk(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

g0(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

g1(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

.

.

.

gr(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))



=



f(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

x(n)

.

.

.

x(n− k + 1)

g(x(n), x(n− 1), x(n− 2), ..., x(n− k), y(n), y(n− 1), y(n− 2), ..., y(n− r))

y(n)

.

.

.

y(n− r + 1)



.
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Définition 3.1. Un point (x̄, ȳ) ∈ I × J est dit point d’équilibre du système (3.1) si
x̄ = f(x̄, ..., x̄, ȳ, ..., ȳ)

ȳ = f(x̄, ..., x̄, ȳ, ..., ȳ)
. (3.3)

Définition 3.2. Un point d’équilibre de l’équation(3.2) est un vecteur

X̄ ∈ Ik+1 × Jr+1

X̄ = F (X̄).

Définition 3.3. Soit X̄ un point d’équilibre du système (3.2) .

i) Le point d’équilibre X̄ est dit stable(localement stable) si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀X(0) ∈ Ik+1×Jr+1 : ‖X(0)−X̄‖ < δ ⇒ ‖X(n)−X̄‖ < ε, ∀n ≥ 0.

Sinon X̄ est dit instable.

ii) Le point d’équilibre X̄ est dit asymptotiquement stable(localement asymptotique-

ment stable) s’il est stable et

∃γ > 0,∀X(0) ∈ Ik+1 × Jr+1 : ‖X(0)− X̄‖ < γ ⇒ lim
n→+∞

‖X(n)− X̄‖ = 0.

iii) Le point d’équilibre X̄ est dit globalement attractif si

∀X(0) ∈ Ik+1 × Jr+1 on a lim
n→+∞

X(n) = X̄.

iv) Le point d’équilibre X̄ est dit globalement asymptotiquement stable(globalement

stable) s’il est stable et globalement attractif.

Définition 3.4. Soit X̄ un point d’équilibre de (3.2) .

Supposons F ∈ C1(Ik+1×Jr+1), alors le système linéaire associé à l’équation (3.2) est

Y (n+ 1) = AY (n), n = 0, 1, ...

avec

Y (n) ∈ Rk+r+2,
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et

A =



∂f0
∂U0

(X̄) . . . ∂f0
∂Uk

(X̄) ∂f0
∂V0

(X̄) . . . ∂f0
∂Vr

(X̄)
∂f1
∂U0

(X̄) . . . ∂f1
∂Uk

(X̄) ∂f1
∂V0

(X̄) . . . ∂f1
∂Vr

(X̄)

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

∂fk

∂U0
(X̄) . . . ∂fk

∂Uk
(X̄) ∂fk

∂V0
(X̄) . . . ∂fk

∂Vr
(X̄)

∂g0
∂U0

(X̄) . . . ∂g0
∂Uk

(X̄) ∂g0
∂V0

(X̄) . . . ∂g0
∂Vr

(X̄)
∂g1
∂U0

(X̄) . . . ∂g1
∂Uk

(X̄) ∂g1
∂V0

(X̄) . . . ∂g1
∂Vr

(X̄)

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

∂gr

∂U0
(X̄) . . . ∂gr

∂Uk
(X̄) ∂gr

∂V0
(X̄) . . . ∂gr

∂Vr
(X̄)



,

la matrice jacobienne associée au système (3.1) autour du point d’équilibre X̄.

Théorème 3.5. (Stabilité par linéarisation)

Soit X̄ un point d’équilibre de (3.2). Alors

i) Si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne A sont de module strictement

inférieur à 1, donc le point d’équilibre X̄ est localement asymptotiquement stable.

ii) S’il existe une valeur propre de la matrice A sont de module supérieur à 1 donc le

point d’équilibre est instable.

3.1 Le système

x(n+1) = αx(n−3)
β+γy(n)y(n−1)y(n−2)y(n−3), y(n+1) = α1y(n−3)

β1+γ1x(n)x(n−1)x(n−2)x(n−3)

Considérons le système suivant
x(n+ 1) = αx(n−3)

β+γy(n)y(n−1)y(n−2)y(n−3)

y(n+ 1) = α1y(n−3)
β1+γ1x(n)x(n−1)x(n−2)x(n−3) n = 0, 1, ...

(3.4)

où les paramètres α, β, γ, α1, β1, γ1 et le conditions initiales x(0), x(−1), x(−2), x(−3), y(0), y(−1),

y(−2), y(−3) sont des nombres positifs.
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Lemme 3.6. Les points d’équilibre du système (3.4) sont

p0 = (0, 0)

et si α > β et α1 > β1 on a p1 = (A,B), p2 = (−A,B), p3 = (A,−B) et p4 = (−A,−B),

avec A = (α1−β1
γ1

) 1
4 et B = (α−β

γ
) 1

4 .

Démonstration. Nous avons
x̄ = f(x̄, x̄, x̄, x̄, ȳ, ȳ, ȳ, ȳ)

ȳ = g(x̄, x̄, x̄, x̄, ȳ, ȳ, ȳ, ȳ)

Donc


x̄ = αx̄

β+γȳ4

ȳ = α1ȳ
β1+γ1x̄4

i.e.,


x̄(β + γȳ4) = αx̄

ȳ(β1 + γ1x̄
4) = α1ȳ.

Alors


x̄(β − α + γȳ4) = 0

ȳ(β1 − α1 + γ1x̄
4) = 0.

Donc


x̄ = 0 ou β − α + γȳ4 = 0

ȳ = 0 ou β1 − α1 + γ1x̄
4 = 0.

Alors les points d’équilibre du système (3.4) sont

p0 = (0, 0), p1 = (A,B), p2 = (−A,B), p3 = (A,−B) et p4 = (−A,−B) avec A =

(α1−β1
γ1

) 1
4 et B = (α−β

γ
) 1

4 .

Théorème 3.7. Soit (x(n), y(n)) une solution positive du système (3.4), alors pour tout

m ≥ 0, on a

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)m+1

x(−3), si n = 4m+ 1
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0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)m+1

x(−2), si n = 4m+ 2

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)m+1

x(−1), si n = 4m+ 3

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)m+1

x(0), si n = 4m+ 4

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)m+1

y(−3), si n = 4m+ 1

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)m+1

y(−2), si n = 4m+ 2

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)m+1

y(−1), si n = 4m+ 3

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)m+1

y(0), si n = 4m+ 4

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence.

Le résultat est vrai pour m = 0.

Supposons que le résultat est vrai pour m = k ≥ 1, i.e.,

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)k+1

x(−3), si n = 4k + 1

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)k+1

x(−2), si n = 4k + 2

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)k+1

x(−1), si n = 4k + 3

0 ≤ x(n) ≤
(
α

β

)k+1

x(0), si n = 4k + 4

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)k+1

y(−3), si n = 4k + 1

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)k+1

y(−2), si n = 4k + 2

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)k+1

y(−1), si n = 4k + 3

0 ≤ y(n) ≤
(
α1

β1

)k+1

y(0), si n = 4k + 4
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et montrons qu’il est vrai pour k + 1.

De (3.4) on a

0 ≤ x(4k + 5) = αx(4k + 1)
β + γy(4k + 4)y(4k + 3)y(4k + 2)y(4k + 1)

≤ αx(4k + 1)
β

≤
(
α

β

)k+2

x(−3),

0 ≤ x(4k + 6) = αx(4k + 2)
β + γy(4k + 5)y(4k + 4)y(4k + 3)y(4k + 2)

≤ αx(4k + 2)
β

≤
(
α

β

)k+2

x(−2),

0 ≤ x(4k + 7) = αx(4k + 3)
β + γy(4k + 6)y(4k + 5)y(4k + 4)y(4k + 3)

≤ αx(4k + 3)
β

≤
(
α

β

)k+2

x(−1),

0 ≤ x(4k + 8) = αx(4k + 4)
β + γy(4k + 7)y(4k + 6)y(4k + 5)y(4k + 4)

≤ αx(4k + 4)
β

≤
(
α

β

)k+2

x(0),

0 ≤ y(4k + 5) = α1y(4k + 1)
β1 + γ1x(4k + 4)x(4k + 3)x(4k + 2)x(4k + 1)

≤ α1y(4k + 1)
β1

≤
(
α1

β1

)k+2

y(−3),

0 ≤ y(4k + 6) = α1y(4k + 2)
β1 + γ1x(4k + 5)x(4k + 4)x(4k + 3)x(4k + 2)

≤ α1y(4k + 2)
β1

≤
(
α1

β1

)k+2

y(−2),

0 ≤ y(4k + 7) = α1y(4k + 3)
β1 + γ1x(4k + 6)x(4k + 5)x(4k + 4)x(4k + 3)

≤ α1y(4k + 3)
β1

≤
(
α1

β1

)k+2

y(−1),

0 ≤ y(4k + 8) = α1y(4k + 4)
β1 + γ1x(4k + 7)x(4k + 6)x(4k + 5)x(4k + 4)

≤ α1y(4k + 4)
β1

≤
(
α1

β1

)k+2

y(0).
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Théorème 3.8.

i) Si α < β et α1 < β1 alors le point d’équilibre p0 = (0, 0) du système (3.4) est

localement asymptotiquement stable.

ii) Si α > β ou α1 > β1 donc le point d’équilibre p0 = (0, 0) du système (3.4) est

instable.

Démonstration.

i) On a

X(n+ 1) = FJ(0, 0)X(n),

avec

X(n) = (x(n), x(n− 1), x(n− 2), x(n− 3), y(n), y(n− 1), y(n− 2), y(n− 3))t

et

FJ(0, 0) =



0 0 0 α
β

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 α1
β1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0



.

Le polynôme caractéristique de FJ(0, 0) est

P (λ) = det(FJ(0, 0)− λI8)

= λ8 −
(
α

β
+ α1

β1

)
λ4 + αα1

ββ1
.

Les racines du polynôme caractéristique P (λ) sont

λ = ±α
β
, λ = ±α1

β1
, λ = ±α

β
et λ = ±iα1

β1
.

Si α < β et α1 < β1 alors toutes les racines du polynôme caractéristique de la

matrice Jacobienne FJ(0, 0) sont de module inférieure à 1.

Donc le point d’équilibre (0, 0) est localement asymptotiquement stable.
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ii) Si α > β ou α1 > β1 alors il existe au moins une racine du polynôme caractéristique

de module supérieur à 1, donc le point d’équilibre (0, 0) est instable.

Théorème 3.9. Si α < β et α1 < β1, alors le point d’équilibre p0 = (0, 0) est globalement

asymptotiquement stable.

Démonstration. Pour montrer que le point (0, 0) est globalement asymptotiquement

stable on montre qu’il est localement asymptotiquement stable et globalement attractif.

Supposons α < β et α1 < β1, alors le point (0, 0) est localement asymptotiquement

stable(d’après le Théorème (3.8)).

Du Théorème (3.7), chaque solution positive (x(n), y(n)) est bornée, i.e., 0 ≤ x(n) ≤ µ

et 0 ≤ y(n) ≤ ν pour tout n = 0, 1, 2, ..., où µ = max(x(−3), x(−2), x(−1), x(0)) et

ν = max(y(−3), y(−2), y(−1), y(0)).

Il suffit de prouver que (x(n), y(n)) est décroissante.

Du système (3.4), on a

x(n+ 1) = αx(n− 3)
β + γy(n)y(n− 1)y(n− 2)y(n− 3)

≤ αx(n− 3)
β

< x(n− 3).

Donc

x(4n+ 1) < x(4n− 3) et x(4n+ 5) < x(4n+ 1).

Par conséquent, les suites x(4n+ 1), x(4n+ 2), x(4n+ 3), et x(4n+ 4) sont décroissantes,

i.e., la suite x(n) est décroissante.

De même, on a

y(n+ 1) = α1y(n− 3)
β1 + γ1x(n)x(n− 1)x(n− 2)x(n− 3)

≤ α1y(n− 3)
β1

< y(n− 3).

Donc

y(4n+ 1) < y(4n− 3) et y(4n+ 5) < y(4n+ 1).

Par conséquent, les sous suites y(4n+ 1), y(4n+ 2), y(4n+ 3), et y(4n+ 4) sont décrois-

santes, i.e., la suite y(n) est décroissante.

D’où

lim
n→∞

x(n) = lim
n→∞

y(n) = 0.
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Donc le point d’équilibre (0, 0) est globalement attractif.

Ainsi (0, 0) est globalement asymptotiquement stable.

Théorème 3.10. Si α > β et α1 > β1 alors le point d’équilibre positif p1 = ((α1−β1
γ1

) 1
4 , (α−β

γ
) 1

4 )

du système (3.4) est instable.

Démonstration. Le système linéaire associé au système (3.4) autour du point d’équilibre

p1 est

x(n+ 1) = FJ(p1)x(n),

avec

X(n) = (x(n), x(n− 1), x(n− 2), x(n− 3), y(n), y(n− 1), y(n− 2), y(n− 3))t

et

FJ(P1) =



0 0 0 1 L L L L

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

M M M M 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0



.

Où

L = −( γ
γ1

) 1
4

(α1 − β1) 1
4

α

et

M = −(γ1

γ
) 1

4
(α− β) 1

4

α1
.

Le polynôme caractéristique de FJ(p1) est

P (λ) = det(FJ(p1)− λI8)

= λ8 − λ7 − LMλ6 − LMλ5 − (1 + LM)λ4 + λ3 + LMλ2 + LMλ+ LM.

Les racines du polynôme caractéristique P sont

λ = 1, λ = ±i et 1±
√
L
√
M.
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Il suffit de prouver que l’un de ces racines est de module supérieur à 1.

Nous avons

∣∣∣1−√L√M ∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1 +

√√√√((α− β)1/4

α

)(
(α1 − β1)1/4

α1

)∣∣∣∣∣∣ > 1.

Donc d’après le Théorème (1.33) si α > β et α1 > β1 alors p1 sont instables.

Théorème 3.11. Si α > β et α1 > β1 alors les points d’équilibre positifs p2, p3, et p4 du

système (3.4) est instable.

Démonstration. La même preuve celle du Théorème (3.10).

3.2 Le système x(n + 1) = Ax(n)
1+yp(n), y(n + 1) = By(n)

1+xp(n)

Considérons le système suivant
x(n+ 1) = Ax(n)

1+yp(n)

y(n+ 1) = By(n)
1+xp(n)

(3.5)

avec A,B ∈ (0,∞) et la condition initiale x(0), y(0) ∈ (0,∞), p est un entière.

Lemme 3.12. Le système (3.5) admet un point d’équilibre qui est (x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) et

si A > 1, B > 1 (x̄(2), ȳ(2)) = ((B − 1)
1
p , (A− 1)

1
p ).

Démonstration. Nous avons 
x̄ = f(x̄, ȳ)

ȳ = g(x̄, ȳ)
,

i.e., 
x̄ = Ax̄

1+ȳP

ȳ = Bȳ
1+x̄p

.

Donc 
x̄(1 + ȳP ) = Ax̄

ȳ(1 + x̄p) = Bȳ.
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Alors 
x̄(1− A+ ȳP ) = 0

ȳ(1−B + x̄p) = 0.

Donc 
x̄ = 0 ou 1− A+ ȳP = 0

ȳ = 0 ou 1−B + x̄p = 0.

Alors le point d’équilibre du système (3.5) est (x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) et si A > 1, B > 1

(x̄(2), ȳ(2)) = ((B − 1)
1
p , (A− 1)

1
p ).

Théorème 3.13. Les affirmations suivantes sont vraies

i) Si A < 1 et B < 1 alors le point d’équilibre (x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) du système (3.5)

est localement asymptotiquement stable.

ii) Si A > 1 ou B > 1 alors le point d’équilibre (x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) est instable.

iii) Si A > 1 et B > 1 alors le point d’équilibre positif (x̄(2), ȳ(2)) = ((B−1)
1
p , (A−1)

1
p )

est instable.

Démonstration.

i) Le système linéaire associé au système (3.5) autour de point d’équilibre (0, 0) est

X(n+ 1) =

A 0

0 B


x(n)

y(n)

 , n = 0, 1, ...

X(n+ 1) =

x(n+ 1)

y(n+ 1)

 .
Donc le polynôme caractéristique en (0, 0) est

P (λ) = λ2 − (A+B)λ+ AB, (3.6)

Les racine de polynôme (3.6) sont λ1 = B et λ2 = A.

SiA < 1 etB < 1 donc le point (0, 0) est localement asymptotiquement stable(Théorème

(3.5)).

ii) Si A > 1 ou B > 1 donc le point (0, 0) est instable.
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iii) Supposons que A > 1 et B > 1.

Le système linéaire associe le système (3.5) en (x̄(2), ȳ(2)) = ((B − 1)
1
p , (A− 1)

1
p )

on trouve

F (n+ 1) = DF (n), n = 0, 1, ...

où

F (n) =

x(n+ 1)

y(n+ 1)


et

D =

 1 − p
A

(A− 1)
p−1

p (B − 1)
1
p

− p
B

(B − 1)
p−1

p (A− 1)
1
p 1

 .
Le polynôme caractéristique de la matrice D est

P (λ) = λ2 − 2λ+ 1− p2

AB
(A− 1)(B − 1). (3.7)

Les racines de polynôme (3.7) sont

λ1 =
AB +

√
ABp2(−A−B + AB + 1)

AB

et

λ2 = −
−AB +

√
ABp2(−A−B + AB + 1

AB
.

Il est clair que λ1 ∈ (1,+∞), alors (x̄2, ȳ2) est instable.

Théorème 3.14. Supposons que A < 1 et B < 1 alors le point d’équilibre

(x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous avons, par le Théorème (3.13), le point d’équilibre

(x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) est localement asymptotiquement stable.

Il reste à montrer que (0, 0) est globalement attractif.

Soit (x(n), y(n)) une solution du système (3.5). On va montrer que

lim
n→+∞

x(n) = 0 et lim
n→+∞

y(n) = 0.
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On a

0 ≤ x(n+ 1) = Ax(n)
1 + yp(n) ≤ Ax(n)

≤ x(n).

et

0 ≤ y(n+ 1) = Bx(n)
1 + xp(n) ≤ By(n)

≤ y(n).

Alors

lim
n→+∞

x(n) = 0,

et

lim
n→+∞

y(n) = 0.

D’où le point (x̄(1), ȳ(1)) = (0, 0) est globalement asymptotiquement stable.
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