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Introduction Générale

Introduction Générale

Soient y € RY, f: RY — R une application au moins continue, et soit 1’équation :

flz) =y (1)

Est ce qu’on peut assurer qu'il existe une solution a (1) ?

Dans le cas ou f est linéaire c’est simple, on calcule le déterminant, s’il est non nul, on
conclut que pour tout y € RY | il existe une solution et méme une seule & (1).

Sinon, on peut rien dire, puisqu’il peut exister des solutions pour certaine y, mais ces
solutions ne sont pas stables, c-a-d si on perturbe y ou f, la solution peut ne plus exister.

Mais dans le cas oul f est non linéaire, c’est pas de la méme simplicité, on estime
développer un outil jouant, pour les applications non linéaires, ce role de déterminant pour
les applications linéaires.

On appelle cet outil le degré topologique, qui assure par sa non nullité que (1) admet au
moins une solution stable. Le degré dependra de f, y et de ’ensemble sur lequel on cherche
les solutions a (1).

IIs existent plusieurs degrés topologiques, par exemple : on a le degré de Mawhin et pour
les applications multivoques on a : le degré de Robert et J.M.Tasry, le degré de Cellina et
Lasota, le degré d’Ortega, le degré de Hukuhara,...etc.

Mais les degrés topologiques les plus connus sont de Brouwer pour les espaces de dimen-
sion finie, et de Leray-Schauder pour les espaces de dimension infinie.

Cette thése est composée de trois chapitres :

Le premier chapitre : Il nous a semblé utile de le consacré aux rappels et notions
concernant I’homotopie, les espaces de Sobolev ainsi que les opérateurs compacts.

Le deuxiéme chapitre : Dans ce chapitre notre étude est dans les espaces de dimension
finie, on va s’intéresser & la définition du degré de Brouwer, on donne quelques propriétés,
sa construction et ses applications.

Le troisiéme chapitre : Ce chapitre est consacré au degré topologique dans les espaces
de dimension infinie, on va voir le degré de Leray-Schauder : sa définition, quelques propriétés,
sa construction, comment passer du degré de Brouwer au degré de Leray-Schauder et enfin

son utilité via quelques applications.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit les notions les plus utilisées dans ce travail.

1.1 Homotopie

L’homotopie est une notion de topologie algébrique elle formolise la notion de déforma-

tion continue d’un objet & un autre.

Définition 1.1.1 (Application homotope)

Sotent XY deux espaces topologiques et f, g : X — Y deux applications continues.
On dit que f est homotope a g s’il existe une application continue H : X x [0.1] — Y telle
que :

Vee X, H(z,0)= f(x) et H(z,1)=g(x).

On dit alors que H est une homotopie de f a g.



1.1. HOMOTOPIE

Définition 1.1.2 (Applications homotopes relativement & un sous-espace)

Soient XY deux espaces topologiques, A une partie de X et f, g : X — Y deux
applications continues.

On dit que f est homotope a g relativement a A s’il existe une application continue

H:X x[0.1] — Y telle que :
Vee X, H(z,0)= f(x),H (z,1) =g (z)
et
Va € AVt €[0,1], H(a,t) = f(a) =g (a).

On dit que H est une homotopie relative a A de f a g.

Remarque 1.1.3

1- Si A = ¢, la deuxiéme condition de la définition 1.1.2 est vide. Ainsi, étre homotope
relativement a l’ensemble vide signifie simplement étre homotope.

2- Si A" C A et f et g homotopes relativement & A, alors f et g sont homotopes
relativement o A'.

3- Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application continue, alors
f est homotope a elle-méme relativement a X.

En effet :

Considérons 'application :
H:(x,t) e X x[0,1]— f(z) €Y
elle est continue et pour x € X ett €[0,1], on a :
H (z,0)=H (x,1) = f (2)

et
H(z,t) = f(2) = f (2)

Autrement dit, c’est une homotopie relative a X de f a f d’ou la réflexivité de H.

Exemple 1.1.4 Soit f,g deuz fonctions numériques définies par f (x) =1 et g(z) = —1,

alors f et g sont homotopes dans R via la fonction continue :

H : Rx[0,1] —R
(x,t) — H(z,t)=1-2t

5



1.1. HOMOTOPIE

on a :

{ H(z,0)=1=f(x) pourt=0 VreR

H(z,1)=-1=g(z) pourt=1



1.1. HOMOTOPIE

Exemple 1.1.5 Soient f et g deux fonctions continues définies de [0, 1] dans C par :

f (@) = exp (2?)

et
g(x) =0.
f est le cercle d’origine (0,0) et de rayon 1, g reste a lorigine, alors f et g sont homo-

topes via la fonction continue :

H o : [0.1x[0,1] —C
(2.8) — H () = (1— 1) exp (2;)

on a :

Vo € ]0,1]
=g(x) pourt =1
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Exemple 1.1.6 (Applications homotopes relativement & un sous espace)
Soit :
f : R—R*
x — f(x)=1

et
g : R—R"
x — g(r)=-1

Elle ne sont pas homotopes dans R*, car il n’existe aucune fonction continue sur R reliant

les points 1 et —1 et on a :
H(z,1)=1-2t,Vt € [0,1],Vx € X,

et
H(z,0) = f(z) pourt=0
H (2,1) =g(

H(x,%):() pourt:%

xr) pourt=1 ,

donc H (:E, %) =0 € R, et n'est pas continue en tout x € R.

Proposition 1.1.7 Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X. La relation

d’homotopie relativement a A est une relation d’équivalence sur 7(X,Y).

Preuve. e Soient f : X — Y une application continue, d’aprés les remarques 1.1.3, f
est homotope a f relativement a A, donc la relation est réflexive.

e Soient f,g: X — Y deux applications continues et H une homotopie relative & A de
f a g, Papplication

H:(z,t)e X x[0,1] — H(z,1—t) €Y

est continue.

Ve X,ac€ Aette0,1],0na:



1.1. HOMOTOPIE

Autrement dit : H est une homotopie relative a A de ¢ a f d’ou la symétrie.
e Soient f,g,h : X — Y trois applications continues, H est une homotopie relative a

Ade faget H est une homotopie relative & A de g & h. L’application

H : Xx[0,1]—Y
H (x,2t sio<t<!
(z,t) — , (20 D
H (z,2t—1) siz<t<1

est bien définie et continue. En effet :

En chacun des points (x, %) , application est définie de deux maniéres mais ces deux

maniéres coincident

H(%) — H(z,1)=g(x)

De plus, pour x € X, on a

f[(x,()) = H (2,0) = f(v)
et
H(x,1)=H (,1) = h(z)

donc, pour tout t € [O,%] , U E [%,1} et € Aona:

H (o,t) = H (,2t) = f () = g (a) = h ()
et
H(o,u)=H (a,2u—1)=h(a)=g(a) = f(a).

Autrement dit H est une homotopie relative & A de f a h, donc la relation est transitive.

On conclut que la relation d’homotopie relativement & A est une relation d’équivalence sur
T(X,)Y). m
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Classe d’équivalence :

Soient XY deux espaces topologiques, on note [X,Y], l'ensemble des classes d’équi-
valences de 7 (X,Y’), pour la relation étre homotope relativement & A. Ainsi, [X,Y], un

quotient de 7 (X,Y).

Définition 1.1.8 (Chemins)

e Soit X un espace topologique. On dit que C :[0,1] — X est un chemin dans X si C
est une application continue. Le point C' (0) s’appelle l'origine de C, C (1) son extrémité de
C.

o Soient C et C' deux chemins dans X, on dit que C et C' sont des chemins homotopes
dans T (X,Y) relativement a {0,1} s’il existe une application H : [0,1] x [0,1] — X telle
que

!

Vs € [0,1], H(s,0)=C(s), H(s,1)=C (s)

et Vt € [0,1] :

cette relation est une relation d’équivalence.

La Restriction :

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X et f,g : X — Y deux
applications continues. Si f et g sont homotopes relativement a A, alors les restrictions a A
de f et g coincide, ie :

Rest (f) - Rest (g)

Preuve. il suffit d’appliquer la remarque 1.1.3 et la proposition 1.1.7. =

Proposition 1.1.9 (Composition)

Soient X,Y, Z trois espaces topologiques, A une partie de X, B une partie de Y, fi,
fo 1 X — Y deux applications continues et g1, go : Y — Z deux applications continues.
St f1 et fo sont homotopes relativement a A, g1 et go sont homotopes relativement o B et

f1(A) C B, alors g, o fi est homotope a g, o f, relativement a A.

10
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Preuve. Soient H est une homotopie relative & A de f, a f, et H est une homotopie

relative & B de g, a go. On consideére la fonction
H:Xx[0,1] —Z

(2.t) — H (H (2,1) 1),

H est continue par composition des fonctions H' et (x,t) — (H (x,t) ,t), car (x,t) —
t est continue et (z,t) — H (z,t) est continue.

De plus, pour tout z € X, on a :

~

H(.I,O) = Hl (H(J;?O)?O) =0 (H<‘T?0)) = (gl Ofl)(I),

et

~

H(:L“,l) =H (H(:L‘,l),l) =9, (H(ZL’,I)) = (gz Of2)(x)7
d’on, pour a« € Aett €[0,1],0n a:

d ’ ! !

H(a,t) = H (H(a,t),t) = H (f, (a) 1) = H (f, (), 1),
or f, (o) € B et H est une homotopie relativement a B, on a :

H (f, (a),t) =g, (f, (@) = g, (f, (@),

et
Hl <f2 (a) 7t> =0 (fz (a)) =0 <f2 (O&))

Donc :

A~

H(Oé,t) =4 (f1 (Oé)) =0, (f2 (04>>

Ainsi H est une homotopie relativement & A de g ofiag,of:. m
Sous les hypothéses de la proposition précédente on a f; (A) C B puisque f; et fo

cotncide sur A.

11
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Exemple 1.1.10 (chemin)
Soient X un espace topologique et C : [0,1] — X wun chemin. On définit le chemin

1nverse par :

C:tr—C(1—1)

Si C et C" sont deuz chemins dans X homotopes en tout chemin, alors C et C" sont deuz
chemins homotopes En effet :

L’application t € [0,1] — 1 —t € [0,1] est continue et homotope a elle méme relative-
ment o {0,1}, par ailleurs elle transforme A = {0, 1} dans l’ensemble B = {0,1}, comme C
et C' sont homotopes relativement & B, la proposition de composition donne le résultat.

De ce que précede on constate que si H est une homotopie de C' a C', alors H - (s,t) —

H (1 — s,t) est une homotopie de C a C' ce qui se vérifie bien sar immédiatement.

Corollaire 1.1.11 Soient X,Y,Z trois espaces topologiques, A une partie de X, B une
partie de' Y, fi1, fo : X — Y deux applications continues et g : Y — Z une application

continue. Si fi et fo sont homotopes relativement a A, alors go fi et go f2 le sont aussi.

Preuve. L’application (y,t € Y x [0,1]) — ¢ (y) est une homotopie de g & g relative-

ment & Y, comme f; (A) C Y, la proposition de composition permet de conclure. m

Corollaire 1.1.12 Soient X,Y, Z trois espaces topologiques, fi1, fo : X — Y deux applica-
tions continues et g1,9> : Y — Z deux applications continues. Si f1 et fo sont homotopes

alors g1 o f1 est homotope a g o fo.

Preuve. comme f; (¢) € ¢, c’est une conséquence de la composition et la remarque

1.1.3. m

Définition 1.1.13 (Equivalence d’homotopie)
Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application continue. On dit
que [ est une équivalence d’homotopie s’il existe une application continue g : Y —— X telle

que g o f soit homotope a Idx et f o g soit homotope a Id, .

12
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Exemple 1.1.14 Homéomorphisme
Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y un homéomorphisme, alors f est

une équivalence d’homotopie. La réciproque est fausse.

Définition 1.1.15 (Type d’homotopie)
Soient XY deux espaces topologiques. On dit que X a le méme type d’homotopie que

Y, sl existe une équivalence d’homotopie f: X — Y, la réciproque est fausse.

13



1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV :

1.2 Les espaces de sobolev :

1.2.1 Espace de sobolev :

Définition 1.2.1 Soient Q un ouvert de R", p € [1,00[, et m un entier naturel. On définit

l’espace de Sobolev W™ (Q) par :

m,p

W™(Q)={ue L' (Q),Va tel que |a| <m,0"ue L’ (Q)},

N
ou : o est un multi-indice (o = (o, @, ..., v,) et o] =) . o),
0" u est une dérivée partielle de u au sens faible(distribution,).
On munit cet espace vectoriel de la norme suivante :

e Sil<p<+o0:

S

lullwme@y=| > 10"l

P (@)
la|<m

e Sip=+00:

lullwmr @) = max[|0"u] o -

Propriétés :

a) Pour 1 < p < 400 : L'espace W™ (Q) est un espace de Banach.
b) Pour 1 < p < +oc : L’espace W™ (Q) est réflexif.

¢) Pour 1 < p < +00: L’espace W™ () est séparable.

Proposition 1.2.2 Soit u € L (Q) avec 1 < p < +o0, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
1-uc W7 (Q).

2- Il existe une constante c telle que :

‘ / w" < ellgll Ve € C ().

3-11 existe une constante c telle que pour tout ouvert w C ¢ et tout h € R avec |h| <
dist (w,cf2) on a :
I7nu —ullzrwy < clh].
De plus, on peut choisir ¢ = ||u'|| sy dans (2) et (3).

Lorsque p = 1, les implications suivantes restes vraies (1)=—=(2)<(3)

14



1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV :

Dans le cas ol p = 2, on pose W™ (Q) = H” (Q) .

Définition 1.2.3 Pour un entier naturel m > 0, ’espace de Sobolev H™ () est définie par :

m

H" (Q)={veL*(Q) telle queV|a| <m,0% € L*(Q)}

ot v est un multi-indice et 0%v est la dérivée au sens faible.

L’espace de Sobolev H" () muni du produit scalaire

(u,v) = Z O u(r)0 v (v)dr

o<lal<m

et de la norme

[l

_ ou 2 ’
H™(Q) — V (U>U) = (Z||%||L2(m> .
i=1 !
L’espace de sobolev H™ () est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.2.4 Si Q est un owvert borné régulier de classe C*, et sim > %, alors H" (Q)

est un sous espace de l’ensemble C' (ﬁ) des fonctions continues sur Q.

Définition 1.2.5 (Dérivation faible)

Soit Q) un ouvert de ]RN, u localement intégrable sur (), et a € NV,

On appelle dérivée faible du u d’ordre «, et on note 0“u, toute fonction v localement
intégrable sur () telle que :

‘v’apGC’;’O(Q),/

ud®pdr = (—1)a|/v<pdm.
Q

Q

Corollaire 1.2.6 Soient u,v € W' (Q) avec 1 < p < oo, alors wv € W' (Q) et :

 Vi=1,..,N

15



1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV :

Corollaire 1.2.7 Soit G € C*(R) telle que G(0) = 0 et |G'(s)] < M, Vs € R et soit
we W (Q), alors :
GoueW™(Q),

et
ou

0 (Gou)= (G ou) T

a&:i

Théoréme 1.2.8 (formule de changement de variables)
Soient Q1 et Qo deux ouwverts de RY et soit G : Qy — Qy une application bijective

c’est-a-dire v = G(y), telle que :
G € Ol(Qg),G_l S Cl(Ql), JG € LOO(QQ) et J(;—l < Loo(Ql>

Soit u e W' (Qy), alors :

et

B N ou oG,
5 (WG (W) =) -~ (G
Y

1.2.2 L’espace H} (Q2)

On note H} () 'adhérence de D () dans I'espace H! () ie :

W™ (@) = H; () = D (@),
plus précisement H} (€2) est un sous espace de H' () constitué des fonctions qui s’an-
nulent sur le bord 0.
Lorsque Q@ = RY on a :
1

W," (RY) = W' (RV)

car Cy (RV) est dense dans W'" (RV) .

16
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Théoréme 1.2.9 On suppose que ) de classe C', et soit u € LP (Q) avec 1 < p < oo, les
propriétés suivantes sont équivalentes :
1) ueW,”(Q).

2) 1l existe une constante C' telle que :

J

3) Si l'on considére la fonction

Oy

)

u

1 .
< CHSDHLP’(Q)a Vo € Co (RN) ,1=1,..., N

u(x) stz €€,
0 siz e RM\Q

Alors la fonctionw e W' (RN) et dans ce cas :

ou  Ou

Théoréme 1.2.10 (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un ouvert de R" borné dans une direction, alors il existe une constante ¢ (Q)>0

telle que :

N >
Vu € Hy (Q), [lullyq < c() (Z ||8ju||2,9> :
j=1

1.2.3 Les injections continues et compactes de Sobolev

Définition 1.2.11 Soient X etY deux espaces de Banach, on note Bx la boule unité fermée

de X.
On dit qu’un opérateur A linéaire continue ie A € £(X) est compact si A(Bx) est un
ensemble relativement compact pour la topologie forte de Y .

On désigne park (X,Y') ensemble des opérateurs compacts et on posek (X) =k (X, X).
Théoréme 1.2.12 [l existe une constante ¢ dépendant de |Q] < oo telle que :
1,p
||u||L°°(Q) = CHUHW”’(Q) VU € W (Q) \V/ 1 S p S o0

Autrement dit, W' (Q) < L® (Q) avec injection continue V1 < p < oco.
De plus, lorsque Q) est borné, on a :

Pour Y1 < p < oo : Llinjection W' (Q) — C (Q) est compacte.

Pour¥ 1< q < oo : L'injection W' () < L% (Q) est compacte.

17
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Théoréme 1.2.13 Soit 1 < p < N, alors :
W (RY) ¢ L™ (RY),

ou p* donner par : Ii = ]lw et il existe une constante ¢ = ¢(p, N) telle que :

D=

lull .-, < clVullr ) Yu € W (RY).
Corollaire 1.2.14 Soit 1 < p < N, alors :
W' (RY) — L' (RY) Vg € [p,p*],
avec injection continue.

Corollaire 1.2.15 (le cas limite p=N)
on a :

W (RY) — L' (RY) Vg € [N, o0],

avec injection continue.

Théoréme 1.2.16 (Money)
Soit p > N, alors :
W (RY) o 1 (BY)

avec injection continue.

De plus, pour tout u € wr (]RN) on a :
u(z)) —u(y)| < Clz —y|" |Vul ) p-p 25y € RY
avec « =1 — N et C est une constante (qui dépend seulement de p et N ).

Remarque 1.2.17 On déduit de cette inclusion que siu € W' (]RN) avec N < p < 00,
alors :

lim wu(z) =0.

|z|—00
En effet, il existe une suite (u,) dans C, (RY) telle que u, — u dans whr (RY), d’apres

cette inclusion, u est aussi limite uniforme sur RY des (u,).

18
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Corollaire 1.2.18 Soient m > 1, un entier et V1 < p < oo, on a les injections continues

sutvantes :
st % — % >0, alors wmr (]RN) — L* (RN) ot % = % -5
si zl) — 2 =0, alors W"" (]RN) — L (RN) ol Vq € [p, 00|,
si 119 — 2 <0, alors W' (RY) — L= (RY).

De plus, si m — % > 0 n’est pas entier, on pose

p
et
N
0=m—-———k(0<6<1).
p
On a, pour tout u € W"" (RY) :
H(‘?”uHLm(RN) < c|lullymrgyy, Vo avee |af <k,
et
07 (2) = 0u ()| < cllullwmr @yl = yI", pp o,y € RY Vo la] = k.
En particulier W™ (RN ) — CF (RN ) .
Si on suppose que 2 est un ouvert borné de classe C*, ou bien ) = Rﬂ\rf .On a le corollaire
suivante :

Corollaire 1.2.19 Pour 1 <p<oo, ona :
siV1<p<N, alors W™ (Q) — L (Q) oo L =

p*

sip=N, alors W (Q) — L' (Q) Vq € [p, o0,
sip> N, alors W™ (Q) — L~ (Q),

1_ 1
D N”

avec injections continues.

De plus, sip > N, on a pour toutu € W' (Q) :

[u(@)) — u(y)] < ellull oy e — 9l pp 2.y €,

avec . =1 — %et ¢ dépend seulement de €, p et N.

En particulier W' (Q) — C Q).
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1.2. LES ESPACES DE SOBOLEV :

Corollaire 1.2.20 La conclusion du corollaire (1.2.21) reste vraie si I’on remplace RN par

Q.

Théoréme 1.2.21 (Rellich-Koubachov)
Si l’on suppose de Q est un ouvert borné de classe C*, on a :
sip < N, alors W' (Q) — L' (Q) Yq € [1,p*[ ou =
sip=N, alors W' (Q) — L"(Q) Vq € [1, 00].
sip> N, alors W' Q) —C (ﬁ) ,

I~

1
p

avec imjections compactes.

Remarque 1.2.22
1- Le théoréme (1.2.24) est a peu prés optimal au sens suivant :
a- Si Q n'est pas borné, Uinjection W'" (Q) — L" () n'est pas compacte en général.
b- L’injection W'" () — L (Q) nest jamais compacte méme si §) est borné et régulier.

2- Soit Q) un ouvert borné de classe C*. Alors la norme
[ull = [VullLe@) + [[ullLag),

est équivalente o la norme de W' (Q) pour vu que :

1<g<ptsil <p<N.

-1 <g<oosip=N.

1< qg<oosip>N.

3- (cas limite p=N) : Soient Q un owvert borné de classe C* et u € W"" (Q). Alors en
général u ¢ L () par exemple si

1
Q:{xGRN;|x]<§},

la fonction u (x) = (log ﬁ) avec 0 < < 1 — % appartient & W' (Q), mais elle n’est

pas borné a cause de la singularité en v = 0. Néaumoins on a l'inégalité de Trudinger :

/Qexp (Ju| N(N = 1)) < o0, Yu e W™ ().
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1.3. DEFINITIONS :

1.3 Définitions :

Isia>0
1- Vo € R*, sgn (o) = :
—1lsia<O0
2- J;(x) = det(f'(x)) le déterminant jacobien de la fonction f au point =,
3- Soit f une application de 2 dans RY différentiable, un point = € € est dit régulier si
Jy(x) #0,

4- Le support d’une fonction f continue sur €2 est définie par :

Supp(f) ={x € Q/ f(x) # 0}
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Chapitre 2

Degré topologique de Brouwer

2.1 Introduction :

Soient € un ouvert borné de RN et f : O — RY une fonction continue, et y € RV tel

que :
flx) =y (2.1)

Notre but est de trouver une quantité facilement calculable qui nous permet de déduir le
nombre des solutions de (2.1) dans €.

Dans les cas simples, cette quantité devrait nous donner le nombre exact des solutions
de (2.1) et devrait étre invariante par des petites déformations continues de f.

Pour éviter que les solutions de (2.1) sortent du domaine, on s’impose que y ¢ f (992).

Si on prend des exemples simples dans R, on remarque que le nombre des solutions n’est
pas constant, or si on assigne & chaque solution une "orientation", qui n’est autre que le

signe de f’ (), et on définit :

On trouve que d (f,,y) a des trés bonne propriétés.
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2.2. DEGRE TOPOLOGIQUE DE BROUWER :

2.2 Degré topologique de Brouwer :

Cas particulier : la dimention 1 :

Soit f :[0,1] — R une fonction continue, ne s’annule pas sur le bord, et soit

1

d(f) =5 (sgn(f (1)) = sgn(f (0)),

tel que :

d : degré qui signifie le nombre des solutions de I’équation

f(@)=o.

Sid(f)#0,alors f (1) et f(0) ont des signes différents, donc par le théoréme des valeurs
intermédiéres,

dz € [0,1] tel que f(x) = 0. (2.2)

Donc l'entier d (f) permet d’assurer qu'’il existe au moins une solution de (2.2) dans
[0, 1]. Ces solutions sont stables, mais si on perturbe f par des petites perturbations ou on
modifie f continGement avec les valeurs au bord de [0, 1], alors I’éxistence des solutions reste
vraie.

En décomposant €2 en des composantes connexes ) = 'UI]ai, b;[, donc on peut définir :
1€

1

d(f,y) = 25 (sgn (f (bi) —y) — sgn(f (a:) —y)),

icl
ce est adapté a f (z) =y tel que f: Q2 — R est continue et ne s’annule pas sur <.
Théoréme 2.2.1 Soient N > 1, Q est un ouvert borné de RY, y € RN et f : Q@ — RV
une fonction continue tel que y ¢ f (0N2).
Il existe une et une seule application d : (f,Q,y) — 7Z qui vérifie les propriétés sui-

vantes :

1) (Normalisation) : Si Q2 est un ouvert borné de RN et y € Q alors :
d(Id,Q,y) = 1.

i) (Additivité) : Si Q0 est un ouvert borné de RN ety € RN, f: Q — R est continue
et 1, Qs sont des ouverts disjoints inclus dans ) tel que y ¢ f (ﬁ \ (2, U Qg)), alors :

d(f>Q7y) Zd(f,Ql,y)+d(f,Qg,y)
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2.2. DEGRE TOPOLOGIQUE DE BROUWER :

i11) (Invariance par homotopie) : Si 0 est un ouvert borné de RY, h : [0,1] x @ — RY

et y:[0,1] — RY sont continue, et pour tout t € [0,1], y (t) & h (t,00), alors :
d(h(0,-),2,y(0) =d(h(1,),2,y(1)).
Cette application est appelé le degré topologique de Brouwer.
Pour démontrer ce théoréme on a besoin des propositions suivantes :

Proposition 2.2.2 (Stabilité) : Soient Q un ouvert borné de RY et y € RY. On suppose
que f1, f2 : @ — RN, deuz fonctions continues telles que y & f1 (0Q) U fo (0Q). Si

i~ Pl < 2dist (v, £ (99) U f> (99)

alors :

d(beay) :d(f27Qay)

Proposition 2.2.3 (Stabilité par rapport a y) : Soient Q un ouvert borné de RN, f €
C (ﬁ, ]RN) , on suppose que y,y; € RY sont dans la méme composante connexe de f (09)°,

alors :
d(fany) = d(faQayl)
Preuve. : Siy; € RY est assez proche de y, alors le degré topologique est le méme.

Soit € > 0 tel que ¢ < dist (y, f (0R2)), posons

et
fi(z)=f(z) —wn
On voit que si dist (y1,y) < € alors :
||f1 - fUHoo <é&.
D’aprés la proposition de stabilité on trouve que
d(faQay) = d(f()anO)
= d(f1,€,0)
= d (f7 Q7 yl) .
|

24



2.2. DEGRE TOPOLOGIQUE DE BROUWER :

Proposition 2.2.4 Soient Q un ouvert borné de RN, f € C (ﬁ ,RN), y un point tel que
y & f(09) et (fi), une suite de fonctions de C* (Q,RY) N C (2 ,RY) telle que

1 = fllog — 0 sur ©,

alors le degré topologique de fi. existe pour k assez grand et le degré topologique de f est :
k—o0

Preuve. On a :

1fi = flloo — 0 sur €,

pour k > kg assez grand, y ¢ fi (0Q2) et par conséquant le degré topologique d (fx, §2,y) est
bien défini.

De la proposition de stabilité on déduit que si k, j sont assez grands pour que :

= Filag < geist (o, i (09) U f; (092).
alors

d(fr, ,y) = d(f;,Q2y).

On conclut que la suite (d (fx, (2, y)), est stationnaire. m

Preuve. (du théoréme) :

ii) (Additivité) : Si on suppose de plus que la fonction f est de classe C', la preuve
découle immédiatement de la définition. Pour le cas général, il suffit d’approcher f par des
fonctions réguliéres.

iii) (Invariance par homotopie) : Tout d’abord, on vérifie qu’il existe ¢ > 0 tel que si
|t1 — ta] <6, alors :

d(h(ty,), Qy)=d(h(tz,"),Q2y).
En effet, soit
- }Ldist (5, ([0, 1] x 99)) .

comme h (-, -) est uniformément continue sur le compact Q x [0, 1], alors il existe un § > 0

tel que si

[ty — ta] <9,

et pour tout x € Qona:

h(1,2) — h(0,2)] < e.
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2.3. QUELQUES PROPRIETES :

Par conséquant, d’aprés la proposition de stabilité on a :
d(h(1,),92,y) = d(h(0,),2y)
Pour tout ¢,t5 € [0, 1] tels que
[ty — 1] <6,

d’ot on déduit le résultat d’invarance par homotopie en recouvrant le compact [0, 1] par des

intervalles de longueur . m

2.3 Quelques propriétés :

Proposition 2.3.1 Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :
1- Sid(f,Q,y) # 0 alors 3x € Q tel que f (z) = y.
2- Pour tout z € RY :

d(f,Q,y):d(f—Z,Q,y—Z).

3- Soient Q un ouvert de RN, f : Q — RN est continue, y € RN etr = dist (y, f (092)) >

0, si g: Q — RN est continue, z € RN sont tel que

sup (g — f]) +ly — 2| <,
o0

alors :
d(f,Qy)=d(g,Q,2).

4-d(f,9Q,) est constant sur les composantes connexes de RN\ f (09).
5- Pour tout z € RN :

Preuve. 1- Montrons par ’absurde :
Supposons que z n’existe pas, alors y ¢ f(€)) et comme on a déja par hypothése y ¢

f(092), doncy ¢ f (ﬁ) .

Considérons alors les ouverts €2; = Q0 = ¢, disjoints et inclus dans €.

On a:
y & f(Q\(pU9)),
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2.3. QUELQUES PROPRIETES :

donc, par la propriété d’additivité du degré topologique on obtient :
d(f,Q,y) =d(f,¢,y) +d(f.¢,y),

yé f(e\(eUg),

cette méme propriété d’additivité donne aussi :

d(f,¢,y) =d(f,¢,y) +d(f ¢,y),
et donc
d(f,¢,y) =0.

On déduit alors que
d(f,Q,y)=0.

2- Considérons ’homotopie naturelle entre (f,y) et (f — z,y — 2), c’est & dire :

il existe une application :
hit,e) =0 —1t)f(z)+t(f(z)—2) = f(z) -tz

et on suppose
y(t) =L -y+t(y—=z)=y—tz,
et on applique I'invariance par homotopie on trouve :
Pour tout ¢ € [0, 1], il n’existe pas = € 9N tel que
f(x)—tz=y—tz,
c’est & dire
fx)=y.
3- Soient

I’homotopie entre f et g, et
y(t)=tz+(1—-1)y.
S’il existe t € [0,1] et x € 9N tel que
tg(z) + (1 —1) f(z) =tz+ (1 -1)y,
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2.3. QUELQUES PROPRIETES :

alors :
ly—f(x) <tlg(@) = f@)|+tly—=z <r

(puisque |g (z) — f (z)|+ |y — 2| <), tel que r > 0, car on a £ un ouvert borné, 02 est
compact, ce qui donne que f (0N2) est fermé, et y ¢ f (0€2), alors la distance est strictement
positive.

On applique l'invariance du degré par homotopie, on trouve :

d(f,y)=d(9,9Q,2).

4- L’application
Yy — d (f7 Qa y) )

est définie sur R\ f (92) et par (3), elle est localement constante; donc elle est constante
sur les composantes connexes de R\ f (99).
5- Soient  un ouvert borné de RY, f : @ — RN est continue, y,2 € RY, on a
0(z 4 Q) = z+ 09, alors
y & o=+ -2),

donc

d(f(-—Z),Z—l—Q,y)7

est définie sur RY.

Soit 2, un ouvert inclus dans €2 tel que :
Qs = {z € Q\dist (x,00) > s},
comme y ¢ f (09), il existe s > 0 tel que
Yy ¢ / (Q \Q2s) )

et on a {2y, C (), donc
y ¢ f(2\Q),

et par l'additivité du degré avec les ouverts () et ¢ disjoints inclus dans €2, et puisque

d(f,o,y) =0, on déduit que :

d(f,Q,y) =d(9,2,y). (2.3)
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2.3. QUELQUES PROPRIETES :

D’autre part, on prend z € B(0,s),ona Q; C z+Q ety & f ((z + O\ Q) — z) (car
(z+Q\Q) — 2=\ (Qy—2) CO\ Vs et y & [ (2 \Qas).

Depuis par I'additivité du degré on a :
A (= 2), 2+ Q) =d(f (- —2),905) pour |2| < 2. (2.4
Finalement, on fixe z € B (0, s) et considérons ’homotopie
h(t,z) = f(x —tz) sur Q,

entre f et f (- — 2), comme Q, —tz C §, alors h est bien définie pour tout ¢ € [0, 1], et pour
tout x € 02, ona :
dist (x,00Q) = s,

donc

dist (v — tz,00) < dist (x,00) + |tz| < 2s,

on déduit que :

r—tz € Q\Qas,
et donc que :
y# f(r—t2)
c’est a dire
y & h(t, 0%),

pour tout t € [0, 1], donc I'invariance par homotopie implique que :

d(vasyy) :d(f('—Z>,Qs,y),

ceci pour tout z € B (0,s), ce qui permet de conclure grace (2.3) et (2.4). m

Lemme 2.3.2 (Sard)
Soient Q un ouvert borné de RN et f € C* (Q,RY) et S = {z € Q, J; (z) =0}, Uen-
semble des points singuliers de f.

Alors f(S) est de mesure nulle.

Preuve. On suppose que €2 un cube de coté a et f € C! (Q, RV ) On décompose ) en
K" cube C; (z =1K ”) de coté %, d’ott VN est le diametre de chaque sous-cube Cj.
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2.3. QUELQUES PROPRIETES :

Si ¢ telle que SN C; # @ alors il existe un v € SNC; et y € C; et comme Jy (z) =0
implique l'existence d’un hyperplan H, de RY contient f’(z) (]RN ) .

Soit x — [’ (z) est uniformément continue i.e :
Ve,yeQllz—y| <d=|f"(z) - [y <e
En appliquant le théoréme des accroissement finis, on trouve :

F@) = F@) @@ -2) < ly—aley-a)
< VNe(ly—al),

on déduit que :
dist (£ (), f (2) + H,) < =V Ne (=VN).
D’autre part : 1
Fa)= @)= [ F i) -
d’ou
ly — z|sup [f' (z +t(y — x))]
< L%\/ﬁ,

1f (y) = ()]

IN

telle que L = max||f’ (z) ||
xeQ)

2
A'la fin, si C; N S # @, alors f(C;) est contenus entre 2 (%\/N) et la base a des
cotés de longueur 2L (%\/N ), on obtient :

N-1

2
mes (f (C;)) < 2¢ (g\/ﬁ) <2L (g\/ﬁ)> :
K K
et nous avons K" cube C};, donc pour tout K > 1:
N
mes (f (S)) < 2NV LN (m/ﬁ) £ (%W) :
faisons tendre K — oo, et le nombre de décomposition est quelconque, on déduit que :

mes (f (S)) = 0.
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2.4. CONSTRUCTION DU DEGRE DE BROUWER :

2.4 Construction du degré de Brouwer :

Lemme 2.4.1 Soient Q un ouvert borné de RNet f € C* (Q,RN) Nnc (ﬁ, RN).
On désigne par
S={reQ, Js(x) =0},
Uensemble des points singuliers de f et on suppose que y ¢ f(02) U f(5).

alors on a :
d(f.Qy)= Y sgn(Js(2)) € 2.
z€f~1(y)
Preuve. (voir [7], page 111). m

Lemme 2.4.2 Soient ) un ouvert borné de RY, y € RN\ f(S), f € C® (Q)N et (C.)ow0

une approzimation de l'unité (i.e [,y C. (|z|) dz = 1), vérifiant

supp (C.) C B (0,¢),

il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < e < ¢q :

a(f, 9 y) = /f 7) — ) Jy(2)d.
Preuve. Pour démontrer cet lemme ona deux cas :

1- Premier cas, si y n ’a pas d’antécédent, alors :

go = dist (y, f (ﬁ)) >0,
est bien posé puisque :
C(f(x)—y)=0

pour tout x € € et tout 0 < ¢ < &.

2- Deuxiéme cas, soit x1, ..., T, les antécédents de y par f, pour tout i = 1, ....n, f'(x;) est

inversible donc par le théoréme d’inversion locale, f est un difféomorphisme d’un voisinage

ouvert V; de z; sur une boule ouvert B (y,r;) (on peut supposer deux a deux disjoints) sur

Vi, Jr ne change pas de signe et on a donc, grace au théoréme de chengement de variables :

[ 6t @ =@z = son(Ugtw) | €A @) =) )] ds
= st [ e
= ) [ G

= sgn (Jy(r:)),
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2.4. CONSTRUCTION DU DEGRE DE BROUWER :

telle que 0 < ¢ < &y = inf(ry, ..., r,) puisque supp (¢.) C B (0,7;) pour tout i = 1, ..., 7.
D’autre part : on a
ve (2 (OV))

et Q\ (Qﬁ@) est un compact, on obtient :

g9 = dist (y, f <§\ (191‘/;))) > 0.
Si on suppose que 0 < € < &9 on trouve :
|f (z) =yl = ez € Q\ (igl‘/é) ,

dans ce cas :

on déduit que, pour tout 0 < e < gy :

/Q (@) =) J@de = | C(f (@) —y) Jy(a)de (2.6)

n

U Vi
i=1

- > [ e @-ni@in

puisque les V; deux a deux disjoints.

De (2.5),(2.6) on conclut la preuve pour g9 = inf (¢1,¢2) . =

Proposition 2.4.3 Soit Q un ouvert borné de RY, f € C* (ﬁ)N et B une boule ouvert
incluse dans RN\ f (09)) .

Si (y',y?) € B sont des valeurs réguliéres de f alors :
d(f,Q.y") = d(f,9Q,9%).
Avant de donner la démonstration on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.4 Soit f € C (RN)N, on note, pour (i,j) € [1,]\7]2 et v € RN, Ay () le

cofacteur (i,j) de f'(x), c’est a dire,

ofi(z) - Oiafi(z) djafi(x) - Onfi(z)
Ay (z) = (_1)i+]~ Ofica(z) - Oj—1fi1 (z) i1 fim1 () -+ Onfii(x)
! Orfiyr () -+ Ojafiri(®) Opafiri(x) -+ Onfirar(x) ’
ofy(z) - Oiafv(x) Opfn(z) -+ Infyn(2)
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2.4. CONSTRUCTION DU DEGRE DE BROUWER :

on a alors, pour tout (i, k) € [1, N]2 etz € RNV :
N
i) >0 fr (x) Aij (x) = ;¢ () (00 &, est le symbole de Krineker).
j=1

N
j=1

Preuve. (de la proposition)

On a d’apres le lemme (2.4.2) :

A, Q. y") — d(f. 2 4) = / (€ (F@) =) —C(f (@) — ) (w)de (27)

Q

C(f@)—y") = (flx)—y?) = /01V<€ (z—y' +t(v' —v)) W' —y?)dt

= > - yf)/o 0. (= =y +t(y' —o?)) dt
= div(w.)(2), 2.4

we (2) = (yl—yg)/o 2=y +t(y' —v7))dt,

et

2 2

1 1
y' = (yl, yN> =y, Y,).

Voir que w, (z) = 0 lorsque z est & une distance supérieure a ¢ du segment [y', 3?] .

Soit A;; (x) le cofacteur (i, j) de f’(z), on note :
N
Vie (1) = Y wie (f (2)) Ay (x)
i=1

la fonction v, = (v1¢, ..., uye) € C (Q)N

Pour ¢ assez petit, v. = 0 au voisinage de 95, en effet, on a [y!, y?] un compact inclus
dans B & f(09), alors il existe 6 > 0 tel que deux points quelconques de chacun de ces
deux compact sont a distance au moins § d’un I'autre.

D’autre part : par la continuité uniforme de £, il existe un voisinage V' de 92 dans € tel
que tout points de f (V') est a distance au plus g de f (012), et donc a distance au moins g

de [y*,y%]; comme w. = 0 hors de [y*,y*|+ B (0,¢), et sion prend 0 <& < $ onaw. (f) =0

sur V.
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2.4. CONSTRUCTION DU DEGRE DE BROUWER :

Ceci permet donc de prolonger v, & RY par 0 en dehors de 2, d’aprés le lemme (2.4.4)

et la relation (2.8) on a :

div(ve)(@) = D> 95 (wie (f (2)) Ay ($)+Zzwi,s(f (2)) 934 (x)  (2.9)

puisque v, est réguliére a support compact dans ).

De (2.7),(2.9) et I'intégration par parties on a :

Ay —d(f.Qy?) = / div(v,) (z) de

donc
/RN div(ve) (z) do = [(vie) ()] ypn — /RN 0de — 0.

Ce qui conclut la preuve m

Proposition 2.4.5 Soit Q un ouvert borné de RN, h € C* ([0, 1] ,Q)N ety € C>([0,1])
tel que, pour tout t € [0,1], y(t) & h(t,00), alors :

d(h(t,.), 2 y(t)),

est indépendent de t.

Preuve. Soient t; € [0,1] et r = dist (y (t1),h (t1,09)), on note hy = h(t,.), prenons

y* une valeur réguliére de h (t1,.) dans B (y (1), r). Par définition, on a :
N
d(h(t,.), Qy(tr) = d(h(tr,.), Qy") =D sgn(Jhy, (x)), (2.10)
i=1
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2.4. CONSTRUCTION DU DEGRE DE BROUWER :

ol T, ..., T, sont les antécédents de y' par h (ty,.).

Pour tout ¢ = 1,...,n, Pendomorphisme 0,h (t1, z;) est inversible et par le théoréme des
fonctions implicites nous montre qu’il existe un voisinage ouvert V; de z; dans {2, un voisinage
ouvert U; de t; dans [0,1] et une application X; : U; — R tels que X (t;) = z;, et pour
tout ¢t € U;, X; (t) est 'unique x € V; vérifiant

ht,z) =y,

on déduit que les U; sont tous égaux sur un intervalle U contenant t; et ouvert dans
[0, 1].

Puis on a : 0,h (¢, X; (1)) est continue en t et inversible en ¢ = ¢;, alors on peut aussi
supposer que Jd,h (t, X; (t)) est inversible pour tout ¢ € U.

D’autre part : comme
dist (yl, h (tl,ﬁ\ (ﬁ_ﬁlv))) >0,
et Q\ (,lez) est compact, alors

dist (yl, h (t,ﬁ\ (le)>) >0,

pour tout ¢ dans un voisinage de t;.

Donc les seuls antécédents possibles de 3! par h, lorsque t € U sont dans iglvi, et sont
donc les X; (t) précédemment trouvés.

D’ou y' reste une valeur réguliére de h; lorsque t € U (tous les R} (X; (t)) = 0, (t, X; (t))

sont inversibles) et donc, pour tout ¢ :

d(h(t,.), Q") = ngn(Jht(Xi ().

Depuis, on prend U tel que 0,h (t, X; (t)) reste inversible pour tout t € U et le signe du
déterminant de cette application ne peut pas changer lorsque t varié dans U et i =1, ..., n.

De (2.10) on a :

d(h <t> ) ) Qa yl) = ngn(Jht1 (Xz (tl))) = d<h (t1> ) ) Qa Y (tl»' (2'11)

Comme

‘yl -y (tl)‘ < dist (y(t1> ’ h (tla 89)) )
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et 0f) est un compact, pour tout ¢t dans un voisinage de ¢; on a :
Yt =y ()] < dist (y(t) . b (,09)).
Par la définition de d et puisque y! est une valeur réguliére de h; pour tout ¢t € U, on a :

d(h <t> ) Ly (t)) = d(h (t7 ) , 2, yl),

de (2.11), on conclut que t — d(h (t,.), €,y (1)) est constant au voisinage de ¢;. D’ou d est

invariant par homotopie. m

2.5 Unicité du degré de Brouwer :

Réduction au cas linéaire :

Pour démontrer 'unicité du degré, il suffit de déterminer le degré sur les applications
linéaires et avec y = 0.

Soient ) un ouvert borné de RY, y € RV\f (C}) et f: Q — RN C O (Q)N Comme
y est une valeur réguliére de f et si on prend x un antécédent de y par f alors = est forcément
dans © (et non sur 0N2) et f’ () est inversible, donc d’aprés le théoréme d’inversion locale,
f est un difféomorphisme local d’un voisinage de = sur un voisinage de y.

D’ou, au voisinage de x, il ne peut exister d’autre antécédent de y (f est injective au
voisinage de z), donc ces antécédents sont isolés et comme (2 est borné, alors ils sont en
nombre fini (sinon, ils auraient un point d’accumulation qui serait lui méme un antécédent
mais non isolé).

Si on suppose 0 assez petit, alors les boules centrées sur les antécédents de y et de rayon
0 sont deux & deux disjoint. Comme gy n’a pas d’antécédent par f en dehors de ces boules,
donc d’apres les propriétés (2) et (5) de la proposition (2.3.1) on démontre que :

Soit z un antécédent de y :

d(f,y) = > d(f,B(2,0),y) (2.12)
zef~1({y})
= Z d(f—y,B(Z,d),O)
zef~1({y})
zef~1({y})

pour tout § assez petit.
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Comme [’ est uniformément continue sur 2 (car f € C* (Q)N), donc le théoréme des

accroissements finis donne :

fz+z)—y = f(2)a] < Sl[épl]Hf'(Z +x) = f'(2)]l || (2.13)
telo,
< w(|z]) |,
ot ||.|| est la norme d’endomorphisme induite par |.| et w(r) = 0 lorsque r — 0 (module

d’uniforme continuité de f’).

Considérons 'homotopie :
h(t,z) =t(f(z +2) —y) + (L= 1) f'(2)z,

et prenons ¢ > 0, sl existe x € dB(0,0) et t € [0, 1] tel que h(t,x) = 0, alors

tf(z+2)—y— f(2)z) = —f(2)z,
D’apres (2.13) on a :
|f'(2)z] < w(6)0.

Mais comme f’(z) est inversible, on peut trouver C, > 0 indépendant de ¢ et = tel que :
|f'(z)z] = C. |z = C.d,

alors :

C, < w(0),

ce qui n’est pas posssible lorsque ¢ est assez petit, donc on peut appliquer l'invariance par

homotopie du degré pour trouver :

d(f,Qy) = > d(f'(2), B(0,4),0). (2.14)
z€f~1({y})

Pour chaque antécédent, la seule solution de f'(z)x = 0 est = 0 (car f'(z) est in-
versible). Alors par l'additivité du degré topologique, cette formule est valable pour tout
6> 0.

Finalement, (2.14) montre que le degré est entiérement déterminé par les valeurs qu’il

prend sur les applications linéaires inversibles.
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2.6 Applications de degré du Brouwer :

2.6.1 Théoréme de point fixe :

Théoréme 2.6.1 Soit B(0,1) la boule dunité fermé de RN et f: B(0,1) — B(0,1) une
application continue, alors f admet un point fixe dans B (0,1), i.e : 3z € B(0,1) tel que
fw) =,

Preuve. Supposons que pour tout x € 9B on a :

fx) #

c’est-a-dire, f n’a pas de point fixe sur le bord 9B (0,1). On a B (0,1) est un ouvert borné
de RN, 0 € B(0,1) et I'application.

Id— f:B(0,1) — B(0,1)

est continue tel que 0 ¢ (Id — f) (0B(0,1)), donc on peut montrer que Id — f admet des
solutions ou non dans B (0,1). On calculons d(Id — f, B(0,1),0) pour cela on considére
I’homotopie
h:[0,1]xB— B
(t,z) — tf(x).

S’il existe un x € 0B(0,1) et un t € [0, 1] tel que = — h(t,z) = 0, alors

tf(z) ==,

comme z € 0B(0,1), donc |z| =1 et |f(z)] <1 dout =1, et par conséquent = = f(z). Ce
qui prouve l'existence d’un point fixe sur 9B(0, 1).

On utilisant la normalisation et 'invariance par homotopie de degré du Brouwer on

obtient :
d(Id — f,B(0,1),0) = d(Id, B (0,1),0) — d(f, B (0,1) ,0),
eton a :
d(h(1,.),B(0,1),0) = d(h(0,.),B(0,1),0)
<~
d(f,B(0,1),0) = d(0,B(0,1),0) =0,
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d’ou
d(Id— f,B(0,1),0) =1,

donc Id — f admet au moins une solution dans B. m

2.6.2 La surjectivité de fonctions :

Proposition 2.6.2 Soit f : RY — RY une fonction telle que %ﬂ — 0 lorsque |x| —

oo. Alors f est surjective sur RY.
Preuve. Soit y € RY et 'homotopie
h(t,z) =tf(z)+ (1 —t)z,
(entre f et Id ), on prend R > |y| assez grand et pour tout t € [0,1], on a
h(t,z) =y,

n’a pas de solution sur le bord 0B(0, R).

Mais grace a l'invariance par homotopie on a :
d(h(07 ')7 B (07 R) 7y) - d(h(17 ')7 B (Ou R) 7y)7

ie:

d(va (07R> >y) = d(f7B(0>R) ay)>

donc
d(Id,B(0,R),y) =d(f,B(0,R),y).

Et grace a la normalisation du degré on obtient :
d(f7B(O7R) 7y) =1,

d’ou I'existence d’une solution = € B (0, R) tel que f(x) = y et par conséquent, la surjectivité
de f.
On suppose que x € B (0, R) et t € [0,1] tel que h(t,z) =y, donc on a :

vy =xh(t,z)=ztf(x)+ (1 —1t) |z,
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ce qui donne :

yl = <tf|§"|)””+<1—t>\x|>
(t%jt(l—t)]%).

Pour R > |y| + 1 assez grand de sorte que :

fx)x
]

> |y + 1,

et si |z| > R on déduit que :

Y]

vl t(lyl +1) + (1 =)yl + 1)

v

ly| +1,

contradiction avec ce choix de R. h(t,z) = y ne peut avoir une solution z sur 0B (0, R) et

ceci pour tout ¢ € [0,1]. m

2.6.3 Degré topologique des fonctions holomorphes :

Lemme 2.6.3 Soit 2 un ouvert borné de C et f une fonction holomorphe sur un voisinage
de Q, qui ne s’annule pas sur O, alors d(f,Q,0) est égal au nombre de zéros de f dans €,

comptés avec leur multiplicité.

Preuve. Dans le cas ol f est constante non-nulle, on a :
d(f,Q,0) =0,

(car on a pas de zéro dans €2) méme chose dans le cas ou f est non-constante mais n’admet
pas de zéro dans §2.

Maintenant, on suppose que f est une fonction non-constante et a un nombre fini de
zéro dans ).

Soit (21, ..., zx) les zéros de f et (1, ..., x) leur multiplicités, choisissons € > 0 assez petit
pour que les boules B (z;, ¢) ieq, sont disjointes et incluses dans €2, comme f n’a aucun zéro

en dehors de 'union de ces boules, d’apreés la propriété d’additivité du degré on a :

k

d(fa an> = Zd(faB (Ziag) 70)7

i=1
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ce qui nous reste & démontrer est que pour € > 0 assez petit :

d(f, B (zi,€),0) = n;.

On va étudier le degré sur B (0,¢) pour cela on suppose que z; = 0 et notons n = n,, donc

on peut écrire f sous la forme
f(z) =az" (1+w(z)),

tel que a # 0 et w(z) — 0 lorsque z — 0.

Pour |z| = ¢ on a |w(z)| < 1 et si on considére ’homotopie
h(t,z) = az" (1 +tw(z)),

qui n’a pas de solutions sur [0, 1] x B (0, ¢).

L’invariance par homotopie nous donne :
d(f,B(0,¢),0) = d(az", B(0,¢),0),

on veut calculer le degré d(az", B (0,¢),0), pour cela on considére une homotopie entre az"

et 2" :

h(t,z) = taz" 4+ (1 —t)2".
Par la propriété d’invariance on obtient :
d(az",B(0,¢),0) = d(z", B(0,¢),0),
et on a par additivité du degré :
d(z",B(0,e),0) =d(z",B(0,1),0) =n,
d’ou
d(f, B (zi,€),0) = n;.

Théoréme 2.6.4 (Rouché)
Soit Q un ouvert borné de C, f et g deux holomorphes sur un voisinage de S, on suppose

que f n’a aucun zéro sur 0S). Si :
1f(2) —g9(2)| <|f(2)| pour tout z € O,
alors f et g ont méme nombre de zéros dans €2 avec leur multiplicités.
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Preuve. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que :
d(f,Q,0) =d(g,9,0).

On désigne une homotopie h entre f et g a condition qu’elle ne s’annule pas sur 052, ’ho-

motopie est :

hit,z) = (1—1)f(2) +1g(2)
= f(2) +1(g(2) = f(2)).

On a pour z € 012 :
|f(z) = g(2)| < |f(2)],
donc :

h(t, z) # 0,

on conclut que :

d(f,Q,0) =d(g,9,0).

Théoréme 2.6.5 (Borsuk)
Soit Q C RY un ouvert borné symétrique par rapport & l'origine avec 0 € , soit
f: Q — RN une application continue impaire sur O et telle que 0 ¢ f(09Q). Alors

d(f,9Q,0) est un entier impair.

Preuve. Supposons que f est réguliére et impaire et supposons que 0 est une valeur
réguliere de f et comme 0 est un antécédent évident de 0 par f (puisque f est impaire),

d’apres le lemme (2.4.1) du degré pour les fonctions et valeurs réguliéres on a :

d(f.Q,0) = sgn(Jp(0)) + > sgn(J(f()),
ze f~1({0}),x#£0

les antécédents non-nuls de 0 sont par couple (z, —z) .

Si f(xz) =0 alors :
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de sorte qu’en formant une famille non vide, (x1, ..., ;) ayant un seul représentant de chacun

de ces couples, f’ est paire ce qui donne :
!
d(f,9,0) = sgn(J;(0)) + D _sgn(J(f(z:)) + sgn(J (f(~=:)
= sgn(J(f(0)) +2)_sgn(J(f(x:));

(car f(x)—Qf(—x) = f(z)) m

Corollaire 2.6.6 Soit N > p deux entiers et f : S¥~t — RP une application continue telle

que (SN71 désigne la sphére unité de RN ). Alors il existe v € SN71 tel que f(x) = f(—x).
Preuve. Soit

g : B(0,1) —R?

une extension et impaire, en identifiant R? & R? x {0} C R¥ oiul I'’ensemble {0} représente
N — p coordonnées.
On peut supposer que g est a valeurs dans RY. Si 0 ¢ g(SV~1), alors le fait que g est

impaire, d’aprés le théoréeme de Borsuk on a que le degré est impaire et
d(g, B(0,1),0) # 0,
donc d’apres les propriétés (1) et (3) de la proposition (2.3.1) :
dz € B(0,1) t.q: g(x) =0

i.e : que tout un voisinage de 0 dans R" est dans 'image de ¢, ce qui est une condradiction
car I'image de g est contenue dans R? x {0} qui ne peut contenir un voisinage de 0 de R",

donc on a que 0 € g(SNV71), c’est -a-dire I'existence de x telle que :

g(x) =0 = [f(z) = f(-=).
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Chapitre 3

Degré topologique de Leray-Schauder

3.1 Introduction :

Maintenant, on vas présenter un autre degré topologique ayant le méme role que le
degré de Brouwer, mais en dimension infinie, c’est & dire un outil qui permet d’assurer
qu’une équation f(z) =y, ou f est continue d’un espace de Banach E dans lui-méme, a au
moins une solution z.

L’exemple suivant permet de comprendre qu’il n’est pas possible en dimension infinie de
construire un degré topologique pour toute application continue.

Soient [?(N) l'espace des suites © = (z,),>0 de carré sommable et K la boule unité

fermé de [2(IV). On désigne par |z| la norme de z :
2 2
o =Y laal,
n=0
si x € K, on définit T'x par :

2
Tx = < 1 — |z ,xo,xl,...,xn,xnﬂ,...) :

il est clair que T est continue, et que Tx € K et que plus précisement |Tz| = 1.

T ne posséde aucun point fixe dans K, car si Tx = x, on doit avoir pour tout n > 0 :

Tnt+1 = T,

To = \/ 1- |‘T|27
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or

jz] = |Tz| = 1,

et par conséquence zo = 0, d’out z = 0 ce qui contradit avec |z| = 1.

Donc en dimension infinie, et pour des applications continues d’'un Banach E dans lui-
méme, on peut pas définir un degré topologique, mais il existe plusieurs degré en dimension
infinie qui ont justement pour principale différence la classe de fonctions a laquelle chacun
s’applique, le degré qu’on va voir appelé degré de Leray-Schauder qui est construit sur les
applications compactes.

On va définir un degré topologique pour des applications qui sont des perturbations
compactes de l'identité du type Id — f ou f est compact et Id désigne I'application identité
des X.
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3.2 Degré de Leray-Schauder

Lemme 3.2.1 Soient E et F' des espaces de Banach et A un fermé de F. Si f : A — E

est compacte et si X est un fermé borné dans A, alors (Id — f)(X) est fermé.

Preuve. Soit y,, = x,, — f(2,,) est une suite de (Id — f)(X) qui converge vers un y, alors
comme (Z,),>1 € X est borné on peut extraire de (f(x,)),>1 une suite qui converge, cela
montre que

Tpn =Yn + f(xn)a

converge elle-méme vers un z € X (car X est fermé) et, par continuité on conclut que

y ==~ [f(z) € (Id=f)(X).

Théoréme 3.2.2 Soit E un espace de Banach, ) est un ouvert borné de E, y € E et
f:Q — RY est compacte, telle que y ¢ (Id — f)(09). Il existe une application d :
(Id— f,Q,y) — Z telle que :

i) (normalisation) : si Q) est un ouvert borné de E ety € §2, alors :
d(1d, 9, y) = 1.

i1) (additivité) : si Q est un ouvert borné de E, y € E et f : Q — E est compacte et
01, Qy sont des ouverts disjoints inclus dans ) tels que y ¢ (Id — f)(Q\(1 UQy)), alors :

d(Id — f,Q,y) = d(Id — f,Q1,y) + d(Id — f, €, y).

iii) (invariance par homotopie) : si Q est un ouvert borné de E, h : [0,1] x Q@ — E
est compacte, y : [0,1] — E est continue et pour tout t € [0,1],y(t) ¢ (Id — h(t,.))(092),
alors :

d(Id — h(0,.),2,y(0)) =d(Id— h(1,.),Q2,y(1)),

d est appelé le degré topologique de Leray-Schauder.

Preuve. ii) L’additivité : si f est compacte et y ¢ (Id — f)(Q\(Q1 UQy)) avec Q; et Q,
des ouverts inclus dans € alors d’aprés le lemme (3.2.1) 'ensemble (Id — f)(Q\ (91 U )
est fermé et r = dist(y, (Id — f)(Q\ (2, Uy))) est strictement positif.
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Soit g de rang fini telle que
supllg - £ <r
Q

et F' un sous-espace de dimension finie qui contient y et 'image de g.

On a alors :
supllg — fl < dist(y, (Id — f)(Ow)).

Pour w = Q, € et s, on peut utiliser g et f pour calculer d(Id — f,w,y) pour tout ces w,

de plus on a :
y & (Id = g)(Q\ (1 U )),

donc

y € F\(Id = g\grp) (XN FA\((1 N F) U (22 N F))),

car :

@AF\(NF)U QN F))) C (Q\(Q UQ)).

D’ott on conclure la preuve de ’additivité comme suit :

= dr(ld - ggrp, u N FLy) + dr(ld — g\grp, Q2 N Fly)
= d<[d_faﬂlay)+d(jd_fag2ay)

iii) L’invariance par homotopie :

On a les degrés en dimension finie vérifient la propriété (2) de la proposition (2.3.1), il est
clair par sa définition que le degré de Leray-Schauder tout juste construit vérifie la propriété
similaire ii) de la proposition (3.3.1), il suffit donc de prouver 'invariance par homotopie
lorsque la valeur y est prise égale a 0.

Sih:[0,1] x Q2 — E est une homotopie compacte telle que 0 ¢ (Id — h(t,.))(99)
pour tout ¢ € [0,1], alors comme [0,1] est un compact, par 'absurde on conclure que
r= tei%,fudwt(o’ (Id — h(t,.))(0R)) est strictement positif, on prend ’homotopie

h:[0,1]xQ— E

de rang fini et & distance de h strictement inférieure & r, donc si F' est un espace de dimension
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finie qui contient 'image de iL, on a par définition, pour tout ¢ € [0, 1] :
d(Id —h(t,.),Q,0) = dp(Id - h(t, )\gap, QN F

= d(Id—h(t,.),Q,1).

0)

Donc l'invariance par homotopie de dr. m

3.3 Quelques propriétés :
Proposition 3.3.1 Le degré topologique de Leray-Schauder vérifie les propriétés suivantes :
1) Sid(Id— f,Q,y) # 0, alors il existe x €  tel que x — f(z) = y.
1) Pour tout z € E, d(Id — f,Q,y) =d(Id — f — 2,Q,y — 2).
i1i) Soit Q un ouvert borné de E, y € E et f : Q — RN est compacte, telle que
y ¢ (Id — £)(09Q) et r = dist(y, (Id — £)(02)) > 0. Si g : @ — RY compacte et z € RY
sont tels que sgg)(Hg —fl)+lly — 2| <r, alors :

w) d(Id — f,Q,.) est constant sur les composantes connexes de E\(Id — f)(02).
v) Pour tout z € E, d(Id — f,Q,y) =d((Id — f)(. — 2),z + Q,y).

Preuve. On vue que cette proposition est similaire a la proposition (2.3.1) donc, il suffit
de vérifier que les homotopies que I’on a utilisées dans la preuve de la proposition (2.3.1) sont
des perturbations compactes de I'identité, lorsque les fonctions considérées sont elle-méme
des perturbations compactes de 'identité.

Mais on a deux points ne prend pas comme la dimension finie qui lié & la compacité de
Q, et qui sont :

e f(00) est fermé (tout points qui n’est pas dans f(0€2) est a distance strictement posi-
tive de cet ensemble) ce qui revient a dire que (Id — f)(09) est fermé. c’est une conséquence
du lemme (3.2.1).

oy ¢ f(Q\ Q) pour s assez petit, dans notre cas : y ¢ (Id — f)(Q\Qy,) pour s assez

petit, on prouve par I’absurde, exactement comme dans la preuve de la proposition (2.3.1),

en utilisant le méme arguement que dans la preuve du lemme (3.2.1). =
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3.4 Construction du degré de Leray-Schauder :

3.4.1 Degré de Brouwer dans un espace vectoriel de dimension
finie :

Pour chaque espace vectoriel normé F' de dimension finie, on a besoin de dg, le degré
topologique sur F.

On supose que dim F' = n, alors il existe un isomorphisme ¢ : RY — F.

Soit Ar = {(f,Q,y) /Q un ouvert borné de F', y € F, f : @ — R est une application
continue et y ¢ f(9Q)}. I est clair que (¢ tofop, =1 (Q), v (y)) € A(triplet de Brouwer),
on pose

dp (f,Q,y) =d(e "o fop, o (),¢ " (¥),

tel que d est le degré topologique de Brouwer dans RY.
On sait que le degré est unique donc si dp est un tel degré et ¢ : RY — F est un

isomorphisme, alors :

d(g,Q2) =dp(pogop e (U), 07 (2)), (3.1)

est un degré topologique sur R qui est égal au degré topologique de Brouwer d, cela prouve
que cette définition ne dépond pas de 'isomorphisme ¢ choisi, puisque on peut construire
un degré sur F' & l'aide d’un autre isomorphisme.
Dans la proposition suivante, on compare les degrés topologiques des différents espaces :
Soient F' C (G deux espaces vectoriels de dimension finie et {2 un ouvert borné de G, si

f: 9 — F est continue et y € F\ f(99Q), alors on peut parler de dg (f,$2,) .

Proposition 3.4.1 Soit G un espace vectoriel normé de dimension finie et F' un sous espace

de G, soit Q un ouvert borné de G,y € F et f : Q — F une application continue telle que

y & (Id— f)(09). Alors :
de (Id — f,Qy) = dr(Id — faar, 10 F y).
Pour démontrer cette proposition en a besoin de la proposition suivant :

Proposition 3.4.2 Si K est un compact de RY, alors { fix, f € C® (RN)} est dense dans
C(K).
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Preuve. On remarque d’abord que 0r (2 N F) est inclus dans 02, alors

y & (Id = figap) (Or( N F)),

et
dF(Id_f\WvaFay)7

est bien défini. Pour suit en utilisant la définition du degré consernant les fonctions & valeurs
réguliéres, on prend un isomorphisme ¢ : R™ — G telle que ¢(R™ x {0}) = F et d’apreés la
relation (3.1) au cas G = R™ et F' = R"™ x {0}. Il est clair que dans cette situation, le degré
sur F est calculé comme celui sur R” (car : R" x {0} ~ R").

Comme f est continue a valeurs dans R™ x {0}, d’aprés la proposition (3.4.2), il existe
une application f : 0 — R™ x {0} réguliére et aussi uniformément proche de f, on sait

alors que :
i (Id = ,Q,) = dzn (1d = [, 2,y)

et que :

der 0y (Id = fLgmmrqopy @0 (R™ x {0}) ) = dan oy (Id — fLgrmrsqop, @0 (R™ x {0}),9).

Soit § € R™ x {0} une valeur réguliére de Id — f\m(wx{o}) suffissamment proche de y. Par

construction de degré, on a :

dgn 0y (1d— L grgmgoyy QN(R™ % {0}) ,y) = > sgn(Jn(Id—fian@exqop)(x)),
r e QN (R”x{0})
tqz—f(z) =y
ou J,, le déterminant jacobien dans 'espace R™ x {0} identifi¢ a R™.

Si z un antécédent dans Q de § par Id — f; alors :

z = f(r)+yeR" x{0},

et « est donc un antécédent dans QN (R™ x {0}) de § par Id — f\m(RnX{o}). Comme f est &

valeur dans R” x {0}, la matrice de f'(x) s’écrit sous la forme :

Oifi(x) - Onfi(x)

alfn(x) amfn(m) _ <]E\QO(R"><{0})>/(-@) A
0 0 0 0
0 0
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ol A est une matrice n x (m —n).

La matrice de Id — f' (z) est donc :

~ /
hﬁ—(ﬂﬂﬂ%W@D)(w) A
0 1d

D’ou
Jn(Id = f)(x) = Jo(Id = fian@rxop) (%) -

On déduit que tous les antécédents dans Q de § par Id— f, qui sont méme les antécédents

dans QN (R™ x {0}) de § par Id — f\m(RnX{O}), sont des points réguliers de Id — f et que :

din (1= F, ) = Y sgn(Jn(ld - f)(x))

z€Q/z—f(z)=j
- sgn(J,(Id — f\ﬂm(R”x{O}))(I))
r € QN (R" x {0})
tqz—f(z) =7
= drnxqoy(Id = @ @0 (R” x {0}),9),

ce qui conclut la preuve. m

3.4.2 Du degré de Brouwer au degré de Leray-Schauder :

Définition 3.4.3 Soient Fet E des espaces de Banach et A un fermé de F. Une application
f: A — FE est de rang fini si elle est continue et si f(A) est inclus dans un sous-espace

vectoriel de E de dimension finie.

Proposition 3.4.4 Soient F' et E des espaces de Banach et A un fermé borné dans F. Si
f: A — E est une application compacte, alors pour tout € > 0, il eviste g : A — FE de

rang fini tel que sup|lg — f| < e.
A

Preuve. On a :

fC U Bl.).

et puisque f(A) est relativement compact (car A est borné), f(A) est précompact, alors il

existe i, ..., y, tels que : f(A) C ,QIB(% g). Soit

Y;(y) = max(0,1 — .

).
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La fonction 1J; est positive continue sur E et strictement positive sur B(y;, ), on déduit que :
n
b= Vi
i=1

est continue sur E et strictement positive sur f(A) C 'QB (yi, ). Donc on pose
v;
)\i =
0

une fonction continue positive sur f(A) a support dans B(y;, ¢) et qui vérifie Y \; = 1, sur
i=1
f(A) (\; une partition de I'unité).

Alors, on considéere
g(x) = > M(f(@))y,
i=1

cette fonction est continue de A — E et de rang fini.

D’autre part, si on prend x € A, comme

Z&((f(x)) =1,

on a :

mais
Ai(f(z)) = 0ssi f(z) & B(yi,e),
ce qui implique

lg(x) — f(x)]| < sZAi(f(x)) — ¢

D’ot la conclusion de la preuve. m

Conclusion :

Maintenant, on peut construire le degré de Leray-Schauder a partir de degré de Brouwer.
Soient  un ouvert borné de E, y € E et f : Q@ — RY est compacte et telle que
y & (Id— f)(09), par le lemme (3.2.1), r = dist(y, (Id — f)(0£2)) est strictement positif, on

considére ¢ : Q@ — E une application de rang fini telle que :
supllg — f| <.
Q
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Il est clair que y & (Id — ¢)(09Q)(car sup||Id — g — (Id — f)| < dist(y, (Id — f)(99))).
o0
On prend F' un espace de dimension finie qui contient 'image de g et y, la restriction

(Id = g) omr de Id — g & QN F est & valeur dans F' et comme dp(2N F) C 0Q, on a :
(([d—g)/w,QﬂF,y) € AF,
alors

dr((I1d — g) jomr: 2N FLy),

est bien définie, et on peut définir le degré de Leray-Schauder de (Id — f,€2,y) a partir de
celle, pour obtenir une définition bien proposée, on montre qu’elle ne dépend pas des choix
de g et F.

Soit giune autre application de rang fini définie sur Q et a distance de f strictement &
r = dist(y,(Id — f)(02)), et on prend un autre espace F; de dimension finie qui contient y
et 'image de g;. En notant G = F + F, d’aprés la proposition (3.3.1) on obtient :

dF(<]d_ g)/W7Q N F7 y) - dG<<]d_ g)/W7Q N G7y)7

et
dr ((Id — 1) jorr, QN Fryy) = de((Ld — 91) jore: XN GLy),

D’autre part, on construit une homotopie
h(t,x) = t((Id = g) jora)(x) + (1 = 1) ((Id — g1) jare) (2),

entre (Id—g) ang et (Id—g1) jang, on remarque que (Id—h(t,.) est sur dg(2NG), a distance
de Id — f strictement inférieure & r, en particulier, Id — h ne prend jamais y comme valeur

sur [0,1] x 05(22N G) done d’apres 'invariance par homotopie de dg on a :
da((1d = 9) jare: XN G, y) = da((Id = g1) jarg, QN G, y).
Finalement, le degré de Leray-Schauder est défini comme suit :

ol ¢ : Q — F est n’importe quelle application de rang fini telle que

supllg — f[l <.
Q

avec

r = dist(y, (Id — f)(00))

et F' est un sous espace de E de dimension finie qui contient y et 'image de g.
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3.5 Applications de degré du Leray-Schauder :

3.5.1 Théoréme de point fixe :

Théoréme 3.5.1 Soit B(0,1) la boule d’unité fermé d’un espace de Banach E et f :
B(0,1) — B(0,1) une application compacte, alors f admet un point fize dans B (0,1),
i.e : v € B(0,1) tel que f(x) = .

Preuve. Soit £ un espace de Banach, supposons que pour tout x € B on a :
f(z) # =,

c. a.d : f n’a pas de point fixe sur le bord 9B (0,1).
On a B(0,1) est un ouvert borné de E, 0 € B (0,1) et 'application

Id— f: B(0,1) — B(0,1)

est compacte tel que 0 ¢ (Id — f) (0B) donc on peut montrer que Id— f admet des solutions
ou non dans B (0,1). On calculons d(Id — f, B(0,1),0) pour cela on considére ’homotopie

h : [0,1]xB—B
(t,x) — tf(z),
s'il existe un € B et un t € [0, 1] tel que :
x — h(t,z) =0,
alors :
tf(x) =z
Comme x € OB donc |z| = 1 et |f(z)] < 1 d’ou t = 1, et par conséquent z = f(x). Ce qui

prouve l'existence d'un point fixe sur 9B(0, 1).

De plus, en utilisant la normalisation et I'invariance par homotopie de degré de Schauder

on obtient :
d(Id - f,B(0,1),0) = d(Id, B (0,1),0) — d(f, B (0,1),0),
eton a:
d(h(1,.),B(0,1),0) = d(h(0,.), B(0,1),0)
<~
d(f,B(0,1),0) = d(0,B(0,1),0) =0,
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d’ou
d(Id— f,B(0,1),0) = 1.

Donc Id — f admet au moins une solution dans B(0,1). =

3.5.2 Equations différentielles ordinaires :

Théoréme 3.5.2 (Cauchy Peano)
Soit E un espace de Banach et f : R x E — E compacte. Considérons le probléme aux

valeurs initiales suivant :
't) = f(t,z()tel
(1) = S a0y e T 52
z(0) =a

Alors, pour tout a € E, il existe T > 0 tel que (3.2) a au moins une solution sur

Vintervalle I = [—T,T].

Avant de donner la démonstration de (3.2), on a besoin du théoréme d’Arzela-Ascoli :
e Rappellons que dans un espace métrique, un sous-ensemble est relativement compact

si sont adhérence est un ensemble compact.

Théoréme 3.5.3 (Arzela-Ascoli) : Soit (K, d) un espace métrique compact, (E,|||) un es-
pace de Banach et A C C (K, E), alors A est relativement compact dans (C’ (K,E), H||OOK)
si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont satisfaites :

a) A est équicontinu, c’est o dire, pour tout x € K et pour tout ¢ > 0, il existe un

voisinage V C K de x tel que :

If () = f)ll <eVyeV,VfeA

b) A(x)={f(x),f € A} est relativement compact dans E.

Preuve. (voir [1], page 57) m

Preuve. (Cauchy Peano) : On intégré ’équation (3.2) sur [0,t], on obtient :

z(t) =a +/0 f((s),z(s))ds.

Notre but est de chercher T'> 0 et z € C ([-T,T], E) qui vérifie ’équation précédente
pour tout ¢t € [-T,T7.
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L’intégrale qui apparaisse dans cette équation est & valeurs dans un Banach, mais comme
les fonctions considérées sont continues il n’y a pas de difficulté & manipuler ce genre d’inté-

grale.

On considére @7 : C ([-1,T],FE) — C([-T,T], E) telle que :

By = / £((s), 2(5))ds,

il suffit de monter qu’il existe T' > 0 tel que &7 a un point fixe.

Tout d’abord on a si x,, — x dans C ([-T,T], E), alors
{z,(t);n > 1t e [-T,T)},

est borné, disons par M, et la fonction compacte f qui tronsforme [T, T] x B(0, M) sur un

ensemble borné de F, on a :

sup |[®r(z)(t) — Pr(x)(t)] < /T 1f (s, 2n(s5)) = f(s,2(s))llds,

te|-T,T)

et comme f est continue, on obtient :
1/ (s, 2n(s)) = f(s,2(s))|| — 0 lorsque n — oo,

cette quantité reste uniformément borné, d’aprés le théoréme de convergence dominé, on

peut voir que
& (z,) — Pp(z) dans C ([-1,7T],E),

d’apres cela en remarque que ®1 est continue.

En suite, il faut prouver que ®r envoie les bornés de C ([—1,T], E) sur des ensembles
relativement compacts dans cet espace, pour cela on doit appliquer le théoréme d’Arzela
-Ascoli.

Soit (z,),>1 une suite bornée dans C' ([-7,7], E), on a :

[o2(0,)0) ~ @r(e))] < | [ 1sanlsDlas].

Si on note :

Y ={f(s,z,(s));n>1,s € [-T,T]},

d’apres ce qui précede Y est borné, disons par K, ce qui montre que :
@7 (@) (1) — Pr(za) ()] < K |t — 1],
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ce qui donne donc I’équicontinuité de {®7(x,,);n > 1}.
Par ailleurs, d’apreés la compacité de f, on a Y est relativement compact dans F, cela
permet de voir que I'enveloppe convexe C'o(Y') de Y est aussi relativement compact dans F,

et on a pour tout n > let s e [-1,77] :
f(s,2a(s)) €Y,

il est facile de montrer que :

%/0 f(s,zn(s))ds € Co(Y).

Anssi :

/Ot f(s,z,(s))ds € tCo(Y),

qui est compact.

Cela montre donc que
(D7 (2)(£) =1,

reste dans un compact de £, d’out on conclut que @7 envoie les bornes de C ([-7, 7], E) sur
des ensembles relativement compacts.

Si on arrive & bien choisir un 7' > 0 et un R > 0 tel que ®7 envoie B(0, R) dans elle
-méme, on peut démontrer le Théoréme de Cauchy-Peano a partir de point fixe de Schauder,
en effet :

Si on prend R = |la| +1 et M un majorant de f sur [~1,1] x B(0, R), on a alors si
T<letzeC([-T,T],E) est bornée par R,

T
sup ]H@T(-%')H < [lall + /T 1/ (s, 2(s)llds < [|al] + 2T'M,

te[-T,T

il suffit que T' < inf(1, 517) pour que ®7(x) reste borné par R sur [-7,7]. m

3.5.3 Résolution d’EDP :

Equation linéaire modéle :

Nous allons considérer des équations basées sur ’équation linéaire modéle :

—Au = f dans ()
u=0 sur 02
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tels que 2 un ouvert borné de RY et f € L?(f2). La solution est prise au sens faible :

trouver u € Hj(Q) tel que :

VUEH&(Q),/VU.VU—/]CU.
Q Q

D’apres I'inégalité de Poincaré on déduit que :

1
2
2
el sy = ( / 1Vl ) |

est une norme sur P'espace de Hilbert H ().

Et d’apres le théoreme de Riesz on déduit qu’il existe une solution a (3.3) au sens faible.
Et on peut voir que cette solution est continue par rapport a f, si f,, — f dans L?(f2) alors
la solution u, correspondante & f,, converge vers u dans Hg(S2).

A partir des théorémes d’injection de Sobolev et de Rellich on obtient que : pour tout

2N

=5, Hj(Q) s’injecte continuement et compactement dans L?(2).

p<

Equations linéaires non-coercives :

Le principe est de trouver les solutions d’un probléme et prouver ’existence d’une solu-
tion & ce probléme, griace au degré topologique, a la base de la résolution d’EDP elliptiques

lineaires "non coercives" de la forme :

—Au+div(Vu) = f dans €2
(Vu) = f | (3.4)
u=20 sur 0f)
ot V € (L®(Q))N(V cest la convection). Ces équations sont non—coercives car si 'on

essaie d’écrire la formulation variationelle sous la forme :

a(u,v):/gfv

(pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram), la forme bilinéaire :

a(u,v)—/Vu.Vv+/uV.Vv
Q Q

n’est pas coercive(a(u;v) > a||u||§{1(ﬂ) pour o > 0, n’est pas valable), donc le théoréme
0
de Lax-Milgram ne peut pas s’appliquer, mais on peut cependant prouver l'existence et

'unicité d’une solution de (3.4).
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L’idée est de "geler" le terme div(Vu) en fixant w € L*((2), et on note
u= F(u),
la solution de
—Au = f—div(@V),

(la solution existe car le second membre est dans le dual de Hj}(f2)).

Il est clair que

FiL2(Q) — LX(Q),

est compacte, mais on peut pas prouver que F' envoie une boule dans elle méme et il faut
donc employer une technique de degré topologique pour montrer que F' a une point fixe.

Cela se fait en estimant a priori les solutions de
u=tF(u).

C’est bien sur dans ces estimations que la difficulté réside et tout le raisonnement éffectué

étant assez simple et direct.

Non-linéaire bornée :

On peut facilement résoudre :

—Au + sin(u) = f dans

3 (3.5)
u=20 sur 02

cette équation est non-linéaire, mais sa non-linéarité est assez limitée et son opérateur
différenciel principal reste linéaire.

L’idée est de "geler" le terme, de non-linéarité; on se donne u € L*(Q) :

—Au = —sin(u) + f dans 2

(3.6)
u=0 sur 0f?

ceci définit une application
F:I2(Q) — H(Q) — LA(Q),

qui a @ associé la solution F'(u) = u de (3.6) et pour résoudre (3.5) il suffit de trouver u tel

que u = u, ie montrer que I’ a un point fixe on commence par voir que
F: L*(Q) — L*(Q),
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est continue car si u, — u dans L?(2) alors
sin(w,) — sin(u) dans L*(€2),

(sin est globalement lipschitzienne), de sorte que la continuité de la solution (3.3) par rapport

au second membre montre que
F(t,) — F(u) dans Hj (),

donc en particulier dans L*(12).
Par ailleurs, F' envoie L?(£2) en entier sur un ensemble relativement compact dans L*(€2).

En effet, pour tout 7 € L*(2) on a :
| sin(@) | L2y < mes()2,

et le second membre —sin(u) + f de (3.6) reste borné¢ dans L?(12), indépendamment de
u. Mais Papplication qui a ce second membre dans L?(2) associé la solution de (3.6) dans
H}(Q) est linéaire continue, donc envoie les bornés de L?(€2) sur des bornés de H} ().

Ainsi, 'image de F incluse dans un borné de H{(€2), donc un ensemble relativement
compact dans L?(2).

Dong, la fonction

F:L*(Q) — L*(Q)

est compacte et comme on vient de le voir a son image incluse dans un ensemble relativement
compact (donc borné) de L*(1).

Pour R assez grand, F' envoie donc la boule dans L?(2) centrée en 0 et de rayon R dans
elle-méme, et le théoréme de point fixe de Schauder permet d’affirmer que F' a un point fixe

c’est-a-dire qu’il existe une solution (au sens faible) de (3.5).

Non-linéarité surlinéaire :
On considére le probléme :

—Au+ud=f dans Q

(3.7)
u=20 sur 02
Et on considere F' : L?(2) — L?*(Q2) qui a u associé la solution de :
—Au= -+ f dans Q
! (3.8)

u=0 sur 0f)
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3 n’est pas dans

on n’est pas str que, lorsque u € L?(Q), cette équation est soluble (car u
L?(2) en général), on va montrer qu'une boule de L?(Q2) est stable par F.
Comme %® est une non-linéarité surlinéaire, elle va exploser les normes.

Autrement dit : si prend f = 0 un instant, on se rend compte que pour A > 0 :
F(\u) = XN*F(a),

ce qui montre que F' a élever au cube le rayon des boules et ne va donc pas stabiliser une
boule se rayon assez grand, on peut donc avoir I'idée de raisonner sur des boules de rayon
petit, mais f n’est pas nul et ces boules de rayon petit ne seront pas non plus stables par F’
(F(0) n’est pas petit).

Il faut donc appliquer une autre méthode qui est le degré topologique, et on va supposer
N = 2.

D’abord, on ne définit pas F' de L*(Q2) dans L?(Q) mais de L%(Q) dans L5(2)(de sorte
que u? € L*(2) lorsque u € L%(Q)) en dimension N = 2, H}() s’injecte bien dans L%(Q)
car 6 < 225, N =2 et la solution de (3.8) est dans L5(€2) lorsque u € L5(12).

On a F est continue car u,, — u dans L%(Q), et comme :

n —

@, —a| < [ —al (@] + [ [a] +[al*) .
Et on utilisons I'inégalité de Holder on obtient :

> — u° dans L*(92),

et la continuité de la solution de (3.3) par rapport au second membre montre que :
F(t,) — F(u) dans Hj (),

donc dans L%(Q).

Si (Tn),; est borné dans L°(Q), alors (u;),-, est bornée dans L*(2) et comme pour
(3.5) on en déduit que (F (T,)),>1 est bornée dans H}(2), donc relativement compact dans
L5(22)(vu l'injection compact de Sobolev). Donc on trouve que F' transforme les bornés de
L5(2) sur des ensembles relativement compacts dans L5().

Pour trouver un point fixe & F' a I’aide d’un degré topologique, nous allons montrer que,

pour R assez grand :

d(Id — F, B(0,R),0) = 1.

61



3.5. APPLICATIONS DE DEGRE DU LERAY-SCHAUDER :

On utilisons I'invariance par homotopie du degré on prouve que
u=tF(u),

n’a pas de solution sur [0, 1] x 9B(0, R).
Par I’absurde, si on suppose qu’une solution existe, il est évident que ¢ = 0.

Donc
F(u) =u/t

montre que u/t vérifie

—Au/t) = —ud+ f

au sens de distribution, d’ou pour tout v € H}(Q2) on a :

/Vu.Vv+t/u3v:t/fv.
Q Q Q

En prenant v = u et en négligeant le terme fQ u* qui est positif, on trouve que :

lolEge < | [ 1o

sur H}(Q), et d’aprés 'inégalité de Poincaré on a :

< [ flle2llull 20y, (Cauchy-Schwartz)

H-”LQ(Q) < H'”H&(Q):

donc on a :
lull gz ) < Cllfllz2@)-

Comme H{ () s’'injecte continuement dans L8(€2), on en déduit ’existence d'une constante

K indépendant de u tel que :

lullzs@) < KC fllz2(e)-

En posant R = KC||f|z2() + 1, on a u ¢ 0B(0, R), ce qui conclut la preuve.
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