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Chapitre 0

Introduction générale

La modélisation des phénomenes physiques, biologiques ou économiques a toujours été
la principale motivation pour le développement des mathématiques aussi abstraites soient-
elles. Aujourd’hui encore, elle est plus que jamais présente dans chacun de ces domaines.
Mais tout d’abord, qu’est ce que modéliser signifie ?

En fait, modéliser consiste a décrire en termes mathématiques, souvent via des équations
différentielles, décrire pour pouvoir ensuite prédire le comportement d’un systeme en fonc-
tion. Schématiquement, le modele est une boite noire qui fournit des valeurs de sortie en
fonction de valeurs d’entrée. En effet, pour modéliser, on doit d’abord faire une hypothese
sur la loi mathématique qui régit le phénomene observé. Cependant, une telle loi met
en jeu des variables et des parametres dont les valeurs seront fixées grace au données
expérimentales recueillies sur le terrain, c’est pourquoi un modele n’a jamais été parfait.
Déja, en réalité on ne peut connaitre quune partie d’informations concernant le systeme
a modéliser, en plus des incertitudes qu’on peut rencontrer dans les parametres utilisés

dans le modele. Prenons le simple exemple d'un probleme de Cauchy

a(t) = f(t,u(t)); te€ [ty b
(Equa) (t) = f(t,u(t)); t € [to,b]

U(to) = Uy,

supposons que cette équation modélise un certain phénomene. Ici, la solution qui décrit



le phénomene dépend de la valeur initiale ug. Cependant, les valeurs initiales en général
sont des valeurs approchées, car on les obtient a travers des mesures, ceci peut provoquer
des erreurs. L’erreur peut provenir des instruments de mesures par exemple, d'un manque
d’informations, ou d’'une mal interprétation méme du phénomaine, par conséquent, la
solution obtenue décrivant la loi du phénomene ne peut que contenir une ou des erreurs,
I'équation (Fqua) donc autant que modele n’est pas parfaite.

Pour résoudre ce probleme et améliorer un petit peu le modele (Fqua), intuitivement,
I'idée était simple : c’est d’utiliser ce qu’on appelle ”des intervalles de tolérance”, c’est a
dire : au lieu de travailler avec uy qui n’est peut étre pas la vraie valeur a 'instant ¢, il est
préférable de chercher un intervalle [ug — €1, ug + €] dans lequel la valeur initiale exacte
qui est inconnue doit étre incluse. Dans ce cas, la solution cherchée U(.) = [us(.), ua(.)]
doit etre aussi une application dont les valeurs sont des intervalles. i.e. des éléments de
cc(R). Le second membre de 1'équation f se transforme aussi en une application F' :
[to, b] X cc(R) — cc(R) dont les valeurs sont des intervalles, on obtient ce qu’on appelle
une équation par intervalles.

Les mathématiciens regardaient les choses d’un aspet plus général. En fait, I’ensemble
des intervalles [a,b] ce n’est quun cas particulier de cc(R%), la famille des parties non
vides convexes compates de l'espace Euclidien R%. Maintenant, le probléeme qui s’est posé
mathématiquement est que cc(R?) n’a pas la structure d’espace vectoriel, d’ailleur ¢’est un
espace semi-vectoriel, pourquoi, car muni de ’addition classique de Minkowski, associative
et commutative, I'élément neutre de cc(R?) c’est bien le singleton {Oga}, i.e. Opray =
{Oga}, mais, le probleme est que A — A # 0. ra) (sauf si A est un singleton), autrement
dit, (—A) n’est pas symétrique & A. En fait il n y a aucun symétrique pour A € cc(R?). 11
en résulte immédiatement la perte de la structure vectorielle pour cc(R?), et du coup on

ne peut plus parler de dérivée, ni d’équations différentielles non plus dans cet espace la.



En revanche cc(R?) muni de la distance de Haussdorff est un espace métrique qui
possede beaucoups de propriétés, historiquement, ceci a motivé la recherche a résoudre
les équations différentielles dans les espaces métriques, et 1a il falait développer ”la théorie
de 'analyse des intervalles” puisque c’était la clé de la solution.

Le premier monographe dans le champ de 'analyse des intervalles est celui de Moore
([46]) dont le but était de gérer I'incertitude qui apparait dans de nombreux modeles
surtout informatiques. Apres cela, la recherche a continué dans cette direction ou plusieurs
concepts de I'analyse réelle ou bien vectorielle ont été étendus a I’analyse des intervalles,
qui représente en fait un cas particulier de 'analyse dans les espaces métriques, ce qui a
contribué a I’évolution des mathématiques en donnant naissance a d’autres notions. Aussi,
il a été réalisé que beaucoup de résultats du calcul differentiel et d’analyse multivoque ne
comptaient pas vraiment sur la structure linéaire et peuvent donc étre adaptés au cas non
linéaire des espaces métriques, jusqu’au point ou le concept de I'équation différentielle
régissant I’évolution dans les espaces métriques a été formulé de maniere appropriée.

En effet, en 1967, le mathématicien M. Hukuhara a introduit une nouvelle opération
de soustraction dans cc(R?) qui remplace d’une certaine maniere la soustraction clas-
sique de Minkowski, a partir de cette opération il a pu définir une notion de dérivation
appropriée a cet espace métrique et qui porte aujourd’hui son nom ([31]). Il a aussi in-
troduit une nouvelle approche d’intégration pour les multi-applications en relation avec.
Ces notions sont apparues simultanément avec le développement de I’analyse multivoque,
plusieurs auteurs s’y intéressent et en 1969, De Blasi et Iervolino ([16]) ont considéré
pour la premiere fois une équation différentielle avec la dérivée de Hukuhara. La solution
d’une telle équation est une multi-application, c’est a dire, une application a valeurs mul-
tivoques, c’est pourquoi on 'appelle ”équation différentielle multivoque” (EDM) ou bien

”ensembliste” (EDE).



Le papier d’lervolino était le point de départ d’une nouvelle théorie si importante vue
son impact sur toutes les mathématiques. Depuis, beaucoup de travail a été fait dans ce
domaine, plusieurs problemes ont été discutés et différents documents de recherche ont
été publiés (voir [16],[18], [40], [41],[49], [50],[51] et [56]).

Quelques années plus tard, la dérivée de Hukuhara semble avoir un inconvénient ma-
jeur. En fait, une solution d'une EDM avec cette dérivée, telle qu’elle a été introduite
dans le papier [31], possede la propriété suivante : le diametre des valeurs de la solution
est une fonction croissante par rapport au temps. Cela signifie en pratique, que I'incerti-
tude contenue dans le modele, I'incertitude qui est mesurée par le diametre des valeurs
de la solution, augmente a travers le temps, et cela peut étre incommode. Dans le cas
des équations différentielles par intervalles (EDIs), afin de surmonter ce probleme, il a été
introduit un nouveau concept de différentiabilité de Hukuhara généralisée (voir [57]). Le
nouveau concept permet d’obtenir des solutions avec des valeurs de diametre décroissant,
cela signifie que l'incertitude représentée par le diametre de ces valeurs devrait étre en
baisse dans le temps et ceci est le principal avantage de la nouvelle approche. Notons que
larticle [57] a lancé 'étude des équations différentielles par intervalles (EDIs) avec les
deux types des dérivées de Hukuhara (le nouveau est appelé dans [57] "the (ii)-gh type
of Hukuhara derivative”). Cependant, dans [40], 'auteur présente de nouvelles études sur
les EDIs en utilisant la nouvelle dérivée, il 'appelle ”la dérivée de Hukuhara du second
type”. Fortement motivé par les résultats obtenus pour les EDMs avec la dérivée classique,
le méme auteur a exploité largement 1’étude des problemes de Cauchy par intervalles et
les EDMs en général avec la dérivée de Hukuhara du deuxieme type et a présenté de
nombreux résultats, méme dans le cadre stochastique (voir [41], [42], [43] et [44]).

Au-dela du coté appliqué des mathématiques et loin des problemes de modélisation

et d’incertitude, I’étude des équations différentielles multivoques en tant que discipline



indépendante, présente certains avantages. Elles forment une sorte de généralisation des
équations différentielles usuelles car si la multi-application est a valeurs univoques, il
est clair que la dérivée de Hukuhara et l'intégrale multivoque se réduisent a la dérivée
vectorielle et a l'intégrale ordinaire. Par conséquent, les résultats obtenus dans le cadre
des EDMs deviennent ceux correspondants aux systemes différentiels ordinaires si ’espace
de base est R?, d’autre part, si 'espace de base est un Banach, nous obtenons & partir des
EDMs les equations différentielles ordinaires correspondantes dans un espace de Banach.
Par ailleurs, dans le cadre des EDMs on ne dispose que d’un espace métrique semi-linéaire
pour y travailler, par rapport a ’espace vectoriel normé complet qu’on utilise dans I'étude
habituelle d’un systeme différentiel ordinaire.

Notons aussi que certaines EDMs sont générées par des inclusions différentielles mul-
tivoques (IDMs) et elles sont utilisées comme outil pour prouver l’existence de solutions
d’inclusions différentielles multivoques (voir [34] et [58]). On peut aussi exploiter les EDMs
dans ’étude des equations différentielles de phase (voir [34]). Vu tous ces avantages, la
théorie des EDMs a récemment été en croissance tres rapide et est encore dans les premiers
stades.

la monographie [34] fournit un compte systématique du développement plus ou moins
récent dans cette théorie, les auteurs y décrivent 1’état relativement courant de la théorie,
ils montrent I'unité essentielle réalisée et initialisent plusieurs nouvelles extensions a
d’autres types d’EDMs.

Notre but a travers cette these est de contribuer a la théorie des EDMs, a travers un
nombre de travaux dans lesquels nous abordons 1’'étude des EDMs et IDMs du second

ordre avec trois conditions aux limites. On s’intéresse particulierement dans un premier



temps, a I’équation du second ordre de la forme

U(t) = F(t,U(t),U(t), tel0,1],
(P)
U(0) = 0g; U(0) =U(1),
avec 0 €]0,1] un parametre, E = cc(R?) est I'espace des parties non vides convexes

compactes de I'espace Euclidien R?, et F': [0,1] x E x E — E est une application. Et en

deuxieme lieu, a l'inclusion différentielle de la forme

ot @ :[0,1] x E x E = E est une multi-application, et F = cc(R%).

Gupta et Marano ( [27], [38] et [39]) ont donné des résultats d’existence pour I’équation
(P) avec des conditions aux limites en trois points en dimension finie. Ces résultats ont été
généralisés par Azzam-Laouir, Castaing et Thibault dans [8] au cas d'un espace de Banach
séparable. On trouve aussi des résultats sur des problemes aux limites pour des équations
différentielles usuelles du second ordre dans [28]. En ce qui concerne U'inclusion (Z), elle
a été étudiée par plusieurs auteurs sous différentes conditions sur la multi-application ®,
voir par exemple [1], [8] et [33]. Dans tous ces travaux elle a été considérée dans le cadre
d’un espace vectoriel.

Notre travail est réparti en quatre chapitres.

Le premier comporte toutes les notions de bases nécessaires dans la réalisation de nos
travaux. En plus des notions connues dans le domaine de I’analyse multivoque, on y trouve
aussi une bonne introduction a la théorie de 'intégration de Hukuhara et sa relation avec
les dérivées de Hukuhara que nous avons présenté avec détails. Notons que ce premier
chapitre contient plusieurs résultats que nous avons construit, démontré et utilisé pour
démontrer les résultats fandamantaux dans les chapitres qui suivent.

Dans le deuxiéme chapitre, nous entammons ’étude de 1'équation différentielle (P)



avec les conditions aux limites en trois points dans le cadre de I'espace métrique cc(R?)
en utilisant deux types de dérivées de Hukuhara. Dans le but de mener une étude plus

générale, nous considérons 1'équation (P) avec retard, c’est a dire de la forme suivante

(

Ut) = F(t,U, U(t)), tel0,1],

(P) § U®t) = o(t), Vte[=1,0],

U(0) = {0ga}; U0) =U(1),

avec | > 0 et Uy est définie par Uy(s) := U(t+s) pour tout s € [—,0]. En supposant que F’
soit golobalement continue et qu’elle vérifie une condition de lipschitzité par rapport a la
deuxieme et troisieme variables, on arrive a prouver un résultat d’existence et d’unicité.
La méthode de démonstration consiste a transformer le probleme (P;) en un probleme
de point fixe et ceci grace a la fameuse fonction de Green. Cette étude élargie a 1’espace
cc(R?) certains résultats obtenus dans [8] dans le cadre d'un espace de Banach.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une variante et au méme temps une appli-
cation du résultat obtenu dans le chapitre précédent. Il s’agit aussi d'un résultat d’exis-
tence et d’unicité en supposant que F' soit mesurable par rapport au temps et satisfait
une condition de lipschitzité par rapport a la seconde et troisieme variables, i.e.,” de type
Carathéodory 7.

Dans le quatrieme et dernier chapitre, nous exposons I’étude de I'inclusion différentielle
(Z) avec les dérivées de Hukuhara sous les trois conditions aux limites. On commence tout
d’abord par donner un troisieéme résultat pour I’équation (P), mais cette fois ci sans unicité
et grace a une méthode constructive. En suite, comme application a ce dernier résultat,
on termine par donner un autre pour 'inclusion (Z) sous I’hypothese de semi continuité-
supérieure sur .

Nous voulons a travers ces travaux élargir I’'étude des EDMs du second ordre puisque

beacoups de résultats existent déja pour le premier ordre concernant les équations et les



inclusions différentielles multivoques. Pour des problemes différentiels récents du premier
ordre avec les dérivées de Hukuhara, on peut se référer a [34], [40], [41], [42], [43], [49],
[50], [56] et [57] pour les équations, et [18], [51] et [55] pour les inlusions. Dans [41] par
exemple, I'auteur a considéré un probleme de Cauchy avec retard, avec la dérivée de
Hukuhara du second type, ou 'existence et 1'unicité de la solution ont été démontrées par
une méthode constructive. Cependant dans [56], on y trouve un autre type d’équations
du premier ordre avec la dérivée de Hukuhara classique, ou 'existence et I'unicité de la
solution ont été démontrées par une méthode du point fixe. Par contre, dans [50], 'auteur

a considéré une équation différentielle multivoque du second ordre de la forme

(

DQ(I)(t, LC) = (I)(ta HZE)?
D®(t, )|i—0 = {0},

¢(0,2) = U(x),

\

ou H,V : K — cc(K) sont des applications linéaires continues données, et D®(t, x) est la
dérivée de Hukuhara classique de ®(t, z) par rapport a t.
Dans [18], les auteurs ont considéré une inclusion différentielle du premier ordre de la
forme

X(t) e ®(t,X(1),

X (O) = Xo,
ot X (t) désigne la dérivée de Hukuhara classique de X au point ¢, X, € cc(R%) et & :
[0, 1] X cc(R?) = cc(R?) est une multi-application supposée semi-continue supérieurement.
Dans le dernier chapitre de cette thése nous avons adapté cette inclusion au second ordre.

Les résultats du Chapitre 2 ont fait 'objet d’une publication parue dans le journal

”Numerical Functional Analysis and Optimization” [4], et le résultat du troisieme cha-
pitre a fait I'objet d’une publication a paraitre dans ”Journal of fixed point theory and

applications” [5].



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous résumons les notations et les concepts de base liés a 1’étude des
EDMs. Apres avoir introduire dans la Section 1.1 les notations utilisées tout au long de ce
manuscrit, a travers la deuxieme et quatrieme sections nous rappelons les notions famil-
liaires du domaine, puis dans les Sections 1.5, 1.6 et 1.7, nous rappelons des définitions et
quelques notions concernant ’analyse multivoque, a savoir la mesurabilité et la continuité
des multi-applications. Par contre, dans la troisieme section nous présentons la notion de
dérivation typiquement appropriéé a I’étude des EDMs. Non seulement nous donnons les
définitions et les propriétés élémentaires, nous détaillons les démonstrations de certains
résultats, mais aussi nous présentons d’autres résultats qu’on a pu établir nous méme avec
démonstrations.

Dans la section 1.8, nous nous intéressons particulierement a la théorie de l'intégration
multivoque. Les notions de cette section ont été prise du papier de Hukuhara [31], mais
nous les avons étudiées d’une maniere approfondie et détaillée. la Section 1.9 contient des
résultats qui montrent la relation entre les dérivées et l'intégrale au sens de Hukuhara.

Dans les Sections 1.10, 1.11, 1.12 et 1.13, nous présentons des outils adaptés au contexte
des espaces métriques, et qui généralisent des outils analogues connus dans la théorie des

espaces vectoriels, en commencant par la convexité abstraite, passant par un théoreme du



point fixe qui généralise celui de Banach pour les contractions.

En résumé, ce premier chapitre comporte tous les outils fandamentaux permettant de
formaliser puis étudier les EDMs. Le lecteur peut se référer a [2], [13], [31] et [32] pour

plus de détails.

Notons que toutes les démonstrations qui figurent dans ce chapitre, soit, ¢’est des démonstrations

que nous avons détaillé, ou bien des démonstrations que nous avons nous méme fourni.

1.1 Notations

Pour tout espace métrique (X, dy), on note

- Bx(x,7) (resp. Bx(x,7)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon 7.

- Sx(z,7) la sphere de centre z et de rayon r.

- P¢(X) 'ensemble des parties fermées de X.

- Comp (X) la famille des parties non vides compactes de X.

- Si A est un sous ensemble de X alors diam(A) est le diametre de A.

- A est la fermeture de A.

- 0A est la frontiere de A.

- Si X est un espace vectoriel normé, cc(X) désigne la famille de toutes les parties non
vides convexes compactes de X, et Ox I’élément neutre de X.

- Pour X = R? l'addition (de Minkowski) et la multiplication par scalaires dans cc(R?)

sont définies comme suit : pour A, B € cc(R?) et A € R
A+B:={a+b:ac Abe B}, NMA:={Xa:a€ A}.

- Co(A) l'enveloppe convexe de A.

-Si A e Comp (X), V(A,J) est le 0-voisinage de A, il est défini par

V(A,d) = {:1: € X;d(xz,A) = iggdx(:v,y) < (5} .
y

10



Notons que si A est un sous ensemble convexe d’un espace vectoriel normé, alors V (A, d)
I’est aussi.

- du(t) ou dt la mesure de Lebesgue.

- p.p. est I'abréviation de presque partout.

- resp. est l'abréviation de respectivement.

- EDO : équation différentielle ordinaire.

- EDE(M) : équation différentielle ensembliste (multivoque).

- IDM : inclusion différentielle multivoque.

- Cx([a, b]) 'espace de toutes les applications continues U : [a, b] — X, muni de la distance

de la convergence uniforme définie pour tous U, V' par

AU, V) = sup dx(U(t), V(t)).

tela,b]
1.2 La distance de Hausdorff et ’espace cc(RY)

Définition 1.2.1 Soient A, B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X, dy), l’écart
entre A et B est défini par
e(4, B) = supd(a, B),

a€A
avec

d(a7 B) = ggg dX<a7 b)a

et la distance de Hausdorff entre A et B est définie par

H(A, B) = max {e(4, B), ¢(B, A)} = max {sup inf dx(a,b), sup inf dy (b, a)} :

acA bEB beB a€A
Propriétés élémentaires
L. e(A,0) =ocosi A#0,
2. ¢(0,B) =0,
3. ¢(A,B)=0 < ACB,

4. e(A,B) < e(A,C) +¢(C, B), C un sous ensemble de X,

11



5. H(A,B) =0 & A= DB,
6. H(A,B) < H(A,C)+H(C,B).
P¢(X) muni de la distance de Hausdorff H est un espace métrique, et
e Si (X, dx) est complet, alors (Pr(X),H) et (Comp (X),H) le sont aussi.
e Si X est séparable, alors (Comp (X), H) Pest aussi.
De plus,

Proposition 1.2.1 (/32], Proposition 3.3) Si (X,dx) est un espace métrique, alors une
famille de compacts de X contenus dans un compact de X est une partie compacte de

Comp (X).

Proposition 1.2.2 (/32], Proposition 5.2) Si £ est un espace de Banach, alors cc(E) est
fermé dans Comp (£).

Dans toute la suite, on pose £ := cc(R?). Pour A € E, on note par |||A]|| la magnitude
de A définie par

IA[ll := H(A, {Oga}) = sup [|a].
a€A

(E,H) est un espace métrique complet car d’apres la Proposition 1.2.2, il est fermé dans
Comp (RY) qui est complet. L’espace (E,H) est aussi séparable puisque c’est un sous
ensemble de 'espace métrique séparable Comp (R?). De plus, il est localement compact
car pour tout 7 > 0 et tout Ay € E, la boule femée Bp(Ay,r) est compacte. En effet, une
boule fermée Bp(Ag,r) est une famille de compacts de R, puisque E est la famille de
tous les sous ensembles convexes compacts non vides de R?. Les éléments de Bp(Ag,7)

sont contenus dans Bra(Oga, + ||| Ao|||) qui est un compact de R?, car

A€ Bp(Aor) & H(A A) <7 = [|Alll = H(A, {Oza}) < H(A, Ao) + || Aol | < 7+ [ Aol
& max |l <7+ ||

& A C Bga(Oga, + || Aol I])-
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Donc, grace & la Proposition 1.2.1, Bg(Ag,r) est compact dans (Comp (R?), H), et donc
dans (cc(R?),H) = (E, H).

Il est bien connu que l'addition de Minkowski est associative et commutative avec
I’élément neutre 0 = {Ora}, mais, en général, A — A # 0p (sauf si A est un singleton),
autrement dit, (—A) n’est pas symétrique a A. Une premieére implication de ce fait est
que la simplification additive n’est pas valable, i.e. (A+ B) — B # A. Cela imlique aussi
I’absence du symétrique dans F ce qui le prive d’étre un espace vectoriel. En revanche,
avec cette addition et la multiplication par scalaires positifs, F/ est un espace métrique
semi-linéaire. Pour la distance H nous avons pour tous A, B,C, D € E, et tout A € R les
propriétés suivantes
(P1) H(A+ C,B+C) =H(A, B);

(P2) H(A+ B,C + D) <H(A,C)+H(B,D);

(P3) H(AA, AB) =| A | H(A, B).

1.3 Différence et dérivées de Hukuhara

En 1967, le mathématicien M. Hukuhara a introduit une opération de soustraction
dans 'espace E pour laquelle la différence entre A et A est égale a 0g. En effet, soient
A, B,C € E. L’ensemble C est appelé la différence de Hukuhara de A et B, si A= B+ C.
Alors, il est noté par A © B.

Notons que A& B # A — B.
Lemme 1.3.1 (/52]) (la régle de simplification de Radstrém) Soient A, B et C des parties

d’un espace vectoriel topologique telles que
A+CcB+C.
Si A est convexe, B est convexe fermé, et C' est non vide et borné, alors

ACB.
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Grace au Lemme 1.3.1, nous avons

Lemme 1.3.2 Soient A, B,C des éléments de E. St A+ C = B+ C, alors A = B.

Par ce Lemme, il est clair que si la différence de Hukuhara A © B existe, alors elle est
unique.
Le probleme d’existence de la différence de Hukuhara A© B est souvent un inconvenient

malgré le résultat suivant

Proposition 1.3.1 (/31], Proposition 4.2) Soient A, B € E. Alors, pour que la différence
de Hukuhara A © B existe il faut et il suffit que 'on ait la condition suivante :

St a € A, il existe au moins un point c tel que

ac€B+cCA (1.1)

Démonstration.

Nécessité. En effet, si A © B existe, alors il existe C' € E tel que A = B + C. Soit
a € 0A :Zﬂ?fgd C A= A= B+C.Doulexistence de b € B, c € C tels que a = b+ c.
Puisque b € B nous avons b+ ¢ € B + ¢, i.e. a € B + ¢. Et puisque ¢ € C, nous avons
B+c¢C B+ C=A.Donc (1.1) est vérifiée.

Suffisance. Supposons que (1.1) est vérifiée pour A et B, et considérons ’ensemble
C:={cecR:B+ccC A}

Nous avons C' € E. En effet, on sait que 9D # () < D n’est pas ouvert et fermé & la fois.
On sait aussi que R? est convexe d’ol, il est connexe par arcs et par suite il est connexe,
par conséquent, les seules parties ouvertes et fermées a la fois dans R? sont I’ensemble ()
et R? lui méme. Mais, A est non vide, et il est compact donc différent de R?. On conclut
que DA # (), donc, il existe a € A, et d’apres (1.1), il existe ¢ € R? tel que a € B+c¢ C A,
donc ¢ € €, d’ou la non vaguité de C.

Soient ¢, € C'et A € [0,1]. Alors, B+cC Aet B+ C A, dou

AB4+e)+(1=N(B+) T+ (1-NA,
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1.e.

AB+(1=XMNB+ e+ (1 =X CAA+ (1 - N)A,

puisque A et B sont convexes, AB+ (1 —A\)B=Bet AMA+ (1 - AN)A=A, ie.
B+ (Ac+ (1 =X\)) C A,

et donc Ac + (1 — A\)¢ € C, d'ou la convexité de C. L’ensemble C est aussi compact
puisque il est fermé borné dans R?. En effet, soit (c,), C C une suite convergente vers
¢ € R?. Pour tout n, nous avons B + ¢, C A. Soit b € B, donc (b+ ¢,), C A, et puisque
A est fermé, lim (b+¢,) = b+ c € A. On conclut que ¢ € C, d’ou la fermeture de C.

n—oo

Maintenant, puisque A et B sont bornés, il existe My, My > 0 tels que
I All] = max|la]| < My et |[|B|]| = max [b]] < M.
a€A beB

Soit ¢ € C. Pour b € B, nous avons b+ ¢ € A, d’ou ||c + b|| < M,
donc

lell = lle +b =0l < [le+ bl + [[b]] < My + Mo,

d’out la bornitude de C'. Maintenant, il suffit de montrer que B+ C = A. Nous avons pour
tout ¢ € C, B+ ¢ C A donc B+ C C A. D’autre part, soit a € A. Une droite passant par
a rencontre JA en deux points aj,as. (C’est a dire si R = {Ba + (1 — )¢/ € R}, avec
c € R4, alors il existe a1, a; € R tels que ay, ay € OA).

Puisque ay,as € 0A, d’apres (1.1), il existe ¢y, ¢y tels que
ap €EB+cg CA et a2€B+CQCA7

donc c1,c0 € C, a1 € B+ ¢y et ay € B+ ¢y.

Nous avons, a € [ay, as], donc on peut écrire a = Aay + (1 — N)ag, avec A €]0, 1] d’ot,

aeXNB+ca)+(1—=AN(B+c)=AB+(1=NB+ Xy + (1 —X)eo
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mais AB + (1 — A\)B = B car B est convexe, de méme A\¢; + (1 — A)ca € C car C est
convexe, donc
aeB+Xg+(1—NeeCB+C.
|
Proposition 1.3.2 Pour A,B € FE, si la différence de Hukuhara A © B existe, alors

diam(A) > diam(B).

Démonstration. Supposons que A & B existe. Soit a € 0A. D’apres la Propositipon
1.3.1, il existe au moins un point ¢ tel que B + ¢ C A. Donc, diam(B + ¢) < diam(A), or

diam(B + ¢) = diam(B) d’o,

diam(B) < diam(A).

Pour tous A, B,C, D € E, nous avons les propriétés suivantes
(P4) Ao A={0Opi} et AS{Oga} = A car A=A+ {Opa} = {Opa} + A;

(P5) si A© B existe alors

(AGB)+C=C+(ASB)=(C+A)©B=(A+C)o B;

(P6) si A B existe, alors A\A © AB existe pour tout A € R, et nous avons

A(A S B) = A & \B;

(P7) pour tous A, 3 >0, si A > 3, alors AA © BA existe et NA S A = (A — ()A4;
(P8) si A© B existent, alors [|[|A & B||| = H(A, B);

(P9) si A B, Ao C existent, alors H{(Ao& B,A& C) =H(B,C);

(P10) si Ao B, C © D existent, alors H(A© B,C & D) =H(A+ D,B+ C);

(P11) si (A+ B)& C et Bo C existent, alors (A+ B)eC = A+ (BseC),

16



par contre, il suffit que B & C existe pour que (A + B) & C existe et que (A+ B) & C =
A+ (BoO);

(P12) si A6 B, A6 C et C' & B existent, alors (A© B) & (A6 C) existe et

(AoB)o (AcC)=Co B;

(P13)si Ao B, Ao C et (A© B) © (Ao C) existent, alors C' © B existe et

CoB=(AoB)o(Ael);

(P14)si Ao C, De Bet (A+ B) & (C + D) existent, alors

(A+ B)s(C+D)=(AsaC)se (D s B);

(P15) si Ao B et B & C existent, alors A S (B 6 C) existe et

A6 (BOC) = (A0 B)+C;

(P16) si Bo C et Ao (B o () existent, alors (A + C') © B existe et

A6 (BeC)=(A+C)oB.

Démonstration.
(P6) Si A© B existe, alors il existe C' € E tel que A = B+ C avec AS B := C, d’ou

AA = A(B+ C) = AB + AC, on conclut que AA © AB existe et

A S AB =\C = MNA& D).

(P7) Nous avons N\A=(A—0+B)A=(AN=pP)A+ A=A+ (A—PB)A. Dou MA© A
existe et AMA© A = (A — B)A.
(P8) Si A S B existe, alors il existe C' € F tel que A = B+ C avec A& B := C. Donc,

H(A, B) = H(B+C, B), et d’apres (P1), H(B+C, B) = H(C, {0pa}) = [[|C]]| = [[[ASB]].
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(P9) Si A6 B, A6 exisent, alors il existe Dy, Dy € E tels que A= B+ Dy, A= C+ D,

avec A© B:= D, A6 C := D,. D'ou,
B+ Dy =C+ D,.

D’apres la propriété (P1) de la distance de Hausdorff et la derniere égalité,
H(B,C) = H(B+D:y,C+D;) = H(C+Dy,C+D;) = H(Dy, D1) = H(D1, D) = H(ASB, AcC).
(P10) Si A© B et C' © D existent, alors il existe K7, Ky € E tels que

A=B+ K, ie. A B := Kj,

C=D+ Ky, 1.e.COD := K.
D’ou, par(P1)
H(A+D,B+C)=H((B+ K1)+ D,B+ (D+ K>)) =H(K1,K>) =H(A© B,C © D).
(P11) Si (A+ B)© C et Bo C existent, alors il existe Dy, Dy € E tels que

A+B=C+ Dy, ie. (A+B)eC := Dy,

B=C+ Dy, ie. B&C = Ds,.

En remplacant la deuxieme égalité dans la premiere, on obtient
A+ (C+ Dy) =C+ Dy.

Dou, A4+ Dy = Dy, i.e. Dy =A+ Dy oubien (A+B)eC=A+(Be().

Par contre, si B © C alors il existe D € E tel que B =C + D, et B&C = D. D'ou
A4+ B=A+(C+D)=C+(A+D)donc, (A+B)oCexisteet (A+B)oC=A+D =
A+ (Be ().

(P12) Si Ae B, Ao C et C © B existent, alors il existe Dy, Dy, D3 € E tels que

A:B+D1, i.e.A@B::Dl,
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A=C+D,, i.e. A C = Dy,
C=B+Ds, 1.e.CS D := Ds.
En remplacant la premiere et la troisieme égalités dans la deuxieme, on obtient
B+ Dy = (B+ D3) + Ds.

D’ou, d’apres le Lemme 1.3.2, D = D3+ D5 ou bien Dy = Dy + D3. Donc, Dy © D existe
et D1 © Dy = D3, ie. ( AoB)o(AcC)existeet (AoB)o(AoC)=CoD.

(P13) Si AS B et Ao C existent, alors il existe Dy, Dy € E tels que
A:B+D1, Z€A@B = D17

A:O+D27 ZGA@C:DQ

D’apres la deuxieme égalité, A © D, existe et C' = A © Dy. D’ou, d’apres la premiere
égalité C' = (B + D;) © Ds, et puisque Dy © D, existe, d’apres la propriété (P11), on
obtient

C=(B+Dy)©Dy=B+ (D;© D»).
Par conséquent, C' & B existe et
CeB=DieD,=(AcB)s(AaC).

(P14) Si AeC, Ds B et (A+ B) & (C + D) existent, alors il existe Dy, Dy, D3 € E tels
que

A:O+D1, i.e.A@B:le,
D:B+D2, i.e.A@C’::DQ,
A+B=(C+ D)+ D3, ie.C& D := Ds.

En remplacant la premiere et la deuxieme égalités dans la troisieme, on obtient

(C+ Dy)+ B=C+(B+ D;)+ Ds.
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D’ou, d’apres le Lemme 1.3.2, D; = Dy+ D3 done, D3 = D16 Dy, ie. (A+B)S(C+D) =
(AeC)e (D e B).

(P15) Si A© B et B S C existent, alors il existe Dy, Dy € E tels que

A:B+D1, i.e.A@BI:D17

B:O+D27 ZGB@C:DQ

D'ou, A = (C + Dy) + Dy = Dy + (D + C), on conclut que A & D, existe et que
Ao Dy=D, +C,
autrement dit, A& (B6 () existe et Ao (Bo ()= (Ao B) +C.

(P16) Si Be C et As (B o C) existent, alors il existe Dy, Dy € E tels que

B:C+D1, i.e.B@C::Dl,

A=(BoC)+ Dy, ie. A (BoC):= Ds,.
D’apres ces deux égalités, A = Dy + Dy d’ou, A+C = (D1+Dy)+C = (C+Dy)+ Dy =
B+ D5. On conclut que (A4 C) & B existe et que (A+C)oB =Dy =A6(BeC). B

Remarque 1.3.1 Si Ao B eziste, alors (Ao B)+ B =B+ (Ao B) = A.

Dans la suite, introduisons la notion de différentiabilité utilisée dans cette these.

Définition 1.3.1 (Voir [50]) Soit F : [a,b] — E telle que les différences de Hukuhara
F(t)o F(s) (a<s<t<b) existent. Alors, la dérivée de Hukuhara du premier type de
F au point t €la,b| est définie par la formule

() = lim Flt+h) e Ft) . F(t)o F(t —h)
h—0+ h—0+ h

quand ces deux limites existent par rapport a la distance de Hausdorff H. De plus,

Fla) = hliréiF(a + h}i o F(a) F) = i F(b) & 5@ _ h)‘
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Définition 1.3.2 (Voir [41]) Soit F : [a,b] — E telle que les différences de Hukuhara
F(t)o F(s) (a <t <s<b) existent. Alors, la dérivée de Hukuhara du second type de F

au point t €|a, b est définie par la formule
F(t) = lim (%) (F(t—h)© F(t)) = lim (%) (F(t)o F(t+h))

quand ces deux limites existent par rapport a la distance de Hausdorff H. De plus,

—1

F(a) = lim (7> (F(a)© F(a+h)), F(b)= lim (7) (F(b—h)© F(b)).

h—0t h—0t

Bien évidemment, dans la Définitions 1.3.1 (resp. la Définition 1.3.2), il est implicite
que pour h > 0 suffisamment petit, les différences de Hukuhara F(t + h) © F(t) et
F(t)©o F(t—h) (vesp. F(t)© F(t+ h) et F(t —h) © F(t)) doivent exister.

Remarque 1.3.2 Si une application F : [a,b] — E est dérivable au sens de Hukuhara

du premier ou du second type sur |a,bl], alors elle est continue sur [a,b].

Démonstration. On suppose que F' est dérivable au sens de Hukuhara du premier type.
Soit tg €]a, b[ et soit h > 0 tel que a <ty —h <ty <to+ h <b. Pour h assez petit, nous

avons

(F(to+h) © F(to))

F(t h)=~h
(to + h) 3

+ F(to),

et grace a la différentiabilité de F' au point ¢y,

+hli%l+F(t0) = OF(to)—FF(tO) = F(to),

lim F(tg+h) = (lim h) (lim (Flto +h) © F(t(])))

h—0+ h—0+ h—0+ h
d’ou la continuité de F' a droite de ty. D’autre part, nous avons

F(to) © F(to — h))

(
" h

+ F(to — h) = F(t),

et donc

F(to . h) _ F(to) o (h(F<t0) © g(to B h))) ,
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on obotient alors,

Tim F(ty—h) = (hlggﬂto)) 5 ((hgrg+h) (i LD O h”)) _ Plto)0F (1) = Flto),

d’otu la continuité de F' a gauche de ty. De la méme maniere, on peut montrer la continuité

de F' si elle est dérivable au sens de Hukuhara du second type. [

Lemme 1.3.3 (/56], Lemme 5) Si F,G : [a,b] — E sont deux applications dérivables au

sens de la Définition 1.3.1 telles que F(t) = G(t) pour t € [a,b] et F(a) = G(a), alors
F(t) = G(t) pour toutt € |a,b].

Lemme 1.3.4 (/37]) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si Dy f(z) < 0 sauf au

plus sur un sous ensemble dénombrable de |a,b], alors la fonction f est décroissante.

Ici,

D, f(xp) = lim infM

z—nzg T — T

est la dérivée de Dini supérieure a droite de f au point z;.

Lemme 1.3.5 Si F,G : [a,b] — E sont deuz applications dérivables au sens de la
Définition 1.3.2 telles que F(t) = G(t) pour tout t € [a,b] et F(a) = G(a), alors

F(t) = G(t) pour toutt € |a,b].

Démonstration. Définissons la fonction f : [a,b] — R par

f(t) > 0, pour tout t € [a,b] et f(a) = H(F(a),G(a)) = 0. Alors, il suffit de montrer que

f est décroissante sur [a, b]. f est continue. Soit ¢ € [a, b[. Soit h > 0 tel que t < t+h <b.
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En utilisant les propriétés (P1) et (P2) de la distance de Hausdorff on obtient,

Ft+h) = H(F({t+h),G(t+h))

Il
X

= H(Ft+h )+ F(t ()G(t+h)+F(t)+G(t))

(F F(t+h)+G(),G(t) + (G(t+h)+F(t)))
< H(F({),G(t)) +H< (t+h) +G(t), G(t + h) +F(t))
= ft)+H (F(t +h) + G(),G(t+ h) + F(t)),

donc, en utilisant la propriété (P10)

ft+n) = f(t)

IA

H(E(t+h)+G(t),G(t+h)+ F(t

= H

(£ 1))
= H(G(E+h)+ F(t),F(t+h)+G(t))
(F(t)+ G(t+h), F(t+ h) + G(t))
(£ ))

= H(F{t) e F(t+h),G{t) e Gt +h)).

D’ou, par la propriété (P3)

Fle+h) — f() _ 1
. <

Par conséquent,

LR (GRS ((%1) (F(t) & F(t + b)), (_71) (Gt e Gt + h)))
= (i (5) oo Ferm, i () @00 G6a+)

En utilisant le Lemme 1.3.4, la fonction f est décroissante sur [a,b]. Ce qui entraine

I'égalité désirée puisque f(a) = 0. |
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Remarque 1.3.3 Soient Fy, Fy : [a,b] — E deux applications dérivables au sens de
Hukuhara du second type sur [a,b], alors lapplication F' : [a,b] — E définie par F(t) =
Fi(t) + Fy(t), pour tout t € [a,b], est dérivable au sens de Hukuhara du second type sur
la,b] et

F(t) = Fy(t) + Fy(t), Yt € [a, D).

Remarque 1.3.4 Toute application F : [a,b] — E constante sur [a,b] est dérivable au
sens de Hukuhara du premier et du second type sur [a,b] et F(t) = {Oga}, pour tout
t € [a,bl.

Remarque 1.3.5 Si une application F : [a,b] — E est dérivable au sens de Hukuhara
du premier ou bien du second type sur [a,b] et si F(t) = {Oga}, pour tout t € [a,b], alors

F' est constante sur [a, b].

Démonstration. On suppose que F' est dérivable au sens de Hukuhara du premier (resp.
second ) type sur [a, b]. Définissons I’application G : [a,b] — E par G(t) = F(a) pour tout
t € [a,b]. Nous avons

G(a) = F(a). (1.2)

D’autre part, puisque G est constante, alors d’apres la Remarque 1.3.4, G(t) = {Oga},
pour tout ¢ € [a, b] d’ot,

G(t) = F(t),Vt € [a,b]. (1.3)

Par les relations (1.2) et (1.3), d’apres le Lemme 1.3.3 (resp. le Lemme 1.3.5 )
G(t) = F(t),Vt € [a,b],

donc F'(t) = F(a), pour tout ¢ € [a,b], i.e. ' est constante sur [a, b]. |

Proposition 1.3.3 Soit F' : [a,b] — E une application et A € E. On suppose que
Uapplication donnée par G(t) := (—=1)(A© F(t)), t € [a,b] est bien définie. Alors, G est
dérivable au sens de Hukuhara du premier type au point ty € |a,b] si et seulement si F' est

dérivable au sens de Hukuhara du second type au point ty et nous avons F(to) = G(to).
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Démonstration. Soit tg €|a, b[ et soit h > 0 tel que a < tg—h < tg < to+h < b. Puisque

G est dérivable au sens de Hukuhara du premier type en ty, alors les deux limites

existent et sont égales. Or, d’apres les propriétés de la différence de Hukuhara

lim (%) (F(ts) © F(to+ 1)) — lim (_71) ((A SF(to+h) e (Ae F(to>)>

h - f};; (%) ((—1)(A@F(to+h)) o (—1)(A@F(to))>
= lim (%) (G(to + h) © G(t)) = G(to),

et

lim (%) (F(to—h) © F(ty)) = lim (%) ((A O F(ty)) © (Ao F(ty— h)))

- _ h;;i G) ((—1)(A o F(ty) © (-1)(Ae F(ty — h)))
= i (3) (60) & Gt - ) = G

On conclut que F est dérivable au sens de Hukuhara du second type au point t; et nous

avons F'(tg) = G(to). |
Le cas des intervalles
Notons par I := cc(R) la famille de toutes les parties non vides convexes compactes de

I’ensemble des réels R, i.e. la famille des intervalles fermés bornés de R. Pour A, B € I,

A= [al,ag], B = [bl,bg], et A Z 0,
A + B = [CLl + bl, as + bg], A = [)\@17 /\CLQ], (—)\)A = [—)\CLQ, —/\al].
Aussi, pour A\, Ay € R, A\ Ay > 0 nous avons

()\1 + )\Q)A = /\114 + )\QA
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La distance de Hausdorff dans I est définie par
H(A, B) = max {|a; — by|, |az — ba},
le diametre et la magnitude de A sont définis par

diam(A) :==as —a; et |||A]|| = H(A, {Ora}) = max{|a1],|az|}.

Proposition 1.3.4 La différence de Hukuhara de deux intervalles A = [a1,as] et B =
[b1, bo| existe si et seulement si diam(A) > diam(B) et elle est égale a [a; — by, as — bs).
Démonstration. Si diam(A) > diam(B) alors as — a; > by — by, donc as — by > ay — by.
Prenons ¢; := a; — by et ¢ := ag — by, alors B + [c1, ¢3] = [ay,as] = A, donc A & B existe
et A@B = [a1 —bl,a2 —bg].

La deuxieme implication découle de la Proposition 1.3.2. [ |

Proposition 1.3.5 (/57]) Soit F : [a,b] — cc(R) une application et fi, fo : [a,b] — R
deuz fonctions telles que F(t) = [fi(t), f2(t)]. Si F est dérivable au sens de Hukuhara du
premier (resp. second) type sur [a,b], alors les fonctions réelles fi et fo sont dérivables,

et pour tout t € [a,b] nous avons
(1) = |£0), fa(0)] .
(resp. ) = [0, £i®)])

Démonstration. On suppose que F' est dérivable au sens de Hukuhara du premier type.

Soit t €]a, b[. Pour h assez petit, F(t + h)© F(t) et F(t) © F(t — h) existent, et donc
diam(F(t+h)) = fo(t+h)=fi(t+h) = diam(F(t)) = f2(t)=f1(t) = diam(F(t=h)) = fa(t=h)=fi(t=h),

F(t+h)e F(t) = [fit +h) = fi(t), fo(t + 1) — f2(D)],
et

Ft)o F(t —h) = [fi(t) = fi(t = h), fo(t) — folt — R)].
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Puisque lim w existe, alors les deux limites lim w et lim M
h—0t h—0t h—0t
existent,
or
. Ft+heFt . AR A fot+h)— 1) Ly
o h = F(0), — h = /), m, h = /),
donc

E(t) = [f1(t), £(1)):

De la méme maniere, on trouve que

POSTED) _ b = 110w, 1000,

lim
h—0+

on conlut que fi2(t) = f,°(t) = £,(t), £2(t) = £,7(t) = f3(t) et que
E(t) = [£1(1), £(t)).

On adopte la méme démonstration dans le cas ou F' est dérivable au sens de Hukuhara

du second type. [

1.4 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.4.1 Soient X un ensemble non vide et ¥ une famille de sous ensembles de

X. Alors X est dite une tribu sur X si

1. Dex.

2. AeX = X\AeX.

3. A, e, Vn=JA, €X.
Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés ensembles
mesurables.
Si la troisieme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que Y est une
algebre sur X.

Si X est un espace topologique, la tribu de Borel sur X notée B(X) est la plus petite tribu

contenant la topologie de X.
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Définition 1.4.2 Soient (X1,%1), (X, Xs) deuzr espaces mesurables et g une application
définie sur X a valeurs dans Xs, on dit que g est (X1, Xo)-mesurable si pour tout A € ¥,
g_l(A> € 21.

Si Xy est un espace topologique, une fonction (3, B(X))-mesurable est dite fonction Borélienne.

Définition 1.4.3 Soit (X,X) un espace mesurable et M un espace métrique. On dit
que Uapplication [ : X — M est ¥-étagée (resp. dénombrablement ¥-étagée) si f est
(3, B(M))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Définition 1.4.4 Soit (X, %) un espace mesurable. Alors, lapplication v : ¥ — R est

une mesure sur X si

1. v(0)=0;

2. v(UA,) = > v(A,), pour toute suite dénombrable (A,,) d’éléments de ¥ deuz a deux

dz’s}'omts. !

Le triplet (X, %, v) est appelé espace mesuré.
Si v(A) >0, pour tout A € 3, on dit que v est une mesure positive et on note v > 0, ou
que lespace (X, 3, v) est positif.
Siv(A) < oo, pour tout A € ¥, on dit que v est une mesure finie ou que l'espace (X, %, V)
est fini.

Si X est un espace topologique, la mesure v : B(X) — R est appelée mesure Borélienne.

Définition 1.4.5 Soit X un espace topologique séparé et v une mesure Borélienne. Alors,
v est dite réguliére si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouvert C' et un fermé
G de X, tels que G C AC C etv(C\G) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelée mesure de Radon.

Définition 1.4.6 Soit (X,X,v) un espace mesuré avec v > 0. Soit Z un sous ensemble
de X. On dit que Z est v-négligeable ou négligeable (si il n’y a pas de risque de confusion),
s’il existe A € ¥ tel que Z C A et v(A) = 0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie v-presque partout (v.p.p) si l’ensemble ou elle
n’est pas vérifice est v-négligeable.

La tribu v-complétée de ¥ notée X, est la tribu engendrée par Y et les ensembles v-

négligeables, c’est a dire

Y, ={AUZ/ A € X etZ ensemble v-négligeable}.
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La tribu 3 est dite complete si X = ¥, c’est a dire, si tout ensemble v-négligeable est

mesurable.

Définition 1.4.7 Soit (X, %, v) un espace mesuré avec v finie. Notons ¥* := %, et soit
v* 1 2 — R définie par v (AU Z) = v(A), pour tout A € ¥ et tout Z v-négligeable. Alors
(X, X%, %) est un espace mesuré avec v* finie et compléte et on a v* = v sur X.

(X, X%, %) est appelé lextension de Lebesgue de l'espace mesuré (X, %, v).

Théoreme 1.4.1 Soient X un espace topologique compact, ¥ une algébre sur X et v :
Y — R une fonction additive, réguliére et bornée. Soit Y la plus petite tribu sur X
contenant Y. Alors, il existe une mesure unique U : Yy - R réguliere, bornée et qui

prolonge v a 3.

Mesure de Lebesgue sur R

Soient tg,t; deux nombres réels tels que tg < ti, J = [to,t1] et X la famille des sous
ensembles de J de la forme {to} = [to,to], |t', '], pour to <t <t < ti, et les unions
finies de ces intervalles. Il est claie que X est une algebre sur J.

Définissons v : ¥ — R par

k

v({t}) =0, v(J(, 8] =t" =t et w((JA) =) v(4y),

j=1 j=1
avec k € N et A; des intervalles disjoints de la forme considérée.
La mesure v est une mesure additive, réguliere et bornée. Par le Théoreme 1.4.1, elle
admet une unique extension a 5 qui est la plus petite tribu sur J contenant X, et qui
n’est autre que la tribu Borélienne B(.J).
Cette extension notée v est appelée la mesure de Borel sur J.

Soit (J, ¥*, v*) 'extension de Lebesgue de (//, ENJ, v). Alors les éléments de X* sont appelés

ensembles Lebesgue-mesurables de J et v* est la mesure de Lebesgue sur J.

Définition 1.4.8 (/37]) Soit A C R". Un point T est appelé point de densité de l’ensemble

A st
lim WANQ)

= 17
diam(Q)—0, TeQ |Q|
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ot Q) est un n—cube, |Q| est le volume de Q, et p est la mesure de Lebesque extérieure

sur R™.

Théoréme 1.4.2 (/37]) Presque tout point d’un ensemble quelconque A C R™ est un
point de densité de A.

Théoréme 1.4.3 (Lusin) Soit T un espace métrique compact et (T, %, 1) un espace me-
suré positif de Radon. Alors, pour toute fonction ¢ : T — R X-mesurable et pour tout
e > 0 il existe un compact T, C T tel que (T \ T;) < ¢ et ), est continue ( @, est la

réstriction de ¢ a T..)

Le théoreme de Lusin a été étendu par Pli§ aux applications point a compact, a savoir les
applications F': [a,b] — Comp (R").
Théoréme 1.4.4 (Plis, [31]) Soit F' : A — Comp (R") une application ou A est une

partie bornée de R™. Pour que F soit mesurable sur A il faut et il suffit qu’il existe, pour

tout € > 0, une partie fermée (donc compacte) A" de A telle que F' soit continue sur A’,
et p(A\A') <e.

1.5 Multi-applications et sélections

Définition 1.5.1 Soient X et Y deuz ensembles non vides. Une multi-application (ou
fonction multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y est une fonction qui a chaque
élément x € X associe un sous ensemble F(x) de Y. On note F: X =3Y.

Le domaine, le graphe et l'image de la multi-application F' : X =Y sont donnés par
D(F) :=dom(F) ={x € X/F(x) # 0}.

gph(F) ={(z,y) € X xY/x € D(F),y € F(x)}.

Im(F)= | F(x)

z€D(F)

Définition 1.5.2 Soit F': X =Y une multi-application. On appelle sélection de F' toute
application f: X — Y wvérifiant

f(z) € F(z), Yax € X.
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Définition 1.5.3 (/20/, Définition 2.2) Soit ® : X =2 Y une multi-application et € > 0.
On appelle sélection continue approximante de ® toute application continue F. : X — Y

vérifiant

e (gph(Fs), gph(fb)) <e.

1.6 Mesurabilité des multi-applications

Notre but a travers cette section est d’exprimer la mesurabilité d’une application

F : [a,b] — cc(R?) que nous avons présentée sous forme de Proposition 1.6.2.

Définition 1.6.1 Soit (J, %) un espace mesurable, Soient X un espace métrique et F :
J = X une multi-application. On dit que F est (X, B(X))-mesurable ou tout simplement

Y-mesurable si pour tout ouvert V de X,
FrV)={tc J/Ft)NnV # 0} € %.

Théoréme 1.6.1 Soient (1,3, 1) un espace mesuré o-fini et complet et Y un espace
métrique séparable. Soit également ' : T =Y une multi-application a valeurs fermées.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) F' est S-mesurable ;

(ii) gph(F) € @ B(Y);

(111) F~Y1(B) € X, pour tout Borélien B de Y;

(iv) F~Y(C) € 2, pour tout fermé C de Y.

Proposition 1.6.1 (/31], Proposition 1.1) Soit A une parite mesurable de R™, et F :
A — Comp (R™) une application. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’ensemble {x € A; F(x) C C} est mesurable pour tout C' € Comp (R") ;

(i) U'ensemble {x € A; F(x) C B} est mesurable pour tout fermé B de R™;
(i1i)l’ensemble {x € A; F(x) C U} est mesurable pour tout ouvert U de R™;

(iv) ensemble {x € A; F(x) N B =0} est mesurable pour tout fermé B de R™;

(v) F7Y(B) = {x € A; F(z) N B # (0} est mesurable pour tout fermé B de R™ ;

(vi) ’ensemble {x € A; F(x) N B =0} est mesurable pour tout C € Comp (R™);
(vit)F~(C) = {z € A; F(x) N B # 0} est mesurable pour tout C € Comp (R").
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Définition 1.6.2 (/31]) Soit I : [a,b] — E (E = cc(R?)). Si F satisfait l'une des condi-
tions (i)-(vii), alors F est dite mesurable.

Considérons une application F : [a,b] — E (E = cc(R?)). Alors, F peut étre aussi vue
comme une multi-application, i.e. F' : [a,b] = R? & valeurs non vides convexes compactes.
Dans ce cas, la mesurabilité de F' selon la Définition 1.6.2 n’est autre que sa mesurabilité
autant qu'une multi-application, c’est a dire, selon la Définition 1.6.1. En effet, si F' est
mesurable selon la Définition 1.6.2, alors elle vérifie la condition (v), mais cette condition
est équivalente a la condition (i) du Théoreme 1.6.1, & savoir la mesurabilité de F' comme

multi-application.

Proposition 1.6.2 Soit F : [a,b] — E. La mesurabilité de F autant qu’application est
équivalente a sa mesurabilité autant que multi-application de [a,b] dans R & valeurs non

vides convexes compactes.

Démonstration. On suppose que F' : [a,b] — (F,H) est mesurable comme application

ie.
YV € B(E), l'image inverse F~'(V) = {t € [a,b]; F(t) € V} est mesurable.

Montrons que F' vérifie la condition (i) de la Proposition 1.6.1, et donc elle est mesurable
comme multi-application. En effet, soit C' € Comp (R?), et notons par V = {A € E; A C
C}. V est une partie de compacts de R? contenus dans le compact C' donc, d’apres la
Proposition 1.2.1, V est une partie compacte de Comyp (R?). Mais V C E, par conséquent
V est compacte et par suite fermée dans (E,H) d’ou, V € B(FE). On déduit que F~1(V)
est mesurable, or F~1(V) = {t € [a,b]; F(t) € V} = {t € [a,b]; F(t) C C}, i.e. (i) est
vérifiée.

Supposons maintenant que F : [a,b] = R? est mesurable autant que multi-application.

Soit V un ouvert de (E,H), nous avons ( voir [9], p. 50)

v=U(MBs

jeJiel
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ou J est dénombrable, I est fini et tel que pour tous 7, j

et V est ouvert dans R%. Donc, l'image inverse

P (UNs,) - UN e e,

jedJiel jeJiel

or F~Y(B;;) = {t € [a,b]; F(t) € B;;}, d’ou
F~Y(Bij) = {t € [a,b]; F(t) CV}, oubien F'(B;)={t€a,b]; Fit)NV #0}.

Le premier ensemble est mesurable puisque F' vérifie (iii) de la Proposition 1.6.1, et le
second aussi est mesurable selon la Définition 1.6.1. On conclut que F~1()) est mesurable,

d’ou la mesurabilité de F' autant qu’application. [

Proposition 1.6.3 (/18/, Proposition 2) Soit W : [a,b] — E wune application et @ :
la,b] = E une multi-application & valeurs non vides fermées. Si W et & sont mesurables

alors la fonction réelle t — d(W (t), ®(t)) est mesurable.

1.7 Concepts de continuité des multi-applications

Définition 1.7.1 Soient XY deux espaces topologiques, F : X =Y une multi-application.
Alors, F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point xo € X, si pour tout ou-
vert V-de'Y tel que F(x¢) CV, il existe un voisinage U de xq tel que F(x) C V,Vz € U.

On dit que F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point x € X.

Proposition 1.7.1 Nous avons les propriétés suivantes

e La s.c.s. de F' est équivalente a la condition suivante :

F~YU) est un fermé de X pour tout fermé U de'Y.

e Soient T, Z deux espaces métriques et ® : T = Z une multi-application s.c.s. au point
xog € T. Alors, pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que e(P(x), P(xg)) < &, pour tout
x € Br(xg,9).

e Si une multi-application ® : [a,b] =2 Y est s.c.s., a valeurs fermées avec Y un espace

métrique séparable, alors elle est mesurable (Théoréme 1.6.1).
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Définition 1.7.2 Soient X,Y deux espaces métriques, F : X =Y une multi-application.
On dit que F est continue (resp. Lipschitzienne de rapport X > 0), si pour tout v € X
nous avons

lim H(F(x), F(2")) = 0.

' —x

(resp. pour tous x,x' € X nous avons
H(F(z), F(2") < XNdx(z,2")).

H est la distance de Hausdorff et dx la distance de X.

1.8 Intégrale multivoque

La théorie de I'intégration des multi-applications trouve ses origines dans les travaux d’Au-
mann ([2]). Elle a été étudiée et s’est développée relativement aux équations différenielles
et a la théorie du controle optimal. Aumann a construit une théorie basée sur I'intégrale
classique de Lebesgue. Il a considéré l'intégration des sélections de la multi-application
au sens classique de Lebesgue ou Bochner, i.e. F': [a,b] — E est dite Aumann intégrable

si I'ensemble S(F) des sélections intégrables de I est non vide. Dans ce cas

/ab F(t) dt == {/b f(t) dt/fes(p)} c B

Notons que la théorie de 'intégration d’Aumann est 'une des plus célebres. Pour plus de
détails et aussi de propriétés on peut se référer a [47].

Apres le travail d’Aumann et au fil des années, plusieurs approches sont apparues pour
définir I'intégrale d’une multi-application s’inspirant toujours des théories classiques. Cette
théorie si importante dans les mathématiques est aussi un outil important dans le coté
pratique notament dans ’analyse économique.

Dans cette section, on s’'intéresse particulierement a la théorie de l'intégrale de Hukuhara
introduite en 1967 ([31]). Son approche est basée sur les idées classiques de Riemann et

Daniell. Il a translaté ces derniéres & l’espace E des convexes compacts de R?.

34



En consultant le papier de Hukuhara ([31]), on trouve qu'il a aussi défini une intégrale
multivoque analogue a celle de Lebesgue classique, pour se rendre compte en fin que
les deux intégrales coincident et définissent celle qu’on appelle aujourd’hui I'intégrale de
Hukuhara ou bien de Riemann multivoque. Dans la suite, nous présentons ces notions
dans 'ordre présenté dans le papier [31] mais avec plus de détails. Notons que I'un des
objectifs du travail de cette these était d’analyser une partie du papier [31], comprendre
et détailler les démonstrations pour les présenter d’une maniere claire au lecteur.
Intégrale multivoque de Riemann.

Soit F' : [a,b] — E une application. On note par A = {«ap, ay, ..., @, } une partition de
I'intervalle [a, b], i.e. une suite finie de nombres vérifiant a = ap < oy < ... < a,, = b. Le
nombre §(A) = max{a; — ;1,7 € 1,n} est appelé le diametre de A.

Notons par ® la famille de tous les couples (A, 7) ou 7 = (71, T2, .., Tn) €st une suite de
points telle que 7; € [a;_1, qy), Vi =1, n.

Pour tout (A, 1) € ®, I(A, 7) est 'ensemble défini par

n

](A, T) = Z(O&Z — Oéi_l)F(TZ‘).

=1

Si I(A, ) converge vers un compact convexe I (I € F) lorsque la partition A de l'intervalle

la, b] devient infiniment petite (6(A) — 0) par rapport a la distance de Hausdorff, i.e.
(Ve > 0)(In > 0)(V(A,7) € P)(0(A) <n=>HU(A,7),I) <e,
alors, I est par définition l'intégrale de F' étendue sur l'intervalle [a, b], et on écrit

[= / bF(t)dt.

On dit que F': [a,b] — E est intégrable si I existe.

Voici quelques propriétés de cette intégrale.

Lemme 1.8.1 Si F,G : [a,b] — E sont intégrables. Alors

M (/b F(t) dt, /ab G(t) dt) < /ab H(F(t), G(t)) dt.
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Démonstration. En utilisant les notations mentionnées plus haut, pour tout (A, 7) € @,

n

I(A7) = Z(ai — ;1) F(7);

=1

n

J(A,7) =) (a5 — i) G(7).

=1

Nous avons

n n

H(I(A,7),J(A, 7)) =H (Z(ai —ai )F(1), Y (o — ai_l)G(n)> < Z(ai — a; ) H(F(1), G(m)),

i=1 =1
par passage a la limite,
n

b
lim H(I(A,7),J(A, 7)) < lim Z(ai —a;1)H(F (1), G(1)) = / H(F(t),G(t))dt,

n—oo n—oo

=1

d’out

n—od n—oo

H <lim I(A,7), lim J(A,T)) —H ( / ’ F(t) dt, / ’ G(t) dt) < / bH(F(t),G(t))dt.

Lemme 1.8.2 Sia<c<betF:la,b — E estintégrable sur |a,c| et sur[c,b], alors F

est intégrable sur [a,b] et

bF(t)dt: " P+ bF(t)dt. (1.4)
[ Fou= [ rie |

Lemme 1.8.3 Si F' : [a,b] — E est intégrable surla,b|, alors pour tout ¢ €la,b], F est

intégrable sur |a,c| et sur [c,b] et la formule (1.4) est vérifiée.

Lemme 1.8.4 Si F': R — E est continue, alors elle est intégrable sur chaque intervalle
[a,b] C R.

Lemme 1.8.5 Si F': [a,b] — E est intégrable, alors

H / F“W\H < / CIE@
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Démonstration. Grace au Lemme 1.8.1, nous avons

H /:F(t)dtw = K (/bF(ﬂdt {ORd}) =M </:F(t)dt, /ab{ORd}dt> < /abH(F(t),{ORd})dt

- / IF(@)))dt.

Lemme 1.8.6 ([{9]) Si F : [a,b] — E est continue, alors pour tout t € [a,b]

1 t+h
lim — (t+h—u)F(u)du = {Oga},
h—>0+ t
et pour tout t €a, b

li 1
im —
h—0+h

t
/ (t —h—u)F(u)du = {Oga}.

t—h
Démonstration. La premiere limite est démontrée dans ([31], p. 63). Montrons la deuxieme.
Comme F' est continue sur [a, b], elle est continue sur [t — h,t] pour tout t €]a, b] et tout

h > 0 tels que a < t — h. Donc, elle est bornée sur [t — h,t], i.e. il existe un nombre réel

positif M tel que |||F(u)||] < M pour tout u € [t — h,t]. D’apres le Lemme 1.8.5

d’ou,

/th (t —h—u)F(u)du S/th It —h—u)F(u)dull §/th(—t+h+u)Mdu: M

Mh
<=

H‘% /,:h (t = — u)F(u)du

et donc,
t

1
hli%l+E - (t —h—u)F(u)du = {Oga}, Vt €]a,b).
[

Lemme 1.8.7 ([{9], Lemme 10) Soit F : [a,b] — E une application continue (ou bien

mesurable et bornée). Posons pour tout t € |a, D]

L(t) = / t F(s)ds et S(t) = /t b F(s)ds.

Alors, L et S sont continues.
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Démonstration. Fixons t € [a,b] et soit € > 0. Puique F est continue sur le compact
la, b], il existe un réel strictement positif M tel que |||F(u)||| < M, pour tout u € |a,b|.

Prenons § = /M. Soit u € [a,b] tel que | u—t|< §. Alors, (u > t)

H(S(), (1) = H ( / " F(s)ds. /t ’ F(s)ds> Y ( / " Fls)ds. /t " P(s)ds + / ’ F(s)ds)
Y ({oRd},/tu F(s)ds) _ H /t F(s)ds

< / |\|F(s)|]|ds§/ Mds = M(u—t) < M6 =z,
t t

ceci montre que S est continue au point ¢ pour tout t € [a,b]. Pour la preuve de la

continuité de L, elle est similaire a celle de S (voir [49], Lemme 10). |

Lemme 1.8.8 ([/9]) Si F : [a,b] — E est continue(ou seulement mesurable et bornée),

alors pour tout t € [a, b]

/at </as F(u)du) ds = /at (t — ) F(u)du.

Démonstration. Définissons la fonction réelle positive f par

ft) =M (/t (/ F(u)du) ds, /: (t— u)F(u)du) Vt € [a, b].

Nous avons

fla) =M (/ (/ F(u)du) ds, /aa(a - u)F(u)du> = H({0ga}, {Oga}) = 0.

Alors, il suffit de montrer que f est décroissante sur [a,b]. f est continue en vertu du
Lemme 1.8.7.

Soit t € [a,b[ et soit h > 0. En utilisant les propriétés de I'intégrale et de la distance de
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Hausdorff on obtient

Ft+h) = H( Hh ( P )du) s, / - u)F(u)du)

< H( ( du) s, / t (t—u)F(u)du)

L H (/Hh ( Fu du) s, /fh (t+ h—w)F(u)du + h/at F(u)du)

— )+ H </Hh (/ du) ds, /tHh (t+ h — ) F(u)du + h/at F(u)du) |
Do,

£t + h})l — ) _ g (% /t”h (/ F(u)du> s, % /tHh (t + h — u)F(u)du + /at F(u)du)

D’apres les Lemmes 1.9.1 et 1.8.6, cela implique que

t+h s t+h t
li,LrE(i)Eff(t+hf)L_f(t) < hli%LH (%/t+ </a F(u)du) als,%/tJr (t+h—u)F(u)du+/ﬂ F(u)du)

= H(/: F(u)du, {oRd}+/: F(u)du)

= 0.

D’apres le Lemme 1.3.4, la fonction f est décroissante sur [a,b]. Ceci entraine 1'égalité

désirée puisque f(a) = 0. |
Dans la suite, on va étudier I'intégrale multivoque de Riemann lorsque I'application

F' est mesurable.

Intégrales des applications mesurables d’une variable réelle.

Soit F': [a,b] — E une application mesurable. Deux cas se présentent.

e Le cas ou F est bornée. Soit € > 0. D’apres le Théoreme de Pli§ multivoque (Théoréme

1.4.4), il existe un compact I. de [a,b] tel que F' soit continue sur I, et p([a,b] \ I.) < ¢

On définit 'application G. : [a,b] — E comme suit

F(t) si tel,
Gs(t) =

L F(B)  sinon




ou |3, #'[ est un intervalle contigu a I..

Ainsi, on obient une application continue et qui est donc intégrable au sens de Riemann
multivoque, i.e. f G (t)dt existe et ¢’est un élément de E. De plus, cette intégrale converge
vers un élément S de E, qui est par définition 'intégrale de F' étendue sur [a,b] et est
noté [* F(t)dt, i.c.

b

/ ’ P(t)dt = tim [ G(t)dt
En effet, prenons une autre application G. qui satisfait la méme condition que G., i.e. si
J. désigne un autre compact de [a, b] sur lequel F' est continue et u([a, b]\ J:) < ¢, alors on
définit G. qui coincide avec F sur J. d'une maniere similaire a la définition de G.. Dans
ce cas G, et GL coincident sur U'intersection I. N J. de plus ,u(C[];ng) = (C[I;b C[‘Zfb])
(C'[I;b) (C[}]f,b]) < € + & = 2e. D’autre part, F' étant bornée, il existe A € E tel que
F(t) C A pour tout t € [a,b], d'ou |||F(t)]]| < |||A]|| pour tout ¢t € [a,b]. On obtient alors,

b b
H(/ Gg(t)dt,/ G;(t)dt> = H / Gg(t)+/ Gg(t)dt,/ dt+/
a a I.NJe clenle I.NJe it

;0]

= H / F(t)dt—l—/ Ga(t)dt,/ dt+/
I.NJ: c[’;;]JE I.NJ: ’6““’6
= H / G.(t)dt, / G;(t)>
oy

H(Ge(1), G'a(t))dt

IeNJe

[a,0]
NGO+ NG @t

[a,b]

-, AN+ Al

[a,b]

) 2lANNdE = 2 AL < 4ell|All

A
T~ T~
m m (‘)D

[a,0]

b b
lin(l)H( / G.(t)dt, / G;<t>dt> 0,

d’out la convergence de ff G.(t)dt vers un élément S de E.

donc,
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Définition 1.8.1 (/31]) Soit F : A — E une application mesurable, ou A est une partie
de [a,b]. On pose F(t) = {Oga} pour toutt € A’ = C’le. Alors, Uintégrale de F' étendue

/A F(t)dt = / b F(t)dt.

e Le cas ou F' n’est pas bornée. F est dite intégrable sur [a, b] si la fonction réelle positive

sur A est définie par

I|E||l : [a,b] — R, définie pour tout ¢ € [a, b] par

IE@IE) = [TE@II,
est Lebesgue intégrable sur [a, b]. Soit r > 0, on définit 'application F;. : [a,b] — E par

) Bra(Oga, ) N F(t) si Sgpa(Oga,m) N E(t) # 0,

o {Oga} si Spa(Oga,7) N F(t) =0,
o1l Sga(Oga,7) et Bga(Oga,r) désignent respectivement la sphere et la boule fermée dans
R? de centre Oga et de rayon 7. L’application F, étant mesurable et bornée, d’apres le

cas précédent, elle est intégrable et son intégrale étendue f[a i F.(t)dt € E. Montrons que

f[a,b] F,.(t)dt converge vers un compact convexe lorsque r — oo. En effet, soit r < 17/,

H(/[a,b]FT“)dt’/@b}Fr’(”dt) < [ O, ettt < [ WE@+ NE@l.

[a,b]

posons I, := {t € [a,b]; F(t) € Bga(Oga, %)}, alors [, C I, d'on

IE-@[lldt+ [ [[|F ()]l dt

I

b Fu@)llhdt = Fy(t)||d Fot)||1d
/W(IH O+ {155 @) [t /C IEdt+ | | (t>|\|t+/c

T I I'r’
[a,b] "

[a,b]

_ 0*/1 H|F,(t)|Hdt+0+/l I1E3 (2)][| e

_ / NE @)t + / O
/I |E @)t + / IF@)de =2 / |IF @) de.

comme la suite (1,.), est décroissante et ﬂOIT = (), et grace a l'intégrabilité de la fonction
r>

IN

|| F|||, le dernier membre tend vers 0 lorsque r — oo. On conclut que ( f[a o Er (t)dt> est
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une suite (généralisée) de Cauchy dans (F,H) qui est complet et donc elle converge vers
un compact convexe lorsque r — oo, qui est par définition I'intégrale de F' étendue sur

[a, b] et qu'on note par f[a . F(t)dt, c’est a dire

/ F(t)dt = tim | Fu(t)dt.
[a,b]

700 J4,b]

Les propriétés de l'intégrale établies dans le cas ou F' est bornée, s’étendent au cas ou
F' est non bornée par passage a la limite. Il est méme possible d’étendre la notion de
I'intégrale étendue sur A au cas ou A est non bornée.

Intégrale multivoque de Lebesgue.

Cette définition de l'intégrale est applicable non seulement aux applications a une seule
variable réelle mais aussi a celles a plusieurs variables. Soit A une partie bornée de R™ et
F: A — FE une application mesurable.

1) Si F' n’admet qu'un nombre fini de valeurs By, ..., By, on définit I'intégrale de Lebesgue

multivoque de F' sur A par

ou

De cette définition, il résulte immédiatement que I'’ensemble C' défini par

/A Fz)dz = p(A)C, (1.5)

est un compact convexe tel que
() F(z) C C C Co(F(A)).
€A

N
En effet, il suffit de prendre C' = ﬁzu(Di)Bi. Siy e () F(x) alors, y € F(x), pour
=1

z€EA

tout x € A, d’ou y € B; pour tout ¢ € 1, N donc

Z w( D)y € Z 1(D;)B;,
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or

Zu Dy = <Zu )y=u<©Di>y=

par suite u(A)y € [, F(x)dx, d’ou la premlere inclusion.

Maintenent, si y € C, alors il existe z € Zu( ;) Bi tel que y = ( 725 d’ou
i=1

N
Z )z, avec z; € By, Vi € 1, N,

donc

D Y

Nous avons pour tout ¢ € 1, N

w€B=zne| B =] F(z):=F(A),

i=1 €A

d’autre part,

N aD) 1 O S
2N T 2P0 = U ) = Ly =

on conclut que y est une combinaison convexe d’éléments de F'(A), donc y € Co(F(A)),

d’ou la deuxieme inclusion. [ |
Nous avons aussi la propriété suivante

Si F' : A — FE est une autre application mesurable n’admettant qu’un nombre fini de

H( /A F(x)de, /A F’(x)dx) < /A H(F(z), F (z))dz. (1.6)

. / ’ , ’
En effet, si on suppose que F' admet N valeurs notées B;, on aura

valeurs, alors

N N

/AF(a:)dx = Zu(Di)Bi et /F/(x)dx = ZM(D;)B;,

i=1 A

avec

’

D;={x € A;F(z) = B;} et D; ={zecAF(z)= B;}.
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Pour tout ¢ € 1, N et tout j € 1, N' nous posons
D;; = D;ND;,

on obtient alors,
N

N/
7=1 7

i—1

d’ou
N N N
JRICEED VTN DL 99 STTHES
A - T i=1 j=1
et
N’ N N N N
[ F@is =S DB = 303 n(Ds) B = 323" utDy) B,
J=1 j=1 i=1 i=1 j=1
donc

/ ’

H(/AF(:E)dx,/AF'(x)dx> - H iﬂ(pij)Bi,ZZu(Dij)B;

i=1 j=1 i=1 j=1
N N

> > uDy)H(B;, B;)

i=1 j=1

= AH(F(JL’)?F'(%))dI?

IN

la derniere intégrale est celle d'une fonction étagée mesurable au sens classique de Le-

besgue. [ |

H /A F(x)da

- H( /A F(J:)dx,{ORd}> _y ( /A F(a)da, /A {oRd}dx) < /A H(F(x), {Ope})dz
- [ WF@lid.

Pour traiter le cas général, on commence par établir le Lemme suivant

On conclut alors que

< / I1F (@) dz

En effet,

H /A F(x)da
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Lemme 1.8.9 (/31]) Soient donnés un compact C € E et un nombre 6 > 0. Alors, il
existe une famille finie B C E telle que si C' est une partie compacte conveze de C

(C" € E,C" C O), il existe dans B le plus petit compact B tel que

C'cBcCV(C,9).

Démonstration. Considérons la famille C := {C" € E;C" C C}. C est une famille de
compacts contenus dans le compact C' d’ou, par la Proposition 1.2.1, C est compacte dans
(E,H), et donc elle est précompacte.

Par la précompacité, pour % > 0, il existe une famille finie B C C, telle que pour tout

C'ecC, d(C',B) = inf H(C' B < ¢. Par la définition de la borne inférieure on conclut
B'eB’
qu'il existe B € B tel que H(C', B') < %, ce qui implique que " C V(B', g), car

H(C',B') < g = e(C',B) < g. Par suite, pour tout z € C',d(x, B") < g, ie., z €

Remarquons aussi que V (5, g) C V(C',$). En effet, pour tout z € V(B', g), d(z,B') <

TS

dott d(z,C") < d(z,B")+H(B',C') < $+ £ = 6. Par conséquent, z € V(C',§). Donc, on
peut prendre B = V(B', 2).
Maintenant, désignons par B” la famille

11 - ! 5 ! /
B = {V(B’i);B EB}.
Il suffit de prendre pour B la famille formée de toutes les intersections finies non vides
d’ensembles B” € B”. Autrement dit,
BeB < B=()\B] /Bj€B'Vje JetBest fini
jeJ

- /7 6 / /
& B= ﬂV(Bj,§) /B; € B',Vj € J et Best fini.

jet
Il est clair que B est fini car B” est fini et cela car B' I'est. Il est aussi clair que les éléments

de B sont des compacts convexes et que B contient B. [ |
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2) Soit A une partie bornée de R™, et soit F' : A — FE une application mesurable et
bornée, i.e., IM > 0;Vx € A, |||F(2)||| = H(F(z),05) < M < F(z) € Bg(0g, M) <
F(z) C Bgra(Oga, M). Alors, il existe un compact convexe C' tel que F(x) C C, pour
tout € A, (il suffit de prendre C' = Bga(Oga, M)). Soit § > 0. On va correspondre & &
une application G5 : A — E, mesurable qui prend un nombre fini de valeurs. Pour cela,
pour C' = Bga(Oge, M) et § > 0 prenant une famille finie B C E, B = {By, Ba, ..., By, }
satisfaisant a la condition du Lemme 1.8.9. Pour tout = € A, F'(x) est un compact convexe
de C, donc on peut le prendre pour C” dans le Lemme 1.8.9, et d’apres ce dernier, il existe

dans B le plus petit compact B(x) (c’est en fait un By, ) vérifiant
F(x) C B(z) C V(F(x),6), (1.7)

on le note par Gs(x) (autrement dit, on désigne par Gs(x) le plus petit des By qui

contiennent F'(z)). Il est clair que Gs prend un nombre fini de valeurs qui est inférieur

ou égale a N;. On peut écrire pour tout z € A, Gs(z) = kgé:le(x)Bk ou D = {x €
=1

A; Gs(x) = By}. Pour tout k, Dy est mesurable, d’ou la mesurabilité de Gs. En effet, Dy,

est soit vide (donc mesurable), soit
D, = {:1: € A; F(x) C By et F(z) € B; pour tous les B; qui sont plus petits que Bk}

= {z€ A4 F(z) C By} n (B_QB {xEA;F(x)SZBi})

i#k
Le premier ensemble est mesurable car I’ est mesurable, le second l'est aussi car c’est

une intersection finie d’ensembles mesurables (l’ ensemble {x € A;F(x) € B;} est le

complémentaire dans A de 'ensmenble {z € A; F(x) C B;} qui est mesurable).

On conclut que Gj est Lebesgue intégrable. D’autre part, pour tout z € A

H(F(x),Gs(x)) <. (1.8)
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En effet, par la relation (1.7), F(x) C Gs(x) et donc e(F(x),Gs(x)) = 0. Aussi Gs(z) C

V(F(z),8) dot e (Gs(z), F(z)) < 6. Donc
H(F(z),Gs(x)) = maz (e(F(z),Gs5(z)),e(Gs(x), F(z))) < 0.

Dans la suite, on va montrer que Uintégrale [ 4 Gs(x)dx converge vers un compact convexe
lorsque § — 0. Considérons deux telles applications G et G%. Pour tout € A, nous avons

grace a la relation (1.8),
H(Gs(w), Gy(w)) < H(G(x), F(x)) + H(F(2), Gyx)) < 5+ =26,
Donc,

M ( /A Gs(x)dr, /A Gg<x)dx) < /A H(Gs(), G(x))dr < /A 25 dr = 2u(A).0,

lim ( /A Gs(z)dz, /A Gg(x)dx) = 0.

On conclut que l'intégrale [ 4 Gs(x)dx converge, lorsque § — 0, vers un compact convexe

par conséquent,

qui est par définition l'intégrale de Lebesgue multivoque de F' sur A.
Le passage a la limite nous permet, dans ce cas aussi, de préserver la propriété (1.6)
établie dans 1). En effet, si Fy, Fy : A — E sont deux applications mesurables et bornées

alors,

/Fl(x)d:p =lim [ Gj(z)dr et /Fg(x)dx =lim [ G3(z)dw,
A 6—0 A A 0—0 A

grace a (1.8) nous avons
H(Gy(x), Gi(x)) < H(G5(x), Fi(2)+H(Fi(x), Fa(x))+H(Fa(x), Gi(x)) < 20+H(F(2), Fa()),
d’autre part, par la relation (1.6)

H (/AGé(x)d:p,/AGﬁ(:v)dx> < /AH(G%(ZE),G?(i))d{E,
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on obtient alors,

H( /A Fy(x)dz, /A Fg(x)dx) = H <(1513% /A G}(x)dx,(lsii% /A Gg(g;)dx)
_ ;SE%H( /A G (x)dr, /A Gg(@dx)

< lim [ H(Gi(z),G3(z))dz

< lim [ (20 + H(Fi(z), Fo(z)))dx
0—0 J 4

~ lim (2@ /H (Fi(z), Pyl ))da:)
= /H Fi(z), Fy(2))dz

|
3) Maintenant on considere le cas ou F' est non bornée. On suppose que la fonction (réelle

positive) ||| F||| est intégrable. Soit r > 0, et soit F, : A — E l’application définie par

ERd (Oga,r) N F(x); st Sga(Oga,7) N F(x) # 0,
F(z) =
{Oga}; st Spa(Oga,7) N F(x) =0,
o1l Sga(Oga, ) et Bga(Oga,r) désignent respectivement la sphere et la boule fermée de R?
de centre Oga et de rayon r. L’application F, étant mesurable et bornée, d’apres 2), elle

est Lebesgue intégrable et son intégrale [ 1 Fr(x)dr € E. Montrons que cette intégrale

. /
converge vers un compact convexe lorsque r — oco. En effet, soit » > r, nous avons

H(/Amx)dx,/AF ) | @ F @) < [ WE@I+ IE @)

Posons A, := {x € A;|||F(z)||| < r}, alors A, C A, d’on er’ c C4r, donc
/ WE@ + |Fs(@)])de = / E @) + / I1F (@) llde + / L NE@)llde + / I1F ()|l da
A cér A, c,r A
_ / |||Fr<x>|||dx+o+/A, |1 ()]l de + 0
cir c,r

A

- /C  NIP@Ilds + /C o FE@)ld

A

< / IIF(@)|lde + / I|F(@)|||dz = 2 / I1F ()|l d,
chr car char
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grace a lintégrabilité de |||F|||, et puisque () (C4") = @, le dernier membre tend vers 0
>0
lorsque » — oco. On conclut que ( Ja Fr(a:)da:)r est une suite (généralisée) de Cauchy dans

(E,H) qui est complet, et donc elle converge vers un compact convexe lorsque r — o0,

qui est par définition l'intégrale de Lebesgue de F' sur A :

/ F(z)dx = lim [ F.(x)dx.
A

r—00 A

On peut définir I'intégrale de Lebesgue de F' lorsque A est non borné, et dans ce cas les
propriétés établies précédemment restent aussi vraies.

Dans la suite, (L) [, F(z)dz désigne l'intégrale multivoque de Lebesgue de F sur A, et
(R) [, F(x)dx désigne l'intégrale multivoque de Riemann de F' sur A.

Propriétés de l’intégrale multivoque de Lebesgue.

1) Soient A, A’ deux ensembles mesurables disjoints. Si (AU A") < 0o, et si I est une

application Lebesgue intégrable sur A U A’, alors on a

(L) /A  Flade = (D) /A Fz)dz + (L) / Fla)dr. (1.9)

En effet, si F' n’admet qu’un nombre fini de valeurs By, ..., By, posons pour tout i =
1,...,N,

Al ={z e A, F(x) = B;},
D;={re AUA"; F(z) = B;}.

Par définition nous avons

or,
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d’ow, pu(D;) = u(A;) + p(A;), par conséquent

N N

S (DB = Y (A (A B = 37 plA) B+ Y (A Bi = (L) / Fa)da+(L) / F(a)da.

i=1 i=1 i=1
Dans le cas ou AU A’ et F sont bornés, le passage a la limite assure 1’égalité (1.9). De
méme dans le cas ou |||F||| est intégrable sur A. |
2) Soit (A;)ien une famille d’ensembles mesurables disjoints deux a deux. Si F' est une

application Lebesgue intégrable sur leur réunion A, alors on a

o0

(L) /A F(z)dz =Y (L) /A iF(m)dm.

i=1
En effet, si 'on pose pour tout n, B, = Ay UAyU...UA,, et B, = Cf”. Les ensembles

B, et B;L étant disjoints, d’apres la propriété 1) on obtient pour tout n

n

(L) /A Fla)dz = (L) / Fa)ds (1) /B Fla)de = 3(1) /

n i=1 A;

F(:L’)dx—i-(L)/ F(x)dx,

B/

n

d’autre part,

<@ [ IF@lld.

n

H‘(L) /B; F(a)da

maintenant, puisque |||F||| est intégrable sur B,,, et comme la suite (B,,), est croissante et
UB. = A, alors la suite (B,,), est décroissante et NB,, = 0, donc lim [, [||F(z)|||dz = 0,
n n n—oo n

d’ou,

lim F(z)dx = {Oga},

on conclut que

JLIEO(L) /A F(z)dr = TLILIEO(L)/ F(m)dx+JLH;O(L) /B/ F(z)dx = <nhj£10 Z(L)/ F(x)dx) +{0pa},

n i=1 Aq

d'ot,

(L) /A F(z)dz = 2 /A | F(z)dx.

3) Il s’agit du théoreme de la convergence dominée de Lebesgue multivoque
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Théoréme 1.8.1 Considérons une suite d’applications (F,), F, : T — E, (T C R"), qui
converge presque partout sur T vers une application F et supposons que la suite (||| Fy]])n

est majorée par une fonction intégrable M sur T. Alors, nous avons

lim Fn(t)dt:/ F(t)dt.

n—oo
Démonstration. Remarquons d’abord que F' est intégrable car pour tout ¢ € T, nous

avons
IE@I = HE ), {Opa}) < HER), Fult)) + HEu(t), {Ora}) <HEQ), Fult)) + M(1),
d’ou

IE@I < lim H(E(), Fot) + M(t) = M().
Maintenant, pour tout n, nous avons grace aux propriétés de l'intégrale multivoque,

H < /T Fu(t)dt, /T F(t)dt) < /T H(EL(t), F(1))dt,

on pose gn(t) = H(F,(t), F(t)). La suite (g,), étant une suite de fonctions réelles, conver-
geant presque partout sur 7" vers la fonction nulle car (F),),, converge presque partout sur
T vers F, de plus, (g), est majorée par une fonction intégrable sur 7' En effet, pour tout

teT,
192(8)] = H(F,(t), F () < WE.OI + [IF@ < M(t) + M(t) = 2M (t).

D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue classique (univoque), on

conclut que lim [, g, (¢t)dt = [,0dt =0, d’ot

hmH(/TFn(t)dt,/TF(t)dt) < lim [ H(E,(t),F(t))dt = lim Tgn(t)dt:/TO dt =0,

n—oo n—oo T n—oo

H (TLILIEO/TFn(t)dt,/T F(t)dt) — 0,

im [ F(t)dt = / F(t)dt.

n—oo

donc,

1.e.
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Equivalence des deux définitions de l’intégrale.
Dans la suite, on va montrer que lorsque A = [a, b], I'intégrale de F' au sens de Lebesgue
n’est autre que celle au sens de Riemann, autrement dit, les deux intégrales coincident.
En effet, soit F : [a,b] — E une application mesurable.
Le cas 1. Si F' n’admet qu’un nombre fini de valeurs By, ..., By. Posons pour tout ¢ =

I, N,T; = {t € [a,b]; F(t) = B;}. Selon la définition de l'intégrale de Lebesgue,

Remarquons que F' est bornée (pour tout ¢ € [a,b],|||F(t)|]| < M = 115%}1(\7“|BZ|”) Soit

e > 0. Pour tout 7 € 1, N, puisque 7} est mesurable, on peut trouver une partie compacte

T} de T; telle que p(T; \ Tj) < . Posons 1" = GTZ/ , et désignons par G. l'application
i=1

continue qui coincide avec F sur T’ et est linéaire sur chaque intervalle contigu a T".

D’apres la définition de l'intégrale de Riemann,

e—0

(R) / bF(t)dt — lim (R) / b G.(t)dt,

d’autre part,

H((R) / ' G0t (R) / IGE(t)dt) .y ((R) / GL(t)dt + (R) /C G (R) / |

[a,b]

et comme nous avons pour tout ¢ € C'[F‘Z y» tel que t €]8, '],

(R) /C | Ga(t)dt

/
[a,b]

< [, licold

Cla,p]

t_ﬁ / ﬁ/_t
5 glIFII =

Ot F@))+

liGMlll < 57—

gt gt =M

on déduit que

H <(R) /ab G.(t)dt, (R) /T Gg(t)dt) < /CT, Mdt = p(CLy)M < eM,

[a,b]
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d'ot,

IimH

e—0
par conséquent,

lim

e—0

w [ e

e—0

dt = lim(R)

((R) / b G.(t)dt, (R) /T | Gg(t)dt) —0,

/ Gty

R [ G.yat=(R) [, Ft)it=S"(R) [ Fityat=S (R) | B = T))B,

®) [ Gt ()/}_Jﬂ-’ Wit =3) [ Foar =30 [ 5= um
et d’autre part, comme

H (Z W(T)) B, Zu(ﬂ)&) < ST H(UT) BT B)

=1
N

i=1
en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
N N
> u(T))B; =
i=1 i=1

On conclut que

lim

e—0

(R) / " Py (R) / b G (1)dt = lim(R) /

(L) / Pl

D u(T\T))

T/

> (W) = w(T)) [I1Bill

N

N
I1Billl <" =M = NM =M,
=1

> wT)B;,

N
_ 5 nNp. _
Ge(t)dt = 213%21 (1)) B;

> u(T)B,

=1

Le cas 2. Si F est continue sur [a,b]. Soit 6 > 0. On décompose l'intervalle [a,b] en un

nombre fini d’intervalles partiels assez petits 17,15, ..., Ty de sorte que 'on ait

H(F(1), F(t)) < 6,

(1.10)

pour t,t appartenant a un méme intervalle partiel T;. On définit une application Gy :

[a,b] — E comme suit : on prend une suite (t;),_7 telle que ¢; € T; pour tout i € 1, N.
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On pose Gs(t) = F(t;), YVt € T;. On obtient une application qui prend N valeurs et qui

est mesurable (car les T; sont mesurables). Selon la Définition de I'intégrale de Riemann,

(R) / bF(t)dt — lim(R) / ’ Gs(t)dt,

6—0

et puisque Gy prend un nombre fini de valeurs, d’apres le cas 1,

b b
®) [ Gttt = (1) [ Gt
d’ou,
b b
(R) / F(t)dt = (lsin%(L) / Gs(t)dt.
Pour tout n € N*, on prend § = %, on obtient ainsi une suite d’applications (G,,),, bornée
et qui converge simplement ver F sur [a, b]. En effet, puisque F' est continue sur le compact

la, b] alors elle est bornée par une constante M > 0. Pour tout ¢ € [a,b], si t € T; nous

avons Gy, (t) = F(t;). Donc, d’une part,
GO = [FE)I < M,

et d’autre part, d’apres (1.10),

d’ot,

donc

lim G, (t) = F(t).

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue multivoque (Théoreme 1.8.1),

on conclut que

lim (L) / Gt = (L) / Pl

n—oo
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d’ou I'égalité
b b
(R)/ F(t)dt = (L)/ F(t)dt.
le cas 3. Si F' est bornée (c’est a dire, il existe M > 0 tel que |||F(¢)||| < M, pour tout
t € [a,b]). Soit 6 > 0, F' étant mesurable, d’apres la théoreme de Pli§ ( Théoreme 1.4.4),
il existe un compact Is5 de [a,b] tel que F est continue sur Is et p(ls) > b —a — 0. On
désigne par Gy l'application continue qui coincide avec F' sur Is et qui est linéaire sur

chaque intervalle contigu a Is5. Par la définition de l'intégrale de Riemann,

b b
(R) / P(t)dt = lim(R) / Gs(t)dt,

—0

mais d’apres le cas 2, puisque G est continue,

) [ st = @) [ Guoa
d'ot,

(R) / F(t)dt = lim(L) / Gs(t)dt.

—0
Pour tout n € N*, on prend 6 = %, alors la suite (G,,), est bornée et converge presque

partout sur [a,b] vers F. En effet, pour tout ¢t € [a,b], et tout n € N*, si t € I,,, alors

NGOl = I|F@)I[| < M, et sit €]p, 5], alors
g -t —B o B otht—B
G @ < ﬁ,_ﬁM+ 6’—5M_ (—ﬁ,_ﬁ )M = M.

Maintenant choisisons une suite (1,,), croissante. Soit [ = |J I, si t € I, alors il existe
neN*

ng € N* tel que t € I,,,, d'ou, t € I,,, pour tout n > ng, et donc G, (t) = F(t), pour tout
n > ng, et lim G,(t) = F(t). I étant négligeable on conclut que (G,,), converge vers F’

n—oo

presque partout sur [a,b]. D’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue

(Théoreme 1.8.1 ),

lim(L) / ’ Gs(t)dt = (L) / b F(t)dt,

6—0
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par conséquent,

(R) /bF(t)dt = (L) /b F(t)dt.
On peut montrer aussi que méme dans le cas ou F' est non bornée ou dans le cas ou
A est non borné, par passage a la limite, la valeur de 'intégrale fabF (t)dt est la méme
quelque soit la définition que 'on adopte. En résumé, l'intégrale de Hukuhara (Riemann
multivoque) d’une application F' : [a,b] — E existe, si F' est mesurable et 'application
réelle t +— |||F(t)||| est intégrable sur [a,b], sauf que celle c¢i n’est pas indépendante de

I'intégrale d’Aumann, puisque nous avons

Corollaire 1.8.1 (/48], Corollaire 1) Soit X un espace de Banach réel. Si une multi-
application bornée F : |a,b] — cc(X) est continue p.p. sur [a,b], alors l’ensemble de

toutes les sélections Bochner intégrables de F' est non vide et
b b
(R) / Ft)ydt = (A) / F(t)dt.

Ici, (A) est l'intégrale d’Aumann et (R) est celle de Riemann multivoque.
Plus généralement, si on note par Xy l’ensemble des applications F' : [a,b] — FE qui
sont intégrables au sens de Hukuhara, alors la réstriction de 'intégrale d’Aumann sur Xy

coincide avec celle de Hukuhara grace au théoreme suivant

Théoréme 1.8.2 ([19]) Sur l’espace Xy lintégrale d’Aumann est égale a celle de Huku-

hara, 1.e.

(A) /bF(t)dt — (R /bF(t)dt, VF e Xy

1.9 Propriétés lians Intégrales et dérivées

Les lemmes suivants sont d'une importance majeure, ils seront utilisés dans les démonstrations

de nos résultats.

Lemme 1.9.1 (/49]) Si F : [a,b] — E est continue, alors pour tout t € [a,b]

I 1
im —
h—0+h

/t " Plu)du = F(1).
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et pour tout t €a, b

I 1
im —
h—0+h

/tjh F(u)du = F(t).

Démonstration. Fixons t € [a, b[ et soit € > 0. Par la continuité de F' au point t,
30 > 0,Vs € [a,b];0 <| s —t |< 6 = H(F(s), F(t)) <e.

Soit h €]0,4[. Alors, d’apres les propriétés de I'intégrale,

H (% /t o F(s)ds,F(t)) S (% /t " F(s)ds,% /t o F(t)ds)

1 t+h

A
|
=<
T
=
3
=
=
V)

AN
S| =
e\&

Jr
>

o

QU

o

Ceci montre le résultat désiré. D’une maniere similaire, on peut montrer que pour tout

t €la, b

li 1
im —
h—0+h

/tth F(u)du = F(t).
|

t
Lemme 1.9.2 (/31]) Si F : [a,b] — E est continue et M(t) = / F(s)ds. Alors, M

est dérivable au sens de Hukuhara du premier type sur [a,b] et M(t) = F(t), pour tout
t € la,b.

t
Lemme 1.9.3 (/31]) Si F : [a,b] — E est mesurable et bornée, et M(t) = / F(s)ds.
Alors, M est dérivable au sens de Hukuhara du premier type presque partout sur [a,b] et

M(t) = F(t), p.p. t € [a,D).

b
Lemme 1.9.4 Si F' : [a,b] — E est continue et M(t) = / F(s)ds. Alors, M est
¢

dérivable au sens de Hukuhara du second type sur [a,b] et M(t) = F(t), pourtoutt € [a,b].
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Démonstration. D’apres la Définition 1.3.2

.

lim (—3) (M) © M(t+h)) = (-1)F(t), Vt€ [a,b]

h—0t+
M(t) = (—1)F(t) sur [a,b] < { et

lim (—1) (M(t—h) © M(t)) = (—1)F(t), Vt€la,b].

\ h—0t+
Fixons t € [a, b].
Soit A > 0 tel que a <t <t+ h < b. Nous avons

b

M(t+h):/ F(s)ds,

t+h
et
b
M(t) = / F(s)ds
tt—‘rh b
= / F(s)ds+/ F(s)ds
t t+h
t+h
= / F(s)ds+ M(t + h),
t
d’ou,

t+h
M(t)@M(t+h):/ F(s)ds.

Donc, d’apres le Lemme 1.9.1

lim (T) (M) o ME+h) = Tim =~ [ (—1)F(s)ds = (—1)F(2).

h—0+ h—0+ h t

Maintenant, soit ¢ €]a,b] et h > 0 tel que a <t —h <t <b.

M(t—h) = /b F(s)ds

_ /tth F(s)ds + /t " F(s)ds

t
:/ F(s)ds + M(t),
t—h
dot,

M(t—h)e M(t) = /t F(s)ds.
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Donc, d’apres le Lemme 1.9.1

lim (%) (M(t—h) o M) = lim ~ [ (—1)F(s)ds = (—1)F(#).

h—0+ h—=oth Jy_p,
Ce qui acheve la démonstration. [ |

Remarque 1.9.1 ([57]) Si une application F : [a,b] — E est dérivable au sens de Hu-

kuhara du premier type sur |a,b] et F est continue, alors pour tout s € [a, b]

M(s) := F(a) +/ F(t) dt, Vs € [a,b].
Nous avons M(a) = F(a) + [ F(t) dt = F(a) 4+ {Oga} = F(a). D’autre part, d’aprés les
Remarques 1.3.3 et 1.3.4 et le Lemme 1.9.2,
. d s d s .
Mi(s) = <F(a) +/ F(t) dt) -2 (/ £ dt> _ F(s), Vs € [a,b].
S a S a

D’ou, d’apres le Lemme 1.3.3, M(s) = F(s), Vs € [a, b]. |

Remarque 1.9.2 Si une application F : [a,b] — E est dérivable au sens de Hukuhara

du second type sur [a,b] et ' est continue, alors pour tout s € [a, b]

Démonstration. Définissons la fonction f : [a,b] — R par

f(s) = H (F(a),F(s) +(=1) / N0 dt) |

Nous allons montrer que f(s) = 0, pour tout s € [a,b]. Nous avons f(s) > 0, pour tout

s € [a,b], et



Alors, il suffit de montrer que f est décroissante sur [a,b]. f est continue. Soit s € [a, b|.
Soit h > 0 tel que s < s+ h < b. En utilisant les propriétés (P1) et (P2) de la distance

e HausdorfT on obtien,
forn) = n(F@Fen vy [ R a)
_ N (F(a)+F(s),F(s—l—h)+F(s)+(—1) / ™ dt)
< #(F@.FE ) [ PO @)+ (Fo s+ 1) [ &0
= s+ (P Fem 0 [ F0),

donc, en utilisant la propriété (P10)

fom) =16 < 7 (P +0ud R4+ 0 [T F0)
= H (F(s) O F(s+h),(-1) /:+h F(t) @{oRd})
Y (F(s) @F(s+h),(—1)/:+h F(t)> |

D’ou, par la propriété (P3)

ot =100 < Lo(rye rsam, (- [ F)
= H ((%) (F(s)© F(s + h)),ﬁ/:% F(t))
Par conséquent,
lihrgg;gff (s + h})b I Tin ((%1) (F(s) & F(s + ). (%) / o F@))
= (g () e re e i g [ P0)

En utilisant le Lemme 1.3.4, la fonction f est décroissante sur [a, b]. Ceci entraine 1’égalité

désirée puisque f(a) = 0. |
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Définition 1.9.1 Une application F : [a,b] — E est absolument continue, s’il existe une

application mesurable et bornée W : [a,b] — E telle que pour tout t € [a,b]
t
F(a) = F(t) + (—1)/ W (s)ds.

Dans ce cas, d’apres la Remarque 1.3.3 et le lemme 1.9.3, F' est dérivable au sens de

Hukuhara du second type presque partout sur [a, b] et nous avons
F(t)=W(t), pp.t€[a,b].

Dans tout le manuscrit, C%([a,b]) désigne 'espace des applications continues F' de [a, ]
dans E qui sont dérivables au sens de Hukuhara du premier type sur [a, b] et telles que
leurs dérivées F' sont continues. W5'([a,b]) désigne I'espace des applications continues
F de [a,b] dans E qui sont dérivables au sens de Hukuhara du premier type sur [a,b] et
telles que leurs dérivées I sont dérivables au sens de Hukuhara du second type sur [a, b]
et leurs drivées F sont continues. Cependant, X" ([a,b]) désigne I'espace des applications
continues F' de [a, b] dans E qui sont dérivables au sens de Hukuhara du premier type sur

[a, b] et telles que leurs dérivées F sont absolument continues. Par exemple, les applications

Up:[0,1] — E, Uy:[0,1] — cc(R), définies par
Ui(t) = Ln(t+1)A, te]0,1];

1 1
Us(t) = §t3+t2—|—3, §t3+2t+3 , t€10,1]

appartiennent & W,%’l([(), 1), Wczc’(lR)([O, 1]) respectivement, ou A € E est fixé. En effet,

Ou(t) = —— A Ty(t) = ﬁA, vt € [0, 1]:

et

Us(t) = [P +2t, > +2], Us(t)=[2t, 2t +2], Vt € [0,1].

Par contre application V' : [—1,1] — cc(R) définie par

V(t) = {/tlxd:v, /t1|x| d:v] L te[-1,1]
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appartientt a Xfc’(lR)([—l, 1]), car

V(t)=[t, |t|], vt e [-1,1].

Remarque 1.9.3 Soit U : [a,b] — E une application. Si U € Xp*([a,b]), alors

= (06) = U)o —sT16s),

ot la dériwation est au sens de Hukuhara du premier type.

Démonstration. On pose M(s) := sU(s), avec M : [a,b] — E. Soit s €]a,b[, et soit

h>0telquea<s—h<s<s+h<b, nous avons alors

M(s+h) M) = ((s+WU(s+h) e (sU(s))

= ((s+h s+h> (( @sU(s+h))+sU(s+h))

= ((s+h s+h)@(( )eUls h))+sU(S+h))

- (((5+h s+h>@sU )@(s(U(s)@U(s+h)>>

= (Wis+m)e (s(U)ets+n)).

Donc, par la Définition 1.3.2

h—0t h—0t+

lim (%) (M(s+h) o M(s)) = ( lim U(s + h)) o (~1)s ( lim (%1) (U(s) oU(s + h)))

= U(s) © —sU(s).
De la méme maniere, on montre que

lim (%) (M(s)© M(s—h)) =U(s) © —sU(s),

h—0t

de méme pour les bornes de l'intervalle. Par conséquent, par la Définition 1.3.1

M(s) =U(s)© —sU(s), s € [a,b].
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Lemme 1.9.5 Si U € X7'([a,b]), alors pour tout t € [a, b]
t
/ ~sli(s) ds = [U(s)], & V() = (U(1) © Ula)) & (0(1) & all(a))
Démonstration. D’aprés la Remarque 1.9.1, puisque U est continue, [U(s)]} = f; U(s)ds,

pour tout t € [a, b]. D’autre part, d’aprés la Remarque 1.9.3, (sU(s)) = U(s) © —sU(s).

Donc,

vl [ st = [ Ose [ —sis= [0 -sti)as
= [ ds = UL,
do,
U(s)]! = / C_sii(s) ds + SUG)L = U + / " ii(s) ds.

Par conséquent,

U(s)]L & [sU(s)]L = / —sli(s) ds.

1.10 Convexité abstraite

Les définitions que nous allons donner dans cette section sont prises des références
[30] et [36]. Nous allons présenter quelques notions de convexité abstraite particulieres
qui sont apparues dans la litérature, en relation avec le probleme d’existence de sélections
continues et de points fixes. Nous définissons tout d’abord la notion générale de la structure

de convexité abstraite.

Définition 1.10.1 (/36], Définition 1) Une famille C de sous ensembles d’un ensemble
X est une structure de convexité abstraite pour X si l’ensemble vide et X appartiennent

a C et C est stable par intersection quelconque.

Les éléments de C sont appelés sous ensembles C-convexes (ou simplement convexes abs-

traits) de X et le couple (X, C) est appelé espace convexe. De plus, la notion de convexité
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abstraite nous permet de définir la notion de 'opérateur de I’enveloppe convexe de A, qui

est pareille a celle de 'opérateur de fermeture en topologie.

Définition 1.10.2 (/36], Définition 2) Si (X,C) est un espace convexe et A est un sous
ensemble de X, alors lopérateur de l’enveloppe convexe engendré par la structure de

convexité C, qu’on va noter Coc est appelé enveloppe C-convexe, et est défini par

Coc(A) = () B.

BeC

ACB
Cet opérateur possede certaines propriétés analogues a celles de convexité usuelle, en effet,
Coc(A) est le plus petit ensemble C-convexe conenant A.
Dans la suite, nous allons nous restreindre a certaines convexités abstraites qui sont les

plus intuitives et nous allons munir I'espace £ de I'une d’entre elles. On peut se référer a

[36] et aussi [28] et [29] pour plus de détails sur cette section.

Définition 1.10.3 (/36], Définition 3) Une structure K-convexe sur un ensemble Y est
donnée par une application K 1Y xY x[0,1] — Y. Le couple (Y, K) sera appelé un espace
K -convexe et la fonction K une fonction K-convexe.

Dans ce cas, on peut définir une convexité abstraite sur Y en considérant une famille C

de parties de Y comme suit :
CeC&Vr,yeC,Vte|0,1], K(x,y,t) € C.

Les éléments de C seront appelés ensembles K-convexes, Autrement dit, un sous ensemble
C de Y est K-convexe si K(x,y,t) € C, Vx,y € C, ¥Vt € [0,1]. Et P'opérateur d’enveloppe
K-convexe associé a cette famille sera noté Cog.

En imposant différentes conditions sur la fonction K, on obtient différentes structures de

convexité abstraites.

Définition 1.10.4 (/36/, Définition 4) Si Y est un espace topologique, une structure K -
conveze continue sur Y est définie par une application continue K : Y xY x [0,1] =Y,

telle que K(z,y,0) =z, et K(x,y,1) =y, pour tout (z,y) €Y x Y.
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Définition 1.10.5 (/35]/, Définition 1.4) Un espace topologique X est contractible s’il
existe un point xy dans X et une application continue h : X x [0,1] — X telle que pour

tout x € X nous avons h(xz,1) = xy et h(z,0) = .

Définition 1.10.6 (/30/) SiY est un espace topologique, et <Y > désigne la famille des
parties non vides et finies de Y, alors une structure-c sur Y est donnée par une multi-
application I' :<Y ==Y qui satisfait :

1. pour tout A €<Y = T'(A) est non vide et contractible;

2. pour tous A,Be<Y -~ ACB = TI'(4) CI'(B).

Le couple (Y,T") est appelé espace-c, et un sous ensembe Z C Y est appelé un I'-ensemble

si et seulement si il vérifie I'(A) C Z, pour tout A €< Z > .

Définition 1.10.7 (/30]) Soit (Y,d) un espace métrique. On dit que (Y,d;T") est un
espace-l.c. si les boules ouvertes sont des I'-ensembles et si tout voisinage {y € Y;d(y, Z) <

r} de tout T'-ensemble Z CY est aussi un I'-ensemble.

Définition 1.10.8 (/30/) Un espace-c (Y,I') est appelé espace-m.c. si pour tout espace
métrique (X, d) et toute application continue f: X — Y nous avons :

pour tout x € X et tout voisinage W de f(x), il existe un voisinage V de x et un I'-

ensemble Z CY tels que f(V) C Z C W.

Tout espace métrique-l.c est évidement un espace-m.c. En effet, considérons un espace
métrique-l.c (Y, d;T"). Soit (X, dx) un espace métrique et f : X — Y une application
continue. Fixons z € X, et soit W un voisinage de f(x) dans (Y,d). Alors, il existe un
ouvert R de (Y,d) tel que f(z) € R C W. Puisque R est un ouvert et f(x) € R, alors il

existe r > 0 tel que By (f(x),r) C R. Donc
f(z) € By(f(z),r) C RCW.

Comme By (f(z),r) est un voisinage de f(z), et f est continue au point x alors, il existe

un voisinage V' de x dans (X, dx) tel que f(V) C By (f(z),r). On conclut que

f(V)C By(f(x),r) C RCW.
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Puisque (Y, d;T") est un espace métrique-l.c, par défnition, les boules ouvertes sont des I'-
ensembles, donc By (f(x),r) est un I'-ensemble, on peut alors prendre Z := By (f(x),r).R
Dans [36], 'auteur a fait une étude sur ces convexités abstraites et aussi d’autres et

les relations entre elles. Nous présentons la proposition suivante

Proposition 1.10.1 (/36], Proposition 1) Si (Y, K) est un espace K-convexe continu
alors, il existe une multi-application a valeurs non vides I' :<'Y ==Y telle que (Y,T)
est un espace-c et les ensembles K-convezes de Y sont des I'-ensembles.
Démonstration. Il suffit de définir la multi-application I' :< Y == Y par ['(4) =
Cok(A). St Ae< Z = alors A # ) d’ou, I'(A) = Cog(A) # 0 puisque A C Cog(A).
D’autre part, I'(A) = Cox(A) est K-convexe par conséquent, c’est un ensemble contrac-
tible ([35], Proposition I.1). Il est aussi facile de vérifier que pour tous A, B €< Y >, si
A C B alors Cog(A) C Cok(B), i.e. I'(A) C I'(B). Maintenant, soit Z un sous ensemble
K-convexe de Y, et soit A €< Z =, donc A C Z donc Z est un ensemble K-convexe
contenant A, mais Cog(A) est le plus petit K-convexe contenant A donc Cog(A) C Z,
ie. I'(A) C Z. [

Théoréme 1.10.1 (/20], Proposition 5.1) Soit T un espace métrique, Y un espace métrique
K-conveze et C' un sous-ensemble K -convezxe de Y. Soit ® : T =Y une multi-application
a valeurs K-convezes fermées bornées. On suppose que ® est s.c.s. et satisfait ®(x) C
C, pour tout x € T. Alors, pour tout € > 0, il existe une application continue F. : T — C

telle que
e<gph(Fa),gph(@)) <e.

1.11 Théoreme du point fixe

Théoréme 1.11.1 (/15], Théoréme 1.2.1) Soit (X, dx) un espace métrique complet. Soit
K un sous ensemble fermé de X et f : K — X une contraction de rapport ~v. On suppose

qu’il existe xqg € K et r > 0 tels que
Bax(zo,7) C K et dx(zo, f(x0)) < (1 —7)r.

Alors, f admet un point fize unique z € Bx(xo,T).
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1.12 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris des références [18], [22] et [31].
Théoreme 1.12.1 ([18/, Proposition 1) Soit (W), une suite d’applications mesurables
définies sur [0,1] & valeurs dans E satisfaisant W, (t) C Bga(Oga, M), pour tout t €
[0,1] (M > 0), on suppose que la suite (Uy,),, définie par

U, (1) = /O W (s)ds, it € [0.1],

converge uniformément vers une application U : [0,1] — E. Alors, il existe une application

mesurable W : [0,1] — E, avec W (t) C Bga(Oga, M) pour tout t € [0,1], telle que
t
U(t) :/ W{(s)ds, vt € [0,1].
0

Théoréme 1.12.2 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue classique)
Soit (T, %, 1) un espace mesuré. Si la suite (f,), de fonctions définies p-p.p. sur T a
valeurs dans R converge pu-p.p. vers une fonction f et si de plus les f, supposées ji-

intégrables vérifient p-p.p. et pour tout n la condition

[fau(t] < g(),

ot g est une fonction réelle positive p-intégrable indépendante de n. Alors, f est -

intégrable et on a

im [ fa(t)dt = / )t

Théoréme 1.12.3 (Théoréme d’Ascoli-Arzela) Soient J un espace métrique compact, Y
un espace métrique complet, et H un sous ensemble de C(J,Y), Uespace des applications
continues définies sur J a valeurs dans Y, muni de la distance de la convergence uni-
forme. Alors, H est relativement compact si et seulement si H est équicontinu et H(x)

est relativement compact, avec

H(x) ={f(z)/f € H}.

1.13 Théoréme de Scorza-Dragoni et théoréeme de
Dugundji généralisés
Définition 1.13.1 Soient (T,X) un espace mesurable, X,Y deux espaces topologiques

et f: TxX — Y. On dit que f est une application de Carathéodory si f(.,z) est
Y -mesurable pour tout x € X, fixé et f(t,.) est continue pour tout t € T, fizé.
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Théoreéme 1.13.1 ([26], Théoréme 7) On suppose que T est un espace topologique me-
suré avec une mesure réquliére o-finie p, X est un espace métrizable séparable localement
compact, Y est un espace métrizable séparable, et f : T x X — Y est une application
de Carathéodory. Alors, f posséde la propriété de Scorza-Dragoni, i.e. pour tout € > 0,
il existe un ensemble fermé T. C T tel que u(T \ T.) < € et la réstriction [ |r.xx est

continue par raport a la collection des variables.

Le théoreme suivant est une géneralization du théoreme classique du prolongement de
Dugundji.

Théoréme 1.13.2 (/30], Théoréme 2) Soit (X,dx) un espace métrique, A un sous-
ensemble fermé de X, (Y,T') un espace-m.c, et f : A — Y wune application continue.
Alors, il existe une application continue f: X — 'Y qui prolonge f et telle que f(X) cz
pour tout I'-ensemble Z C'Y contenant I'(A).

Démonstration. Nous présentons juste quelques grandes lignes de la démonstration (voir
[30] pour plus de détails). Nous allons construire f:X =Y, pour cela, il suffit de définir
f(x) pour tout x € C4. Remarquons d’abord que pour tout x € C4, il existe un réel r(z)

tel que

1
0<r(x)< gd(:c,A),

Nous avons alors,
_ A
U Bx(zr(z) = Cx,
zeCQ

ie., (BX(x,r(x)))wecA est un recouvrement ouvert de C4. Mais C4 est paracompact
X
puisque il est métrique, par conséquent, du recouvrement (BX(x,r(x)))xe ca ON peut
X
extraire un rafinement localement fini (U ,\) \eq- Considérons les applications W : C¢ —R

définies par
_ d(@,Cy)
> d(z, C)

AEQ

\I’)\({L‘)

Maintenant, pour chaque A € €2, on choisit ay € A et uy € Uy de sorte que

dx((l)\, U)\) < 2d<U)\, A)
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Définissons donc ’application f: X — Y par

~ flz) sizeA,

flz) =
S W, () f(ay) six e Cf.

AEQ

Il est clair que fv est un prolongement de f, il suffit de vérifier qu’elle est continue et

qu’elle vérifie f(X) C Z pour tout I'-ensemble Z C Y contenant I'(A). [
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Chapitre 2

Un probleme avec des conditions aux
limites en trois points pour une

équation différentielle multivoque

Introduction
Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence de solutions pour un probleme avec des
conditions aux limites en trois points, pour une équation differentielle du second ordre de

la forme

Ut)=F(t,Ut),U(t), telo1],
(P)
U(0) = 0g; U(0) =U(Q),
avec 0 €]0, 1] un parametre et F': [0,1] x £ x E — E une application.

Notons que les problemes aux limites ont été discutés largement dans la litérature,
ainsi la premiere étude a été faite par Hartman dans [28], pour un probléme avec deux
conditions aux limites pour une équation différentielle ordinaire du second ordre. Concer-
nant les problemes avec trois conditions aux limites, on peut trouver des résultats dans
les références [27], [38] et [39] et ce dans le cas ou E est un espace vectoriel de dimension

finie, cependant, certains résultats ont été généralisés dans [8] au contexte d'un espace de

Banach séparable.
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Ici, on se place dans un cadre encore plus général, il s’agit du cas ot £ = cc(R?),
I'espace des parties non vides convexes compactes de R? 0p = {Opa}, U(.) désigne la
dérivée de U(.) au sens de la Définition 1.3.1, et U(.) est la dérivée de U(.) au sens de la
Définition 1.3.2, i.e., c’est des dérivées au sens de Hukuhara. Dans ce cas, (P) est appelé
une équation différentielle ensembliste ou multivoque. Notons qu’un probleme de Cauchy
du premier ordre dans ce contexte a été étudié dans [41], ou 'existence et 1'unicité de la
solution étaient montrées par une méthode constructive. Cependant, dans [50], on trouve
un autre type de problemes différentiels multivoques du premier ordre avec la dérivée de
Hukuhara, ot un théoréeme du point fixe est appliqué pour montrer toujours I’existence
et l'unicité de la solution. Dans [56], un probléme similaire a été étudié dans le cas du
second ordre.

Dans l'objectif d’étudier le cas le plus général, notre probléme (P) a été considéré avec

retard, c’est a dire de la forme suivante

/

Ut) = F(t,U,U(t)), tel0,1],

(P) § U®t) = o(t), Vte[-1,0],

| U(0) = {0us}; U(O) =U(1),
avec [ > 0 et ¢ une application continue définie sur [—[,0]. Les problemes avec retard
quand a eux, modélisent souvant les phénomenes dans lesquels il y a un décalage de temps
entre la cause et I'effet. Pour des résultats classiques concernant les problemes avec retard,
on peut se référer a [7] et [25].

Notre chapitre comporte deux parties. Dans la premiere, nous donnons un résultat
préliminaire ou nous démontrons quelques propriétés d’une fonction de Green dans le
cas multivoque, c.a.d. en utilisant les dérivées de Hukuhara. Notons que cette fonction a
été utilisée par plusieurs auteurs pour I’étude des équations et inluscions différentielles du

second ordre (voir [8], [28], [33], [38], [39]). Tout d’abord, elle a été introduite par Hartman
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dans [28] pour I'étude d’une équation différentielle ordinaire du second ordre avec deux
conditions aux limites. Ensuite, elle a été généralisée par Marano ([38], [39]) dans le but
d’étudier une équation du méme type avec des conditions aux limites en trois points.
Dans la deuxieme partie du chapitre, nous démontrons un résultat d’existence et d’uni-
cité de solution pour le probleme (7;) avec une condition de Lipschitz sur le second membre

F supposé globalement continu, en transformant (7;) en un probleme de point fixe.

2.1 Lemme de Green généralisé

La proposition suivante résume quelques propriétés qui lient la fonction de Green
et la notion des dérivées de Hukuhara. Elles seront utilisées dans la résolution de nos
théoremes d’existence. La proposition originale a été démontrée dans [8], ici nous prouvons
que ces propertiétés restent vraies dans le cadre multivoque, et ceci en utilisant d’autres

techniques.

Proposition 2.1.1 Soit 0 €]0, 1] et soit G : [0,1] x [0,1] — R la fonction définie par

G(t,s) =< —t st t<s<4¥

s10<t<f et

s si 0<s<9,
G(t,s) =19 (O(s—t)+s(t—1)/(1—-0) si 0<s<Ht,
t(s—1)/(1—90) si t<s<l1

st <t<l1.
Alors, nous avons les résultats suivants.

1) SiU € W'([0,1]) (ou bien U € X2'([0,1])) avec U(0) = {Oga} et U(F) = U(1), alors,

Ut) = /01 G(t,s)U(s)ds, Wt e [0,1].
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2) G(.,s) est dérivable sur [0,1] pour tout s € [0,1] sauf sur la diagonale, et sa dérivée

est donnée par

50 0 st 0<s<t,
E(t,s) =< —1 si t<s<0,
(s—=1)/(1—-0) si §<s<1

s10<t<f et

. st 0<s<4,
E(t,s) =4 (s=0)/(1—-0) si 0<s<t,
(s—1)/(1—-0) si t<s<l1

s10 <t<1.
oG
3) G(.,.) et —(.,.) vérifient
ot
oG
sup |G(t,s)| <1, sup |—=—(ts9)] <L
t,5€[0,1] t,5€[0,1] ot
t#s

4) Soit F : [0,1] — E une application continue et soit Up : [0,1] — E Uapplication définie
par

Up(t) = /01 G(t,s)F(s)ds, Vte€0,1].

Alors, on a
Ur(0) = {Opa}, Ur(0) =Urp(1).

De plus, Uapplication Ur est dérivable au sens de Hukuhara du premier type sur [0,1], et
sa dérivativée Up vérifie

Up(t) = 1 %(t, s)F(s)ds, Vte€0,1].

5) L’application Up est dérivable au sens de Hukuhara du second type sur [0,1], et sa

dérivée Up est égale o F, i.e.
Up(t) = F(t), Vte]l0,1].

Par conséquent, Up est une application continue de [0,1] dans E, et Up € Wé’l([o, 1]).

Démonstration. La démonstration des propriétés 2) et 3) est la méme que celle dans

le Lemme 1 dans [8]. Nous commengons par démontrer 4) et 5) pour ensuite les utiliser
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dans la preuve de 1) dans le cas out U € W2'([0, 1]).

Démonstration de 4).

Soit F':[0,1] — E une application continue et soit Ug : [0, 1] — E définie par
1
Un(t) = / G(t, s)F(s)ds, ¥t e [0,1].
0
D’apres la définition de G,

Up(0) = /01 G(0, s)F(s)ds = /OIOF(S) ds = /Ol{oRd}ds — {Opa),

et
1 1
Up(1) = / G(1, 5)F(s) ds — / G0, 5)F(s) ds = Up(6).
0 0
Maintenant, par la Définition 1.3.1, pour montrer que

1
Up(t) = %(t, s)F(s)ds, Vte[0,1],
0

on doit montrer que

lim
h—0+

(t,s)F(s)ds, Vte[0,1], (2.1)

Ur(t+ h) © Up(t) _/1 oG
h ), ot

et que

. Upt)oUp(t—h) ['0G
hli,%l+ - = (t,s)F(s)ds, Vt€]0,1]. (2.2)

On commence par démontrer la formule (2.1). Soit 0 < ¢ < 6.

/O %(t,s)F(s)ds = /0 0F<8)d$+/t (—1)F(8)d8+/9 Ei:;g”s)ds

_ /t (—1)F(s)ds+/0 Ei:éiF(s)ds.

74



Soit h >0 tel que 0 <t <t+h<8.

r(t+h) / G(t+h,s)F

=/0 —sF(s)ds +/ —(t+h)F /9 Hh

/Ot _SF(S)ds+/ P (s ds> (/j 4R (s ds+/ —hF()d)
P (s)ds
) ds
) ds

/9 1 t((f__;))F(s)ds—l— /6 1 h((ls 91>F(s) )
1 (e e
[ Gmgrens [ fimgrrom)

¢ t+h
/ —sF(s)ds + / (—t+
0 t
1
h
)
t t+h t+h
= / —sF(s)ds + (/ —tF(s) ds +/ s)F(s
0 ¢ ¢
1
S s)as |+

t—s)F(s)

(s—1

_I_
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>

|
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[Va)
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=

on obtient

Ur(t+h) = Up(t) —l—/t (t —s)F(s)ds + /t+h —hF(s)dtS’—i-/‘9 h&(ls__el))F(s)ds.

D’ou,
t h t 1 t+h % 1 _1
Urlt+h) S Urlt) _ —/ (t—s)F(s)ds—l—/ (—1)F(s)ds+/ (=D poyas.
h h Ji t+h o (1—0)
Par suite,
+h 0 1
—1
lim 77 (Hh JOUr() _ / s)ds+ lim [ (=1)F(s)ds + lim/ (=D pgyas,
h—0+ h—»O h h—0% Join h—0t Jg (1 —10)



Ur(t)

Grace aux Lemme 1.9.1, Lemme 1.8.7, on obtient

Ur(t+ h) © Up(t)

' 0 1 (8 . 1)
hli)rgi . = (t—t)F(t)—F/t (—1)F(S)d8+/9 (1_9)F(s)ds

0 1.
_ {oRdH/t (—1 )F(s)ds+/ (=D prgyas

o (1—10)
- /t(—l)F(s)ds+/9 %F(s)ds- 0 %f(t S)F(s)ds.

Par conséquent,

lim
h—0t

Up(t+h) o Up(t) oG
!

T —(t,s)F(s)ds, Vt € [0,0]. (2.3)

Maintenant, soit t € [0, 1].

0 %C:(t F(s)ds — /O OF(s)der/e (8_0>F(s)ds+/t =D proyds
1

(1-0) (1-0)
= Fs=0) s)ds 1 (s—1) s)ds
oA LG e CIE

Soit h >0tel qued <t<t+h<1.

- /01 G(t,s)F(s)ds

- /_SF ds+/et95_t egt /1ts—1F
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[airy

Un(t+h) — / G(t + h, 5)F(s)ds
0 BhG(s —t —h) 4 s(t+h—1) Pt (s—1)
= /0 8F(S)d$+/@ 1=0) F(s) d8+/+h WF(S)dS
= /9 —sF(s)ds
PO(s—t—h)+s(t+h—1) Hhog(s—t—h)+s(t+h—1) §) de
- (f )+ Foyas+ . Fls)ds )
L t(s—1) U k(s —1) s
*’(l%<1—mF“”“fﬂ%<1—mF(”>
o t&(s—t)—l—st—l " h(s— 9
= [ sroa ([ 05 is+ | g R @)
Hh@+t—t)(s—1+1—t—h)+sit+h—1)
+ f F(s) ds
¢ (1-0)
L ot(s—1) L oh(s—1)
+ ([, Gogress [ Togres)
= /0 —sF(s)ds + ) l _(?tzgt_l)F(s) ds—l—/e h((ls__;))F(s) ds
(s — 1) Hhtl—t—h)+ O —t)(s—t—h)+s(t+h—1) ds
+ (/t (1_0)F(8)ds+/t 1=0) F( )d)
L ot(s—1) Y oh(s—1) s
(L, Gayrems [, g rom)

>

avec

t+h t(l_t_h)—|—(Q—t)(S—t—h)+3(t+h_1>
]h:/t (1-0)

Par conséquent,

F(s)d lim —1, |
LY o) eI )

Ut +h)oUs(t) _ [ (s—0) L TR L Gl VS
lim Y —hlir(r)l+/0 F(s)ds.
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|

/t+h
t

Nous avons d’apres le Lemme 1.8.7,

1

—1
lim (S )
h—=0+ Jiip (

—
|

s}

~—

D’autre part, d’apres le Lemme 1.8.6,

e t+h s)
hligl-‘rh/ ~9) F(s) ds = {0pa},

et comme F' est continue sur le compact [t,t + h], il existe un nombre réel positif M tel

que ||| F(s)||| £ M pour tout s € [t,t + h]. Par le Lemme 1.8.5

(s—t)(t+h—1)

_ (t+h—1)Mh?
B 2(1 —6)
dot,
1" (s=t)t+h—1) ds (t+h—1)Mh
H'h/ (19 W\Hf -6
et donc

(s — (t +h— ) B
hliril)l'*‘h / ~9 F(s) ds = {Oga}.

On conclut que hlim h[h = {Ora}. Par suite,

h{r&UF(Hh})L@UF“): /0 E‘j :Z;F(s)der /t Ei:é;F(s)ds— /0 9G 4 ) F(s)ds.

D’ou,

lim Up(t+h) o Up(t) L oG

vt A = —(t,s)F(s)ds, YVt € [0, 1]. (2.4)

Par (2.3) et (2.4), la formule (2.1) est alors vérifiée.

Dans la suite, on va montrer la formule (2.2).
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Soit 0 <t <0 et soit h >0 tel que 0 <t—h <t <86. Nous avons

Up(t—h) = /1 G(t—h,s)F(s)ds

_ /0_ —sF(s )ds+/th (t —h)F(s)ds +/0 %F(SMS

:/ o (s ds+(/ d3+/te—(t—h)F(s)ds)+/;%

et

Up(t) = /1 Gt

0

_ / ds+/ —tF(s)ds +/01 t((f__;))F(s)ds

o Li(s—1)
s+ h—sF(s)ds>+/t —tF(s)dS—l—/a <1_‘9)}7(5)&9

o

(O _sF(s)d
(/ _sF(s ds+ h[ (t—h)+(t—h)—s]F(s)ds)+

+ /9 —t+h—h)F ds+/01 <t_h(zr_h>9()s_1)F(S)ds

:/0 _sF(s ds+</tth (t—h)F(s)ds+/tth(t—h—s)F(s)ds)

[e=]

+ (/t —(t —h)F(s)ds +/t —hF(s) ds) + (/9 %F(s)ds +/9 h((ls__gl))F(s)ds) .

On obtient
¢ 0 1 —

Up(t) =Up(t—h) + /t_h (t—h—s)F(s)ds ~|—/t —hF(s)ds + /0 h(<18_ el))F(s)ds.

Donc,
_ ¢ 0 L

Urt) © ;{F(t h _ %/t_h (t— h— s)F(s)ds +/t (—1)F(s)ds +/9 El - é;F(s)ds,

il en résulte que
}}L%L Ur(t) © gﬂt —h) _ hlir(%% t_h(75—}1—3)F(:5‘)ds—i-hlij(l;l+ t (_1)F(S>d8+hli,%l+ j Ei : 2; F(s)ds.
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Grace au Lemme 1.8.6,

— o 1 S —
hli%l-‘r e gF(t ) = {Oga} +/t (—1)F(s)ds +/€ El — 3 F(s)ds
0 L(g 1
= /t (=1)F(s)ds + /9 El — ;;F(s)ds = i %(t, s)F(s)ds
Par conséquent,
Tim, Urt) © i[l]F“ —h) _ /0 %(t, ) F(s)ds, ¥t €0, d]. (2.5)

Maintenant, soit ¢ €]6, 1]. Rappelons que dans ce cas

L oG " (s—9) CER)
[ St ares - /9 g Fds + /t F(s)ds.

Soit h > 0 tel que # <t — h <t < 1. Nous avons
1
Up(t—h) = / G(t — h,s)F(s)ds
0
0 t—h o o _1
= / —sF(s)ds—l—/ bls—tth) +slt=h )F(s)ds
0 o (1-10)
1
(t—h)(s—1)
—i—/ —— *F(s)ds
L -

9 t—h s — s(t — h —
= /0 _SF(S>d8+/9 il t+}8i9§t h 1>F(3)d$

+ (/tjh %F(s)d@‘—l—/yﬁ1 %F(s)ds),

80



Ur(t)

et

Up(t) = /0 G(t,s)F(s)ds

_ /0 —sF(s)ds—l—/e e(s_zfzgt_l)zr(s)dH/t t<(f__91>)F(s)ds

= /09 —sF(s)ds
) ( o Q(S_t)+s<t_1)F(s)ds+/t e(s—t)+s(t—1)F(8)dS)

(1—6) (1—6)
+ /t (t= h(;L_h)e()s — 1)F(s)ds
9 t=h (g _ _ s(t — _
= /0 —sF(s) ds+/9 bls—t+h fgtggt hth 1)F(5) ds
N /th 9(5—t)+(s—(11—|;19))(t—h+h—1)F(S)d8)

L{t—h)(s—1) Yh(s—1)
+ (t —(1_9) F(s)ds—l—/t 1=0) F(s)ds)

R ot
0 - 0 -
¢ (8—1 (s —t)+ t—l )+ (s—1)(h—1)
* (/ reast [ —0) Fie)as)
! (t —h)(s — 1 h(s —
< (/ d”/ =) )
On obtient
_ UF(t—h)Jr/e_ }z(f__;fF(s)dH/t_h (t_s)“(_lf);h“_l)ns)dﬁ/t h((ls__el))F(s)ds,
il s’en suit que
. Up(t)©oUp(t —h) , =h(s—0) 1t
i CFOSTEE = [T GG g [ 0o
+ i [ Gogyrons i [ Egre
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Grace au Lemme 1.8.7 et au Lemme 1.9.1,

hlir{)1+ Ur(t) © }(jF(t —h) = /0 Ei : Z; F(s)ds+ (t —t)F(t) + {Oga} + /t Ei : é;F(s)dS,
' (s—0) L(s—1)
_ /9 g Fs +/t g Fls)ds
L oG
= /0 E(t,s)F(s)ds.

Par conséquent,

. Upt)oUpt—h) ['0G
hll)ré1+ h = (t,s)F(s)ds, Vt€]o,1]. (2.6)

Par (2.5) et (2.6), la formule (2.2) est alors vérifiée.

Démonstration de 5).

D’apres la Définition 1.3.2, on doit montrer que

lim, (—%) (UF(t) o Up(t + h)) — F(t), Vteo,1], (2.7)
et que
lim, (—%) (Up(t _ne UF(t)) — F(1), Vt€o,1]. (2.8)

Soit t € [0,0] et soit h > 0 tel que 0 <t < t+ h < 6. Nous avons

Up(t) = i aa—c;(t,s)F(s)ds

_ /Ot QF(S)dS+/tB(—1)F(s)ds+/91 (SiégF(s)ds

1
— </tt+h(—1)F(s) ds—l—/:h(—l)F(s) ds) n 91 Ei:;;

F(s)ds,
et
Up(t+h) = /1 %(t—kh,s)ﬁ’(s)ds
t+h 0 1o
_ /0 0.F(s)ds+/t+h(—1)F(s)ds+/0 El_;;F(s)dS
0 Lo
= /t+h(_1)F(S)dS+/0 El_;;F(s)ds



Alors,
) ) t+h
Up(t) ©Up(t+h) = (—1)/ F(s)ds,
t
et donc, d’apres le Lemme 1.9.1,

lim (-%) (0e(t) © Urt + 1)) = lim L™ pods = Py, e 0.6, (29)

h—0t h—0+ h t
Maintenant, soit ¢ € [0, 1] et soit h > 0 tel que § <t <t + h < 1. Nous avons

: L oG

Up(t+h) = E(t—kh,s)F(s)ds
B 0 t+h (5—9) 1 (S—l)
_ /O 0.F(s)ds+/0 (1_9>F(s)ds+/t+h g Fleds
h 1

" (s—0) T (s-9)
= (/9 (1_9)F(s)ds+/t (1_9)F(s)ds) +/t+h (1_9)F(s)ds
et
Up(t) = /0 %(t, s)F(s)ds
_ /09 0F(s)ds+/0t Ei:Z;F(s)der/tl Ei:;;F(s)dS
B P (s—0) Hhi(s—046—1) b (s—1)
_ /9 (1_0)F(s)ds+< t = F(s)ds+/+h (1_0)F(s)ds)
B t (S—9> t+h (S—Q) t+h 1 (5_1)
_ /9 (1_6>F(s)ds+/t (1_9)F(s)ds+/t (—1)F(s)ds+/t+h =
ie. | | "
Up(t) © Up(t + h) :/t (—1).F(s)ds,
et donc, par le Lemme 1.9.1,
Tim, (—%) () © Urt + 1) :hli%ﬂ% tHh F(s)ds = F(t), Vi € (8,1 (2.10)

D’apres (2.9) et (2.10), la formule (2.7) a lieu.
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Soit t €]0, 6] et soit h > 0 tel que 0 <t —h <t < 6. Nous avons

Up(t—h) = %G(t— h,s)F(s)ds

- /OthOF()ds+/th(—1 ds+/0 5_1
:/ d8+/9 ds+/€

et

Alors,
et~ WO Ur0) = (-1) [ F(s)is

et donc, par le lemme 1.9.1,

87

hg%l+ (—%) (Up(t—h o Up(t hli%lJrh/t ) , Vt €]0,0]. (2.11)
Maintenant, soit ¢ €]6, 1] et soit h > 0 tel que § <t — h <t < 1. Nous avons
Up(t—h) = 01 %(t—h,s)F(s)dS
0 t=h (¢ _ g —
_ /0 OF(s)der/e El_Z;F(s)ds+/t_h El_;;F(s)ds
t=h (o t (g — _ Lg—
:/0 El—gF(S)dH(/th( (‘ffz) 1)F(s)ds+/t El— F(S)ds)
B (s —0) ) ds b (s —0) ) ds L@ —-1) ) ds Vs —
- [ Garees [ gogres | e [
_ [0 s)ds t - s)ds G s)ds
= /0 (1_9)F()d —I—/th( 1)F(s)d +/t (1_9)F()d
et
Up(t) /egi:Z;F(s)dsnL/t Ej:;;F(s)dS
Alors,




et donc, par le Lemme 1.9.1,

lim (—%) (Up(t — h) © Up(t)) = lim L F(s)ds = F(t), Vt €]6,1].  (2.12)

h—0+ h—=0th Jy_p,

D’apres (2.11) et (2.12), la formule (2.8) a lieu.
La continuité de U(.) découle de la Remarque 1.3.2.

Démonstration de 1).

1

e Si U € W2'([0,1]). Soit M(t) := / G(t,s)U(s)ds, pour tout t € [0,1]. On doit
0

montrer que M (t) = U(t), pour tout t € [0, 1]. Pour ce but, par le Lemme 1.3.3, il suffit

de montrer que
et que pour tout ¢ € [0,1]

ot M et U sont les dérivées au sens de Hukuhara du premier type de M et U respective-
ment.

D’apres la définition de la fonction G nous avons,

M(O):/O G(0, s) U(s)ds:/0 O.U(s)ds:/o {Oga} ds = {Ora} = U(0).

Maintenant, pour montrer que pour tout ¢ € [0, 1]

et que pour tout ¢ € [0, 1]
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ot M et U sont les dérivées au sens de Hukuhara du second type de M et U respectivement.

En revenant aux notations dans 4) de la Proposition 2.1.1, remarquons que
M(t) = Uy(t), Vtel0,1].

Puisque U est continue sur [0,1], d’apres 5)

M(t) = Uy (t) = 1 %(t, s)U(s)ds, ¥t € [0,1],

d’ot,

M) = /0 %(O,S)U(s)ds

I
O“\J
>
—
|
—_
S~—
S
—
V)
S~—
QL
V)
_l’_
Q\
—
|
— ®»
[ ]
| =
3
—
V)
N—
QL
V)

= (_1)/0 U<s)ds+/9 Ei:ég(j(s)ds.

Par la Remarque 1.9.2, on obtient

(_1>/09 U(s)ds+/91 Ei:;;U(s)ds = (T eU®) + <% /91 (1- s)U(S)ds) |
Maintenant, par le Lemme 1.8.8, et la Remarque 1.9.2 encore une fois, on obtient
(—1)/00 U(s)der/al Ei:;;(](s)ds - (00 eUm)+ % (/91 (/9 U(u)du) ds>

= (b eUv@)+ ﬁ (/91 ((—1) /9 U(u)du> ds)

— <U(0) o U(e)) + ﬁ (/91 U)o U(s)ds) .
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En utilisant les propriétés de la différence de Hukuhara, la Remarque 1.9.1 et le fait que

U(1) = U(0) on obtient

(_1)/0 U(s)ds—i—/e Ei:;;U(s)ds _

Do,

e Dans le cas ot U € X2'([0,1]). Si0 <t <46

/01 G(t,s)U(s)ds = /Ot —sU(s) ds + /ta —tU(s)ds + /91 t<(f:91))U(s)ds,

d’apres le Lemme 1.9.5,
/ t sl (s) ds = (U(t)eU(O))@(tU(t) o oU(O)) - (U(t)eOE)e<tU(t) o oE) = U)stU(t),

et puisque U est absolument continue,

o . 0 . . . . .
/ —tU(s)ds = t(—l)/ U(s)ds =t (U(t) o U(é’)) =tU(t)otU(0).
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D’autre part, d’apres le Lemme 1.8.8,

1 t(S — 1) .. B ¢ 1 ) ) .
/9 g Vs =15 [ (1=9)0()ds = 1=

w0 e 15 W e Ue))

- (tU(e) o {oRd}) —1U(0),
par conséquent, grace a la propriété de la différence de Hukuhara
1 . . . . .
/ G(t, ) (s)ds = (U(t) & tU (1)) + (tU(E) © tU(0)) + tU(60) = U(2).
0

Maintenant, si § <t <1,

1 9 ¢ B S(t—1). Li(s— 1) .
/0 G(t, $)0(s)ds = /0 —si(s) ds + /e bl Qf egt Vi) ds+ /t = Vg 0ds,

(1-0)
on pose
L ::/O —sU(s)ds, I, ::/0 bs _8 i_ th - I)U(S) ds et I 3:/t t((f__;;U(S)ds

D’apres le Lemme 1.9.5,

I = (U() 0 U0) & (80(8) ©00(0)) = (U(6) ©05) & (0U(6) © 05 ) = U(6) © 60 (9),
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En utilisant le Lemme 1.8.8, le Lemme 1.9.5 et le fait que U est absolument continue

aussi,

L, = —/t(t—s)U(s)ds—l—l; t—sU(s)ds

L=0 1—0
= (% ) U(d)ds o -4/, U(S)ds) + (i_:z Uty e U®) e i—:Z(tU(t) - QU(H)))
_ (9<1 oy L wme U(G))) + GT—;(U@ U)o ((11 e 29(](9)))

et grace aux propriétés de la différence de Hukuhara,

L= (M=lvee Lwneven) + (1o jo0even+ S0 0w) o (=) v0)

=0 10 1-9

_ (g(f_‘;) 0(0) & %(U(t) S UB) + 15U S V) + “{_2%(@)) o (11 :QtU(t)

- (5200 + 2= o0+ 1= pwweven) o L oweven) o T v
= (((ver+ 1= jwwouven) o 2ywmoven) e =500

_ (eU(e) (%(U(t) vO) & 2 () e UH)) ) 0}
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D’autre part, d’apres le Lemme 1.8.8, et en utilisant les propriétés de la différence de

Hukuhara, sachant que U(6) = U(1),

on conclut que

L+L+1 =

I — 1—9/t (1— )07(s)ds

1-6 ), 1—4
_ t(ll__et) U(t) & (ﬁ(U(l) O U(t)))
t(1—1t) t ¢

1-0
t(1—1) t

= S U(t)+(1—_9U(t)@mU(9)>
t(1—1) t

= 20+ U e U0),

1-0 1-0

(1—t)t t1—t) ;
S 5 U+ U eU®)

1 _
o) + G%z(zf(t) 5 U)o %(U(t) o U(O))) OO

U0) o 0U(0) + <9U(9) + <£ U)oU) e v (Ut)e U(9))>)

Ul(t) +

<U(9) b U S UG) + T (U1 2 UW) ) & g (Ul & U)

COR GO RO P GO 0)

U) + (ﬁ(U(t) SUWM) e o (WUl e U(G)))
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La démonstration de 1) est alors achevée. Ceci termine la démonstration de notre Propo-
sition. m

Nous donnons une conséquence de la Proposition 2.1.1.

Proposition 2.1.2 Soit F' : [0,1] — E une application continue. Alors, application
Up :[0,1] — E définie par

1
Ur(t) :/ G(t,s)F(s)ds,
0
est la solution unique dans W' ([0,1]) du probléme

{7(t) = F(#), ¥t € [0,1],
(Pr)
U(0) = {Opa}; U(0) = U(1).
Démonstration.
Par 4) de la Proposition 2.1.1, nous avons Up(0) = {Oga} et Up(0) = Up(1). Et d’apres
5) de la méme Proposition, Ux(t) = F(t), pour tout ¢ € [0, 1]. Par conséquent, Up est une
solution de (Pp).

Unicité de la solution.

Soit V' une solution de (Pg). Alors, V€ W2'([0,1]) et elle vérifie V(0) = {Opa}; V(0) =

V(1), d’on, d’apres 1) de la Proposition 2.1.1
1 ..
V(t) = / G(t, s)V(s)ds, Vi€ [0,1],
0

par conséquent,

V(t) = /01 G(t,s)F(s)ds, Vte|[0,1],

donc

V(t) = Ug(t), YVt €|0,1],

l.e., V = Up, ce qui assure 'unicité de la solution. [ |
5 F q
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2.2 Résultat d’existence et d’unicité pour 1’équation

(P;) avec une perturbation continue

Nous sommes maintenant en mesure de donner notre résultat principal de ce chapitre.
Soient [ > 0, E = cc(R?). C; := Cg([—1,0]) désigne I'espace des applications H-continues
de [—1,0] dans E, muni de la distance de la convergence uniforme D, définie pour tous
v, € C) par

Dz(%w ‘= Sup H(@(S)aw(s))

s€[—1,0]

Soit X € Cg([-1,1]). Pour tout ¢t € [0,1], on note par X, 'élément de C; défini par
Xi(s) := X(t + s) pour tout s € [—1,0]. Soit F' : [0,1] x C; x E — E une application
continue, ¢ € C; avec p(0) = {Ora} et 0 €]0, 1[. Considérons le probleme différentiel (7;),
ou U(.) désigne la dérivée de U(.) au sens de la Définition 1.3.1, et U(.) est la dérivée de

U(.) au sens de la Définition 1.3.2.

Théoréme 2.2.1 Soit F : [0,1] x C; x E — E une application satisfaisant les conditions
sutvantes :

(i) il existe deux constantes positives A1, Ao satisfaisant Ay + Ao < 1, telles que pour tout
t € [0,1] et tous (1, By), (12, By) € C; X E,

H<F(t,¢1, By), F(t, 12, Bz)) S M Dy(Y1,42) + MH (B, By);

(ii) F est continue.

Soit ¢ € Cy telle que ©(0) = {Ora}. Alors, le probléme multivoque (P;) admet une solution
unique U dans C([—1,1]) N W2'([0,1]).

Démonstration.

Notons par X := Cg([—1,1]) N CL(]0,1]), ot C%([0,1]) désigne I'espace des applications
continues F' de [0, 1] dans E qui sont dérivables au sens de Hukuhara du premier type sur

[0, 1] et telles que leurs dérivées F sont continues. Définissons application A : X — X,
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par
/1 G(t,s)F (s, Hy, H(s)) ds site[0,1],
A(H)(t) =

\ o(t) site]-1,0.
Alors, une application U € Cg([—I,1]) N W5'([0,1]) est une solution pour (P;) si et
seulement si U est un point fixe de A. En effet, si U est une solution pour (7;), alors elle
vérifie

U(s) = F(s,Us,U(s)), Vse€[0,1],

d’ou, pour tout t € [0, 1]

/01 G(t,s)U(s)ds = /01 G(t, S)F(S,US,U(S))dS,
done, pour tout t € [0, 1]
/0 Gt )U(s)ds = AU D).
Or, d’aprés 1) de la Proposition 2.1.1, puisque U € W3'([0,1]), U(0) = {Oga} et U(0) =
U(1), alors
U(t) = /01 G(t,s)U(s)ds, Yt e[0,1].
On conclut que
U(t) = AU)(t), Ytelo,1],
d'on U(t) = AU)(t), Yt € [—I, 1], i.e. U est un point fixe pour A. Maintenant, si U est un
point fixe pour A, alors U(t) = A(U)(t), Vt € [—1,1]. Par la définition de A, on obtient
/ G(t,s)F (s, US,U(S)) ds, Vte0,1],
o(t), Vte[-1,0].
Créce & la premitre égalité, d’apres 4) et 5) de la Proposition 2.1.1, U € W3'([0, 1]) avec

U(0) = {0ga}; U(0) =U(1),
U(t)=F(t,U,U(t)), Vte[0,1],
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on conclut que U € Cp([-1,1]) N Wg'([0,1]) avec

(

U(t)=F(t,U,U(t)), Vte[0,1],

U(t) = ¢(t), Vtel-L,0],

U(0) = {0ra}; UB) =U(1),

\

i.e. U est une solution pour (7).

Remarquons aussi que I'espace X muni de la distance

Dy (Y, Z) = max ( sup H(Y (t), Z(t)), sup H(Y(t), Z(t)))

te[—1,1] te(0,1]
est un espace métrique complet. Montrons que A est une contraction. En effet, soient

Y, Z € X, alors

sup H(A(Y)(t), A(Z)(t)) = sup H(AY)(t), A(Z)(t))-

te[=1,1] t€[0,1]
Soit t € [0, 1], en utilisant les propriétés de I'intégrale, de la distance de Hausdorff, de la

fonction de Green, et grace a ’hypothese (i), nous avons

1AV AD0) = 1 ([ GF6YT6) s [ G (.2 206) ds)
< [ (G (Y (). Gl (5. 20 265) s
_ /01 |Gt ) | 1 (F (5, Y Y (5)), F(s, 2, 2(5)) ) ds
< /01 M (F (s, Y. V(). F(s. 20, 2(5)) ) ds

< /0 1 (MDY, Z2) + AsH(TV (), 2(5))) ds.

D’autre part, pour tout s € [0, 1]

Di(Ys, Zs) = sup H(Yi(v),Zs(v)) = sup  H(Y(s+v),Z(s+v))
ve[—1,0] stv€[s—1,s]
= sup H(Y(w),Z(w) € suwp H(Y(w), Z(w) < sup H(Y(w), Z(w)),
we[s—1,3] we[—1,s] we[-1,1]
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et

H(V(s), 2(5)) < sup H(Y(w), Z(w)).

we(0,1]

Par suite,

IN

H(AY)(D), A(2)(t))

we[-1,1] wel0,1]

= X\ sup H(Y(w), Z(w)) + Ay sup H(Y (w), Z(w))

we[—1,1] wel0,1]

< (A + ) max( sup H(Y (w), Z(w)), sup H(Y(w),Z(w)))

we[-1,1] we(0,1]

= (M +X2)Dx(Y, Z) =~ Dx(Y, Z),
ol v = (A1 + Ay) < 1. Par conséquent

sup H(AY)(1), A(Z)(t)) < v Dx(Y, Z). (2.13)

te[—1,1]
Par la méme maniére, en notant la dérivée de A(Y)(.) au point ¢ par (A(Y)) (), on
montre que

sup H ((A(Y))' (0), (A(2)) (1)) <7 Da(Y, 2). (2.14)

te(0,1]

En effet, pour tout ¢t € [0, 1], en utilisant 4) de la Proposition 2.1.1, les propriétés de
I'intégrale, de la distance de Hausdorff, de la fonction de Green, et grace a 'hypothese

(1), nous avons

H <(A(Y)l(t),(A(Z))/(t)) = H( i %—Cj(t,s)F(s,Ys,Y(s)) ds,/ aa—(;(t,s)F(s, ZS,Z(S)) ds

0

oG

< /0 H<aa—cj(t,s)F(s,Ys,Y(s)),E(t,s)F(s,Zs,Z'(s))) ds

_ /01 \%—f(t,s)|H(F(S,YS,Y(S)),F(S,ZS,Z’(S))) ds
< /01 H (F(S,YS,Y(S)),F(S,ZS,Z(S))> ds
< [ (upiv ) 4 A9, 2661 .

< v Dx(Y,2),
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d'ot,

sup H ((A(Y))' (1), (A(2)) (1)) <7 Dx(Y. 2).

te(0,1]

Par (2.13) et (2.14) on conclut que
Dx(A(Y), A(Z)) <~ Dx(Y. 2),

avec 0 < v < 1, ce qui montre que A est bien une contraction.

Maintenant, définissons l'application X : [—[, 1] — FE par

Oga sttt e |0,1],
= ) O site
o(t) site[-1,0].
Il est clair que X € X. Posons
m; = sup H(X(t),A(X)(t)), my = sup H (X(t), (A(X)),(t)> )
te[—1,1] t€[0,1]

Nous avons

Dx (X, A(X)) = max(my, ms). (2.15)

Posons

m = sup || F(’U,XU,X(U)) |ll= sup H(F(U,Xv,{ORd}),{ORd}).

ve(0,1] veE(0,1]
Une telle borne existe grace & la continuité de Papplication ¢ — F(t, X, X(t)) sur le

compact [0, 1] puisque F), X et Papplication ¢t — X, sont continues.

D’une part, nous avons

my = sup H (/01 G(t,s)F (s, X5, X(5)) ds,{oRd}) .

te(0,1]
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D’apres les propriétés de 'intégrale et de la fonction de Green G, on obtient pour tout

€ [0,1],

H </01 G(t,s)F (s, X5, X(5)) ds,{oRd}) —

(s, X5, X(5)) ds

< /0 NG (t, $)F (s, Xo, X (s)) ]| ds
- / Gt 5) | I1F (s, X, {0ma}) ] ds
< / I1F (s, X, (O} ds

1
< / sup ||| (v, Xo, {0ga 1) ds
0

ve(0,1]
1
= m ds =m.
0

D’ou,

my < m. (2.16)

De l'autre part,

me = sup H ( i aG(t s)F (s, X, {Opa}) ds, {ORd}> .

Nous avons pour tout ¢ € [0, 1]

(S XS, {ORd}) ds

([ 5o X (0w s (0)) =

< /
0

_ / S5) [1F (s, X, {0ga}) ] ds

%(t,s)F(s,Xs,{ORd})H' ds

< / 11 (s, Xo, {0z 1)1]] ds

1
< / sup ||| (v, X, {Oga}) ]| ds
0

ve(0,1]
1
= mds =m,
0

1.e.

me < m. (2.17)



Par conséquent, les inégalités (2.16) et (2.17) avec la relation (2.15) nous donnent
Dy (X, A(X)) < m.
Soit r > 0, satisfaisant
m < (1—)r.

Soit By (X, r) la boule fermée de X' de centre X et de rayon r. D’apres le Théoréme 1.11.1,
I'application A admet un unique point fixe U € Bx(X,r), donc le probleme multivoque
(1) admet une solution unique U dans Cg ([, 1])NW#'([0, 1]), et puisque U € B (X,7),

on obtient les inégalités
max |[[U@)||| <7 et maX|||U(t)||| <.
te(0,1]

te(0,1]

La démonstration de notre théoréme est alors achevée. [ |
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Chapitre 3

Résultat d’existence et d’unicité
pour I’équation (P) avec une

perturbation de type Carathéodory

Introduction

Dans ce chapitre, en appliquant le résultat obtenu dans le chapitre précédent, nous
présentons un autre théoreme d’existence et d’unicité de solution pour le probleme (P) en
affaiblissant I'hypothese (ii) du Théoreme 2.2.1, i.e., en prenant F' mesurable par rapport
a t et Lipschitzienne par rapport a la deuxieme et troisieme variables, i.e. F' de type
Carathéodory. Un résultat analogue est donné dans [8] dans le cas ou F est un espace
vectoriel de dimension finie. I'idée de notre démonstration est inspirée de celle dans [8],
avec certains changements et addaptation au context multivoque avec les dérivées de
Hukuhara, ou la notion de convexité abstraite joue un role fondamental.
Notons que le probleme (P) n’est autre que le probleme (P;) considéré sans retard, c’est

a dire dans le cas particulier ou [ = 0.

3.1 Résultat d’existence et d’unicité

Proposition 3.1.1 L’espace E = cc(R?) est un espace métrique-m.c.
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Démonstration. Remarquons que E, muni de ’application de convexité K : F x E X
[0,1] — E, définie pour tout (A, B,t) € Ex E x |[0,1] par, K(A, B,t) = (1-t)A+1tB, est
un espace K-convexe continu et que toute boule Bg(A,r) est un sous ensemble K-convexe
de E. En effet, pour tout (A4, B,t) € Ex Ex[0,1], (1—t)A+tB € E,ie. K(A,B,t) € E.

K est continue, de plus
K(A,B,0)=1A4+0B=A+0g=A, K(A,B,1)=0A+1B=B.

Soient A € E et r > 0. Montrons que la boule ouverte Bg(A,r) ={B € E;H(B,A) <r}
est K-convexe. Soient By, By € Bgr(A,r), et t € [0,1] et montrons que K (B, By, t) €
Bg(A,r).

e Sit =0, alors K(By, Bs,t) = K(By, B2,0) = By € Bg(A, 7).

e Sit=1,alors K(By, Bs,t) = K(By,Bs,1) = By € Bg(A,r).

e Si ¢ €]0,1], en utilisant la convexité de A ( (1 —t)A+tA=(1—t+t)A=A), et par

les propriétés (P2) et (P3) de la distance de Hausdorff, on obtient

H(K(Bl,BQ,t),A) = H((l —t)By +tBs, (1 —t)A + tA) < (1—=t)YH(By, A) +tH(Bs, A)

< (I=t)r+tr=r,

i.e. K(By, By, t) € Bg(A,r), d’ou la K-convexité de cette boule. On conclut que (E, H; K)
est un espace K-convexe continu ou les boules ouvertes sont des ensembles K-convexes.
Par conséquent, d’apres la Proposition 1.10.1, on déduit que (E,H) est un espace-c (en
prenant I'(A) = Cog(A)) ou les boules ouvertes sont des I'-ensembles puisqu’elles sont
K-convexes.

Montrons que E est un espace-l.c. Nous avons déja vu que les boules ouvertes sont des
I'-ensembles. Maintenant, soient A C F un I'-ensemble de E, r > 0. On va montrer que
le voisinage V = {B € E;d(B,.A) < r} est un I'-ensemble, pour cela il suffit de montrer

que c’est un ensemble K-convexe.
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Soient By, By € V et t € [0, 1]. Montrons que K (B, By, t) € V.
Biey= d(Bl,.A) = /lxlelf.AH(BhA) <r=dA, € ./4; H(Bl,Al) <r,

ByeV= d(BQ,.A) = AIGIFAH(BQ’A) <r=dA, € .A; H(BQ,AQ) <.

Prenons A := K (A, A, t) = (1 — t)A; + tAs, et remarquons que A € A car

Ay, Ay € A, et done {A;, Ay} qui est non vide et fini est inclu dans A, i.e. {4145} €< A >,
mais A est un I-ensemble, donc par définition I'({A;42}) C A.

Sachant que Cog ({A1, A2}) contient par définition { Ay, Ay}, ie. Ay, Ay € Cog({A1, As}),
qui est K-convexe, alors K (A, Ay, t) € Cog({A1, A2}) or, Cox ({A1, As}) =T'({A142}) C

A, dott K(Ay, Ay, t) = A€ A. Alors,

d(K(Bl,Bg,t),.A) = érelaH(K(Bl,BQ,t),C) < H((l —t)B, +th,,4)
= H((l —t)By +tBs, (1 —t)A; + tA2>
< (1 —=t)H(By, Ay) + tH(Bs, As)
< 1=tr+tr=r,

d’on, K(By, By, t) € V et par suite la K-convexité de V.

En conclusion (F,H;T") est un espace métrique-l.c et donc un espace métrique-m.c. W

Théoréme 3.1.1 Soit F': [0,1] x E x E — E une application satisfaisant les conditions
sutvantes :

(j) pour tout (A, B) € E x E, fixé F(., A, B) est measurable sur [0, 1];

(77) il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout (t,A,B) € [0,1] x E x E

I1E(, A, Bl < et +[I[A[l] + [I1BI1);

(777) il eziste deux constantes positives A1, Ay satisfaisant Ay + Ao < 1, telles que pour tout
t e [0, 1] et tous (Al,Bl), (AQ,BQ) e EXE

H(F(t, Ay, By), F(t, As, Bg)) < MH(Ay, As) + AoH(By, Bs).
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Alors, le probléme multivoque (P) admet une solution unique U € Xé’l([o, 1]). De plus,

pour une certaine constante m > 0 qui dépend seulement de ¢, A1 et Ay, nous avons

U@l <m, pp telo1].

Démonstration.

Existence de la solution.

Etape 1.

D’apres le théoreme de Scorza-Dragoni généralisé (Théoreme 1.13.1), pour tout € > 0,
il existe un ensemble compact J. C [0, 1] tel que la mesure de Lebesgue de C’[‘(])fl} est
inférieure a € et la réstriction de F' a J. x E X E est continue. Donc, il existe une suite
croissante (J, ), d’ensembles compacts dans [0, 1] telle que la mesure de Lebesgue de C[‘é’:l]
tend vers 0 quand n — oo et la réstriction de F' a J, x E X E est continue. D’autre
part, E est un espace-m.c. (Proposition 3.1.1). D’apres la version généralisée du théoreme
de prolongement de Dugundji (Théoreme 1.13.2), soit ﬁn le prolongement continu de
F\J,xgxp 2 [0,1] x E x E. Par la définition de E, (voir la démonstration du Théoreme

1.13.2), il est clair que ﬁn hérite les propriétés de F\j, «pxp, on en déduit donc que

lapplication F,, satisfait (3j) et (jjj), a savoir
IFa(t, A, B)||| < e(1+ [I|A[ll + [I|BIl), ¥(t,A,B) €[0,1] x E x E, (3.1)
et
H(Fult, Av, B1), Fult, Az, Ba) ) € MH(Ay, A3) + MH(Br, By), (3.2)

pour tous (t, Ay, By), (t, A2, By) € [0,1] x E X E.
Il est donc clair que chaque fn satisfait les hypotheses du Théoreme 2.2.1. Pour tout
n € N, on note m,, := sup |||F,(t, {Oga}, {Oga})|||. Alors, par la relation (3.1) nous avons

tel0,1]
m, < ¢, pour tout n € N. Choisisons r > 0 tel que

c< (1= A+ X))
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En appliquant les arguments de la démonstration du Théoreme 2.2.1 a chaque ﬁn, on

obtient pour tout n € N, une solution unique U,, € Wiil([O, 1]) du probleme multivoque

Ut) = E,(t,U(t),U(t)), Vtel0,1],

(Pn)
U(0) = {0ga}; U(0) = U(1),
avec
tem[%lHUn(t)lH <r et gg%lH%(OlH < (3-3)

D’apres 1’équation précédente et les relations (3.1), (3.3), nous avons pour chaque n € N

et tout ¢ € [0,1],
TN = I1E(t, Un(®), Un(@)]]] < et + T + NTa@)]]) < e(1+2r) := m. (3.4)

Etape 2.
Maintenant, pour tout n € N, puisque U,, € Wé’l([o, 1]), alors d’apres la Remarque 1.9.1

et la Remarque 1.9.2, on peut écrire
t .
U,(£) = U, (0) + / 0,.(s) ds, ¥t € [0,1], (3.5)
0

et

U,(0) = Uy(t) + (—1)/(: U, (s) ds, vt € [0,1]. (3.6)

Dans la suite, on va montrer que les suites (Uy,)n, (Uy,)n sont relativement compactes dans
I'espace Cg([0,1]). En effet, en utilisant la relation (3.5), les propriétés de la distance de

Hausdorff, de 'intégrale, et la relation (3.3), nous avons pour chaque n € N et pour tous
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t,re[0,1], t>71

HU,(t),Up(7)) = H Un(0)+/0 U, (s) ds,Un(O)+/OT U,(s) ds>

(

= ([ Gras [0 as)
([ orass [ osas [ o))
(

[ o[ < [ a

3

d’ou
H(UL(t),Up(1)) < r|t —7|.

D’autre part, pour tout ¢ € [0, 1],
T < 7 H(Ua(t),{0g4}) < v & Un(t) € Bp({Oga},7),

comme cette boule est compacte dans (E,H), on conclut que (U,(t)), est relativement
compacte dans (E, H). Similairement, par la relation (3.6), la propriété (P9) de la différence
de Hukuhara, la propriété (P3) de la distance de Hausdorff, le Lemme 1.8.5 et la relation

(3.4), nous avons

0,02 (1) [ B ds. 002 (1) [ T as)

ML 0.0, = 7 (
= (en [ o s en [ )
= H </Ot U, (s) ds,/OT U, (s) ds)
</O U, (s) ds+/: U, (s) ds, /0 U, (s) ds)

/: 0t s < | NI ds

= H

([ i)

< mlt—T|.
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De plus, la suite (U,(t)), est relativement compacte dans (E,H) selon (3.3). Alors, par

le Théoreme d’Ascoli-Arzela, (U,), et (U,), sont relativement compactes. Par extraction
de sous suites, notées aussi (U, ), et (U, ), respectivement, on conclut que (U,),, converge
uniformément sur [0, 1] vers une application continue U : [0, 1] — E satisfaisant U(0) =

{Oga}; U(0) = U(1) et que (U,), converge uniformément sur [0,1] vers une application

continue V' : [0,1] — E, i.e.

lim sup H(U,(t),U(t)) =0, et lim sup H(U,(t),V(t)) = 0.

n—00 telo,1] n—00 ¢elo,1]

Fixons ¢ € [0,1]. Nous avons pour tout n € N

UAwZL@m)+Ataxgdr:mw}+[fUM@ds:ZfUA@d&

d’ou,
t .
lim U,(t) = lim Un(s) ds,

n—o0 n—oo 0

et donc
t

U(t) = lim U,(s) ds.

n—oo 0
Comme (U,), converge simplement vers V(.) sur [0,%], et |||U,(s)||| < r, pour tout s €

[0,t], d’apres le Théoréeme 1.8.1, on obtient

t t
lim Up(s) ds = / V(s) ds,
0

n—oo 0

et par suite,
t
U@:/‘Wﬁﬁ,WEMH
0

On conclut par le Lemme 1.9.2 que U est dérivable au sens de Hukuhara du premier type

sur [0,1] et que U(t) = V(t) pour tout ¢ € [0,1]. Par (3.3) nous avons

Ho@il<r, MU <r, vtelo1]. (3.7)
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Maintenant, on montre que U est dérivable au sens de Hukuhara du second type presque
partout sur [0,1] et que U(t) = F(t,U(t),U(t)), p.p. t € [0,1]. Fixons t € [0,1]. Pour

chaque n € N, nous avons

(—1) (Un(o> @Un(t)> - /Ot U,(s) ds,

et donc
t

lim (—1) <Un(0) 6Un(t)> — lim [ U(s)ds. (3.8)

n—oo n—oo 0

Par la relation (3.4), |||U.(s)||| < m, pour tout s € [0,¢]. D’autre part, par construction,
, , Un
pour tout n € N, Un(t) = F(t,Un(t), Un(t)), pour tout ¢ € J,. Posons Ny := Cig 1y, cet

ensemble est négligeable, de plus, on peut voir que si on fixe ¢t € Ny, alors il existe un

entier p := p(t) tel que Uy, (t) = F(t,Un(t), Un(t)), pour tout n > p, d’ot,

lim U,(t) = lim F(t,U,(t),U.(t)) = F(t,U(t),U(t))

grace a la continuité de F'(t, ., .).

c’est & dire, (U,),, converge presque partout sur [0, 1] vers F(.,U(.),U(.)), et donc (U,),
converge presque partout sur [0, t] vers F(., U(.), U(.)), pour tout ¢ fixé dans [0, 1]. D’aprés
le Théoreme 1.8.1 encore une fois, on voit bien que

t

lim Un(s) ds = /0 F(s,U(s),U(s)) ds. (3.9)

n—oo 0

Comme la suite (U, (t)), converge vers U(t), on obtient

lim (—1) (Un(O) o Un@)) — (—1) (U(o> o U@)) . (3.10)

n—oo

Par (3.8), (3.9) et (3.10), on conclut que

(—1) (U(o> o U@)) - /0 t F(s,U(s),U(s)) ds.
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Posons pour tout ¢ € [0, 1]

(—1)@7@)@C%ﬂ>::Afﬁ):iAtPK&LMQ,U@»cB.

Comme F(.,U(.),U(.)) est mesurable et bornée (par (3.7) et hypothese (jj)), alors,
d’apres le Lemme 1.9.3, M est dérivable au sens de Hukuhara du premier type presque

partout sur [0, 1] et nous avons

M(t) = F(t,Ut),U(t)), p.p.tel0,1],

d’ott, d’apres la Proposition 1.3.3, U est dérivable au sens de Hukuhara du second type

presque partout sur [0, 1] avec

Par conséquent,

Ut)=F(t,Ut),U(t)), pp.telo1].

On conclut que U est une solution pour notre probleme (P), et par la relation (3.7) et
I’hypothese (jj)

T < el +2r) =m, pp.tel0,1].

Unicité de la solution.

Soient Uy, U, deux solutions dans X' ([0,1]), du probleme (P). Grace a I'hypothese (jjj),

en utilisant 1) et 4) de la Proposition 2.1.1, les propriétés de 'intégrale, de la distance de
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Hausdorff et de la fonction de Green, on obtient pour presque tout ¢ € [0, 1]

HU (1), Us(t) = H (F(t, Ui(t),Ui(t)), F(t,Us(2), Uz(t)))

< )qH t), Us(t )) +)\2H(U1 ,Us(t ))

= MH (/ G(t,s) U1 ds/ G(t,s) UQ >

+ A ( i aaG(t s)Uy(s)ds, i aaG(t s)Us(s )d)

oH
< Al/l H(G(t s) Uy(s), G(t,s) U2(s)) ds

/ ( (t, $)U (s ts)Ug( )>ds
< / H(T,(s), (s ds+>\2/HU1 $), U(s)) ds
= (M) / H(D(5). Uas)) ds.

Nous avons alors

/1 H(UL (), Us(t)) dt < (M + A2) /1 H(UL(t), Us(t)) dt,

donc,
1
(1— (M +A)) / H(U(t), Us(t)) dt <0,
0
d’ot,
1 . ..
/ H(UL(t), Us(t)) dt <0,
0
et donc,

[ @0, 00 ae =0,

par conséquent, H(U,(t), Uy(t)) = 0 presque pour tout ¢ € [0,1], i.e. Uy (t) = Us(t) presque
pour tout ¢ € [0, 1],

on conclut que

/01 G(t, 5)01(s) ds:/ol G(t, 5)0s(s) ds, ¥t € [0,1],
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d’ot,
Ui(t) = Uy(t), Vte|0,1],
ie.,

U1 - Ug.

Notre démonstration est ainsi terminée. [
Exemple illustratif

Dans la suite, exposons par un exemple numérique une situation ou on peut utiliser les
derivées de Hukuhara. Supposons que 1’équation suivante a été proposée comme modele

pour un certain probleme physique,

(Pu) § u(t)=t, Vtel[-1,0],

avec u : [—1,1] — R. Tout d’abord, notons que les problemes aux limites avec retard
modélisent des phénomenes dans lesquels il y a un décalage de temps entre la cause et la
conséquence, entre I’'observation et ’action.

Dans ce cas simple, grace a la fonction de Green, on peut avoir une solution unique

1 1 11
HD=—— 4+ —t2— —+¢. Wt 1].
ult) =3+t ~ b Vel

En effet, t € [0,1] &t —1 € [-1,0] & u(t — 1) = ¢t — 1, donc ii(t) = —1t + £, pour tout

€ [0,1]. On obtient alors, le probleme aux limites ordinaire sans retard suivant

i(t) = —3t+ 3+, t€l0,1],
u(0) = 0; u(3z) = u(l).
Par la Proposition 1 dans [8], cette équation admet une solution unique w : [0,1] — R

définie par

u(t):/o G(t,s)(—%eré) ds, Wt e [0,1].
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Supposons maintenant que nos informations concernant 1’historique de u sur [—1, 0] sont
imprécises et contiennent une incertitude. Par conséquent, le modele (Py;) n’est pas par-
fait et contient aussi une incertitude. Pour le rendre parfait, plus réaliste, I'incertitude
doit étre prise en compte et introduite dans le modele. Pour cette fin, on peut considérer
des intervalles de tolérances U(t) pour chaque instant ¢ de I’historique initial au lieu de
la valeur ponctuelle u(t). En effet, supposons qu’a travers d’autres mesures ou informa-
tions on a pu déterminer pour chaque instant ¢ dans 'historique [—1,0] un intervalle
[p1(t), pa(t)] = [15, 35t] qui couvre la valeur exacte inconnue ¢(t). Dans ce cas, une ap-
plication dont les valeurs sont des intervalles apparait, les dérivées deviennent celles de
Hukuhara, et le probleme (Py;) se transforme en un probleme différentiel multivoque avec

retard :

(

Ut)=—-iU(t—-1), te[0,1],

(Pu) § U(t) = [Ht, 24], ¥t € [-1,0],

\ U(0) ={0r}; U(3) =U(1).
Pour t € [0,1], posons U(t) = [fi(t), fo(t)]. Alors, d’apres la Remarque 1.3.5, on obtient

U(t) = [fo(t), f1(t)], pour tout ¢ € [0,1]. Le probléme devient le suivant :

’

[f2(t), (D] = §[=folt = 1), =it = 1)), t€0,1],
LA®), (0] = [55t, 51l V€ [-1,0],

{ [f1(0)7f2(0)] = [070]; [fl(%)7f2(%)] = [f1(1)7f2(1)]'

Ce probleme est équivalent au systeme des problemes aux limites classiques suivants
(

f1<t> - _%fl(t - 1)7 le [07 1]7

filt) =15t Ve [-1,0],

fl(o) =0; fl(%) = f1(1)7

\
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et

f2(t> = _%f2(t - 1)7 te [07 1]7

fo(t) = 2t, Vte[-1,0],

107

f2(0) = 0; f2(3) = fo(1).

\

On obient donc une solution unique U de (Py;) qui est une application dont les valeurs

sont des intervalles, elle est de la forme

121 11 11 33 9
t 12 3 t 2

3 3
P D 1.
1200" T 100 £l veelodl

300" 400" T 100" 100

U(t) =

La solution obtenue, U est meilleure que u puisqu’elle a été calculée en prenant l'incerti-

tude en compte.
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Chapitre 4

Résultat d’existence pour une
inclusion différentielle multivoque du

second ordre

Introduction
Ce dernier chapitre comporte deux sections. Dans la premiere, nous reconsidérons le

probleme du premier chapitre, a savoir ’équation différentielle multivoque

/

Ut) = F(t,U,U(t)), telo,1],

(P) § U®) = p(t), Vtel-1,0],

| U(0) = {0s}; U(O) = U(D),

ot E = cc(R?%). En éliminant la condition de Lipshitzité supposée sur F, on montre
'existence d’au moins une solution U pour le probleme (7;) (I'unicité n’est plus assurée),
et ce en utilisant la méthode des approximations successives. Dans le cas ou E est un
espace vectoriel de dimension finie, un résultat d’existence était montré dans [3] par la
méthode du point fixe.

Comme application au résultat de la premiere section, dans la deuxieme section, nous
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donnons un théoreme d’existence pour l'inclusion différentielle multivoque

@ U(t) € o(t,U(t),U(1)), telo,1],

U(0) = {0ga}; U0) = U(1),

o 0 €]0,1[, E = cc(RY), ® : [0,1] x E x E = E est une multi-application. Les inclu-
sions différentielles avec les dérivées de Hukuhara rentrent dans le cadre de recherche
sur les problemes différentiels multivoques ou ensemblistes dont la théorie est en voie de
développement. Pour des problemes pareils du premier ordre le lecteur peut se référer a
[18], [51] et [55].

Concernant 'idée de notre démonstration, elle a été inspirée de celle dans [18]. Notons
que cette approche trouve ses origines dans la méthode classique de Severini ([53]) pour
résoudre les équations différentielles ordinaires. La méme approche a été adoptée par
Cellina ([14]) pour la résolution d’inclusions différentielles ordinaires dans la dimension
finie, en utilisant un théoreme de sélections approximatives comme outil approprié.
Dans [18], les auteurs ont utilisé un outil analogue valable pour les espaces métriques
K-convexes, en particulier lespace E = cc(R?Y), ils ont construit une suite d’EDMs du
premier ordre approximatives. Il ont constaté que chacune de ces dernieres admet une
solution d’apes un résultat déja existant. Alors, ils ont montré la convergence des solutions
correspondantes, mais contrairement a Cellina, la preuve que la limite résoud l'inclusion
principale été plus délicate, c¢’est pourquoi ils avaient recours a une technique effectuée
par eux meme.

Dans notre cas, en exploitant le méme outil adéquat pour les espaces métriques
K-convexes, on arrive a construire a partir de I'inclusion (Z), une suite approximative
d’EDMs du second ordre, chacune d’entre elles de la forme (P;). En appliquant le résultat
obtenu dans la premiere section de ce chapitre, on obient une suite de solutions corres-

pondantes. En fin, nous démontrons que cette suite converge vers une application limite
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et que cette derniere est une solution pour notre inclusion (Z), et ceci en adaptant la
technique utilisée dans [18] au cas du second ordre.
Pour des résultats d’existence dans la théorie classique des inclusions différentielles, voir

3], [12] et [58].

4.1 Reésultat d’existence pour une équation différentielle
multivoque du second ordre avec une perturba-

tion continue

Théoreme 4.1.1 Soit F : [0,1] x C; x E — E une application continue, telle qu’il existe
m > 0 satisfaisant |||F(t,, A)||| < m, pour tout (t,,A) € [0,1] x C; x E. Soit ¢ € C,
vérifiant ¢(0) = {Ora}. Alors, le probléme multivoque (P;) admet au moins une solution

U € C([—1,1)) N W%([0,1]). De plus, pour tout t € [0, 1]

T <m, T[] <m.

Démonstration.

Définissons la suite (U™),en comme suit : U™ : [—1, 1] — E avec

oy | EO HEELOL
{ORd}, Vit € [0, 1],

et pour n > 1

o) p(t), Vvte[-1,0],
"(t) = 1
/ Gt s)F (5,771,077 (s)) ds. vt € [0.1].

Par récurence, puisque F' est continue, d’apres 4) et 5) de la Proposition 2.1.1, on peut

montrer que pour tout n > 1, U"(0) = {Ora}, U"(0) = U"(1),

U'n@):/0 %—f(t,s)F(s,Ug—l,U”—l(s)) ds, vt € [0, 1], (4.1)

0n(t) = F <t, UnL, U"—l(t)) vt e [0,1]. (4.2)
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Donc, U™(.) € Cg([-1,1]) N W2'([0,1]), pour tout n € N. De plus, d’apres la définition

de U™(.), et en utilisant 3) de la Proposition 2.1.1 et les relations (4.1), (4.2), on obtient

e = (s Ul U (s )) dsl|| < /1 ‘G(t, s)F <S,US"*1’U”*1(5))‘H ds
< ( Ut oml(s )(H ds</ mds =m, Vte[0,1]; (4.3)
o @il = oF (s o) as|| < [ || (om0 0) | s
< /0 H’F (s, Ug—17U"—1(3)>’H ds < /01 mds=m, Vte|0,1]; (4.4)
T[] = H‘F (t, Ur-t, UH@))]H <m, Vteo,1]. (4.5)

Dans la suite, on va montrer que les suites (U™),,, (U™), sont relativement compactes
dans Cg([0, 1]). En effet, puisque U™ est continue sur [0, 1], d’apres la Remarque 1.9.1, on
peut écrire

Un(t) =U0"(0) + /t U"(s) ds, Vt e [0,1].

Par conséquent, en utilisant les propriétés de la distance de Hausdorff, les propriétés de

I'intégrale multivoque et la relation (4.4), nous avons pour tous t,7 € [0,1], ¢t > T

HU™(t),U™MT)) = H(U”(O)Jr/ot U"(s) ds,U”(O)Jr/OT U"(s) ds)

/Ot U"(s) ds,/OT U"(s) ds)
/OT {7 (s) ds+/: {7 (s) ds, /0 {7 (s) ds)

s 0w = || [ 0| < [ ereas

= H

I
Ry
N TN N

T

IN

mds =m(t — ),

i.e., pour tout n € N

HU™(t), U™(1)) < m|t — 7).
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D’autre part, pour tout ¢ € [0, 1] et tout n € N,
U @O < m < HU"(t),{0ga}) < m < U"(t) € Bp({Oga},m),

et comme cette boule est compacte dans E, on conclut que (U™(t)), est relativement
compacte dans (F,H). Maintenant, puisque U™ est dérivable au sens de Hukuhara du
second type sur [0, 1] et sa dérivée U™ est continue, d’apres la Remarque 1.9.2, on peut
écrire
Um(0) = U”(t)+(—1)/t U"(s) ds, Vt e [0,1].
0
Par la méme méthode on montre que (U "), est équicontinue, car avec les propriétés de la

différence de Hukuhara et de la distance de Haudorff H, nous avons

t

Ut —1) Um(s) ds, U™(0) © (—1) /OT Um(s) ds)

0

(0o

( "(s) ds, (— )/OT i (s) ds)
(/0 U"(s) ds, OT U"(s) ds)
(

w(f o

HU™(t),UMT)) = H

Il
g

Il
g

Il
g

/0 U"(s ds+/: U"(s) ds, /O U (s) ds)

9asou) = || [ o as|| < [ as

< / mds =mlt —T|.
.

La derniére inégalité est due & la relation (4.5). La suite (U™ (t)), est relativement compacte
dans (E,H) puisque |||U"(t)||| < m, pour tout n € N. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzel,
(U™, et (U "), sont relativement compactes, par extraction de sous suites, on peut suppo-
ser que (U™),, converge uniformément sur [0, 1] vers une application continue U : [0,1] — E
satisfaisant U(0) = {Opa}; U(#) = U(1), et que (U™),, converge uniformément sur [0, 1]

vers une application continue V' : [0,1] — E, i.e.,

lim sup H(U"(t),U(t)) =0, lim sup H(U"(t),V(t)) =0.

n—00%¢(0,1] n—0%¢(0,1]
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Définissons 1'application U : [—1,1] — E par

e, tel-o

U(t), telo,1].

Il est clair que U € Cg([—1,1]) et que (U™), converge uniformément sur [—I, 1] vers U,
car

lim sup H(U"(t),U(t)) = lim sup H(U"(t),U(t)) = 0.

N 0te—1,1) n%telo,1]

On va montrer que U est dérivable au sens de Hukuhara du premier type sur [0, 1] et que

U(t) = V(t) pour tout t € [0, 1]. Fixons t € [0, 1]. Nous avons

U"(t) :U"(O)—l—/t U"(s) dsz{ORd}—l—/t U"(s) ds:/t U"(s) ds, ¥Yn €N,

donc

d'ot,

U(t) = lim U™ (s) ds.

n—oo 0
Puisque (U™),, converge uniformément (donc simplement) sur [0,1] vers V et puisque
11U (s)||| < m, pour tout s € [0,1], alors, d’aprés le Théoreme 1.8.1,

t

t
lim U(s) ds = / V(s) ds,
0

n—oo 0
par conséquent,
t
Ut) = / V(s) ds.
0
On obtient alors

Ut) = /Ot V(s) ds, Vtel0,1].

On conclut, par le Lemme 1.9.2, que U est dérivable au sens de Hukuhara du premier

type sur [0,1] et que U(t) = V/(¢), pour tout ¢ € [0, 1].
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Montrons que U est dérivable au sens de Hukuhara du second type sur [0,1] et que

[7(15) — F(t,U,,U(t)), pour tout ¢ € [0,1]. Fixons ¢ € [0,1]. Nous avons

U™0) = U™(t) + (—1)/; U"(s) ds, ¥n €N,

(—1)(U"(0) e U"(t) = /t U"(s) ds, ¥n €N,
donc
JLIEO(—1)(U"(0) o U"(t)) = lim t U"(s) ds. (4.6)

D’apres la relation (4.5), [||[U™(s)||| < m, pour tout s € [0,], d’autre part, d’apres la

relation (4.2), pour tout s € [0, t],
U(s) = F(s, UM, U Y(s)), ¥n € N,

et donc,

lim U"(s) = lim F(s, U™, U™ (s)) = F(s,U,, U(s)),

n—oo n—oo

grace & la continuité de F, d'ot, (U™), converge simplement vers F(.,U.,U(.)) sur [0,].

D’apres le Théoreme 1.8.1 encore une fois,

i [ () ds:/t F(s,0,,0(s)) ds. (4.7)

n—oo 0

Comme la suite (U"(t)), converge vers U(t), on obtient

lim (—1)(0(0) & U"(1)) = (~1)(T(0) & U (1)), (48)

n—oo

d’apres (4.6), (4.7) et (4.8), on conclut que

(—1)(T(0) 0 (1)) :/0 F(s, 0., 0(s)) ds.

Notons, pour tout ¢ € [0, 1]
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Puisque F(.,U,U(.)) est continue, d’aprds le Lemme 1.9.2, M est dérivable au sens de

Hukuhara du premier type sur [0, 1] et nous avons

M(t) = F(t,U, U(t)), Vte[o,1],

par conséquent, d’apres la Proposition 1.3.3, U est dérivable au sens de Hukuhara du

second type sur [0, 1] avec

On conclut que

U(t) = F(t,U,,U(t), Vtelo,1].

i.e. U est une solution du probleme (P,), et par (4.3) et (4.4),
U < m, U@ <m, vtelo,1].

La démonstration de notre théoréme est alors terminée. [ |

4.2 Application a la résolution d’une inclusion différentielle

multivoque du second ordre

Counsidérons l'inclusion différentielle

@ U(t) e d(t,U®1),U(1)), te0,1],
U(0) = {Oga}; U(0) = U(1),

ot 0 €]0,1[, @ : [0,1] x E x E = E est une multi-application, E = cc(R%), U(.) désigne
la dérivée de U(.) au sens de la Définition 1.3.1, et U(.) désigne la dérivée de U(.) au sens

de la Définition 1.3.2.

Théoréme 4.2.1 Soit ¢ :[0,1] x E'x E = E une multi-application a valeurs non vides,
K-convexes, et compactes satisfaisant les conditions suivantes :
(i) ® est s.c.s.
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(it) il existe M > 0 tel que ®(t, A, B) C Bg({Oga}, M) pour tout (t, A, B) € [0,1]x Ex E.

Alors, Uinclusion différentielle multivoque (Z) admet au moins une solution U € Xé’l([O, 1]).

Démonstration.
Une application U € Xp'([0,1]) vérifiant U(0) = {Oga}; U(#) = U(1) est une solution

pour l'inclusion (Z) s’il existe une application mesurable W : [0, 1] — E telle que :

W(t) e ®(t,U1),U(t)), p.p. t € [0, 1],

Ut) =W(t), p.p.telol].
Puisque ® satisfait (i) et (ii), par le Théoreme 1.10.1, il existe une suite (F},),en+ d’appli-
cations continues (sélections approximantes continues) F, : [0, 1] x E x E — E vérifiant :
(a1) H(F,(t, A, B),{0ra}) < M, pour tout (¢, A, B) € [0,1] x E x E, et tout n € N*.
(as) e(gph(Fn),gph((I))> < L pour tout n € N*.
Pour chaque n € N*, on considere I’équation différentielle multivoque suivante

py | 00 = Fitv,00), i€ o1
: U(0) = {Oga}; U(O) = U(1).

D’apres le Théoreme 4.1.1 (considéré sans retard), cette equation admet au moins une

solution U, € ijl([o, 1]), de plus, pour tout t € [0, 1]

OO < M, U@ < M, N0l < M. (4.9)

Considérons les deux suites (U,), et (U,),. D’apres les Remarques 1.9.1 et 1.9.2 succesi-

vement, on peut écrire pour tout t € [0, 1], et tout n € N¥

et

U,(0) = Uy(t) + (—1)/; U, (s) ds, (4.10)
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le.

. . t .

Un(t) =U,(0) & (—1)/0 Un(s) ds. (4.11)
En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés dans la démonstration du Théoreme
4.1.1, on peut montrer facilement que les suites (Uy)n, (Un)n sont relativement compactes
dans Cg([0, 1]), par conséquent, par extraction de sous suites, on peut supposer que (U, ),
converge uniformément sur [0, 1] vers une application continue U : [0, 1] — E satisfaisant
U(0) = {Oga}; U(0) = U(1), que (U,), converge uniformément sur [0, 1] vers une applica-
tion continue V' : [0,1] — E, et on peut montrer que U est dérivable au sens de Hukuhara
du premier type sur [0, 1] avec V' = U. Maintenant, montrons que U est dérivable au sens

de Hukuhara du second type presque partout sur [0, 1]. Pour tout n € N* nous avons par

la relation (4.10)
U,(0) = Un(t)+(—1)/t U,n(s)ds, Vte|[0,1]
(=1)(U.(0) © Un(1)) :/t U,(s) ds, Vtel0,1].

Puisque U, (t) C Bpa(Oga, M) pour tout t € [0, 1], et puisque la suite <(—1) (Un(O) S Un())>
converge uniformément sur [0, 1] vers (—1)(U(0) © U(.)), alors, par le Théoreme 1.12.1,
il existe une application mesurable W : [0,1] — E, avec W (t) C Bga(Oga, M) pour tout

t € [0, 1], telle que
(-1)(U0) e U(t) = /Ot W(s)ds, Ytel01], (4.12)
ot d’une manitre équivalente,
O(t) = U(0) & (=1) /Ot Wi(s)ds, ¥t €0.1], (4.13)

par conséquent, d’apres la Proposition 1.3.3 et le Lemme 1.9.3, U est dérivable au sens
de Hukuhara du second type presque partout sur [0, 1] ou U(t) =W(t) p.p. t €0,1], ie.

U e x2(o,1]).
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Dans la suite, on va montrer que 'application U est une solution pour l’inclusion
différentielle multivoque (7). Pour cette fin, puisque ® est a valeurs fermées, il suffit de

montrer que

d<W(t),<I>(t,U(t),U(t))> = inf HW(t),A) =0, pp.tel0,1]. (4.14)

Aefb(t,U(t),U(t))

Définissons 'application A : [0,1] — R par

A(t) = d(W(t),CD(t, U(t),U(t))).

Puisque W est mesurable, et la multi-application t CID(t, U(t),U (t)) est mesurable en
étant s.c.s. (Proposition 1.7.1), alors, par la Proposition 1.6.3, A est mesurable. La relation

(4.14) est équivalente a

u({t € [0, 1]/A(t) £ 0} = {t € [0,1]/A(t) > 0}) ~0. (4.15)

Dans le reste de la démonstration, nous allons montrer la relation (4.15) par contradiction.

Supposons que (4.15) n’est pas vraie, i.e. supposons que

u({t e [0,1]/A(t) > 0}) £ 0.

Alors, il existe 0 < € < 1 tel que u(J' = {t € [0,1]/\(t) > 5}> > 0. En effet, si on

suppose que pour tout n € N*,

u(tre om0 = 11) =0

alors,

M(Uﬁemuﬂwzgﬂzm

neN*

or

p={t €[0,1]/A(#) > 0},

S|

U {teo. /@) >

neN*
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donc
u({t € [0,1]/A(t) > 0}) =0,

d’out la contradiction. On en déduit qu’il existe n € N* tel que

" ({t € [0, 1]/A() > %}) > 0.

1

Il suffit alors de prendre e = -—.

D’apres le Théoreme de Plis multivoque (Théoreme
1.4.4), il existe un fermé J C J' avec pu(J) > 0 tel que la restriction de W & J est continue.

Soit 7 € J, 0 <7 < 1, un point de densité de J, i.e.

o, I, = [r — p, 7+ p|. Soit 0 < a < £. Tant que A(7) > € (car T € J C J'), nous avons

B (W(T), Z + a) ﬂv(@(ﬂ U(r),U(r)), Z) = 0. (4.16)

En effet, si A € V(@(T, U(r),U(r)), 3), alors d(A, ®(7,U(r), U(T))) <D

et donc,

A7) = d(W(T), o (r,U(7), U(T))) < H(W(7), A)+d <A, o (7,U(7), U(T))) < H(W (1), A)+Z,

et puisque A\(7) > ¢ alors,

3e € € € €
=—=—-+->a+->a+ -,

13
%% >0 -
HAW(r) Ze-7=7=7+3 2 1

par conséquent,

— €
Maintenant, puisque la restriction de W a J est continue et 7 est un point de densité de J

on peut trouver py > 0, avec I ,, C [0,1], suffisamment petit, de sorte que les propriétés

suivantes soient vérifiées :

) Ve L, N, (4.17)



N([T,p \J) «Q
A 2 v elo (4.13)

Par las.c.s. de ® au point (7, U(7), U(7)), il existe 0 < o < py tel que pour tout (¢, A, B) €

Lo x Bp(U(1),0) % EE(U(T), )

e<<1>(t,,4, B),@(T,U(T),U(T))) < % (4.19)

Par la continuité de U et U au point 7, il existe 0 < § < 5 tel que
H(U(t), U(T)) < % Vit € L (4.20)
H(U(t), U(ﬂ) < % vt e I, (4.21)

et puisque (Uy), et (Uy,), convergent uniformément vers U et U respectivement, il existe

mo € N* tel que

H(Un(t), U(t)) < %, Vt € I s, Yn > mo; (4.22)
H(Un(t), U(t)) < %, Vt € I,5, Vn > my. (4.23)

En combinant (4.20) et (4.22), puis (4.21) et (4.23) respectivement, on obtient

H(Un(t), U(T)) < %, Vt € I s, Yn > my; (4.24)

H(Un(t), U(T)) < %, Vt e I.5, Vn > myg. (4.25)
Fixons ng > myq tel que n—lo < min{d, g}. Dans la suite on va montrer que

U,(t) € V(‘I)(T, U(r), U(T)), Z), Vte Il 5, Vn>ny.

Soit m > ng et soit t € I, 5.

L’application F), vérifie (as), a savoir

c(h(Baoh@®) = i (4 4.B.C)op(@) <1

(t,A,B,C)egph(Fr
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gph(F,) ={(t,A,B,F,(t,A,B)); (t,A,B) € [0,1] x E x E},
gph(®) ={(t,A,B,C); (t,A,B) € [0,1] x Ex E,C € ®(t, A, B)}.

Puisque le point (t,Uy(t), Un(t), Un(t)) € gph(F,) (car U,(t) = Fy(t, Up(t), Un(t)), alors

S|

Y

(60,0, 0,00 0,0)aph(®)) <
par la définition de la borne inférieure, on conclut qu’il existe un point (¢, A’, B’,C") €
gph(®) tel que d((t, Un(t),Un(t),Un(t)),(t',A',B’,C”)) < %, cest a dire, il existe un

point (¢, A’ B") € [0,1] x Ex E et C" € ®(¢', A', B') tels que
, 1 , 1 , 1 L 1
it —t| < -~ H(A, U, () < -~ H(B', U,(t)) < - H(C", Uy(t)) < . (4.26)

On peut appliquer (4.19) tant que t' € I, ,, A" € EE(U(T),O'), et B' € EE(U<’7'),U). En

effet, par la relation (4.26) et puisque t € I 4,
, , 1 1 ) € o
[t —7| <[t —t|+|t—7|<—+6< —+d<min{d, -} +I<5+0=20 <2- =0,
n ng 8 2

et par les relations (4.26) et (4.24)

1 o 1 o €, O o o o
/ < / < 1 — — < — —T = =0.
H(A,U(T)) < H(A, U (1) +H (U, (1), U(T)) < n+2 < n0+2 < min{0, 8}+2 < 5—}—2 < 2+2 o
De méme, par les relations (4.26) et (4.25)
L L . . 1 o
H (B , U(T)) <H (B , Un(t)> +H (Un(t), U(r)) <-+z<o

Alors, par(4.19)

(4.27)

co| ™

e(cb(t’,A’, B'),®(r, U(T),U(T))) <
En utilisant (4.26) et (4.27) et le fait que C" € ®(¢', A’, B'), on obtient

(00 2(r U, 00)) < H(0.0) +(C 0 (m 0,00

< H(U.(t),C") +e(q>(t’,A’,B’),<I>(r, U(T>,U(T))>

- 1+5< 1+5<5
n 8_n0 8 8

LE_¢€
8 4’



par conséquent,

U,(t) € v(cb(T, U(r),U(r)), Z) Vt € I 5, Yn > ny. (4.28)

Par la relation (4.11) et les propriétés (P12), (P6) de la différence de Hukuhara, nous

avons pour tout n € N*

<—1>(Un<7‘§;@(7"<”5>> - GH(moeen [ o) s (Goeen [ o))
( T+ e

donc, pour tout A € <I>(T, U(r), U(T)) et grace a (4.28)

(=1) (Un(1 = 0) © Un(7 +6) ‘
d( ( o ),<I>(T, U(T),U(T)))

IA

3 ((1) (Un(f — 8 o Uy(r+ 5)) ’A)

< 5 . H(Un(s), A) ds
1 € c

< 25 » —ds = 1

d’on,

(—1) Un(T—(S)@Un(T—i—d) ' )
( % ) EV((I)(T,U(T),U(T)),Z) Vn > ng
() (Un(r =8 oUsr+8)) (=) (UF-8oUr+d)) |
JLIEO ( 25 ) - < - ) c V((I)(T, U(T)’U(T))’Z)'
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(1) (U

D’autre part, 6 < po, d’ou I5 C I, ,,, et donc par la relation (4.17) on obtient

W(t) € By (W(T), Z) L VteLsn.J (4.30)

Maintenant, par (4.13) et les propriétés (P6), (P12) de la différence de Hukuhara,

avec,

Nous avons,

e oe9) G(roeen | s i) (0o | W )

_ <_5( / W(s) ds & (—1) TéW(s)ds)

W ds@/ W)ds)

Posons n(9) = =5+
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par conséquent,

H(w (). (6W () = H(n@)m | ds,n<5>w<r>)

1
= 77(5)7'{ (m /Imsmj W(S) dS, W(T))

1 1
= MO (M(Im nJ) /I”;QJ Wis) ds. (s N J) /IT,(;OJ W) ds)

1
— n(é)—ﬂ(]r,é = J)H </IT,5FU W (s) ds,/lmSrU W(r) ds)

< n(&)ﬁ /]WHW(S),W(T)) ds.

et grace a la relation (4.30)

1
M(IT,cs N J)

on conclut que

n(5) / NH(W(S),W(T))dSSHQ); / S ds = ()

>
D)
<
S
W~ ™

=
e.
0]
5]
=
VRS
=
=
=
ol
=
=
[N
N————
N
s
=
S
o
+
|
N——
&3]
B
©)
=
\’L_f
n
O
=
b
m
s
=
VRS
3
=_
=
=
ol
=
=
[N

)

H(A,W(T)) < H(A @)W (7)) +H(n()W(r), W(r)) (4.31)
< M®Z+H—0@NWWWN# (4.32)

Puisque 20 = pu(1:5) = pu(Lrs N J) + p(lr5 \ J), alors

20 = p(Lrs N J) = p(lrs \ J),

c’est a dire,

pllrs \ J)

donc, 1 —n(d) > 0, i.e. n(d) < 1.

D’autre part, d’apres la relation (4.18) tant que § < pg, on obtient

]T,(g\J) (0%

i
1) = )
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on revient a (4.32)

H(A, W () < Z + (1= p(0) M < Z + %
On conclut que
— €
w,(8) € B (W(T), n(6)7 + %) (4.33)
De plus,
H(wz(6),{0ra}) = [[lw2(d)]l]
5,
= — Wi(s) ds
2(5 I'r,é\J ( )
! / W(s) d
= — s) ds
25 IT,J\J
< o [ Iwe)as
- 25 IT,S\J
< 1 M ds
- 2(5 ]T,S\J
s\ )
20
d’apres (4.18), la derniere quantité est inférieure a §,
donc,
— «
”LUQ((S) € Bg ({ORd}, 5) , (434)
d’ou, en utilisant (4.33) et (4.34),
(VO -9OUE+d) _ (e a\ (o a\ o (o
% € E< (T>,Z+§)+ E({ Rd}’§>c E( (T),Z—l—FOz).
(4.35)
Par (4.29) et (4.35)
(1) (U -9olr+d) _ ] _ .
55 EBE<W(T),Z+Q)ﬂV(@(T,U(T),U(T)),Z),

ce qui est une contradiction avec (4.16). Par conséquent, la relation (4.15) est vraie. On

conclut que U est une solution de I'inclusion différentielle multivoque (7). La démonstration

129



est alors achevée.
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Conclusion et perspectives

Les EDMs sont des outils pour la modélisation des phénomenes sous présence d’incerti-
tude. Mais de plus, elles représentent une sorte de généralisation des EDOs. Cet avantage
traduit l'intérét continu a ce type de problemes, sans oublier les défis mathématiques
abstraits qu’ils fournissent. Beaucoup de travail dans ce domaine est déja fait, cependant
beaucoup d’autres questions se posent ouvrant la porte a d’autres investissements.

Les travaux présentés dans cette these conduisent naturellement vers nombreuses pers-
pectives. la premiere, en 'occurrence découle logiquement du fait que nous n’avons traité
que les EDMs du second ordre, il sera donc intéressant de généraliser, si c¢’est possible,
nos résultats a des EDMs d’ordre supérieur. La deuxieme perspective, qui semble étre
une continuité logique de ce travail, est de s’approfondir dans d’autres types d’IDMs,
puisque dans ce travail on s’est limité a entamer juste les IDMs avec un second membre
semi-continu supériereument.

Une contribution dans une autre piste parait aussi possible, c’est I’étude des équations

différentielles avec les dérivées partielles de Hukuhara.
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RESUME

Dans cette thése, nous considérons une équation différentielle multivoque du second ordre avec trois
conditions aux limites de la forme (P), ot F : [0,1]>< ExE — E est une application, E = cc(R?)

est I’espace des parties non vides convexes compactes de I’espace Euclidien R" | et les dérivées
considérées sont celles de Hukuhara.

Nous démontrons I’existence et 1’unicité de solution pour 1’équation (77) sous différentes conditions

sur lapplication F .

Nous terminons par une inclusion différentielle multivoque du second ordre avec les dérivées de
Hukuhara de la forme (I), avec ¢@: [0,1]>< E x E — 2% une multi-application semi-continue

supérieurement a valeurs non vides K — convexes et compactes.
ABSTRACT
In this thesis, we consider a second order multi-valued differential equation with three boundary

conditions of the form (7P), where F : [0,1]>< ExE — E isamapping, E =cc(R?) s the space

of nonempty convex compact subsets of the Euclidian space R® , and the considered derivatives are
in the sense of Hukuhara.

We prove the existence and uniqueness of solutions for the equation (77) under different assumptions

on the mapping F .

We finish by a second order multi-valued differential inclusion with Hukuhara derivatives of the form
(I) , with ¢@: [0,1]>< E x E — 2% an upper semi-continuous set-valued mapping with nonempty

K —convex and compact values.
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