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Introduction

En mathématiques, les équations fonctionnelles multivoques font référence à des équa-

tions dans lesquelles la solution recherchée est une fonction multivoque, ce qui constitue

une généralisation des equation classique.

Une équation fonctionnelle multivoque exprime une relation entre une fonction mul-

tivoque inconnue et d'autres fonctions connues ou inconnues. Ce sont des équations qui

combinent des aspects fonctionnels et intégraux, en introduisant une propriété de multiva-

lence. Elles impliquent l'utilisation de fonctions, d'intégrales et d'opérateurs multivoques,

qui attribuent à chaque point d'un espace des ensembles de valeurs possibles. De manière

formelle, une équation fonctionnelle-intégrale multivoque peut être exprimée comme suit

F (X) = G(X) +

∫ b

a

K(t,X(t))dt,

où X représente une multifonction inconnue dé�nie sur un intervalle [a, b], F et G sont

des opérateurs multivoques, et K est une multifonction intégrable. La résolution consiste

à trouver une fonction X qui satisfait l'équation donnée. Cette tâche peut être complexe

en raison de la présence d'opérateurs multivoques, qui introduisent une certaine indéter-

mination dans la solution.

Les équations fonctionnelles-intégrales multivoques trouvent des applications dans divers

domaines des mathématiques et des sciences, tels que l'analyse fonctionnelle, la théorie du

contrôle, la théorie des jeux et l'économie mathématique. Elles permettent de modéliser

des phénomènes où les solutions peuvent avoir plusieurs valeurs possibles en fonction de

di�érentes conditions ou de l'incertitude des données.

D'autre part, une équation di�érentielle multivoque relie une fonction multivoque in-

connue à ses dérivées, exprimant ainsi une relation entre elles par rapport à une ou plu-

sieurs variables indépendantes. Ce sont des équations mathématiques qui combinent des

aspects di�érentiels et intégraux tout en exhibant une propriété multivoque. Elles im-
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Introduction

pliquent l'utilisation de fonctions, de dérivées, d'intégrales et d'opérateurs multivoques.

formellement, une équation di�érentielle-intégrale multivoque peut être exprimée de la

manière suivante

F (U) = G(U) +

∫ b

a

K(t, U(t), U̇(t))dt,

où U est une multifonction inconnue dé�nie sur un intervalle [a, b], F et G sont des opé-

rateurs multivoques, et K est une fonction intégrable. Les opérateurs multivoques F et

G attribuent à chaque multifonction U une collection d'ensembles de valeurs possibles.

Les équations di�érentielles-intégrales multivoques trouvent des applications dans divers

domaines mathématiques et scienti�ques, tels que la modélisation des phénomènes dyna-

miques, la théorie du contrôle, la mécanique des �uides, la physique mathématique, et

bien d'autres. Elles permettent de décrire des systèmes où les variables évoluent à la fois

en fonction de leur valeur actuelle et de leurs dérivées, avec des solutions pouvant présen-

ter plusieurs trajectoires possibles en fonction de di�érentes conditions ou de l'incertitude

dans les données.

Fonctionnelle ou di�érentielles, les équations multivoques en général, en raison de

leur nature multivoque, peuvent présenter un ensemble in�ni de solutions ou nécessiter

des techniques spéciales pour identi�er toutes les solutions possibles. Résoudre ces équa-

tions peut être un domaine de recherche actif en mathématiques, impliquant l'utilisation

d'approches avancées telles que l'analyse fonctionnelle, la théorie des ensembles, ou les mé-

thodes numériques pour obtenir des résultats satisfaisants, pour déterminer les solutions

uniques ou des classes spéci�ques de solutions en fonction de conditions supplémentaires

ou de contraintes spéci�ques.

Le but de ce mémoire est d'analyser le papier [13] portant sur certaines catégories

d'équations multivoques. Le but est d'étudier, puis présenter par détails les résultats don-

nés dans [13]. Il s'agit de théorèmes d'existence, d'unicité, d'approximation et de dépen-

dance des données qui permettent de résoudre certains problèmes de Cauchy fonctionnels-

di�érentiels multivoques par une approche du point �xe.

Ce mémoire est structuré comme suit.

Un premier chapitre, dans lequel nous présentons les notations, et tous les concepts néces-

saires pour l'étude des équations multivoques, notamment l'espace cc(Rd), la distance de

Hausdor�, ainsi que la dérivation et l'intégrale multivoques. Nous rappelons aussi quelques

notions concernant la thorie des opérateurs.
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Introduction

Le deuxiéme chapitre est consacré aux équations fonctionnelles, trois théorèmes sont pré-

sentés, une équation, un système d'équations, et un problème avec retard.

Le dernier chapitre par contre, est consacré aux équations di�érentielles, trois théorémes

aussi concernant d'xistence de solutions sont présentés. Nous terminons par un exemple

numérique illustrant bien l'un des théorèmes de [13].
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations générales

Dans ce chapitre, nous rappelons de quelques dé�nitions et théorèmes de base qui nous

seront utiles dans les chapitre suivants.

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire. On note par

• I = [a, b] un intervalle de l'ensemble des réels R.

• Rd l'ensemble des vecteurs de dimension d, à coordonnées réelles.

• (E, dE) l'espace métrique E muni de la distance dE.

• BE(y, r) la boule ouverte de E de centre y et de rayon r.

• BE(y, r) la boule fermée de E de centre y et de rayon r.

• Pfb(E) l'ensemble des parties fermées bornnées de E.

• H(·, ·) la distance de Hausdor�.

• Comp(E) la famille des parties non vides compactes de E.

• C([a, b], E) l'espace de toutes les applications continues U : [a, b] → E, muni de la

distance de la convergence uniforme du, dé�nie pour tous U, V par

du(U, V ) = sup
t∈[a,b]

dE(U(t), V (t)).

• Si E est un espace vectoriel normé, cc(E) désigne la famille de toutes les parties

non vides convexes compactes de E, et 0E l'élément neutre de E.
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1.2. Espace topologique, espace normé et espace métrique

• Pour E = Rd, l'addition (de Minkowski) et la multiplication par scalaires dans

cc(Rd) sont dé�nies pour tous A,B ∈ cc(Rd) et λ ∈ R comme suit

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, λA := {λa : a ∈ A}.

• Fix(T ) = {x ∈ E \ x = T (x)} l'ensemble des points �xes de l'application

T : E −→ E.

• I(T ) = {Y ⊂ E \ T (Y ) ⊂ Y } la famille de tous les sous-ensembles non vides

invariants par T .

• L1(I, E) l'espace des applications intégrables au sens de Lebesgue sur I, à valeurs

dans E.

1.2 Espace topologique, espace normé et espace mé-

trique

Les notions de cette section ont été prises des références [2], [3] et [7].

Dé�nition 1.2.1. Soit E un ensemble non vide. Soit θ une famille de parties de E. On

dit que θ est une topologie sur E si et seulement si

1. ∅ ∈ θ, E ∈ θ.

2. ∀(Ai)i∈I ⊂ θ ⇒ ∪
i∈I

Ai ∈ θ (stabilité par union quelconque).

3. ∀(Ai)i=1,··· ,n ⊂ θ ⇒
n
∩
i=1

Ai ∈ θ (stabilité par intersection �nie).

Dé�nition 1.2.2. Soit θ une topologie sur E. Alors (E, θ) est appelé un espace topolo-

gique. On appelle ensemble ouvert de E tout ensemble appartenant à θ, c'est-à-dire

A est ouvert dans E ⇔ A ∈ θ.

Dé�nition 1.2.3. Soit (E, θ) un espace topologique et B ⊂ E. On dit que B est fermé

dans E si et seulement si son complémentaire CB
E est ouvert.

Dé�nition 1.2.4. Soient (E1, θ1) et (E2, θ2) deux espaces topologiques et soit

E = E1 × E2 = {(x1, x2) : x1 ∈ E1, x2 ∈ E2}.

2



1.2. Espace topologique, espace normé et espace métrique

1. On appelle ouvert premier tout ensemble

O = {O1 ×O2 : O1 ∈ θ1, O2 ∈ θ2}.

2. On appelle ouvert de E tout union d'ouverts premiers i.e.,

θ = {∪k(O
k
1 ×Ok

2) \ Ok
1 ∈ θ1, O

k
2 ∈ θ2}

est une topologie sur E appelée la topologie produit de θ1×θ2, et le couple (E, θ) est appelée

l'espace topologique produit de (E1, θ1) et (E2, θ2).

Dé�nition 1.2.5. Soit E un espace vectoriel sur le corps R et soit

φ : E −→ R+

x 7→ φ(x)

on dit que φ est une norme sur E si et seulement si

1. Pour tout x ∈ E, on a φ(x) = 0 ⇔ x = 0E.

2. Pour tout x ∈ E, et tout λ ∈ R on a φ(λx) = |λ|φ(x).

3. Pour tout x, y ∈ E, on a φ(x+ y) ⩽ φ(x) + φ(y).

Dé�nition 1.2.6. Soit E un ensemble non vide quelconque. On appelle distance sur E

une application d : E×E → R+ qui à (x, y) ∈ E×E fait correspondre le nombre réel �ni

positif d(x, y) appelé distance de x à y, et satisfaisant aux trois conditions suivantes

(i) ∀x, y ∈ E, d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(ii) ∀x, y ∈ E, d(x, y) = d(y, x) (relation de symétrie),

(iii) ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, x) (inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.2.7. On appelle espace métrique le couple (E, d) formé d'un ensemble E et

une distance d sur E.

Dé�nition 1.2.8. Soit (E, dE) un espace métrique, x0 ∈ E et r > 0. On appelle boule

ouvert de centre x0 et de rayon r, notée BE(x0, r) l'ensemble

{x ∈ E : dE(x0, x) < r}.

Dé�nition 1.2.9. Soient (E, dE) un espace métrique, et A une partie non vide de E.

La distance d'un point x ∈ E à l'ensemble A est donnée par

d(x,A) = inf
a∈A

dE(x, a). (∗)
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1.3. Applications lipschitziennes

Dé�nition 1.2.10. Soient A,B deux parties non vides d'un espace métrique (E, dE).

Alors, la distance entre A et B est dé�nie par

d(A,B) = inf
x∈A,y∈B

dE(x, y).

Dé�nition 1.2.11. (L'adhérence) Soient (E, dE) un espace métrique, et A une partie

non vide de E. On appelle adhérence de A et on note A, le sous-ensemble de E dé�ni par

A = {x ∈ E, d(x,A) = 0}.

Corollaire 1.2.1. Soient A une partie non vide d'un espace métrique (E, dE) et x ∈ E.

Alors

x ∈ A ⇔ d(x,A) = 0.

Dé�nition 1.2.12. Soit (E, dE) un espace métrique et soit (xn)n ⊂ E. On dit que la

suite (xn)n est de Cauchy si et seulement si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N : ∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 ⇒ dE(xp, xq) < ε.

Dé�nition 1.2.13. Soit (xn)n∈N une suite d'éléments de l'espace métrique (E, dE), et

x ∈ X. On dit que la suite (xn)n∈N converge vers x ∈ E si

∀ ε > 0, ∃ n0 ∈ N, ∀ n ∈ N, n ⩾ n0 ⇒ dE(xn, x) < ε.

Dé�nition 1.2.14. Un espace métrique (E, dE) est dit complet lorsque toute suite de

Cauchy d'éléments de E est convergente dans E.

Soit (E, ∥ · ∥) un espace normé. Pour tous x, y ∈ E, on pose dE(x, y) = ∥x− y∥.
On véri�e facilement que dE est une distance sur E, appelée distance associée à la norme.

La topologie correspondante sera appelée topologie normique.

Dé�nition 1.2.15. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la

distance issue de sa norme.

1.3 Applications lipschitziennes

Soient (E1, dE1) et (E2, dE2) deux espaces métriques, et soit f : E1 → E2 une applica-

tion.

• On dit que f et Lipschitzienne s'il existe une constante réelle L ≥ 0 telle que

∀x1, x2 ∈ E1, dE2(f(x1), f(x2)) ≤ LdE1(x1, x2).
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1.4. Distance de Hausdor� et l'espace cc(Rd)

• La plus petite valeur L satisfaisant cette propriété pour f est appelée la constante de

Lipschitzité.

• Si L < 1 on appelle f une contraction. Dans ce cas, on aura

dE2(f(x1), f(x2)) ≤ dE1(x1, x2), ∀x1, x2 ∈ E1,

d'où le terme "contraction".

• Si L > 1, f est dite "expansive".

• Si (E1, ∥·∥E1), (E2, ∥·∥E2) sont deux espaces normés, alors(
f est L− lipschitzienne ⇔ ∀x1, x2 ∈ E1, ∥f(x1)− f(x2)∥E2 ≤ L∥x1 − x2∥E1

)
.

Théorème 1.3.1. ( Théorème du point �xe de Banach) Soit (E, d) un espace métrique

complet non vide et f : E → E une contaraction. Alors, f admet un unique point �xe

dans E.

1.4 Distance de Hausdor� et l'espace cc(Rd)

Dé�nition 1.4.1. Soient A,B deux sous ensembles d'un espace métrique (E, dE), l'écart

entre A et B est dé�ni par

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B),

La distance de Hausdor� entre A et B est de�nie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)} = max{sup
a∈A

inf
b∈B

dE(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

dE(a, b)}.

Propriétés élementaires

1. e(A, ∅) = +∞ si A ̸= ∅

2. e(∅, B) = 0

3. e(A,B) = 0 ⇔ A ⊂ B

4. H(A,B) = 0 ⇔ A = B

5. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C)

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

La famille des parties non vides fermées bornées de E, Pfb(E), muni de la distance de

Hausdor� H est un espace métrique, et on a
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1.4. Distance de Hausdor� et l'espace cc(Rd)

� Si (E, dE) est complet, alors (Pfb(E),H) et (Comp(E),H) le sont aussi.

� Si E est séparable, alors (Comp(E),H) l'est aussi.

Dans le cas d'un espace de Banach E, cc(E) désigne la famille des parties non vides

convexes compactes de E et nous avons

Proposition 1.4.1. ([6]) cc(E) est fermé dans Comp(E).

Remarque 1.4.1. (cc(Rd),H) est un espace métrique complet car d'après la Proposition

1.4.1, il est fermé dans Comp(Rd) qui est complet. L'espace (cc(Rd),H) est aussi séparable

puisque c'est un sous ensemble de l'espace métrique séparable Comp(Rd).

Il est bien connu que l'addition de Minkowski est associative et commutative avec l'element

neutre 0cc(Rd) = {0Rd}, mais, en général, A − A ̸= 0cc(Rd) (sauf si A est un singleton),

autrement dit, (−A) n'est pas symétrique à A. Une première implication de ce fait est

que la simpli�cation additive n'est pas valable, i.e. (A + B)− B ̸= A. Cela imlique aussi

l'absence du symétrique dans cc(Rd) ce qui le prive d'être un espace vectoriel. En revanche,

avec cette addition et la multiplication par un scalaire positif, cc(Rd) est un espace métrique

semi-linéaire.

Pour la distance H nous avons pour tous A,B,C,D ∈ cc(Rd), et tout λ ∈ R

les propriétés suivantes

P1) H(A+ C,B + C) = H(A,B).

P2) H(A+B,C +D) ≤ H(A,C) +H(B,D)

P3) H(λA, λB) = |λ|H(A,B).

P4) H(λA, βA) = |λ− β|∥|A|∥, ∀λ, β ∈ R,

∥|A|∥ est la magnitude de A, dé�nie par

∥|A|∥:= H(A, {0Rd}) = sup
a∈A

∥a∥E, ∀A ∈ cc(Rd).

Le cas des intervalles

Notons par I := cc(R) la famille de toutes les parties non vides convexes compactes de

l'ensemble des réels R i.e., la famille des intervalles fermés bornés de R. Pour A,B ∈ I,

A = [a1, a2], B = [b1, b2], et λ ≥ 0.

A+B = [a1 + b1, a2 + b2], λA = [λa1, λa2], (−λ)A = [−λa2,−λa1].

Aussi, pour λ1, λ2 ∈ R, λ1λ2 ≥ 0 nous avons

(λ1 + λ2)A = λ1A+ λ2A.

6



1.5. Di�érence et dérivées de Hukuhara

La distance de Hausdor� dans I est dé�nie par

H(A,B) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|},

le diamètre et la magnitude de A sont dé�nis par

diam(A) := a2 − a1 et ∥|A|∥= H
(
A, {0Rd}

)
= max{|a1|, |a2|}.

1.5 Di�érence et dérivées de Hukuhara

Pour plus de détails, on peut se référer à [1].

En 1967, le mathématicien M . Hukuhara a introduit une opération de soustraction dans

l'espace cc(Rd) pour laquelle la di�érence entre A et A est égale à 0cc(Rd). En e�et, soient

A,B,C ∈ cc(Rd). L'ensemble C est appelé la di�érence de Hukuhara de A et B, si

A = B + C.

Alors, il est noté par A⊖B. Notons que A⊖B ̸= A−B.

Lemme 1.5.1. ([10])(la règle de simpli�cation de Radström) Soient A,B et C des parties

d'un espace vectoriel topologique telles que

A+ C ⊂ B + C.

Si A est convexe, B est convexe fermé et C est non vide et borné, alors

A ⊂ B.

Grâce à ce dernier lemme nous avons

Lemme 1.5.2. Soient A,B,C des éléments de cc(Rd). Si A+C = B +C, alors A = B.

Par ce lemme, il est clair que si la di�érence de Hukuhara A⊖B existe, alors elle est

unique.

Proposition 1.5.3. ([5]) Soient A,B ∈ cc(Rd). Alors, pour que la di�érence de Hukuhara

A⊖B existe il faut et il su�t que l'on ait la condition suivante :

Si a ∈ ∂A, il existe au moins un point c tel que

a ∈ B + c ⊂ A

7



1.5. Di�érence et dérivées de Hukuhara

Proposition 1.5.4. Pour A,B ∈ E, si la di�érence de Hukuhara A ⊖ B existe, alors

diam(A) ≥ diam(B).

Remarque 1.5.1. Si A⊖B existe, alors (A⊖B) +B = B + (A⊖B) = A.

Dans la suite, introduisons la notion de di�érentiabilité utilisée dans ce mémoire.

Dé�nition 1.5.1. (Voir [9]) Soit F : [a, b] → E telle que les di�érences de Hukuhara

F (t)⊖F (s) (a ≤ s ≤ t ≤ b) existent. Alors, la dérivée de Hukuhara de F au point t ∈]a, b[
est dé�nie par la formule

Ḟ (t) = lim
h→0+

F (t+ h)⊖ F (t)

h
= lim

h→0+

F (t)⊖ F (t− h)

h

quand ces deux limites existent par rapport à la distance de Hausdor� H. De plus

Ḟ (a) = lim
h→0+

F (a+ h)⊖ F (a)

h
, Ḟ (b) = lim

h→0+

F (b)⊖ F (b− h)

h
.

Remarque 1.5.2. Si une application F : [a, b] → E est dérivable au sens de Hukuhara

sur [a, b], alors elle est continue sur [a, b].

Remarque 1.5.3. Toute application F : [a, b] → E constante sur [a, b] est dérivable au

sens de Hukuhara sur [a, b] et Ḟ (t) = {0Rd}, pour tout t ∈ [a, b].

Proposition 1.5.5. La di�érence de Hukuhara de deux intervalles A = [a1, a2] et B =

[b1, b2] existe si et seulement si diam(A) ≥ diam(B) et elle est égale à [a1 − b1, a2 − b2].

Démonstration. Si diam(A) ≥ daim(B) alors a2 − a1 ≥ b2 − b1, donc a2 − b2 ≥ a1 − b1.

Prenons c1 := a1 − b1 et c2 := a2 − b2, alors B + [c1, c2] = [a1, a2] = A, donc A⊖B existe

et A⊖B = [a1 − b1, a2 − b2]. La deuxiéme implication découle de la Proposition 1.5.4 ■

Proposition 1.5.6. ([12]) Soit F : [a, b] → cc(R) une application et f1, f2 : [a, b] → R

deux fonctions telles que F (t) = [f1(t), f2(t)]. Si F est dérivable au sens de Hukuhara sur

[a, b], alors les fonctions réelles f1 et f2 sont dérivables, et pour tout t ∈ [a, b] nous avons

Ḟ (t) = [f
′

1(t), f
′

2(t)].

Démonstration. On suppose que F est Hukuhara dérivable. Soit t ∈]a, b[. Pour h assez

petit, F (t+ h)⊖ F (t) et F (t)⊖ F (t− h) existent, et donc

diam(F (t+ h)) = f2(t+ h)− f1(t+ h) ≥ diam(F (t)) = f2(t)− f1(t)

≥ diam(F (t− h)) = f2(t− h)− f1(t− h),
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1.6. Intégrale multivoque

F (t+ h)⊖ F (t) = [f1(t = h)− f1(t), f2(t+ h)− f2(t)],

et

F (t)⊖ F (t− h) = [f1(t)− f1(t− h), f2(t)− f2(t− h)].

Puisque lim
h→0+

F (t+h)⊖F (t)
h

existe, alors les deux limites lim
h→0+

f1(t+h)⊖f1(t)
h

et lim
h→0+

f2(t+h)⊖f2(t)
h

existent, or

lim
h→0+

F (t+ h)⊖ F (t)

h
= Ḟ (t), lim

h→0+

f1(t+ h)⊖ f1(t)

h
= f

′d
1 (t), lim

h→0+

f2(t+ h)⊖ f2(t)

h
= f

′d
2 (t)

donc

Ḟ (t) = [f
′d
1 (t), f

′d
2 (t)].

De la même manière, on trouve que

lim
h→0+

F (t)⊖ F (t− h)

h
= Ḟ (t) = [f

′g
1 (t), f

′g
2 (t)],

on conlut que f
′d
1 (t) = f

′g
1 (t) = f

′
1(t), f

′d
2 (t) = f

′g
2 (t) = f

′
2(t) et que

Ḟ (t) = [f1(t), f2(t)].

On adopte la même démonstration dans le cas où F est dérivable au sens de Hukuhara.

■

1.6 Intégrale multivoque

Nous sommes concernés par la théorie de l'intégrale multivoque introduite par Huku-

hara en 1967 ([5]). Son approche est basée sur les idées classiques de Riemann et Daniell,

il a translaté ces idées à l'espace cc(Rd) des convexes compacts de Rd. En consultant

le papier [5], on trouve qu'il a aussi dé�ni une intégrale multivoque analogue à celle de

Lebesgue classique, pour se rendre compte en �n que les deux intégrales coincident et

dé�nissent une seule. En bref, l'intégrale de Hukuhara (Riemann multivoque) d'une ap-

plication F : [a, b] → E existe, si F est mesurable et l'application réelle t 7→ ∥|F (t)|∥ est

intégrable sur [a, b].

Quelques propriétés de l'intégrale multivoque. ([1])

P1) Si F,G : [a, b] → cc(Rd) sont intégrables aux sens multivoque. Alors,

H
(∫ b

a

F (t)dt,

∫ b

a

G(t)dt
)
≤

∫ b

a

H(F (t), G(t))dt.
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1.7. Propriétés liant intégrales et dérivée

P2) Si a < c < b et F : [a, b] → cc(Rd) est intégrable sur [a, c] et sur [c, b], alors F est

intégrable sur [a, b] et ∫ b

a

F (t)dt =

∫ c

a

F (t)dt+

∫ b

c

F (t)dt. (1.1)

P3) Si F : [a, b] → cc(Rd) est intégrable sur [a, b], alors pour tout c ∈]a, b[, F est

intégrable sur [a, c] et sur [c, b] et la formule (1.1) est véri�ée.

P4) Si F : R → cc(Rd) est continue, alors elle est intégrable sur chaque intervalle

[a, b] ⊂ R.

P5) Si F : [a, b] → cc(Rd) est intégrable, alors

∥|
∫ b

a

F (t)dt|∥ ≤
∫ b

a

∥|F (t)|∥dt.

P6) ([8], Lemme 10) Soit F : [a, b] → cc(Rd) une application continue (ou bien mesu-

rable et bornée). Posons pour tout t ∈ [a, b]

L(t) =

∫ t

a

F (s)ds et S(t) =

∫ b

t

F (s)ds.

Alors, L et S sont continues.

Théorème 1.6.1. (voir [12]) Dans le présent mémoire, l'intégrale d'une fonction à va-

leurs d'intervalle f : [a, b] → I avec f(x) = [f−(x), f+(x)] est généralement dé�nie comme

suit : ∫ b

a

f(x)dx =
[ ∫ b

a

f−(x)dx,

∫ b

a

f+(x)dx
]
.

1.7 Propriétés liant intégrales et dérivée

Nous aurons besoin des popriétés suivantes.

Lemme 1.7.1. ([5]) Si F : [a, b] → E est continue et M(t) =
∫ t

a
F (s)ds. Alors, M est

dérivable au sens de Hukuhara sur [a, b] et Ṁ(t) = F (t), pour tout t ∈ [a, b].

Lemme 1.7.2. ([5]) Si F : [a, b] → E est mesurable et bornées, et M(t) =
∫ t

a
F (s)ds.

Alors, M est dérivable au sens de Hukuhara presque partout sur [a, b] et Ṁ(t) = F (t), p.p.

t ∈ [a, b]

Remarque 1.7.1. ([12]) Si une application F : [a, b] → E est dérivable au sens de

Hukuhara sur [a, b] et Ḟ est continue, alors pour tout t ∈ [a, b]

F (t) = F (a) +

∫ t

a

Ḟ (s)ds.
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1.8. Notions sur les opérateurs

1.8 Notions sur les opérateurs

Dé�nition 1.8.1. ([11]) Soit (E, dE) un espace métrique. Alors, T : E → E est appelé

opérateur de Picard (OP) s'il existe x∗
T ∈ E tel que

P1) Fix(T ) = {x∗
T}.

P2) lim
n→∞

T n(x) = x∗
T , ∀x ∈ E.

Dé�nition 1.8.2. inde�nition ([11]) Soit (E, dE) un espace métrique. Alors, l'opérateur

T : E → E est dit opérateur de Picard faible (OPF) si la suite (T n(x))n∈N converge pour

tout x ∈ E et la limite (qui peut dépendre de x) est un point �xe pour T.

Dé�nition 1.8.3. ([11]) Soit (E, dE) un espace métrique, T : E → E un OPF et notons

par T∞(x) := lim
n→∞

T n(x), pour chaque x ∈ E. Par dé�nition T est dit un c-OPF s'il

existe c > 0 tel que

dE(x, T
∞(x)) ≤ cdE(x, T (x)), pour tout x ∈ E.

Si de plus l'opérateur T est un OP, alors on l'appelle c-OP.

Remarque 1.8.1. ([11]) Si (E, dE) est un espace métrique complet et T : E → E est

une L-contraction, alors T est un c-OP avec c = 1
1−L

.

Le résultat de base dans la théorie des OPF est le Théorème Caractérisation suivant.

Théorème 1.8.1. ([11]) Soient (E, dE) un espace métrique et T : E → E un opérateur.

Alors, T est un OPF (respectivement c-OPF) si et seulement s'il existe une partition de

E, E =
⋃
A∈Γ

EA telle que :

P1) EA ∈ I(T ), pour tous les A ∈ Γ,

P2) T|EA : EA → EA est un OP (respectivement c-OP), pour tous les A ∈ Γ.

Un autre résultat abstrait de dépendance des données est le suivant.

Théorème 1.8.2. ([11]) Soient (E, dE) un espace métrique et T1, T2 : E → E deux

opérateurs. Supposons que

(i) Ti est un ci −OPF , pour i ∈ {1, 2},

(ii) il existe une constante réelle η > 0 telle que

dE(T1(x), T2(x)) ≤ η, ∀x ∈ E.

Alors,

d(Fix(T1), F ix(T2)) ≤ ηmax{c1, c2}.

11



Chapitre 2

Équations fonctionnelles-intégrales

Multivoques

Dans ce chapitre, E est un espace de Banach, cc(E) désigne la famille des parties non

vides convexes compactes de E et H est la distance de Hausdor� sur cc(E) engendrée par

la norme de E. C
(
[a, b], cc(E)

)
est l'espace des fonctions dé�nies, continues de l'intervalle

[a, b] à valeurs dans cc(E). Au cours de la première et deuxièmme section, nous nous

intéressons à l'équation multivoque

X(t) = G
(
t, Q(X)(t), X(t), X(a)

)
+

∫ t

a

K
(
t, s,X(s)

)
ds, t ∈ [a, b] (2.0)

où Q, G et K sont des opérateurs. Il s'agit pas d'une équation di�érentielle, mais plutôt

une équation fonctionnelle-intégrale.

Par une solution de l'équation ci-dessus, on comprend une fonction X ∈ C
(
[a, b], cc(E)

)
(donc une multi-fonction X : [a, b] ⇒ E) satisfaisant la relation (2.0) pour tout t ∈ [a, b].

Dans la troisième section, nous étudions un problème fonctionnel-intégral multivoque qui

apparait généralement en biomathématiques.
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2.1. Équation avec in�nité de solutions

2.1 Équation avec in�nité de solutions

Considérons les opérateurs suivants

Q : C
(
[a, b], cc(E)

)
→ C

(
[a, b], cc(E)

)
X 7→ Q(X),

G : [a, b]× (cc(E))3 → cc(E)

(t, A,B,C) 7→ G(t, A,B,C),

et

K : [a, b]× [a, b]× cc(E) → cc(E)

(t, s, A) 7→ K(t, s, A).

Nous supposons que

(1) il existe un réel l > 0 tel que

H
(
Q(X)(t), Q(Y )(t)

)
≤ lH

(
X(t), Y (t)

)
,

∀X, Y ∈ C
(
[a, b], cc(E)

)
, ∀t ∈ [a, b],

(2) il existent deux réels l1 > 0, l2 > 0 tels que

H
(
G(t, A1, B1, C), G(t, A2, B2, C)

)
≤ l1H(A1, A2) + l2H(B1, B2),

∀t ∈ [a, b], ∀A1, B1, A2, B2, C ∈ cc(E),

(3) l1l + l2 < 1,

(4) il existe un réel l3 > 0 tel que

H
(
K(t, s, A), K(t, s, B)

)
≤ l3H(A,B)

∀t, s ∈ [a, b], ∀A,B ∈ cc(E),

(5) G
(
a,Q(X)(a), X(a), X(a)

)
= X(a), ∀X ∈ C

(
[a, b], cc(E)

)
.

Théorème 2.1.1. Considérons l'équation (2.0) sous les conditions (1)− (5).

Si S ⊂ C
(
[a, b], cc(E)

)
est l'ensemble des solutions de cette équation, alors

card(S) = card(cc(E)),

et donc l'ensemble de solutions S de l'équation (2.0) est in�ni.
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2.1. Équation avec in�nité de solutions

Sur l'espace fonctionnel C
(
[a, b], cc(E)

)
, on peut considérer la distance de la conver-

gence uniforme du dé�nie par

du(X,Y ) := max
t∈[a,b]

H(X(t), Y (t)),

et aussi la distance dτ dé�nie par

dτ (X,Y ) := max
t∈[a,b]

H(X(t), Y (t))e−τ(t−a),

tel que τ > 0 est un réel. Il est connu que
(
C
(
[a, b], cc(E)

)
, du

)
est un espace métrique

complet. L'espace métrique
(
C
(
[a, b], cc(E)

)
, dτ

)
l'est aussi car nous avons

Proposition 2.1.1. Les distances du et dτ sont équivalentes i.e., ils existent α, β > 0

telles que

αdu(X, Y ) ≤ dτ (X, Y ) ≤ βdu(X, Y ), ∀X, Y ∈ C
(
[a, b], cc(E)

)
.

Démonstration. Soient X, Y ∈ C
(
[a, b], cc(E)

)
. Pour tout t ∈ [a, b], nous avons

0 ≤ t− a ≤ b− a

d'où

−τ(b− a) ≤ −τ(t− a) ≤ 0

donc

e−τ(b−a) ≤ e−τ(t−a) ≤ 1

et alors

H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(b−a) ≤ H

(
X(t), Y (t)

)
e−τ(t−a) ≤ H

(
X(t), Y (t)

)
,

par passage au maximum on obtient

max
t∈[a,b]

H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(b−a) ≤ max

t∈[a,b]
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(t−a) ≤ max

t∈[a,b]
H
(
X(t), Y (t)

)
,

i.e.,[
max
t∈[a,b]

H
(
X(t), Y (t)

)]
e−τ(b−a) ≤ max

t∈[0,b]
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(t−a) ≤

[
max
t∈[a,b]

H
(
X(t), Y (t)

)]
,

d'où

e−τ(b−a)du(X, Y ) ≤ dτ (X, Y ) ≤ du(X, Y )

Il su�t donc de prende α = e−τ(b−a) et β = 1. ■
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2.1. Équation avec in�nité de solutions

Démonstration. (du Théorème 1.8.1) Considérons l'opérateur

T : C
(
[a, b], cc(E)

)
−→ C

(
[a, b], cc(E)

)
X 7→ T (X),

dé�ni par

T (X) : [a, b] −→ cc(E)

t 7→ T (X)(t) = G
(
t, Q(X)(t), X(t), X(a)

)
+

∫ t

a

K
(
t, s,X(s)

)
ds.

Les solutions de l'équation (2.0) sont exactement les points �xes de l'opérateur T .

En e�et,

X ∈ Fix(T ) ⇔ X = T (X)

⇔ ∀t ∈ [a, b], X(t) = T (X)(t)

⇔ ∀t ∈ [a, b], X(t) = G
(
t, Q(X)(t), X(t), X(a)

)
+

∫ t

a

K
(
t, s,X(s)

)
ds

⇔ X ∈ S.

Pour tout A ∈ cc(E), dé�nissons le sous-espace CA :=
{
X ∈ C

(
[a, b], cc(E)

)
: X(a) =

A
}
. Alors (CA)A∈cc(E) est une partition de l'espace C

(
[a, b], cc(E)

)
. En e�et,

C([a, b], cc(E)) =
⋃

A∈cc(E)

CA,

car il est clair par dé�nition que tout CA ⊂ C([a, b], cc(E)), d'où
⋃

A∈cc(E)

CA ⊂ C
(
[a, b], cc(E)

)
.

D'autre part, pour toute applicationX ∈ C
(
[a, b], cc(E)

)
, il existeA ∈ cc(E) telle queX ∈

CA (il su�t de prendre A = X(a)), ce qui donne C([a, b], cc(E)) ⊂
⋃

A∈cc(E)

CA. De plus, les

sous-espaces CA sont deux à deux disjoints. En e�et, soientA1, A2 ∈ cc(E), tels que A1 ̸=
A2. Si on suppose que CA1 ∩ CA2 ̸= ∅, alors il existe X ∈ CA1 tel que X ∈ CA2 , donc

X(a) = A1 et X(a) = A2, d'où A1 = A2, ce qui est une contradiction.

Maintenant, pout tout A ∈ cc(E) notons par TA = T |CA
la restriction de l'opérateur T

sur CA. Pour tout X ∈ CA, par l'hypothèse (5) nous avons

T (X)(a) = G
(
a,Q(X)(a), X(a), X(a)

)
+

∫ a

a

K(a, s,X(s))ds

= X(a) + {0E}

= A,
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2.1. Équation avec in�nité de solutions

donc T (X) ∈ CA, ainsi CA ∈ I(TA) i.e. TA : CA → CA.

Maintenant, soit τ > 0. Dans ce qui suit, on munit l'espace C
(
[a, b], cc(E)

)
, et donc

le sous-espace CA de la distance dτ . Soient X,Y ∈ CA. D'après la propriété P2) de la

distance de Hausdor�, et d'après les hypothèses (2), (4) et (1) respectivement, nous avons

pour tout t ∈ [a, b],

H
(
TA(X), TA(Y )

)
= H

(
G
(
t, Q(X)(t), X(t), X(a)

)
+

∫ t

a

K(t, s,X(s))ds,

G
(
t, Q(Y )(t), Y (t), Y (a)

)
+

∫ t

a

K(t, s, Y (s))ds
)

≤ H
(
G
(
t, Q(X)(t), X(t), X(a)

)
, G

(
t, Q(Y )(t), Y (t), Y (a)

))
+H

(∫ t

a

K(t, s,X(s))ds,

∫ t

a

K(t, s, Y (s))ds
)

≤ H
(
G
(
t, Q(X)(t), X(t), A

)
, G

(
t, Q(Y )(t), Y (t), A

))
+

∫ t

a

H
(
K(t, s,X(s)), K(t, s, Y (s))

)
ds

≤ l1H
(
Q(X)(t), Q(Y )(t)

)
+ l2H

(
X(t), Y (t)

)
+

∫ t

a

l3H
(
X(s), Y (s)

)
ds

≤ l1lH
(
X(t), Y (t)

)
+ l2H

(
X(t), Y (t)

)
+ l3

∫ t

a

H
(
X(s), Y (s)

)
ds

≤
(
l1l + l2

)
H
(
X(t), Y (t)

)
+ l3

∫ t

a

H
(
X(s), Y (s)

)
e−τ(s−a)eτ(s−a)ds

≤
(
l1l + l2

)
H
(
X(t), Y (t)

)
+ l3 max

s∈[a,b]

[
H
(
X(s), Y (s)

)
e−τ(s−a)

] ∫ t

a

eτ(s−a)ds

≤
(
l1l + l2

)
H
(
X(t), Y (t)

)
+

l3
τ
dτ (X,Y )eτ(t−a).

Donc,

H
(
TA(X), TA(Y )

)
e−τ(t−a) ≤

(
l1l + l2

)
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(t−a) +

l3
τ
dτ (X,Y ),

d'où

max
t∈[a,b]

[
H
(
TA(X), TA(Y )

)
e−τ(t−a)

]
≤

(
l1l+ l2

)
max
t∈[a,b]

[
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τ(t−a)

]
+
l3
τ
dτ (X,Y ),

i.e.,

dτ
(
TA(X), TA(Y )

)
≤

(
l1l + l2 +

l3
τ

)
dτ (X,Y ).

Ainsi, l'opérateur TA est lipschitzien avec une constante LT := l1l+ l2+
l3
τ
. En choisis-

sant τ tel que LT < 1, on obtient une LT -contraction. On peut appliquer le Théorème du
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2.2. Système d'équations

point �xe de Banach (Théorème 1.3.1) puisque l'espace (CA, dτ ) est complet car (CA, du)

est fermé dans le complet
(
C
(
[a, b], cc(E)

)
, du

)
, et les deux distances sont équivalentes.

En e�et, Soit (Xn)n ⊂ CA telle que Xn
n→∞−−−→ X pour du. Nous avons

(Xn)n ⊂ CA ⇔ Xn ∈ CA, ∀n

⇔ Xn ∈ C([a, b], cc(E) et Xn(a) = A, ∀n

et comme (Xn)n converge uniformément vers X, alors elle converge simplement vers X

i.e., pour tout t ∈ [a, b], lim
n→∞

H(Xn(t), X(t)) = 0, donc X(a) = lim
n→∞

Xn(a) = lim
n→∞

A = A,

par conséquent, la fonction X ∈ CA. Donc, par le théorème du point �xe de Banach,

l'opérateur TA admet un unique point �xe X∗
A ∈ CA.

On conclut que le nombre des points �xes de l'opérateur T est égale aux nombre des

sous-espaces CA tels que A ∈ cc(E), qui est aussi égale au nombre d'éléments de cc(E)

i.e.,

card(Fix(T )) = card(cc(E)). Par conséquent,

card(S) = card(cc(E)) = ∞.

■

Remarque 2.1.1. Pour chaque A ∈ cc(E), d'après la Remarque 1.8.1 , TA est un c-OP,

avec c := 1
1−LA

. Alors, d'après le Théorème de caractérisation 1.8.1, l'opérateur T est un

c-OPF.

2.2 Système d'équations

Considérons les deux équations

X(t) = G1

(
t, Q1(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K1

(
t, s,X(s)

)
ds, t ∈ [a, b] (2.1)

et

X(t) = G2

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K2

(
t, s,X(s)

)
ds, t ∈ [a, b] (2.2)

où les opérateurs G1, G2, Q1, Q2, K1, K2 satisfont les conditions (1)− (5).

Soit S1 l'ensemble des solutions de l'équation (2.1) et S2 l'ensemble des solutions de

l'équations (2.2). En utilisant le Théorème 2.1.1 et le résultat de dépendance des données

abstraites (Théorème 1.8.2), nous obtenons :

17



2.2. Système d'équations

Théorème 2.2.1. Nous supposons qu'il existe η1, η2, η3 > 0 tels que

(6) H
(
G1

(
t, A,B,D

)
, G2

(
t, A,B,D

))
≤ η1, ∀t ∈ [a, b], ∀A,B,D ∈ cc(E) ;

(7) du
(
Q1(X), Q2(X)

)
≤ η2, ∀X ∈ C([a, b], cc(E)) ;

(8) H
(
K1

(
t, s, A

)
, K2

(
t, s, A

))
≤ η3, ∀t, s ∈ [a, a], ∀A ∈ cc(E).

Alors

dτ (S1, S2) ≤ [η1 + η2l1 + (b− a)η3] max{c1, c2}

où ci :=
1

1−LTi
avec LTi

== li1l
i + li2 +

li3
τ
, i ∈ 1, 2.

Démonstration. Notons par T1 l'opérateur assoicié à l'équation fonctionnelle (2.1),

comme dans la preuve du Théorème 2.1.1, dont la constante de contraction pour chaque

T1 |CA
est LT1 = l11l

1 + l12 +
l13
τ1
, où l13

l11l
1+l12

< τ1 et

T1 : C([a, b], cc(E)) −→ C([a, b], cc(E))

X 7→ T1(X)

avec

T1(X) : [a, b] −→ cc(E)

t 7→ T1(X)(t) = G1

(
t, Q1(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K1

(
t, s,X(s)

)
ds.

De même, notons par T2 l'opérateur assoicié à l'équation fonctionnelle (2.2), dont la

constante de contraction pour chaque T2 |CA
est LT2 = l21l

2 + l22 +
l23
τ2
, où l23

l21l
2+l22

< τ2 et

T2 : C([a, b], cc(E)) −→ C([a, b], cc(E))

X 7→ T2(X)

avec

T2(X) = [a, b] −→ cc(E)

t 7→ T2(X)(t) = G2

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K2

(
t, s,X(s)

)
ds.

D'après la Remarque 2.1.1, T1 est un c1 − OPF avec c1 =
1

1−LT1
, et T2 est un c2 − OPF

avec c2 =
1

1−LT2
. Nous allons appliquer le Théorème 1.8.2 pour les deux opérateurs

T1, T2 :
(
C([a, b], cc(E)), dτ

)
−→

(
C([a, b], cc(E)), dτ

)
,
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2.2. Système d'équations

tel que τ = max(τ1, τ2). On vient de véri�er la condition (i), reste à véri�er la condition

(ii), i.e. véri�ons qu'il existe une constante η > 0 telle que

dτ (T1(X), T2(X)) ≤ η, ∀X ∈ C([a, b], cc(E)).

Soit X ∈ C([a, b], cc(E)). Par les propriétés de la distance de Hausdor�, de l'intégrale

multivouque, et par les conditions (2), (6) et (8) respectivement, nous avons pour tout

t ∈ [a, b]

H
(
T1(X)(t), T2(X)(t)

)
= H

(
G1

(
t, Q1(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K1

(
t, s,X(s)

)
ds,

G2

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
+

∫ t

a

K2

(
t, s,X(s)

)
ds
)

≤ H
(
G1

(
t, Q1(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
, G2

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

))
+H

(∫ t

a

K1

(
t, s,X(s)

)
ds,

∫ t

a

K2

(
t, s,X(s)

)
ds
)

≤ H
(
G1

(
t, Q1(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
, G1

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

))
+H

(
G1

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

)
, G2

(
t, Q2(X)(t), (X)(t), (X)(a)

))
+H

(∫ t

a

K1

(
t, s,X(s)

)
ds,

∫ t

a

K2

(
t, s,X(s)

)
ds
)

≤ l1H
(
Q1(X)(t), Q2(X)(t)

)
+ l2H

(
X(t), X(t)

)
+ η1

+

∫ t

a

H
(
K1

(
t, s,X(s)

)
, K2

(
t, s,X(s)

))
ds

≤ η1 + l1H
(
Q1(X)(t), Q2(X)(t)

)
+ η3

∫ t

a

ds

≤ η1 + l1H
(
Q1(X)(t), Q2(X)(t)

)
+ η3(b− a),

d'où

max
t∈[a,b]

H
(
T1(X)(t), T2(X)(t)

)
≤ η1 + l1 max

t∈[a,b]
H
(
Q1(X)(t), Q2(X)(t)

)
+ η3(b− a).

Alors, grâce à (7)

du(T1(X), T2(X)) ≤ η1 + l1du(Q1(X), Q2(X)) + η3(b− a),

i.e.,

du(T1(X), T2(X)) ≤ η1 + l1η2 + η3(b− a).

et comme dτ ≤ du, alors

dτ (T1(X), T2(X)) ≤ η1 + l1η2 + η3(b− a).

19



2.3. Équation de biomathématiques

Il su�t donc de prende η = η1 + l1η2 + η3(b− a) > 0. Alors la condition (ii) du

Théorème 1.8.2 est véri�ée, on conclut donc d'après ce dernier que

dτ (Fix(T1), F ix(T2)) ≤ η.max{c1, c2},

or,

Fix(T1) = S1, F ix(T2) = S2,

donc

dτ (S1, S2) ≤ ηmax{c1, c2}.

La preuve est ainsi terminée. ■

2.3 Équation de biomathématiques

Dans cette dernière section, nous allons attirer notre attention vers un problème

fonctionnel-intégral multivoque, qui apparait généralement en biomathématiques. Il s'agit

du problème

(2.3)

X(t) =
∫ t

−τ
F (s,X(s))ds, t ∈ [0, b],

X(t) = φ(t), t ∈ [−τ , 0],

où

F : [−τ , b]× cc(R+) −→ cc(R+) et φ : [−τ , 0] −→ cc(R+)

(t, A) 7→ F (t, A) t 7→ φ(t)

sont deux fonctions. Ceci veut dire que l'historique de la fonction inconnue X est connu

sur un intervalle de temps [−τ , 0]. Par dé�nition, une solution de (2.3) veut dire une

fonction

X : [−τ , b] −→ cc(R+)

t 7→ X(t),

continue et qui satisfait (2.3) pour tout t ∈ [−τ , b].

Théorème 2.3.1. Supposons que

(1) les fonctions F et φ sont continues,
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2.3. Équation de biomathématiques

(2) φ(0) =
∫ 0

−τ
F (s, φ(s))ds,

(3) il existe une fonction K ∈ L1([−τ , b],R+) telle que

H
(
F (t, A), F (t, B)

)
≤ K(t)H(A,B), pour tous A,B ∈ cc(R+) et tout t ∈ [−τ , b].

Alors, le problème (2.3) admet au moins une solution.

Démonstration. Dé�nissons l'opérateur

T : C
(
[0, b], cc(R+)

)
−→ C

(
[0, b], cc(R+)

)
X 7→ T (X),

par

T (X) : [0, b] −→ cc(R+)

t 7→ T (X)(t) =

∫ t

−τ

F (s, X̃(s))ds,

où

X̃ : [−τ , b] −→ cc(R+)

s 7→ X̃(s) =

X(s), s ∈ [0, b]

φ(s), s ∈ [−τ , 0].

Il est clair que T (X)(t) =
∫ t

−τ
F (s, X̃(s))ds ∈ cc(R+) car la fonction F prend ses valeurs

dans cc(R+), pour tout t ∈ [0, b]. Pour que X̃ dé�nie bien une application continue, il faut

que X(0) = φ(0). Pour ceci, considérons le sous-espace fonctionnel

C =
{
X ∈ C

(
[0, b], cc(R+)

)
;X(0) = φ(0)

}
.

Pour tout X ∈ C nous avons grâce`à l'hypothèse (2)

T (X)(0) =

∫ 0

−τ

F (s, φ(s)) = φ(0),

donc T (X) ∈ C. Alors, on prend T : C −→ C.
Soit τ > 0. On munit l'espace C([0, b], cc(R+)), et donc le sous-espace C de la distance dK

dé�nie par

dK(X, Y ) = max
t∈[0,b]

[
H(X(t), Y (t))e−τp(t)

]
, ∀X, Y ∈ C
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2.3. Équation de biomathématiques

telle que p(t) :=
∫ t

−τ
K(s)ds. Notons que p′(t) = K(t), ∀t ∈ [0, b].

Soient X, Y ∈ C([0, b], cc(R+)). Par les propriétés de la distance de Hausdor� avec

l'intégrale, et d'après l'hypothèse (3) du théorème, nous avons pour tout t ∈ [0, b]

H
(
T (X)(t), T (Y )(t)

)
= H

(∫ t

−τ

F (s, X̃(s))ds,

∫ t

−τ

F (s, Ỹ (s))ds
)

≤
∫ t

−τ

H
(
F (s, X̃(s)), F (s, Ỹ (s))

)
ds

≤
∫ t

−τ

K(s)H
(
X̃(s), Ỹ (s)

)
ds

=

∫ t

−τ

K(s)H
(
X̃(s), Ỹ (s)

)
e−τp(s)eτp(s)ds

≤
∫ t

−τ

K(s) max
s∈[0,b]

[
H
(
X̃(s), Ỹ (s)

)
e−τp(s)

]
eτp(s)ds

=

∫ t

−τ

K(s)dK(X̃, Ỹ )eτp(s)ds

= dK(X̃, Ỹ )

∫ t

−τ

K(s)eτp(s)ds

= dK(X̃, Ỹ )
1

τ

∫ t

−τ

τK(s)eτp(s)ds

= dK(X̃, Ỹ )
1

τ

∫ t

−τ

(
eτp(s)

)′
ds

=
1

τ
dK(X̃, Ỹ )(eτp(t) − eτp(−τ))

≤ 1

τ
dK(X̃, Ỹ )eτp(t),

alors

H
(
T (X)(t), T (Y )(t)

)
e−τp(t) ≤ 1

τ
dK(X̃, Ỹ ),

d'où,

max
t∈[0,b]

[
H
(
T (X)(t), T (Y )(t)

)
e−τp(t)

]
≤ 1

τ
dK(X̃, Ỹ ),

i.e.,

dK(T (X), T (Y )) ≤ 1

τ
dK(X̃, Ỹ ).

Ainsi, l'opérateur T est lipschitzien avec une constante LT := 1
τ
. En choisissons τ

tel que LT < 1, on obtient une LT -contraction. Puisque l'espace (C, dk) est complet en

étant fermé dans le complet
(
C
(
[a, b], cc(R), dK

))
, alors on peut appliquer le Théorème

du point �xe de Banach ( Théorème 1.3.1), d'après ce dernier l'opérateur T : C → C

admet un unique point �xe X∗ ∈ C.

X∗ point fixe pour T ⇔ X∗ ∈ C et X∗ = T (X∗).
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2.3. Équation de biomathématiques

Or

X∗ = T (X∗) ⇔ ∀t ∈ [0, b], X∗ = T (X∗)(t)

⇔ ∀t ∈ [0, b], X∗(t) =

∫ t

−τ

F (s, X̃∗(s))ds,

où X̃∗(s) =

X̃∗(s), s ∈ [0, b]

φ(s), s ∈ [−τ , 0].

comme X∗ ∈ C, donc X∗(0) = φ(0), et comme X∗ et φ sont continue, alors X̃∗ est

aussi continue sur [−τ , b]. On conclut que X̃∗ dé�nit bien une solution pour le problème

(2.3). ■

Proposition 2.3.1. L'ensemble C est fermé dans (C([0, b], cc(R+)), du).

Démonstration. Soit (Xn)n ⊂ C une suite qui converge vers X pour du. Nous avons,

(Xn)n ⊂ C ⇔ Xn ∈ C,∀n

⇔ Xn ∈ C([0, b], cc(R)) et Xn(0) = φ(0),∀n

et comme (Xn)n converge uniformément vers X, alors elle converge simplement vers X

i.e., pour tout t ∈ [0, b],

lim
n→∞

H(Xn(t), X(t)) = 0,

donc

X(0) = lim
n→∞

Xn(0) = lim
n→∞

φ(0) = φ(0).

Par conséquent, la fonction X ∈ C, donc C est femré. ■

Remarque 2.3.1. Les distances dK et du sont équivalentes i.e., ils existent α, β > 0

telles que

αdu(X, Y ) ≤ dK(X, Y ) ≤ βdu(X, Y ), ∀X, Y ∈ C([0, b], cc(R+)).

En e�et, soient X, Y ∈ C([0, b], cc(R+)). Pour tout t ∈ [0, b] nous avons

p(t) ≥ 0 ⇒ −τp(t) ≤ 0 ⇒ e−τp(t) ≤ e0 = 1

donc

H
(
X(t), Y (t)

)
e−τp(t) ≤ H

(
X(t), Y (t)

)
.
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D'où,

max
t∈[0,b]

[
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τp(t)

]
≤ max

t∈[a,b]
H
(
X(t), Y (t)

)
,

i.e.,

dK(X, Y ) ≤ du(X, Y ),

il su�t donc de prende β = 1.

D'autre part, comme la fonction p est croissante (car p′ = K ≥ 0), alors pour tout t ∈ [0, b]

eτp(t) ≤ max
t∈[0,b]

[
e−τp(t)

]
= e−τb,

d'où
1

e−τb
H
(
X(t), Y (t)

)
≤ 1

e−τp(t)
H
(
X(t), Y (t)

)
= H

(
X(t), Y (t)

)
e−τp(t),

en notant par α = 1
e−τb = e−τb, on obtient

αH
(
X(t), Y (t)

)
≤ H

(
X(t), Y (t)

)
e−τp(t)

par passage au maximun, on trouve

max
t∈[0,b]

[
αH

(
X(t), Y (t)

)]
≤ max

t∈[0,b]

[
H
(
X(t), Y (t)

)
e−τp(t)

]
i.e.,

αdu(X, Y ) ≤ dK(X, Y ).
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Chapitre 3

Équations di�érentielles-intégrales

multivoques

Soit Rd l'espace réel à n-dimensions et soit cc(Rd) l'espace constitué de tous les sous-

ensembles non vides convexes compacts de Rd, muni de la distance de Hausdor� H.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un problème de Cauchy associé à une équa-

tion di�érentielle multivoque. Il s'agit du problème

(P )

U̇(t) = F (t, U(t)), t ∈ J (E)

U(t0) = A0,

où A0 ∈ cc(Rd), t0 ≥ 0, J = [t0, t0 + a], a > 0, F ∈ C
(
J × cc(Rd), cc(Rd)

)
et U̇(t) est la

dérivée au sens de la Dé�nition 1.5.1 de U au point t.

Nous présentons principalement des théorèmes d'existence et d'unicité globale, d'exis-

tence locale, d'approximation et de dépendence des données. Ces théorèmes ont été donnés

dans [13]. Notre but était de présenter les preuves d'une façon très détaillée au lecteur et,

à notre manière et aussi démontrer les passages dont la preuve n'a pas été donnée dans

[13]. Nous terminons par donner un bon exemple numérique illustrant l'un des résultats

de [13].
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3.1. Théorème d'existence globale

3.1 Théorème d'existence globale

Une application U ∈ C
(
J, cc(Rd)

)
est une solution pour l'équation (E) si elle est

dérivable au sens de Hukuhara 1.5.1 sur J et sa dérivée U̇ satisfait (E) pour tout t ∈ J.

Lemme 3.1.1. Soit U ∈ C(J, cc(Rd)) une application.

U est solution pour le l′équation (E) ⇔ U(t) = U(t0) +

∫ t

t0

F (s, U(s))ds, ∀t ∈ J.

Démonstration. Si U est solution pour (E), alors elle est dérivable au sens de Hukuhara

sur J et satisfait

U̇(s) = F
(
s, U(s)

)
, ∀s ∈ [a, b].

Donc U̇ est continue, on peut alors intégrer∫ t

a

U̇(s)ds =

∫ t

a

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ [a, b],

d'où d'après la Remarque 1.7.1

U(t) = U(a) +

∫ t

a

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ [a, b].

Maintenant, si U ∈ C(J, cc(Rd)) satisfait

U(t) = U(t0) +

∫ t

t0

F (s, U(s))ds, ∀t ∈ J,

alors d'après le Lemme 1.7.1, U est dérivable au sens de Hukuhara sur J et

U̇(t) = F
(
t, U(t)

)
, ∀t ∈ [a, b],

i.e., U est solution de (E). ■

Considérons le problème (P ).

Théorème 3.1.1. Supposons que

(1) F est continue sur J × cc(Rd),

(2) il existe une constante réelle L ≥ 0 telle que

H
(
F (t, A), F (t, B)

)
≤ LH(A,B), ∀A,B ∈ cc(Rd), ∀t ∈ J.

Alors, le problème (P ) admet une solution unique U∗ ∈ C(J, cc(Rd)), de plus U∗(t) =

lim
n→∞

Un(t) pour chaque t ∈ J , où (Un)n∈N ⊂ C
(
J, cc(Rd)

)
est dé�nie de manière récurrente

par la relation
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(R)

 Un+1(t) = A0 +
∫ t

t0
F
(
s, Un(s)

)
ds, ∀t ∈ J, ∀n ∈ N,

U0(t) = A0, ∀t ∈ J.

Démonstration. Dé�nissons l'opérateur

G : C
(
J, cc(Rd)

)
−→ C

(
J, cc(Rd)

)
U 7→ G(U).

par la formule

G(U)(t) = A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ J.

D'apr̀s le Lemme 3.1.1, il est clair que

U est solution pour (P ) ⇔ U est un point fixe pour G

Cherchons alors les points �xes de G. Soit τ > 0. On munit l'espace C
(
J, cc(Rd)

)
de la

distance dτ (dé�nie au chapitre précédent). Montrons que G est une contraction. Soient

U, V ∈ C
(
J, cc(Rd)

)
. Grâce aux propriétés de la distance de Hausdor� et de l'intégrale,

puis la condition de lipschtzité (2), nous avons pour tout t ∈ J,

H
(
G(U)(t), G(V )(t)

)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, A0 +

∫ t

t0

F
(
s, V (s)

)
ds
)

= H
(∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds,

∫ t

t0

F
(
s, V (s)

)
ds
)

≤
∫ t

t0

H
(
F
(
s, U(s)

)
, F

(
s, V (s)

))
ds

≤
∫ t

t0

LH
(
U(s), V (s)

)
ds

= L

∫ t

t0

H
(
U(s), V (s)

)
e−τ(s−t0)eτ(s−t0)ds

≤ L

∫ t

t0

[
max
s∈J

H
(
U(s), V (s)

)
e−τ(s−t0)

]
eτ(s−t0)ds

= Ldτ (U, V )

∫ t

t0

eτ(s−t0)ds

= Ldτ (U, V )

∫ t−t0

0

eτzdz

= Ldτ (U, V )
1

τ

(
eτ(t−t0) − e0

)
=

L

τ
dτ (U, V )

(
eτ(t−t0) − 1

)
≤ L

τ
dτ (U, V )eτ(t−t0),
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ainsi,

H
(
G(U)(t), G(V )(t)

)
e−τ(t−t0) ≤ L

τ
dτ (U, V ), ∀ t ∈ J,

donc

max
t∈J

[
H
(
G(U)(t), G(V )(t)

)
e−τ(t−t0)

]
≤ L

τ
dτ (U, V ).

Alors,

dτ
(
G(U), G(V )

)
≤ L

τ
dτ (U, V ), ∀U, V ∈ C(J, cc(Rd)).

Ainsi, l'opérateur intégral G est Lipschitzien avec une constante LG = L
τ
. En choisissant

τ tel que L
τ
< 1, on obtient une L

τ
-contraction. Par le principe de contraction de Banach

(Théorème 1.3.1), l'opérateur G admet un point �xe unique U∗ ∈ C(J, cc(Rd)).

D'autre part, pour chaque t ∈ J ,

U∗(t) = lim
n→∞

Un(t)

où (Un)n∈N est dé�nie par la relation (R). En e�et, dé�nissons l'application

F0 : J −→ cc(Rd)

t 7→ F0(t) = F (t, A0).

Puisque F est continue sur J × cc(Rd), alors F0 est continue sur le compact J, elle est

donc bornée sur J i.e., il existe M0 > 0 tel que

∥|F0(t)|∥= ∥|F (t, A0)|∥≤ M0, ∀t ∈ J.

Pour tout t ∈ J , nous avons

H
(
U1(t), U0(t)

)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F (s, U0(s))ds, A0

)
= H

(∫ t

t0

F (s, U0(s))ds, {0Rd}
)

= ∥|
∫ t

t0

F (s, U0(s))ds∥|

≤
∫ t

t0

∥|F (s, U0(s))∥|ds

≤
∫ t

t0

M0ds

= M0(t− t0).
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3.1. Théorème d'existence globale

Maintenant, en général, on a

H
(
Un+1(t), Un(t)

)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F (s, Un(s))ds, A0 +

∫ t

t0

F (s, Un−1(s))ds
)

= H
(∫ t

t0

F (s, Un(s))ds,

∫ t

t0

F (s, Un−1(s))ds
)

≤
∫ t

t0

H
(
F (s, Un(s)), F (s, Un−1(s))

)
ds

≤
∫ t

t0

LH
(
Un(s), Un−1(s)

)
ds,

si on note par qn(t) = H
(
Un+1(t), Un(t)

)
, alors on obtient

qn(t) ≤ L

∫ t

t0

qn−1(s)ds, ∀n ∈ N∗.

Par conséquent, pour tout t ∈ J nous avons, pour n = 1

q1(t) ≤ L

∫ t

t0

q0(s)ds

= L

∫ t

t0

H
(
U1(s), U0(s)

)
ds

≤ L

∫ t

t0

M0 (s− t0) ds

= LM0

∫ t

t0

(s− t0)ds

= LM0
1

2
(t− t0)

2

≤ 1

2
M0L(t− t0)

2,

pour n = 2,

q2(t) ≤ L

∫ t

t0

q1(s)ds

≤ L

∫ t

t0

1

2
LM0(s− t0)

2ds

=
1

2
L2M0

∫ t

t0

(s− t0)
2ds

≤ 1

2

1

3
M0L

2(t− t0)
3,

par réccurence, nous pouvons montrer aussi que

qn(t) ≤
M0L

n(t− t0)
n+1

(n+ 1)!
, ∀n ∈ N.
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3.1. Théorème d'existence globale

En e�et, pour n=0,
M0L

0(t− t0)
0+1

(0 + 1)!
= M0(t− t0) ≥ q0(t)

donc elle est vraie pour n=0. Supposons qu'elle vraie pour n i.e.,

qn+1(t) ≤ L

∫ t

t0

qn(s)ds,

alors on obtient

qn+1(t) ≤ L

∫ t

t0

M0L
n(s− t0)

n+1

(n+ 1)!
ds

=
M0L

n+1

(n+ 1)!

∫ t

t0

(s− t0)
n+1ds

=
M0L

n+1

(n+ 1)!

(t− t0)
n+2

n+ 2

=
M0L

n+1(t− t0)
n+2

(n+ 2)!
.

d'où,

qn(t) ≤
M0L

n(t− t0)
n+1

(n+ 1)!
, ∀n ∈ N.

Nous pouvons en déduire que la suite de fonctions (Un)n∈N converge simplement sur J

dans cc(Rd), notons par U sa limite

U : J −→ cc(Rd)

t 7→ U(t) = lim
n→∞

Un(t).

Montrons que la fonction limite U est un point �xe pour l'opérateur G.

(U est un point fixe pour G) ⇔ U = G(U)

⇔ U(t) = G(U)(t), ∀t ∈ J

⇔ U(t) = A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ J

⇔ lim
n→∞

Un(t) = A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ J,

⇔ lim
n→∞

H
(
Un+1(t), A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds
)
= 0, ∀t ∈ J.
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3.1. Théorème d'existence globale

En e�et, ∀n ∈ N, nous avons pour tout t ∈ J

H
(
Un+1(t), A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds
)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F (s, Un(s))ds, A0 +

∫ t

t0

F (s, U(s))ds
)

= H
(∫ t

t0

F (s, Un(s))ds,

∫ t

t0

F (s, U(s))ds
)

≤
∫ t

t0

H
(
F (s, Un(s)), F (s, U(s))

)
ds

≤
∫ t

t0

LH
(
Un(s), U(s)

)
ds

= L

∫ t

t0

H
(
Un(s), U(s)

)
ds.

D'autre part,
∞∑
k=n

H
(
Uk+1(t), Uk(t)

)
≥ H

(
lim

m→∞
Um+1(t), Un(t)

)
= H

(
U(t), Un(t)

)
donc pour tout s on obtient

H
(
U(s), Un(s)

)
≤

∞∑
k=n

H
(
Uk+1(s), Uk(s)

)
=

∞∑
k=n

qk(s)

≤
∞∑
k=n

M0L
k(s− t0)

k+1

(k + 1)!

≤
∞∑
k=n

M0L
k(a)k+1

(k + 1)!

≤ M0

L

∞∑
k=n

(La)k+1

(k + 1)!

≤ M0

L

(La)n+1

(n+ 1)!

∞∑
k=0

(La)k

(k)!

=
M0

L

(La)n+1

(n+ 1)!
eLa.

Par conséquent, pour tout t ∈ J

H
(
Un+1(t), GU(t)

)
≤ L

∫ t

t0

H
(
Un(s), U(s)

)
ds

≤ L

∫ t

t0

M0

L

(La)n+1

(n+ 1)!
eLads

= eLaM0
(La)n+1

(n+ 1)!

∫ t

t0

ds

= eLaM0
(La)n+1

(n+ 1)!
(t− to),
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3.2. Théorème d'existence locale

i.e.,

H
(
Un+1(t), G(U)(t)

)
≤ aeLaM0

(La)n+1

(n+ 1)!
,

quand n tend vers l'in�ni, H
(
Un+1(t), G(U)(t)

)
tend vers 0, car lim

n→∞
(La)n+1

(n+1)!
= 0.

On conclut que U n'est d'autre que l'unique point �xe U∗ de G, qui est en fait la solution

unique pour le problème de Cauchy (P ). ■

3.2 Théorème d'existence locale

Le suivant est un théorème d'existence locale pour le problème multivoque (P ).

Soit Ω un ouvert de R× cc(Rd).

Théorème 3.2.1. Supposons que

(1) l'application F : Ω → cc(Rd) est continue,

(2) il existe une constante réelle L ≥ 0 telle que

H
(
F (t, A), F (t, B)

)
≤ LH(A,B), ∀A,B ∈ cc(Rd), ∀t ∈ J.

(3) pour chaque t0 ∈ R, il existe a, b > 0 et M > 0 tels que

Ωa,b := [t0 − a, t0 + b]×Bcc(Rd)(A0, b) ⊂ Ω

et

|∥F (t, A)∥|≤ M, ∀(t, A) ∈ Ωa,b.

Alors, pour tout (t0, A0) ∈ Ω, il existe une solution unique pour le problème de Cauchy

(P ) dé�nie sur un voisinage de t0.

Démonstration. Soit (t0, A0) ∈ Ω, d'après l'hypothèse (3), il existent a, b > 0, et M > 0

tels que

Ωa,b := [t0 − a, t0 + a]×Bcc(Rd)(A0, b) ⊂ Ω

et

|∥F (t, A)∥|≤ M, ∀(t, A) ∈ Ωa,b.

Notons par h := min{a, b
M
}, puis considérons l'opérateur

G : C
(
[t0 − h, t0 + h], cc(Rd)

)
−→ C

(
[t0 − h, t0 + h], cc(Rd)

)
U 7→ G(U),
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3.2. Théorème d'existence locale

dé�ni par

G(U) : [t0 − h, t0 + h] −→ cc(Rd)

t 7→ GU(t) = A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds.

Dans l'espace fonctionnel C
(
[t0−h, t0+h], cc(Rd)

)
, considérons la boule ferméeB(U0, b)

B(U0, b) :=
{
U ∈ C

(
[t0 − h, t0 + h], cc(Rd)

)
: du(U0, U) ≤ b

}
,

telle que

U0 : [t0 − h, t0 + h] −→ cc(Rd)

t 7→ U0(t) = A0,

puis considérons la restriction de G à cette boule i.e., G|B(U0,b)
. Nous allons montrer

que B(U0, b) est invariante par rappot à G i.e., si U ∈ B(U0, b), G(U) ∈ B(U0, b). Soit

U ∈ B(U0, b). D'après les propriétés de la distance de Hausdor�, de l'intégrale, et d'après

l'hypothèse (2), nous avons pour tout t ∈ [t0 − h, t0 + h]

H
(
GU(t), U0(t)

)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, A0

)
= H

(∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, {0Rd}

)
= ∥|

∫ t

t0

F (s, U(s))ds|∥

≤
∫ t

t0

∥|F (s, U(s))|∥ds

et puisque [t0, t] ⊂ [t0 − h, t0 + h] ⊂ [t0 − a, t0 + a], on obtient

H
(
G(U)(t), U0(t)

)
≤ M |t− t0|

≤ Mh

≤ b,

d'où

max
t∈[t0−h,t0+h]

[
H
(
G(U)(t), U0(t)

)]
≤ b,

i.e.,

du(G(U), U0) ≤ b.
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

Soit τ > 0. Nous allons véri�er la condition de contraction pour

G|B(U0,b)
:
(
B(U0, b), dτ

)
→

(
B(U0, b), dτ

)
.

Soient U, V ∈ B(U0, b). D'après les propriétés de la distance de Hausdor�, de l'intégrale,

et d'après l'hypothèse (2), nous avons pour tout t ∈ [t0 − h, t0 + h]

H
(
G(U)(t), G(V )(t)

)
= H

(
A0 +

∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds, A0 +

∫ t

t0

F
(
s, V (s)

)
ds
)

= H
(∫ t

t0

F
(
s, U(s)

)
ds,

∫ t

t0

F
(
s, V (s)

)
ds
)

≤
∫ t

t0

H
(
F
(
s, U(s)

)
, F

(
s, V (s)

))
ds

≤
∫ t

t0

LH
(
U(s), V (s)

)
ds

= L

∫ t

t0

H
(
U(s), V (s)

)
e−τ(s−t0)eτ(s−t0)ds

≤ Ldτ (U, V )

∫ t

t0

eτ(s−t0)ds

=
L

τ
dτ (U, V )

(
eτ(t−t0) − 1

)
≤ L

τ
dτ (U, V )eτ(t−t0),

d'où

max
t∈[t0−h,t0+h]

[
H
(
G(U)(t), G(V )(t)

)
eτ(t−t0)

]
≤ L

τ
dτ (U, V ),

i.e.,

dτ
(
G(U), G(V )

)
≤ L

τ
dτ (U, V ).

Ainsi, l'opérateur G est lipschitzien avec une constante LG = L
τ
. En choisissant τ tel que

L
τ
< 1, on obtient une L

τ
-contraction. On peut appliquer le Théorème du point �xe de

Banach (Théorème 1.3.1), puisque l'espace (B(A0, b), dτ ) est complet. Alors par le principe

de contraction de Banach, on conclut que G a un point �xe unique U∗ ∈ B(A0, b). Ce

point �xe est la solution unique dans B(A0, b) pour notre problème de Cauchy. ■

3.3 Cardinal de l'ensemble des solutions

Considérons l'équation multivoque (E) avec J := [a, b].

Théorème 3.3.1. On suppose que F satisfait les hypothèses du Théorème 3.1.1. Alors,
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

(1) l'opérateur G : C
(
J, cc(Rd)

)
→ C

(
J, cc(Rd)

)
, donné par

G(U)(t) = (U)(a) +

∫ t

a

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀t ∈ J

est un OPF,

(2) l'ensemble de solutions S(E) de l'équation (E) est in�ni.

Démonstration. Pour tout A ∈ cc(Rd), considérons le sous-espace

CA := {U ∈ C
(
J, cc(Rd)

)
: U(a) = A}.

Il est clair que pour tout A ∈ cc(Rd), par dé�nition CA ⊂ C
(
J, cc(Rd)

)
, donc

⋃
A∈cc(Rd)

CA ⊂

C
(
J, cc(Rd)

)
. D'autre part, C

(
J, cc(Rd)

)
⊂

⋃
A∈cc(R)

CA car

∀ U ∈ C
(
J, cc(Rd)

)
, ∃ A ∈ cc(Rd) : U ∈ CA,

il su�t de prende A = U(a). De plus, les CA sont deux à deux disjoints. En e�et,

A ̸= B ⇒ CA

⋂
CB = ∅, car sinon,

CA ∩ CB ̸= ∅ ⇒ ∃ U ∈ CA tel que U ∈ CB

⇒ U(a) = A et U(a) = B

⇒ A = B (contradiction).

Donc (CA)A∈cc(Rd) dé�nit bien une partition pour C
(
J, cc(Rd)

)
.

D'autre part, soit U ∈ CA. Nous avons,

G(U)(t) = U(a) +

∫ t

a

F
(
s, U(s)

)
ds, ∀ t ∈ [a, b].

Pour t = a,

G(U)(a) = U(a) +

∫ a

a

F
(
s, U(s)

)
ds

= U(a) + {0Rd}

= A,

car U ∈ CA. Donc G(U) ∈ CA, ainsi

CA ∈ I(G), ∀A ∈ cc(Rd).

De plus, ∀A ∈ cc(Rd), G|CA
: CA −→ CA est un OP en étant une contraction (voir preuve

du Théorème 3.1.1).
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

On conclut par le Théorème de caractérisation 1.8.1 que G est un OPF.

Maintenant, notons que S(E) = Fix(G) i.e., Les points �xes de l'opérateur G sont exac-

tement les solutions de l'équation (E), car

U ∈ Fix(G) ⇔ U = G(U)

⇔ ∀t ∈ [a, b], U(t) = G(U)(t)

⇔ ∀t ∈ [a, b], U(t) = U(a) +

∫ t

a

F
(
s, U(s)

)
ds.

Donc

card(S(E)) = card(Fix(G)) = le nombre des CA = card(cc(Rd) = ∞.

■

Exemple numérique. Considérons le problème de Cauchy

(P )

U̇(t) = tU(t), t ∈ [0, T ]

U(0) = [1, 2].

Il est de la forme U̇(t) = F (t, U(t)), t ∈ [0, T ]

U(0) = U0,

telle que U0 = [1, 2] ∈ cc(R), et le second membre

F : [0, T ]× cc(R) −→ cc(R)

(t, [b−, b+]) 7→ F (t, [b−, b+]) = t[b−, b+] = [tb−, tb+].

l'application F est continue. En e�et, soit (t, B) ∈ [0, T ] × cc(R) et soit (tn, Bn)n une

suite convergente vers (t, B) dans [0, T ]× cc(R). D'après les propriétés de la distance de

Hausdor�, nous avons pour tout t ∈ [0, T ]

H
(
F (tn, Bn), F (t, B)

)
= H

(
tnBn, tB

)
≤ H

(
tnBn, tnB

)
+H

(
tnB, tB

)
= tnH

(
Bn, B

)
+ |tn − t|∥|B|∥,
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

quand n tend vers l'in�ni, H
(
F (tn, Bn), F (t, B)

)
tend vers 0, car tn → t dans R, et

Bn → B dans cc(R), d'où la continuité de F.

Maintenant, soient B1, B2 ∈ cc(R). Encore d'après les propriétés de la distance de Haus-

dor�, nous avons pour tout t ∈ [0, T ],

H
(
F (t, B1), F (t, B2)

)
= H

(
tB1, tB2

)
= tH

(
B1, B2

)
≤ TH

(
B1, B2

)
.

On conclut qu'il existe L = T ≥ 0, tel que

H
(
F (t, B1), F (t, B2

)
≤ LH(B1, B2), ∀B1, B1 ∈ cc(R), ∀t ∈ [0, T ].

La condition de Lipschitzité du Thérème 3.1.1 est donc satisfaite, alors d'après ce dernier

le problème donné admet une solution unique U∗ ∈ C([o, T ], cc(Rd)), de plus U∗(t) =

lim
n→∞

Un(t), pour chaque t ∈ [0, T ], où (Un)n ⊂ C
(
[0, T ], cc(R)

)
est dé�nie de manière

récurrente par la relation Un+1(t) = [1, 2] +
∫ t

0
F
(
s, Un(s)

)
ds, ∀t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N,

U0(t) = [1, 2], ∀t ∈ [0, T ].

On calcule

U1(t) = [1, 2] +

∫ t

0

F
(
s, U0(s)

)
ds

= [1, 2] +

∫ t

0

F
(
s, [1, 2]

)
ds

= [1, 2] +

∫ t

0

([s, 2s])ds

= [1, 2] +
[ ∫ t

0

sds,

∫ t

0

2sds
]

= [1, 2] +
[1
2
t2, t2

]
=

[
1 +

1

2
t2, 2 + t2

]
, ∀t ∈ [0, T ],

puis,

U2(t) = [1, 2] +

∫ t

0

F
(
s, U1(s)

)
ds

= [1, 2] +

∫ t

0

[
s+

1

2
s3, 2s+ s3

]
ds

= [1, 2] +
[1
2
t2 +

1

8
t4, t2 +

1

4
t4
]

=
[
1 +

1

2
t2 +

1

8
t4, 2 + t2 +

1

4
t4
]
, ∀t ∈ [0, T ],
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

d'où, pour tout t ∈ [0, T ]

Un(t) =

[
1+

1

2
t2+

1

8
t4+ . . .+

( t
2

2
)k

k!
+ ...+

( t
2

2
)n

n!
, 2+ t2+

1

4
t4+ . . .+2

( t
2

2
)k

k!
+ ...+2

( t
2

2
)n

n!

]
,

alors,

Un(t) =

[
n∑

k=0

( t
2

2
)k

k!
, 2

n∑
k=0

( t
2

2
)k

k!

]
, ∀t ∈ [0, T ].

Donc pour tout t ∈ [0, T ],

U∗(t) = lim
n→∞

Un(t)

= lim
n→∞

[
n∑

k=0

( t
2

2
)k

k!
, 2

n∑
k=0

( t
2

2
)k

k!

]

=

[
lim
n→∞

n∑
k=0

( t
2

2
)k

k!
, 2 lim

n→∞

n∑
k=0

( t
2

2
)k

k!

]

=

[
∞∑
k=0

( t
2

2
)k

k!
, 2

∞∑
k=0

( t
2

2
)k

k!

]
,

d'où,

U∗(t) =
[
e

t2

2 , 2e
t2

2

]
, ∀t ∈ [0, T ].

Remarque. Nous pouvons considérer que U recherchée dans le problème (P ) est dé�nie

par U(t) = [u1(t), u2(t)], ∀ t ∈ [0, T ], d'où d'apès , U̇(t) = [u̇1(t), u̇2(t)], ∀t ∈ [0, T ], telle

que u̇1, u̇2 sonts les dérivées ordinaires des fonctions réelles u1, u2. Le poblème devient

(P )

[u̇1(t), u̇2(t)] = [tu1(t), tu2(t)], t ∈ [0, T ]

[u1(0), u2(0)] = [1, 2],

i.e.,

(P1)

u̇1(t) = tu1(t), t ∈ [0, T ]

u1(0) = 1,

et

(P2)

u̇2(t) = tu2(t), t ∈ [0, T ]

u2(0) = 2.
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3.3. Cardinal de l'ensemble des solutions

Pour le problème de Cauchy ordinaire (P1), la solution unique est la fonction réelle

u1 : [0, T ] −→ R

t 7→ u1(t) = e
1
2
t2 ,

tandis que pour (P2), la solution unique est la fonction réelle

u2 : [0, T ] −→ R

t 7→ u2(t) = 2e
1
2
t2 .

Par conséquent, la solution unique du problème (P ) est la fonction multivoque

U : [0, T ] −→ cc(R)

t 7→ U(t) = [e
1
2
t2 , 2e

1
2
t2 ].
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous avons intéressé à l'étude de certaines équations multi-

voques, fonctionnelles ainsi que di�érentielles. Dans cette étude, nous faisons appel à des

outils tels que la distance de Hausdor�, la dérivée, l'intégrale multivoques, et la théorie

des opérateurs. Nous traitons globalement ces équations par une approche du point �xe.
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