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NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

(f,D) : Le systéme dynamique discret défini par une fonction f sur I’ensemble D.
@ . L’orbite ou bien la trajectoire.
F . Un corps.
|-], : La norme p-adique.
D : Un nombre premier.
Up : La valuation p-adique.
S.(a) : La sphére de centre a et de rayon 7.
B.(a) : La boule ouverte de centre a et de rayon r.
B}(a) : La boule fermée de centre a et de rayon r.
Ly, . Anneau des entiers p-adiques.
7, L’ensemble des entiers p-dique inversibles.
Qp . Corps des nombres p-adiques.
@p : La cloture algébrique de corps Q,.
C, . Corps des nombres complexes p-adiques.
|C5], : L’ensemble des puissances rationnelles de p.
Flx] : L’ensemble des polynomes sur F.

Fix(f) : L’ensemble de tous les points fixes de f.

SI(zg) : La boule de Siegel maximum.



INTRODUCTION

La théorie des systémes dynamiques est une branche classique des mathématiques
introduite par Newton vers 1665. Elle fournit des modéles mathématiques, pour des sys-
témes évoluant dans le temps et suivant des régles généralement exprimés sous forme
analytique comme un systéme d’équation différentielles ordinaires. Ces modéles sont ap-
pelés systémes dynamiques continus. Dans les années 1880, Poincaré trouva commode de
remplacer certains systémes dynamiques par des systémes dynamiques discrets. Généra-
lement, ce sont des équations différentielles (si le temps est considéré comme continu) ou

en différences finies (si le temps du modéle est discret).

Une modélisation discréte du temps peut étre imposée soit par la nature méme du
processus soit par le besoin de "discrétiser" un modéle & temps continu pour le traiter
numériquement. L’évolution du systéme est observée en choisissant certains moments du
temps que nous allons supposer équidistants. Dans tous les cas le choix de 'unité de temps
représente une partie importante de modélisation du systéme. Dans le modéle le temps

sera donc noté par une variable n qui prend les valeurs entiéres n = ..., -2, —1,0,1,2, ....

Le but de ce mémoire est de détailler ’étude de Rozikov et Sattarov sur les systémes

dynamiques discrets (2, 2)-rationnels p-adiques. Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente deux catégories des systémes dynamiques, le Sys-
téme dynamique continu "SDC" et le Systéme dynamique discret "SDD". On donne des

concepts trés importants pour nous aider a étudier les systémes dynamiques notamment,



Introduction

le point fixe, I'orbite ( ou trajectoire), le bassin d’attraction, la boule de Siegel maximum

et les points périodiques.

On commence le deuxiéme chapitre par quelques rappels sur un corps non-archimédien.
Puis, On donne la construction analytique du corps des nombres p-adiques Q,. On termine

par le corps des nombres complexes p-adiques C, et ses propriétés analytiques et topolo-

giques. On mentionne par exemple que "C,, est algébriquement clos" et "la propriété des

triangles isocéles".

Dans le troisiéme chapitre, on étudie le systéme dynamique (2,2)-rationnel associé a la
az? + bz +c

224+dz+e
fixe zg = “%d. On montre que ce point fixe est indifférent, et on trouve que I’étude de la

fonction f(z) = ota#0eta,b,cd ecC, lorsque f admet un seul point
trajectoire d'un élément z € C,, est liée aux valeurs § = |2“%l‘p = |la—zolp, @ = |20 — 21|p,
B =| 20—z |, et r = |z2—2|,. Puis, on traite le cas v = /3, et on distingue trois possibilités,
0 < a, a < et a= 4. Dans chacun des cas ci-dessus, ’étude de systéme dynamique
p-adique se transforme en I’étude d’un systéme dynamique réel. On termine ce chapitre
par la conclusion que si zo = 0 est un point fixe, alors on a seulement deux cas possibles,

d<aeta=7J.



Chapitre

Préliminaires sur les systémes

dynamiques

Un systéme dynamique est un modele permettant de décrire 1’évolution au cours
du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet (X;77; f)
constitué de I'espace d’état X, du domaine temporel T, et d'une application de transition
d’état f: X xT — X, qui permet de définir & partir d’un vecteur de conditions initiales,

I’état du systéme a tout instant.

1.1 Classification des systémes dynamiques

On distingue deux grandes catégories de systémes dynamiques, les systémes a temps
continu et les systémes a temps discret. Si T' = R™ ou R, le systéme est dit continu, et si

T = N ou Z, le systéme est dit discret.

1.1.1 Systéme dynamique continu

La description mathématique d’évolution d’un systéme dynamique continu est donnée

par une équation différentielle ordinaire et un ensemble de conditions initiales

teR, X ecQCR"™ (1.1)



1.1. Classification des systémes dynamiques

Lorsque f dépend explicitement du temps le systéme (|1.1)) est dit non autonome. Dans le
cas contraire on dit que le systéme (|1.1)) autonome.

1.1.2  Systéme dynamique discret

Dans le cas général un systéme dynamique discret est décrit par une équation aux

différences finies, autrement dit, par une récurrence.

Définition 1.1. [/
Sotent D C R™ et f : D — D une fonction continue et dérivable. On appelle systéme

dynamique discret "SDD" d’ordre 1 en dimension m la récurrente suivante :

.CE()GD

Tpt+1 = f(‘rn>7vn € N.

Ou
ff=fo..of, et f'=Idp
o
Dans la pratique zo = f°(x0), 71 = f(x0), T2 = f*(x0), ..., et x, = f™(xq) représentent

les valeurs d’une certaine quantité xo au temps 0,1,2,....n.

Dans tout ce qui suit, on utilise la notation (f, D) pour désigner le systéeme dynamique

discret défini par une fonction f sur l’ensemble D.

Voici un exemple élémentaire d’un processus dynamique a temps discret.

Exemple 1.1.

Supposons que nous avons une population de lapins qui au début de notre expérience
compte xq lapins. Nous savons qu’en une année la population augmente de 10%. Notons
par x, le nombre de lapins de la n-éme année. Nous voulons décrire I’évolution de x.

Aprés une année on obtient x1 lapins



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Au cours de la deuxiéme année la quantité de lapins augmente de la méme facon. En

continuant on trouve pour une année quelconque
Tpi1 = T+ (0.1)x, = (1.1)x,

Ainsi, on remarque que pour chaque période de temps

Tpr1 = [(z,), telle que f(x) = (1.1)x

Autrement dit, la dynamique de la population peut étre décrite, comme dans [’ezemple
précédent, par ['itération d’une fonction f. En connaissant cette fonction nous pouvons

reconstituer ’état du systéme a chaque moment du temps.

1.2 Comportement des systémes dynamiques

L’étude d'un systéme dynamique discret est basée sur ’étude des orbites, points fixes,

points périodiques et k-cycles de ce systéme.

1.2.1 Notion d’orbite (ou trajectoire)

Définition 1.2. [6)
L’orbite positive de x € D par le systéme dynamique discret (f, D) est définie par

O, (z) = {f"(z), k e N}.
Si f est bijective, on définit Uorbite de x par
O(z) = {f"), keZ}.
Ainsi que l’orbite négative
O_(z) = {f*(x), ke N}.
Représentation graphique de ’orbite dans R

Dans le cas o f est une fonction de R vers R on peut représenter sur le plan (z,y) € R?

I'évolution d’une orbite O(zy) qui commence dans le point (z¢,0) en suivant ces étapes



1.2. Comportement des systémes dynamiques

— Etape 1 : tracer la courbe représentant la fonction f et la droite y = z.

— Etape 2 : placer le point de coordonnées (z, 0).

— Etape 3 : chercher le point d’ordonnée f(z), on l'obtient en tracant une droite
verticale passant par (zo,0) et en cherchant son intersection avec la courbe de la
fonction f . Ce point a comme ordonnée f(xy), ce qui correspond a z; (puisque
x1 = f(x0)).

— Etape 4 : projeter horizontalement le point de coordonnées (20, z1) sur la droite
y = x pour obtenir le point de coordonnées (x1, z1), une projection verticale permet
ensuite de reporter le point (z1,0) sur I'axe des ordonnées.

Réaliser ensuite pour x; les méme opérations que pour zy afin d’obtenir z, et ainsi de

suite pour les termes de rang suivant.

Ty E——

I3

Ia

I

In €ryp To Ty Ty
FIGURE 1.1 — Représentation graphique

Exemple 1.2.
Soit (f,Ry) un SDD ou f de la forme f(x) = x*. Prenons pour condition initiale zo = 1/2.
L’orbite correspondante est

o =1/2
1 = f(xg) =1/4
2y = f(z1) = 1/16
Remarquons que

Ty = f(xn 1) = f"(20) = (1/2)*" = 0 quand n — +o0

10



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Alors
O.(1/2) = {1/2,1/4, ..., (1/2)*",...,0}

y=1f{x)

1/2

Iy

T3 Ty Tp=1/2 1

FIGURE 1.2 - L’orbite O (3)

1.2.2 Points Fixes

Définition 1.3. [3/
On appelle "point fixe" d’un systéme dynamique discret (f, D) tout point xo € D tel que

f (o) = zo (1.2)
Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.

L’ensemble des points fizes de f est noté par Fiz(f).

Exemple 1.3.

Les points xg = 0 et z1 = 1 sont des points fizes du systéme dynamique discret (f,R), ou

f(z) = 22

En effet

Pour calculer les points fizes on résout ’équation f(x) =z. On a
f@)=rzerP=rec’-r2=02(r—1)=0

S(x=0)V(x=1).

11



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Définition 1.4.
Soient (f, D) un SDD et xy € Fiz(f).

— Le point fize xo est dit attractif, s’il existe un voisinage V(xy) de xq tel que
|f(z) = ol < |z — o], V& € V(29).

— Le point fize xq est dit répulsif, s’il existe un voisinage V(xq) de o tel que
|f(z) — ol > |z — wo|, V& € V(29).

— Le point fize xq est dit indifférent, s’il existe un voisinage V(xo) de xq tel que

|f(z) — x| = |2 — 20|, V& € V(x0).

Théoréme 1.1. [3/

Soient I = [a,b] C R, et f: I — I une fonction continue sur I ayant un point fize xo € 1.
S’il existe v > 0 telle que f est dérivable sur le voisinage V,(xo), et que la dérivée [ est
continue au point xqy. Alors

— Le point xq est attractif si et seulement si

!

‘f (xo)’ <1

— Le point xq est répulsif si et seulement si

( f (xg)) > 1.
— Le point xq est indifférent si et seulement si

( f’(xo)) —1.
Exemple 1.4.

Dans I’Exemple ona f (x) = 2x. Donc le point fize xy = 0 est attractif, et le point
fize v1 = 1 est répulsif. Car f(0)=0<1et f(1)=2> 1.

Définition 1.5. (Bassin d’attraction)[5]
Soient (f, D) un SDD et xq € Fix(f). Si xo est un point fize attractif, alors son bassin

d’attraction est

Alwo) = {r € D, Tim_f"(x) = w0},

12



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Exemple 1.5.
Dans ’Ezemple Le bassin d’attraction du point xo =0 est A(0) =] —1,1[.
Car, pour tout x € R, on a f*(x) = 2*", donc

e Sil|z| <1, alors lim f"(z)= lim 2*" =0.
n—+o00 n—+o00

. > . n — on '
e Sil|x| > 1, alors nl_lgloof (x) nl_lgloox #0

Définition 1.6. (Boule de Siegel)[10]

La boule B,(x¢) est dite une boule de Siegel, si chaque sphére S,(x¢) tel que p < r est
une sphére invariante de f (i.e., si x € Sy(xo), alors tous les points itérés f"(x) € S,(x0)
pour toutn = 1,2, ...).

L’union de toutes les boules de Siegel avec le centre en xq est dite a une boule de Siegel

maximum et est notée SI(xo).

1.2.3 Points Périodiques et k-Cycles

Définition 1.7. [T/
On dit que x € D un point périodique d’un SDD (f, D), s’il existe m > 1 tel que

f™(z) =z (1.3)
La période "k” d’un point x € D est défini par,
k=min{m >1, f"(z) =x}.

%) L’ensemble {xg,x1,...,xx_1} forme un cycle d’ordre "k” (ou une orbite périodique

d’ordre "k”, ou encore un k—cycle), si

flz) =xip1,i=0,1,.. k=2
f(l‘k_l) = X29-
Chaque point d’un cycle d’ordre "k” est un point five pour f* ou f*(z;) = x;,

1=0,1,....,k — 1, et nest pas un point fize pour f™ sim < k.

Remarque 1.1.
Le point fize f(xs) = x5 d’un systéme dynamique discret est un point périodique de période

k=1.

13



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Exemple 1.6.
Soit (f,R) un SSD ou f(x) = ax(l —x), et a € R%. Les points 2-périodiques sont les
solutions du systeme
f () = =;
f(@) #
i.e., (a®’2* — (a> +a)r +a+1) =0. Comme A = (a — 3)(a+ 1), alors

— Pour a > 3, il y a deux points 2-périodiques distincts

a+1 1 a—+1 1
= ~/(a— 1), et 2 = -
2a + 2a (a=3)(a+1), et 2 2a 2a

(a—3)(a+1).

4

— Pour a < 3, il n’y pas de points 2-périodiques.
— Pour a = 3, il y a une seul solution, qui coincide avec l'un des points fizes, d’ou il

n’y pas de points 2-périodiques.

On peut observer dans cet exemple un phénoméne trés important dans la théorie des
systemes dynamiques "le changement des caractéristiques d’un systéme en fonction du

choix de ses paramétres”.

Définition 1.8. [3/
Soient un SDD (f,R), et O(xg) = {xo, x1, T2, ...,xx_1} une orbite périodique de période
"k” de ce systeme. On dit que cette orbite est attractive (ou répulsive) si chacun de

ses points est un point five attractif ( resp. un point répulsif ) de la fonction f*.

Les régles élémentaires de calcul de dérivées des fonctions composées permettent d’éta-

blir un critére simple similaire aux Théorémes |1.1

Soit O(xg) = {xo,x1,22,...,x_1} une orbite périodique de période "k”. En suivant la
définition donnée ci-dessus, nous devons vérifier pour chaque point x;,7 = 0,1, ...,k —1§’il
est un point fixe attractif (ou répulsif) de I'application f*. Supposons que la fonction f

admet une dérivée, donc la fonction f* est dérivable. De plus, pour tout s = 0,--- ,k — 1

14



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Puisque 'orbite est périodique on a

’

%fk(xﬂzfl(xo)'f(xl) ce (@) :Hf/(xj)'

Théoréme 1.2. [5/

Soient I = [a,b] un intervalle et f: I — I une fonction continue sur I. Supposons que le
SDD défini par la fonction f posséde une orbite périodique O(zo) = {xq, T1, T2, ..., Tp_1} C
I de période”k” . Si pour tout x; € O(xg),1 = 0,1, ..., k—1, il existe un voisinage V,(x;) C I
tel que la fonction f(x) est dérivable dans ce voisinage est que sa dérivée est continue en
;. Alors

— L'orbite O(zy) est attractive si et seulement si

k—1
d /
d—fk(xo) = Hf ()] <1
x ,
7=0
— L’orbite O(xg) est répulsive si et seulement si
d k—1
%fk(wo) = Hf(l’j) > 1.
7=0
— Le cas est indéterminé si
d k—1
k _ ! —
%f (wo)| = jHOf(l’j) =1

Exemple 1.7.
Prenons le systeme de I’Exemple [1.6] défini par la fonction

f(z) =az(l —x)

15



1.2. Comportement des systémes dynamiques

Nous savons que quand a > 3, le systéme possede une orbite périodique de période 2. De
plus, les points de cette orbite sont

a+1++vVa2—2a—3 a+1—+va?2—2a—3
— , T

2a - 2a

X1 2 =

Prenons d’abord a = 3.2. Alors

~21+4/0.21
N 3.2 ’

_21+4/021

i 39

X2

Comme la dérivée de la fonction f est

’

f(z)=a—2ax =a(l —2x)
Donc si on applique le Théoreme|1.4, on trouve

‘%F(m = 1'(@2) )] =016 < 1.

D’ou lorbite O(xy) est attractive.

Prenons maintenant a = 3.5, alors x1 = 6/7, x9 = 3/7 et

’%J&(ﬂfl) =1f'(z1) - f'(z2)| =5/4 > 1.

Dans ce cas, Uorbite O(x1) est répulsive.

16



Chapitre 2

Notions de base en 'analyse p-adique

Dans ce chapitre, On donne la construction du corps des nombres complexes p-adiques

C, et ses propriétés analytiques et topologiques.

2.1 Corps des nombres p-adique Q,

Dans cette section, on donne le complété de Q par rapport a la norme p-adique | - |,.

2.1.1 La valuation p-adique sur Q

Définition 2.1.
Soient p un nombre premier et n € Z*, la valuation p-adique de n notée par v,(n) est
le plus grand entier « tel que p* divise n i.e., n = p“-ny, ny € Z* et (p,ny) = 1.

Siz=—¢ Q*, alors vy(x) = vy(n) — v,(m), et par convention v,(0) = +o0.
m

Exemple 2.1.
[} POUT’p:2, on avg(zzfi;§£4): —4 = -3.
e Pourp>2,ona vp(Q;gfi;r;f‘l) =0—4=-4.

Proposition 2.1.
Sotent a,b € Z, on a
1) vp(a-b) = vy(a) + v,(b).

17



2.1. Corps des nombres p-adique Q,

2) vy(a+b) > min {v,(a), v,(b)}

Preuve.

C’est évident pour a = 0 ou b = 0. On suppose que a, b € Z*, alors

a=p@ x nn €7,

b=p»® x ny,ny € Z*.
On pose v,(a) = a et v,(b) = 4. Alors d’'une part, on a
axb=p**(ny - ny),
ou p ne divise pas n; X ng, donc
vp(a-b) = a+ B =vy(a) + v,(b).
D’autre part, on suppose que a < 3, donc
a+b=1p"xng+p° xng=p*(ny +p° 7 ny).

D’ou
vp(a+b) > a=min{a, 5},
ie., vy(a+b) > min{v,(a),v,(b)}. [ |

Proposition 2.2.

Pour tout a, b € Z*, on a
vp(a) # vyp(b) = vy(a +b) = min{v,(a), v,(b)}

Preuve.
On prend v,(a) < v,(b), et comme on a

vp(a+b) > min{v,(a),v,(b)}, Va,b e Z*,

alors v,(a + b) > v,(a).

Il reste a monter que v,(a) > vy,(a+0b). On a
vp(a) = vp(a — b+ b) > min{v,(a + b),v,(b)}.

Si min{w,(a 4+ b),v,(b)} = v,(b), alors v,(a) > v,(b), c’est une contradiction avec I'hypo-

these, donc vy(a) > v,(a + b). [

18



2.1. Corps des nombres p-adique Q,

2.1.2 La norme p-adique sur Q

Définition 2.2.
Soit p un nombre premier, on définit l’application de la norme p-adique | - |,: Q — Ry
par

p @ sz #£0

|z |p=
0, st x=0.
Exemple 2.2.
e Pourp=2,ona )% — 9-(=3) — 93
e Pourp>2 ona % =p Y = pt.

Remarque 2.1.

On remarque que | - |, prend ses valeurs dans l’ensemble discret noté par

|Ql, = {p", n € Z}uU{0}.

Définition 2.3. (La norme non-archimédienne)
Soient F un corps, et || - || une norme sur F. On dit que || - || est non-archimédienne, si

elle vérifie
| z+y||<max{| z || yl}(inégalité triangulaire forte ).

Le théoréme suivant est une condition nécessaire et suffisante pour qu’une norme || - ||

soit non-archimédienne.

Théoréme 2.1. [7/
Soit (F, || - ||) un corps normé, les condition suivantes sont équivalentes

1) || - || est non-archimédienne.

2) | n||<1, Vn e N* (ie., N est borné).

Preuve.

1) D’une part, on suppose que la norme || - || est non-archimédienne et on montre

par récurrence que ||n|| <1, Vn € N*,
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2.1. Corps des nombres p-adique Q,

ePourn=1,onal|n|=|1l]=1<1

e On suppose que || n ||< 1 est vraie pour n > 1, et on montre que || n+ 1 ||< 1.

On a
7+ 1< max{|[n [, | 1]} <1
D’ou
|n|<1, VneN".
2) D’autre part, on suppose que || n [[< 1, ¥n € N* et on montre que || - [ et
non-archimédienne. Comme || - || est une norme, il suffit de prouver l'inégalité

triangulaire fort, i.e || z +y ||[< max (|| z ||,|| v ||), Vz,y € F. Pour tout n € N*

on a
lo+y " =] @+ = |3 Chary
k=0
k n—k
< S CE el
k=0
< S llall* [yl (car || CE (< 1, CF e NY)
k=0
<> max{[ = [ | y [I}]"
k=0
< (n+ Dimax{[ 2 ||, || y [}]",
donc

le+y 1< (n+ )Y max {2 ||, [l y [I}-

Par passage a la limite quand n — 400, on obtient

Iz +y l[<max{fla [y},

alors || - || est une norme non-archimédienne .

Proposition 2.3. [7/

La norme p-adique est une norme non-archimédienne sur Q.

Preuve.
Soient x, y € Q, donc on a

1) |z|, =0 < x =0, d’apres la Définition [2.2]
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2.1. Corps des nombres p-adique Q,

2) |.CE . y|p — p_vp(x'y) — p_vp(m)_vp(y) — p_vp(z) . p_vp(y) — ‘x|p . ’y|p

3) L’inégalité triangulaire forte est satisfaite, car

|z +y |,=p @ty < pmmin{o@u)

— pmax{—vp(x),—vp(y)}
= maX{p_Up(x)y p—vp (y)}

=max{| z |p, |y |}

D’ou, la norme p-adique | - |, est non-archimédienne. [ |

Proposition 2.4. [7/

Pour tout x € Q*, on a

II 1elh-lele=1

p premier

0l | - |oo est la valeur absolue usuelle.

Définition 2.4. (Normes équivalentes sur un corps )[4/[7]
Soient F un corps, || - ||1 et || - |2 deux normes sur F. On dit que || - ||1 et || - ||2 sont

équivalentes si, ¥(ap)nen CF, a € F on a

a, [RE! 0 a, II-ll2 a

Remarque 2.2.

n
Sip1 # pa, alors | - |y, et |- |, ne sont pas équivalentes (car, pour la suit x, = (12)
D2
|

‘Ip1 . Hp2
on a x, — 0, mais r, /—0).

Proposition 2.5. [J/[9/

Deuz normes || - ||1 et || - ||2 sur F sont équivalentes si et seulement si
da > 0 tel que || z ||1=|| = |5, Vz € F.

Proposition 2.6. [7/
Une norme || - || sur Q est équivalente a la valeur absolue usuelle | - | si et seulement si

|- I=] -] o0 <a<1.
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2.1. Corps des nombres p-adique Q,

Preuve.

1) D’une part, on suppose que 0 < a < 1, et on montre que || z ||=| = |*, Vz € Q,
est une norme sur Q. Les deux premiéres propriétés de la norme sont évidentes, il
suffit donc de vérifier I'inégalité triangulaire.

Soit z,y € Q, on suppose que | y |[<| z |, alors on a

ety <(zl+]y)° —|w|a( 'i’)

o oo ) o (o () o1

La deuxiéme inégalité découle du fait que t* < t, Vt > 1, et la troisiéme car t* > t,
pour 0 <t < 1.

2) D’autre part, si o > 1 l'inégalité triangulaire n’est pas satisfait. Par exemple

| 1+1|*=2%>]1|*+|1]|*=

[ |
Théoréme 2.2. []/(Ostrowski)
Tout norme non triviale sur Q est équivalente soit a la norme usuelle | - |, soit a |- |,
pour un nombre premier p.
Remarque 2.3.
Le corps (Q,]| - |,) n’est pas complet, car il existe des suites de Cauchy qui ne sont pas

convergentes.

2.1.3 Le corps Q,

Le corps des nombres p-adiques @, est le complété de Q par rapport a | - |,, alors la

norme p-adique sur Q, est I'é¢tendue de la norme p-adique sur QQ de la fagon suivante :
Ve e Qp, |z |,= lm |z, |,
+00
ot (x,), est une suite de Cauchy dans Q convergente vers z.

Définition 2.5.

On définit 'anneau des entiers p-adiques comme suit

Ly ={2 € Qp, |2 [,< 1} ={z € Qp, vp(z) > 0}.
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2.1. Corps des nombres p-adique Q,

On peut aussi définir le corps des nombres p-adiques comme le corps de fraction de Z,,
ie.

x
@p:{g, z,y € Ly et y # 0}.

Théoréme 2.3. (Développement de Hensel)[]l/

Tout élément x € Q,, admet un développement unique sous forme de série convergente

dans Q, :
T = Z anp" (2.1)

ot a, € {0,1,....,p— 1}, et ng € Z.

Si an, # 0, alors on a vy(x) = ng. D’ou |Q,l, = {p*, o € Z} U{0}.

On peut utiliser le développement de Hensel pour donner une autre définition de I’ensemble

des entiers p-adiques comme suit :

+o0

Zy={r€Q,uz= Zaipi} = {z € Q,,v,(x) € N}.

=0

Remarque 2.4.

1) On remarque que dans (2.1), il y a une infinité de chiffres avant la virgule, et un

nombre fini de chiffres aprés la virgule, ¢’est-a-dire
T = ...0p...020100.A_10_2...0n,

Cette forme est appelle la forme canonique de a dans Q,, ou l’expansion p-
adique de a dans Q,.

2) Dans R il n’y a pas d’unicité, car

1,000... = 0,999...
Exemple 2.3.
Le développement de Hensel de x = —1 est donner par
+oo
—1= (- == Dlp—1p-1).
k=0

D’ o, pour p=2, on a

+o0o
1= Zz’f — 111
k=0
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique C,

Remarque 2.5.
L’ensemble des entiers p-adiques inversibles est donné par
Ly =Ax € Ly, | x |,=1} = {x € Zy, vy(x) =0}

+oo

={re€Q)z= Zaipi,ao # 0}.

1=0

Exemple 2.4.

1) Ona|5|5=5"", alors5 € Qs, car 1 € Z.
1

1 1
2) On a |5 |5=|5|2=5"2, alors /5 ¢ Qs, car 5 ¢ 7.
3) Pourp #5, | /5 |,=| 5 |2=12 = 1, donc /5 € Zs.

2.2 Le corps des nombres complexes p-adique C,

Définition 2.6.
On dit qu’un corps F est algébriquement clds si chaque polynome P(x) dans Flz| de degré

n admet n racines dans F.

Proposition 2.7. [i

Le corps Q, n’est pas algébriquement clos.

Preuve.
On considere le polyndéme
P(z) = 2" —p° € Qp[a].
Si «v est une racine de P(x) dans Q,, alors
at—p’=0&at=p’
slal,=p~°
9
<:>’ o |P: b+,
donc v, () = % ¢ Z. Donc a ¢ Q,, d’ott P n’a pas des racines dans Q,, i.e., Q, n’est pas

algébriquement clos. |

Soit @p une cloture algébrique du corps @Q,, La norme p-adique s’étend de maniére
unique a @p mais cette cloture n’est pas compléte. Donc nous avons besoin de la compléter

pour former un plus grand corps complet, algébriquement clos, noté C,,.
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique C,

2.2.1 Propriétés analytiques et topologiques de C,

Théoréme 2.4. [7/

Une suite (a,)n>0 € C, est de Cauchy, si et seulement si

nl—l>r-iI-100 ’ Ant1 = ln |p: 0.

Proposition 2.8. [7/

P1. Soit (an)n>0 une suite d’éléments de C,. Silim, o an = a, ot a € C;, alors il
existe ng € N tel que Vn > ng, | ay, [,=] a |,-
P2. Soit Y7 a, une série dans C,. Alors Y " a, converge si et seulement si

lim, 1o a, = 0. Dans ce cas

< .
< mag | anly

oo
> an
n=0

p

Exemple 2.5.

L. 2
1) La série ), . p™ est converge dans C,, car

. 2 . _n2
lim |p" [,= lim p™™ =0.
n—>+00 n—-+00

Mais, cette série est diverge dans R, car

. 2 . 2
lim |p" |= lim p" = +o0.
n—+00 n—-+00

1
2) La série Y, - e est diverge dans C,, car

n2
p

= lim = lim p”2 # 0.

lim =
n—+oo =" n——400

n—-+0o

Proposition 2.9. (Propriété des triangles isocéles)|[i]

Sotent a, x deuz éléments dans C,, on a
|z — alp <lal, = [z[, = [al,.
Preuve.
On suppose que |z — al, < |al,, on a
|zlp = |z — a+al, < max{[z —aly, |afp} = |al,.
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique C,

D’autre part, on a

‘a|p =la—x+ x|p < max {|a — x|p7 ’x‘p}-

Si max {|a — x|, |z|,} = |a — x|, alors
lal, < la =], = |z — al,.

C’est une contradiction avec 'hypothése, donc max {|a — x|, |z|,} = |z|p.

Dot |a|, < |z|p, alors |x|, = |al,. [ |

Proposition 2.10. [J/
Soient x,y € C, tels que |x|, # |y|,, alors

|z £ ylp = max{|zl,, |y[p}-

Preuve.

On suppose que |z|, < |y|,, alors

|x|p = |.I +y— y|p < |y|p7

d’ot

T+ y|p = |y|p = max{|x|p, |y|p}-

Proposition 2.11. [7/

Soient a,b € C, et r,ry € |0,400|, on a les propriétés suivantes :

P1. La sphére S,(a) = {x € C,, |x —a|, =1}, est un ensemble ouvert dans C,,.

P2. Toute boule B,(a) = {x € C,, |z —al, < r}, est un ensemble ouvert et fermé a la
fors.

P3. Tout point d’une boule est un centre de cette boule.

Pj4. Soient B,(a) et B,,(b) deuz boules de C,, alors elles sont disjoints ou l'une est

clus dans Uautre.

P5. |C,l, = {p*, a € Q}U{0}.
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Chapitre

Systémes dynamiques (2,2)-rationnels

p-adiques

Dans ce chapitre, on étudie le systéme dynamique discret (f,C,), ot f est une fraction

rationnelle définie par

az’> +bz+c
f(Z) = m, a%O, |b—ad |p+ | Cc — ae |p§é O, CL,b,C,d,eE(Cp. (31)
Oll 2 # 219 = 4=t

Remarque 3.1.
On remarque que si b = ad et ¢ = ae alors d’aprés (3.1) on a f(2) = a, i.e., [ devient

une fonction constante. Nous avons donc supposé b # ad ou ¢ # ae.

Il est clair que pour calculer les points fixes de f, on résout I’équation f(z) = z. Ce

qui équivaut a I’équation suivante
2+ (d—a)2*+ (e —b)z —c=0. (3.2)

Comme C, est algébriquement clos, alors I’équation (3.2)) peut avoir trois solutions avec
I'un des cas suivants

1. Une solution multiple trois fois.

2. Deux solutions, une solution simple et I'autre multiple deux fois.

3. Trois solutions distinctes.

On étudie dans ce chapitre le comportement des orbites d’un systéme dynamique dis-

cret (2,2)-rationnel arbitraire dans le corps des nombres complexes p-adiques C, lorsque
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Systémes dynamiques (2,2)-rationnels p-adiques

f admet un seul point fixe, c’est-a-dire on considére le cas (1.).

Le lemme suivant donne un critére sur les parameétres de la fonction (3.1]) garantissant

I"unicité de son point fixe.

Lemme 3.1.

La fonction (3.1)) admet un point fize unique si et seulement si

a—d e—b d

_ _ s a—d _ e—b:3
T = 3 Ve ou 3 3 Je. (3.3)

Preuve.
Nécessité, on suppose que la fonction (3.1]) posséde un seul point fixe zy, alors I’équation

(3.2) peut s’écrire sous la forme

P24 (d—a)+(e—bz—c=(z—2)*

= 2% — 322" + 3202 — 2.

Par conséquent,

3zo=a—d
322=e—0
zw=c

Ce qui donne

a—d e—b
0= —3 = £/ 3 = Je.

Suffisance, on suppose que les coefficients de la fonction (3.1]) vérifient (3.3)). Alors

2 4 bz + (259)°
f(z) = - © (d?;) , a#0, b# —2a* oud# —2a, a,b,d € C,. (3.4)
24de+ 2 4

Dans ce cas, ’équation f(z) = z peut étre écrite comme

a—d\®
— = 0.
(--5)

a—d
7

Ainsi f(z) a un point fixe unique zy =

Il résulte de ce lemme que si la fonction (3.1) a un point fixe unique alors elle est de la

forme (3.4). On étudie donc le systéme dynamique discret (f,C,) avec f donné par la
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Systémes dynamiques (2,2)-rationnels p-adiques

forme (3.4)).

a
Le point fixe 2y =

—d
est indifférent pour la fonction (3.4)), car

Fle =30

) =1.

On note P = {z € C,,3dn € N, f*(2) € {#,2}}. Pour étudier la trajectoire de z ¢ P
dans le systéme dynamique p-adique discret (f,C,), on a besoin d’estimer |f(2) — zo|p.

On a
az> +bz+ 28 — 202 +dz +e)

f(z) =2 = 21 dste
_ (a—2)2* + (b—dzo)z + 2§ — ez
(2 = 21)(z — 22)
(@ —20)(2 — 20)% + (a — 20) (2202 — 22) + (b — d20)z + 28 — exg
(2 — 21)(z — 29) ’
comme d = —zy — 29, € = 2125 et b= 2129 — 3z§ on obtient
2 (2 = 20)° + (2 = 20) (20 — 21) (20 — 22)
f(z) =2 =
(z —21)(z — 22)
D’ou
| 283z — 20) + (20 — 21) (20 — 22) |
| f(z) =20 lp =] 2— 20 |p - 3 u : (3.5)
| (2= 20) + (20 — 21) |yl (2 = 20) + (20 — 22) |
Remarque 3.2.
On remarque que la valeur de |f(z) — zo|, est lie aux valeurs § = ’%‘%ﬂp = |a — zolp,

a=lzg— z1lp, B=|20— 22 |p et = |2 — 20]p.
De plus, zy — z1 et zg — zz sont symétriques en (3.5)). Donc on considére le systéme

dynamique (f,C,\ P) pour les deux cas a = 5 et a < .

Les parameétres du systéme dynamique (f, C, \ P) vérifient les propriétés suivantes

Proposition 3.1. [10)/

2 _ (a—d)?
VE-EE

d2 _ (a—d)?
T 3 b

1. Si #* |2a%l‘p, alors a = 3.
p

_ | 2a+d
- 6

2. 8i

0 alors

p
o o< et B <O pour tout p > 3.

o <20 et <20 pourp=2.
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Preuve.

1. Par la contra-posée, on suppose que a # 3, donc
a=[zy— 21 [,=] —20 + 21 [p#] 20 — 22 [,= B,
alors d’aprés la proposition([2.10)), on a

| (20 — 21) + (20 — 22) |,=| (=20 + 21) + (20 — 22) |,= max{a, B},

d’ou
‘ 21 — 29 |p:| 220 — 21— 29 I

aussi

d? (a—d)2 b Z1 — %9 - 220—21—22 . 2a +d

4 3 ) 2 » 2 » 6 »

2. On suppose que \/% — @ —bl = ‘Q‘L%i v donc
p
| 21 — 29 |p:| —Z1 + Z9 |p:| 220 — 21 — %9 |p: 5

Alors, d'une parte

| 2(20 — 21) [p =| (=21 + 22) + (220 — 21 — 22) |

<max{| —z1+ 2 |p, | 220 =21 — 22 [} =0

donc

1 20, st p=2

0, sinon.

D’autre parte

| 2(20 — 22) |p =] (21 — 22) + (220 — 21 — 22) |

<max{| z1 — 22 |p, | 220 —21 — 22 [} = 0

donc

1 20, sip=2

0, sinon.
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3.1. Lecasde a > ¢

Dans ce qui suit, on étudie le cas ou a est égal a 3. Cette étude est dépendu de la

position de « et §, donc on a trois cas possibles, § < a, a < d et @ = 9.

3.1 Lecasdea>9)

Dans ce cas, le systéme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme (3.4]) est devient
lié au systéme dynamique réel (¢, 5, Ry ) associé a la fonction ¢, 5 : [0, +oo[— [0, +00]

définie par
(

r, S1T <

*

a*, str=«

Pas(r) =| f(2) = 20 [,= 0‘72, st <1< %2
o?

* . _
0%, sir="%

. a?
\5, st > %,

ol o et 0* deux nombres positifs tels que a* > «, 6* <.

En effet

2a+d
Onar=|z—2|p a=|z20—2|p, 6=

et B =| 2z — 22 |, . Donc
P
e Pour r < a, on a ér < o? (car § < a). Donc

2a+d
basl0) =1 £2) =01y =] 2 = 0y TS

(2 —20) + (20 — 21)(20 — 22) |p
+ (20 — 21) |p| (2 = 20) + (20 — 22) |p

(07

=7T-
a-

Il
=

e Pour r = o, on a da < o? (car § < a). Donc

(r) =] f(z) — 2| -
as(r) =] f(2) —20 |, =
v O T T 20) + (20— 21) Il (2 — 20) + (20 — 22)
=a >« = Q.
-
o Powr o <7 <%, onadr<a®(card < a). Donc
o? a?
Yas(r) =] f(2) — 20 |p—7"m =

31



3.1. Lecasde a > ¢

2
e Pour r = & ona dr =’ (car § < a et 7 > ). Donc

| 299 (2 — 20) + (20 — 21) (20 — 22) |y
r-r

z—20) + (20 — 21) (20 — 22) |
2

9001,5(7’) =| f(2) — 2o |p =r.
e

«
2

— 5 <5 =4
«

o Pour 7> % onadr>a?(car § < aetr > a). Donc

or
Yas(r) =| f(2) =20 [,=71" —— =0

Notation 3.1.

On note

a’(2) =| f(2) = 20 lp, 51 2 € Sal20),
et

8" (2) =| f(2) — 20 |p, si 2z € S%z(zo).

Théoréme 3.1. [0/
Le systeme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme (3.4) a les propriétés suivantes
1. ]]) SI(Z()) = Ba<20).
12) P C SQ(Z()).

2. Sir>aetze S(2), alors

S#(Z(]), 3ia<r<%2
2

f'(2) € € Ss-(2), sir= o

Ss(z0), sirT> %,
pour tout n > 1.
3. Siz € Sy(20) \ P, alors on a l'une des deux possibilités suivantes

8.1) Il existe k € N* et puy > « tels que f*(z) € S, (20) et

Sa2(z0), sia<py <%
HE
fm(z) S Sé*(fk(z))(ZO)y St e = %2

Ss(z0), si g > %2,

pour tout m >k +1 et f(2) € Sa(z0) sim < k— 1.
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3.1. Lecasde a > ¢

3.2) Lorbite O, (2) = {f*(2),k > 0} est un sous-ensemble de So(2).

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants

Lemme 3.2.

Si z € S.(z0), alors pour la fonction (3.4]) on a

’ fn(z) — 20 ‘p: QDZﬁ(T),Vﬂ 2 1.

Preuve.
On suppose que a > 4§, et z € S,.(z) (i.e. | z — 2o |,= r). Par récurrence, on a
e Pour n =1, d’aprés la définition de o5 on a | f(2) — 20 |p= Yas(r).
e On suppose que | f"(2) — 20 [,= o ,(r), pour n =1 (i.e.f"(z) € Spp ,(r)(20))-
Alors
| (=) = 20 b= F(f7(2)) — 20 [p= Pas(#h5(r)) = 55 ().

Lemme 3.3.
Le systéme dynamique réel (po5,Ry) a les propriétés suivantes
1. Fiz(pas) ={r, 0 <r <a}U{a, si o =a}.

2. Sir > a, alors

a2

. 2
Costa<r<®
r 1

ons(r) =406 sir=<

, 5
. 2
0, sir> %
pour tout n > 1.

3. Sir=aeta* > a, alors

2

. 2

Losia<at <

«a 0
n . 2
Pas(r) =46, siar=%

. 2
0, siaf>

pour tout n > 2.
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3.1. Lecasde a > ¢

Preuve.

1. D’apreés la définition de ¢, s(r), on obtient
e Pour 7 < a, on a p,s(r) =1, donc r € Fix(pqs).
e Pourr=aeta*=a,onap,s(r)=a" =a=r, doncr e Fiz(pys).
e Pourr=aceta*>a,onap,s(r)=a*>a=r doncr ¢ Fiz(pas).
o Pour @ <7 < % ona @us(r) = % # r. Car sinon on a a® = % ie. a =7,
contradiction, donc r ¢ Fix(pqs)-
e Pour r = %2, ona @,s(r) =0 <d<a<r, doncr ¢ Fix(pas).
e Pour r > %2, on a @,s(r) =3 <r,doncr ¢ Fix(pas).
2. Sir > a, alors

Pour n =1, on a
Pas(r) =146, sir=2%

Par conséquent

Poura<r<%2,ona5<o‘72<a, donc . 5(r) = < < a.

Pour r > %2, on a comme 0* < § < «, donc p,s(r) < a. Ainsi p,(0as(r)) =
©as(r), 1., Yas(r) est un point fixe de ¢, s pour tout r > .

D’ou, pour tout n > 1 on a

a2

. 2
Eosta<r<S
r é

Pas(r) =Q0%, sir=2

. 2
6, sir >,
3. Sir=aeta*>a,onaqp,sr)=ao">a, donc d'aprés (2.) on a

Pour tout m > 1, on a

Py (1) = 0is(pas(r) = wis(@) = { 6%, sia* =2

D’ou, pour tout n=m+12> 2, on a
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3.1. Lecasde a > ¢

Pas(r) =46, sia*=2

Preuve du Théoréme B.7] .
2. Soient r > « et z € S,(2), alors d’aprés le Lemme [3.2| et la partie (2.) du Lemme

[3:3] pour tout n > 1, on a

[ ["(2) = 20 |v= ¢as(r) = § 67,

2

donc
Sz (20), sioz<7“<%2

2

fn(z) S Sapg’(;(r)(ZO) =43 S5+ (ZO), St = O‘T

Ss(z0), sir> %2.

R

3. Soit z € S,(z) \ P, alors on a

o3
> .

| f(2) = 20 |p,= | (z— 20) + (20 — 21) |p| (2 = 20) + (20 — 22) |p

D’ou
o Si| f(2) — 20 |p> « il existe py > a tel que f(z) € Sy, (20), (e, | f(2) — 20 |p=

1), et d’aprés la partie (2.) de ce théoréme, on a
Se2(20), sia<m <5

K1
(1’2

fm(z) € Sg*(ZQ), st M1 = i

Ss(z0), St g > %2,

pour tout m > 2. Alors dans ce cas k = 1.
e Sinon | f(z) — 2o |,= «, alors on considére ce qui suit

) = = T ) W @ ) ) |, =
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3.1. Lecasde a > ¢

Maintenant,
* Si| f2(z) — 20 |p> «, alors il existe uy > « tel que f?(z) € S,,(20), (i-e.,

f3(2) — 20 |p= p2), et d’apres la partie (2.) de ce théoréme, on a

. 2
Sur(20), sia<pa < %
H2
2

F"(2) € 4 Ss-(20), sipo = &

Ss(20), st pg > %2,
pour tout m > 3. Alors dans ce cas k = 2.
* Sinon | f?(z) — 20 |,= «. Ensuite, on peut continuer 'argument et obtenir
I'inégalité suivante
| F5(2) = 20 |p=> o
Par conséquent, a chaque étape on peut avoir deux possibilités,
| f5(2) = 20 |,= a ou | fF(2) = 20 [,> o
a) Pour | f*(z) — 2o |,> «, il existe uy, > a tel que f¥(z) € S, (20), (i.e.,

f*(2) = 20 |,= 1), et pour tout k£ > 1, on a

. 2
Saz(20), st a<p <%
Pi
2

f"(z) € Ss«(20), st e = 5

Ss(z0), St g > %2,
pour tout m > k + 1.
b) Pour | f*(2) — 2 |,= «a, pour tout k € N, on a {f*(z), k > 0} C Sa(20), (i-e.,
lorbite Oy (z) = {f*(2),k > 0} est un sous-ensemble de S, (zp)).

1. 1.1) D’une part, d’aprés les parties (2.) et (3.) de ce théoréme, on sait que S,(zo)

n’est pas invariante pour f, pour tout r > «. Par conséquent, SI(zy) C B,(20)-

D’autre part, d’aprés le Lemme et la partie (1.) du lemme pour r < «
et 2 € Sp(20), on a | f™(2) — 20 [,= ¢l 5(r) (i.e.f"(2) € S,(20)), donc B(20) C
S1(z). (Car B,(z) est une boule de Siegel, et S,.(zy) est une sphére invariante,

pour tout 7 < «). D’ott S1(2p) = Ba(z0)-

1.2) Comme | zg — 21 |,=| 20 — 22 |[,= «, alors on a 215 ¢ B,(z). De plus,

f(Ba(z0)) C Ba(z0), alors on a
Bo(20) NP ={z € Ba(20), In €N, f™(2) € {z1,22}} = 0.
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3.2. Lecasde a < ¢

Donc d’aprés la partie (2.) de ce théoréme, pour tout r > «, on a f(S,.(z)) C
B, (z0). Ainsi
(Cp\ By (20)) NP =0,

i.e., P C Sa(2).

3.2 Lecasdea <

Dans ce cas, le systéme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme (3.4) est devient
lié au systéme dynamique réel (¢,s, Ry ) associé a la fonction ¢, s : [0, +00[— [0, +00]
définie par

)
. 2
T, sir <

/ Oz2

a, sirT="°5%
Pa,s(1) =| f(2) = 20 |p= %2, st %2 <r<auwo

! .
0, sir=«

0, sir>a,
\

ot & et & deux nombres positifs tels que o’ < %2, § > 9.

Théoréme 3.2. [10]
Le systeme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme a les propriétés suivantes
A. A.a) SI(z9) = Baz(20)-
Ab) f(Ss(z0)) C i%(zo), i.e., Ss(20) est une spheére invariante.

B. Sir > %2 et z € S,(20) \ P, alors

lim f"(z) € Ss(zp).

n—-+o0o

. 2 ] ey .
C. Sir =%, alors on a l'une des deux possibilités suiantes

C.a) 1l existe k € N* et p, < %2 tel que f™(z) € Sy, (20), pour tout m > k et

fm(2) € Saz(z0) sim <k —1.
§
C.b) Lorbite O, = {f*(2),k > 0} est un sous-ensemble de S,z (z).

&

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants
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3.2. Lecasde a < ¢

Lemme 3.4.

Si z € S.(20), alors pour la fonction (3.4) on a

| f"(2) = 20 [p= ¢as(r),Vn = 1.

Pour la démonstration, on utilise la récurrence comme la preuve du Lemme [3.2]

Lemme 3.5.

Le systeme dynamique réel (¢po 5, R) a les propriétés suivantes
A Fiz(pas) ={r, 0<r < CIU{Z, sia =2} U{d}.
B. Sir> %2, alors
lim ¢y 5(r) = 6.

n—-+0o0o

C. Sir= %2 eta < %2, alors ¢y, 5(r) = o pour tout n > 1.

Preuve.

Soit a < 9, alors

A. D’aprés la définition de ¢, 5(r), on obtient

e Pour r < O‘TZ, on a ¢as(r) =r, donc r € Fix(pas).

e Pour r = %2 et Oé/ — %27 on a ¢a75<7") = 04/ = %2 =7, donc r € Fil'((ﬁa’g).
e Pour r = QTQ et a < %2, on a ¢as(r) = a < %2 =7, donc 7 ¢ Fix(das)-
e Pour %2 <r < a,ona gas(r) = (Z’—; = r. Car sinon, on a %2 =rie. “TQ =r,

donc c’est une contradiction, alors r ¢ Fiz(¢q.s).
e Pour r =, ona ¢,s(r) =38 >6>a=r,doncr ¢ Fiv(das).
e Pourr>aetr#d,onapus(r)=0>a, doncr ¢ Fix(das).

e Pourr>aetr=0,ona¢,s(r)=0=r,doncr e Fix(pas).

B. Par la définition de ¢, 5, on a
% pour 1 > «, on a ¢as(r) = 0. Dot
lim &7, 5(r) = 6.

e
n—-+o0o

* Pour 7 = a, on a ¢o5(r) = > > a. Par conséquent

lim ¢y 5(r) = 6.

n—-+o0o
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3.2. Lecasde a < ¢

* pour %2 <r<a,ona dys(r) = ‘Sa%z, gb;’é(r) =20 > 2 et
a? a?
o o ) 4.
050150 =151
Comme ¢Ia,5(7") > 2, pour r G]O‘TQ,&[ il existe ng € N tel que ¢%(r) €la, §[u{d'}.

L n )
Ainsi si ng > n, alors on a ¢, 5(r) > a. Par conséquente

lim &7, 5(r) = 6.

n—-+o0o
C. Pour r = %2 et a < %2, ona das(r) =a < %2. De plus, a' est un point fixe pour
la fonction ¢, 5, d’olt pour tout n > 1, on obtient ¢, 5(r) = a.

Preuve du Théoréme [3.2|.

Soit a0 < 9, alors on a

A. D’aprés le Lemme et la partie (A.) du Lemme [3.5] on a les spheres S,(zo) et

Ss(20) sont invariantes, pour tout r < %2. D’ou
S1(z) = B%(zo) et f(Ss(z0)) C Ss(20)-

B. Soit r > 0‘72 et z € Sy(29) \ P, alors d’aprés le Lemme et la partie (B.) du

Lemme [3.5] on a
| f"(2) = 20 |p= ¢4 s(r),Vn > 1,

par passage a la limite, on a

dim [ () =z =] lim f7(2) = 20 = lim 60 s(r) =6

D’ou

lim f"(z) € Ss(zp).

n—-+00

C. Soit z € S,2(z) \ p, alors on a
B

L F(2) = 20 |p= | 255 (2 — 20) + (Zo —21)(20 — 22) |p < %2.

D’ou

o Si| f(2)— 20 |p< 0‘72, et d’aprés la partie (A4.) du Lemmeil existe p; < %2 tel
que f™(z) € Sy, (20), pour tout m > 1. Alors dans ce cas k = 1.

e Sinon | f(2) — 2o |,= %, alors on considére ce qui suit

| 22H4(f(2) — 20) + (20 — 21) (20 — 22) |p

‘ fz(z) — 20 |p: 5

&2
<=
5
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3.2. Lecasde a < ¢

Maintenant,

x 81| f2(2) — 20 |p< O‘TQ, alors il existe py < "‘72 tel que f™(2) € S,,(20), pour tout
m > 2. Alors dans ce cas k = 2.

x Sinon | f%(2) — 20 |,= %2_ Ensuite, on peut continuer l’argument et obtenir
I'inégalité suivante

2

FROEEREES

Par conséquent, a chaque étape, on peut avoir deux possibilités, | f*(z) — zo |,=
a? k a?
2 ou | fH(2) — 2 fp< 2.
a) Pour | f*(2) — 2o |,< 03—2, il existe px > a tel que f*(z) € S, (20), pour tout
m > k.
b) Pour | f*(2) — 2 [,= %, pour tout k € N, on a {f*(2), k > 0} C S.2(20), (ie.,
B
lorbite Oy = {f*(2),k > 0} est un sous-ensemble de 5,2 (2)).
B

Notation 3.2.

On note

“+o0o
P = U Pi, Pr={2€C,, f*2) € {z,2}}.

k=0
Théoréme 3.3. [10)/
St o < 6, alors
1. Pr # 0, pour tout k € N.
2. Pr C Sy (20), tel que rp = - (%)% pour tout k € N.

Preuve.

1. Soit a < ¢, donc par récurrence, on a
e Pour k=0, on a Py = {21, 22} # 0.
e Supposons que Py, = {z € C,, f¥(2) € {21,22}} # 0, pour k > 0, et on montre

que
Pop1 = {2 € Cp, fHH(2) € {21, 2} } £ 0.

C’est-a-dire, on preuve que ’équation suivante a au moins une solution

fEY2) = 2, pour i =1,2.
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3.2. Lecasde a < ¢

D’aprés I'hypothese Py, # 0, alors il existe y € Py, tel que f*(y) € {21, 20}. De plus,

I'équation f(z) = y peut s’écrire sous la forme

(a—y)z* + (b—dy)z + (%l)g —y [@ - b] = 0. (3.6)

Comme 21,2 € Sa(20), a € S5(20) (car | a — z |,=| 252 |,= §), et d’aprés la

partie A.b) du Théoréme on a la sphére Ss(zp) est invariante, donc
P N 55(20) == @

Ainsi a ¢ P, d’ou a —y # 0. Alors I'équation (3.6) a deux solutions z = t1, 5 ( car

C, est algébriquement clos). Pour z € {t1,%3}, on a

FFUz) = fE(F(2)) = fo(y) € {21, 22}

Donc Pyy1 # 0, d’ou Py, # 0, pour tout k € N.
2.0nalz—2|p=|2—2|,=aqoca> %2 (car o < 0). Done d’aprés (3.5)) et la
partie (B.) du Lemme [3.5] pour z € S,(20) et z # 212, on a

lim f"(z) € Ss(20),

n—-+00

i.e., Sa(20) NP = {z1,22} = Py. On note ry = a, alors Py C Sy, (20).
Maintenant, pour trouver les sphéres qui sont contenantes les solutions des équa-

tions

ff2)=2, k=1,2,3,..., i =1,2.
On écrit les derniéres équations sous la forme
) —2w=2—2, k=1,2,3,..., i=1,2.

Pour chaque k nous voulons trouver un certain ry, tel que la solution z de f*(2) = z

(pour certains i = 1,2) appartient a S,, (2) (i.e., z € S, (20)). D’aprés le Lemme

[3-4, on a
|f*(2) — 2olp = ¢§75(r) =a, k=1,2,3, ..

D’ot, si on montre que la derniére équation a une solution unique 7 pour chaque

k, alors on obtient

Pr={2€C,, f*(2) =2, i=1,2}CS, ().
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D’aprés les parties (A.) et (C.) du Lemme ona % <r < . Deplus, on a

5
ro = v et %2 <r <a,pour k=1,2,.... Par la définition de ¢, 5, on a
or?
r)=—.
¢aﬁ( ) ag
Ainsi
N 52k—1 "
as(r) = gt = o

Par conséquent

2k 1 2*
ce ]

Prendre 2*-racine on obtient une seule solution positive r = r, = o - (

2k 1
Q) 2k

(=%}

3.3 Lecasde a=§

Dans ce cas, le systéme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme (3.4) est devient
lié au systéme dynamique réel (¢,5, Ry) associé a la fonction 1,5 : [0, +o00[— [0, +00]

définie par

r, StT <
Yas(r) =] f(2) — 20 [p= a, SIr=a«
a, SsLT>aQ,
ol & est un nombre positif.

Notation 3.3.

On note
a(z) =| f(z) = 20 |p, si 2 € Salz0).
Théoréme 3.4. [0/
Le systéme dynamique p-adique (f, C,\P) ot f de la forme (3.4)) a les propriétés suivantes
L.1i) SI(z9) = Ba(20)-
Lii) Ba(z0) NP =1.
II. Sir >« etz € S.(20), alors f(2) € Sa(z0)-
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3.3. Lecasde a=¢

III. Soit z € S,(z0) \ P, alors

Saz)(20), sia(z) <a, Vm > 1.
J™(2) € § Sae(20), sia(z) >a, m=2k+1

Sa(z0), st &(z) > a, m=2k.

Pour tout k > 0.

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants

Lemme 3.6.

Si z € S.(20), alors pour la fonction (3.4) on a

| ["(2) — 20 |p=4(r),Vn > 1.

Pour la démonstration, on utilise la récurrence comme la preuve du Lemme [3.2]

Lemme 3.7.
Le systéme dynamique réel (a5, R4) a les propriétés suivantes
I Fiz(,) ={r, 0<r <a}U{a, si &= a}.
II. Sir > a, alors Y,(r) = a.
III. Soit r = .
I115) Si & < a, alors Yl (r) = &, pour tout n > 1.
I11.75) Si & > «, alors
a, sin =2k
al) =
a, sin=2k+1.

Pour tout k > 1.

Preuve.

I. D’apreés la définition de v,, on obtient
e Pour r < a, on a ¢,(r) =r, donc r € Fix(1,).
e Powrr=aetd=a,ona,(r)=ad=a=r,doncr € Fiz(pas).
a

e Pourr=aet@#a,ona,(r)=a#a=r doncr ¢ Fix(pas).
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e Pour r > a, on a ¢,(r) = a # r, donc r ¢ Fix(1,).
I1. D’apres la définition de 9, et pour r > «, on a ¥, (r) = a.
III. Sir=a, on a,(r) =a, donc
e Si & <, on at,(r) = da. Ainsi pour tout n > 1, on a Y% (r) = a.
o Sinon & > a, on a YA(a) = ¥3(a) = - = Y2*1(a) = @ et Y2(a) = Bi(a) =

=% (a) = a, dou

. a, sin=2k+1
ala) =
a, sin=2k.
Pour tout k£ > 1.

C’est-a-dire, o et & sont des points 2-périodiques pour 1.

Preuve du Théoréme [3.4].

I1. Soient r > a et 2z € S,(20), alors d’aprés le Lemme [3.6] et la partie (I1.) du Lemme
[37 on a
| [(2) = 20 |p=¢a(r) = o,

e, f(z) € Sa(20).
ITI. Soit z € S,(20) \ P, alors d’apres le Lemme [3.6] et la partie (/71.) du Lemme 3.7

on a

Saz)(20), st a(z) <a, Vm > 1.
™(2) € § Sa(20), sia(2) >a, m=2k+1
Sa(z0), st &(z) > a, m=2k.
Pour tout k£ > 0.
I. 1.i) D’une part, d’apreés le Lemme et la partie (I.) du Lemme 3.7, pour r < a
et z € Sy(z0), on a | f(z) — z |,= ¥"(r) (ie., ["(2) € S,(20), donc By(z) C
S1(zp)). Car B,.(z) est une boule de Siegel, et S,(zy) est une sphére invariante

de f, pour tout r < a.

D’autre part, d’aprés les parties (/1.) et (I11.) de ce théoréme, on a si r > «,
alors S, (2p) n’est pas invariante, donc SI(2p) C Ba(29). Dot S1(29) = Ba(20).
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3.3. Lecasde a=¢

I.ii) Comme | 2o — 21 |p=]| 20 — 22 |[p= @, on a 212 ¢ B,(29). De plus f(Ba(z0)) C

B (z0), d’ou

Bo(20) NP ={z € Bua(20), In €N, f(2) € {z1,22}} = 0.

[ |
Exemple 3.1.
Soit le systéme dynamique p-adique discret (f,C,) ou f est définie par
322 4 22
=" " 3.7
/) 2243242 (3.7)

ou z # 210 ={—1,—-2}.
D’apres le Lemme on a zg = 0 est le seul point fize de f. Ainsi zy est indifférent, car

f'(0) = 1. De plus, pour tout z € C,, tel que z # 212, on a

|32+2,
+1]lz+2],

| f(2) |p:| Z|p'| >
o
P={2€CypIneN,["(z) € {-1,-2}},

0=1[3], , a=[ =1 et =] =2],.

1) Dans C3 :ona,a=0=1etd = % < «a, alors le systeme dynamique 3-adique associé
a la fonction (3.7)) est lié au systéeme dynamique réel associé a la fonction P11 D’apres
le Théoreme[3.1], on a les résultats suivants
e SI(0) = B41(0) et P C S1(0).
e Pour z = \/ig, onar=|zls= |\/i§]3 = /3. Comme 1 < /3 <3, alors z € S 5(0)
et {f"(z),n>1} C S1(0).
V3
e Pour z = \/ig, onar=|z|lsg=9>3, donc z € S(0) et {f"(2),n > 1} C S%(O).
o Pourz=38,onar=I|zl3=1¢et|f(2)]s=9>1, donc z € 51(0), f(z) € So(0) et
Ym > 2, f(z) € S%(O).
2) Dans C5 : on a, « = = § = 1, alors le systéme dynamique 5-adique associé a
la fonction (3.7)) est lié au systéme dynamique réel associé a la fonction 1. D’apres le
Théoreme[3.4), on a
e SI(0) = B1(0) et B1(0)NP = 0.

e Pourz=1, onar=|zls=5>1, douze S5(0), alors f(z) € S1(0).
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3.3. Lecasde a=¢

e Pour 2 = 4, onar = |z|s = 1 et |[f(2)]s = 5 > 1, donc f*(z) € S1(0) et
F2HL(z) € S5(0), Yk > 0.

o Pourz=0, onar=|zls=1c¢t|f(z)s =3 <1, donc f¥(z) € S1(0), Vk > 1.

atl=

Aprés plusieurs tentatives, nous n’avons pas pu trouver un exemple pour le cas o < 6,

ol le seul point fixe de f est z5 = 0.

Conclusion 3.1.
Soit le systeme dynamique p-adique (f,C, \ P) ot f est définie par (3.4). Si zyp =0 est le

seul point fixe de f, alors

az’ + bz —a++va?—4b
5 )

— U2 F 2y =
24+az+b '

f(z) =

De plus, si o« = 3, alors § < a.

En effet

Supposons que o = 3, alors si & < 4, on a
a=|z [p<0=|2+ 2 [,<max{a, 8} = a.

C’est une contradiction.
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