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 إهداء و شكر
 

 

 

 
 المرسلين أشرف على والسلام والصلاة الرحيم، الرحمن الله بسم

 
 
 

 الحمهد فيه،، مباركا طيبا حمدا لله الحمد العمل، هذا إتمام إلى وفقني الذي الله أحمد       

 .بعد من و قبل من لله الحمد و يرضى و ربي يحب كما لله

 

 

 إنه، و معهي، صهبر  و القيمه  نصهاحح، علهى بلال سعودي المشرف الدكتور أشكر       

 أشهكر كهذل  و الأكاديميه ، معرفته، و خبرته، يشهاركني أن و معه، أعمهل أن لهي لشهرف

 ملييط المناقشه  الهدكتور  و الطيهرر زرزايحي  البروفيسهور المناقشه  لجن  رحيس أستاذي

 .العمل هذا تقييم قبولهما على ،سميرة

 

 

 و الله، حفظهمها وأبهي أمهي الحيا ، في إنسانين أعز إلى المتواضع العمل هذا أهدي      

 .دربي رفقاء و أصحابي إلى أيضا أهدي، و الكريم ، العاحل  كل

 

 

 ذخرًا نكون أن و حسناتنا، ميزان في العمل هذا يجعل أن تعالى و سبحان، الله أدعو      

 بن الحميد عبد العلام  شيخنا يقول كما والعزَّ ، التمكين و الإصلاح سبيل في الأم  لهات،

 باديس

 
 
 
 

نَــه أَنْـتَُ نَشءُ  يهَ بـهحُ  وَبـِكَُ  **  رَجَــهؤ   اقْـترَبُْ قَـدُِ الصَّ

ـذُْ   ـضُِ  **  سِلَاحَـهـه لِلحَـيـهةُِ خ  ـوبَُ وَخ   .تهَبُْ وَلَُ الخْـط 
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NOTATIONS

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce travail.

(f,D) : Le système dynamique discret défini par une fonction f sur l’ensemble D.

O : L’orbite ou bien la trajectoire.

F : Un corps.

| · |p : La norme p-adique.

p : Un nombre premier.

vp : La valuation p-adique.

Sr(a) : La sphère de centre a et de rayon r.

Br(a) : La boule ouverte de centre a et de rayon r.

B+
r (a) : La boule fermée de centre a et de rayon r.

Zp : Anneau des entiers p-adiques.

Z∗p : L’ensemble des entiers p-dique inversibles.

Qp : Corps des nombres p-adiques.

Qp : La clôture algébrique de corps Qp.

Cp : Corps des nombres complexes p-adiques.

|C∗p|p : L’ensemble des puissances rationnelles de p.

F[x] : L’ensemble des polynômes sur F.

Fix(f) : L’ensemble de tous les points fixes de f .

SI(x0) : La boule de Siegel maximum.
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INTRODUCTION

La théorie des systèmes dynamiques est une branche classique des mathématiques

introduite par Newton vers 1665. Elle fournit des modèles mathématiques, pour des sys-

tèmes évoluant dans le temps et suivant des règles généralement exprimés sous forme

analytique comme un système d’équation différentielles ordinaires. Ces modèles sont ap-

pelés systèmes dynamiques continus. Dans les années 1880, Poincaré trouva commode de

remplacer certains systèmes dynamiques par des systèmes dynamiques discrets. Généra-

lement, ce sont des équations différentielles (si le temps est considéré comme continu) ou

en différences finies (si le temps du modèle est discret).

Une modélisation discrète du temps peut être imposée soit par la nature même du

processus soit par le besoin de "discrétiser" un modèle à temps continu pour le traiter

numériquement. L’évolution du système est observée en choisissant certains moments du

temps que nous allons supposer équidistants. Dans tous les cas le choix de l’unité de temps

représente une partie importante de modélisation du système. Dans le modèle le temps

sera donc noté par une variable n qui prend les valeurs entières n = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ....

Le but de ce mémoire est de détailler l’étude de Rozikov et Sattarov sur les systèmes

dynamiques discrets (2, 2)-rationnels p-adiques. Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on présente deux catégories des systèmes dynamiques, le Sys-

tème dynamique continu "SDC" et le Système dynamique discret "SDD". On donne des

concepts très importants pour nous aider à étudier les systèmes dynamiques notamment,
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Introduction

le point fixe, l’orbite ( ou trajectoire), le bassin d’attraction, la boule de Siegel maximum

et les points périodiques.

On commence le deuxième chapitre par quelques rappels sur un corps non-archimédien.

Puis, On donne la construction analytique du corps des nombres p-adiques Qp. On termine

par le corps des nombres complexes p-adiques Cp et ses propriétés analytiques et topolo-

giques. On mentionne par exemple que "Cp est algébriquement clôs" et "la propriété des

triangles isocèles".

Dans le troisième chapitre, on étudie le système dynamique (2, 2)-rationnel associé à la

fonction f(z) =
az2 + bz + c

z2 + dz + e
où a 6= 0 et a, b, c, d, e ∈ Cp, lorsque f admet un seul point

fixe z0 = a−d
3
. On montre que ce point fixe est indifférent, et on trouve que l’étude de la

trajectoire d’un élément z ∈ Cp, est liée aux valeurs δ =
∣∣2a+d

3

∣∣
p

= |a−z0|p, α = |z0−z1|p,
β =| z0−z2 |p et r = |z−z0|p. Puis, on traite le cas α = β, et on distingue trois possibilités,

δ < α, α < δ et α = δ. Dans chacun des cas ci-dessus, l’étude de système dynamique

p-adique se transforme en l’étude d’un système dynamique réel. On termine ce chapitre

par la conclusion que si z0 = 0 est un point fixe, alors on a seulement deux cas possibles,

δ < α et α = δ.
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Chapitre 1
Préliminaires sur les systèmes

dynamiques

Un système dynamique est un modèle permettant de décrire l’évolution au cours

du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet (X;T ; f)

constitué de l’espace d’état X, du domaine temporel T , et d’une application de transition

d’état f : X × T → X, qui permet de définir à partir d’un vecteur de conditions initiales,

l’état du système à tout instant.

1.1 Classification des systèmes dynamiques

On distingue deux grandes catégories de systèmes dynamiques, les systèmes à temps

continu et les systèmes à temps discret. Si T = R+ ou R, le système est dit continu, et si

T = N ou Z, le système est dit discret.

1.1.1 Système dynamique continu

La description mathématique d’évolution d’un système dynamique continu est donnée

par une équation différentielle ordinaire et un ensemble de conditions initialesẊ(t) = f(X(t))

X(t0) = X0

t ∈ R, X ∈ Ω ⊂ Rn. (1.1)
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1.1. Classification des systèmes dynamiques

Lorsque f dépend explicitement du temps le système (1.1) est dit non autonome. Dans le

cas contraire on dit que le système (1.1) autonome.

1.1.2 Système dynamique discret

Dans le cas général un système dynamique discret est décrit par une équation aux

différences finies, autrement dit, par une récurrence.

Définition 1.1. [3]

Soient D ⊂ Rm et f : D → D une fonction continue et dérivable. On appelle système

dynamique discret "SDD" d’ordre 1 en dimension m la récurrente suivante :

x0 ∈ Dxn+1 = f(xn),∀n ∈ N.

Où

fn = f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois

, et f 0 = IdD

Dans la pratique x0 = f 0(x0), x1 = f(x0), x2 = f 2(x0), ..., et xn = fn(x0) représentent

les valeurs d’une certaine quantité x0 au temps 0, 1, 2, ..., n.

Dans tout ce qui suit, on utilise la notation (f,D) pour désigner le système dynamique

discret défini par une fonction f sur l’ensemble D.

Voici un exemple élémentaire d’un processus dynamique à temps discret.

Exemple 1.1.

Supposons que nous avons une population de lapins qui au début de notre expérience

compte x0 lapins. Nous savons qu’en une année la population augmente de 10%. Notons

par xn le nombre de lapins de la n-ème année. Nous voulons décrire l’évolution de x0.

Après une année on obtient x1 lapins

x1 = x0 + (0.1)x0 = (1 + 0.1)x0 = (1.1)x0

8



1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Au cours de la deuxième année la quantité de lapins augmente de la même façon. En

continuant on trouve pour une année quelconque

xn+1 = xn + (0.1)xn = (1.1)xn

Ainsi, on remarque que pour chaque période de temps

xn+1 = f(xn), telle que f(x) = (1.1)x

Autrement dit, la dynamique de la population peut être décrite, comme dans l’exemple

précédent, par l’itération d’une fonction f . En connaissant cette fonction nous pouvons

reconstituer l’état du système a chaque moment du temps.

1.2 Comportement des systèmes dynamiques

L’étude d’un système dynamique discret est basée sur l’étude des orbites, points fixes,

points périodiques et k-cycles de ce système.

1.2.1 Notion d’orbite (ou trajectoire)

Définition 1.2. [6]

L’orbite positive de x ∈ D par le système dynamique discret (f,D) est définie par

O+(x) =
{
fk(x), k ∈ N

}
.

Si f est bijective, on définit l’orbite de x par

O(x) =
{
fk(x), k ∈ Z

}
.

Ainsi que l’orbite négative

O−(x) =
{
f−k(x), k ∈ N

}
.

Représentation graphique de l’orbite dans R

Dans le cas où f est une fonction de R vers R on peut représenter sur le plan (x, y) ∈ R2

l’évolution d’une orbite O(x0) qui commence dans le point (x0, 0) en suivant ces étapes

9



1.2. Comportement des systèmes dynamiques

— Étape 1 : tracer la courbe représentant la fonction f et la droite y = x.

— Étape 2 : placer le point de coordonnées (x0, 0).

— Étape 3 : chercher le point d’ordonnée f(x0), on l’obtient en traçant une droite

verticale passant par (x0, 0) et en cherchant son intersection avec la courbe de la

fonction f . Ce point a comme ordonnée f(x0), ce qui correspond à x1 (puisque

x1 = f(x0)).

— Étape 4 : projeter horizontalement le point de coordonnées (x0, x1) sur la droite

y = x pour obtenir le point de coordonnées (x1, x1), une projection verticale permet

ensuite de reporter le point (x1, 0) sur l’axe des ordonnées.

Réaliser ensuite pour x1 les même opérations que pour x0 afin d’obtenir x2 et ainsi de

suite pour les termes de rang suivant.

Figure 1.1 – Représentation graphique

Exemple 1.2.

Soit (f,R+) un SDD où f de la forme f(x) = x2. Prenons pour condition initiale x0 = 1/2.

L’orbite correspondante est

x0 = 1/2

x1 = f(x0) = 1/4

x2 = f(x1) = 1/16

Remarquons que

xn = f(xn−1) = fn(x0) = (1/2)2n → 0 quand n→ +∞
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1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Alors

O+(1/2) =
{

1/2, 1/4, ..., (1/2)2n, ..., 0
}

Figure 1.2 – L’orbite O+(1
2
)

1.2.2 Points Fixes

Définition 1.3. [3]

On appelle "point fixe" d’un système dynamique discret (f,D) tout point x0 ∈ D tel que

f(x0) = x0 (1.2)

Parfois, ces points sont appelés aussi points stationnaires ou points d’équilibre.

L’ensemble des points fixes de f est noté par Fix(f).

Exemple 1.3.

Les points x0 = 0 et x1 = 1 sont des points fixes du système dynamique discret (f,R), où

f(x) = x2.

En effet

Pour calculer les points fixes on résout l’équation f(x) = x. On a

f(x) = x⇔ x2 = x⇔ x2 − x = 0⇔ x(x− 1) = 0

⇔ (x = 0) ∨ (x = 1).
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1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Définition 1.4.

Soient (f,D) un SDD et x0 ∈ Fix(f).

— Le point fixe x0 est dit attractif, s’il existe un voisinage V (x0) de x0 tel que

|f(x)− x0| < |x− x0|, ∀x ∈ V (x0).

— Le point fixe x0 est dit répulsif, s’il existe un voisinage V (x0) de x0 tel que

|f(x)− x0| > |x− x0|, ∀x ∈ V (x0).

— Le point fixe x0 est dit indifférent, s’il existe un voisinage V (x0) de x0 tel que

|f(x)− x0| = |x− x0|, ∀x ∈ V (x0).

Théorème 1.1. [3]

Soient I = [a, b] ⊂ R, et f : I → I une fonction continue sur I ayant un point fixe x0 ∈ I.
S’il existe r > 0 telle que f est dérivable sur le voisinage Vr(x0), et que la dérivée f ′ est

continue au point x0. Alors

— Le point x0 est attractif si et seulement si∣∣∣f ′(x0)∣∣∣ < 1.

— Le point x0 est répulsif si et seulement si∣∣∣f ′(x0)∣∣∣ > 1.

— Le point x0 est indifférent si et seulement si∣∣∣f ′(x0)∣∣∣ = 1.

Exemple 1.4.

Dans l’Exemple 1.3 on a f ′(x) = 2x. Donc le point fixe x0 = 0 est attractif, et le point

fixe x1 = 1 est répulsif. Car f ′(0) = 0 < 1 et f ′(1) = 2 > 1.

Définition 1.5. (Bassin d’attraction)[5]

Soient (f,D) un SDD et x0 ∈ Fix(f). Si x0 est un point fixe attractif, alors son bassin

d’attraction est

A(x0) = {x ∈ D, lim
n→+∞

fn(x) = x0}.

12



1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Exemple 1.5.

Dans l’Exemple 1.3 Le bassin d’attraction du point x0 = 0 est A(0) =]− 1, 1[.

Car, pour tout x ∈ R, on a fn(x) = x2
n, donc

• Si |x| < 1, alors lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

x2
n

= 0.

• Si |x| ≥ 1, alors lim
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

x2
n 6= 0.

Définition 1.6. (Boule de Siegel)[10]

La boule Br(x0) est dite une boule de Siegel, si chaque sphère Sρ(x0) tel que ρ < r est

une sphère invariante de f (i.e., si x ∈ Sρ(x0), alors tous les points itérés fn(x) ∈ Sρ(x0)
pour tout n = 1, 2, ...).

L’union de toutes les boules de Siegel avec le centre en x0 est dite à une boule de Siegel

maximum et est notée SI(x0).

1.2.3 Points Périodiques et k-Cycles

Définition 1.7. [11]

On dit que x ∈ D un point périodique d’un SDD (f,D), s’il existe m ≥ 1 tel que

fm(x) = x. (1.3)

La période ”k” d’un point x ∈ D est défini par,

k = min {m ≥ 1, fm(x) = x} .

∗) L’ensemble {x0, x1, ..., xk−1} forme un cycle d’ordre ”k” (ou une orbite périodique

d’ordre ”k”, ou encore un k−cycle), sif(xi) = xi+1, i = 0, 1, ..., k − 2;

f(xk−1) = x0.
(1.4)

Chaque point d’un cycle d’ordre ”k” est un point fixe pour fk où fk(xi) = xi,

i = 0, 1, ..., k − 1, et n’est pas un point fixe pour fm si m < k.

Remarque 1.1.

Le point fixe f(xs) = xs d’un système dynamique discret est un point périodique de période

k = 1.
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1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Exemple 1.6.

Soit (f,R) un SSD où f(x) = ax(1 − x), et a ∈ R∗+. Les points 2-périodiques sont les

solutions du système f
2(x) = x;

f(x) 6= x,

i.e., (a2x2 − (a2 + a)x+ a+ 1) = 0. Comme ∆ = (a− 3)(a+ 1), alors

— Pour a > 3, il y a deux points 2-périodiques distincts

x1 =
a+ 1

2a
+

1

2a

√
(a− 3)(a+ 1), et x2 =

a+ 1

2a
− 1

2a

√
(a− 3)(a+ 1).

— Pour a < 3, il n’y pas de points 2-périodiques.

— Pour a = 3, il y a une seul solution, qui coïncide avec l’un des points fixes, d’où il

n’y pas de points 2-périodiques.

On peut observer dans cet exemple un phénomène très important dans la théorie des

systèmes dynamiques "le changement des caractéristiques d’un système en fonction du

choix de ses paramètres".

Définition 1.8. [3]

Soient un SDD (f,R), et O(x0) = {x0, x1, x2, ..., xk−1} une orbite périodique de période

”k” de ce système. On dit que cette orbite est attractive (ou répulsive) si chacun de

ses points est un point fixe attractif ( resp. un point répulsif ) de la fonction fk.

Les règles élémentaires de calcul de dérivées des fonctions composées permettent d’éta-

blir un critère simple similaire aux Théorèmes 1.1.

Soit O(x0) = {x0, x1, x2, ..., xk−1} une orbite périodique de période ”k”. En suivant la

définition donnée ci-dessus, nous devons vérifier pour chaque point xi, i = 0, 1, ..., k−1 s’il

est un point fixe attractif (ou répulsif) de l’application fk. Supposons que la fonction f

admet une dérivée, donc la fonction fk est dérivable. De plus, pour tout i = 0, · · · , k − 1

14



1.2. Comportement des systèmes dynamiques

on a(
d

dx
fk
)

(xi) =

(
d

dx
(fk−1 ◦ f)

)
(xi)

= f
′
(xi) ·

(
d

dx
fk−1

)
(f(xi)) = f

′
(xi) ·

(
d

dx
fk−1

)
(xi+1)

= f
′
(xi) ·

(
d

dx
(fk−2 ◦ f)

)
(xi+1)

= f
′
(xi) · f

′
(xi+1) ·

(
d

dx
fk−2

)
(f(xi+1)) = f

′
(xi) · f

′
(xi+1) ·

(
d

dx
fk−2

)
(xi+2)

...

= f
′
(xi) · f

′
(xi+1) · ... · f

′
(xk+i−1).

Puisque l’orbite est périodique on a

d

dx
fk(xi) = f

′
(x0) · f

′
(x1) · ... · f

′
(xk−1) =

p−1∏
j=0

f
′
(xj).

Théorème 1.2. [3]

Soient I = [a, b] un intervalle et f : I → I une fonction continue sur I. Supposons que le

SDD défini par la fonction f possède une orbite périodique O(x0) = {x0, x1, x2, ..., xk−1} ⊂
I de période ”k”. Si pour tout xi ∈ O(x0), i = 0, 1, ..., k−1, il existe un voisinage Vr(xi) ⊂ I

tel que la fonction f(x) est dérivable dans ce voisinage est que sa dérivée est continue en

xi. Alors

— L’orbite O(x0) est attractive si et seulement si∣∣∣∣ ddxfk(x0)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k−1∏
j=0

f
′
(xj)

∣∣∣∣∣ < 1.

— L’orbite O(x0) est répulsive si et seulement si∣∣∣∣ ddxfk(x0)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k−1∏
j=0

f
′
(xj)

∣∣∣∣∣ > 1.

— Le cas est indéterminé si ∣∣∣∣ ddxfk(x0)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k−1∏
j=0

f
′
(xj)

∣∣∣∣∣ = 1.

Exemple 1.7.

Prenons le système de l’Exemple 1.6 défini par la fonction

f(x) = ax(1− x)
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1.2. Comportement des systèmes dynamiques

Nous savons que quand a > 3, le système possède une orbite périodique de période 2. De

plus, les points de cette orbite sont

x1 =
a+ 1 +

√
a2 − 2a− 3

2a
, x2 =

a+ 1−
√
a2 − 2a− 3

2a

Prenons d’abord a = 3.2. Alors

x1 =
2.1 +

√
0.21

3.2
, x2 =

2.1 +
√

0.21

3.2

Comme la dérivée de la fonction f est

f
′
(x) = a− 2ax = a(1− 2x)

Donc si on applique le Théorème 1.2, on trouve∣∣∣∣ ddxf 2(x1)

∣∣∣∣ = |f ′(x1) · f ′(x2)| ' 0.16 < 1.

D’où l’orbite O(x1) est attractive.

Prenons maintenant a = 3.5, alors x1 = 6/7, x2 = 3/7 et∣∣∣∣ ddxf 2(x1)

∣∣∣∣ = |f ′(x1) · f ′(x2)| = 5/4 > 1.

Dans ce cas, l’orbite O(x1) est répulsive.
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Chapitre 2
Notions de base en l’analyse p-adique

Dans ce chapitre, On donne la construction du corps des nombres complexes p-adiques

Cp et ses propriétés analytiques et topologiques.

2.1 Corps des nombres p-adique Qp

Dans cette section, on donne le complété de Q par rapport à la norme p-adique | · |p.

2.1.1 La valuation p-adique sur Q

Définition 2.1.

Soient p un nombre premier et n ∈ Z∗, la valuation p-adique de n notée par vp(n) est

le plus grand entier α tel que pα divise n i.e., n = pα · n1, n1 ∈ Z∗ et (p, n1) = 1.

Si x =
n

m
∈ Q∗, alors vp(x) = vp(n)− vp(m), et par convention vp(0) = +∞.

Exemple 2.1.

• Pour p = 2, on a v2(2+p
3+2p4

p4+2p7
) = 1− 4 = −3.

• Pour p > 2, on a vp(2+p
3+2p4

p4+2p7
) = 0− 4 = −4.

Proposition 2.1.

Soient a, b ∈ Z, on a

1) vp(a · b) = vp(a) + vp(b).

17



2.1. Corps des nombres p-adique Qp

2) vp(a+ b) ≥ min {vp(a), vp(b)} .

Preuve.

C’est évident pour a = 0 ou b = 0. On suppose que a, b ∈ Z∗, alorsa = pvp(a) × n1, n1 ∈ Z∗,

b = pvp(b) × n2, n2 ∈ Z∗.

On pose vp(a) = α et vp(b) = β. Alors d’une part, on a

a× b = pα+β(n1 · n2),

où p ne divise pas n1 × n2, donc

vp(a · b) = α + β = vp(a) + vp(b).

D’autre part, on suppose que α ≤ β, donc

a+ b = pα × n1 + pβ × n2 = pα(n1 + pβ−α · n2).

D’où

vp(a+ b) ≥ α = min {α, β} ,

i.e., vp(a+ b) ≥ min {vp(a), vp(b)} . �

Proposition 2.2.

Pour tout a, b ∈ Z∗, on a

vp(a) 6= vp(b)⇒ vp(a+ b) = min{vp(a), vp(b)}

Preuve.

On prend vp(a) < vp(b), et comme on a

vp(a+ b) ≥ min {vp(a), vp(b)} , ∀a, b ∈ Z∗,

alors vp(a+ b) ≥ vp(a).

Il reste a monter que vp(a) ≥ vp(a+ b). On a

vp(a) = vp(a− b+ b) ≥ min{vp(a+ b), vp(b)}.

Si min{vp(a + b), vp(b)} = vp(b), alors vp(a) ≥ vp(b), c’est une contradiction avec l’hypo-

thèse, donc vp(a) ≥ vp(a+ b). �
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2.1. Corps des nombres p-adique Qp

2.1.2 La norme p-adique sur Q

Définition 2.2.

Soit p un nombre premier, on définit l’application de la norme p-adique | · |p: Q → R+

par

| x |p=

p
−vp(x), si x 6= 0

0, si x = 0.

Exemple 2.2.

• Pour p = 2, on a
∣∣∣2+p3+2p4

p4+2p7

∣∣∣
2

= 2−(−3) = 23.

• Pour p > 2, on a
∣∣∣2+p3+2p4

p4+2p7

∣∣∣
p

= p−(−4) = p4.

Remarque 2.1.

On remarque que | · |p prend ses valeurs dans l’ensemble discret noté par

|Q|p = {pn, n ∈ Z} ∪ {0}.

Définition 2.3. (La norme non-archimédienne)

Soient F un corps, et || · || une norme sur F. On dit que ‖ · ‖ est non-archimédienne, si

elle vérifie

‖ x+ y ‖≤ max {‖ x ‖, ‖ y ‖} ( inégalité triangulaire forte ).

Le théorème suivant est une condition nécessaire et suffisante pour qu’une norme || · ||
soit non-archimédienne.

Théorème 2.1. [7]

Soit (F, ‖ · ‖) un corps normé, les condition suivantes sont équivalentes

1) ‖ · ‖ est non-archimédienne.

2) ‖ n ‖≤ 1, ∀n ∈ N∗ (i.e., N est borné).

Preuve.

1) D’une part, on suppose que la norme ‖ · ‖ est non-archimédienne et on montre

par récurrence que ‖n‖ ≤ 1, ∀n ∈ N∗.
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2.1. Corps des nombres p-adique Qp

• Pour n = 1, on a ‖ n ‖=‖ 1 ‖= 1 ≤ 1.

• On suppose que ‖ n ‖≤ 1 est vraie pour n ≥ 1, et on montre que ‖ n + 1 ‖≤ 1.

On a

‖ n+ 1 ‖≤ max {‖ n ‖, ‖ 1 ‖} ≤ 1.

D’où

‖ n ‖≤ 1, ∀n ∈ N∗.

2) D’autre part, on suppose que ‖ n ‖≤ 1, ∀n ∈ N∗ et on montre que ‖ · ‖ et

non-archimédienne. Comme ‖ · ‖ est une norme, il suffit de prouver l’inégalité

triangulaire fort, i.e ‖ x + y ‖≤ max (‖ x ‖, ‖ y ‖) , ∀x, y ∈ F . Pour tout n ∈ N∗,

on a

‖ x+ y ‖n =‖ (x+ y)n ‖=

∥∥∥∥∥
n∑
k=0

Ck
nx

kyn−k

∥∥∥∥∥
≤

n∑
k=0

∥∥Ck
n

∥∥ ‖x‖k ‖y‖n−k
≤

n∑
k=0

‖x‖k ‖y‖n−k (car ‖ Ck
n ‖≤ 1, Ck

n ∈ N∗)

≤
n∑
k=0

[max {‖ x ‖, ‖ y ‖}]n

≤ (n+ 1)[max {‖ x ‖, ‖ y ‖}]n,

donc

‖ x+ y ‖≤ (n+ 1)1/n max {‖ x ‖, ‖ y ‖} .

Par passage a la limite quand n→ +∞, on obtient

‖ x+ y ‖≤ max {‖ x ‖, ‖ y ‖} ,

alors ‖ · ‖ est une norme non-archimédienne .

�

Proposition 2.3. [7]

La norme p-adique est une norme non-archimédienne sur Q.

Preuve.

Soient x, y ∈ Q, donc on a

1) |x|p = 0 ⇔ x = 0, d’après la Définition 2.2.
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2.1. Corps des nombres p-adique Qp

2) |x · y|p = p−vp(x·y) = p−vp(x)−vp(y) = p−vp(x) · p−vp(y) = |x|p · |y|p.
3) L’inégalité triangulaire forte est satisfaite, car

| x+ y |p= p−vp(x+y) ≤ p−min{vp(x),vp(y)}

= pmax{−vp(x),−vp(y)}

= max{p−vp(x), p−vp(y)}

= max{| x |p, | y |p}.

D’où, la norme p-adique | · |p est non-archimédienne. �

Proposition 2.4. [7]

Pour tout x ∈ Q∗, on a ∏
p premier

| x |p · | x |∞= 1,

où | · |∞ est la valeur absolue usuelle.

Définition 2.4. (Normes équivalentes sur un corps )[4][7]

Soient F un corps, ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 deux normes sur F. On dit que ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sont

équivalentes si, ∀(an)n∈N ⊂ F, a ∈ F on a

an
‖·‖1−−→ a⇔ an

‖·‖2−−→ a.

Remarque 2.2.

Si p1 6= p2, alors | · |p1 et | · |p2 ne sont pas équivalentes (car, pour la suit xn =

(
p1
p2

)n
on a xn

|·|p1−−→ 0, mais xn 6
|·|p2−−→ 0).

Proposition 2.5. [4][9]

Deux normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖2 sur F sont équivalentes si et seulement si

∃α > 0 tel que ‖ x ‖1=‖ x ‖α2 , ∀x ∈ F.

Proposition 2.6. [7]

Une norme || · || sur Q est équivalente à la valeur absolue usuelle | · | si et seulement si

‖ · ‖=| · |α, où 0 < α ≤ 1.
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2.1. Corps des nombres p-adique Qp

Preuve.

1) D’une part, on suppose que 0 < α ≤ 1, et on montre que ‖ x ‖=| x |α, ∀x ∈ Q,

est une norme sur Q. Les deux premières propriétés de la norme sont évidentes, il

suffit donc de vérifier l’inégalité triangulaire.

Soit x, y ∈ Q, on suppose que | y |≤| x |, alors on a

| x+ y |α ≤ (| x | + | y |)α =| x |α
(

1 +
| y |
| x |

)α
≤| x |α

(
1 +
| y |
| x |

)
≤| x |α

(
1 +

(
| y |
| x |

)α)
=| x |α + | y |α .

La deuxième inégalité découle du fait que tα ≤ t, ∀t ≥ 1, et la troisième car tα ≥ t,

pour 0 ≤ t ≤ 1.

2) D’autre part, si α > 1 l’inégalité triangulaire n’est pas satisfait. Par exemple

| 1 + 1 |α= 2α >| 1 |α + | 1 |α= 2.

�

Théorème 2.2. [4](Ostrowski)

Tout norme non triviale sur Q est équivalente soit à la norme usuelle | · |∞, soit à | · |p
pour un nombre premier p.

Remarque 2.3.

Le corps (Q, | · |p) n’est pas complet, car il existe des suites de Cauchy qui ne sont pas

convergentes.

2.1.3 Le corps Qp

Le corps des nombres p-adiques Qp est le complété de Q par rapport à | · |p, alors la
norme p-adique sur Qp est l’étendue de la norme p-adique sur Q de la façon suivante :

∀x ∈ Qp, | x |p= lim
n→+∞

| xn |p,

où (xn)n est une suite de Cauchy dans Q convergente vers x.

Définition 2.5.

On définit l’anneau des entiers p-adiques comme suit

Zp = {x ∈ Qp, | x |p≤ 1} = {x ∈ Qp, vp(x) ≥ 0} .
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2.1. Corps des nombres p-adique Qp

On peut aussi définir le corps des nombres p-adiques comme le corps de fraction de Zp,

i.e.

Qp = {x
y
, x, y ∈ Zp et y 6= 0}.

Théorème 2.3. (Développement de Hensel)[4]

Tout élément x ∈ Qp, admet un développement unique sous forme de série convergente

dans Qp :

x =
∑
n≥n0

anp
n (2.1)

où an ∈ {0, 1, ..., p− 1}, et n0 ∈ Z.

Si an0 6= 0, alors on a vp(x) = n0. D’où |Qp|p = {pα, α ∈ Z} ∪ {0}.

On peut utiliser le développement de Hensel pour donner une autre définition de l’ensemble

des entiers p-adiques comme suit :

Zp = {x ∈ Qp, x =
+∞∑
i=0

aip
i} = {x ∈ Qp, vp(x) ∈ N}.

Remarque 2.4.

1) On remarque que dans (2.1), il y a une infinité de chiffres avant la virgule, et un

nombre fini de chiffres après la virgule, c’est-à-dire

x = ...an...a2a1a0.a−1a−2...an0

Cette forme est appelle la forme canonique de a dans Qp, ou l’expansion p-

adique de a dans Qp.

2) Dans R il n’y a pas d’unicité, car

1, 000... = 0, 999...

Exemple 2.3.

Le développement de Hensel de x = −1 est donner par

−1 =
+∞∑
k=0

(p− 1)pk = ...(p− 1)(p− 1)(p− 1).

D’ où, pour p = 2, on a

−1 =
+∞∑
k=0

2k = ...111.
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique Cp

Remarque 2.5.

L’ensemble des entiers p-adiques inversibles est donné par

Z∗p = {x ∈ Zp, | x |p= 1} = {x ∈ Zp, vp(x) = 0}

= {x ∈ Qp, x =
+∞∑
i=0

aip
i, a0 6= 0}.

Exemple 2.4.

1) On a | 5 |5= 5−1, alors 5 ∈ Q5, car 1 ∈ Z.

2) On a |
√

5 |5=| 5 |
1
2
5 = 5−

1
2 , alors

√
5 /∈ Q5, car

1

2
/∈ Z.

3) Pour p 6= 5, |
√

5 |p=| 5 |
1
2
p = 1

1
2 = 1, donc

√
5 ∈ Z∗p.

2.2 Le corps des nombres complexes p-adique Cp

Définition 2.6.

On dit qu’un corps F est algébriquement clôs si chaque polynôme P (x) dans F[x] de degré

n admet n racines dans F.

Proposition 2.7. [1]

Le corps Qp n’est pas algébriquement clôs.

Preuve.

On considère le polynôme

P (x) = x4 − p9 ∈ Qp[x].

Si α est une racine de P (x) dans Qp, alors

α4 − p9 = 0⇔ α4 = p9

⇔| α |4p= p−9

⇔| α |p= p
−9
4 ,

donc vp(α) = 9
4
/∈ Z. Donc α /∈ Qp, d’où P n’a pas des racines dans Qp, i.e., Qp n’est pas

algébriquement clôs. �

Soit Qp une clôture algébrique du corps Qp, La norme p-adique s’étend de manière

unique à Qp mais cette clôture n’est pas complète. Donc nous avons besoin de la compléter

pour former un plus grand corps complet, algébriquement clôs, noté Cp.
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique Cp

2.2.1 Propriétés analytiques et topologiques de Cp

Théorème 2.4. [7]

Une suite (an)n≥0 ∈ Cp est de Cauchy, si et seulement si

lim
n→+∞

| an+1 − an |p= 0.

Proposition 2.8. [7]

P1. Soit (an)n≥0 une suite d’éléments de Cp. Si limn→+∞ an = a, où a ∈ C∗p, alors il

existe n0 ∈ N tel que ∀n ≥ n0, | an |p=| a |p.
P2. Soit

∑∞
n=0 an une série dans Cp. Alors

∑∞
n=0 an converge si et seulement si

limn→+∞ an = 0. Dans ce cas∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n∈N
| an |p .

Exemple 2.5.

1) La série
∑

n≥0 p
n2 est converge dans Cp, car

lim
n→+∞

| pn2 |p= lim
n→+∞

p−n
2

= 0.

Mais, cette série est diverge dans R, car

lim
n→+∞

| pn2 |= lim
n→+∞

pn
2

= +∞.

2) La série
∑

n≥0
1

pn2 est diverge dans Cp, car

lim
n→+∞

∣∣∣∣ 1

pn2

∣∣∣∣
p

= lim
n→+∞

1

p−n2 = lim
n→+∞

pn
2 6= 0.

Proposition 2.9. (Propriété des triangles isocèles)[7]

Soient a, x deux éléments dans Cp, on a

|x− a|p < |a|p ⇒ |x|p = |a|p.

Preuve.

On suppose que |x− a|p < |a|p, on a

|x|p = |x− a+ a|p ≤ max {|x− a|p, |a|p} = |a|p.
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2.2. Le corps des nombres complexes p-adique Cp

D’autre part, on a

|a|p = |a− x+ x|p ≤ max {|a− x|p, |x|p} .

Si max {|a− x|p, |x|p} = |a− x|p, alors

|a|p ≤ |a− x|p = |x− a|p.

C’est une contradiction avec l’hypothèse, donc max {|a− x|p, |x|p} = |x|p.
D’où |a|p ≤ |x|p, alors |x|p = |a|p. �

Proposition 2.10. [4]

Soient x, y ∈ Cp tels que |x|p 6= |y|p, alors

|x± y|p = max{|x|p, |y|p}.

Preuve.

On suppose que |x|p < |y|p, alors

|x|p = |x+ y − y|p < |y|p,

d’où

|x+ y|p = |y|p = max{|x|p, |y|p}.

�

Proposition 2.11. [7]

Soient a, b ∈ Cp et r, r0 ∈ ]0,+∞[, on a les propriétés suivantes :

P1. La sphère Sr(a) = {x ∈ Cp, |x− a|p = r}, est un ensemble ouvert dans Cp.

P2. Toute boule Br(a) = {x ∈ Cp, |x− a|p < r}, est un ensemble ouvert et fermé à la

fois.

P3. Tout point d’une boule est un centre de cette boule.

P4. Soient Br(a) et Br0(b) deux boules de Cp, alors elles sont disjoints ou l’une est

inclus dans l’autre.

P5. |Cp|p = {pα, α ∈ Q} ∪ {0}.
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Chapitre 3
Systèmes dynamiques (2,2)-rationnels

p-adiques

Dans ce chapitre, on étudie le système dynamique discret (f,Cp), où f est une fraction

rationnelle définie par

f(z) =
az2 + bz + c

z2 + dz + e
, a 6= 0, | b− ad |p + | c− ae |p 6= 0, a, b, c, d, e ∈ Cp. (3.1)

où z 6= z1,2 = −d±
√
d2−4e
2

.

Remarque 3.1.

On remarque que si b = ad et c = ae alors d’après (3.1) on a f(z) = a, i.e., f devient

une fonction constante. Nous avons donc supposé b 6= ad ou c 6= ae.

Il est clair que pour calculer les points fixes de f , on résout l’équation f(z) = z. Ce

qui équivaut à l’équation suivante

z3 + (d− a)z2 + (e− b)z − c = 0. (3.2)

Comme Cp est algébriquement clôs, alors l’équation (3.2) peut avoir trois solutions avec

l’un des cas suivants

1. Une solution multiple trois fois.

2. Deux solutions, une solution simple et l’autre multiple deux fois.

3. Trois solutions distinctes.

On étudie dans ce chapitre le comportement des orbites d’un système dynamique dis-

cret (2,2)-rationnel arbitraire dans le corps des nombres complexes p-adiques Cp lorsque

27



Systèmes dynamiques (2,2)-rationnels p-adiques

f admet un seul point fixe, c’est-à-dire on considère le cas (1.).

Le lemme suivant donne un critère sur les paramètres de la fonction (3.1) garantissant

l’unicité de son point fixe.

Lemme 3.1.

La fonction (3.1) admet un point fixe unique si et seulement si

a− d
3

= −
√
e− b

3
= 3
√
c ou

a− d
3

=

√
e− b

3
= 3
√
c. (3.3)

Preuve.

Nécessité, on suppose que la fonction (3.1) possède un seul point fixe z0, alors l’équation

(3.2) peut s’écrire sous la forme

z3 + (d− a)z2 + (e− b)z − c = (z − z0)3

= z3 − 3z0z
2 + 3z20z − z30 .

Par conséquent, 
3z0 = a− d

3z20 = e− b

z30 = c.

Ce qui donne

z0 =
a− d

3
= ±

√
e− b

3
= 3
√
c.

Suffisance, on suppose que les coefficients de la fonction (3.1) vérifient (3.3). Alors

f(z) =
az2 + bz +

(
a−d
3

)3
z2 + dz + (a−d)2

3
+ b

, a 6= 0, b 6= −2a2 ou d 6= −2a, a, b, d ∈ Cp. (3.4)

Dans ce cas, l’équation f(z) = z peut être écrite comme(
z − a− d

3

)3

= 0.

Ainsi f(z) a un point fixe unique z0 =
a− d

3
. �

Il résulte de ce lemme que si la fonction (3.1) a un point fixe unique alors elle est de la

forme (3.4). On étudie donc le système dynamique discret (f,Cp) avec f donné par la
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Systèmes dynamiques (2,2)-rationnels p-adiques

forme (3.4).

Le point fixe z0 =
a− d

3
est indifférent pour la fonction (3.4), car

f
′
(z0) = f

′
(
a− d

3
) = 1.

On note P = {z ∈ Cp,∃n ∈ N, fn(z) ∈ {z1, z2}}. Pour étudier la trajectoire de z /∈ P
dans le système dynamique p-adique discret (f,Cp), on a besoin d’estimer |f(z)− z0|p.
On a

f(z)− z0 =
az2 + bz + z30 − z0(z2 + dz + e)

z2 + dz + e

=
(a− z0)z2 + (b− dz0)z + z30 − ez0

(z − z1)(z − z2)

=
(a− z0)(z − z0)2 + (a− z0)(2z0z − z20) + (b− dz0)z + z30 − ez0

(z − z1)(z − z2)
,

comme d = −z1 − z2, e = z1z2 et b = z1z2 − 3z20 on obtient

f(z)− z0 =
2a+d
3

(z − z0)2 + (z − z0)(z0 − z1)(z0 − z2)
(z − z1)(z − z2)

.

D’où

| f(z)− z0 |p =| z − z0 |p ·
| 2a+d

3
(z − z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

| (z − z0) + (z0 − z1) |p| (z − z0) + (z0 − z2) |p
. (3.5)

Remarque 3.2.

On remarque que la valeur de |f(z) − z0|p est liée aux valeurs δ =
∣∣2a+d

3

∣∣
p

= |a − z0|p,
α = |z0 − z1|p, β =| z0 − z2 |p et r = |z − z0|p.
De plus, z0 − z1 et z0 − z2 sont symétriques en (3.5). Donc on considère le système

dynamique (f,Cp \ P) pour les deux cas α = β et α < β.

Les paramètres du système dynamique (f,Cp \ P) vérifient les propriétés suivantes

Proposition 3.1. [10]

1. Si
∣∣∣∣√d2

4
− (a−d)2

3
− b
∣∣∣∣
p

6=
∣∣2a+d

6

∣∣
p
, alors α = β.

2. Si
∣∣∣∣√d2

4
− (a−d)2

3
− b
∣∣∣∣
p

=
∣∣2a+d

6

∣∣
p
, alors

• α ≤ δ et β ≤ δ pour tout p ≥ 3.

• α ≤ 2δ et β ≤ 2δ pour p = 2.
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Systèmes dynamiques (2,2)-rationnels p-adiques

Preuve.

1. Par la contra-posée, on suppose que α 6= β, donc

α =| z0 − z1 |p=| −z0 + z1 |p 6=| z0 − z2 |p= β,

alors d’après la proposition(2.10), on a

| (z0 − z1) + (z0 − z2) |p=| (−z0 + z1) + (z0 − z2) |p= max{α, β},

d’où

| z1 − z2 |p=| 2z0 − z1 − z2 |p,

aussi ∣∣∣∣∣
√
d2

4
− (a− d)2

3
− b

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣z1 − z22

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣2z0 − z1 − z22

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣2a+ d

6

∣∣∣∣
p

.

2. On suppose que
∣∣∣∣√d2

4
− (a−d)2

3
− b
∣∣∣∣
p

=
∣∣2a+d

6

∣∣
p
, donc

| z1 − z2 |p=| −z1 + z2 |p=| 2z0 − z1 − z2 |p= δ

Alors, d’une parte

| 2(z0 − z1) |p =| (−z1 + z2) + (2z0 − z1 − z2) |p

≤ max{| −z1 + z2 |p, | 2z0 − z1 − z2 |p} = δ

donc

α =| (z0 − z1) |p≤
1

| 2 |p
δ =

2δ, si p = 2

δ, sinon.

D’autre parte

| 2(z0 − z2) |p =| (z1 − z2) + (2z0 − z1 − z2) |p

≤ max{| z1 − z2 |p, | 2z0 − z1 − z2 |p} = δ

donc

β =| (z0 − z2) |p≤
1

| 2 |p
δ =

2δ, si p = 2

δ, sinon.

�
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3.1. Le cas de α > δ

Dans ce qui suit, on étudie le cas où α est égal à β. Cette étude est dépendu de la

position de α et δ, donc on a trois cas possibles, δ < α, α < δ et α = δ.

3.1 Le cas de α > δ

Dans ce cas, le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) est devient

lié au système dynamique réel (ϕα,δ,R+) associé à la fonction ϕα,δ : [0,+∞[→ [0,+∞[

définie par

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p=



r, si r < α

α∗, si r = α

α2

r
, si α < r < α2

δ

δ∗, si r = α2

δ

δ, si r > α2

δ
,

où α∗ et δ∗ deux nombres positifs tels que α∗ ≥ α, δ∗ ≤ δ.

En effet

On a r =| z − z0 |p, α =| z0 − z1 |p, δ =

∣∣∣∣2a+ d

3

∣∣∣∣
p

et β =| z0 − z2 |p . Donc

• Pour r < α, on a δr < α2 (car δ < α). Donc

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p =| z − z0 |p ·
| 2a+d

3
(z − z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

| (z − z0) + (z0 − z1) |p| (z − z0) + (z0 − z2) |p

= r · α2

α · α
= r.

• Pour r = α, on a δα < α2 (car δ < α). Donc

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p =
α3

| (z − z0) + (z0 − z1) |p| (z − z0) + (z0 − z2) |p

= α∗ ≥ α · α2

α · α
= α.

• Pour α < r < α2

δ
, on a δr < α2 (car δ < α). Donc

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p= r · α
2

r · r
=
α2

r
.
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3.1. Le cas de α > δ

• Pour r = α2

δ
, on a δr = α2 (car δ < α et r > α). Donc

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p = r ·
| 2a+d

3
(z − z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

r · r

= δ ·
| 2a+d

3
(z − z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

α2

= δ∗ ≤ δ · α
2

α2
= δ.

• Pour r > α2

δ
, on a δr > α2 (car δ < α et r > α). Donc

ϕα,δ(r) =| f(z)− z0 |p= r · δr
r · r

= δ.

Notation 3.1.

On note

α∗(z) =| f(z)− z0 |p, si z ∈ Sα(z0),

et

δ∗(z) =| f(z)− z0 |p, si z ∈ Sα2

δ

(z0).

Théorème 3.1. [10]

Le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) a les propriétés suivantes

1. 1.1) SI(z0) = Bα(z0).

1.2) P ⊂ Sα(z0).

2. Si r > α et z ∈ Sr(z0), alors

fn(z) ∈


Sα2

r

(z0), si α < r < α2

δ

Sδ∗(z0), si r = α2

δ

Sδ(z0), si r > α2

δ
,

pour tout n ≥ 1.

3. Si z ∈ Sα(z0) \ P, alors on a l’une des deux possibilités suivantes

3.1) Il existe k ∈ N∗ et µk > α tels que fk(z) ∈ Sµk(z0) et

fm(z) ∈


Sα2

µk

(z0), si α < µk <
α2

δ

Sδ∗(fk(z))(z0), si µk = α2

δ

Sδ(z0), si µk >
α2

δ
,

pour tout m ≥ k + 1 et fm(z) ∈ Sα(z0) si m ≤ k − 1.
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3.1. Le cas de α > δ

3.2) L’orbite O+(z) = {fk(z), k ≥ 0} est un sous-ensemble de Sα(z0).

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants

Lemme 3.2.

Si z ∈ Sr(z0), alors pour la fonction (3.4) on a

| fn(z)− z0 |p= ϕnα,δ(r),∀n ≥ 1.

Preuve.

On suppose que α > δ, et z ∈ Sr(z0) (i.e. | z − z0 |p= r). Par récurrence, on a

• Pour n = 1, d’après la définition de ϕα,δ on a | f(z)− z0 |p= ϕα,δ(r).

• On suppose que | fn(z) − z0 |p= ϕnα,δ(r), pour n ≥ 1 (i.e.fn(z) ∈ Sϕnα,δ(r)(z0)).

Alors

| fn+1(z)− z0 |p=| f(fn(z))− z0 |p= ϕα,δ(ϕ
n
α,δ(r)) = ϕn+1

α,δ (r).

�

Lemme 3.3.

Le système dynamique réel (ϕα,δ,R+) a les propriétés suivantes

1. Fix(ϕα,δ) = {r, 0 ≤ r < α} ∪ {α, si α∗ = α}.
2. Si r > α, alors

ϕnα,δ(r) =


α2

r
, si α < r < α2

δ

δ∗, si r = α2

δ

δ, si r > α2

δ

pour tout n ≥ 1.

3. Si r = α et α∗ > α, alors

ϕnα,δ(r) =


α2

α∗
, si α < α∗ < α2

δ

δ∗, si α∗ = α2

δ

δ, si α∗ > α2

δ

pour tout n ≥ 2.
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3.1. Le cas de α > δ

Preuve.

1. D’après la définition de ϕα,δ(r), on obtient

• Pour r < α, on a ϕα,δ(r) = r, donc r ∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour r = α et α∗ = α, on a ϕα,δ(r) = α∗ = α = r, donc r ∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour r = α et α∗ > α, on a ϕα,δ(r) = α∗ > α = r, donc r /∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour α < r < α2

δ
, on a ϕα,δ(r) = α2

r
6= r. Car sinon on a α2 = r2 i.e. α = r,

contradiction, donc r /∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour r = α2

δ
, on a ϕα,δ(r) = δ∗ ≤ δ < α < r, donc r /∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour r > α2

δ
, on a ϕα,δ(r) = δ < r, donc r /∈ Fix(ϕα,δ).

2. Si r > α, alors

Pour n = 1, on a

ϕα,δ(r) =


α2

r
, si α < r < α2

δ

δ∗, si r = α2

δ

δ, si r > α2

δ
.

Par conséquent

Pour α < r < α2

δ
, on a δ < α2

r
< α, donc ϕα,δ(r) = α

r
< α.

Pour r ≥ α2

δ
, on a comme δ∗ ≤ δ < α, donc ϕα,δ(r) < α. Ainsi ϕα,δ(ϕα,δ(r)) =

ϕα,δ(r), i.e., ϕα,δ(r) est un point fixe de ϕα,δ pour tout r > α.

D’où, pour tout n ≥ 1 on a

ϕnα,δ(r) =


α2

r
, si α < r < α2

δ

δ∗, si r = α2

δ

δ, si r > α2

δ
.

3. Si r = α et α∗ > α, on a ϕα,δ(r) = α∗ > α, donc d’après (2.) on a

Pour tout m ≥ 1, on a

ϕm+1
α,δ (r) = ϕmα,δ(ϕα,δ(r)) = ϕmα,δ(α

∗) =


α2

α∗
, si α < α∗ < α2

δ

δ∗, si α∗ = α2

δ

δ, si α∗ > α2

δ
.

D’où, pour tout n = m+ 1 ≥ 2, on a
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3.1. Le cas de α > δ

ϕnα,δ(r) =


α2

α∗
, si α < α∗ < α2

δ

δ∗, si α∗ = α2

δ

δ, si α∗ > α2

δ
.

�

Preuve du Théorème 3.1 .

2. Soient r > α et z ∈ Sr(z0), alors d’après le Lemme 3.2 et la partie (2.) du Lemme

3.3, pour tout n ≥ 1, on a

| fn(z)− z0 |p= ϕnα,δ(r) =


α2

r
, si α < r < α2

δ

δ∗, si r = α2

δ

δ, si r > α2

δ
,

donc

fn(z) ∈ Sϕnα,δ(r)(z0) =


Sα2

r

(z0), si α < r < α2

δ

Sδ∗(z0), si r = α2

δ

Sδ(z0), si r > α2

δ
.

3. Soit z ∈ Sα(z0) \ P , alors on a

| f(z)− z0 |p=
α3

| (z − z0) + (z0 − z1) |p| (z − z0) + (z0 − z2) |p
≥ α.

D’où

• Si | f(z)− z0 |p> α, il existe µ1 > α tel que f(z) ∈ Sµ1(z0), (i.e., | f(z)− z0 |p=
µ1), et d’après la partie (2.) de ce théorème, on a

fm(z) ∈


Sα2

µ1

(z0), si α < µ1 <
α2

δ

Sδ∗(z0), si µ1 = α2

δ

Sδ(z0), si µ1 >
α2

δ
,

pour tout m ≥ 2. Alors dans ce cas k = 1.

• Sinon | f(z)− z0 |p= α, alors on considère ce qui suit

| f 2(z)− z0 |p=
α3

| (f(z)− z0) + (z0 − z1) |p| (f(z)− z0) + (z0 − z2) |p
≥ α.
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3.1. Le cas de α > δ

Maintenant,

∗ Si | f 2(z) − z0 |p> α, alors il existe µ2 > α tel que f 2(z) ∈ Sµ2(z0), (i.e., |
f 2(z)− z0 |p= µ2), et d’après la partie (2.) de ce théorème, on a

fm(z) ∈


Sα2

µ2

(z0), si α < µ2 <
α2

δ

Sδ∗(z0), si µ2 = α2

δ

Sδ(z0), si µ2 >
α2

δ
,

pour tout m ≥ 3. Alors dans ce cas k = 2.

∗ Sinon | f 2(z) − z0 |p= α. Ensuite, on peut continuer l’argument et obtenir

l’inégalité suivante

| fk(z)− z0 |p≥ α.

Par conséquent, à chaque étape on peut avoir deux possibilités,

| fk(z)− z0 |p= α ou | fk(z)− z0 |p> α.

a) Pour | fk(z) − z0 |p> α, il existe µk > α tel que fk(z) ∈ Sµk(z0), (i.e., |
fk(z)− z0 |p= µk), et pour tout k > 1, on a

fm(z) ∈


Sα2

µk

(z0), si α < µk <
α2

δ

Sδ∗(z0), si µk = α2

δ

Sδ(z0), si µk >
α2

δ
,

pour tout m ≥ k + 1.

b) Pour | fk(z) − z0 |p= α, pour tout k ∈ N, on a {fk(z), k ≥ 0} ⊂ Sα(z0), (i.e.,

l’orbite O+(z) = {fk(z), k ≥ 0} est un sous-ensemble de Sα(z0)).

1. 1.1) D’une part, d’après les parties (2.) et (3.) de ce théorème, on sait que Sr(z0)

n’est pas invariante pour f , pour tout r ≥ α. Par conséquent, SI(z0) ⊂ Bα(z0).

D’autre part, d’après le Lemme 3.2 et la partie (1.) du lemme 3.3 pour r < α

et z ∈ Sr(z0), on a | fn(z)− z0 |p= ϕnα,δ(r) (i.e.fn(z) ∈ Sr(z0)), donc Bα(z0) ⊂
SI(z0). (Car Br(z0) est une boule de Siegel, et Sr(z0) est une sphère invariante,

pour tout r < α). D’où SI(z0) = Bα(z0).

1.2) Comme | z0 − z1 |p=| z0 − z2 |p= α, alors on a z1,2 /∈ Bα(z0). De plus,

f(Bα(z0)) ⊂ Bα(z0), alors on a

Bα(z0) ∩ P = {z ∈ Bα(z0), ∃n ∈ N, fn(z) ∈ {z1, z2}} = ∅.
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3.2. Le cas de α < δ

Donc d’après la partie (2.) de ce théorème, pour tout r > α, on a f(Sr(z0)) ⊂
Bα(z0). Ainsi

(Cp \B+
α (z0)) ∩ P = ∅,

i.e., P ⊂ Sα(z0).

�

3.2 Le cas de α < δ

Dans ce cas, le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) est devient

lié au système dynamique réel (φα,δ,R+) associé à la fonction φα,δ : [0,+∞[→ [0,+∞[

définie par

φα,δ(r) =| f(z)− z0 |p=



r, si r < α2

δ

α
′
, si r = α2

δ

δr2

α2 , si α2

δ
< r < α

δ
′
, si r = α

δ, si r > α,

où α′ et δ′ deux nombres positifs tels que α′ ≤ α2

δ
, δ′ ≥ δ.

Théorème 3.2. [10]

Le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) a les propriétés suivantes

A. A.a) SI(z0) = Bα2

δ

(z0).

A.b) f(Sδ(z0)) ⊂ Sδ(z0), i.e., Sδ(z0) est une sphère invariante.

B. Si r > α2

δ
et z ∈ Sr(z0) \ P, alors

lim
n→+∞

fn(z) ∈ Sδ(z0).

C. Si r = α2

δ
, alors on a l’une des deux possibilités suivantes

C.a) Il existe k ∈ N∗ et µk < α2

δ
tel que fm(z) ∈ Sµk(z0), pour tout m ≥ k et

fm(z) ∈ Sα2

δ

(z0) si m ≤ k − 1.

C.b) L’orbite O+ = {fk(z), k ≥ 0} est un sous-ensemble de Sα2

δ

(z0).

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants
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3.2. Le cas de α < δ

Lemme 3.4.

Si z ∈ Sr(z0), alors pour la fonction (3.4) on a

| fn(z)− z0 |p= φnα,δ(r),∀n ≥ 1.

Pour la démonstration, on utilise la récurrence comme la preuve du Lemme 3.2.

Lemme 3.5.

Le système dynamique réel (φα,δ,R+) a les propriétés suivantes

A. Fix(φα,δ) = {r, 0 ≤ r < α2

δ
} ∪ {α2

δ
, si α

′
= α2

δ
} ∪ {δ}.

B. Si r > α2

δ
, alors

lim
n→+∞

φnα,δ(r) = δ.

C. Si r = α2

δ
et α′ < α2

δ
, alors φnα,δ(r) = α

′ pour tout n ≥ 1.

Preuve.

Soit α < δ, alors

A. D’après la définition de φα,δ(r), on obtient

• Pour r < α2

δ
, on a φα,δ(r) = r, donc r ∈ Fix(φα,δ).

• Pour r = α2

δ
et α′ = α2

δ
, on a φα,δ(r) = α

′
= α2

δ
= r, donc r ∈ Fix(φα,δ).

• Pour r = α2

δ
et α′ < α2

δ
, on a φα,δ(r) = α

′
< α2

δ
= r, donc r /∈ Fix(φα,δ).

• Pour α2

δ
< r < α, on a φα,δ(r) = δr2

α2 6= r. Car sinon, on a δr2

α2 = r i.e. α2

δ
= r,

donc c’est une contradiction, alors r /∈ Fix(φα,δ).

• Pour r = α, on a φα,δ(r) = δ
′ ≥ δ > α = r, donc r /∈ Fix(φα,δ).

• Pour r > α et r 6= δ, on a φα,δ(r) = δ > α, donc r /∈ Fix(φα,δ).

• Pour r > α et r = δ, on a φα,δ(r) = δ = r, donc r ∈ Fix(φα,δ).

B. Par la définition de φα,δ, on a

∗ pour r > α, on a φα,δ(r) = δ. D’où

lim
n→+∞

φnα,δ(r) = δ.

∗ Pour r = α, on a φα,δ(r) = δ
′ ≥ δ > α. Par conséquent

lim
n→+∞

φnα,δ(r) = δ.
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3.2. Le cas de α < δ

∗ pour α2

δ
< r < α, on a φα,δ(r) = δr2

α2 , φ
′

α,δ(r) = 2δr
α2 > 2 et

φα,δ(]
α2

δ
, α[) =]

α2

δ
, δ[.

Comme φ′α,δ(r) > 2, pour r ∈]α
2

δ
, α[ il existe n0 ∈ N tel que φn0

α,δ(r) ∈]α, δ[∪{δ′}.
Ainsi si n0 ≥ n, alors on a φnα,δ(r) > α. Par conséquente

lim
n→+∞

φnα,δ(r) = δ.

C. Pour r = α2

δ
et α′ < α2

δ
, on a φα,δ(r) = α

′
< α2

δ
. De plus, α′ est un point fixe pour

la fonction φα,δ, d’où pour tout n ≥ 1, on obtient φnα,δ(r) = α
′ .

�

Preuve du Théorème 3.2.

Soit α < δ, alors on a

A. D’après le Lemme 3.4 et la partie (A.) du Lemme 3.5, on a les sphères Sr(z0) et

Sδ(z0) sont invariantes, pour tout r < α2

δ
. D’où

SI(z0) = Bα2

δ

(z0) et f(Sδ(z0)) ⊂ Sδ(z0).

B. Soit r > α2

δ
et z ∈ Sr(z0) \ P , alors d’après le Lemme 3.4 et la partie (B.) du

Lemme 3.5, on a

| fn(z)− z0 |p= φnα,δ(r), ∀n ≥ 1,

par passage a la limite, on a

lim
n→+∞

| fn(z)− z0 |p=| lim
n→+∞

fn(z)− z0 |p= lim
n→+∞

φnα,δ(r) = δ.

D’où

lim
n→+∞

fn(z) ∈ Sδ(z0).

C. Soit z ∈ Sα2

δ

(z) \ ρ, alors on a

| f(z)− z0 |p=
| 2a+d

3
(z − z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

δ
≤ α2

δ
.

D’où

• Si | f(z)− z0 |p< α2

δ
, et d’après la partie (A.) du Lemme 3.5 il existe µ1 <

α2

δ
tel

que fm(z) ∈ Sµ1(z0), pour tout m ≥ 1. Alors dans ce cas k = 1.

• Sinon | f(z)− z0 |p= α2

δ
, alors on considère ce qui suit

| f 2(z)− z0 |p=
| 2a+d

3
(f(z)− z0) + (z0 − z1)(z0 − z2) |p

δ
≤ α2

δ
.
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3.2. Le cas de α < δ

Maintenant,

∗ si | f 2(z) − z0 |p< α2

δ
, alors il existe µ2 <

α2

δ
tel que fm(z) ∈ Sµ2(z0), pour tout

m ≥ 2. Alors dans ce cas k = 2.

∗ Sinon | f 2(z) − z0 |p= α2

δ
. Ensuite, on peut continuer l’argument et obtenir

l’inégalité suivante

| fk(z)− z0 |p≤
α2

δ
.

Par conséquent, à chaque étape, on peut avoir deux possibilités, | fk(z)− z0 |p=
α2

δ
ou | fk(z)− z0 |p< α2

δ
.

a) Pour | fk(z) − z0 |p< α2

δ
, il existe µk > α tel que fk(z) ∈ Sµk(z0), pour tout

m ≥ k.

b) Pour | fk(z)− z0 |p= α2

δ
, pour tout k ∈ N, on a {fk(z), k ≥ 0} ⊂ Sα2

δ

(z0), (i.e.,

l’orbite O+ = {fk(z), k ≥ 0} est un sous-ensemble de Sα2

δ

(z0)).

�

Notation 3.2.

On note

P =
+∞⋃
k=0

Pk, Pk = {z ∈ Cp, f
k(z) ∈ {z1, z2}}.

Théorème 3.3. [10]

Si α < δ, alors

1. Pk 6= ∅, pour tout k ∈ N.

2. Pk ⊂ Srk(z0), tel que rk = α · (α
δ
)
2k−1

2k pour tout k ∈ N.

Preuve.

1. Soit α < δ, donc par récurrence, on a

• Pour k = 0, on a P0 = {z1, z2} 6= ∅.
• Supposons que Pk = {z ∈ Cp, f

k(z) ∈ {z1, z2}} 6= ∅, pour k ≥ 0, et on montre

que

Pk+1 = {z ∈ Cp, f
k+1(z) ∈ {z1, z2}} 6= ∅.

C’est-à-dire, on preuve que l’équation suivante a au moins une solution

fk+1(z) = zi, pour i = 1, 2.
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3.2. Le cas de α < δ

D’après l’hypothèse Pk 6= ∅, alors il existe y ∈ Pk tel que fk(y) ∈ {z1, z2}. De plus,

l’équation f(z) = y peut s’écrire sous la forme

(a− y)z2 + (b− dy)z +

(
a− d

3

)3

− y
[

(a− d)2

3
+ b

]
= 0. (3.6)

Comme z1, z2 ∈ Sα(z0), a ∈ Sδ(z0) ( car | a − z0 |p=| 2a+d
3
|p= δ), et d’après la

partie A.b) du Théorème 3.2, on a la sphère Sδ(z0) est invariante, donc

P ∩ Sδ(z0) = ∅.

Ainsi a /∈ P , d’où a− y 6= 0. Alors l’équation (3.6) a deux solutions z = t1, t2 ( car

Cp est algébriquement clôs). Pour z ∈ {t1, t2}, on a

fk+1(z) = fk(f(z)) = fk(y) ∈ {z1, z2}.

Donc Pk+1 6= ∅, d’où Pk 6= ∅, pour tout k ∈ N.

2. On a | z0 − z1 |p=| z0 − z2 |p= α, et α > α2

δ
(car α < δ). Donc d’après (3.5) et la

partie (B.) du Lemme 3.5, pour z ∈ Sα(z0) et z 6= z1,2, on a

lim
n→+∞

fn(z) ∈ Sδ(z0),

i.e., Sα(z0) ∩ P = {z1, z2} = P0. On note r0 = α, alors P0 ⊂ Sr0(z0).

Maintenant, pour trouver les sphères qui sont contenantes les solutions des équa-

tions

fk(z) = zi, k = 1, 2, 3, ..., i = 1, 2.

On écrit les dernières équations sous la forme

fk(z)− z0 = zi − z0, k = 1, 2, 3, ..., i = 1, 2.

Pour chaque k nous voulons trouver un certain rk tel que la solution z de fk(z) = zi

(pour certains i = 1, 2) appartient à Srk(z0) (i.e., z ∈ Srk(z0)). D’après le Lemme

3.4, on a

|fk(z)− z0|p = φkα,δ(r) = α, k = 1, 2, 3, ...

D’où, si on montre que la dernière équation a une solution unique rk pour chaque

k, alors on obtient

Pk = {z ∈ Cp, f
k(z) = zi, i = 1, 2} ⊂ Srk(z0).
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3.3. Le cas de α = δ

D’après les parties (A.) et (C.) du Lemme 3.5, on a α2

δ
< r ≤ α. De plus, on a

r0 = α et α2

δ
< r < α, pour k = 1, 2, .... Par la définition de φα,δ, on a

φα,δ(r) =
δr2

α2
.

Ainsi

φkα,δ(r) =
δ2

k−1

α2(2k−1) r
2k = α.

Par conséquent

r2
k

= α2k ·

[(α
δ

) 2k−1

2k

]2k
.

Prendre 2k-racine on obtient une seule solution positive r = rk = α ·
(
α
δ

) 2k−1

2k .

�

3.3 Le cas de α = δ

Dans ce cas, le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) est devient

lié au système dynamique réel (ψα,δ,R+) associé à la fonction ψα,δ : [0,+∞[→ [0,+∞[

définie par

ψα,δ(r) =| f(z)− z0 |p=


r, si r < α

α̂, si r = α

α, si r > α,

où α̂ est un nombre positif.

Notation 3.3.

On note

α̂(z) =| f(z)− z0 |p, si z ∈ Sα(z0).

Théorème 3.4. [10]

Le système dynamique p-adique (f,Cp\P) où f de la forme (3.4) a les propriétés suivantes

I.I.i) SI(z0) = Bα(z0).

I.ii) Bα(z0) ∩ P = ∅.

II. Si r > α et z ∈ Sr(z0), alors f(z) ∈ Sα(z0).
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3.3. Le cas de α = δ

III. Soit z ∈ Sα(z0) \ P, alors

fm(z) ∈


Sα̂(z)(z0), si α̂(z) ≤ α, ∀m ≥ 1.

Sα̂(z)(z0), si α̂(z) > α, m = 2k + 1

Sα(z0), si α̂(z) > α, m = 2k.

Pour tout k ≥ 0.

Pour la démonstration, on a besoin les deux Lemmes suivants

Lemme 3.6.

Si z ∈ Sr(z0), alors pour la fonction (3.4) on a

| fn(z)− z0 |p= ψnα(r),∀n ≥ 1.

Pour la démonstration, on utilise la récurrence comme la preuve du Lemme 3.2.

Lemme 3.7.

Le système dynamique réel (ψα,δ,R+) a les propriétés suivantes

I. Fix(ψα) = {r, 0 ≤ r < α} ∪ {α, si α̂ = α}.

II. Si r > α, alors ψα(r) = α.

III. Soit r = α.

III.i) Si α̂ ≤ α, alors ψnα(r) = α̂, pour tout n ≥ 1.

III.ii) Si α̂ > α, alors

ψnα(α) =

α, si n = 2k

α̂, si n = 2k + 1.

Pour tout k ≥ 1.

Preuve.

I. D’après la définition de ψα, on obtient

• Pour r < α, on a ψα(r) = r, donc r ∈ Fix(ψα).

• Pour r = α et α̂ = α, on a ψα(r) = α̂ = α = r, donc r ∈ Fix(ϕα,δ).

• Pour r = α et α̂ 6= α, on a ψα(r) = α̂ 6= α = r, donc r /∈ Fix(ϕα,δ).
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3.3. Le cas de α = δ

• Pour r > α, on a ψα(r) = α 6= r, donc r /∈ Fix(ψα).

II. D’après la définition de ψα et pour r > α, on a ψα(r) = α.

III. Si r = α, on a ψα(r) = α̂, donc

• Si α̂ ≤ α, on a ψα(r) = α̂. Ainsi pour tout n ≥ 1, on a ψnα(r) = α̂.

• Sinon α̂ > α, on a ψ1
α(α) = ψ3

α(α) = · · · = ψ2k+1
α (α) = α̂ et ψ2

α(α) = ψ4
α(α) =

· · · = ψ2k
α (α) = α, d’où

ψnα(α) =

α̂, si n = 2k + 1

α, si n = 2k.

Pour tout k ≥ 1.

C’est-à-dire, α et α̂ sont des points 2-périodiques pour ψα.

�

Preuve du Théorème 3.4.

II. Soient r > α et z ∈ Sr(z0), alors d’après le Lemme 3.6 et la partie (II.) du Lemme

3.7, on a

| f(z)− z0 |p= ψα(r) = α,

i.e., f(z) ∈ Sα(z0).

III. Soit z ∈ Sα(z0)\P , alors d’après le Lemme 3.6 et la partie (III.) du Lemme 3.7,

on a

fm(z) ∈


Sα̂(z)(z0), si α̂(z) ≤ α, ∀m ≥ 1.

Sα̂(z)(z0), si α̂(z) > α, m = 2k + 1

Sα(z0), si α̂(z) > α, m = 2k.

Pour tout k ≥ 0.

I. I.i) D’une part, d’après le Lemme 3.6 et la partie (I.) du Lemme 3.7, pour r < α

et z ∈ Sr(z0), on a | fn(z) − z |p= ψn(r) (i.e., fn(z) ∈ Sr(z0), donc Bα(z0) ⊂
SI(z0)). Car Br(z0) est une boule de Siegel, et Sr(z0) est une sphère invariante

de f , pour tout r < α.

D’autre part, d’après les parties (II.) et (III.) de ce théorème, on a si r ≥ α,

alors Sr(z0) n’est pas invariante, donc SI(z0) ⊂ Bα(z0). D’où SI(z0) = Bα(z0).
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3.3. Le cas de α = δ

I.ii) Comme | z0 − z1 |p=| z0 − z2 |p= α, on a z1,2 /∈ Bα(z0). De plus f(Bα(z0)) ⊂
Bα(z0), d’où

Bα(z0) ∩ P = {z ∈ Bα(z0), ∃n ∈ N, fn(z) ∈ {z1, z2}} = ∅.

�

Exemple 3.1.

Soit le système dynamique p-adique discret (f,Cp) où f est définie par

f(z) =
3z2 + 2z

z2 + 3z + 2
, (3.7)

où z 6= z1,2 = {−1,−2}.
D’après le Lemme 3.3, on a z0 = 0 est le seul point fixe de f . Ainsi z0 est indifférent, car

f
′
(0) = 1. De plus, pour tout z ∈ Cp tel que z 6= z1,2, on a

| f(z) |p=| z |p ·
| 3z + 2 |p

| z + 1 |p| z + 2 |p
,

où

P = {z ∈ Cp,∃n ∈ N, fn(z) ∈ {−1,−2}},

δ = |3|p , α =| −1 |p et β =| −2 |p .

1) Dans C3 : on a, α = β = 1 et δ = 1
3
< α, alors le système dynamique 3-adique associé

à la fonction (3.7) est lié au système dynamique réel associé à la fonction ϕ1, 1
3
. D’après

le Théorème 3.1, on a les résultats suivants

• SI(0) = B1(0) et P ⊂ S1(0).

• Pour z = 1√
3
, on a r = |z|3 = | 1√

3
|3 =

√
3. Comme 1 <

√
3 < 3, alors z ∈ S√3(0)

et {fn(z), n ≥ 1} ⊂ S 1√
3
(0).

• Pour z = 1√
9
, on a r = |z|3 = 9 > 3, donc z ∈ S9(0) et {fn(z), n ≥ 1} ⊂ S 1

3
(0).

• Pour z = 8, on a r = |z|3 = 1 et |f(z)|3 = 9 > 1, donc z ∈ S1(0), f(z) ∈ S9(0) et

∀m ≥ 2, fm(z) ∈ S 1
3
(0).

2) Dans C5 : on a, α = β = δ = 1, alors le système dynamique 5-adique associé à

la fonction (3.7) est lié au système dynamique réel associé à la fonction ψ1. D’après le

Théorème 3.4, on a

• SI(0) = B1(0) et B1(0) ∩ P = ∅.

• Pour z = 1
5
, on a r = |z|5 = 5 > 1, d’où z ∈ S5(0), alors f(z) ∈ S1(0).
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3.3. Le cas de α = δ

• Pour z = 4, on a r = |z|5 = 1 et |f(z)|5 = 5 > 1, donc f 2k(z) ∈ S1(0) et

f 2k+1(z) ∈ S5(0), ∀k ≥ 0.

• Pour z = 6, on a r = |z|5 = 1 et |f(z)|5 = 1
5
< 1, donc fk(z) ∈ S 1

5
(0), ∀k ≥ 1.

Après plusieurs tentatives, nous n’avons pas pu trouver un exemple pour le cas α < δ,

où le seul point fixe de f est z0 = 0.

Conclusion 3.1.

Soit le système dynamique p-adique (f,Cp \P) où f est définie par (3.4). Si z0 = 0 est le

seul point fixe de f , alors

f(z) =
az2 + bz

z2 + az + b
, où z 6= z1,2 =

−a±
√
a2 − 4b

2
.

De plus, si α = β, alors δ ≤ α.

En effet

Supposons que α = β, alors si α < δ, on a

α =| z1 |p< δ =| z1 + z2 |p≤ max{α, β} = α.

C’est une contradiction.
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