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INTRODUCTION

Notre but dans ce mémoire, est d’étudier une classe d’inclusions différentielles du second-

ordre gouvernées par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de l’état,

dans un espace de Hilbert H. Pour ce faire, on s’est intéressé à détailler le papier récent [13].

On réfère à quelques articles sur ce thème, voir par exemple [12], [13], [14],[18].

En général, la démonstration d’existence de solution pour les problèmes d’évolution repose

sur l’une des méthodes : la discrétisation, le théorème du point fixe, la régularisée Moreau-

Yosida (pour les opérateurs maximaux monotones), ... ect. Nous aurons l’occasion dans ce

mémoire de procéder par l’approche de discrétisation. Le même problème a été traité dans le

mémoire de Master [17], en appliquant le théorème du point fixe.

L’étude des inclusions différentielles s’est développée au cours des dernières années. On peut

citer quelques références sur ce sujet, voir par exemple : [1], [2], [4], [5], [6], [7], [18].

Ce mémoire est composé essentiellement de trois chapitres ordonnés comme suit :

Dans le premier chapitre intitulé "Notations et Préliminaires", on rappelle quelques notions et

résultats principaux que nous utiliserons tout au long de notre travail. Nous commençons par

les notations et quelques espaces usuels. Aussi, ce chapitre réunit un ensemble de définitions,

propositions et théorèmes sur l’analyse convexe, aussi des notions de l’analyse multivoque et

quelques propriétés fondamentales des opérateurs maximaux monotones qui sont nécessaires

pour les démonstrations de nos théorèmes principaux.

Dans le deuxième chapitre intitulé "Résultats d’existence de solution", nous étudions l’exis-
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Introduction

tence de solution absolument continue au problème du second-ordre suivant

(P1)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ [0, T ],

où A(t,x) est un opérateur maximal monotone dépendant du temps et de l’état de domaine

D(A(t,x)).

Notre étude est menée dans un espace de Hilbert réel séparable H, où f : [0, T ]×H ×H →
H est une perturbation univoque satisfaisant à des conditions appropriées. Notre approche

consiste à diviser l’intervalle [0, T ] et approximer le problème pour passer ensuite aux différents

modes de convergence assurant l’existence de solution à (P1).

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous développons un résultat d’existence concernant

le problème d’évolution

(P2)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ [0, T ]

x(0) = x0 ∈ H, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0)),

lorsque la perturbation multivoque F : I × H × H ⇒ H satisfait à des hypothèses conve-

nables. À cette fin, nous procédons par l’approche de discrétisation ci-dessus, où l’élément de

norme minimale h(s, xni , u
n
i ) de F (s, xni , u

n
i ) est impliqué au lieu de f(s, xni , u

n
i ) et xni , uni seront

construits pour tout i et n entiers naturels.

Dans le troisième chapitre, intitulé "Cas particulier du processus de la rafle", on remarque

qu’à partir des théorèmes du chapitre précédent découlent des résultats d’existence correspon-

dants aux problèmes suivants

(P3)


−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ [0, T ]

u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H,

ii



Introduction

et

(P4)


−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ [0, T ]

u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H,

où pour tout (t, x) ∈ I ×H, NC(t,x) est le cône normal de l’ensemble C(t, x).
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CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rassemblons des notions de base, quelques résultats fondamentaux

utiles, notamment les définitions et les propriétés des multi-applications et celles des opérateurs

maximaux monotones dans un espace de Hilbert.

1.1 Notations générales et espaces usuels

Tout au long de ce mémoire nous adoptons les notations suivantes :

• p.p. presque partout.

• resp. respectivement.

• i.e. ou c-à-d : c’est-à-dire.

• R est l’ensemble des nombres réels.

• R+ est l’ensemble des nombres réels positifs.

• N est l’ensemble des entiers naturels.

• I := [0, T ], T > 0 est un intervalle fermé borné de R.

• H est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire 〈·, ·〉 et de la norme associée

‖ · ‖.

• IH est l’identité de H.

• S est l’adhérence d’un ensemble S (S ⊂ H).
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1.1. Notations générales et espaces usuels

• co(S) est l’enveloppe convexe de S.

• co(S) est l’enveloppe convexe fermée de S.

• BH(0, r) est la boule fermée dans H de centre 0 et de rayon r.

• BH est la boule unité fermée dans H.

• L(I) est la tribu de Lebesgue sur I.

• B(H) est la tribu Borélienne sur H.

• P(X) où 2X est l’ensemble des parties d’un ensemble X.

• ⇀ désigne la convergence faible.

• → désigne la convergence forte.

• 1J est la fonction caractéristique d’un sous-intervalle J de I, définie par

1J(x) =

1 si x ∈ J,

0 sinon.

• CH(I) est l’espace des fonctions continues de I dansH muni de la norme de la convergence

uniforme ‖x‖∞ = sup
t∈I
‖x(t)‖.

• ẋ (resp. ẍ) est la dérivée première (resp. seconde) de x : I → H quand elles existent.

• δ(·, A) est la fonction indicatrice à l’ensemble A définie sur H à valeurs dans

R = [−∞,+∞] par

δA(x) =

0 si x ∈ A,

+∞ sinon.

• δ∗(·, A) est la fonction polaire de δ(·, A), appelée aussi fonction d’appui de l’ensemble A,

définie sur H par

δ∗(·, A) : x ∈ H 7−→ δ∗(·, A) = sup
z∈A
〈x, z〉.

• ProjA(x) est la projection du point x ∈ H dans l’ensemble A, définie par

ProjA(x) = {y ∈ A : d(x,A) = ‖y − x‖}.

Si de plus A est convexe la projection est unique et vérifie

y ∈ ProjA(x)⇔ y ∈ A et 〈x− y, y − a〉 ≥ 0 ∀a ∈ A.
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1.2. Rappels et résultats fondamentaux

• LpH(I), p ∈ [1,+∞[, est l’espace des fonctions mesurables x : I → H telles que∫ T

0

‖x(t)‖pdt < +∞ muni de la norme ‖x‖Lp
H(I) =

(∫ T

0

‖x(t)‖pdt
)1/p

.

Si p = 2 alors L2
H(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉L2

H(I) pour

tous f, g ∈ L2
H(I)

〈f, g〉L2
H(I) =

∫ T

0

〈f(t), g(t)〉dt.

• L∞H (I) est l’espace des fonctions mesurables essentiellement bornées définies sur I à va-

leurs dans H muni de la norme

‖f‖L∞
H (I) = inf{c ≥ 0 : ‖f(t)‖ ≤ c p.p.}.

• W 1,2(I,H) est l’espace des fonctions x : I → H absolument continues à dérivée dans

L2
H(I) et on note W 1,2(I) si H = R.

• W 2,2(I,H) est l’espace des fonctions x : I → H absolument continues à dérivée w

absolument continue avec ẇ dans L2
H(I).

Une bonne partie du contenu du chapitre 1 a été prise des références [3], [9], [10], [19].

1.2 Rappels et résultats fondamentaux

Dans tout ce qui suit X est un ensemble non-vide.

Définition 1.1. Soit Γ ⊂ P(X). Alors, Γ est dite topologie si

1. ∅ ∈ Γ, X ∈ Γ.

2. Toute intersection finie d’éléments de Γ appartient à Γ.

3. Toute réunion quelconque d’éléments de Γ appartient à Γ.

Dans ce cas, le couple (X,Γ ) est dit espace topologique.

Les éléments de Γ sont appelés ensembles ouverts.

Les sous-ensembles fermés de X sont les complémentaires des ouverts.

Caractérisation 1.2. Soit (X,Γ ) un espace topologique. On dit qu’une partie V de X est un

voisinage de x ∈ X s’il existe un ouvert U de X tel que x ∈ U ⊂ V .

On appelle adhérence de A notée A le plus petit fermé contenant A.

On appelle intérieur de C noté Int(C) le plus grand ouvert de X inclus dans C.

Définition 1.3. On dit que X est un espace séparé si pour tous points distincts x et y dans

X, il existe un voisinage Vx de x dans X, et un voisinage Vy de y dans X tels que Vx∩Vy = ∅.
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1.2. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.4. On appelle tribu sur X toute famille Σ de parties de X telle que :

1. ∅ ∈ Σ.

2. Σ est stable par passage aux complémentaires.

3. Σ est stable par passage aux réunions dénombrables.

Dans ce cas, le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable.

Définition 1.5. (Application mesurable)

Soient (X1, Σ1) et (X2, Σ2) deux espaces mesurables. Une application f : (X1, Σ1)→ (X2, Σ2)

est dite mesurable si f−1(A) ∈ Σ1, pour tout A ∈ Σ2.

Définition 1.6. Soit (X, Σ) un espace mesurable. Une mesure sur (X, Σ) est une application

µ : Σ → [0, +∞] vérifiant

1. µ(∅) = 0.

2. Pour toute famille {An, n ∈ N} d’éléments de Σ deux à deux disjoints (c’est-à-dire que

An
⋂
Am = ∅ lorsque n 6= m), on a la propriété de σ-additive

µ(
∞⋃
n=0

An) =
∞∑
n=0

µ(An).

On dit alors que (X, Σ, µ) est un espace mesuré.

Lorsque µ(X) <∞, on dit que la mesure µ est finie.

Un ensemble A est dit µ-négligeable s’il existe B ∈ Σ tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.

Définition 1.7. (Tribu de Borel)

On appelle tribu de Borel ou tribu borélienne de R et on note B(R), la tribu engendrée par les

ouverts de R :

B(R) = σ(A); A = {]a, b[; a, b ∈ R ∪ {−∞,+∞}}.

Définition 1.8. (Mesure de Lebesgue)

Soit (R,B(R)) l’espace mesurable R muni de sa tribu borélienne. Il existe une unique mesure

notée λ sur cet espace mesurable qui possède les deux propriétés suivantes :

(1) ∀a ∈ R,∀A ∈ B(R) : λ(a+ A) = λ(A).

(2) λ([0, 1]) = 1.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R. De plus, on peut montrer qu’elle coïncide

avec la notion de longueur sur les intervalles, c’est-à-dire que la mesure de Lebesgue d’un

intervalle est égale à la longueur de cet intervalle.

4



1.2. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.9. (Propriété vraie µ-presque partout)

On dit qu’une propriété est vraie µ-presque partout sur l’espace mesuré (X, Σ, µ) si la propriété

est fausse sur une partie µ-négligeable de X, on note µ p.p.

Si µ est la mesure de Lebesgue, on écrit p.p. pour simplicité.

Définition 1.10. L’application d : X × X → [0, +∞[ est une distance sur X si pour tous

x, y, z ∈ X, on a

1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Dans ce cas, on dit que (X, d) est un espace métrique.

Exemple 1.11. Tout espace métrique est séparé.

Définition 1.12. Soient (X, d) un espace métrique, S ⊂ X et x0 ∈ X, alors

d(x0, S) = inf
x∈S

d(x0, x),

d(x0, S) est la plus petite distance entre le point x0 et les points de S.

Définition 1.13. Soient S1, S2 deux sous-ensembles de H. La distance de Hausdorff entre S1

et S2 est définie par

dH(S1, S2) = max
(

sup
x∈S2

d(x, S1), sup
x∈S1

d(x, S2)
)
. (1.1)

Définition 1.14. On appelle norme sur un espace vectoriel X réel ou complexe, de dimension

finie ou infinie, toute application x 7→ ‖x‖ de X dans R+ vérifiant les conditions

i) ∀x ∈ X : ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

ii) ∀x ∈ X, ∀λ ∈ R : ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

iii) ∀x, y ∈ X : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Toute norme définit naturellement une distance : d(x, y) = ‖x− y‖ ∀x, y ∈ X.

Définition 1.15. (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur H est une application de H ×H dans

R qui associe à tout couple (x, y) le produit scalaire noté 〈x, y〉 telle que

(i) L’application x 7−→ 〈x, y〉 est linéaire, i.e., pour tous y, x1, x2 ∈ H, α1, α2 ∈ R on a

〈α1x1 + α2x2, y〉 = α1〈x1, y〉+ α2〈x2, y〉.

(ii) Pour tous x, y ∈ H, on a : 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
(iii) Pour tout x ∈ H, on a : 〈x, x〉 ≥ 0 et (〈x, x〉 = 0⇔ x = 0).
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1.2. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.16. On appelle espace vectoriel normé le couple (X, ‖ · ‖) où X est un espace

vectoriel et ‖ · ‖ est une norme sur X.

Définition 1.17. Soit X un espace métrique. La suite (xn)n∈N est dite une suite de Cauchy

si et seulement si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀p, q ∈ N, p > q ≥ n0 : ‖xp − xq‖ < ε.

Définition 1.18. Soit (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. On dit que (X, ‖ · ‖) est un espace

complet si et seulement si toute suite de Cauchy pour ‖ · ‖, composée d’éléments de X, admet

une limite dans X. On dit aussi que X est un espace de Banach.

Définition 1.19. (Application Continue)

Soit (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et g : X → Y , on dit que g est continue au point

x0 ∈ X, si et seulement si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X : d(x, x0) < δ =⇒ d′(g(x), g(x0)) < ε.

• g est continue sur X si et seulement si elle est continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.20. (Continuité séquentielle)

Soient (X1, Γ1), (X2, Γ2) deux espaces topologiques et f : X1 −→ X2. La fonction f est dite

séquentiellement continue en x ∈ X1 si pour toute suite (xn) ⊂ X1 telle que xn −→ x, alors,

on a f(xn) −→ f(x).

La fonction f est séquentiellement continue sur X1 si elle est séquentiellement continue en tout

point de X1.

Remarque 1.21. Dans les espaces métriques, la continuité séquentielle est équivalente à la

continuité.

Théorème 1.22. (Théorème de différentiation de Lebesgue)

Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé. Pour toute fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur R, on a pour presque tout x ∈ R

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(τ)dτ = f(x).

Définition 1.23. Soit (X, Γ ) un espace topologique et soit A ⊂ X. On dit que A est dense

dans X si A = X.

Définition 1.24. On dit qu’un espace topologique (X, Γ ) est séparable s’il existe un sous-

ensemble A ⊂ X dénombrable et dense dans X.

6



1.2. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.25. Soit (X, Γ ) un espace métrique.

(1) Un recouvrement de X est une famille (Ai)i∈ K de parties de X telle que X ⊂
⋃
i∈K

Ai.

Si de plus, K est un ensemble fini, on dit que (Ai)i∈K est un recouvrement fini de X.

(2) Soit (Ai)i∈K un recouvrement de X. Soit J ⊂ K tel que X ⊂
⋃
j∈J

Aj, on dit que (Aj)j ∈ J

est un sous-recouvrement de (Ai)i∈K.

(3) Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts (Ui)i∈K tel que X ⊂
⋃
i∈K

Ui.

Définition 1.26. On dit que l’espace topologique (X, Γ) est compact s’il est séparé et de tout

recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.27. Soit (X, Γ) un espace topologique. On dit que

(i) K ⊂ X est compact si de tout recouvrement de K par des ouverts de X, on peut extraire

un sous-recouvrement fini.

(ii) A ⊂ X (où X est séparé) est relativement compact si A est compact.

(iii) D ⊂ X est compact si et seulement si D est fermé et relativement compact.

Caractérisation 1.28. Soit X un espace métrique.

(i) Un sous-ensemble K de X est dit relativement compact, si de toute suite dans K on peut

extraire une sous-suite convergente dans X.

(ii) Un sous-ensemble D de X est dit compact, si de toute suite dans D on peut extraire une

sous-suite convergente dans D.

(iii) Un sous-ensemble F de X est fermé si et seulement la limite de toute suite à valeurs

dans F appartient à F.

Définition 1.29. Soit X un espace métrique. Un sous-ensemble F de X est dit boule-compact

si l’intersection de F avec toute boule fermée de X est un ensemble compact.

Proposition 1.30. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Tout compact d’un espace séparé est fermé.

Définition 1.31. (Convergence ponctuelle)

Soient E, X deux espaces normés, (fn : X → E)n∈N une suite d’applications et f : X → E.

On dit que (fn)n∈N converge ponctuellement vers f (sur X) si et seulement si, pour tout x ∈ X,

la suite (fn(x))n∈N converge vers f(x) dans E.

Définition 1.32. (Convergence uniforme)

7



1.2. Rappels et résultats fondamentaux

1) On dit que (fn)n∈N converge uniformément vers f(sur X) si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, ∀x ∈ X, (n ≥ N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ < ε).

2) Si la suite (fn)n∈N et l’application f sont bornées, alors (fn)n∈N converge uniformément vers

f sur X, si et seulement si

sup
x∈X
‖fn(x)− f(x)‖ → 0.

Définition 1.33. Soient X un espace topologique et X ′ = {f : X → R/f linéaire continue}
son dual topologique. Soit f ∈ X ′ et soit

ϕf : X −→ R

x 7−→ ϕf (x) = 〈f, x〉X′,X .

Où l’on note 〈·, ·〉X,X′ les crochets de dualité.

Lorsque f parcourt X ′, on obtient une famille d’applications (ϕf )f∈X′ . On appelle topologie

faible sur X, la topologie la moins fine sur X rendant les applications (ϕf )f∈X′ continues sur

X et on la note σ(X,X ′).

Définition 1.34. (Convergence faible)

Soit (xn) une suite de points de X, alors on a (xn) converge faiblement vers x, i.e, xn
σ(X,X′)−−−−→ x

(notée xn ⇀ x)

xn ⇀ x⇔ 〈f, xn〉X′,X −→ 〈f, x〉X′,X ∀f ∈ X ′.

On note que la convergence forte entraîne la convergence faible.

Définition 1.35. Soient X un espace topologique et X ′ son dual topologique. Soit x ∈ X et

soit

ϕx : X ′ −→ R

f 7−→ ϕx(f) = 〈f, x〉X′,X .

Lorsque x parcourt X, on obtient une famille d’applications (ϕx)x∈X . On appelle topologie

faible∗ sur X ′, la topologie la moins fine sur X ′ rendant les applications (ϕx)x∈X continues sur

X ′ et on la note σ(X ′, X).

Définition 1.36. (Convergence faible∗)

Soit (fn) une suite de points de X ′, alors on a fn
σ(X′,X)−−−−→ f (notée fn ⇀ f)

fn ⇀
∗ f ⇔ 〈fn, x〉X′,X −→ 〈f, x〉X′,X ∀x ∈ X.
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1.2. Rappels et résultats fondamentaux

Définition 1.37. Un espace préhilbertien (réel) est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire (H, 〈·, ·〉). Sur cet espace, on définit une norme par ‖x‖ =
√
〈x, x〉, x ∈ H, dite norme

induite par le produit scalaire.

Définition 1.38. Un espace de Hilbert réel est un espace préhilbertien (réel) complet, i.e., un

espace vectoriel muni d’un produit scalaire qui est complet pour la norme induite.

Théorème 1.39. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit H un espace préhilbertien, alors, on a pour tous x, y ∈ H

|〈x, y〉| ≤
√
〈x, x〉

√
〈y, y〉. (1.2)

De cette inégalité, résulte la continuité des applications de H dans R : x 7−→ 〈x, y〉 et
y 7−→ 〈x, y〉.

Théorème 1.40. (Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Soit E un espace de Banach, soit E ′ son dual topologique. La boule unité fermée dans E ′ notée

BE′ est compacte pour la topologie σ∗(E ′, E).

Corollaire 1.41. Soit H un espace de Banach. Alors

• Toute suite convergente de H est bornée.

• Toute suite bornée dans H admet une sous-suite faiblement convergente.

• Soit (xn) ⊂ H, si xn ⇀ x, alors (‖xn‖) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Définition 1.42. Un ensemble S ⊂ H est convexe si

∀x, y ∈ S, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ S.

Exemple 1.43. Pour tout x ∈ H et r ≥ 0, la boule centrée en x et de rayon r (ouverte ou

fermée) est convexe.

Définition 1.44. Soit [a, b] un intervalle de R. Une fonction ϕ : [a, b]→ H est dite absolument

continue si pour tout réel ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute suite finie ([an, bn])n∈N de

sous-intervalles de [a, b] d’intérieurs disjoints, c’est à dire∑
n≥0

(bn − an) < δ =⇒
∑
n≥0

‖ϕ(bn)− ϕ(an)‖ < ε.

Théorème 1.45. Soit [a, b] un intervalle de R. Une fonction ϕ : [a, b]→ H est dite absolument

continue si et seulement si il existe une fonction g intégrable sur [a, b] telle que pour tout

x ∈ [a, b] on a

ϕ(x)− ϕ(a) =

∫ x

a

g(t)dt,

dans ce cas, g ≡ ϕ̇ p.p.
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1.3. Outils d’analyse convexe

Remarque 1.46. Soit une fonction ϕ : [a, b]→ H.

1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

3. Toute fonction continue est mesurable, ici on considère [a, b] muni de la tribu de Lebesgue

et H muni de la tribu Borélienne.

Définition 1.47. (Fonction de type Lipschitz)

Soit ϕ : I → H. On dit que ϕ est de type Lipschitz de rapport L > 0 si et seulement si

∀ x, y ∈ I : ‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ ≤ L|x− y|.

On dit que ϕ est une contraction si, elle est de type Lipschitz de rapport 0 < L < 1.

Remarque 1.48. Toute fonction de type Lipschitz est absolument continue.

1.3 Outils d’analyse convexe

Ces notions ont été pris des références [8], [15], [19].

Définition 1.49. Soit E un espace vectoriel sur R, et soit B ⊂ E.

On dit que B est convexe si et seulement si

∀x, y ∈ B, ∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ B.

Définition 1.50. On appelle simplexe de Rn l’ensemble ∆n, défini par

∆n =

{
(α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn /αi ≥ 0 et

n∑
i=1

αi = 1

}
.

Définition 1.51. Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E.
On appelle combinaison convexe des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément de la forme

x =
n∑
i=1

αixi tel que (α1, α2, . . . , αn) ∈ ∆n.

Définition 1.52. (Enveloppe convexe)

Soit A un sous ensemble d’un espace vectoriel topologique E.

• L’enveloppe convexe de S noté co(S) est l’intersection de tous les sous-ensembles convexes

de E contenant S. En plus, c’est le plus petit convexe de E qui contient S.

10



1.4. Multi-applications et sélections

• On appelle enveloppe convexe fermée de S que l’on note co(S) l’intersection de tous les

sous-ensembles convexes fermés de E contenant S. C’est le plus petit convexe fermé de

E qui contient S.

Théorème 1.53. Soit E un espace vectoriel et S ⊂ E. Alors

co(S) =

{ n∑
i=1

αixi; n ≥ 1, (α1, α2, . . . , αn) ∈ ∆n, x1, x2, . . . , xn ∈ S
}
.

Théorème 1.54. (Banach-Mazur)

Soit E un espace de Banach. Soit (xn)n ⊂ E et x ∈ E. Si (xn)nconverge faiblement vers x dans

E, alors, il existe une suite (yn)n de combinaison convexe des (xk)k≥n (i.e. yn ∈ co{xk, k ≥ n})
qui converge fortement vers x telle que

x ∈
⋂
n

co{xk, k ≥ n}.

Théorème 1.55. (Théorème de séparation)

Soit E un espace vectoriel normé, alors pour tout ensemble B ⊂ E non vide

co(B) = {x ∈ E : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, B) ∀ x′ ∈ E ′}

et δ∗(x′, B) = δ∗(x′, co(B)) = δ∗(x′, co(B)), ∀ x′ ∈ E ′.

1.4 Multi-applications et sélections

Pour commencer, nous définissons les multi-applications, aussi appelées correspondances,

applications multivoques ou multi-fonctions. Pour plus de détails sur les propriétés des multi-

applications, on peut se référer par exemple à [3] et [15].

Définition 1.56. Soient X, Y deux ensembles non-vides, on appelle multi-application définie

sur X à valeurs dans Y toute application de X ayant ses valeurs dans 2Y . On note

F : X ⇒ Y où F : X → 2Y ,

c’est à dire pour tout x dans X : F (x) est un sous-ensemble de Y.

Définition 1.57. Soit F : X ⇒ Y une multi-application.

On appelle domaine de F noté D(F ) l’ensemble

D(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.
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1.4. Multi-applications et sélections

On définit l’image de F notée R(F ) par

R(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ F (x)} =
⋃

x∈D(F )

F (x).

On définit le graphe de F noté Gr(F ) par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ D(F )× Y : y ∈ F (x)}.

Définition 1.58. Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non-vides. On appelle

sélection de F toute application f : X −→ Y vérifiant f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

Définition 1.59. Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique, et F : X ⇒ Y

une multi-application. On dit que F est mesurable si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X, F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Exemple 1.60. Toute multi-application constante est mesurable.

Théorème 1.61. (Théorème de sélection mesurable)

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et soit F : X ⇒ Y

une multi-application mesurable à valeurs non-vides fermées. Alors, F admet au moins une

sélection mesurable.

Définition 1.62. Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace vectoriel normé. Soit

F : X ⇒ E une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout

x′ ∈ E ′, l’application t 7−→ δ∗(x′, F (t)) est mesurable.

Théorème 1.63. Supposons que H est un espace de Hilbert séparable. Soit Φ : I ⇒ H une

multi-application scalairement Lebesgue mesurable à valeurs convexes faiblement compactes,

alors la multi-application Φ0 : t 7−→ PΦ(x)(0) est Lebesgue mesurable.

Définition 1.64. (Semi-continuité supérieure)

Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-application.

• On dit que F est semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si pour tout ouvert

U de Y tel que F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Ω ∈ V (x0), tel que F (Ω) ⊂ U , i.e.,

F (X) ⊂ U , ∀x ∈ Ω.

• F est semi-continue supérieurement sur X si seulement si F est semi-continue supérieu-

rement en tout point x0 ∈ X.
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1.5. Opérateurs maximaux monotones

On rappelle un cas particulier du Théorème VI-4 [15].

Théorème 1.65. Soit H un espace de Hilbert séparable. On considère une multi-application

φ définie sur [0, T ] × H à valeurs compactes convexes non vides dans H telle que pour t ∈
[0, T ], φ(t, ·) est semi-continue supérieurement. Soient Yn et Y , pour tout n, des applications

scalairement intégrables de [0, T ] dans H. Soient Xn, X : [0, T ] −→ H pour tout n. On suppose

les hypothèses suivantes :

a) lim
n→∞

Xn(t) = X(t) p.p.

b) Pour tout x ∈ H fixé, la suite (Yn)n converge vers Y par rapport à la topologie faible

σ(L1
H([0, T ]), L∞H ([0, T ])).

c) Yn(t) ∈ φ(t,Xn(t)) p.p.

Alors Y (t) ∈ φ(t,X(t)) p.p.

1.5 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.66. Un opérateur A : H ⇒ H est dit monotone si pour tous x1, x2 ∈ D(A) et

tous y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2, on a

〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0. (1.3)

Définition 1.67. Un opérateur A : H ⇒ H est dit maximal monotone s’il est monotone et si

toute extension monotone de A coïncide avec A.

Proposition 1.68. (Théorème de Minty)

Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H. On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(IH + λA) = H, pour tout λ > 0.

Définition 1.69. Soit S un sous-ensemble de H. Le cône normal de S en x ∈ H, est défini

par

NS(x) = {y ∈ H : 〈y, z − x〉 ≤ 0 ∀z ∈ S}. (1.4)

Si S est convexe fermé, alors NS est un opérateur maximal monotone. Il est à noter que

D(NS) = S.

Définition 1.70. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone. Alors, pour tout

x ∈ D(A), Ax est non-vide convexe fermé.
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1.5. Opérateurs maximaux monotones

Proposition 1.71. Il existe y ∈ Ax unique appelé élément de norme minimale de Ax, noté

A0x tel que ‖y‖ = ProjAx(0).

Définition 1.72. Un opérateur A : H ⇒ H est dit demi-fermé si la condition suivante est

satisfaite : si xn ∈ D(A), yn ∈ Axn tels que xn → x et yn ⇀ y dans H alors x ∈ D(A) et

y ∈ Ax.

Proposition 1.73. Tout opérateur maximal monotone est demi-fermé.

Définition 1.74. Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H. On appelle l’opérateur JAλ : H → H défini par

JAλ = (IH + λA)−1, (1.5)

la résolvante de A, et l’opérateur Aλ : H → H défini par

Aλ =
1

λ
(IH − JAλ ), (1.6)

l’approximation de Yosida de A, pour tout λ > 0.

Les opérateurs Aλ, JAλ sont univoques et définis sur l’espace H tout entier. On a

JAλ x ∈ D(A) et Aλ(x) ∈ A(JAλ x), pour tout x ∈ H, (1.7)

‖Aλ(x)‖ ≤ ‖A0x‖, pour tout x ∈ D(A). (1.8)

On rappelle les résultats suivants (voir [20]).

Définition 1.75. Soient A : D(A) ⊂ H ⇒ H et B : D(B) ⊂ H ⇒ H deux opérateurs

maximaux monotones, alors on note dis(A,B) la pseudo-distance entre A et B définie par

dis(A,B) = sup

{
〈y − y′, x′ − x〉
1 + ‖y‖+ ‖y′‖

: (x, y) ∈ gph(A), (x′, y′) ∈ gph(B)

}
. (1.9)

On a dis(A,B) ∈ [0,+∞], dis(A,B) = dis(B,A) et dis(A,B) = 0 si et seulement si A = B.

Remarque 1.76. Si S1, S2 sont deux ensembles convexes fermés non-vides de H, alors on a

dis(NS1 , NS2) = dH(S1, S2), (1.10)

où la distance de Hausdorff entre S1 et S2 est donnée par (1.1).
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1.6. Quelques résultats utiles

1.6 Quelques résultats utiles

Théorème 1.77. (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions dans LpH(I), 1 ≤ p < +∞. On suppose que

1) fn(t) −→ f(t) p.p sur I.

2) Il existe une fonction g ∈ LpR+
(I) telle que pour tout n : ‖fn(t)‖ ≤ g(t) p.p sur I.

Alors, on a f ∈ LpH(I) et ‖fn − f‖Lp
H(I) −→ 0.

Théorème 1.78. (Théorème d’Ascoli-Arzelà)

Soit (I, d) un espace métrique compact et (X, d′) un espace métrique complet. Alors, une partie

H de CX(I) est relativement compacte pour la topologie de la convergente uniforme, si et

seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,

∀x ∈ I,∀ε > 0,∃δ > 0, ∀f ∈ H,∀y ∈ I, (d(x, y) < δ)⇒ (d′(f(x), f(y)) < ε).

2. Pour tout x ∈ I, l’ensemble H(x) = {f(x), f ∈ H} est relativement compact.
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CHAPITRE 2

RÉSULTATS D’EXISTENCE DE SOLUTION

2.1 Résultats préparatoires

Pour démontrer le résultat d’existence de solutions pour le problème (P1), nous avons besoin

de rappeler les lemmes suivants (voir [16]).

Lemme 2.1. Soit A un opérateur maximal monotone sur H. Si x ∈ D(A) et y ∈ H sont tels

que

〈A0z − y, z − x〉 ≥ 0 ∀z ∈ D(A),

alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Lemme 2.2. Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones sur H tels que

dis(An, A) → 0. Supposons aussi que xn ∈ D(An) avec xn → x et yn ∈ An(xn) avec yn ⇀ y

pour certains x, y ∈ H. Alors, on a x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Lemme 2.3. Soient A, B des opérateurs maximaux monotones sur H. Alors, on a

(1) Pour λ > 0 et x ∈ D(A)

‖x− JBλ (x)‖ ≤ λ‖A0x‖+ dis(A,B) +
√
λ
(
1 + ‖A0x‖

)
dis(A,B).

(2) Pour λ > 0 et x, x′ ∈ H

‖JAλ (x)− JAλ (x′)‖ ≤ ‖x− x′‖. (2.1)
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

Lemme 2.4. Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones sur H tels que

dis(An, A)→ 0 et ‖A0
nx‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour c > 0, tous n ∈ N et x ∈ D(An). Alors, pour tout

z ∈ D(A) il existe une suite (zn) telle que

zn ∈ D(An), zn → z et A0
nzn → A0z. (2.2)

Lemme 2.5. (Lemme de Gronwall)

Soient (αi), (βi), (γi) et (ηi) des suites de nombres réels positifs tels que

ηj+1 ≤ αj + βj(η0 + ...+ ηj−1) + (1 + γj)ηj pour j ∈ N.

Alors, on a

ηj ≤
(
η0 +

j−1∑
k=0

αk

)
exp

( j−1∑
k=0

(kβk + γk)
)

pour j ∈ N∗.

2.2 Étude du problème du second-ordre (P1)

Nous sommes intéressés dans cette section par l’étude du problème (P1).

Théorème 2.6. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout (t, x) ∈
I ×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfaisant :

(H1) il existe un nombre réel positif c tel que

‖A0
(t,x)y‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×D(A(t,x)),

(H2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive sur

I et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

dis(A(t,u), A(τ,v)) ≤ a(t)− a(τ) + r‖u− v‖, pour tous 0 ≤ τ ≤ t ≤ T, pour tous u, v ∈ H.

(H3) pour tout sous ensemble borné B de H, l’ensemble D(A(I ×B)) est un boule-compact.

Soit f : I ×H ×H → H une fonction qui est mesurable sur I, continue sur H ×H telle que

∃m > 0 : ‖f(t, x, y)‖ ≤ m(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.3)

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H ×D(A(0,x0)), le problème d’évolution

(P1)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

x(0) = x0, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0))

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ [0, T ],
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

admet une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.

En d’autres termes, l’inclusion différentielle du second-ordre
−ẍ(t) ∈ A(t,x(t))ẋ(t) + f(t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ D(A(0,x0)),

admet au moins une solution x(·) dans W 2,2(I,H).

De plus, l’inégalité suivante

‖ẍ(t)‖ = ‖u̇(t)‖ ≤ ξ(1 + ȧ(t)) p.p. t ∈ I, (2.4)

est vraie pour une constante réelle positive ξ, dépendant de c,m, T, r, a(T ), ‖u0‖, ‖x0‖.

Démonstration. La démonstration du théorème repose sur une méthode de discrétisation.

Elle comprend trois parties.

Partie 1 : Construction des suites (un)n et (xn)n.

Pour tout n ∈ N∗, on définit une partition de l’intervalle I := [0, T ] par

0 = tn0 < tn1 < · · · < tni < tni+1 < · · · < tnn = T.

Pour tout n ≥ 1 et i = 0, 1, · · · , n− 1, on pose

hni+1 = tni+1 − tni , ani+1 = a(tni+1)− a(tni ), (2.5)

et on suppose que

hni ≤ hni+1, ani ≤ ani+1. (2.6)

Définissons la fonction γ par γ(t) = t + a(t) pour tout t ∈ I. On peut choisir la partition

ci-dessus de telle sorte que pour tout n ≥ 1 et i = 0, 1, · · · , n− 1,

σni+1 = hni+1 + ani+1 ≤ ln, (2.7)

où ln = γ(T )
n

, car a ∈ W 1,2(I) avec a(0) = 0 par hypothèse. Il est clair que ln → 0 lorsque

n→∞.

On définit xn0 = x0, u
n
0 = u0 ∈ D(A(0,x0)) et pour i = 0, 1, · · · , n− 1,

xni+1 = xni + hni+1u
n
i , (2.8)

uni+1 = Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
∈ D(A(tni+1,x

n
i+1)

), (2.9)
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

par (1.7) où

Jni+1 = J
A(tn

i+1
,xn

i+1
)

hni+1
=
(
IH + hni+1A(tni+1,x

n
i+1)

)−1
.

Combinons cela avec (2.9), il résulte

uni −
∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds ∈ uni+1 + hni+1A(tni+1,x

n
i+1)

uni+1. (2.10)

Cette dernière inclusion peut être réécrite comme suit :

−
uni+1 − uni
hni+1

∈ A(tni+1,x
n
i+1)

uni+1 +
1

hni+1

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds. (2.11)

Notons que par construction (voir (2.8)), on a pour tout i = 1, . . . , n

‖xni − xni−1‖ = ‖xni−1 + hni u
n
i−1 − xni−1‖

= hni ‖uni−1‖.

Ensuite, par (2.7) et (2.8), il en résulte que i = 1, . . . , n

‖xni ‖ = ‖xni−1 + hni u
n
i−1‖

= ‖xni−2 + hni−1u
n
i−2 + hni u

n
i−1‖

= ‖xni−3 + hni−2u
n
i−3 + hni−1u

n
i−2 + hni u

n
i−1‖

= ‖x0 + hn1u
n
0 + hn2u

n
1 + · · ·+ hni u

n
i−1‖

≤ ‖x0‖+ hn1‖un0‖+ · · ·+ hni ‖uni−1‖

≤ ‖x0‖+ ln(‖un0‖+ ‖un1‖+ · · ·+ ‖uni−1‖). (2.12)

Par le lemme 2.3, on obtient

‖uni+1 − uni ‖ = ‖Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
− uni ‖

= ‖Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
− Jni+1(u

n
i ) + Jni+1(u

n
i )− uni ‖

≤ ‖Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
− Jni+1(u

n
i )‖+ ‖Jni+1(u

n
i )− uni ‖

≤ ‖uni −
∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds− uni ‖+ ‖uni − Jni+1(u

n
i )‖

≤
∫ tni+1

tni

‖f(s, xni , u
n
i )‖ds+ ‖uni − Jni+1(u

n
i )‖

≤
∫ tni+1

tni

‖f(s, xni , u
n
i )‖ds+ hni+1‖A0

(tni ,x
n
i )
uni ‖+ dis(A(tni ,x

n
i )
, A(tni+1,x

n
i+1)

)

+
(
hni+1(1 + ‖A0

(tni ,x
n
i )
uni ‖)dis(A(tni ,x

n
i )
, A(tni+1,x

n
i+1)

)
) 1

2
.
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En utilisant (H1), (H2), (2.3), (2.5), (2.7), (2.8) et le fait que (ab)
1
2 ≤ 1

2
a+ 1

2
b pour des nombres

réels positifs a, b, pour tout n ≥ 1 et i = 0, 1, ..., n− 1, on a

‖uni+1 − uni ‖ ≤ hni+1m(1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) + hni+1c (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖)

+ ani+1 + r‖xni+1 − xni ‖+
hni+1

2
(1 + c(1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖)) +

1

2
ani+1 +

r

2
‖xni+1 − xni ‖

≤ σni+1m (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) + σni+1c (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) + σni+1 +
1

2
σni+1 + rσni+1‖uni ‖

+
r

2
σni+1‖uni ‖+

1

2
σni+1 (1 + c(1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖))

= σni+1m (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) +
3

2
σni+1c(1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) +

3

2
rσni+1‖uni ‖+ 2σni+1.

En simplifiant, on trouve

‖uni+1 − uni ‖ ≤ σni+1

(
m+

3c

2
+

3r

2

)
‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2

)
‖xni ‖

+ σni+1

(
m+

3c

2
+ 2

)
, (2.13)

ce qui donne

‖uni+1‖ ≤ ‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2
+

3r

2

)
‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2

)
‖xni ‖

+ σni+1

(
m+

3c

2
+ 2

)
≤
(

1 + σni+1

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2

)
‖xni ‖

+ σni+1

(
m+

3c

2
+ 2

)
.

En combinant ceci avec (2.12), on trouve

‖uni+1‖ ≤
(

1 + σni+1

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ σni+1

(
m+

3c

2

)(
‖x0‖+ ln

(
‖un0‖+ · · ·+ ‖uni−1‖

))
=

(
1 + σni+1

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
‖uni ‖+ σni+1

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ σni+1

(
m+

3c

2

)
‖x0‖+ lnσ

n
i+1

(
m+

3c

2

)(
‖un0‖+ · · ·+ ‖uni−1‖

)
.

De (2.7), il s’en suit que

‖uni+1‖ ≤
(

1 + ln

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
‖uni ‖+ ln

(
m+

3c

2

)
‖xn0‖

+ ln

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ l2n

(
m+

3c

2

)(
‖un0‖+ ‖un1‖+ · · ·+ ‖uni−1‖

)
.
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

En appliquant Lemme 2.5, il résulte que

‖uni ‖ ≤

(
‖u0‖+

i−1∑
k=0

[
ln

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ ln

(
m+

3c

2

)
‖x0‖

])

exp

(
i−1∑
k=0

(
kl2n

(
m+

3c

2

)
+ ln

(
m+

3c

2
+

3r

2

)))

≤
(
‖u0‖+ iln

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ iln

(
m+

3c

2

)
‖x0‖

)
exp

(
i−1∑
k=0

kl2n

(
m+

3c

2

)
+

i−1∑
k=0

ln

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
.

Or, on a

iln ≤ (n− 1)ln ≤ γ(T )

et
i−1∑
k=0

k =
i

2
(i− 1).

D’où

‖uni ‖ ≤
(
‖u0‖+ γ(T )

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ γ(T )

(
m+

3c

2

)
‖x0‖

)
exp

(
i

2
(i− 1)l2n

(
m+

3c

2

)
+ iln

(
m+

3c

2
+

3r

2

))
.

Alors, on trouve

‖uni ‖ ≤M,

où M est la constante réelle positive définie par

M :=

(
‖u0‖+ γ(T )

(
m+

3c

2
+ 2

)
+ γ(T )‖x0‖

(
m+

3c

2

))
exp

((
m

2
+

3c

4

)
γ2(T ) +

(
m+

3c

2
+

3r

2

)
γ(T )

)
.

En vertu de (2.12), on obtient

‖xni ‖ ≤ ‖x0‖+ ln
(
‖un0‖+ ‖un1‖+ · · ·+ ‖uni−1‖

)
= ‖x0‖+ ln

i−1∑
k=0

‖unk‖

≤ ‖x0‖+Miln

≤ ‖x0‖+ γ(T )M.

De retour à (2.8), on écrit

‖xni+1 − xni ‖ = hni+1‖uni ‖ ≤ σni+1M.
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

Ce qui entraîne

‖xni ‖ ≤M1, ‖xni+1 − xni ‖ ≤ σni+1M1, (2.14)

où M1 := max(M, ‖x0‖+ γ(T )M).

Maintenant, en vertu de (2.7) et (2.13) il existe une constante réelle positive L telle que

‖uni+1 − uni ‖ ≤ σni+1L,

où

L :=

(
m+

3c

2
+

3r

2

)
M +

(
m+

3c

2

)
M1 +

(
m+

3c

2
+ 2

)
.

Donc

‖uni ‖ ≤ L1, ‖uni+1 − uni ‖ ≤ σni+1L1, (2.15)

avec L1 := max(L,M).

On définit les fonctions un, xn pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, i ∈ {0, . . . , n− 1} par

un(t) = uni +
t− tni
tni+1 − tni

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
−
∫ t

tni

f(s, xni , u
n
i )ds,

un(T ) = unn, (2.16)

et

xn(t) = xni + (t− tni )
xni+1 − xni
tni+1 − tni

, xn(T ) = xnn, (2.17)

on remarque que un(tni+1) = uni+1 et xn(tni+1) = xni+1. Alors, les fonctions un, xn : I → H sont

absolument continues sur I.

De plus, pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[, de (2.16) on a,

u̇n(t) =
1

tni+1 − tni

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
− f(t, xni , u

n
i ), (2.18)

et de (2.8) et (2.17), on trouve

ẋn(t) =
xni+1 − xni
tni+1 − tni

= uni , (2.19)

l’inclusion différentielle (2.11) s’écrit alors sous la forme

− u̇n(t)− f(t, xni , u
n
i ) ∈ A(tni+1,x

n
i+1)

uni+1. (2.20)
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De (2.7), (2.14), (2.15) et (2.16), en tenant-compte de (2.3), on a

‖un(t)− uni ‖ = ‖ t− tni
tni+1 − tni

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
−
∫ t

tni

f(s, xni , u
n
i )ds‖

≤ ‖ t− tni
tni+1 − tni

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds

)
‖+ ‖

∫ t

tni

f(s, xni , u
n
i )ds‖

≤ ‖uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds‖+ ‖

∫ t

tni

f(s, xni , u
n
i )ds‖

≤ ‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

‖f(s, xni , u
n
i )‖ds+

∫ t

tni

‖f(s, xni , u
n
i )‖ds

≤ ‖uni+1 − uni ‖+ hni+1m (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖) + hni+1m (1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖)

≤ σni+1L1 + 2hni+1m(1 +M1 + L1)

≤ σni+1L1 + 2σni+1m(1 +M1 + L1)

≤ (L1 + 2m(1 +M1 + L1))ln = L2ln, (2.21)

avec L2 = L1 + 2m(1 +M1 + L1).

Remarquons que pour tout n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

‖un(t)− un(s)‖ ≤ L1(γ(t)− γ(s)) + (L1 + 2L2)ln. (2.22)

En effet, fixons s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , t

n
j+1[ avec j > i. Alors, de (2.7), (2.15) et (2.21), on écrit

‖un(t)− un(s)‖ = ‖un(t)− unj + unj − uni + uni − un(s)‖

≤ ‖un(t)− uj‖+ ‖unj − uni ‖+ ‖uni − un(s)‖

≤ L2ln + ‖unj − uni ‖+ L2ln

= 2L2ln + ‖unj − uni ‖

≤
j−i−1∑
l=0

‖uni+l+1 − uni+l‖+ 2L2ln

≤
j−i−1∑
l=0

L1σ
n
i+l+1 + 2L2ln = L1

(
σni+1 + σni+2 + · · ·+ σnj

)
+ 2L2ln

= L1

(
hni+1 + ani+1 + hni+2 + ani+2 + · · ·+ hnj + anj

)
+ 2L2ln

= L1((t
n
j − tni ) + (a(tnj )− a(tni ))) + 2L2ln

= L1(γ(tnj )− γ(tni )) + 2L2ln,
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

‖un(t)− un(s)‖ = L1(γ(tnj ) + γ(tni+1)− γ(tni )− γ(tni+1)) + 2L2ln

≤ L1(γ(t) + σni+1 − γ(s)) + 2L2ln

= L1(γ(t)− γ(s)) + L1σ
n
i+1 + 2L2ln

≤ L1(γ(t)− γ(s)) + (L1 + 2L2)ln.

En vertu des inclusions (2.3), (2.7), (2.14), (2.15) et (2.18), on obtient

pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[

‖u̇n(t)‖ =
∥∥∥ 1

hni+1

(uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, xni , u
n
i )ds)− f(t, xni , u

n
i )
∥∥∥

≤ 1

hni+1

(‖uni+1 − uni ‖+ hni+1‖f(s, xni , u
n
i )‖) + ‖f(s, xni , u

n
i )‖

=
1

hni+1

‖uni+1 − uni ‖+ 2‖f(s, xni , u
n
i )‖

≤ 1

hni+1

‖uni+1 − uni ‖+ 2m(1 + ‖xni ‖+ ‖uni ‖)

≤ 1

hni+1

σni+1L1 + 2m(1 + L1 +M1),

ce qui donne en tenant compte de la construction des suites (σni ), (hni ), (ani ) (voir (2.5) et (2.7))

‖u̇n(t)‖ ≤ L1

(
hni+1 + ani+1

hni+1

)
+ 2m(1 + L1 +M1)

= L1

(
1 +

ani+1

hni+1

)
+ 2m(1 + L1 +M1)

= L1

(
1 +

a(tni+1)− a(tni )

tni+1 − tni

)
+ 2m(1 + L1 +M1). (2.23)

En utilisant le théorème de dérivation de Lebesgue (voir Théorème 1.22), il existe un sous-

ensemble de mesure de Lebesgue nul J ⊂ I, tel que pour tout t ∈ I\J qui est différent du

noeud tni , on a

lim
n→∞

a(tni+1)− a(tni )

tni+1 − tni
= ȧ(t).

On conclut alors que pour presque tout t ∈ I, l’existence d’une constante finie at < +∞ telle

que

‖u̇n(t)‖ ≤ at. (2.24)

Il est facile de remarquer que par (2.23)

‖u̇n(t)‖ ≤ L1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r(s)ds+ L3,
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2.2. Étude du problème du second-ordre (P1)

où r est la fonction définie par r(t) = 1 + ȧ(t), r ∈ L2
R+

(I), L3 = 2m(1 + L1 +M1).

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

‖u̇n(t)‖ ≤ L1

(tni+1 − tni )
1
2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

) 1
2

+ L3,

et alors

‖u̇n‖2L2
H(I) =

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖u̇n(t)‖2dt

=
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

 L1

(tni+1 − tni )
1
2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

) 1
2

+ L3

2

dt.

Comme (x+ y)2 ≤ 2(x2 + y2) pour tous x, y ∈ R, alors

‖u̇n‖2L2
H(I) ≤ 2

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
L2
1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ L2
3

)
dt,

≤ 2
n−1∑
i=0

(
L2
1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ L2
3

)
(tni+1 − tni ),

= 2L2
1

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ 2L2
3T,

car
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni ) = T par construction.

D’où, il existe une constante réelle positive S telle que

‖u̇n‖L2
H(I) ≤ S =

(
2L2

1

∫ T

0

r2(s)ds+ 2L2
3T

) 1
2

< +∞. (2.25)

Posons pour tout n ≥ 1

θn(t) =

 0 si t = 0

tni si t ∈]tni , t
n
i+1] pour i ∈ {0, . . . , n− 1},

et

δn(t) =

 0 si t = 0

tni+1 si t ∈]tni , t
n
i+1] pour i ∈ {0, . . . , n− 1}.

Rappelons que par construction (voir (2.5) et (2.7)) pour tout t ∈ I, on a

lim
n→∞

θn(t) = t et lim
n→∞

δn(t) = t. (2.26)

Maintenant, définissons, pour tout t ∈ I, la suite (yn) par

yn(t) = x0 +

∫ t

0

un(θn(s))ds, (2.27)
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qui est affine par morceaux.

Par (2.8), on a pour tout t ∈ I

yn(t) = x0 +

∫ tn1

0

un(θn(s))ds+

∫ tn2

tn1

un(θn(s))ds+ · · ·+
∫ t

tni

un(θn(s))ds

= x0 +

∫ tn1

0

un(tn0 )ds+

∫ tn2

tn1

un(tn1 )ds+ · · ·+
∫ t

tni

un(tni )ds

= x0 +

∫ tn1

0

un0ds+

∫ tn2

tn1

un1ds+ · · ·+
∫ t

tni

uni ds

= x0 + (tn1 − 0)un0 + (tn2 − tn1 )un1 + · · ·+ (t− tni )uni

= xn0 + hn1u
n
0 + hn2u

n
1 + · · ·+ (t− tni )uni

= xn1 + hn2u
n
1 + · · ·+ (t− tni )uni

= xni + (t− tni )uni

= xni + (t− tni )
xni+1 − xni
tni+1 − tni

= xn(t).

On définit la suite (gn) par

gn(t) = f(t, xn(θn(t)), un(θn(t))), pour tout t ∈ I.

En vertu des inclusions (2.9), (2.20) et (2.27), on obtient

− u̇n(t) ∈ A(δn(t),xn(δn(t)))un(δn(t)) + gn(t), t ∈ I, (2.28)

xn(t) = x0 +

∫ t

0

un(θn(s))ds, t ∈ I (2.29)

un(δn(t)) ∈ D(A(δn(t),xn(δn(t)))), t ∈ I. (2.30)

Partie 2 : Convergence des suites (un)n et (xn)n.

On remarque de (2.25) et la continuité absolue de (un)n que pour tout s, t ∈ I, t ≤ s

‖un(s)− un(t)‖ = ‖
∫ s

t

u̇n(τ)dτ‖ ≤
∫ s

t

‖u̇n(τ)‖dτ

≤ ‖u̇n‖L2
H(I)(s− t)

1
2

= (s− t)
1
2S, (2.31)

c-à-d que {un(·) : n ∈ N∗} est équicontinue.
D’après (2.30), (2.14), on remarque que pour tout t ∈ I

(un(δn(t))) ⊂ D(A(I ×M1BH)).
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De plus, de (2.15) on a (un(δn(t))) ⊂ L1BH , pour tout t ∈ I.
Ces inclusions, en tenant compte de l’hypothèse (H3) entraînent que l’ensemble

{un(δn(t)) : n ∈ N∗} est relativement compact dans H pour tout t ∈ I.
Il résulte de (2.26) et (2.31), que pour tout t ∈ I

‖un(θn(t))− un(t)‖ → 0 et ‖un(δn(t))− un(t)‖ → 0 lorsque n→∞. (2.32)

On en déduit que l’ensemble {un(t) : n ∈ N∗} est relativement compact pour tout t ∈ I.

En combinant ceci avec l’équicontinuité de (un) d’après le Théorème d’Ascoli (voir Théorème

1.78), il existe une fonction u ∈ CH(I) telle que (un)n converge uniformément vers u(·).
D’après (2.25), on remarque que la suite (u̇n) est bornée dans L2

H(I). Donc, on peut extraire

une sous-suite de (u̇n) notée (u̇n) telle que

u̇n ⇀ w dans L2
H(I).

Rappelons que la fonction un est absolument continue pour tout n. Pour tout z ∈ H et tous

0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

〈z,
∫ t

s

u̇n(τ)dτ〉 =

∫ T

0

〈z1]s,t](τ), u̇n(τ)〉dτ

= 〈z, un(t)− un(s)〉.

Un passage à la limite dans l’égalité précédente entraîne

〈z,
∫ t

s

w(τ)dτ〉 = 〈z, u(t)− u(s)〉.

D’où, pour tous s, t ∈ I tel que s ≤ t, on obtient∫ t

s

w(τ)dτ = u(t)− u(s),

alors u est absolument continue et w coïncide presque par tout sur I avec u̇,

u̇n ⇀ u̇ dans L2
H(I). (2.33)

En observant que

‖un(θn(t))− u(t)‖ = ‖un(θn(t))− un(t) + un(t)− u(t)‖

≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− u(t)‖.

De (2.32) et de la convergence uniforme de (un)n vers u, on déduit que

lim
n→∞

‖un(θn(t))− u(t)‖ = 0 pour tout t ∈ I, (2.34)
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et

lim
n→∞

‖un(δn(t))− u(t)‖ = 0 pour tout t ∈ I. (2.35)

Des relations et convergence (2.29), (2.15) et (2.34), le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue donne pour t ∈ I

lim
n→∞

∫ t

0

‖un(θn(s))− u(s)‖ds = 0.

Or

‖
∫ t

0

(un(θn(s))− u(s))ds‖ = ‖
∫ t

0

un(θn(s))ds−
∫ t

0

u(s)ds‖ ≤
∫ t

0

‖un(θn(s))− u(s)‖ds,

alors

lim
n→∞

‖
∫ t

0

un(θn(s))ds−
∫ t

0

u(s)ds‖ = 0.

De (2.27), il s’en suit que

lim
n→∞

yn(t) = lim
n→∞

x0 +

∫ t

0

un(θn(s))ds

= x0 +

∫ t

0

u(s)ds = x(t). (2.36)

On conclut que ẋ ≡ u(·) p.p., x(0) = x0 et x(·) est absolument continue.

D’après (2.15), (2.26), (2.27), (2.29) et (2.36), on trouve pour tout t ∈ I

lim
n→∞

‖xn(θn(t))− x(t)‖ = lim
n→∞

‖yn(θn(t))− x(t)‖

= lim
n→∞

‖yn(θn(t))− yn(t) + yn(t)− x(t)‖

≤ lim
n→∞

(‖yn(θn(t))− yn(t)‖+ ‖yn(t)− x(t)‖)

= lim
n→∞

(‖x0 +

∫ θn(t)

0

un(θn(s))ds− x0 −
∫ t

0

un(θn(s))ds‖

+ ‖yn(t)− x(t)‖)

= lim
n→∞

‖
∫ t

θn(t)

un(θn(s))ds‖+ ‖yn(t)− x(t)‖

≤ lim
n→∞

(L1|t− θn(t)|+ ‖yn(t)− x(t)‖).

Or, on a

lim
n→∞

‖yn(t)− x(t)‖ = 0,

et

lim
n→∞

L1|t− θn(t)| = 0.
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Il résulte que

lim
n→∞

‖xn(θn(t))− x(t)‖ = 0. (2.37)

De même, on trouve

lim
n→∞

‖xn(δn(t))− x(t)‖ = 0. (2.38)

De (2.34), (2.37) et la continuité de f(t, ·, ·), pour t ∈ I, il s’en suit que

lim
n→∞

‖f(t, xn(θn(t)), un(θn(t)))− f(t, x(t), u(t))‖ = 0.

En combinant (2.3), (2.14) et (2.15), il résulte que pour tout t ∈ I,

‖f(t, xn(θn(t)), un(θn(t)))‖ ≤ m(1 +M1 + L1) = M2 < +∞.

Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, il résulte que

lim
n→∞

∫ T

0

‖f(t, xn(θn(t)), un(θn(t)))− f(t, x(t), u(t))‖2dt = 0,

d’où

(f(·, xn(θn(·)), un(θn(·)))) converge dans L2
H(I) vers f(·, x(·), u(·)).

De cette convergente, on déduit que

f(·, xn(θn(·)), un(θn(·))) converge faiblement dans L2
H(I) vers f(·, x(·), u(·)), (2.39)

i.e., pour tout g ∈ L2
H(I)

lim
n→∞

∫ T

0

〈g(t), f(t, xn(θn(t)), un(θn(t)))〉dt =

∫ T

0

〈g(t), f(t, x(t), u(t))〉dt.

Partie 3 : Établir les inclusions au problème (P1).

− u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I, (2.40)

x(t) = x0 +

∫ t

0

u(s)ds, t ∈ I,

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I, (2.41)

u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0)), x(0) = x0 ∈ H.

Nous montrons d’abord (2.41). Rappelons que un(δn(t)) ∈ D(A(δn(t),xn(δn(t)))) pour tout t ∈ I
(voir (2.30)).

De (H2), (2.5), (2.7) et (2.38), on obtient

dis
(
A(δn(t),xn(δn(t))), A(t,x(t))

)
≤ |a(δn(t))− a(t)|+ r‖xn(δn(t))− x(t)‖

≤ ln + r‖xn(δn(t))− x(t)‖ → 0 lorsque n→∞. (2.42)
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Remarquons, par (H1), (2.14) et (2.15) que la suite (wn)n =
(
A0

(δn(t),xn(δn(t)))
un
(
δn(t)

))
n
est

bornée. Alors, on peut extraire une sous-suite de (wn) qui converge faiblement vers w ∈ H.

Comme la suite (un(δn(t)))n converge vers u(t) dans H (voir (2.35)), alors appliquant Lemme

2.2, on conclut que u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀ t ∈ I.
Maintenant, démontrons (2.40). Rappelons que par (2.33) et (2.39), on déduit que (u̇n + gn)n

converge faiblement vers u̇(·) + f(·, x(·), u(·)) dans L2
H(I).

Par le Théorème de Banach Mazur (Théorème 1.54), il existe une suite (ηj)j telle que pour

tout j ∈ N, ηj ∈ co{u̇k + gk, k ≥ j} et (ηj)j converge fortement vers u̇(·) + f(·, x(·), u(·)) dans

L2
H(I).

Alors, on peut extraire une sous-suite de (ηj) qui converge p.p. vers u̇(·) + f(·, x(·), u(·)).
En d’autre termes, il existe un sous-ensemble Y de I de mesure de Lebesgue nulle et une

sous-suite (jp)p de N telle que pour tout t ∈ I\Y , (ηjp(t)) converge vers u̇(t) + f(t, x(t), u(t)).

Par conséquent, pour t ∈ I\Y

u̇(t) + f(t, x(t), u(t)) ∈
⋂
p∈N

co{u̇k(t) + gk(t), k ≥ jp} ⊂ co{u̇k(t) + gk(t), k ≥ jp},

par le Théorème de séparation 1.55, on obtient pour tout t ∈ I\Y et tout w ∈ H

〈u̇(t) + f(t, x(t), u(t)), w〉 ≤ lim sup
n→∞

〈u̇n(t) + gn(t), w〉. (2.43)

Rappelons que

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀ t ∈ I.

Pour démontrer que

−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I

il suffit de montrer que

〈u̇(t) + f(t, x(t), u(t)), u(t)− z〉 ≤ 〈A0
(t,x(t))z, z − u(t)〉 p.p. t ∈ I,

pour tout z ∈ D(A(t,x(t))), par Lemme 2.1.

Soit z ∈ D(A(t,x(t))). Nous allons appliquer Lemme 2.4 aux opérateurs maximaux mono-

tones A(δn(t),xn(δn(t))) et A(t,x(t)) qui satisfont (2.42). Alors il existe une suite (zn) tel que

zn ∈ D(A(δn(t),xn(δn(t))))

zn → z et A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn → A0

(t,x(t))z. (2.44)

Pour n ≥ 1, soit I\Yn l’ensemble sur lequel (2.28) est vérifiée.

Comme l’opérateur A(δn(t),xn(δn(t))) est monotone (voir Définition 1.66) et
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A0
(δn(t),xn(δn(t)))

zn ∈ A(δn(t),xn(δn(t)))zn, alors en particulier pour t ∈ I\Yn

〈A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn + u̇n(t) + gn(t), zn − un(δn(t))〉 ≥ 0,

et

〈u̇n(t) + gn(t), u̇n(δn(t))− zn〉 ≤ 〈A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn, zn − un(δn(t))〉. (2.45)

D’où, pour t ∈ I\(
⋃
n∈N

Yn ∪ Y ∪ J)

〈u̇n(t) + gn(t), u(t)− z〉 =〈u̇n(t) + gn(t), un(δn(t))− zn + zn − un(δn(t)) + u(t)− z〉

=〈u̇n(t) + gn(t), un(δn(t))− zn〉

+ 〈u̇n(t) + gn(t), u(t)− un(δn(t))− (z − zn)〉.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, en tenant compte de (2.24), (2.45), (2.3) avec (2.14) et

(2.15) il résulte

〈u̇n(t) + gn(t), u(t)− z〉 ≤〈A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn, zn − un(δn(t))〉

+ ‖u̇n(t) + gn(t)‖‖u(t)− un(δn(t))− (z − zn)‖

≤〈A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn, zn − un(δn(t))〉

+ (‖u̇n(t)‖+ ‖gn(t)‖) (‖u(t)− un(δn(t))‖+ ‖z − zn‖)

≤〈A0
(δn(t),xn(δn(t)))zn, zn − un(δn(t))〉

+ (at +m(1 +M1 + L1)) (‖u(t)− un(δn(t))‖+ ‖z − zn‖) .

Par (2.35) et (2.44), on obtient

lim sup
n→∞

〈u̇n(t) + gn(t), u(t)− z〉 ≤ 〈A0
(t,x(t))z, z − u(t)〉.

Cette dernière inégalité avec (2.43) donne

〈u̇(t) + f(t, x(t), u(t)), u(t)− z〉 ≤ 〈A0
(t,x(t))z, z − u(t)〉 p.p. t ∈ I.

L’inclusion différentielle (2.40) est donc vraie et le problème considéré a au moins une solution

absolument continue (u, x) : I → H ×H.
De plus, par (2.22) pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ T on a par passage à la limite quand n→ +∞

‖u(t)− u(s)‖ ≤ L1(t− s+ a(t)− a(s)).

Par suite,
‖u(t)− u(s)‖

t− s
≤ L1

(
1 +

a(t)− a(s)

t− s

)
,
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lorsque s tend vers t, on trouve

‖u̇(t)‖ ≤ ξ (1 + ȧ(t)) p.p. t ∈ I,

où ξ est la constante réelle positive définie par ξ = L1.

Ceci achève la démonstration du théorème. �

2.3 Étude du problème du second-ordre (P2)

Théorème 2.7. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Supposons que pour tout (t, x) ∈
I ×H,A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone satisfait (H1), (H2) et

(H3). Soit F : I ×H ×H ⇒ H une multi-application à valeurs convexes faiblement compactes

telle que

(j) F est scalairement L(I) ⊗ B(H) ⊗ B(H)-mesurable sur H, c-à-d, pour tout t ∈ I pour

tout e ∈ H, l’application d’appui δ∗(e, F (t, ·, ·)) est (L(I)⊗ B(H)⊗ B(H))-mesurable,

(jj) Pour tout t ∈ I, F (t, ·, ·) est scalairement semi-continue supérieurement, c-à-d, pour tout

t ∈ I pour tout e ∈ H, l’application d’appui δ∗(e, F (t, ·, ·)) est semi-continue supérieure-

ment sur H ×H,

(jjj) F satisfait à la condition suivante

∃m > 0 : ‖PF (t,x,y)(0)‖ ≤ m(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H.

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H ×D(A(0,x0)) le problème d’évolution

(P2)


−u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ D(A(t,x(t))), ∀t ∈ [0, T ]

x(0) = x0 ∈ H, u(0) = u0 ∈ D(A(0,x0)),

admet une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.

En d’autres termes, l’inclusion différentielle du second-ordre
−ü(t) ∈ A(t,x(t))ẋ(t) + F (t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I,
ẋ(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I
x(0) = x0, u(0) = u0,

a au moins une solution x(·) ∈ W 2,2(I,H).
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Démonstration. Nous allons utiliser la mesurabilité de l’élément de norme minimale. Dé-

finissons pour tout (t, x, y) ∈ I × H × H, l’élément de norme minimale de F (t, x, y) par

h(t, x, y) = PF (t,x,y)(0) où PF (t,x,y)(0) est la projection de 0 sur l’ensemble F (t, x, y) pour tout

(t, x, y) ∈ I ×H ×H.

Du Théorème 1.63, pour tout (x, y) ∈ H × H, t 7−→ h(t, x, y) est Lebesgue mesurable et

satisfait (par (jjj))

‖h(t, x, y)‖ ≤ m(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.46)

En utilisant la partition de l’intervalle I et la construction des suites (un)n et (xn)n comme

dans la démonstration du Théorème 2.6 (voir Partie 1) avec h(·, ·, ·) au lieu de f(·, ·, ·), on
considérant l’inclusion différentielle suivante

−u̇n(t) ∈ A(δn(t),x(δn(t)))un(δn(t)) + hn(t) p.p. t ∈ I,

où

hn(t) = h(t, xn(θn(t)), un(θn(t))), pour tout t ∈ I.

De (2.46), (2.14) et (2.15), on a

‖hn(t)‖ ≤ m(1 +M1 + L1) pour t ∈ I p.p. n ≥ 1.

Ensuite, on remarque que

sup
n

∫ T

0

‖hn(s)‖2ds ≤ m2T (1 +M1 + L1)
2 < +∞.

Par conséquent, on peut extraire une sous-suite notée encore (hn) qui converge faiblement dans

L2
H(I) vers une fonction g.

De plus, en procédant de manière analogue aux Parties 2 et 3, on obtient l’inclusion diffé-

rentielle

− u̇(t) ∈ A(t,x(t))u(t) + g(t) p.p. t ∈ I. (2.47)

Enfin, il reste à montrer que

g(t) ∈ F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I.

Remarquons par construction que hn(t) ∈ F (t, xn(θn(t)), un(θn(t))) pour tout t ∈ I et tout

n ≥ 1.

Puisque (xn(θn(t)), un(θn(t))) converge ponctuellement vers (x(t), u(t)) pour tout t ∈ I et

(gn)n converge faiblement dans L2
H(I) vers g, par (jj) F (t, ·, ·) est scalairement semi-continue
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supérieurement sur H × H. Pour tout t ∈ I, par le Théorème 1.65, on obtient l’inclusion

cherchée.

En combinant ceci avec (2.47). On déduit que le problème (P2) admet au moins une solution

absolument continue (x, u) : I → H ×H. �
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CHAPITRE 3

CAS PARTICULIER DU PROCESSUS DE LA RAFLE

Nous allons d’abord appliquer le résultat d’existence du Théorème 2.6 au cas du processus

de la rafle correspondant (P3).

Corollaire 3.1. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C : I × H ⇒ H une multi-

application telle que

(H′1) pour tout (t, y) ∈ I ×H, C(t, y) est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de H.

(H′2) il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1.2(I) qui est positive sur

[0, T [ et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

|d(x,C(t, u))− d(x,C(s, v))| ≤ |a(t)− a(s)|+ r‖u− v‖, ∀t, s ∈ I,∀x, v, u ∈ H.

(H′3) pour tout sous-ensemble borné B ⊂ H, l’ensemble C(I ×B) est boule-compact.

Soit f : I × H × H → H une fonction satisfaisant aux hypothèses du Théorème 2.6. Alors,

pour tout (x0, u0) ∈ H ×C(0, x0), l’inclusion différentielle des théorèmes du chapitre précédent

découlent les résultats d’existence correspondants aux problèmes suivants

(P3)


−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + f(t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I,
x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, t ∈ I

u(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
u(0) = u0 ∈ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H,

admet une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.

35



Plus précisément, le processus de la rafle perturbé du second-ordre
−ẍ(t) ∈ NC(t,x(t))ẋ(t) + f(t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ C(t, x(t)), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ C(0, x0),

admet au moins une solution dans W 2,2(I,H).

Démonstration. On pose A(t,x) = NC(t,x), pour tout (t, x) ∈ I ×H. Alors, on remarque pour

tout (t, x) ∈ I×H, A(t,x) : D(A(t,x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone (en tenant

compte de (1.4) et (H′1)).
La condition (H3) découle immédiatement de (H′3), en notant que D(A(t,x)) = C(t, x).

De (1.4) on remarque que A0
(t,x)y = 0 (car 0 ∈ NC(t,x)) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H, alors

l’hypothèse (H1) est vérifiée.

Il nous reste à vérifier (H2).

De (1.9), les ensembles C(t, u), C(s, v) sont convexes fermés, alors on a

dis(NC(t,u), NC(s,v)) = dH(C(t, u), C(s, v)). (3.1)

En vertu de (H′2) et (3.1), la condition (H2) est satisfaite.

D’où, toutes les conditions du Théorème 2.6 sont vérifiées. Ce dernier garantit l’existence d’une

solution au processus de la rafle considéré (P3).

La démonstration du corollaire est terminée. �

Du Théorème 2.7 découle le résultat d’existence correspondant au cas du processus de la rafle

(P4).

Corollaire 3.2. Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Soit C : I × H ⇒ H une multi-

application telle que

(H′1) Pour tout (t, y) ∈ I ×H, C(t, y) est un sous-ensemble convexe fermé non-vide de H.

(H′2) Il existe une constante réelle positive r, et une fonction a ∈ W 1,2(I) qui est positive sur

[0, T [ et croissante avec a(T ) <∞ et a(0) = 0 telle que

|d(x,C(t, u))− d(x,C(s, v))| ≤ |a(t)− a(s)|+ r‖u− v‖, ∀t, s ∈ I,∀x, v, u ∈ H.

(H′3) Pour tout sous-ensemble borné B ⊂ H, l’ensemble C(I ×B) est une boule compacte.

Soit F : I ×H ×H ⇒ H une multi-application à valeurs convexes faiblement compactes telle

que
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(j) F est scalairement L(I) ⊗ B(H) ⊗ B(H)-mesurable sur H, c-à-d, pour tout t ∈ I pour

tout e ∈ H, l’application d’appui δ∗(e, F (t, ·, ·)) est (L(I)⊗ B(H)⊗ B(H))-mesurable,

(jj) Pour tout t ∈ I, F (t, ·, ·) est scalairement semi-continue supérieurement, c’est-à-dire,

pour tout t ∈ I pour tout e ∈ H, l’application d’appui δ∗(e, F (t, ·, ·)) est semi-continue

supérieurement sur H.

(jjj) F satisfait à la condition suivante

∃m > 0 : ‖PF (t, x, y)(0)‖ ≤ m(1 + ‖x‖+ ‖y‖) pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H.

Alors, pour tout (x0, u0) ∈ H × C(0, x0), le problème

(P4)


−u̇(t) ∈ NC(t,x(t))u(t) + F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ I
x(t) = x0 +

∫ t
0
u(s)ds, t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t,x(t))) ⊂ C(t, x(t)), t ∈ I
u(0) = u0 ∈ D(A(0, x0)) ⊂ C(0, x0), x(0) = x0 ∈ H,

a une solution absolument continue (x, u) : I → H ×H.
Plus précisément, le processus de la rafle perturbé du second-ordre

−ẍ(t) ∈ NC(t,x(t))ẋ(t) + F (t, x(t), ẋ(t)) p.p. t ∈ I
ẋ(t) ∈ D(A(t,x(t))), t ∈ I
x(0) = x0, ẋ(0) = u0 ∈ D(A(0,x0)) ⊂ C(0, x0),

admet au moins une solution x ∈ W 2,2(I,H).

Démonstration. Soit A(t,x) = NC(t,x), pour tout (t, x) ∈ I ×H. Alors, d’après la démonstra-

tion du Corollaire 3.1, l’opérateur A(t,x) vérifient les hypothèses (H1)-(H2)-(H3) du Théorème

2.7. Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 2.7 sont satisfaites. Ce dernier assure

l’existence d’une solution au processus de la rafle considéré (P4). �
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées à établir un résultat d’existence de solution

en dimension infinie pour une inclusion différentielle du second-ordre dans le cadre d’un espace

de Hilbert séparable régi par des opérateurs maximaux monotones (voir [13]).

Le problème considéré est exprimé sous forme d’un problème couplé par une inclusion dif-

férentielle du premier ordre et une équation différentielle. D’autres problèmes couplés par des

équations fractionnaires existent dans le même papier (voir [13]).
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