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INTRODUCTION

Les inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux monotones
(aussi celles gouvernées par des opérateurs de grandes classes comme les opérateurs accré-
tifs, m-accrétifs,...), ont été intensivement étudiées au milieu des années soixante. L’évo-
lution des inclusions a fait I'objet de recherches dans la communauté mathématique a
différentes époques. Les résultats connus dans le cas d’un opérateur maximal monotone
avec domaine dépendant du temps [8],[12] comme généralisation du processus de la rafle,
Vladimirov [12] a étudié les inclusions d’évolution ot des domaines dépendants du temps
ont été considérés, avec 'hypothése que l'application F'(t,.) est juste maximale mono-
tone pour chaque ¢ > 0, sans autre hypothése structurelle ou géométrique. Cependant,
une hypothése de régularité trés forte a été imposée par rapport a la pseudo-distance
définie par Vladimirov dans [11]|. En particulier, 'application F'(t,.) doit étre uniformé-
ment continue, c’est-a-dire; qu’il existe une suite d’opérateurs constants par morceaux
F; :[0,T] x R" = R™ tels que pour chaque t € [0, T

lim dy(Fi(t,.), F(t,.)) = 0.

i—00
Kunze et Monteiro-Marques [8] ont ensuite généralisé cette ligne de travail pour considérer
des systémes ot la régularité par rapport au temps peut étre relaxée, de sorte que la
pseudo-distance entre F'(ty,.) et F(ta,.) soit bornée par |u(t;) — p(t2)| pour certaines
fonctions & variations bornées p : [0,7] — R. Certains résultats développés dans le
contexte des processus de la rafle sont donc considérés dans ce cadre. L’oeuvre commencée
par Vladimirov, et plus tard généralisée dans une certaine mesure par Kunze et Monteiro-
Marques, est en effet une tentative de traiter les inclusions différentielles avec plus de

généralités dans le cadre des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps.
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Introduction

Cependant, ils imposent de tres fortes hypothéses dans la dérivation de leurs résultats, ce

qui rend leur applicabilité quelque peu restrictive.

Ce mémoire représente mes premiers pas dans le domaine de la recherche, ceci par
la lecture, 'étudie et le détail de quelques résultats de l'article 6], portant sur les solu-
tions des inclusions différentielles dépendant du temps et gouvernées par des opérateurs

maximaux monotones.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Dans le Chapitre 1, on rappelle des
notions de base sur I'analyse multivoque, I’analyse convexe et ’analyse fonctionnelle des

résultats et des théorémes fondamentaux utilisés tout au long de ce mémoire.

Dans le Chapitre 2 on introduit des résultats de convergences dans les espaces

fonctionnels utilisés dans le Chapitre 3.

Dans le Chapitre 3 on s’intéresse a l’existence des solutions d’une inclusion diffé-
rentielle gouvernée par un opérateurs maximal monotone, le probléme concerne I’étude de

I'existence de solutions et 'unicité de la solution sur [0, 7], pour l'inclusion différentielle
z(t) € —F(t,z(t)), x(0)=uxz9, t€[0,T]

ot F(t,.) : R* = R™ est un opérateur maximal monotone pour tout ¢ € [0, 7.

v



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous allons introduire les définitions et les théorémes que nous

avons utilisés dans ce mémoire

1.1 Notations

On note
- R, : 'ensemble des nombres réels positifs.
- R = [~o0, +00].
- E : espace topologique muni de la norme |.|g.
- E’: dual topologique de E.
- B : La boule unité fermée de R".
- B"(r) ={z € R" : |z| <r} : la boule fermée de centre x et de rayon r dans R".
- co(A) : enveloppe convexe de A.
- ¢o(A) : 'enveloppe convexe fermée de A.
- cl(A) : la fermeture de A.
- N7# : Iensemble de toutes les sous-suites de N.
- p.p : presque partout.
- o(E, E') : la topologie faible de E.

- x, — x : exprime que la suite x,, converge fortement vers x.

1



1.2. Continuité des fonctions

- x, — x : exprime que la suite x,, converge faiblement vers x.
- ¥(x) : ensemble des voisinages de x.

- int(A) : I'intériur de I’ensemble A.

- || . ||g: norme sur P'espace FE.

- || . ||g: norme sur l'espace E'.

- {x,y) == xTy : le produit scalaire de deux vecteurs z,y € R™ ou z' désigne la

transposée de .
- |z| := (z, )2 : la norme euclidienne d’un vecteur z de R".
- I : Vopérateur d’identité.
- AC(]0,T],R™) : l'espace des fonctions absolument continues définies sur [0,7] a

valeurs dans R".

ieme

- LP(]0,T],R™) : 'espace des applications définies sur [0, 7] a valeurs dans R”, p

intégrables (1 < p < 400) muni de la norme définie par

e = ( | ' utopar) "

- L*([0,T],R™) : I'espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, 7]

a valeurs dans R", muni de la norme définie par

llu()|[zee = inf {c >0 |u(t)| < c p.p. sur[0,T]}.

1.2 Continuité des fonctions

Définition 1.2.1. (continuité simple). Soient E et F' deux espaces vectoriels normés,

fE— F etxyg€ E. On dit que [ est continue au point xo si et seulement si;
Ve>0,30>0, Ve € E, ||z —xllg <0, alors || f(x) — f(xo)||r < e.

Définition 1.2.2. (continuité uniforme). Soient E et F' deux espaces vectoriels nor-
meés, Une fonction f : E — F est dite uniformément continue si pour tout € > 0, il

existe () > 0, tel que pour tous x,y € £

[ = ylle < d(e), alors |[f(x) = f(y)llr <&

La continuité uniforme est une propriété plus forte que la continuité simple. Le théoreme

qui suit assure que dans certains cas une fonction continue est uniformément continue.



1.2. Continuité des fonctions

Théoréme 1.2.3. (Théoréme de Heine). Une fonction f: E — R continue sur une

partie compacte est uniformément continue.

Définition 1.2.4. [1] (absolument continue). Soit E espace de Banach. une fonction
f :]a,b] — E est dite absolument continue si est seulement si pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l'intervalle [a,b] par des intervalles

disjoints [ay; by| vérifiant,

> (b —ap) <5 ona Y |If(bk) = flar)lle <e.

k

Théoréme 1.2.5. [1] Soit E espace de Banach. Une fonction f : [a,b] — E est absolu-

ment continue si et seulement si

F(b) — f(a) = / F(t)dt.

Remarque 1.2.6. 1. Toute fonction absolument continue est une fonction continue.

2. Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

Définition 1.2.7. Soient E un espace topologique et f : E — R.

a) On dit que f est semicontinue inférieurement (s.c.i.) au point xg € E, si pour tout

h € R avec h < f(xy), il existe Vi, € ¥(x) tel que h < f(z),V x € V.
b) On dit que f est semicontinue supérieurement (s.c.s.) au point ro € E, si pour
tout h € R, avec h > f(xg), il existe V,, € V(xo) tel que h > f(z), Yo € V.
Remarque 1.2.8. Soient E un espace topologique, f : E — R et zy € D(f). Alors,
1) f est s.c.i. au point xy < Ve >0, IV, € ¥(xy), Vo € Vi, f(z) — f(zo) > —€
2) [ est s.c.s. au point xo < Ve > 0, IV, € ¥(xg), Yo € Vy, f(x) — f(z0) <.

3) f est continue au point o < Ve >0, IV, € I(xg), Yo € Vo, |f(z) — f(x0)] < e

Définition 1.2.9. Soient E un espace topologique, f : E — R et o € E.

1) liminf f(z) = sup (inf f(x)).

T—>To Ved(zo) eV
2) limsup f(x) = inf (sup f(z)).
T—T0 VE’@(mo) eV

Proposition 1.2.10. Soient E un espace topologique, f : E — R et zy € E. Alors
a) f est s.c.i. au point vo < liminf f(x) > f(xo).
T—>XQ

b) f ests.c.s. au point xo < limsup f(x) < f(zo).

T—>XQ



1.3. Multi-applications

Proposition 1.2.11. a) La limite supérieure d’une somme est inferieure ou égale a

la somme des limites supérieures.

b) La limite inferieure d’une somme est supérieure ou égale a la somme des limites

inferieures.

Proposition 1.2.12. Soient E un espace vectoriel normé, f : E — R, xyg € E tel que

liminf f(z) =1 € R. Alors, il existe une suite x,, — xq telle que lim f(x,) =l
T—>T0 n—>-400

Proposition 1.2.13. Soient E un espace vectoriel normé, f : E — R, xy € E tel que

limsup f(z) =1 € R. Alors, il existe une suite x,, — xq telle que lim f(z,) =1l
T—>T0 n—>-+o0o

Définition 1.2.14. (équicontinue). Soit une collection F de fonctions
f 10, T] — R™ On dit que F est équicontinue si pour tout ¢ > 0, il existe un § > 0 tel
que |f(t) — f(s)| < e, pour chaque f € F et chaque s,t satisfaisant |t — s| < 6.

Définition 1.2.15. Soit une collection F de fonctions f : [0,T] — R". On dit que F
est bornée ponctuellement si pour tout t € [0, T, il existe un M; < oo tel que | f(t)] < M,
pour tout f € F.

Théoréme 1.2.16. (Arzeld-Ascoli). Soit F un ensemble de fonctions f : [0,T] — R™.
Si F est équicontinue et bornée ponctuellement, alors toute suite (f,) dans F a une sous-

suite qui converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de [0,T].

1.3 Multi-applications
On introduit dans cette section le concept d’une multi-application, aussi appelée ap-
plication multivoque ou multifonction, ces définitions ont été prises de la référence [1].

Définition 1.3.1. Soient X, T deux ensembles non vides. On dit que F est une multi-
application ou application multivoque de T dans X si F' est une application de T a valeurs

dans 2% ot 2% = P(X) ’ensemble de toutes les parties de X, et on note
F:T—2% ou F: T=X.

Donc pour tout t € T, F(t) est un sous ensemble de X. Si l’'ensemble F(t) contient au

plus un élément x € X on dira que F est une application univoque.

Définition 1.3.2. Soit F' : T' = X une multi-application. Alors



1.4. Ensembles convexes et notions associées

1. Le domaine de F' qu’on note D(F) est défini par
D(F)={teT; F(t) # 0}.
2. L’image de F qu’on note Im(F) est définie par
Im(F)={ze X, HeT, v F(t)}.

3. La multi-application inverse F~1 : X = 2T est définie par

Fla)={teT; xc F(t)}, Vo € X.

4. Le graphe de F' qu’on note gph(F) est le sous ensemble de T x X défini par

gph(F) ={(t,z) e T x X; x € F(t)}.
Définition 1.3.3. Pour une suite d’ensembles (S))ien dans R™, la limite extérieure est
définie comme [’ensemble

limsup S; := {geRwaNeNj; et €S, VIEN, t.q.&Lf}.

[—00

Soit une multi-application G : [0,T] = R™ pour T > 0, nous définissons

limsup G(t) := U lim sup G(¢;).

(AN g l—o0

At yi)ien C [0, T] x R™ satisfaisante y, € G(t;),
limsup G(t) = < y € R",
Nt t > ta et lim (tlayl> = (t*vy)
[—00
Définition 1.3.4. Soit G : [0,T] — R", pour T" > 0 on dit que G est semicontinue
extérieurement a droite en t* € [0,T) si
limsup G(t) C G(t").

Nt

Dans le cas ot G est semicontinue extérieurement a droite en chaque t* € [0,T], on dit

que G est semicontinue extérieurement a droite sur [0, 7.

1.4 Ensembles convexes et notions associées

Définition 1.4.1. Soient E un espace vectoriel, A un sous ensemble de E. on dit que A
est convexe st

Ve,y € A, VA €[0,1], Az + (1 — Ny € A.
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1.5. Distance de Hausdorff

Définition 1.4.2. (Enveloppe convexe). Soient E un espace vectoriel, A un sous en-
semble de E. On appelle enveloppe convexe de A qu’on note co(A), lintersection de tous
les sous ensembles convexes de E contenants A. C’est-a-dire le plus petit sous ensemble

convezxe de E contenant A.

Définition 1.4.3. (Enveloppe convezxe fermée). Soient E un espace vectoriel, A un
sous ensemble de E. On appelle enveloppe conveze fermée de A qu’on note co(A), linter-
section de tous les sous ensembles convexes fermés de E contenant A. C’est donc le plus

petit sous ensemble convexe fermé de E contenant A.

1.5 Distance de Hausdorff

Nous allons donner dans cette section quelques résultats sur la distance de Hausdorff

qui ont été prises de la référence [2].
Définition 1.5.1. (Espace métrique) Soit X un ensemble non vide. On appelle distance
sur X toute application d définie de X x X dans R et vérifiant les propriétés suivantes
1.Ve,ye X, d(z,y) =0<=z =1y;
2. Vr,y € X, d(z,y) = d(y, x);
3. Vr,y,z € X, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2);

Le couple (X,d) s’appelle espace métrique.

Soit (X,d) un espace métrique, supposons dans la suite que d(x,y) < +o0, pour tous

z,y € X.

Remarque 1.5.2. Si X est un espace de Banach muni de la norme ||.|x. On définit pour

tout x,y € X la distance associée a ||.||x par

d(z,y) = ||z =yl x-

Définition 1.5.3. 1. Soit A une partie de X, la distance d’un point v € X a A est

donnée par

d(z, 4) = inf d(z. ).

2. Soient A et B deux sous ensembles de X, on appelle écart entre A et B qu’on note

e(A, B) la quantité définie par

e(A, B) = supd(z, B) = sup(inf d(z,v)).

z€A reA YEB



1.6. Topologie faible

3. On appelle distance de Hausdorff entre A et B qu’on note dy(A, B) la quantité
définie par
dy(A, B) = max{e(A, B),e(B, A)}.

Remarque 1.5.4. Il est clair que dy(A, B) = du(B, A).

Proposition 1.5.5. Soient A, B, C trois sous ensembles de X .
1. e(A,0) = +oo (si A#0D),
e(d, B) = 0.
2. ¢(A,B) =0+= AC B,

3. e(A,C) <e(A,B)+e(B,C),
d(A,C) < du(A, B) + du(B,C).

Remarque 1.5.6. Par convention on pose : sup @) = 0 et inf ) = +oo0.

Remarque 1.5.7. On a d(z, A) = d(z,cl(A)) pour tout point x € R"™. Alors la distance

de Hausdorff est invariante par fermeture, c’est-a-dire ;

Définition 1.5.8. (Projection).
Soit S ensemble fermé et convexe de R™, alors pour chaque x € R™ il existe un point

unique y € S tel que
|z —y| = d(z,5).

Un tel point est appelé la projection de x sur l’ensemble S et on noté proj (x,S).

Remarque 1.5.9. Soit A et B deux parties non vides de R™. Si y = proj(x,cl(B)) pour

un certain point x € cl(A). Alors,

|z —y| <e(A,B) =sup d(z,B) <dy(A,B). (1.1)

zEA

1.6 Topologie faible
Pour plus de résultats sur la topologie faible voir [5]
Soit (E, |.|g) un espace de Banach et £’ son dual topologique défini par
E' ={f:FE — R, f linaire et continue},

7



1.6. Topologie faible

muni de la norme

|l = sup | f(z)].

2| <1
Remarque 1.6.1. Si la fonction f est définie par
fEFE—R
r— f(z)=(f,z), feE, v€E.
Alors
[fler = sup |(f, 2)]-

|z]<1
Définition 1.6.2. La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E
rendant continues toutes les applications (pys) jepr ot pour f € E' fixée, ¢y est définie par
Pr: EF—R
r— @p(z) = (f,x)

et on désigne par x, — x la convergence de la suite (x,)nen vers x pour la topologie faible
o(E,E").
Proposition 1.6.3. Pour tout x € E on a

f:EFE—R

z[p = sup |(f,2)|.
|f‘E/§1

Remarque 1.6.4. Soit E un espace de Banach, et soient (x,)nen une suite d’éléments

de F etx € F.

1. (xn)nen converge fortement vers x si

lim |z, —z|g=0.
n—>-+400

On note x,, — x.

2. (x,)nen converge faiblement vers x si

lim (f,z,—x)=0,VfeF.

n—s+oo
On note x,, — x.
Proposition 1.6.5. Soit (z,,),, une suite de points de E, et soit (f,), C E'. Alors
1. 8t z,, — x alors x,, — x.
2.z, =~z < (f,z,) — (f,x) pour tout f € E'.
3. Six, — x alors (||x,||g)n est bornée et ||z||p < }nginog |Tn | &-

4. Six, —x et f, — f dans E' alors (fn,x,) — (f,x).

8



1.7. Opérateurs maximaux monotones

1.7 Opérateurs maximaux monotones

Définition 1.7.1. Soit F' : D(F) C R™ = R" une multi-application (opérateur multi-
voque). On dit que F' est monotone si, pour tous x1,x2 € D(F), y1 € F(x1), y2 € F(x3),

nous avons

(y1 — y2, x1 — x2) > 0.

Définition 1.7.2. Soit F': D(F) C R® =2 R™ une multi-application monotone. F' est dite
mazximale monotone si elle est maximale parmi les opérateurs monotones, ordonnés par

l'inclusion des graphes dans R™ x R™. C’est-a-dire, s’il n’existe pas d’opérateur monotone

G de R" = R™ tel que gph(F) C gph(G).

Proposition 1.7.3. Soit F' : D(F) C R* =% R™ une multi-application mazimale mono-
tone, alors F' est fermée et a valeurs convezes, c’est-a-dire; F(x) est un convexe fermé
pour tout x € D(F). La section minimale d’une application mazximale monotone F est
définie par

FO(x) := proj (0, F(z))

pour x € D(F), la projection existe et est unique car F(x) est un convexe fermé.

Définition 1.7.4. Soit F': R® = R" une multi-application mazimale monotone, la résol-

vante Jy et 'approximation de Yosida Y\ de F' sont définies par

J)\ = (I—i‘/\F)il et Y)\ = (I— J)\)

> =

pour A >0 .

Proposition 1.7.5. Supposons que F' : R" == R" est une multi-application mazimale

monotone. Alors, les assertions suivantes sont vérifiées pour tout X > 0 :
(i) D(Jy) =R".
(i1) Jy est univoque et non expansif, c’est-a-dire,
[Ia(@1) = Ja(22)| < |21 — 22
pour tous xq,xs € R™.
(iii) lim Jy(x) =z pour tout x € D(F).
A—0

(iv) Yy est mazximale monotone, lipschitzienne de rapport A=t

(v) Ya(x) € F(J\(x)) pour tout v € R



1.8. Espaces mesurables

(vi) Pour tout x € D(F), |Y\(x)| est décroissante par rapport a A, )\lim0|Y,\(x)| =
—
[FO(x)], et [Ya(w)] < [FO(x)].

Définition 1.7.6. La pseudo-distance entre deux multi-applications maximales mono-
tones Fy et Fy est définie par
dis(Fy, Fy) == sup (o = 12, 22 — Il).

z1€D(F1) , y1€F1 (1) 1+ |yl| + |y2|
z2€D(F2) , y2€Fs(w2)

Lemme 1.7.7. Soient deux applications mazximales monotones Fy et Fy, linégalité sui-

vante est toujours vraie
dH(D(Fl), (D(FQ)) S dZS(Fl, Fz)

Définition 1.7.8. Soit ' : [0, 7] x R™ = R"™ une multi-application dépendante du temps
telle que F(t,.) est mazimale monotone pour chaque t € [0,T]. On dit que t — F\(t,.)
est absolument continue sur [0, T, s’il existe une fonction absolument continue croissante

0 :10,T] — R tel que

dis(F(t,.), F(s,.)) < p(t) —@(s) Vs,t avee 0<s<t<T.

1.8 Espaces mesurables

Pour plus de détails se référer a [4],[10].

1.8.1 Tribus et espaces mesurables

Définition 1.8.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle tribu ou c—algébre sur X

toute famille ¥ de parties de X possédant les propriétés suivantes :
1) heX.
2) si Ae X, alors X\A € X.

3) si A, € X, pour tout n € N, alors UpenA, € 2.

Le couple (X, %) est appelé espace mesurable.

e Si la troisiéme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que X est

une algébre sur X.
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1.8. Espaces mesurables

e Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée B(X) est la plus

petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.8.2. (Fonction mesurable) Soient (X1,%;) et (Xo,%s) deux espaces me-
surables et f une application définie sur Xy a valeurs dans Xo, on dit que f est (X1, X9)-

mesurable si pour tout A € Xy, fT1(A) € %y.

1.8.2 Mesures

Définition 1.8.3. Soit (X,X) un espace mesurable. On appelle mesure positive une
application p : ¥ — R, vérifiant
1) p(0) = 0.
2) p est o-additive, c’est-a-dire; pour toute suite (Ap)nen d’éléments de 3 disjoints
deux a deux (i.e., A, N A, =0, sin#m), ona
a(lJ A0 = 3 u(An).
neN neN

Le triplet (X, %, u) est appelé espace mesuré.

Définition 1.8.4. (Partie négligeable) Soit (X, %, ) un espace mesuré. Une partie B
de X est dite u-négligeable s’il existe un élément A € ¥ tel que B C A et u(A) = 0.

Définition 1.8.5. (Propriété vraie p-presque partout) Soit (X,%, 1) un espace me-
suré. On dit qu’une propriété P(z);x € X est vraie p-presque partout sur X, si l’ensemble
{zr € X; P(z) est fausse} est une partie négligeable de X. On note pu-p.p.( p-presque par-
tout).

Définition 1.8.6. Soit X un espace topologique. La mesure pi : B(X) — R est appelée
mesure borélienne.
Définition 1.8.7. Soit (X, 3, 1) un espace mesuré.

- On dit que p est finie (ou que (X, 3, ) est fini) si, u(X) < +oo.

- On dit que p est o-finie (ou que (X, %, 1) est o-fini), s’il existe une suite (A,), € N
d’éléments de X telle que

w(An) < +00,Yn €N et X = | J A,

neN

Définition 1.8.8. Soient X un espace topologique séparé et p une mesure Borélienne.
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1.8. Espaces mesurables

- On dit que p est réguliere si pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouvert
C et un fermé G de X, tel que G C A C C et u(C\G) < e.

- Toute mesure Borélienne finie et réguliere est appelée mesure de Radon.

Théoréme 1.8.9. [l existe une unique mesure X\ de B(R) dans Ry qui vérifie, pour
[a,b] C R
Mla,b]) = b—a pour b> a.

A s’appelle mesure de Lebesque sur R.

Remarque 1.8.10. une mesure de Lebesque est une mesure de Rodon.

1.8.3 Mesures absolument continues

Définition 1.8.11. Soient v et u deuxr mesures de Radon. On dit que la mesure v est

absolument continue par rapport a p st tout ensemble p-négligeable est v-négligeable.

Proposition 1.8.12. Soient v et U deuxr mesures de Radon positives sur I. Notons
It,r)y=IN[t—rt+r]

(r>0ettel). Alors la limite

(avec la convention g = 0) eziste et finie pour v-presque tout t € I. La fonction positive

A

zllj est appelé la dérivée de la mesure U par rapport a v.

Définition 1.8.13. Soient v et U deuxr mesures de Radon positives sur I. La mesure v
est absolument continue par rapport a v si et seulement si U= Z—Z()V (i.e., %()

est une densité relative par rapport a v).

Définition 1.8.14. Si deux mesures de Radon v et U sont chacune absolument continue

par rapport a l'autre, on dit que v et U sont absolument continuement équivalentes.

Définition 1.8.15. Voir par exemple [5] L’espace des applications définies sur [0,T] a

ieme

valeurs dans R™, p

Sip=1

intégrables est définie par.

LY([0,T],R™) = {f : [0,T] — R™; f mesurable, et /T |f(z)|dx < +o00}.
0
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1.9. Quelques théorémes et définitions utiles

Si1l<p<oo
LP([0,T),R™) = {f : [0,T] — R™; f mesurable et |f|P € L'([0,T],R™)}.

On définie la norme sur LP([0,T],R™), pour tout 1 < p < oo

o= [ / ) \f(x)\pd:c] "

L’espace des applications essentiellement bornées définies sur [0, T] a valeurs dans R™ est

Définition 1.8.16. [5/

définie par
L>([0,T],R") ={f:[0,T] — R"; f mesurable, 3C >0 t.q. |f(x)] < C p.p. sur [0,T]}.
On définie la norme sur L>([0, T],R™) par

| fllze= inf{C; |f(z)| < C p.p. sur [0,T]}.

1.9 Quelques théorémes et définitions utiles

On va donner dans cette section quelques résultats et définitions que nous avons utilisés

dans les démonstrations de nos résultats principaux.

Définition 1.9.1. (Inégalité de Cauchy-schwartz).

Sotent H un espace préhilbertien. Alors,

Vo,y € H,[{z,y)| < |l=llallylla
Définition 1.9.2. Soit (x,,), une suite dans R alors,

liminf x,, = sup inf (zy)
n—>—+00 n>0 k>n

lim sup x,, = inf sup(xy).
n—s+00 n20 p>p

Corollaire 1.9.3. [9] Soit (C"), une suite d’ensembles dans R™. La condition C* — ()
(ou de maniére équivalente, limsup, C¥ = 1), est vraie si et seulement si pour tout p > 0
il existe un ensemble d’indices N € NZ¥ telle que C* N pB = () pour tout v € N (ou,

autrement dit, d(0,C") — 00).
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1.9. Quelques théorémes et définitions utiles

Définition 1.9.4. /3]
Soit a un vecteur de R™, b un scalaire, et H une partie de R™. H est dite hyperplan si elle

s’écrit sous la forme

H={z|(a",z) =b}

o a' est le vecteur transposé de a.
Si T est un vecteur quelconque dans un hyperplan alors nous devons avoir (a',Z) = b,

donc ’hyperplan peut étre décrit de maniere équivalente comme
H = {x‘<a—r7$> = <aT7f>}7

ou

H=7+ {z|(a",z) = 0}.
Ainsi, H est un ensemble affine parallele au sous-espace {x|{a",x) = 0}.

Définition 1.9.5. [3/
Soit a un vecteur de R™, b un scalaire, une partie H de R™ et Cy, Cy deux parties de R"
non vide. Alors Cy et Cy sont séparés par un hyperplan H, si chacun se trouve dans un

demi-espace fermé différent associé a H, i.e.,

<aT,x1) <bh< <aT,m2>, Vo, € Ch, Vay € Oy,
ou

<aT,:B2) <b< <aT,$1>, Vo, € O, Vay € Cs.

Proposition 1.9.6. /[3/
Soit C et Cy deux sous-ensembles convexes non vides de R™. Si Cy et Cy sont disjoints,

il existe un hyperplan qui les sépare, ¢’est-a-dire ; qu’il existe un vecteur a # 0 tel que
<CLT,[E1> < (aT,@), Vo, € Ol, VY, € Cs.

Remarque 1.9.7. [3/
L’hyperplan H = {x [{(a",z) = b} sépare strictement C; et Cy, c’est-a-dire; que

<CLT,$1> <b< <aT,;1:2), Vr, € 01, Vaq € 02.

Théoréme 1.9.8. Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,,) une suite bornée dans

E. Alors il existe une sous-suite extraite (x,,) qui converge pour la topologie o(E, E').
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CHAPITRE 2

QUELQUES RESULTATS DE CONVERGENCE DANS LES
ESPACES FONCTIONNELS

Dans ce chapitre nous introduisons des résultats de convergences dans les espaces

fonctionnels que nous avons utilisées dans les démonstrations du chapitre 3.

Lemme 2.0.1. Soient x : [0,T] — R™ une fonction et t* € [0,T] tel que z:(t*) existe.
Supposons que (ty)r et (Tx)r sont deuz suites telles que 0 < t, < t* < 71, < T et tp < Ty

pour tout k et limy_, o tp = limg_, oo 7 = t*. Alors, il existe une sous-suite de la suite
(1)~ (tx)

. y *
L1 qui converge vers x(t”).

Démonstration. on a

x(m) — x(te) _ 2(7) — x(t") N z(t*) — z(ty)
T — tk T — tk T — Lk

(=) G (=) (=)

et que lim ¢, =t*, lim 7, =t*. On a z(t*) existe, alors
k— 00 k— 00

kin-i}oo o) e) — (1)
i = = (1)

sachant que

, (2.1)
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d’aprés (2.1), on a ") et (£=£) admettent deux sous-suites convergentes.
Tk—tk ) Tk—tk )

Alors il existe N € N#, pour tout k € N on a
Ty — t* tr—t
lim — et lim
k—>oo7'k—tk k—>007—k—tk

existent.

D’ou pour k € N,

lim x(1) — x(ty) ~ lim (:L‘(Tk) — x(t )) lim (Tk —t )
k—so00 Tk‘_tk k—o00 Tk_t* k—o0 Tk_tk

t*) — x(t tr—t
k—s o0 t* — 1y k—o0 \ T, — t

alors

—x(t —t* tr—1

1 (m) — o (t) = &(t") F + z(t*) lim b
k—s00 T — tr k—soo \ T), — T k—soo \ T, — 1

tr—1t tr—1t

=2(t") | lim (1-— ")+ lim r
k—s o0 T — g k—o0 \ T}, — g,

= 2(t")

Lemme 2.0.2. Soit une suite de fonctions (y;)ien qui converge faiblement vers y dans
L*(dv, [0, T],R™), pour une fonction ¥ € AC([0,T],R). Soient (z;)ien une suite de fonc-

tions absolument continues qui converge uniformément vers x € AC([0,T],R™) et vérifiant

xi(t) = Y (t)y(t), pour tout t € I', avec
={t €[0,T] | les fonction xz;,x et sont différentiables en t}.

Alors &(t) = ¥(t)y(t) pour presque tout t € I,

Démonstration. Définissons la fonction £ : [0,7] — R” par

pour ¢ € [0, T]. Pour chaque n € R, nous avons

(i, 12(8)) = (0, 20) + / (1, () () ds,
pour tout [ € N. Et

(1.60) = {20+ | (s (s)ds.

On a (y;)ien converge faiblement vers y, alors pour tout z € L*(dv,[0,T],R") =
(L*(dw, [0, T],R™) on a
(wi(-), () = (y(.), 2(.)),
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c’est-a-dire ;

par suite
T

m [ (u(s), 2(s))dip(s) = / ((s), 2(5))dp(s)

l— 00 0

soit n € R, on a |n| < 400 = |n|*> < 4o0. En particulier pour z(-) = xj(-)n €

L?(dy, [0, T],R™), car
/\xmm (s /In\ Jds

<!77\2/ W (s
(¢

= (2 (T) ~ ¥(0))
< +00.
Par suite,
Jim [ ) xan(me)as = [ ) xoa ()i s)ds.
D’ou . .
Jim [ i) = [ o

i)+ [ i =+ [ w6

Enfin,

lim (n, z(t)) = (1,£(1)).

l—+00
En conclusion ({(n,z;(t))), converge vers (n,&(t)) pour tout ¢ € [0,7] pour tout n € R".
Cela signifie que (z;(t))en converge vers £(t) pour tout ¢ € [0,T]. Alors £(t) = z(t) pour

tous t € [0, 7] car (x;)eny converge uniformément vers x. Par conséquent, (2.2) donne

x(t) = zo + /0 y(s)(s)ds.

Autrement dit,

pour presque tout ¢ € I'. |

Lemme 2.0.3. Soit f;: [0,7] — R une suite de fonctions avec | € N telle que |fi(t)] <1

pour tout | € N et t € [0,T]. Supposons que la suite( f;)en est faiblement convergente vers
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[ dans L*(du,[0,T],R) ot du est absolument continiement équivalente a la mesure de

Lebesgue. Alors,
f(t) € [lim inf £i(¢), lim sup f,(2)],

—+o0 l—+00

pour presque tout t € [0,T].

Démonstration. Soit k£ > 1 et définissons

gi (t) = sup fy(t) = fran(t).

q=>k
Notons que (gF)en converge faiblement dans L?(dy, [0, T],R) vers une fonction g* définie
par

g"(t) = sup fo(t) — f (1),

q>k
pour tout k > 1 et p.p t € [0,T].
En effet, la suite (f;)en est faiblement convergente vers f dans L?(du, [0,T],R), alors
pour tout z € L*(du, [0,T],R) on a (z, f;) — (z, f), c’est-a-dire;
i (2 ) = (=, f)

donc pour tout £ > 1
lim (2, fiyr) = (2, f)

l—r+oc

Par suite

(5:50p f) = I (=, fire) = (2,50 f,) = (2 f)

q=k 9=k
lim (z,sup fo— fisk) = (z,sup fa— 1)
l— 00 >k q>k

lim (z,9/) = (2, sup f, = f).

l—+o00
Enfin, pour tout z € L?(du, [0, T],R) ona (2, gF) — (z, g*), avec g*. Puisque gF est positive
pour tout [ € N et t € [0,T], alors g* doit étre positive pour presque tout ¢ € [0,77]. Cela
signifie que pour tout ¢t € [0, 7]

sup fo(t) — f(t) > 0,Vk > 1= sup f,(t) > f(t),Vk > 1

q>k q>k
= infsup f,(t) > f(?)
k21 g>k
= limsup f,(¢) > f(t) (2.3)
qg—>+o00

pour presque tout t € [0, 7.

Appliquons les mémes arguments a la suite (—f;)ien, i.e.,

hi (t) = sup(—fo) (¢) + firn(t).

>k
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De la méme maniére que pour la suite (gF);ey on montre que la suite (hf)eny converge

faiblement dans L?(dy, [0, T],R) vers h* donné par

hE(t) == sup(—fy)(t) + f(t),

>k

pour tout k > 1 et p.pt € [0, T]. Puisque h est positive pour tout I € Net t € [0, 7], alors
h* doit étre positive pour presque tout ¢ € [0, 7. Cela signifie que pour tout ¢ € [0, 7]
sup(—f)(t) + f(t) > 0,VE> 1= — i1>1£(fq(t)) + f(t) >0,Vk > 1
q=k q=

— ()= il (1), Yk > 1

q>k

— f(t)> sup inf f,(t)
k>1 92k

— f(t) > liminf f,(t) (24)

q—>+00
p.p t €[0,T]. Ainsi, d’aprés (2.3) et (2.4) on a
liminf f;(¢t) < f(t) < limsup fi(t).
l—+oc l—+00

Lemme 2.0.4. Soit (y;)ien une suite de fonctions définies sur [0,T] dans R™ telle que
lyi(t)] < 1 pour tout | € N et t € [0,T]. Soit aussi (S;(t))ien une suite d’ensembles
définie dans R™ avec l € N et t € [0,T] tels que y,(t) € Si(t) pour tout | € N et t €
[0,T]. Supposons que (y;)ien converge faiblement vers y dans L*(du,[0,T],R™) ou du est
absolument contindement équivalente a la mesure de Lebesque. Alors,
y(t) € co(limsup S;(t))
l— 00

pour presque tout t € [0,T].

Démonstration. Soit S(t) = ¢o(limsup S;(t)) pour t € [0,7]. On a

l—>~00

yl(t) € Sl<t) , \yl(t)\ <1l= yl(t) S Sl(t),yl(t) eB
= y(t) € Si(t)NB
— Sl<t> NB #£ 0.

D’aprés corollaire 1.9.3. on a

lim sup S(t) # 0.

|—>4o00
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Par suite

co(limsup S;(t)) # 0,

[—r+o0

donc S(t) # 0 pour chaque ¢ € [0,T]. Soit

I'={te|0,T]:y(t) ¢ S(t)}.

Définissons la fonction z : [0,7] — R par

z(t) = proj(y(t), S(t)) sitel,
v sit €0, T\

Notons que |y(t) — z(t)| > 0 pour tout ¢ € I'. De plus, on a z € L*>([0,T],R") puisque
S(t) contient un élément dans la boule unité de R™ pour tout ¢ € [0,T]. En effet
SH)NB#0 =3Iz € S(t) t.q. 7| <1,

d’une autre part

2(t) = y()] = d(y(t), S(1))

— inf |y(t) —
zg;mw() |

ly(t) — |
< ly(®) + L.

IA

Donc

2] < ly(®)] + 1+ |y(?)]
<2y + 1,

comme y(t) = lim y(t) et |y(t)] <1 = |y(t)| <1 donc |z(t)| < 3. D'ou z € L™
—r+o0

Maintenant, définissons les fonctions a : [0,7] — R™ et b: [0,7] — R par

_ ) —2(t) )+ 2(t)
0= (s )
pour tout ¢ € I' et a(t) =0, b(t) = 0 pour tout t € [0, T|\I".

Pour tout ¢ € I', 'hyperplan H; = {n, (a(t),n) = b(t)} sépare strictement I’ensemble S(t)
et le point y(t), c’est-a-dire,

{a(t), y(t)) < b(t) < (a(?),2) (2.5)

20



pour tout z € S(t) (Remarque 1.9.7.).

Notons que
q mwwﬂ“”_(ﬂ—w<+m
) =]

alors a € L*>([0,T],R™), aussi

_ | /y) = =) y(t) + 2()
bl = (S5 =2 )

< ‘y(t) - Z(t)‘ 'y(t) + Z(t)‘
~y(@) -z 2
= 2 ly(0) + =(1),

on a alors

T 1 /T ,
| wedn< s [ + 2o du
0 0
Onaz € L>([0,T],R") C L*([0,T],R") et y € L*([0, T],R™) donc (z+y) € L*([0,T],R")
alors
T
/ ly(t) + z(t) | dp < +o0.
0
Par suite
T
/[WW@<+&
0
Alors b € L*(du,[0,T],R). La fonction ¢t — {(a(t), w(t)) appartient a L?(du, [0,T],R)
pour tout w € L*(du, [0,T],R"™). En effet
’ 2 g 2 2
/O [{a(t), w(t))]" dp < /O ()] [w(®)]" dp
T
—/)W@FW<+W
0

car w € L*(du, [0,T],R™). Pour chaque [ € N, définissons ¢; : [0,7] — R avec

(a(t), m(t)) sitel
0 site [0, T\

G(t) =

Alors, on voit que ((;);en est faiblement convergente vers ¢ donné par

C(t) = (a(t),y(t)), VteTl,
et C(t) =0, Vt € [0, T\I".

D’aprés le lemme 2.0.3., on voit que

¢(t) € [liminf (t), lim sup ¢;(t)] (2.6)

l—+o00 l—+oc0
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p.pt€[0,7]. Dou

(a(t), y(1)) € [(a(t), lim inf y,(t)), (a(t), im sup (1))

=400 l—+o0

puisque les limites inférieures supérieure peuvent étre obtenues comme limites de sous-

suite de (y;), posons alors

y(t) = liminf y,(¢),
- l—>400
y(t) = limsup y,(t).

l—>4o00

(2.6) implique que pour presque tout t € I’

(a(®),y(t)) € [a(t), y(1)), (al(t), 5(1))] (2.7)

ou y(t) et y(t) appartiennent a S(t). D’aprés (2.7), on a

{a(t), y(t)) < (a(t),y(t)) < {a(t),y(t)).
En particulier pour z = y(t) dans (2.5) car y(t) € S(t) on a
{a(t), y(1)) < b(t) < (a(t),y(t)) < (al(t),y(t)) = b(t) = {a(t), y(1))

p-pt € I'. Par suite

flt). (0 = ) =0 = {a(o)p(0) ~ (a0, "5 ) o
= (attptn - M0 2) o
(ot BO=UI =20 _,
(ot 20520
= (g )=
= g ) = 0. 5(0) = =0) = 0
~ i
s =50

= y(t) = 2()] = 0

= y(t) = (1)



et comme z(t) € S(t) et z(t) := proj(y(t), S(t)) alors y(t) € S(t). C’est une contradiction
avec y(t) ¢ S(t) car t € I, cela signifie que I" est un ensemble de mesure nulle. Ainsi,

pour presque tout ¢ € [0, 7]
y(t) € S(t).
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CHAPITRE 3

INCLUSIONS DIFFERENTIELLES AVEC APPLICATIONS
MAXIMALES MONOTONES

Dans ce chapitre nous allons étudier I'existence de solutions de I'inclusion différen-
tielle
x(t) € —F(t,z(t)), (0) =z, t € [0,T], (3.1)

ou F(t,.) : R™ = R™ est un opérateur maximal monotone pour tout ¢ € [0, 7.

Définition 3.0.1. On dit que la fonction x € AC([0,T],R"™) est une solution de (3.1) si
z(t) € D(F(t,.)) et x satisfait (3.1) p.p t € [0,T].

3.1 Existence et unicité des solutions

Le résultat principal de notre chapitre est considéré sous les hypothéses suivantes, ot
T>0 et B'(r):={xeR": |z| <r}

(A1) Pour chaque t € [0, 7], opérateur F'(t,.) est maximal monotone.

(A2) La multi-application ¢ — gph F(¢,.) est semicontinue extérieurement a droite sur
[0,T7.

(A3) Il existe une fonction croissante ¢ € AC([0,7],R) telle que

sup d(z, D(F(t,.))) < o(t) —¢(s), Vs, t avec 0 <s<t<T.
z€D(F (s,.))
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3.1. Existence et unicité des solutions

(LG) N existe o € L'([0,T],Ry) telle que

[FO(t,2)| < o(t)(1+|a])

pour tout = € D(F(t,.)) et t € [0,T].

(YB) 1l existe une fonction croissante 6 : [0, 7] — R, et un scalaire A > 0 tels que pour

tout 0 < A< A, on a
Ya(s+ A z)| <0(s+ X)) —0(s) + | FOs, 7)),

pour tout s avec 0 < s < T — A, et tout x € D(F(s,.)) ou Y,(t,.) désigne 'ap-
proximation de Yosida de F(t,.).

Théoréme 3.1.1. considérons le systéme (3.1) et supposons que (Al),(A2) et (A3) soient
vérifiées. Si U'hypothese de croissance linéaire (LG) est vérifiée, alors il existe une solu-
tion unique de (3.1) pour chaque xo € cl(D(F(0,.))). Dans le cas ou l’hypothese liée a
Uapprozimation de Yosida (YB) est vérifiée, alors il existe une unique solution de (3.1)

pour tout xy € D(F(0,.)).

Démonstration. L’unicité de la solution de (3.1) découle directement I’hypothése (Al).
Etape 1 : Discrétisation de (3.1).
Soit

A:{to,tl,...,tKZOZto <t <l <t <ty <. <tK:T}

une partition de I'intervalle [0, T]. Posons
0 < hy =t —ti_1

pour k € {1,2,..., K'}. Notons que Zle hy = T. On définit la taille de la partition A

par K(A) et |A| = maxpeqi2,.. k3 hi- Pour simplifier, on écrit K = K(A). Considérons

.....

ensuite la discrétisation de (3.1) basée sur la partition A donnée par

X — T
% € —F(tk-+1, xk+1) (32)
k+1

pour k € {0,1,..., K — 1}. Alternativement, nous avons

trer = (I + bt b, ) ™ (). (3.3)

Si D(F(t,.)) est fermé pour chaque ¢t > 0, alors il résulte de (3.3) que x41 est une

projection de xy sur 'ensemble D(F(tx11,.)). plus simplement, dans le cas ou le domaine
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3.1. Existence et unicité des solutions

de la multi-application F'(t,.) est fermée, la suite de points x; est obtenue en appliquant
l'opérateur proximal associée a l'application hyF'(ty,.), c’'est-a-dire;

Tpy1 — Tk
T € —F(tps1, Tor1) = Top1 — T € —hpp1 F (b1, Tiogr)
k+1

= 2 € Tpp1 + 1 F(trs1, Trs)
— 2 € I(Tpg1) + hier F(trgrs ) (Tps)

= 2 € (I + hi1 F' (L, ) (@h1),

donc
T1 = (I + hipr F(teg, )~ ().

Etape 2 : Bornes sur les valeurs zy.

Nous visons & établir des bornes sur x;, qui soient indépendantes de la partition A.

Lemme 3.1.2. Sous Uhypothése (LG), il existe une suite de partitions {A;} avec

| — elle que pour chacune de ces partitions, on ai
A 0, telle que p h d partiti it
2] < B, (3.4)

|2 — 2] < () — P(tr-a), (3.5)

pour chaque k € {1,2,..., K}; la constante 5 > 0, et la fonction ¢ : [0,T] — R, sont

définis comme

B=at(T)—e(0)+(1+ oz)/o o(s) ds, (3.6)
P(t) ==t 4 2p(t) + (1 +7) /t o(s)ds, ¥V te]0,T], (3.7)

avec ¢ satisfaisant (A3), o satisfaisant (LG), et
a = |zo| + ¢(T") = ¢(0) (3.8)

7 =08+ ¢(T) —¢(0). (3.9)

Démonstration. Pour obtenir les bornes données en (3.4) et (3.5), posons

1

F.=F(ty,.) , o= +hF)™" et Y= h—([ — ). (3.10)
k
Il résulte de (3.3) que
T = (I 4+ P F(tr, ) (a)
et comme 1 € D(Fyy1), alors
Lp4+1 = Jk:-i—l(xk:) (311)
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3.1. Existence et unicité des solutions

pour tout k € {0,1, ..., K—1}, Pour établir (3.4), on introduit d’abord les points T} donnés

par Top = xo et comme cl(D(Fy11)) est un fermé de R", on peut poser par construction
Tgyr = proj ( Ty, cl(D(Fiy1)) )
pour k € {0,1,..., K — 1}. Il est évident que
Tr € cl(D(Fy)) (3.12)

pour tout k € {0,1,..., K — 1}. Alors, il découle de I'hypothése (A3) et Remarque 1.5.9.
que
Tp — Tp—1| < sup  d(z, D(F(tk-1,.)))
2€D(F(tx,.))
< dp(D(F(tk,.)), D(F(tg-1,.)))
< dis(F(tg,.), F(ty_1,.))

< ¢(ts) = p(th-1) (3.13)

pour tout k € {0,1,..., K — 1}. On obtient ainsi, pour chaque k € {0,1,..., K — 1}

|Tk| < |Tp—1| + T — Tpp—1|

< |Tra| + o(te) — o(tr) (3.14)

par suite;

Tr—1] < |Tr—o| + @(tr-1) — @(tr—2)

|Th—o| < |Th—s| + p(tr—2) — p(tr—3)

T < |71 | + @(t2) — o(th)
71| < |To| + @(t1) — o(to).

Alors on fait la somme membre & membre puis on simplifie, on obtient

1Tkl < [Tol + @(tx) — (o), (3.15)
comme ¢(T') > p(tx) et ty = 0 donc on a

1%l < [Tol + @(T') — ¢(0). (3.16)

D’aprés (3.8) on a
Tk < « (3.17)
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3.1. Existence et unicité des solutions

pour tout k € {0,1,..., K}. D’aprés (3.12) on a pour tout € > 0 et tout k € {1,2,.., K},
il existe un point 7}, satisfaisant

et
|T5, — Tp| < e, (3.18)

d'ou 73| < |Tk| + €, donc d’aprés (3.17) on a

Zil <a+e (3.19)
pour tout k € {0, 1, ..., K}. Ensuite, introduisons la suite de points 7; définie par

72 = Ju(T) (3.20)

pour tout k£ € {0,1, ..., K}. Notons que

z° _gs 1 . .
khk b= h_k(xk - Jk(%))
1 —E
= h—k(f — Ji)(T})
= Yi(T})-

11 découle de 75 € D(Fy) et de la proposition 1.7.5. (vi) que

TE €
T — Yy

| = V@) < |F@)|
k

alors
€ €
T — Yk

| < 1P (3:21)

Pour obtenir une borne sur le membre de droite de (3.21), nous utilisons '’hypothése (LG).

Soit une partition A;, et supposons pour le moment que o est une fonction constante.

D’aprés I'hypothése (LG) et (3.21) on a

=€ __ €
Tk k| < o(1 4 [7))
hy,
et d’aprés (3.19) on a
Tj, — Uk
<o(l+a+e).
hy,
D’ou
Zr — 75l < hwo(l+a+¢) (3.22)

pour tout k € {0,1,..., K} et € > 0. d’aprés (3.11), (3.20) et la proposition 1.7.5. on a

|z — Tl = [Je(@h-1) — Te(T})| < |op1 — T3
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3.1. Existence et unicité des solutions

c’est-a-dire ;
2 — Tl < lwe—r — TG (3.23)
Ainsi, en utilisant (3.22) et (3.23), on obtient
ok = Til <lon =Gl + [ — Tl < o = Tl + io (1 +a +¢), (3.24)

pour tout k£ € {0,1,..., K} et € > 0. En faisant tendre € vers zéro dans (3.24) et on a
T; — Ty, alors

|Ik —fk| S |l‘k_1 —fk| + hkd(l + Oé),

pour tout k € {0, 1, ..., K}. Par suite, d’aprés (3.13) on a

|2k — Tg| < w1 — Tp| + o (1 + @)
< |zp—1 = o] + [Tho1 — ZTi| + hao(1 + @)

< wp—1 — Tpa| + (k) — @(tr—1) + hpo (1 + ).

On a donc

|Th—1 — Tho1| < |Tp—2 — Tp—2| + ©(tr—1) — @(tr—2) + hx—10(1 + )

|Th—2 — Tp—a| < [Tp—g — Tr—s| + @(thi—2) — P(tr—3) + hp—20(1 + @)

|29 — To| < |21 — Tu| 4 @(t2) — (1) + heo(1 + )

21— 1| < [wo — To| + (t1) — p(to) + hio(1 + ).

Alors on fait la somme membre & membre puis on simplifie, on obtient

|z — Tk| < |xo — To| + @(tr) — (th> (1+ «),
donc, comme xy = Ty, et  croissante, on a
|z, — T < o(T) — 0(0) + To(1 + a). (3.25)

pour tout k € {0, 1, ..., K'}. Puisque la constante o est finie, on peut conclure de (3.17) et
(3.25) que

2| < |Zk| + (1) — (0) + To(1 + o)
<a+p(T)—¢0)+To(1+ «)

§a+<,0(T)—go(O)~|—(1+a)a/O ds

§oz+g0(T)—go(O)+(1+a)/0 ods=p.
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3.1. Existence et unicité des solutions

Donc

|z,] < B. (3.26)

Pour tout k € {0, 1, ..., K'}. Ceci établit (3.4). Pour établir (3.5), nous continuons a utiliser

les notations introduites en (3.10), et introduisons une suite de points & tels que

&k := proj(ze—1, cl(D(F})))

pour tout k € {0,1,..., K}. Il est évident que

&k € cl(D(Fy)),

pour tout k € {0,1,..., K}. Donc, pour tout ¢ > 0, il existe des points £ satisfaisant

& e D(Fy) (3.27)
1§ — &l < e (3.28)

I1 découle de Remarque 1.5.9. et de I'hypothése (A3) que

[th-1 — &l < sup (2, D(F(tp-1,.)))

2€D(F(tg,.))
< du(D(F(tk,.)), D(F(tk-1,.)))
< dis(F(tg,.), F(tg_1,.))

< p(tr) — p(te-1) (3.29)

pour tout k € {0,1,..., K}. D’apreés (3.26), (3.29) et (3.9) et du fait que ¢ est croissante,

k] < |zpa| + @(te) — o(tr-1)
< B+¢(T) — ¢(0)

=7
pour tout k € {0,1,..., K}. D’aprés (3.28) on a
Skl < &l +¢

d’ou
&1 <7+, (3.30)

pour tout k£ € {0, 1, ..., K}. Maintenant, définissons
Gk == Jr(&k),
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pour tout k£ € {0,1, ..., K}. Notons que

lz) — 2pa] <ok — ol + 16 — &l + 16 — 2]

|k — Gl = [Jk(@r1) = (&) < lzer — &l
Donc
|k — we-1] < 2§ — ze-a] + |G — &Gl (3.31)
Puisque & € D(Fy),

e _ € 1 1
S (6 - 6D = o = HE) = &)

D’aprés la proposition 1.7.5. on a

Yileg) | = [

Alors d’aprés 'hypothése (LG) et (3.30) on a

& =G| < he | B (t, &)
<heo(1+]& 1)

Pour tout k € {0,1,..., K} et ¢ > 0. D’apreés (3.31) et (3.28), (3.29) et (3.32)

| op — w1 | < 2| & —mea| +| G — &l
<2 (| & — &kl + [ & — mra]) + | G — &
< 2(e+ (te) — @(tp-1)) + heo(1 + v+ ¢).

En prenant la limite lorsque € tend vers zéro on a
2k — xp-1] <2 (0(te) — o(te-1)) + o (1 + 7). (3.33)
En fin, d’aprés (3.33) et (3.7) on a
|k — ze-1] <2 (o(tr) — @(te-1)) + (te — te—1) o(1+7)
<2 (ot el + (+) [ olo)ds
k-1

< (Y(tr) — Y(tr-1))-

Ceci établit la borne donnée en (3.5) pour o constante et la partition A, arbitraire.
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Lemme 3.1.3. Sous l’hypotheése (YB), pour toute partition A, avec |A| < A on a

|k < B (3.34)

|2 — 21| < (tr) — Y(tr-a), (3.35)

pour tout k € {1,2, ..., K}, la constante 8 > 0 et la fonction ¢ : [0,T] — R sont définis

par

B = |zo| + T
W(t) == at, (3.36)

avec a :=2(0(T) — 6(0)) + F°(0, z).

Démonstration. Soit xo € D(F(0,.)). Puisque 241 = Jpi1(zx) € D(Fyyq), alors

Tpp1 — x| | 1 B
e | B (Jhy1(mr) — 1)
-1
= n (I = Jpg1) ()
k+1
= |Yig1(zx)]
d’apres (YB) on obtient
xr — X
lerllk k|l _ Yirr(n)| < 0(tryr) — 0(t) + | FL (z)]. (3.37)
+1

D’une autre part, d’aprés (3.2) on a
Yit1(2x) € Frp1 (Jiea(2r)) = Fra (Ths1),

alors

Vi1 (@) > [Fepq (2.

Nous avons donc
|FR o ()| < Y ()| < 0(tesa) — O(t) + | F ()],

c’est-a-dire,

| Fier (@rgn)] < O(tsn) — O(t) + | F ()|
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En particulier, pour chaque £ € N, on a

| ()| < 0(t) — O0(tr—1) + | Fy_y (z-1)]
Ry (ar-1)| < O(ther) — O(tr—a) + | Fi_o(24—2)]
| Y o(xr-2)| < O(th—z) — O(tr—s) + | Fy_s(2x—3)]

|F3 (22)] < 0(t2) — 0(t1) + | FY (21)]
|FY(21)] < 0(t1) — O(to) + | Fy(20))|

on fait la somme membre & membre puis on simplifie, et comme (tx) < ©(tr41) alors

| ()] < 0(t) — 0(to) + | F5 (o)
< O(trs1) — 00) + [ F5 (o).

En insérant cette borne dans (3.37), et en utilisant le fait que 6 est croissante, c’est-a-dire;

O(tp1) < O(tx), comme 6(t;) > 0(0) alors — 0(tx) < — 6(0) on obtient

T < Olts) = O(t) + O(tsa) — 0(0) + |F (o)
k+1
<20(tx) —20(0) + | EY (o).
D’ou
Tr+1 — Tk

< 2(0(T) = 60(0)) + |Fy (o).

P41
Posons « := 2(6(T) — 6(0)) + | EY(z0)], alors

Th+1 — Tk
L < o= o — 2] < @ by,

Pt

et comme hy 1 = tp11 — tx , on obtient

|Tht1 — 2x] < @ (tpgr — te)

Alors (3.35) est vérifié avec 1(s) = as. Pour tout k € {1,2,..., K} on a

|z) — 2pa] < o (tp — t—1).
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Alors,

|75k| S |$k—1| + Oztk — Oétk_l
|Tp—1| < |Tp—o| + atio1 — atip—a

|Tp—o| < |Tp_s| + ati—g — ati_3

|ZL‘2| S |$1| + Oétg — atl

|l’1| S |ZEO| + Oétl — Oéto.
Alors on fait la somme membre & membre puis on simplifie, donc

|2k < o] + a(tr — o)

S |l’0| + aT.

Alors (3.34) est vérifiée avec 5 := |zo| + o1 donc

|z < B.

Etape 3 : Construction d’une suite de solutions approchées.
Sur la base des valeurs zj, nous construisons une suite de fonctions absolument continues
(dans le temps) qui se rapprochent de la solution réelle du systéme. A cet effet, notons
que la fonction v définie dans (3.7) est strictement croissante et absolument continue.
Maintenant, définissons la fonction continue par morceaux xa par

(k) —¥(1) - Y(t) — Y(ty) -
zalt) = <¢(tk+1> - @D(tk)) e (¢(tk+1) - T/J(tk)) e (3:38)

out € [ty,tyr1] et k € {0,1,..., K — 1}. Par définition, x5 est une fonction continue avec

ra(tr) =z (3.39)
pour tout k € {0,1,..., K}. Nous allons montrer que
z(t) == \Al\lgoxA(t)

est la solution recherchée a Iinclusion (3.1). Une étape intermédiaire importante dans

I’étude de la convergence de la suite za consiste a obtenir la borne uniforme suivante.
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Lemme 3.1.4. Soient T et T tels que 0 < 7 < 7T < T. Pour toute partition A, l’inégalité

suivante est toujours vérifice
[2a(T) — za(D)] < U(T) — ¥(T). (3.40)

Démonstration. D’aprés la définition de xa pour une partition fixe A, il existe des
entiers g et r avec ¢ +1 <r tel que t, <1 <ty et b, <7 <t
Cas 1:Sig+1=rie,Tet7 sont dans le méme intervalle [t,,t,+1[, alors on a d’apreés

(3.38)

ra(T) — Yltg+1) = Wllgr) P - (9(T) = Wll) __¢(z) o)y,
- E q+1)> jﬁq)( @z)(?)) WT)()I P(tar1) = ¥lto) >
w@ (ta)) 7 \Wlter) = olta) )

- w(tqul) w<tq) (xQ+1 - xq}'
D’aprés (3.35) on a

_ Y(T) — (1)
[2a(T) —za(T)] < Pl = 0t (U(tgr1) — ¥(ty))
< (7)) = Y(1). (3.41)

Cas2:Sig+1<ralorsona t,_1 <7<t ett, <7<t

(ty < T <ty <tgio <..<t,_1 <T<t,) alors

|+ zaltr1) = zaltyn) + 2altyn) — 2a(z)]

— alt)] + ealte) = 2altyn)] + lealtyn) — ea(@)]

Onatyy <tgpo <...<typ_o <t,_; alors

[walt,r) —zalte)l € )0 |zaltin) —za(t)].

q+1<i<r—2

Donc

[2a(T) — 2a(D)] < |2A(T) — 2A(t 1)

D lzaltin) —2a(t)] +lealtyn) —za(@)l: (3.42)

q+1<i<r—2
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D’aprés (3.38), (3.39) et

(341) et t,; <7 <t.ona

N o e A W £ L B A W
a9 =t = |( G0 ) o (o) = o
TG BRI N (L EUSAR
(t:) = b(t) TN () )
_ | 1/)(?) B ¢(tr—1) T ¢(?) B 77D(tr—1) T
- <w t) — w(tT_l)) o (z/z(tr) —¢ tr_1>> '
@Z)(tr) - @Z)(tr—l) ' "
_ %U(T) B Qp(tr—l) |ZE —r |
¢(tr) - ¢<tr—1) ' T
¢(?> — w<tr71> o
< SO Wit — vt)
<Y(T) — P(t—1) (3.43)
D’une autre part d’aprés (3.38), (3.39) et (3.41) et t, <7 <t441 0na
() ()x vz +ulty) \
aten) =200 = v = (e = ) o= (G e ) 2o
_ (¢(tq+1) Y(ty) — ¥(1) + ¢(tq)> oo — <¢(tq+1) - @ZJ(I)) T
Dltgrn) = U(ty) T\ (tn) () )
_ (¢(tq+1> — (1) > T . <¢(tq+1) ¢(I)) T
Gltgrn) = 0(ta) ) T \0ltgn) = 0(ts) )
_ (¢(tq+1> — ¢(I)> (QZ —r )
Ultgr) —olty) )
_ ¢(tq+1) — WI) ‘33’ —r ’
Dltgn) —vlty) "
Dltyer) — 0(r) )
< ¢(tq+l) — ¢(tq) (@Zj(tq-i-l) @Zj(tq))
< Y(tgr1) —U(D). (3.44)
Remplagons par (3.43) et (3.44) dans (3.42) nous obtenons
2a(T) = 2a@] ST = d(tm) + D [waltin) —zalt)] + $ten) — $(0),

et d’aprés (3.41) on a,

par suite

[2A(T) — 2a(7)] <

tg+1 <i<tr_2

[za(tivn) —za(ts)] < P(tiga) — ¥(ta),

- 7vl’(tq—&-l) +..+ ¢(tr—1> - ¢(tr—2> + 2Mtq—s-l)
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3.1. Existence et unicité des solutions

Ainsi, (3.40) est établi.

Etape 4 : Limite de la suite.
Les bornes établies dans la section précédente permettent d’étudier le comportement limite

de la suite (za,)en-

Lemme 3.1.5. Considérons une suite de partitions (A;)en avec |Aj| — 0 lorsque | tend

vers U'infini. La suite (xa,)ien est équicontinue.

Démonstration. Notons tout d’abord que ® introduit dans (3.7) (ou, (3.36)) est uni-
formément continue sur I'intervalle compact [0, 7] car elle est absolument continue sur le
méme intervalle. Donc, pour tout € > 0 il existe un nombre positif 6 > 0 tel que pour

tout 7,7 € [0,7] tel que |7 — 7] <. On a

[0(T) —v(0)] <e,

d’aprés (3.40), on a
[2,(T) —2a,(D)| <Y(T) —P(z) <¢
donc
|22, (T) —2a,(T)| <€

pour tout [ € N et 7,7 € [0, 7] tels que |7 — 7| < 4. par conséquent, la suite (xa,)en est

équicontinue.

Soit (A;)ien une suite de partitions avec |A;|] — 0 quand [ tend vers l'infini. On a

a0 = | (S =500) =+ (e vti) ™

_ ‘¢(tk+1) e — () 2 + () Trpr — D(Ek) Tria
Y(trr1) — Y(tr)
P(terr) o — P () Tra
V(trer) — V(tr)

_ e

= () — P(te)
< Y(t) (P(trsr) — (te))
T (k) — Y(t)

< P(t) + Ay

= M(t).

|Tk1 — x| +

+ Ay

ou Ay, est une constante positive alors la suite (za,)en est ponctuellement bornée. D’ou

d’aprés le Théoréme 1.2.16.
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(d’Arzela-Ascoli) il existe N € NZ tel que (za,)ien converge uniformément vers une
fonction continue z. Pour voir que x est uniformément continue, soit 7,7 € [0,7] avec

7 <7, alors

|2(T) = 2(D)] = [2(T) — 2a,(T) + 22,(T) = 2a,(2) + 2a,(T) — 2(2)|

< [2(T) = 22, ()| + [22,(T) = 22, (D)| + |2a,(2) — 2(D)],
d’apres (3.40)
(7)) — ()| < [2(7) — 22, + ¢(T) = (D) + |2a,(7) — 2(D)].

Comme z(t) := lim za(t) cest-a-dire; z(7) := lim xa,(7), alors par passage a la
|A|l—0 |A|—0

limite quand, |A;] — 0 on a

2(7) —2(D)] < [o(7) = 1lim x (T)| +¢(7) —(z) + ] lim 2 () - 2(z)|

|A]—0 |A|—0
< |2(T) —2(T)| + (7)) = ¢(2) + |2(z) — =(7)]
< Y(T) — (D). (3.45)

pour tout £ > 0, il existe §(¢) > 0, tel que si7T— 1 < () on a

»(T) —(7) <e.
D’out (3.45) donne que
|z2(T) — x(7)] < e.

Donc z est uniformément continue.

Maintenant, nous voulons montrer que x est une solution de (3.1), c’est-a-dire;
x(t) € D(F(t,.)) et (t) € —F(t,x(t)) (3.46)
p.p t € [0,T]. Soit I" C [0, 7] défini par
I'={te€(0,T):4¢ et x sont toutes les deux différentiables ent et t & UjenA;}.

Puisque v et x sont tous les deux absolument continus et Ujen4\; est dénombrable, il suffit
de montrer que (3.46) est vérifieé pour presque tout ¢ € I'.
Pour une partition A, définissons

L1 — Tk

Y(tryr) — Y(t)’

ya(t) =
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3.1. Existence et unicité des solutions

pour t € (tx, txr1) et ya(ty) = 0 pour ¢t € A. D’apreés (3.38),

. - D(t) z ¢(t) Tht1
T, (t) - Q/J(tk;-i-l) — @/J(tk) * Zb(tk—i-l) - w(tk)
— ¢(t)¢(tk+1) —U(ty)

pour tout t € I'. D’aprés lemme 3.1.4., on a

T4l — Tk
| 0ten) — ()
_ | maltirn) — zalte)
U(trer) — Y (tr)
Y(try1) — U(tr)
Y(thyr) — V(tr)
1

’yAz

IA

(3.47)

fermée de rayon /¢ (T) — ) de espace de Hilbert Lay(dv), [0,T],R™), en effet

lys > = ( /0 e |2d¢(t))1/2
= (/ d¢<t>>1/2

donc |ya,|r., < 1 pour tout [. Par conséquent, la suite (ya,)ien est contenue dans la boule

Ainsi, d’aprés la Théoréme 1.9.8. il existe une sous-suite N’ de N# telle que
(ya, )ienv converge faiblement vers y dans Lo(dw, [0, T],R"). (3.48)
Alors on a
ia,(t) = V()ya, (1),
et d’aprés Lemme 2.0.2.
(1) = V(t)y(t), (3.49)

pptel.

Maintenant, soit t* € I". Alors, pour tout [ € N il doit exister k; € {1,2,..., K(A;)} avec

la propriété que tx < t* < tx.1. Notons que llim ty = llim k41 = t*, |A] converge vers
—>00 —>00

zéro quand [ tend vers 'infini. Par construction, on a

Tt — Tt
Ltg 1 - € gph(F(tszrlv ))
! L1 — iy
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3.1. Existence et unicité des solutions

De maniére équivalente, nous avons

(@t 1 — 2ty ) (Y (1) — ¥ (tr))
(trrr — o) (D (trr1) — U (tr))

(xAl<tkl+1)7_ ) S gph(F<tkl+17 ))

donc
Y(thy1) — V(tr)

tk‘l +1 — tk‘l

(xAl (tkl+1)> -
D’aprés la définition de gph et (3.50) on a
) i)

yn, (t)) € gph(F(tg+1,.))- (3.50)

A) (t) € F(tkz-‘rlv‘rﬂz (tkz-f-l))'

tk‘l-i-l - tk’l
D’ou
U1 — tk
t — L L__F(t t . 3.51
yAl( ) € ¢<tk+1) _ w(tk) ( kl+17'rAl< kl+1)) ( )
Posons

Si(t7) = —— et~

w(tkﬂrl) - w<tkl)F(tkl+l’xAl <tkl+1))' (352)

D’aprés (3.51), on a que
yl(t*) S Sl(t*)
D’apreés (3.47), (3.48) et (3.52) et le lemme 2.0.4. on a

y(t*) € co(lim sup S (t%)).

l—+o0
En raison de I'hypothése de semicontinuité extérieure de F, nous avons

lim sup F'(tg, 41, za, (tr,+1)) C F(t7, 2(t")),

l—r+o0

alors

@(limsup F(tus1, 2, (1)) © (P (E, 2(t))
l—4o00

= F(t*,2(t)).

Car l'ensemble F'(t*,x(t*)) est fermé et convexe en raison de la propriété de maximale

monotonie, (Proposition 1.7.3.). D’autre par d’apreés (3.7) on a

(") ="+ 2p(t") + (1 +7) /Ot o(s)ds

alors (t*) = 1+ 2p(t") + (1 +7)o(t*)
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3.1. Existence et unicité des solutions

comme ¢ est croissante alors ¢ est positive , aussi o est positive donc Vt* € I, @Z)(t*) >1,

d’ou

——(1; — . tk +1 — tk 1)
co(limsup S;(t*)) = co | limsup |— ! L F(ty i1, xa,(t
(l—>+o<1? l( )) (l +o<1>3 |i ’l/}(tlirl) _ w(tkl) ( ki+1 Al( kl+1>>

(. tgye1 — ti ) )
= co | limsup — d L limsup F(ty, 1,z (t
<1H+o}3 D) — () 1 (1, 20 (P 1))
1 _ /.
= _m co (lllﬂilicl?F(tkl-&-l’xﬁz(tkzﬂ-l)))
1
C ——— F(t" z(tY)).
¥(t)

et

donc

pour chaque t* € I

ce qui achéve le démonstration du théoréme.
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