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Notations

Nous utilisons les notations suivantes :

K : un corps.

- K|z] : ensemble de polynomes a coefficients dans K.
- N : 'ensemble des entiers naturels.

- N*: I’ensemble des entiers naturels non nuls.

- Z : 'ensemble des entiers relatifs réels.

- Z* : 'ensemble des entiers relatifs réels non nuls.

- Z" :Tensemble des entiers relatifs réels non nuls et négatives.
- Z, : 'ensemble des entiers relatifs réels positives.

- Q: I’ensemble des nombres rationnels.

- R : 'ensemble des nombres réels.

- R, : I’ensemble des nombres réels positifs.

- C : I'ensemble des nombres complexes.

- p : un nombre premier, p = 2,3,5,7,11,---

- (a,b) =1 : a et b sont premiers entre eux.

- Zy : 'ensemble des entiers p-adiques.

- Z} : 'ensemble des éléments inversible de Z,.

p
- Q, : 'ensemble des nombres p-adiques.
- @ : la cloture algébrique du corps Q,.

- C, : 'ensemble des nombres complexes p-adiques.
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vp(z) : la valuation p-adique de x.

Sp(n) : la somme des chiffres de I’écriture de n en base p.

[z] : la partie entiére réel de x.
|.| : la valeur absolue usuelle.
.|, : la valeur absolue p-adique,

(Z) : coefficient binomial.
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Introduction générale

Les nombres p-adiques ont été introduits par Kurt Hensel en 15897. 1l a développé une
extension des nombres rationnels en utilisant des séries formelles, les nombres p-adiques ont
des applications en théorie des nombres, géométrie algébrique et cryptographie, c’est un
domaine de recherche important en mathématiques.

Le nombre "factorielle s", défini par :
sl=s(s=1)(s—2)---1,

ne semble pas pouvoir étre défini lorsque n n’est pas un entier naturel. Il existe toutefois
une fonction qui prolonge naturellement la notion de factorielle aux réels, et méme aux
complexes.

La fonction gamma noté I' a d’abord été introduie par Leonhard FEuler en 1729 qui
intervient dans le calcul de nombreuses transformées de Laplace ou il a produit la formule
d’Euler, pour tout z € C avec Re(z) >0 :

(n—1)In?
im :
notoo z(z+ 1) (z+n—1)

[(z) =

La fonction gamma d’Euler est I'une des fonctions spéciales les plus importantes, en raison de
son role dans divers domaines. La généralisation de cette fameuse fonction a attiré 'attention
de nombreux mathématiciens et physiciens. Il y a des réalisations remarquables. En 1965,
la forme commune de la fonction gamma a été donnée par Artin avec un changement de

variable :
I(z) = / £letdt (x> 0).
0
Il est bien connu que la fonction I' est une interpolation de la fonction factorielle n!, du

facon que sur N on a :

I'(n+1)=nl
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La fonction gamma p-adique I', est une fonction d'un entier p-adique analogue a la
fonction gamma classique. En 1975, Morita a donné la définition explicitement pour la

premiére fois par :

Bien que Barsky en 1980 ait souligné que Dwork (1964 ) utilisait implicitement la méme
fonction. En 1977, Diamond a défini un analogue p-adique G, de log, I',. Il y avait plusieurs
généralisations de la fonction gamma p-adique (Voir [13], [2] et [7]), I'une de ces généralisa-
tions a été introduire par Kaort Ota en 1994. Pour étudier la fonction hypergéométrique
généralisée, Ota a définit la fonction gamma généralisée I';, avec ¢ = p’ et t € N*| par :

t—1

Doz + 1) = [ [ Tp(u(a) + 1),

=0

avec T € Z, donnée pour sont développement p-adique z = Z;io z;p?, x; €4{0,1,--- ,p—1},
xog # 0, et pour £ € N* : hy(z) = ije z;pt.

Dans notre travail, nous avons détaillé les démonstrations de Ota, tels que (Proposition
3.2.1, Proposition 3.2.4, Proposition 3.2.6, Proposition 3.2.7). Ainsi, on a proposé d’autres
propriétés pour la fonction gamma p-adique généralisée, et nous les a démontré (Proposition

3.2.2, Proposition 3.2.3, Corollaire 3.2.5, Proposition 3.2.8).

Ce mémoire est réparti sur trois chapitres et quelques références précéde par une intro-

duction.

Dans le premier chapitre , on rappel les défnitions et les propriétés de la fonction gamma

dans N, R et C.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence par donner quelques rappels des notions fon-
damentales du corps normés dans le cas général, puis on définit la valuation et la norme
p-adique et on construit le corps des nombres p-adiques @Q, et le corps des nombres com-
plexes p-adiques C,. On termine ce chapitre par une présentation des suites, des séries
entiéres p-adiques et de la fonction logarithme et exponentielle p-adique, ainsi que la mé-

thode d’interpolation p-adique et le développement de Mahler.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de la fonction gamma p-adique et sa générali-
sation. On commence par un petit rappel sur la fonction I',, puis on introduit la définition

de I', donné par Ota. On terminons ce chapitre par les propriétés de cette généralisation.

vi



Chapitre 1

Rappel sur la fonction gamma réelle

Dans ce chapitre, nous rappolons la définition et les propriétés spécifiques de la fonction
gamma classique sur N, R et C.

Nous utilisons les références suivantes : [I] et [5].

1.1 Fonction gamma sur N

Définition 1.1.1. On définit la fonction gamma noté 1" | par lintégrale généralisée sui-

vante :
I, =T(n)= /t"‘le_tdt, Vn > 1. (1.1)

Exemple 1.1.1. Pourn=1:T(1) = 1.

Proposition 1.1.1.
i) Ty, converge pour tous n € N*.

ii) On peut démontrer par récurrence que ona :
Fn+1) =n!, (1.2)
et on a aussi [’équation fonctionnelle :

T(n+ 1) = nl(n). (1.3)



1.2. Fonction gamma sur R

1.2 Fonction gamma sur R

Définition 1.2.1. Pour z €]0,+00], on définit la fonction gamma par lintégrale :

—+00

['(x) = /tgﬁ_le_tdt. (1.4)

0

Exemple 1.2.1. Pour z =3 : T(3) = /7.

Théoréme 1.2.1. La fonction gamma est définie et de classe C*° sur]0,400], ses dérivées

successives sont données par la formule :

+oo

T®) (z) = / e~ (In(t))Ft*Ldt, (1.5)

0

et on a l’équation fonctionnelle :
F(x+1) = al(z). (1.6)

La fonction gamma sur R vérifie pour x €]0, 4+00] les formules suivantes :

Théoréme 1.2.2. (Formule de Stirling)

Pour x — 400,n0us avons l’équivalence suivante :
D(x 4+ 1) ~ V2mzazte . (1.7)

Théoréme 1.2.3. (Formule de Gauss)

Nous avons :

1 lim z(r+1)---(x+n)
['(x) no+too nln®
[[(z+7)
— 1 7=0 1.
n—l>r—£loo n!n® ( 8)
Théoréme 1.2.4. (Formule de Weierstrass)
Nous avons :
LI xe’® lim - <<E + 1) e_%> (1.9)
[(x) N n—o0 L - k ’ '
avec, vy = Zj (% —In (1 + %)) s’appelle la constante d’Fuler.



1.3. Fonction gamma sur C

1.3 Fonction gamma sur C

Définition 1.3.1. Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la fonction gamma par :

—+00

I'(z) = / t*~letdt. (1.10)

0
Théoréme 1.3.1. L’intégrale I'(2) est absolument convergente pour Re(z) > 0. Elle définit
une fonction holomorphe sur ce demi-plan. Pour Re(z) >0 etk € N on a :

“+oo

Fwwz):(/né%ﬂn@»kf_%ﬁ. (1.11)

0
Théoréme 1.3.2. Pour z € C tel que Re(z) > 0,la fonction gamma I'(2) satisfait a I’équa-

tion fonctionnelle :
I'(z+41) = 2I'(2). (1.12)

De plus, pour k € N :

mazr@+mif<1 ). (1.13)

Py z+k

La fonction gamma sur C vérifie aussi les formules de Gauss et de Weierstrass, ainsi que

les formules des compléments et de multiplication de Legendre-Gauss :

Théoréme 1.3.3. (Formule de Gauss)
La fonction méromorphe I' ne s’annule pas sur C, alors on a :
(z+J)
e N (1.14)
['(2) Cnotoee nlnE .
Théoréme 1.3.4. (Formule de Weierstrass)

La fonction méromorphe I' vérifie la relation :

1 - :
Fy = lm ((% + 1) e‘%) , (1.15)
avee, v = 312 (2 —In(1 + 1)) s’appelle la constante d’Euler.

Théoréme 1.3.5. La fonction % est méromorphe sur z € C\Z_, on a :

LS ()
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1.3. Fonction gamma sur C

Exemple 1.3.1. Pour z =1 on a : I'(1) = —.
Théoréme 1.3.6. (Formule des compléments)

Pour tout z € C\Z_, on a :

T

L)1 —2) =

(1.17)

sin(mz)

Remarque 1.3.1. On peut retrouver la valeur de F(%), en utilisant la formule des complé-

ments.

N[ =

En effet, on a pour z =

d’ot
donc

r (1) =T (carT(z) > 0,V2).

Théoréme 1.3.7. (Formule de multiplication de Legendre-Gauss)

Pour tout z € C\Z_ etp e N*, on a :

T(z) = p= 3 (2n) 7 Hr(z+j), (1.18)

pour p =2 :

I(z) = Q\Zﬁlr@)r(zgl). (1.19)



Chapitre

Notions de 'analyse p-adique

Le but de ce chapitre est de donner quelques définitions et résultats fondamentaux sur un

corps normé et sur les nombres p-adiques. Ainsi que des résultats de I'analyse p-adiques.

2.1 Construction des nombres p-adiques

2.1.1 Corps normés

Définition 2.1.1. Soit K un corps, on appelle norme sur K toute application ||.|| : K — R

vérifie les conditions suivantes :

i) [|z|]| =0 <z =0, Vz € K.

i) -yl = llzll - llyll,  veek
iii) |z +y| < |zl + |yl Vz,y € K (Inégalité triangulaire).
Dans ce cas, (K, || - ||) est un corps normé.

Exemple 2.1.1. Soit x € K, on dit que la norme est triviale si :
0]l =0, et ||z|| =1 pour tout x # 0, c¢’est a dire :

st x =0,
]l =

1 st z#0.

Définition 2.1.2. (Norme non archimedienne)
On dit qu’une norme || - || est non archimedienne sur le corps K si elle vérifie 'inégalité

triangulaire forte, c’est a dire :

o +yll <max(llz, [[yl),  Vz,yeK (2.1)



2.1. Construction des nombres p-adiques

Si la norme || - || est non archimedienne, on dit que K est un corps non archimedienne.

Proposition 2.1.1. [T1] Les affirmations suivantes sont équivalentes :
i) || - || est non archimedienne.

i) ||n|| <1 pour tout n € Z.

Démonstration.

i) = 1) On preuve cette implication par induction :
— Pourn=1:1]|=1<1

— Supposon que ||k|| <1 pour tout k& € {1,--- ,n — 1}, et montrons que ||n|| <1

On remarque que :
]l = [I(n = 1) + 1| < max{[jn —1]|,1} =1

A partir de I'inégalité ||1|| = 1 < 1 et de I'hypothése d’induction, on a ||n|| < 1 pour
tout n € N, puisque || — n|| = ||n||, on conclut que ||n|| <1 pour tout n € Z.

i1) = i) Comme || - || est une norme par I’hypothése il suffit prouve I'inégalité triangulaire

forte (2.1)) :

o+ 9l = e + )" =
“ k
<3
k=0 n
& k n—k k
<3 Il (cors]| (£)] <)
k=0

< (n 4 1) (max([[zf], fly]))"

0

k=0

l=* 1y ="

Donc, pour tout n € Z on a :
lz +yll < Vn+ Tmax(||zl, [ly])
En faisant tendre n vers oo, on obtient :
o +yll <max(llz], [lyl),  VryekK

Proposition 2.1.2. [T]|] Les éléments a,x d’un corps non archimedienne K, satisfont l’im-

plication :
[l = all < flal| = [l=]| = |l (2.2)

6



2.1. Construction des nombres p-adiques

2.1.2 Norme p-adique sur Q

Soit p un nombre premier (p > 2).

2.1.2.1 Valuation p-adique

Définition 2.1.3. [16] On appelle valuation p-adique Uapplication v, : Q — ZU{oco} définie
comme Suit :

i) v,(0) = 400.

k+1

i) Pour n un entier non nul : v,(n) =k, si p* divise n et p"™ ne divise pas n.

i) Pourn = ¢ avec a et b des entiers non nuls alors : vy(n) = vy(a) — vy(D).
Exemple 2.1.2.
i) Sin=2+p*+2p*+---, et p>2, alors : vy(n) = 0.
i) Sin=p*4+2p"+ -+, et p>2, alors : v,(n) = 4.
i) Sin=2, et p=2, alors : vy(n) =0
w) Sin==2 etp=>5, alors : vy(n) =0
Proposition 2.1.3. [§/ Soit a,b € Z :
i) v,(1) =0, Vp premier.
i) vy(a-b) = vy(a) + vy(b).

iii) vy(a+ b) > min(vy(a), vy(D)).

Démonstration.

i) Pour tout p premier on a 1 =p° , donc v,(1) = 0.

ii) On pose

a=p*(ag+ap+ap+---), ag#0,
et

b=p"(bo+bip+bop+---), by#0.
D’ou

a.b = p*™P(ny.ny), ot p ne divise pas (ny.ns),
avec
ny=(ag+amp+ap+---) et ng=(bg+bip+bep+---).

Donc

vp(a.b) = a+ .

7



2.1. Construction des nombres p-adiques

iii) On pose

a=p*(ag+ap+ap+---), ag#0,
et

b=p"(bo+bip+bp+---), bo#O0.
En supposant que o < 3, on a :

a+b=p*(n +p" “ny),
avec
ni=(ap+amp+ap+---) et ng=(bp+bip+bp+---).
D’ou
vp(a +b) > a = min(v,(a), v,(D)).

Lemme 2.1.4. [11/ On a :

n— Sp(n)
p—1

o, Sp(n) = ay +as + -+ + ag, tel que : n = ag+ a1p+ -+ arp”® (le développement de n

vp(n!) = ) Vn e N, (2.3)

dans la base p)

2.1.2.2 Normes p-adiques

Définition 2.1.4. On appelle norme p-adique l'application |.|, : Q — R, définie comme
suit :
p U@ six 40,
|z]p = (2.4)
0 st x = 0.

.|, prend ses valeurs dans l’ensemble {p™,n € Z} U {0}.

Proposition 2.1.5. [11] L’ application |.|, est une norme non archimedienne sur Q.

Démonstration.
i) |[z][,=0=2=0,VzeQ:
Soit x € Q, on a :
2|, =0 = p @ =0
= u,(2) = 400

— = 0.



2.1. Construction des nombres p-adiques

i) |z ylp = lzlp - [ylp, Vo, € Q:
Soient z,y € Q, on a :

|x . y|p — p—vp(ry)
- p*(vp(w)Jrvp(y))

— p—’l)p(SC) _|_ p_vp(y)

= |x|p : |y|p

i) |z +ylp < |zlp + ylp, Yo,y € Q-
- Sixz =0 ouy =0 la propriété (iii) est triviale.

- Siz,y#0,onpose:z=7ety=5 alorsona:

n ad + be
€T =
) bd
et
d+b
vp(x +y) = vy (ab_—;c> = vp(ad + be) — v, (bd)
> min(vp(ad), vy(be)) — vp(b) — vy(d)
= min((vy(a) — vp(b)), (v,(c) = vy(d)))
a c
= min (0 (5) 0 (3)
= min(v,(z), v,(y))
Donc
|:L' + y|p — p—Up(f'3+y)
<p- min(vp (2),0p(y))
- pmax((—vp(x))v(—vp(y))
= max(p_vp(x)7p_vp(y))
= max(|z|,, [ylp)-
D’ou | - |, est une norme non archimedienne sur Q [ |

Théoréme 2.1.1. [71/(Ostrawski)
Toute norme || - || non triviale sur Q est équivalente soit a | - |, la norme p-adique, soit a la

valeur absolue usuelle | - |.



2.1. Construction des nombres p-adiques

Proposition 2.1.6. [11/[10/(Formule du produit)

Pour tout x € Q*, on a :

I lh=1 (2.5)

p—premaier

p=00
Démonstration. i) Sin € N*:on a, n=p{' - p5?---p2 alors :
nloo =mn = py* - p5* o,
|n|pi:pi_ai’ 22{1727 7m}7
|n|p:17 p¢{p17 ;pm}
Do,
T b= o5 psm) - (™ -3 - pp™) = 1.
p—premier
p=00
ii) Sin €Z* :ona,n=—n', ot n € N*, par conséquente :
Inlp = [ = n'l, = |,
Do,
H nl, = H n/l, = 1.
p—premzier p—premier
p=00 p=00
iii) Si z € Q" : on a, x = = tel que n,m € Z*, et comme |z|, = ||:1||‘; tel que p =

00, p — premier.
Donc,

[T Inl

—premsier
p—p 1

|| B ea————
H P H |m|p 1

p—premier

p=00 p—premier

p=00

2.1.3 Corps des nombres p-adiques Q,

Le corps Q n’est pas complet par rapport a la norme p-adique |.|,, on le complétant, on
obtient un corps complet qui est noté Q, et qui s’appelle le corps des nombres p-adiques.

Le corps Q, peut alors étre défini comme la complétion de ’espace normé Q.

10



2.1. Construction des nombres p-adiques

Théoréme 2.1.2. [}/[8](Développement de Hensel)

1) Tout élément a € admet un développement unique sous forme d’une série conver-
P Y4 q

gente dans Q, :
a= Zanp", a, € N,

n>ng

ot ng = vy(a) et 0 < a, <p—1, pour tout n € 7Z.

it) L’anneau des entiers p-adiques Z, est défini par :

Zp:{ae(@p:a:zgnp”, ot a, €Net0<a,<p-—1},

n>0

et dans ce cas, on a :
Z,={r €Q,: |ol, <1} = {z € Qy : vy(x) > O},
Proposition 2.1.7. Z; est l’ensemble des entiers p-adiques inversibles dans Zy, on a :
Ly ={x € Zy: |z|, =1} = {x € Z) : vy(z) = 0}.
Théoréme 2.1.3. [10] Q, est complet.

Définition 2.1.5. On peut définir Q, comme l'ensemble des fractions des élements de Z,, :

@p:{%\a,bezp,b7éo}.

2.1.4 Corps des nombres complexes p-adiques C,

Le corps QQ, est complet, et 1'algébre clos de Q, notée (QTD n’est pas complet, on le com-
plétant, on obtient un corps complet noté C, qui s’appelle le corps des nombres complexes

p-adiques.

Définition 2.1.6. (Corps algébriquement clés)
Un corps K est algebriquement clos si chaque polynome P(z) dans K|x] de degré n admet

n racine dans K.

Proposition 2.1.8. [6] Le corps des nombres p-adique Q, n’est pas algébriquement clos.

On note sa cloure algébrique Q,.

11



2.2. Suites et séries p-adiques

Démonstration. On considére le polynome P(z) = 2® — p € Q,[z].

Supposons que les racines de P(x) sont dans Q,, alors :

P —p=02>=p

& |z =p~
;1
& |zl =p7
1
& vy(z) = 3

Donc v,(x) = 3 ¢ Z c’est une contradiction avec v,(z) € Z pour tout z € Q,.

D’ou les racines de P(x) ne sont pas dans Q,, alors Q, n’est pas algébriquement clos. W

Définition 2.1.7. (Norme p-adique dans C,)

On prolonge la norme p-adique de Q, a C, en posant Vx € C, :
2], = lm [z, (26)

avec (Tn)n>o est une suite de Cauchy d’éléments de Q, qui est dans la classe d’équivalence

de x.

Proposition 2.1.9. [10] Si x € C, avec x # 0, alors il existe un nombre rationnel v € Q

tel que :

2], =p~". (2.7)
Remarque 2.1.1. [I10] On note D l’ensemble des élements de C,, tel que :

D={xeC,:|z|, <1}.
2.2 Suites et séries p-adiques
Les définitions et les propriétés dans cette section restent valables dans Q,,.

2.2.1 Suites p-adiques
Théoréme 2.2.1. [1()] Soit (an)nen une suite dans le corps C,. On a :

(an)nen est une suite de Cauchy <= lim |a,41 — a,|, = 0.
n—-+o0o

12



2.2. Suites et séries p-adiques

Proposition 2.2.1. [I{)] Soit (an)nen une suite dans le corps C,. On a :
nl_l)IJquooan =a, ota€C,eta#0,

alors

dng € N, tel que: |ay|, = |al,, Yn > ny.

2.2.2 Séries p-adiques

Proposition 2.2.2. [10] Une série Y a, avec a, € C, est convergente dans C, si et

seulement st lim a, =0, dans ce cagjl
n—-+o0o
(o]
Zan < mgx]aﬂp. (2.8)
n=1 P

2.2.3 Séries entiéres p-adiques

Une série entiére complexe p-adique est une série de la forme :
o0
n <
E a,z", ouna, € C,et z € C,.
n=0

L’ensemble des séries entiéres complexes sur C, est notée par : C,[[2]].

Théoréme 2.2.2. [T/

i) Pour z€ C, et f(2) = > a,2", ona:
n=0

o0
E a,z" converge dans C, < lim |a,z"|, = 0.
n—oo
n=0
o0
ii) Si Um |a,|,r™ =0 pour r > 0, alors ) a,z
n—oo n=0

" converge pour |z| < r.

Définition 2.2.1. (Le rayon de convergence)
Le rayon de convergence d’une série entiere compleze p-adique est le nombre 0 < ry < +o0,

défini par :

ry=sup{r >0, |a,[,r" — 0}. (2.9)
n—oo

Proposition 2.2.3. [7]] Pour calculer le rayon de convergence d’une série f(z) = Y. a,z"
n=0
on applique la formule de Hadamar, c’est a dire :

1

Ty = (210)

-
lim sup |a,|p
n— o0

13



2.2. Suites et séries p-adiques

Proposition 2.2.4. [I0] Soit z € C,, la série ) a,z" converge si |z|, < ry, et diverge si
n=0

|2lp > 7y

Proposition 2.2.5. [T1] Le domaine de convergence de la série entiére complexe p-adique

oo
> anz" est le disque fermé :
n=0

D={2¢eC,: |z|, <R},
avec, R € {p*, k € Q,} U{0} Ucc

o

Démonstration. Soit 7 le rayon de convergence de f(z) = ) a,2", on sait que (d’aprées
n=0

la Proposition [2.2.4)) la série converge si |z|, < rf et diverge si |z|, > rf, d'ou :

oo
i) si > a,z™ converge pour |z|, =17y, alorson a: R =ry;
n=0

o0

ii) si ) a,z™ diverge pour |z|, = ry alors, Vz € C, tel que : |z|, < rf la série converge,
n=0
d’ou :

R:rf-p_l.

Proposition 2.2.6. [T1] La série Y a,z™ converge uniformement sur D.
n=0

Exemple 2.2.1. Soit ), -, (—=1)""'= dans C,[[z]].

On a :a,= %, donc |a,|, = p**™, d’ou :

1 1
rF= = =1 (car: lim —Up(n) = 0) :

. L : op(n) n—oo 1
lim sup|a,|p  lim supp~=
n— 00 n—00

Pour z € C, tel que : |z|, =1, on a :
lan2"]p = lanlplzl, = lanl, = pr™ > 1 (car:vy(n) >0, sin € Z),

d’ou
: n
nl_l}lloo la, 2", # 0.

Donc la série diverge Vz € C, tel que : |z], =1y = 1.

Alors R=r;-p~t =p', c’est a dire :

D={z€C,: |z|, <p'}.
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2.3. Fonction logarithme et exponentielle p-adique

Proposition 2.2.7. Soit f(z) = > a,z", une série entiére complexe p-adique dont le
n=0
domaine de convergence est le disque D C C,, alors la fonction f : D — C, est continue

sur D

Définition 2.2.2. (Différentiabilité des fonctions p-adiques)[1])]

Soit X C C, un sous-ensemble sans point isolé.

La fonction f: X — C, est différentiable au point a € X si la dérivée f'(a) de f a a :
)~ @)

z—a zZ— Qa

existe.

Remarque 2.2.1.
i) f est différentiabile sur D si seulement si f est différentiabile en z, Yz € D
it) Soit le polynome

P(z) = Z aix’ € Cylxl,

alors la dérivée est :

P'(x) = Ziaixi_l.
i=1

Proposition 2.2.8. [T]] Le rayon de convergence de f(z) = > a,z" et de sa dérivée
n=0

n
Df(z) = 3 na,z""* sont le méme, c’est a dire : vy =1rp;s
n=1

2.3 Fonction logarithme et exponentielle p-adique

Définition 2.3.1. [10/(Fonction logarithme p-adique)

i) La série logarithme est définie par :

[e.e]

log(1 = _pymr 2.11
oB(1+2) = L1 (211)
it) La série logarithme p-adique noté :
1 ARl Gt Vs 2.12
og,(z) =D (=1 — € G[l<]] (2.12)
n=1

est convergente sur : B, ={z€D: |z —1]|, < 1}.
Théoréme 2.3.1. [0/ Si|z— 1|, <let|s—1|,<1, ona:
Vz,s € By : log,(z-s) = log,(2) + log,(s). (2.13)
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2.4. Interpolation p-adique

Définition 2.3.2. [10/(Fonction exponentielle p-adique)

i) La série exponentielle est définie par :

o0 Zn
exp(z) = Z ol (2.14)
n=0
it) La série exponentielle p-adique noté :
(o) Zn
exp,(:) = D21 € G2 (215)
n=0

est convergente sur D, ={z € D: |z|, <r,} our, = pp%ll.
Proposition 2.3.1. [10/ St z,s € D, alors :
exp,(z + 5) = exp(z) - exp(s). (2.16)

Lemme 2.3.2. [§/[10)]

i) On a pour z € Dy, :

[exp(2) = 1], = |2];,

et
| log(1 + Z)lp = lzlp-

ii) Siz € D, alors : |exp(z), — 1|, < 1p, en particulier, exp(z) € B,, et on a :
log,(exp,(2)) = 2.
i) Si |z — 1|, <rp (c-a-d : z € 1+ D,), alorslog,(z) € D, et on a :

exp,(log,(2)) = z.

2.4 Interpolation p-adique

Soit K un corps valué complet de Q,.

Définition 2.4.1. [§] Une suite (a,)n>0 C K est dite une suite d’interpolation dans K, s’il

existe une fonction continue f : Z, — K telle que : f(n) = a,.
Lemme 2.4.1. [8] La suite (an)n>0 C K est une suite d’interpolation si et seulement si :
Ve >0, Im. >0, tel que si: k>0, etn="k+p", ona: |a, —ay| <e.
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2.4. Interpolation p-adique

Remarque 2.4.1. Si (a,)n>0 C K est une suite d’interpolation, on écrit parfois pour :

s €Ly, etneN, f(s) =lima,

n—s

Proposition 2.4.2. [71] Soit a,, une suite de Cauchy non constante de nombres p-adiques.

1l ne peut alors pas étre interpolé.

Définition 2.4.2. (Développement de Mahler)[§/
Le développement de Mahler f € C(Z,,K) est donné par f(s) = > a;B;(s), ou :

J=0

Bj(s) = oo 1>H.}!(8_j+1> et a;=Af(0)

A étant lopérateur aux différences défini par Af(s) = f(s+1)— f(s) = f(s)— f(s), alors
A =1 —id, avec 11 f(s) = f(s+ 1) d'ou 1,,f(s) = f(s+1).

Remarque 2.4.2. [§] Soit (a,)n>0 une suite d’interpolation et soit f € C(Z,,K) tel que
f(n) =ay,. Alors :

car : A" = > (—l)i(?)rj.

+j=n
Proposition 2.4.3. [§/(Somme indéfinie)
Soit f : Z, — K une fonction continue.

L’équation aux différences :
AF(s)=F(s+1)— F(s) = f(s), s € Z,

admet une solution continue unique F : Z, — K, tel que : F(0) =0
De plus, ¥n € N, F(s) = Ll_%ji;f(j) que l'on écrit aussi :Sf(s) = ji:f(j),s € Lyp.
La fonction Sf est appelée la somme indéfinie de f.
Exemple 2.4.1.
1) S(B,) = B,:1, n > 0.
2) Soient : € K,0 < [A[ <1 et fa(s)=(1+N)*= > (3)A",s € Zy, alors :

n>0

s
n+1

Sfr(s) = ( ))\" = A ((1+A)°—1)
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Chapitre 3

Fonction gamma p-adique et sa généralisation

3.1 Rappel sur la fonction gamma p-adique

3.1.1 Fonction gamma p-adique sur N

Définition 3.1.1. [3/ Soit n € N . La factorielle p-adique de n, noté nl, est définie par :

nl, = H 7,

1<j<n
(p.g)=1

avec 0!, = 1.

On définit la fonction gamma p-adique, notée I'y, par :

[p(n) = (=1)" H J-

1<j<n—1
(p.g)=1

C’est-a-dire que : T'p(n) = (—=1)"(n — 1)!,.
Exemple 3.1.1.
i) Pourn=1,ona:T,(1)=—-1car:0,=1
ii) Pourn=2,ona:T,2)=1car:1,=1
[9(3) =—1car:2l,=1
iii) Sip=2, ona :
['2(8) = 105 car : Tly = 105
Proposition 3.1.1. [T}

i) Pourp# 2, soit a et s > 1 deuz entiers. On a :

a+p°—1
H j=—1( mod p?)
j=a

(p.g)=1
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3.1. Rappel sur la fonction gamma p-adique

it) Pour p =2, soit s >3 on a :

2571
H (n+7)=-1( mod 2%). (3.4)
=0
(2,5)=1
Lemme 3.1.2. [§] Soientn,s € N, s > 1 :

i) Sip#2, ona:
T+ p%) = Tp(m)( mod p°). (35)
it) Sip=2ets#2,ona:
Fo(n+2°) =Ty(n)( mod 2°). (3.6)
Le Lemme confirme que la suite (I',(n)),en vérifie les conditions d’interpolation.

Proposition 3.1.3. [T} Pour n € N, on a [’équation fonctionnelle par :

—nl'y)(n) si p ne divise pasn,
L,(n+1) = (1) (3.7)
—I'y(n)  si p divisen.

3.1.2 Fonction gamma p-adique sur Z,

Définition 3.1.2. [3] Pour x € Z,, on définit la fonction T, par la formule :

fy) = (- T (3.8)
<j<n—
(p.g)=1

Proposition 3.1.4. [T} On a I’équation fonctionnelle de I', suivante :

—zl')(x) s x € ZF,
L(z+1) = #(7) ? (3.9)
—I'y(z) st x€pZ,

Théoréme 3.1.1. [7J] On a les propriétes suivantes :
i) |Tp(z)], =1, Vo € Zy.
i) |Tp(z) = Tpw)lp < |z —ylp, Va,y € Zy.

iii) |Tp(z) — 1), < |2l,,  Va € Z,.

Proposition 3.1.5. [§/La fonction I, vérifie les propriété suivantes :
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3.1. Rappel sur la fonction gamma p-adique

i) Pour n un entier positif on a :

!
Ty(n+1) = (1) —— (3.10)
|:%:| !p[?]
it) Pourn=mp+ X tel que :0<AX<p—1letmeNona:
+A)!
Fp(mp + A+ 1) = (_1)mp+)\+l%. (311)
iii) Pourm=p°—1etse€Nona:
s (p*—1)!
S\ — (1P
Fp(p ) - ( 1) (psfl . 1)!pps—171 . (312)
iv) Pourn=1p*etseNona:
s o)
L+ 1) = (et B (3.13)

D’aprés la Définition chaque fonction continue admet un développment de Mahler

flo) =3 a (i)

k>0

sous la forme

Les coefficient (ay)r>o sont liés aux valeurs de f par la relation :

z® ﬁ "
doavg =y fn)
k>0 n>0
Donc on aura la proposition :
Proposition 3.1.6. [Ij|/(Développement de Mahler de I',)
Soit le développment de Mahler de I', :

f@)=Tyz+1) =Y o (z)

k>0
Les cofficients oy, vérifient la relation suivante :
P\ 1 — 2P ol
exp |+ — =y (—-)"a— 3.14
(v ) T = D0 e (3.14)

La fonction gamma p-adique I', sur Z, vérifie les formules de multiplication de Legendre

Gauss et des compléments.

Remarque 3.1.1. Pour p # 2 et x € Z,, on note R(x) le representant de x modulo pZ,,
_ . z—R(x
tel que : R(x) € {1,...,p}, R(z) = x( mod p) et on note aussi Ry(r) = % € Zy.
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3.1. Rappel sur la fonction gamma p-adique

Théoréme 3.1.2. [§/(Formule de multiplication de Legendre Gauss)
i) Pourp#2 et x € Zy, soitm € Z, tel que : (m,p) =1, on a :

m—1

[Ir () - er (2)m ety o, @. @y

j=

ii) Pour p =2 etz € Z,, posons o(x) = a1, donc pour m € Z, impair alors :

nﬁlFQ (x:zj) - EFQ (i) 7Ty (). (3.16)

J=0

Théoréme 3.1.3. [§/(Formule des compléments)

i) Sip#2etx ey, ona:
T, (2),(1 —x) = (—1)R@), (3.17)

i) Sip=2etx=> a2 €Zy, a; € {0,1}, posons o(x) = a1, alors :

Ty(x)Ty(1 — z) = (—1)7@+L, (3.18)

Corollaire 3.1.7. [8/ Sip #2, on a : 5 € Z, alors :

T, (%)2 = (-1)"7. (3.19)

Théoréme 3.1.4. [§/[15]
i) Pour p# 2, on a : T, est analytique sur pZ,, et n’est pas analytique sur Z,.

i) Pour p=2, on a : [y est localement analytique d’ordre 3 sur 237, et n’est pas analy-
tique d’orde 2 sur 227Z,.
De plus, on a la fonction Go définie en posant : Go(x) = Ty(x) lorsque |z| < 471, et

Gy(x) = —Ty(x) pour |z| = 471 est analytique sur 47,

Corollaire 3.1.8. [14/[8] Soit x € Z,, on a :

_ / log( + £)dt. (3.20)

Et

(log )" (x) = / L (3.21)



3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

3.2 Fonction gamma p-adique généralisée

Dans cette section, on va introduire la définition de la fonction gamma p-adique généralisé
et quelques propriétés données par Kaori Ota dans [13], puis on démontre d’autres pro-
priétés de cette fonction.

Il y on a des propriétés qu’on les a démontré n’existent pas dans [13].

3.2.1 Définitions

Définition 3.2.1. [13] Soit x € Z,, donnée pour sont développement p-adique v = Z;io P,

z; € {0,1,---,(p—1)},x0 #0.
Pour ¢ € N*, on définit une application h; : Z, — Z, par :

he(z) = ap ™ =+ zpp + - (3.22)
j=t

dans ce cas, on a :
T = Zx]pj =xo+op+-taapT Fapt
j=0

=0+ xp+-F+zeap T +p (e zep+ )
-1

= a4+ p'hu(a). (3.23)
j=0

Pour £=0 on a : ho(z) = > .50 = 2.

Définition 3.2.2. [13] Pour x € Z, et t un entier positif on pose ¢ = p', on appele T'; la
fonction gamma p-adique généralisée, qui est définit par Uy : Z, — Z;, par :

t—1

Do(z + 1) = [[ Tp(he(z) +1). (3.24)

=0
Remarque 3.2.1.
i) On appelle I'; la fonction gamma g-adique.
ii) T'y est continue sur Z,.

iii) Pourt =1, T, coinside avec I, ( c’est a dire : Ty =T,), et on a ho(z) =z, d’ou :
Loz +1) =Tp(ho(z) +1) =Tp(x +1). (3.25)

22



3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

Exemple 3.2.1. On calcule pourt =2, on a ¢ = p? alors :
Ly(@ + 1) = Dy(ho(2) + DLy (ha(2) + 1) = Dy(a + D (ha(x) + 1),

ot, hy(z) = ijl .
D’apres la relation ona:ly(v+1)=T,(x+1), et d’aprés la relation on a :

x = o + phi(x) alors, hi(x) = **, donc :

Ty(x+1) = Ty(z + 1)L, (x ;x“ + 1) .
Par exemple, pour x =3, p =3, t =2, ¢ = 32, alors dans Q3, 1o = 1
Fg(4) == F3(4)F3(2>,

ol

T3(4) =6 et D5(2) =1,

alors

3.2.2 Propriétés
Notation. On note n!l, la factorielle g-adique, définiée par :
nly =[] (3.26)
j=1
atj

Proposition 3.2.1. [13/

i) Pour un entier positif n, on a :

Ly + 1) = (~1)p P, (3:27)
" X [n L Tn n
A=t +5 |2, B =S| 2 - |2
i=0 {pz} ; LUZ} [pt}
ii) On a
— D () (2)  six & qZ, et k= v,(x),
sy [N g k=,
(—1)'Ty(z) St T € qLy,.



3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

Démonstration.

i) Pour n € N* on a:

n!q—f[j—f[j ﬁ(m’) S | G
W W w i
— (=1)"C T, (n 4 1) (_1)[%]+1p<[5]—[ﬁ])rp (E} 4 1)
1D, ([5] 41) oy )

o, (-] )
oy (el

= (1)~ Ty(n +1).

Alors
Ly(n+1) = (=1)%p~rnl,.

ii) D’apres la relatio, la fonction I', satisfait 1’équation fonctionnelle suivante :

—zl')(x) stx €77,
Ty(x+1) = o) ?
—I'y(z)  six € pZ,.

Pour k = v,(z + 1) < o0, soit le développement p-adique de = + 1 :

I—i—lzZajpj, Oék#o

jzk
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3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

Alors pour £ < k, on a :

alors

he(w) =Y /™"

=t

= —1+ he(z+1).

Pour ¢ > k, on a :

pP—D+@E—-Lp+-+ (-

=D+ (p = DpF + (p = Dp
+ o) + (arp® + apapt )

—D+@-Up+--+@-
PP =) ) 4 (e + g™ )

=p-D+@-p+-+(-

1)pk—1 + (pk—i-l _ pk) + (pk+2 _ pk-i-l)

DpF ™ + (o — 1)p" + g™ + -

1)pk7178 + (ak _ 1>pk7£ + ak+1pk+17€ 4.

z = ap P+ appept 4
alors
ho(7) = g p" ™ apap T+
=D
okt
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3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

D’ou
1. Sit <k, alors :

t—1

Do((x+1)+1) = [[Tplhelz + 1)+ 1)
/=0
t—1
t Fp hg $ + 1
£=0
t—1

= (=" [ | Tp(he(a) + 1)

=0

= (~1)'T,(x +1).

2. Sit >k, alors :

F,((z+1)+1) = ﬁl“p(hg(x +1)+1)
=0
k

=TI, (he(z+1) + HF (he(z +1) + 1)
/=0 Z k+1
k t—1
= (=1 hy(z + 1) J[ ool + 1)) T Tplhe(z +1) + 1)
=0 t=k+1
() 4 ) [ Tplhe@) + 1) ] Tolhela) +1
=0 L=k+1
= (=D hg(z + 1) f[rp(h@(:c) +1)
=0

= (=D hy(z + DTy (x + 1).

En remplacant x — 1 par x, alors :

ot 1) = | D@L i € etk = vto)
(—1)'T,(x) St T € qLy.

Dans ce qui suit, on démontre des propriétés de la fonction gamma p-adique généralisée
qui n’existent pas dans l'article de Kaori Ota [13] (Proposition [3.2.2) Proposition [3.2.3
Corollaire [3.2.5] Proposition [3.2.8)
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3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

Proposition 3.2.2. La fonction I', vérifie les propriétés suivantes :

i) Pour n un entier positif on a :

(=1)Ap~Frnl
3wt
it) Pour n =mq+ X, tel que : A€ {0,1,--- ,q—1} etmeN on a :
—1)Ama+ A)!
Dy (mg+ A+ 1) = =D ma + )Y (3.30)

mlptm

i11) Pourm=¢q¢*—1etseNona:
(_1)Aqs,1p—qu,1(qs o 1)[

Ly(q") = @ : (3.31)
tel que
t—1 t
Apy=t—1+4) p*7 Bpy=>» p -/
=0 i=1
iv) Pourn=q° ets €N
‘ (—1)4p~ e (¢°)!
Ty(g"+1) = g (3.32)
tel que
AqS —1= Aqs,1 qu = qu,1
Démonstration.

i) On sait que :

n=[li=11117= D "o+ 1) ]]J
7=1 j=1 j=1 J=1
ati alj qlj
et
n n
card{l1 <j<n qj:[—lz{—}
{ [ali} . p
Ainsi [ ]
B pt oy n ‘t[ﬂt]
117 =11@95 = |5 |»t],
j=1 j=1
qlj
donc P
_ nyy~Bnp|
Lynt1) = THP
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3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

ii) Pour n = mq + A, tel que : A € {0,1,--- ,¢— 1}

on a: [3] = [—mqj’\] =m+ [ﬂ = m, alors :

(—1)Amarrp=Bmaer (mg + X)!

Ly(mg+A+1) =

mlptm ’
tel que
t—1
mq—+ A
Amq—f—)\ =t+ Z |: i :|
i=0 p
t—1 Y
ey
=0 pl

f+A FHA fHA
—t+[mpt+)\]+{mp ]+{mp ]+---+{%}

P p2 pt—l
4 t—1 A t—2 A A
=t+A+mp +mp + » +mp T H ||+ Fmpt |

p2 pt—l
t—1 1 i t—1 A
:t+)\+mpt+mz (];) +Z L?}
=1

=1

t—1
:t+)\+mpt+m(pt_1) -I—Z {&}
p—1 P

=1

t—1
et on a v,(Al) = > [A} alors :
i=1

pz

(_ 1)Amq+)\ — (_ 1)t+/\+mpt+mpt (;;::11 ) +up(Al)

(_ 1)t+>\+mpt (_ 1)mpt (%)4_22;i [ﬁ]

(_ 1)t+/\+mpt+vp (A1)

Y

alors,

Amgir =t + X+ mp' + v,(\!).
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et aussi

tel que

_i [mpt+)\] . {mpt—k)\]
i=1 P’

pt

b
L[] [
p p
A
e {_
p
()
= m —
=1 p =
p—1 t
=m —tm + —
(B=)-me 2]
t t
p—l) {)\
=m —tm+ —

t—1
Aqs,1 =1t+ Z |:
=0

q(qs) =

p

¢ —1

t t t
MR [P [

(_1)Aqs_1prqs_1 <qs _ 1)]
(g )lpte

- S

=0

pi
=t 4+ (pts . 1) _|_ptsfl 4. _|_ptsf(t71)

t—1 1 %
:t_1+ptsz(_)
=0 p

1
e (122)

t
1y e <p_—1>
p—1
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et

— pts—z tpt(s—l)
=1
1 _
:pts 1 (pl — 1 tpt t
p
t
Ss— b — 1 s—
— pt( 1) ( ) tpt( 1)
p—1

Fq(qs + 1) - (qs—l)!ptq571 9
tel que
t—1 ¢ t—1 e
=0 p =0 p
=t 4+ pts + pts—l I pts—(t—l)
t—1
— t + pts—i
=0
f-1
— 4 pts=DH1 p
p—1
— Aqsfl + 1
et

— pts—z tpt(s—l)
i=1
t—1
t(s—1) (P i(s—1)
(p—1>
- qu—l
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Proposition 3.2.3.
i) On a :

r,(0) = 1. (3.33)
ii) Pour x € Z, on a :
Dq(z)]p = 1. (3.34)

i) Si|v —yl, =1 ou ]x—y!pZI% avec s > t et pour x,y € Z, on a :

Tg(z) = Loy < |z —ylp- (3.35)
i) Pour x € Z, on a :
Tq(z) = 1fp < |zl (3.36)
Démonstration.
i) Pour x = —1:
t—1
Ty(0) = [ [ To(he(=1) + 1),
=0
tel que

Il
=
|
=
=
=
+
=
~
R
¢
8
=
|
=
’6@
~

k=0 i=0
donc
400
he(=1)=> (p—1)p' = —1, Vi,vp.
1=0
Alors
t—1 -1 t—1
Fq(o):HFp<_1+1):HFp(O>: 1=1
(=0 (=0 (=0
ii) D’aprés la relation [3.24]
t—1 t—1 t—1
o+ 1)), = [[[To(he() + | =[] ITp(he(z) + D] =[] 1=1
(=0 p =0 =0

iii) Soit m,n € N
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3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

- Si |m —nl, =1 alors :

|Fq(m> - Fq(n)| < maX(|Fq(m)|p, ‘Fq(nﬂp) <1=|m—nl,.

- Si ]m—n|p:#<1telques€Nalors:EI;LEN,m:n—i—ups et (u,p) =1,

donec :

n+pup®—1 n—1 n+up®—1
Dy(m) =Tgn+pup’) = (1" " [ i=C0""]]s 1] 4
i=1 =1 j=n
qu‘ jqu ]qu

Pour s > ¢, on a :

avec
t—1 n t—1 1
A =t+ {—} A=)
1=0 pl =0 pl
et
t S S t t S S
_ n+ pp n+up”| n n Hp Hp
B_ 7 t t - _z B _t _'_ 7 - t
=1 p p =1 p p =1 p p
:Bl+327
avec . .
n n up up
N R
Donc
n—1 n+pup®—1
Ty(m) = | (=D*p > [[s| | D" ] J
j=1 j=n
ati aty
n+up®—1
=Ty(n) | ( 1)Azp= P2 H J 1>
i
d’ou,
ntpp®—1
Ly(m) = Tg(n) =Ty(n) | [ (=1)*p " [ i|-1],
“di

=1 - el t—1 -
A=t+ {—“]: t+ {—] + B2} = 4y + 4,
io L P —o P = P
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par suite :
n+ups—1
[Ty(m) = Ty(m)ly = [T ()l | | (=1)%p~% T 5| -1
o p
n+pp®—1
= =v®=p? I | -1,
j=n
atj p
par définition de I'y et d’aprés la relation (3.3]) pour p = ¢ :
n4up®—1 n+ps—1 n—+2ps—1 n+up®—1
H j= H I I
=n Jj=n+p* j=n+(p—1)p*
qﬁ qTJ atj qtj
on a
n+up®—1 p°—1
H j:H(n+(u—1)ps+i)E—1( mod p*) Yu > 1,
Jj=n+(p—1)p° i=(
ati ats
donc
n+up®—1
[T 7=EDEDED - (mod pf) = (-1 mod p),
ati
d’ou
n+up®—1
1)epPe H j=(=)"*p~>( mod pY),
qTJ
tel que
Ay +p= Z Iup
i=0
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et
B, =S
=1 pl pt
L\t
= pup° - — =
%6) %)
5 ( pt—1 t >
= up
(p—1pt p
Si
n+ups—1
(—D%p % ] j=1+¢&"
j=n
atj
on a
n+up®—1 1
(=D*p I i-1] =1&p'lp < P lm —n.
A

Donc la propriété est vrai pour les éléments de Z,, par passage a la limite.

iv) Il suffit de prendre y = 0, on oura :

|Fq(m> - 1|p = |Fq($) - Fq(0)|p <|r - O|p = |x|p'

Exemple 3.2.2.

i) Pourt =2 et d’apres l’exemple m
On pose x = —1 et p=2, ¢ =4 alors :

['4(0)=T2(0)%0)=1-1=1.
Onposex=—1etp=3,q=9 alors :
[y(0) =T3(0)'3(0)=1-1=1.
i1) Pourt =3, on posex = —1 et p=>5, ¢ =125 alors :
[195(0) =T5(0)T5(0) =1-1=1.

Remarque 3.2.2. Pourt =1 les proprictés de I'y sont identiques a celles de I'.
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Proposition 3.2.4. (Formule des compléments) [13]
i) Pourp#2, on avVx € Z,

[ ()0 (1 — z) = (—1)F1H@), (3.37)

ou, Ri(x) € {1,2,--- ,q}, tel que : Ry(x) = z( mod q).

it) Pourp=2 :
—1)tee gix & gy et x & 73,
T, (2)T (1 —z) = =) # ? (3.38)
(—1)ttee st x € qZy ou x € 73,
ot z; est le coefficient de 2¢ dans le développment 2-adique de x.
Démonstration. D’aprés le Théoréme (Formule des compléments), I', satisfait la
propriété suivante (pour ¢t = 1) :
(-1)B@) 5 p>2

e(x) si p=2,

—1 si x=a( mod4), tqg: ae{0,1},

—
VA
<.
8
I

=0b( mod4), tg: be {23}

Soient k = v,(x) < oo et le développement p-adique de x :

=k
Pour ¢ <k, on a:

_ Z !
j=k

(o) (Sor)

(p=D+@-1p+-+@-1p"" + -1+ (p-1p*"
(p = P2 ) (e + apap™ )

(=1 +@=p)+ @ =p) +- -+ 0" =)+ " ="
(p =P+ (p = 1)p 2 4 - )(xkp’“ +apaptt )

(—xkp—i—z —l’]—l

j>k+1

_|_

+

35



3.2. Fonction gamma p-adique généralisée

alors
ho(—z) = (p—2")p" "+ > (p—z;— )p~*
j>k+1
— Pl bl e g
== ap
Jjzk

= —hg(l’).

Pour ¢ > k, on a :
—r = Z(p_ zj — 1)p’

alors,

hg(—{L')

-1 - hg(:b’)

i) Sit<k,ona:

-p

k+2—¢

Rl g k3=t o _p

o B2ty

(p—ze—1)+(p— 21— p+--
=((-D+@-p+--) -

(xl+xl+1p+---)

Lo(x + DE(1 — z) = [[((Tp(he(z) + DTH(1 + hy(—2)))
= (1) T o)1 — he(a)))
(—1)'5;1:[:(—1)7’ =1 pour p > 2
U Tl elue)  pourp =2
puisque, ['y(z + 1) = (=1)'Ty(x), on a :
TR L
(=)= sip=2
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ii) Sit > k, alors :

t—1

Po(z +DT(1 —2) = H (Cp(he(z) + 1)Tp(1 = he(2)))

=0

puisque, ['y(z + 1) = (=1)* 1 hy(2)Ty(z), on a :

Corollaire 3.2.5. Pourp # 2, on a :

Démonstration. D’aprés la relation W, pour p #2et x = %, on a :

r, G) r, (1 - %) S (%)2 = (=1 R(e)

tel que
R 1 1( d g)
—|==( mo
t 2 2 q),
comme
1 1
g+1=1( modgq) = %55( mod q),
d’ou
1 qg+1
Ri|l=z)=—
(2)-%
Donc
1)’ t—14-( 2L
Fq Y _( 1) +( 2)7
2
ou
(1)~ =1,

(3.39)
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alors,

|
Proposition 3.2.6. (Formule de multiplication de Legendre Gauss) [13]
Soit N un entier et N > 2, et (N, P) = 1. Soit :
N-1 i\ N i\ !
onte) =1t [ T, (+) IIr. () (3.0)

=
@)
P
K
=
—~
)
S—
I
=
&
|
L
N
&
8
0?3\
B
=
S
D
o
=
—
(S
SN—
I

Alors pour x non nul,

gn(z +1) i=0

()]
gn () rq(m)]ﬁqu <%> f‘qu (:p;@')—l

Si v,(z) = k, alors hy, (£) = 22, donc :
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Par continuité en z, il suffit de traiter le cas des entiers positifs. Ainsi, pour x =n —1 ona :

Ngn(n—1) sin—1¢qZ,

gn(n) =
gn(n—1) sin—1¢€ qZ,
— N g ).
Comme gy(1) =1 et [@%1)} = R;(n), on obtient le résultat. [

Remarque 3.2.3. [153/ Comme pour T, on a :

N_lf i _ +1 st N impaar,
1 AN

j= +lou +1 st N pair.

Le nombre i € Z,, tel que : i* = —1 (c’est a dire : i = +/—1)

Proposition 3.2.7. [13] Soient a et b des entiers satisfaisant 0 < a < b < q — 1, pour

r >0, on pose :

¢ —1 ¢ —1
nT2bq_1 et mr:aq_l.
Alors pour r > 0,
O Ly(1+ )
<n7~_1) = (-1 (=) L (1 +m)Ty(1 + n, —m,) (341)
_ (_p)vp((g)) Fq(_mr)rq(mr - nr) ' (3_42)

Lg(=ny)
Démonstration. D’aprés la relation [3.27] on a
i) Pour n =n, :
e A | B2
=1
afj

Am:t+ti{%]’ B"T:Z{%] - {%}

=0 =1

avec

~+
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D’autre part

Ny Ny Nr—1
IIi=|1Is <H(qy)>
j=1 j=1 j=1
qfj
TNy Nr—1 MNpr—1
=1 1]J Q> (H j) ,
j=1 j=1 j=1
qfj
alors .
n,! e TT -
nT71| — 1 1 HJ
7j=1
qlj
D’ou
Ty —Np—
Ly(1+n,) = (=1)4rp=Frr — g7
Ny_1-
ii) Pour n =m, :
Lo(1+m,) = (=1)*p~ P T
j=1
qtj
avec
t—1 m, t m, m,
Amr:t‘i‘z—., BT: — | = |
=0 pZ =1 p’ p
D’autre part
My me my—1
IIi={II: (H(qy‘))
j=1 j=1 j=1
qfj
My myr—1 mMr—1
= H] ( q) ( j) ;
j=1 j=1 j=1
qfj
alors .
m,! e TT -
m, 1' — 1 1 HJ
7=1
atj
D’ou
mrl —Myr—1

(14 mg) = (1)t e 22
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iii) Pour n =n, —m, :

FQ(I _I_ nr - mr) — <—1)AanmTp_B"r*mr H j’
7=1
afj

avec

t—1 t
e =t 3 B B =3 [ < [

i=1

D’autre part

Ny —Mmy Ny —Myp Np—1—Mp_—1
=117 ( (qj)>
ey 1 o
’ jqu ’
Ny —My Np—1—Mpr—1 Np—1—Mp_1
ST ()
jTl j=1 j=1
qfJ
alors
(nr — mr)' T 1 —Mp—1 ey .
— q r— r— ]
(77/7«,1 - mr‘fl)! g
qtj
D’ou
Ff](l -+ ny — m’l“) = <_1)Anr_mrp7B"7“—mr (nT _ mT)l *(nr—lfmr—l)
(TIT,1 - mrfl)!
Donc

Ny nT!
my (?”LT — mr)!m,,!

N1 nrfl!
M1 (Mr—1 — Myp_1) !

nr! mr—l! (nr—l - mr—l)!

ny_1 m,! (n, —m,)

_ ( Iy(1+n,) ) < q" >
Fq(]_ + mr)rq(l —|— Ny — mT) qmran—mr

<(<_1)AWPBW) <<—1>Aw—mp3w—mr>> |

(— 1)Anr p_Bnr
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Alors
(o)
T/ = (~1)p Lo+ no) :
N1 Ly(1+m )Ly (14n, —m,)
myr—1
ou

=0 =0 1=0
t t t
n, m, n, — M, n, m, n, — M,
i=1 [pz] i=1 {pl } i—1 { P } P’ Pt pt

D’autre part, on a : e; = v, (7)) +¢( mod 2) et es = v, ((*)).
D’aprés la relation :

Ly(1+n,) = (=) RO (—n,) 7t = (1) 19T (—n,) ™

et
Fq(l + mr) _ (_l)t—l-&-Rt(—mr)Fq(_mr)—l _ (_1)t—1+q—arq(_mr)—1
et
Fq(l n, — mT) _ (_1)t*1+Rt(mr*TL7)Fq<mr o nT>71 _ (_1)t71+q7b+a1-\q<m74 o n,«)_l.
On obtient

= (=)o (@) e (G Ll 1)
= (1) (@) eyl ))Fq(l‘i‘mr)FQ(l_'—nr_mr)

_ () CDHE)T Ty em) Ty m )

(—D)F (= 1) Trabte Ty(—n,)
_ (o) Dalomn) Ty — i)
(—p) - .

Proposition 3.2.8. (Développement de Mahler)

Posons T'y(z +1) =3, ay (1) alors les coefficient (a,)nen vérifient la relation :
" x?
Z(—1)n+t%H = exp,, (? + x> 0qs (3.43)
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Démonstration. Si on mets p(z) =Ty(z+1) =3 ya, (z), les (a,) vérifiants :

S0l = Y r 1

n>0 n>0

on cherche une expression de f(z), ou la série génératrice de la suite (I'y(n + 1)) en est :

=> Ty(n+1) —7

n>0

On fait la division euclidienne de n sur ¢ = p' :

n=mq+ N\, telque: A€ {0,1,--- ,q¢—1},
donc, nous avons les cas suivants :

A=0=n=mgq
A=1=n=mqg+1

A=2=n=mq+2

A=q—-1l=n=mg+(q¢—1)

Maintenaut, on sommons selon les cas précedents :

_ Z F(I(mq + 1)xmq + Z Fq(mq + 2) mq+1 4 Z mq + q xmq—l—(q—l)

— ! = (mg+1)! = (mg+(¢—1))!
alors ol
sz‘q mq—l—j+1) e+
§=0 m=0 (mp* + j)!
on peut utilisé la relation (3.29) :
Dyn4 1) = D ot

et d’aprés la relation (3.30) pour n = mgq + A, tel que : A € {0,1,--- ;¢ — 1}

on a : [%] = [%H]:m—l—[%]:m,alorspourog)\gp:

(—1)Amaerp=Bmatr (mg + X)!
m!ptm

t_
(_1)t+)\+mpt+vp(>\!)pm(z;—11)_tm+v’”(>\!) t[%] (mq + \)!

Ly(mg+X+1) =

mlptm
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on obtient
q—1 4+
T A+1
o) = Y3 PR
A=0 m=0 <mq+ )
pi—1

N R (DA ()t (A (1) p B (mpf £ A
B Z Z m! pt™ (mpt + A)! ’

A=0 m=0
:p_ f <<(_1)1:txpt> i‘) (_I))\<_1)t(_1)vp(>\!) pvp(A!)—t[pAt]
A=0 m=0 p m
= exp, <(_:i)pt) (_1)t — (—m)A(—l)t( 1)1),,()\5) vp(A!)—t[pAt]
P A=0
= €xp, ((_33)‘1) (—1)tp — (_x)A(—l)t(—l)v"(M) vp()\!),t[ﬁ]
1 A=0
posons
84 :p (_w>A(_1)t(_1)Up(A!) vp(A!)_t[pAt]
A=0
d’ou
e i) =expp< ~2 —x) (<1)" 4,
alors

n=>0

on remplace (—z) par z, il vient :

" x4
Z:(—l)”anF = exp, (; + x) (—1)t (5q
n>0 ’

enfin,

" x?
Z(—l)nﬁ‘/anﬁ = exp, (E + Z‘) (5q

n=>0

Remarque 3.2.4. [13] D’apres la Proposition[3.2.7, on a :

.4 -1 ¢ -1

n,,—bq_1 et mr—aq_l

avec 0 <a<b<qg-—1
n, b

Up m =r-u({,))
Notons aussi que : v,(n!) = W;S%, donc :

b

Uy ((a)) =0 <= s(b) = s(a) + s(b— a).
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Pour o € Z,, on définit o et p, comme suit (voir [9)], [17]) :
pa’ —a=po €{0,1,---,p—1},
d’ou pour i > 1, on définit :
o = (@0 et 4 = 1alo).

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) Si—a=3% 2, a;p’ est la développement p-adique de —c, alors :

e ¢}

pD =a; et o = —Zajpj*i = —hi(—a).

j=i

ii) Pour oo = Ty wec0<a= Silap <q—1,

. . DY . t_l
p=a; et ¥ = a5+ aj1p + 1+ dj-1p i=j( modt).
q —

avec j € {0,1,--- t —1} et o) = @

iti) Pour n, = bq;T_ll avec 0 <a<qg—1, ona -'(_”r)(t) = —n,_].

Dans se qui suit, on va donner la définition de la fonction hypergéométrique généralisée,

puis on utilisera la fonction gamma généralisée pour démontrer quelque propriété.

Définition 3.2.3. (La fonction hypergéométrique généralisée)[13]
La fonction hypergéométrique généralisée  Fi(an, v, -+, au; b1, B, - -+, B3 X) est défini par :

o0

(o1)s(a)s - (O‘k)s
F@laa%'”aa; 1, M2,°° 7 aX = ’
il B B X0 = G B @,

ot (), =a(a+1)---(a+n—1) pourn >0 et (a)y = 1.
Pour i >0, définir :

kﬂ(i)(alaa27"' 7ak;ﬁl7ﬁ27"' 751?X) ~k E(a’i?aéf“ ?a;wBi?B;? 76117X)

On note (voir [17)]) :
kJ—-.l(t)(OébOéQ?”' 7ak;617ﬁ27”' 751;X)7

on trouve
kE(Oél,OZQ,"' 7ak;617627”' 7617X>

kﬂ(t)(alaa% e aak;ﬁlvﬁ% e aﬁlaX)

o) pr—1
Pour une série F(x) = Y A(s)X?, poser F,(X) = > A(s)X".
s=0 s=0
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Proposition 3.2.9. [13] Soient o et B des éléments de Z, tel que : si —a = a;pt et
i=0

o
—08 = > byp" sont des développments p-adique, alors :
i=0

a; +b; <p pour tout 1.

Alors

2 F (e, f;1:1) = —%58?(5))
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