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INTRODUCTION

L’étude de problémes de mathématiques ou de physique conduit souvent a la réso-
lution d’équations et d’inclusions différentielles, d’oti I'importance de cette branche en

mathématiques.
Objectif du mémoire

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’existence de solutions pour certaines classes
d’inclusions d’évolution du premier ordre avec perturbation (bornée ou non bornée) de la

forme suivante
—x(t) € 9 (x(t)) + F(t,z(t)) p.p sur [0,1],
(Pr) § x(t) € dom(d¢t) p.p sur [0,1],
2(0) = o € dom(¢?),

ou F : [0,1] x H = H est une multi-application a valeurs non vides, fermées et pas néces-
sairement bornées dans un espace de Hilbert H séparable, vérifiant certaines conditions
et pour tout ¢t € I, ¢' : [0,1] — H est une application propre convexe et semi-continue
inférieurement ou d¢' est son sous-différentiel.

Aussi, nous étudions une approximation des solutions de l'inclusion d’évolution avec per-

turbation convexifiée suivante
—x(t) € 0p'(x(t)) +co(F (¢, x(t)))  p.p sur [0,1],
(Pear)) § z(t) € dom(dp?)  p.p sur [0,1],
z(0) = zg € dom(p°),

par les solutions du probléme (Pr). Cette propritété est appelée relaxation.
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Qu’elle est une inclusion différentielle ?

Nous fournissons quelques explications sur la fagon dont les inclusions différentielles

apparaissent et leur concept, qui se trouvent dans les références [I] et [22].

Les inclusions différentielles constituent une branche de la théorie générales des équa-
tions différentielles, actuellement en cours de développement actif.
Ayant émergé comme une généralisation naturelle de la notion d’équation différentielle
ordinaire, les inclutions différentielles ont penétré différents domaines de la science grace
a leurs nombreuses applications.

Les inclusions différentielles representent des relations de la forme
(I) x(t) € F(t,z(t)) ppsurl

ol F' est une multi-application sur I x F avec I un intervalle de R et £ un espace de

Banach. Si F' n’est pas a valeurs convexes, I'inclusion différentielle

(1) z(t) € co(F(t, z(t))),
est appelée inclusion différentielle avec membre droit convexifié ou bien probléme convexi-
fié.

L’attention principale des chercheurs sur les inclusions différentielles ait été attiré
par le lien entre les inclusions différentielles et les équations différentelles decrivant le
comportement des objects de controle, c’est & dire des systémes dynamiques controlés

avec second membre discontinue de la forme

z(t) = f(t,z(t),u(t)) p.psurl,

z(0) = o,

(P)

controlés par les paramétres u(t) (les controles), ou u(t) € U et U est 'ensembles des
contoles.
Alors, les solutions de 'équation différentielle (P) sont des solutions de l'inclusion diffé-

rentielle
. ) x) e F(t,z(t)) ppsurl,
(P7)
z(0) = o,

ou F' est définie par

F(t,z) ={f(t,z,u) :u € U}.
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Au cours des années soixante et soixante-dix, une classe spéciale d’inclusions différen-

tielles & fait 'objet d’études approfondies, celles de la forme

—z(t) € A(z(t)) p.psurl,

ou A est un operateur "maximal monotone".

Cette classe d’inclusions contient la classe des inclusions "sous-différentielle". Alors,
si ¢ est une application convexe et semi-continue inférieurement, en remplagant A(z(t))
par dp(x(t)), le sous-différentiel de ¢ au point x(t), dans (P4), on obtient I'inclusion

sous-différentielle suivante

—z(t) € 0p(z(t)) p.psurl,

z(0) = xp.

(Py)

De plus, en combinant les deux problémes (P,) et (P*), on obtient une inclusion
sous-différentielle avec perturbation de la forme suivante
—x(t) € dp(x(t)) + F(t,z(t)) p.psurl,

(P%F)
z(0) = .

Présentation de travail.

On présente le travail de Tolostonogov [2I] ou il donne un théoréme d’existence de
solutions pour le probléme (Pr), ainsi qu’une approximation des solutions du probléme

convexifiée (Pzp) par celle de (Pp).

L’interét de Tolstonogov dans [2I] est de prouver I'existence de solutions et la densité
de I'ensemble des solutions du probléme d’origine (Pr) dans I'adhérence de I’ensemble des
solutions du probléme convexifié¢ (Pg(r)). Par une solution de (Pr), on entend un couple

(24, u) tel que z, est absolument continue et vérifie
—2,(t) € p(xy(t)) +u(t) p.psur[0,1],

u(t) € F(t,z,(t)) p.psurl0,1],

avec 1, (0) = xg, 2,(0) € dom(dp") p.p sur [0,1] et u € L*([0, 1], H) compte tenue de ces
inclusion, le probléme (Pr) peut étre considérée comme un systéme de controle simple

avec la contrainte de controles F(¢, z).
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L’existance et la relaxation des solutions pour les inclusions sous-différentielles avec
une perturbation F' & valeurs bornées on été étudier dans plusieurs articles (voir par
exemple [24]), ou, pour prouver les théorémes de relaxations dans ces travaux, les auteurs
supposent que les applications ¢!, ¢ € [0, 1] vérifient la condition suivante :

Vr >0, t € [0,1], 'ensemble
{zed, |zl <r |¢'@)]<r},

est relativement compact.

L’existence de solution pour les inclutions d’évolution avec perturbation non bornée
F(t,z) dans un espace de dimension infinie a été étudiée dans plusieurs articles (voir
par exemple [20]). D’autre part, I'existence et la relaxation de solution d’inclusions dif-
férentielles avec des perturbations non bornés dans un espace de dimention finie ont été

prouvées dans plusieurs travaux (voir par exemple [13]).

Cependant, dans un espace de dimension infinie les questions de relaxation des so-
lutions pour les inclusions différentielles avec membre droit non bornée et les inclusions
d’évolution avec perturbation non bornée restent encore ouvertes. L’intérét de telles ques-
tions provient du fait que la non bornétude des valeurs des multi-applications est une
propriété assez naturelle pour les inclusions rencontrées dans la théorie du controéle opti-
mal (voir [I5]). Dans le travail [20], pour prouver les théorémes d’existence des solutions,
I’auteur a utilisé un théoréeme du point fixe pour les applications a valeurs décomposables,

non convexes et fermées dans l'espace des fonctions intégrables.

Dans son travail [21], Tolstonogov a appliqué le shema issu de l'article classique de
Filippov [9] pour prouver les théorémes d’existence et de relaxation pour les inclusions
differentielles dans un espace de dimension finie, que nous modifions pour convenir & un
espace de dimension infini et a la classe des inclusions d’évolution qu’il considére. Notons
que pour démontrer l'existence de solutions, on a utilisé les résultats des travaux [14) 23]

concernant les inclusions sous-différentielles avec perturbation univoque de la forme

—xz(t) € dp'(x(t)) + u(t) p.psur0,1],
(Pu) § z(t) € dom(9¢') p.p sur [0,1],

2(0) = x¢ € dom(),
ou u: [0,1] — H est une application carré intégrable.

Organisation de mémoire
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Ce mémoire comporte trois chapitres partagés de la fagon suivante :

Dans le premiér chapitre, intitulé "Notations et préliminaires" on précisera quelques
notations et on rappelera quelques résultats préliminaires qui sont utilisés pour la démens-

tration des théorémes principaux de ce mémoire.

Dans le dexiéme chapitre, intitulé "Existence de solutions", on étudie I'existence de

solutions de l'inclusion différentielle (Pr).

Le troisiéme chapitre, intitulé "Relaxation", est consacré au théoréme de relaxation

associé a l'inclusion (Pr).



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-
pelons certains définitions, propositions et théorémes dont on aura besoin tout au long de

ce mémoire.

1.1 Notations générales

Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes concernant les espaces aux-
quels on va se référer souvent le long de ce travail.

On note :
- I =[0,1] l'intervalle unité de R.
- R = [~00, +00].

Soit X un ensemble non vide. On note par
- (X, 7) un espace topologie.

- (X, d) un espace métrique.

(X, X) un espace mesurable.

(X, 3, ) un espace mésuré.

L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas p

est la mesure de Lebesgue.
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Soit X un espace topologique. On note :
- A I'adhérence d’un ensemble A C X.

A° linterieure d’un ensemble A C X.

B(X) la tribu borélienne sur X.

Pa(X) la famille des parties fermées de X.

Pr(X) la famille des parties compactes de X.
- X'\ A le complémentaire de A dans X.

Soit F un espace vectoriel. On note par
- O I’élément neutre par rapport a la loi interne.
- co(A) I'enveloppe convexe de A C E.

Soit E un espace vectoriel topologique. On note par
- co(A) I'enveloppe convexe fermée de A C E.

Soit E' un espace de Banach muni de la norme || - ||, £’ son dual topologique et (-, -) leur

produit de dualité. On note par

B la boule unité ouverte de E.

B la boule unité fermée de E

||A|| = sup ||z|| la norme d’un ensemble A C E.
€A

- LP(ILE) =A{u(:): I — E : u() est mesurable et [, ||u(t)|[Pdt < +oco} muni de
la norme |u(:)||, = (f; [|u(t) |pdt)

_Ip ) P ' ; M —
LP (I, E) lespace LP(I, E') muni de la norme faible, ||u(-)||, oJnax | J; u(t)dt||dt.

- C(I, E) 'espace de Banach de toutes les applications continues muni de la norme
lu)lle = max Ju(t)]].
- WY (LE) = {u(-) : I — E : u(.) est absolument continue et u(-) € LP(I, E)}

muni de I norme [[u(-)1, = (a2 + () [12)5.
- o(E, E") est la topologie faible dans E.
- o(F', E) est la topologie faible* dans E’.
- — signifie la convergence forte dans F.
- — gignifie la convergence faible dans F.
- —* signifie la convergence faible* dans E'.

Soit. H un espace de Hilbert muni la norme || - || et du produit scalaire (-, -). On note
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- I'y(H) l'ensemble des applications propores, convexes et s.c.i. ¢ : [ — H.
On note par

- 1Ip : la fonction caractéristique d’une partie D d’un ensemble donné, définie par

1 si xeD,
Ip(z) =
0 st z¢D.

1.2 Quelques notions sur la mesurabilité

Les résultats suivants sont pris des références [27] et [4].

Définition 1.2.1.
Soit X un ensemble non vide, 3 une famille de sous ensembles de X. Alors X2 est dite

tribu sur X si
1. 0ex;
2.VAeX, X\Aed;
3. V(A )nen C %, U A, €3,

neN

e Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de ¥ sont appelés

ensembles mesurables.

Définition 1.2.2. (Tribu borélienne)
Soit X un espace topologique. On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les
ouverts de X, et on la note B(X).

Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.2.3. (Fonction mesurable)

Soient (X1,%1), (X2, X2) deuzx espaces mesurables et f une application définie sur Xy a
valeurs dans Xo. On dit que f est (31, Xp)-mesurable si pour tout A € o, f1(A) € 1.
Si Xy est un espace topologique, une application (31, B(Xsy))-mesurable est dite applica-

tion borélienne ou ¥, -mesurable.

Proposition 1.2.4.
Soient X1, Xy deux espaces topologiques et f : X1 — Xy une application. Si f est continue
alors f: (X1, B(X1)) — (X2, B(X3)) est borélienne.

Définition 1.2.5.

Soit (X,X) un espace mesurable. Alors l’application ju: ¥ — R est une mesure si
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1. pu(@)=0;

2. n(UJAn) = > u(Ay), pour toute suite dénombrable (A,) d’éléments de ¥ deux a
de&zx dz’sjoz’nt?.

o Le triple (X, X, 1) est appelé espace mesuré.

o Si u(A) >0, pour tout A € X, on dit que | est une mesure positive et on note
>0, ou que lespace (X, %, 1) est positif.

o Siu(A) < oo, pour tout A € X2, on dit que i est une mesure finie ou que l’espace
(X, %, 1) est fini.

o L est dit o-finie s’il existe une famille (A,), C X telle que p(A,) < +oo et |JA, =
X.

o Si X est un espace topologique, la mesure i : B(X) — R est appelée mesure

borélienne.

Définition 1.2.6.
Soient (X, %, ) un espace mesuré positif et A un sous ensemble de X. On dit que A
est pu-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de confusion), s’il existe C' C 3 tel que
AcCC etpC)=0.
e On dit qu’une propriété sur X est vraie u-presque partout (1.p.p), si l’ensemble
ot elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.
o La tribu p-compléte de ¥ notée ¥, est la tribu engendrée par X et les ensembles

p-négligeables, c’est a dire
Y, ={AUZ:Aec¥ et Z ensemble pu-négligeabe .

o La tribu X est dite compléte si X = X, c’est a dire, si tout ensemble ji-négligeable

appartient a Y.

Définition 1.2.7. (Tribu de Lebesgue)
La tribu de Lebesgue sur un intervalle I de R notée L(I) est la tribu p-compléte de la

tribu borélienne B(I) pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.2.8. (Application simple)
Soient (X,Y) un espace mesurable, Y un espace de Banach et f : X — Y une applica-
tion.

On dit que f est une application simple si elle est de la forme

f = Z yiHAm
=0
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ou les Ay = f~Y(y;), i € {1,..,n}, sont des éléments deuz & deux disjoints de X et les y;,
i€ {l,..,n} sont des éléments distincts de Y.

Cette formule est appelée la représentation canonique de f.

Proposition 1.2.9.
Soient (X,X) un espace mesurable, E un espace de Banach et (f,)n>1 une suite d’appli-
cation X -mesurables définies sur X a valeurs dans FE.

Si (fn)n>1 converge simplement vers f alors f est ¥-mesurable.

Théoréme 1.2.10.
Soit (X, 3, 1) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable. St f : X — FE
est X-mesurable, alors il existe une suite (f)n>1 d’applications simples qui converge fi-

presque partout tout vers f, et pour u-presque tout x € F,

[fn() | < Lf ()] pour tout n € N*.

1.3 Fonctions intégrables au sens de Bochner

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [16].

Soient (X, X, 1) un espace mesuré fini et (E, | - ||) un espace de Banach séparable.

Définition 1.3.1.

St f: X — E est une application simple avec f = ﬁ:yi]IAi, ot (Ay)1<i<cn €t (Yi)i<i<n
sont données comme dans la Définition alors lZ’:i(’;ztégrale de Bochner de f est
défini par

[ £®du( = 3"yt
X i=1
Cette définition est indépendante des représentations.

Définition 1.3.2.
Une application YX-mesurable f : X — FE est dite intégrable au sens de Bochner
s’il existe une suite d’applications simples (fn)n>1 telle que fr, — f wp.p, || fn — fll est

intégrable au sens de Lebesque et
lim /||fn ~ flldp =0,
n—oo
X
ot
I : X —R
z— [[fll(x) = [lf ()]
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/fdu: lim /fndp.
n—oo
X

X
Dans ce cas, on définit [ fdu pour tout A € ¥ par [ fdu= lim [ f,du.

On pose alors

Théoréme 1.3.3.

Une application Y-mesurable f : X — E est intégrable au sens de Bochner si et

/ 1 lld < oo.

seulement si

Corollaire 1.3.4.

St f: X — E est une fonction intégrable au sens de Bochner et A € X, alors

| [ ran] < [ 1510
A A

Si f,g : X — FE sont deux applications intégrables au sens de Bochner et pour tout
Aey, [ fdu= [gdu, alors
A A

Corollaire 1.3.5.

f(z) =g(x) pour u-presque tout x € X.

Théoréme 1.3.6. (Théoréme de la convergence dominée)
Soit f : X — E une application X-mesurable, et (f,)n>1 une suite d’application mesu-

rables de X dans E vérifiant
fulx) — f(z) p-presque partout sur X.
Sl existe une application h : X — R, intégrable au sens de Lebesgue telle que
| fu(@)|| < h(x), p-presque partout sur X, pour tout n € N*|

alors, fn, n>1 et f sont intégrables au sens de Bochner et

[ f@du= i [ g

n—»aoQ

On note £'(X, F) l'ensemble des applications mesurables, f telles que || f|| est inté-
grable au sens de Lebesgue.
Si on note N 'ensemble des applictions X-mesurables f : X — F telles que f(z) = 0
p-p.p sur X. L’espace des classes d’équivalence Z1(X, E)\N est noté par L' (X, E) c’est

un espace de Banach muni de la norme

1l = / 1)l
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1.4 Quelques résultats d’analyse convexe

Les resultats de cette section sont pris de la référence [19].

1.4.1 Fonctions semi-continues inférieurement

Définition 1.4.1. (Epigraphe)
Soient X un ensemble et f : X — R une fonction. L’épigraphe epi(f) de f est ’en-

semble

{(@,)) € X xR : f(z) <A}

Soit £/ un espace vectoriel topologique.

Définition 1.4.2. (Fonction semi-continue inférieurement)
Soit f : E — R une fonction et a € E. f est dite semi-continue inférieure en a si

pour tout k € R, k < f(a), il existe un voisinage V' de a tel que f(V) > k.
o f est dite semi-continue inférieure sur E si f semi-continue inférieure en tout
point de E.
Théoréme 1.4.3.
Soit f: E — R une fonction. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
a) f est semi-continue inférieure.
b) {x € E: f(x) > A} est ouvert pour chaque X € R.
c) {r € E: f(x) < A} est fermé pour chaque X € R.

d) epi(f) est fermé (en tant que sous-ensemble de E x R ).

1.4.2 Fonctions convexes

Soit E un espace vectoriel.

Définition 1.4.4. (Fonction conveze)
Soit f : E — R une fonction. f est dite convexe si pour tous x,y € E, et tous \, u,v € R

tels que f(x) < u, fly) <v, 0 <A <1,

fOz+ (1= Ny) < Ap+ (1 =N,
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ou, d’une maniére équivalente, si pour tous x,y € E, et tout A € [0, 1]

fOz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1= f(y)
Définition 1.4.5. (Domaine effectif)

a) Le domaine effectif d'une fonction conveze f : E — R, noté dom(f), est l'en-

semble {x € E: f(x) < +00}.

b) Une fonction convexe propre sur E est une fonction conveze de E dans R U {400}

qut n’est pas identiquement +0oo.
c) Une fonction convexe impropre sur E est une fonction convexe sur E qui n'est pas

propre.

Théoréme 1.4.6.

Soit f : E — R une fonction. Alors, f est conveze si et seulement si epi(f) est convexe.

1.4.3 Ensembles convexes

Définition 1.4.7.

Soit E un espace vectoriel et soit A C E. On dit que A est un ensemble convezxe si
Vu,v € A VA €[0,1] : du+ (1 — Ao € A.

Autrement dit si, pour tout u,v € A, le segment de droite
[u,v] = { A u+ (1 —=A)v:Ae0,1]} C A

Définition 1.4.8. (Simplexe de R")
On appelle Simplexe de R™ [’ensemble ©,, défini par

@n:{(Al,Ag,...,)\n)ER”:)\izO,izl,_n et ixiﬂ}.

=1
Définition 1.4.9.
Soit E un espace vectoriel et soient x1, xs,..,x, € E. On appelle combinaison convexe

des éléments xq, xo, .., T, tout élément x qui s’écrit comme suit
n
v=Y Nay tel que (M, Xg, ..., Ay) € Oy
i=1

Proposition 1.4.10.
Soit E un espace vectoriel et soit A C E. On dit que A est convexe si et seulement s’il

contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.
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Définition 1.4.11. (Enveloppe convexe)

Soit E un espace vectoriel et soit A C E. On appelle enveloppe convexe de A qu’on
note co(A), Uintersection de tous les sous ensembles convexes de E contenant A, c’est en
fait le plus petit convexe qui contient A.

St E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de A

qu’on note ¢o(A) le plus petit convexe fermé de E contenant A.
Proposition 1.4.12.
Sotent E un espace vectoriel, A,B C E et a € R.
1). co(a.A) = a..co(A).
2). co(A+ B) = co(A) + co(B).
Si E un espace vectoriel topologique. Alors,
4). si A est un sous ensemble conveze de X alors A et A° le sont aussi;
5). @(A) = co(A).
6). co(a.A) = a.co(A).

1.4.4 Sous différentiabilité d’une fonction convexe

Soit £/ un espace vectoriel normé et E’ le dual de F.

Définition 1.4.13.
Soit f : E — R une fonction et soit xo un point de E tel que |f(xzo)| < +oo.

a) Soit v, € E'. x, est dite sous-gradiant de f en xq si

fx) > f(xo) + (:cg,x — Zo),

pour tout v € E.

b) L’ensemble de tous les sous-gradiants de f en xq, est appelé le sous-différentiel
de f en xo. Il est noté Of(xo).
Of (z0) est un sous ensemble conveve de E'.
On dit que f est sous-différentiable en xq, si Of(xo) # 0. Si f(xg) = —00 ou bien
f(xg) = +00, on définit df (x¢) = 0.

c¢) Le sous-différentiel de f est la multi-application Of : x — Of(x) définie de E dans

E' (voir Section .

d) Le domaine de Of est l’ensemble dom(df) ={x € E: 9f(x) # 0}.
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Proposition 1.4.14.
Soit H un espace de Hilbert et f € T'o(H). Alors

dom(0f) C dom(f) C dom(f) = dom(0f).

1.5 Distance de Hausdorft

Les resultats de cette section sont pris des références [3] et [17].

Définition 1.5.1.

Soient A et B deuz sous ensembles d’un espace métrique (X,d). Posons
d(x,A) = inf d .
(,4) = inf d(z,y)
e On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A, B) =supd(zx, B).

€A

e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note H(A, B) la quantité
définie par
H(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}.

Remarquons que H(A, B) = H(B, A).

Théoréme 1.5.2.

Soient A, B et C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

1. e(A,0) = oo si A+ 0.

2. ¢(0, B) = 0.

3. e¢(A,B) =0<+= AC B.

4. e(A,C) < e(A,B) +e(B,C).

5 H(A,B)=0+= A=DB.

6. H(A,C) < H(A, B) +H(B,C).

7. |d(z, A) — d(z, B)| < H(A, B), Vz € X.

Remarque 1.5.3.
o (Py(X),H) est un espace métrique.

e Si (X,d) est un espace métrique complet, alors (Py(X),H) est complet.
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o Si X est séparable, (Py(X),H) est aussi séparable.

e Si X = E un espace vectoriel normé muni de la norme || - ||, alors

H(A, B) < sup ||z]| + sup ||z|.
z€EA z€B

1.6 Topologies faible et faible*

Les résultats de cette section sont pris des références [17] et [6].

Soient X un ensemble, I un ensemble quelconque et soit (Y;);c; une famille d’espaces
topoloqiques. Pour chaque ¢ € I on se donne une application ¢; : X — Y. Le probléme
posé est de munir X par une topologie 7 la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui

rend continues toutes les applications (p;)er-

Proposition 1.6.1.

Soit T l'ensemble des parties de X de la forme

jeJ ieF;
ot U; est un ouvert quelconque de Y;, F; est un sous ensemble fini d’indices quelconque

de I et J est un ensemble quelconque. Alors, T définit une topologie sur X. De plus, T est

la topologie la moins finie sur X qui rend continues toutes les applications @;(i € I).

1.6.1 Topologies faible

Soient £ un espace de Banach et £’ son dual topologique, c’est a dire
E' ={f:E—R, flinaire continue} = £ (E,R),

muni de la norme

[(f; )]

| fllzr = sup [(f,z)| = sup :
+€Bp ver\{og) |2l
Définition 1.6.2.
Soit f € E' et soit
(,Df B — R
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Lorsque f d’écrit E', nous obtenons une famille d’applications (¢y)sep définie sur E a
valeurs dans R. On appelle la topologie faible sur E, la topologie la moins fine sur E
rendant les applications (y)fep continues et on la note o(E, E').

On note w — E, lespace E muni de la topologie faible.

Proposition 1.6.3.
La topologie faible o(E, E") est séparée.

Proposition 1.6.4.

Soit (x,)n>1 une suite d’éléments de E, alors quand n — +00 on a
1). xp =2 <= (f,x,) — (f.x),Vf € E;
2). T, — =1, >,

3). &, = x = (||xn]|)n>1 est bornée et nous avons
|z|| < liminf ||z,|].
+o0o

4) wn = woet fo — f=(fza) — (f,2).

Proposition 1.6.5.
Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topologie faible o(E, E")
coincident. En particulier, une suite (x,),>1 C E converge faiblement si et seulement si

elle converge fortement.

Théoréme 1.6.6.
Soit K un sous ensemble convere de E. Alors K est faiblement fermée si et seulement si

K est fortement fermé.

1.6.2 Topologies faible*

Soit E' un espace de Banach, E’ son dual topologique et E” son bidual (c’est a dire le
dual de F');
E" ={¢: E' — R : ( linéaire continue},
muni de la norme ||||gr = sup [{, f)].

fEEE/
Il existe une injection canonique J : £ — E”. En effet, pour tout x € F fixé, 'application

J, B — R
fr— J(f) = (f,2),
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est linéaire continue sur E’, c’est a dire, J, est un élément de E”, et

J:E— E"
r+— J(x) = J,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie, et on a

<J:L‘7f>E”,E’ = <f7-73>E’,E7 Vo S Eavf € E,'

Sur l'espace E’ sont définies déja deux topologies :
- La topologie forte associée a la norme de FE'.
- La topologie faible o(E', E").
On définit une troisiéme topologie sur £’ qu’est la topologie faible*, définie comme

suit.

Définition 1.6.7.
La topologie faible* sur E' est la topologie la moins fine sur E' qui rend continues toutes

les applications (J;)zer. On la note o(E', E).

Proposition 1.6.8.
Soit E un espace de Banach.
- La topologie faible* o(E', E) est séparée.
- La boule unité fermée de E' est faiblement® compacte.

Proposition 1.6.9.

Soit (fn)n>1 C E' une suite d’éléments de E'. Alors quand n — 400 on a
1). fo—=" <= (fn,z) — (f,2), Vo € X.
2). fo—f=Jfa 2" f
3. o= = fu =" T

4). fo =" f = (Ifuller)n>1 est bornée et nous avons
» < lim1 .
Il < timint £,

5). fo—="fetx, — o= (fu,x) — (f,z).

1.6.3 Espaces réflexifs

Soit F un espace de Banach.
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Définition 1.6.10.
On dit que E est réflexif si J(E) = E", c’est a dire, si J est bijective (on identifie alors
E & E" a laide de lisomorphisme J ).

Théoréme 1.6.11.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1). E est réflexif.
2). Bp(0,1) ={z € E: ||z|| <1} est o(E, E')-compact.
3). Pour tout suite (x,)n,>1 bornée dans E il existe une suite (x,, )k>1 qui converge pour
o(E,E").
Proposition 1.6.12.
e Tout espace de Hilbert est réflexif.
e Tout espace de dimension finie est réflexif.
Corollaire 1.6.13.

Soit E un espace réflexif et soit C C E un convexe fermé borné. Alors C est compact pour

la topologie o(E, E").

Proposition 1.6.14.

Si E est réflexif, alors les topologies faible et faible® sur E' coincident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces LP(I, H) avec 1 < p < o0

et ou H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, -).

Proposition 1.6.15.
Soit p €]1,+00] et soit q son conjugué, i.e, % + é = 1. Alors l’application
J:IP(I,H) — (LY(I,H))

fr—=J(f) = ey,
ou
wr: LY(I,H) — R

97— p1(0) = [0, 9(0hi
I
est une bijection. On identifie alors f avec J(f) € (L9(1, H))'. On a alors une notion de
convergence faible* dans LP(I,H). Si 1l < p < 400 (on a alors aussi 1 < q < +00), les

notions de convergence faible et faible* dans LP(I, H) coincident.
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Proposition 1.6.16. (Convergence faible dans LP(I,H))
Soient p €]1,4+00] et q le conjugué de p, (fp)n>1 C LP(I,H) et f € LP(I,H). Alors, la

suite (fyn)n>1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g € LI(1, H)

(fn,9) = /(fn( ))dt —>/ Ndt quand n — +o0.

Proposition 1.6.17.
Soit p €]1,+o0[. Alors LP(I, H) est un espace réflexif.

Soit £ un espace de Banach. Dans I'espace L*(I, E) on considére la norme "faible”

/abx(s)ds : (1.1)

’/Otx(s)dsH. (1.2)

En effet, pour tout ¢ € I, et en prenant a =0 et b = ¢,
b
H / < max / o(s)ds|| =
0<a<b<tll J,

ezl < 2w (1.3)

laflo = max
0<a<b<1

cette norme est équivalente a la norme

=]l = max

D’ou,

D’autre part, pour tout a,b € I, a < b,

| [ o] = tras— [ strn]
< | f stora] ] [ s

< 2][[]]]-
D’ou
[]lw < 2[[]l] (1.4)
De ([1.3) et (1.4), on déduit que || - ||, et ||| - ||| sont équivalentes. De plus, || - ||» < 2| - ||,-
En effet, pour x € L*(I, H)
[l < 2[[l]l]
¢
= 2max ‘/ x(s)dsH
el |l J,

t
<
< 2max / lo(s)]|ds

_ 2/01 lz(s)ds

c.8
< 2|zl
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On note par L2 (I, E) 'espace LP(I, E') muni de la norme faible.

Lemme 1.6.18. (Voir [18])

Soit H un espace de Hilbert. Soit (f,)n>1 une suite dans L*(I,H) et f € L*(I,H) tels
que sup || fnlla < oo et || fr — fllw — 0.

Alors, (fn) converge faiblement vers f dans L*(I, H).

1.7

Multi-applications

1.7.1 Multi-applications et sélections

Les résultats suivant sont pris des références [3] et [26].

Définition 1.7.1.

Soient X et Y deuzr ensembles non vides. On appelle multi-application (ou fonction

multivoque) F définie sur X a valeurs dans Y toute application qui a chaque élément

xz € X associe un sous ensemble F(x) deY, on note F': X 3Y.

On appelle domaine (effectif) de la multi-application F' qu’on note dom(F), le sous
ensemble de' Y défini par

D(F) :=dom(F)={x € X : F(x) # 0}.
On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F'), le sous ensemble de X XY défini par
Gr(F)={(z,y) e X xY :y € F(x)}.

Si A C X, on appelle image de A par F qu’on note F(A) le sous ensemble de Y

défini par F(A) = |J F(x), et on peut écrire
€A

FA)={yeY:dz € A ye F(z)}.

Pour tout V- C X, on appelle image réciproque large de F', le sous ensemble
défini par
F'V)={z e X :F(x)nV #0}.

Pour tout V- C X, on appelle image réciproque étroite de F', le sous ensemble
défini par
F'(V)={zeX:F(z) CV}.
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Définition 1.7.2.
Soit ' : X =Y wune multi-application. On appelle sélection de F toute application
f:dom(F) — Y vérifiant

f(z) € F(x),Vx € dom(F).

1.7.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivant sont pris des références 3], [11], [I] et [2].

Définition 1.7.3.
Sotent X et'Y deux espaces topologiques, et F' : X =Y une multi-application.

1). On dit que F' est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point xo € X si pour
tout ouvert U de X contenant F(xy) c’est a dire F(xy) C U, il existe un voisinage

Q de xg tel que F(Q) C U. Autrement dit F.'(U) est un voisinage de x.
o F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point xo € X.

2). On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo € X si pour
tout ouvert U de X wérifiant F(xo) N U # (), il existe un voisinage de xq tel que
F(xo) NU # 0, ¥z € Q. Autrement dit F~Y(U) est un voisinage de x.

o [ est s.c.i sur X sielle est s.c.i en tout point ro € X.

3). On dit que F' est continue au point xq si elle est s.c.s et s.c.i au point .

Proposition 1.7.4.
Sotent X et'Y deux espaces topologiques et considérons la multi-application ' : X =Y.
Alors

(i) F est s.c.s si et seulement si F~Y(U) est fermé de X pour tout U fermé de Y .

(ii) F est s.c.i si et seulement si F~1(U) est ouvert de X pour tout U ouvert de Y .

Lemme 1.7.5.
La multi-application F : X == Y est semi-continue inférieurement si et seulement si
la fonction d, : X — R, définie par d,(z) = d(y, F(z)), Vo € X est semi-continue

supérieurement pour tout y € Y.
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Théoréme 1.7.6.

Soit X etY deux espaces métriques et F' : X =Y une multi-application. Alors, F est
semi-continue inférieurement au point xo € X si et seulement si pour tout suite (x,) de
point de X, telle que x,, — xy et pour tout yo € F(x), il existe une suite (y,) telle que

Yn € F(x,) et y, — vo.
Définition 1.7.7. (Continuité par rapport a la distance de Hausdorff)
Soient (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques, et F' : X =2 Y une multi-application. Alors

o F est dite H-semi-continue supérieurement au point xqg € X si pour tout € > 0,

il existe & > 0 tel que
F(B(x0,0)) CV(F(xg),e) ={y €Y : d(y, F(zo)) < ¢e}.

e On dit que I est H-semi-continue supérieurement sur X si elle l’est en tout

point de X.

o [ est dite H-semi-continue inférieurement au point xo € X si pour tout € > 0,

il existe 6 > 0 tel que
F(xo) C [V(F(2),€)]°; Vo € B(o,0).

e On dit que I est H-semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout

point de X.

e On dit que F est H-continue si elle est H-semi-continue supérieurement et H-

semi-continue inférieurement.

Proposition 1.7.8.
Soit X etY deux espace métriques et soit ' : X =Y une multi-application a valeurs

fermées. Alors,

o [ est H-semi-continue supérieurement au point xo € X si et seulement si, pour

toute suite (x,) C X convergente vers xq, on a

lim e(F(x,), F(zo)) = 0;

n—a~oo

o [ est H-semi-continue inférieurement au point xo € X si et seulement si, pour

toute suite (x,) C X convergente vers xq, on a

lim e(F(x), F(x,)) = 0;

n——~oo
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o [ est H-continue au point xy € X si et seulement si, pour toute suite (x,) C X

convergente vers xgy, on a

lim H(F(x,), F(xo)) = 0.

n—-aoo
Proposition 1.7.9.
Si F' est H-semi-continue inférieurement au point xo alors F' est semi-continue inférieu-

rement au point xg.
Proposition 1.7.10.
Si F(xo) est compact alors

- I est H-semi-continue supérieurement au point xo st et seulement si F' est semi-

continue supérieurement au point xg.

- F est H-semi-continue inférieurement au point xo st et seulement si F' est semi-

continue inférieurement au point xg.

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Les résultats suivant sont pris des références [3], [12], [8] et [22].

Définition 1.7.11.
Soient (X,X) un espace mesurable, Y un espace métrique et F' : X =Y une multi-

application.
1). On dit que F est X-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert O de Y on a
F~10) e %.
2). On dit que F' est fortement mesurable, si pour tout ferméV deY on a F~1(V) €
3.

Proposition 1.7.12.
Soient (X,X) un espace mesurable, Y un espace métrique et F' : X =Y une multi-

application. Si F' est fortement mesurable, alors F' est mesurable.

Proposition 1.7.13.
Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et soit F: X =Y
une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1). F est ¥-mesurable.

2). Pour chaque y € Y, la fonction d, : X — R définie par d, = d(y, F(x)) est

XY -mesurable.
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Proposition 1.7.14.
Soient (X, ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable. Si F : X =Y une

multi-application mesurable ou fortement mesurable, alors dom(F') est mesurable.

Proposition 1.7.15.
Sotent X un espace topologique et Y un espace métrique séparable, alors la multi-application
F : X =2 Y est mesurable si et seulement si F : X =Y définie par F(x) = F(z) est

mesurable.

Théoréme 1.7.16.
Soient (X, %) un espace mesurable et E un espace de Banach et soient F: X x E = FE
une multi-application mesurable et v : X = E une application X-mesurable. Alors, la

multi-application x — F(x,u(x)) est mesurable.

Lemme 1.7.17.

Soit (X, X)) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et F': X =Y une multi-
application mesurable o valeurs fermées. Alors le graphe de F' appartient ¢ ¥ @ B(Y') (La
tribu engendrée par les ensembles A x B € ¥ x B(Y)).

Lemme 1.7.18.
Soit (X, 3, 1) un espace mesuré positive avec p est o-finie et ¥ est p-compléte.
Soient Y un espace métrique séparable et F' : X ==Y wune multi-application a valeurs

fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
(a) F est X-mesurable.
(b) Gr(F) e ¥ B(Y).
(c) F est fortement mesurable.

Théoréme 1.7.19. (Théoréme d’existence de sélections mesurables)
Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et F': X =Y une
multi-application mesurable a valeurs non vides et fermées. Alors, F' admet au moins une

sélection mesurable.

Théoréme 1.7.20.
Soient (X, 3, 1) un espace mesuré avec ¥ est p-compléte et p est o-finie. Soit E un espace
de Banach séparable et soient f : X — E une application mesurable et p : X — Ry

une fonction mesurable. Alors, x — Bp(f(x), p(z)) est une multi-application mesurable.

Proposition 1.7.21.
Soit X un espace métrique séparable et F': I x X = X une multi-application a valeurs

non vides et fermées telle que
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(i) Ve € X, t+—— F(t,z) est mesurable,
(ii)) YVt € I, xv+— F(t,x) est continue ou bien H-continue.

Alors F est mesurable.

1.7.4 Ensembles décomposables et LP-sélections

Les résultats de cette section sont pris des références |16 [17] et [25].

Soit F un espace de Banach séparable.

Définition 1.7.22.
Soit K un ensemble de LP(I, E). On dit que K est décomposable si pour tous u,v € K

et pour tout sous ensemble A € L(I), nous avons
Tau + (1 — ]IA)U € K.

Définition 1.7.23.
Soit F : I = E une multi-application

e On définit l’ensemble des sélections mesurables par
Sp = {f : I — E mesurable : f(t) € F(t), p.p sur ]}.
o Pourl <p < 400, on définit I’ensemble de toutes les LP-sélections de F' par

Sh = {f e LP(I,E) : f(t) € F(t), p.p sur I}.

Lemme 1.7.24.
Soit F': I = E une multi-application de graphe mesurable et 1 < p < +oo, alors Sy est

non vide st et seulement st

A(0s. F(1)) = inf [« < h(®) p.p sur I,

pour une certaine fonction h(.) € LP(I,R).
Proposition 1.7.25.

Soit F: I = E une multi-application. Alors les ensembles Sg et ST sont décomposables.

Si F est a valeurs non vides et fermées, alors l’ensemble S%. est fermé dans LP(I, E).

Proposition 1.7.26.

Soit F' : X = E une multi-application mesurable a valeurs non vides et fermées. On
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définit la multi-application co(F) : I = E par co(F)(t) = co(F(t)) pour toutt € I et on
définit la multi-application co(F') : I = E par ¢o(F)(t) = co(F(t)) pour tout t € 1. Alors,
co(F) est une multi-application mesurable a valeurs non vides et co(F') est une multi-
application mesurable o valeurs non vides et fermées. De plus, si ST # 0 (1 < p < +00),
alors

co(SE) = Sy, (1 < p < +00).

Théoréme 1.7.27.
Soit ' : I = E une multi-application mesurable & valeurs non vides fermées et bor-
nées. Supposons que F est intégrablement bornée, i. e., il existe une fonction positive et

intégrable X : I — R telle que
IE@)] < A®), p.p. surl.
Alors pour toute u € Sy et € > 0, il existe v € Sp telle que

lu — v, < e.

1.8 Operateurs maximaux monotones

Les resultats de cette section sont pris des références [7] et [5].

Soit E' un espace de Banach, E’ son dual topologique. Soit A : E = E’ une multi-

application. Alors, le domaine de A est donné par
dom(A) ={x € E: A(z) # 0},
et 'image de A par
R(A) ={y € E': il existe x € dom(A) tel que y € A(x)}.

Définition 1.8.1. ( Opérateur monotone)

Soit A : dom(A) C E = E' une multi-application (opérateurr multivoque).

On dit que A est un opérateur monotone, si (y; — Yo, x1 — T2) > 0 pour tous x; €
dom(A), et y;, € A(z;), i =1,2.

Si (Y1 — Yo, 1 — x2) = 0 implique que x1 = 2, on dit que A est strictement monotone.

L’ensemble des opérateurs multivoques est ordonné par l'inclusion des graphes, i.e,

A C B est équivalent &, pour tout x € H, A(z) C B(x).
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Proposition 1.8.2. ( Opérateurs mazimaur monotones)
Un opérateur monotone A est dit maximal st A ne peut pas étre proprement contenu

dans d’autres opérateurs monotones.

En explicitant cette définition, nous aurons la proposition suivante.

Proposition 1.8.3.
Un opérateur monotone A : E = E' est dit mazximal monotone si et seulement si pour

tout (x,y) € E x E' tel que
(y —v,x —u) >0, pour tout (u,v) € Gr(A),
onay € Ax).

Théoréme 1.8.4.
Si @ est une fonction propre convexe s.c.i. définie sur E & valeurs dans R, alors O est

un opérateurs maximal monotone sur E a valeurs dans E'.

1.9 Fonctions absolument continues

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [3].

Définition 1.9.1.
Soit (E,| - ||) un espace vectoriel normé et f : I — E une application. f est dite
absolument continue si pour tout ¢ > 0 il existe ( > 0 tel que pour toute famille finie

d’intervalles ouverts disjoints de I ; (Ja;, b;|)icq1,...ny, nous avons

n

Db —a) <¢= Y If(b) ~ fla)] <<

i=1
Proposition 1.9.2.

Soient E un espace réflexif et f € C(I, E). Alors f est absolument continue si et seulement

s’il existe une application g € L'(I, E) telle que
¢
f(t) = £(0) +/ g(s)ds, Vtel.
0

Dans ce cas, f(t) = g(t) p.p sur I.

Proposition 1.9.3.
St E est réflexif et f: [ —> E est absolument continue, alors f est dérivable pour presque

toutt € I, et on a

f(t)—f(O):/Of(s)ds, Viel.
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Proposition 1.9.4.
Soit E un espace de Banach et f,g € WY2(I, E). Alors la fonction t — (u(t),v(t)) est

absolument continue et

%U(t),g(t» = (f(1), 9(8) + {g(t), f (1)) p.p sur .

1.10 Lemme de Gronwell

Le lemme suivant est pris de la référence [7].

Lemme 1.10.1.
Soit m € L'(I,R) telle que m(t) > 0. p.p sur ]0.1], et soit « > 0. Soit ¢ : [ — R une

fonction continue vérifiant
1
5 ) < a + [ m(s)p(s)ds, Vtel.

Alors,
t
t)] < a—i—/ m(s)ds, Vtel.
0



CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS

Ce chapitre sera consacré a I’étude de I'existence de solutions pour les inclusions d’évo-
lution du premier ordre de la forme suivante
—z(t) € 9ot (x(t)) + F(t,z(t)) ppsurl,
(Pr) § x(t) € dom(dg?)  p.p. sur I,
z(0) = o € dom(¢?),

ou I': I x H = H est une multi-application & valeurs non vide, fermées et pas nécessai-

rement bornées, et o' € I'o(H), Vt € I.

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit w € L?(I, H). On considére 'inclusion

d’évolution suivante

—x(t) € ' (x(t)) + u(t) p.psurl,
(Pu) § z(t) € dom(d¢?) pp.tel,
z(0) = zg € dom(p°).
Définition 2.1. (Voir [21])

a) Pour uw € L*(I, H) une application, x,, € W"(I, H) est dite solution du probleme

25
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(P.), si z,(t) € dom(0p) p.p sur I et il existe g € L*(I, H) telle que
—z(t) = g(t) + u(t)
et
g(t) € 0o (x,(t)) p.p. sur 1.

b) On appelle solution du probleme (Pr), le couple (x,,u) tel que u € L*(I, H), x, est

solution du probleme (P,) et

u(t) € F(t,z,(t)) p.p. sur 1.

Considérons 'hypothése suivante
Hypothése H(yp).
Les applications ¢' € T'g(H), Vt € I vérifient la propriété suivante :
Pour tout r > 0, il existe des fonctions a, € WH2(I,R), b, € WH(I,R) telles que pour
tous s,t € I, s < t et tout x € dom(p®), ||| < r il existe un élément y € dom(¢")

satisfaisant les inégalités

o = yll < lan(t) = an(s)] (lp*@)IF + 1), (2.1)

P (y) = " (@) < b () = br(s)] (I (@) + 1) (2.2)

Par les Théorémes 1.1.1 et 1.5.1 de [14], on a le Théoréme suivant :

Théoréme 2.2.
Supposons que les applications o' € To(H), Vt € I vérifient I'hypothése H(p). Alors, pour
tous o € dom(¢°) et u € L*(I, H), le probléme

—x(t) € 0p'(z(t)) +u(t) p.p. sur 1,
(Pu) § z(t) € dom(9¢t) p.psurl,
z(0) = 29 € dom(¢°) p.p.t e,
admet une solution unique x,, € W4(I, H).

Proposition 2.3. (Voir[21))
Soit uy,uy € L*(I,H) et s0it Ty, , Ty, les solutions uniques des problemes (Py,) et (Pu,)

réspéctivement avec x,,(0) =z} € dom(¢"), i = 1,2, alors

t
[, () = 20, (D) ]| < ||93(1)—1“3||+/||U1(8)—UQ(8)||d8, vtel. (2.3)
0
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Preuve.

Par la définition du Probléme (P,), on a

— @y, () — u1(t) € 09" (wu, (1)) et —2uy (1) — ua(t) € 9’ (wu, (1)), p-p sur 1.
Or, Par le Théoréme Ot est monotone, donc, en utilisant la Proposition [1.9.4] pour

presque tout ¢t € I, on a

(=, (1) — un(8) + 2wy (1) — ua(t), 2u, (8) — 20, (1)) 2 0
(Tuy (1) + ua () = Ty () — un(t), 0y () = 20, (1)) <0
(Tuy () = By (1), 2y (1) = Tup1)) < (ua(t) — ua(l), 2, (1) — 20, (1))

%Ellwul(t) = 2, (0)|* < (uat) — wa(t), 20, (8) = 20, (1)) < M (1) — w2 (t) |||z, (1) — 20y (1))

11

En intégrant entre 0 et ¢, étant donné que z,,, (0) = x} et x,,(0) = 23, on trouve

%(H%(t) — uy ()] = |24, (0) —qu(O)H2> S/O [ur(s) = ua(s)[[[[ 2w (8) = 2uy (s)|ds,

qu’est equivalent &

éllwul(t)—%()ll —||$o—ﬂfo||2/ [ur(s) = ua(s)[[[2u, (5) = Zuy () |ds.

N[ —

Par le Lemme de Gronwalle (Lemme [1.10.1)), on obtient

t
0, (8) = 20, ()] < llzg — 2] +/ [ui(s) — ua(s)llds, Vel (2.4)
0

Remarque 2.4.
Considérons © : I — H application définie par ©(t) = 0y, Vt € I, et soit xg la solution

unique du probleme
—z(t) € dp(x(t)) p.p surl,
(Po) { x(t) € dom(d¢t), p.p sur I,
z(0) = 2§ € dom(y°).

Alors, de (2.4]) il s’ensuit que pour tout soulution x, du probleme (P,), on a

lzu(t) = zo ()] < llzo — 2§ ||+/ [u(s)llds, Vtel. (2.5)

Théoréme 2.5. (Voir [25])
Soit la suite (up)n>1 C L*(I, H) telle que

u, —u dans L*(I,H),
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et l'ensemble (un(t)),>1 est relativement compact dans H p.p. sur I. Alors, la suite

(@, )n>1 admet les proporiétés suivantes quand n — +00.

Ty, — T, dans C(I,H).
— &, dans L*(I,H).

Ty

n

Faisons I’hypothése suivante :
Hypothése H(F).
La multi-application F' : [ x H == H est a valeurs non vides et fermées et vérifie les

propriétés suivantes :
1) Pour tout = € H, la multi-application ¢t — F(¢,x) est mesurable.

2) 11 existe une fonction strictement positive & € L?(I,R) telle que pour tout z,y €

H, z#y,
H(F(t,x), F(t,y)) < k(t)||z —yl, Vtel. (2.6)

3) Il existe une fonction strictement positive a € L?(I,R), telle que pour presque tout
tel,ona
d(0g, F(t,ze(t))) < a(t). (2.7)

Considérons 1’équation différentielle suivante

r(t) = a(t) + k(t)r(t), p.psurl,

r(0) = ro = [lwo — 25|

Lemme 2.6.

L’équation (2.8) admet une solution unique r: I — R définie par

t
r(t) = roe™® + / emO=mE) g (s)ds, Vtel,
0
t
avec, m(t) = [ k(s)ds, Vt € I.
0

Preuve.

On résout 1’équation homogeéne associée a I’équation (2.8), i.e, I’équation
r(t) — k(t)r(t) = 0.
Les solutions sont les fonctions de la forme

rp(t) = celo Keds vt eI, VYeeR.
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En utilisant la méthode de variation de la constante, on trouve la solution particuliére de

la forme

rp(t) = e(t)elo M i e,
avec c est une fonction dérivable. En dérivant r,, on obtient
P(t) = e(t)elo KO e(t)k(t)elo M,
En remplacant dans I’équation (2.8)) on obtient
e(t)elo Kods — q(4).

D’on,

o(t) = a(t)e Jo ks)ds,
En intégrant ¢(¢) entre 0 et ¢, on trouve
t S
c(t) = / a(s)e” o FDTgs ¢ Ve € R
0

Donc,

t
rp(t) = cre™ +/ W= g (s)ds, Wt € .
0
Alors, la solution générale de 1'équation ([2.8]) est
r(t) = rp(t) + ru(t).

En utilisant la condition iniciale, 7(0) = r¢o = ¢, il s’ensuit que

t

t
r(t) Zroem(thr/ e =g (s)ds,  mi(t) z/ k(s)ds, Vtel.
0

0

On donne maintenant le théoréme principal de ce chapitre (voir [21]).

Théoréme 2.7.

(2.9)

Soit o' € To(H), Vt € I des applications vérifiant Uhypothese H(p) et soit F : I x

H = H une multi-application a valeurs non vides et fermées vérifiant I’hypothese H(F').

Alors, pour tout xoy € dom(¢°) Uinclusion (Pr) admet une solution (x,,u), satisfaisant

les inégalités suivantes :

lzu(t) —ze@)| <7(t), Vi e I, |lu@)| <7(t) p.psurl.

(2.10)
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Preuve.

Etape 1.

Considérons la multi-application U : [ x H = H, définie par

U(t,z) = F(t, +zo(t)), Vo€ H, Vel (2.11)

De I'hypothése H(F), il s’ensuit que la multi-application U est & valeurs non vides et

fermées et vérifie les propriétés suivantes.

a)
b)

c)

La multi-application ¢ — U(t, ) est mesurable.
HU(,z),U(t,y) <k@®)|lz—yl, Vtel Ve,yeH, x#y.
d0g,U(t,0)) < a(t) p.psurl.

Montrons ces propriétés.

a)

Soit x € H fixé et posons y(-) =z + ze(-) € C(I, H).
Considérons la multi-application G : ¢t — F'(t, y(t)) définie sur 1.
De I'hypothése H(F)(2), la multi-application z — F\(t, z) est H-continue sur I.
En effet, pour toute suite (z,) C H telle que z, — 2y quand n — o0, on a, pour
tout t € I

0 <H(F(t, z), F(t,20)) < k(t)]| 2 — 20]| —_ 0.
D’ou

lim H(F(t,zn), F(t,20)) = 0.

n—oo

Donc, par la Proposition la multi-application z —— F(t,z) est H-continue,
Vtel.

De ’hypothéses H(F')(1) et la Proposition on déduit que F' est mesurable et
puisque y(-) est mesurable, par le Théoréme , G est mesurable, donc t —
U(t,z) l'est aussi.

De H(F)(2) on a

HU(t,x),U(t,y) = H(F(t, x +ze(t)), F(t,y + ze(t)))
<k(t)lz +ze(t) —y — zeo(t)||
= k)| —y|, Vtel, Ve,yc H, z+#y.

D’ou

HU(E2),U(ty) < kOllz —yl Ve I, Yo,y H, z#y; (2.12)
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c)

De , on a
d(0g,U(t,0g)) = d(0y, F(t,ze(t))) < a(t).
D’ou

d(0g,U(t,0n)) < a(t) p.psurl.

Montrons que

A0, U(t,x)) < a(t) + k(t)||z]] p.psurl, Ve e H,
LUa)Ni()B#0 ppsurl,  |z] <r(t),

I.

. Soit x € H et soit y € U(t,04). On a

d0g,U(t,z)) = inf d(Opy,z)

zeU(t,x)

< inf (d d
_ZelUn(m)( (Om,y) +d(y,2))
=d(0y,y) + inf d(y,z)

zeU(t,x)

d(y, U(t, )

Puisque y est arbitraire dans U(¢,0x), on obtient
d(y,U(t,z)) < inf d(0m,y) + k(t)|
yeU(t,0)

= d(0g,U(t,05)) + k()| z]|.

De ([2.13)), on obtient

d0g,U(t,z)) < a(t)+ k@)||x||, p.psurl, Vexe H.

. D’aprés (2.14) on a, pour tout z € H

d0g,U(t,x)) < a(t)+k(t)|z]| p.psurl.

(2.13)

UL n)NiB C Ut y)+ k@) lz—ylB ppsur I, |all <r(t), llyll < r(t), vt €

(2.14)

Soit t € I tel que (2.14)) soit vérifiée et soit x € H tel que ||z|| < r(¢). Alors, il existe

e > 0 tel que
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d(0n, U(t, x)) < al(t) + k(@) |[z]] e,

et il existe v. € U(t, ) tel que

[vell < d(0m, U(t, 2)) + & < aft) + k(O)|[z]] — e +e,

Donc

[vell < a(t) + k()] < a(t) + k(t)r(?).

Il s’ensuit de (2.8) que
[ve]| < 7(2).

Alors

ve € U(t,x) Nr(t)B.

Par conséquent

Ut,z)Nr(t)B#0 p.p. surl,

2] < r(t). (2.15)

. Soit t € I, tel que (2.15)) soit vérifice. Soit x,y € H, tels que ||z|| < r(t) et ||y|| < r(t).

On a
H(U(tv l‘), U<t7 y)) = max{e(U(t, ZE), U(t7 y))? 6(U(t7 y)? U(t7 ZL’))}
Soit v € U(t,z) N7 (t)B. D’aprés (b) on a

d(v,U(t,y)) < e(U(t,2),U(t, y))
<SHU(t,2), Ut y))
< k(®)llz = yll

Donc, il existe € > 0 tel que
d(v,U(t,y)) < k(t)llz -yl —e,
et il existe w. € U(t,y) tel que :

lo —we| < d(v,U(t,y)) +¢
< k@)z =yl

Cela implique que

v—w. € k(t)||z —y||B.
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Alors
v € w. +k(t)||x —y|B CU(t,y) + k(t)||Jz — y|| B.
Donc
U(t,z) Ni(t)B C U(t,y) + k(t)||z — y|| B.
On obtient

Ut,z) N7 (t)B C U(t,y) + k(t)||x — y||B. p.psurl, (2.16)
pour z,y € H tel que [lzf| < r(f), |lyl| < r(t), et z #y.

Etape 2.

On construit par réccurence des suites y; 11, u;, © = 0, 1,2, ..., avec les propriétés

yO(t) = OH? yi+1(t) = xuz(t) - l‘@(t), vt € ]7 (217)

ol x,, est la solution unique de I'inclusion (P,) avec u = u; € L*(I, H),

w;i(t) € U(t,yi(t)) p.psurl, (2.18)

lw()| <r(t) ppsurl, |y (O <r(t), Vel (2.19)

[ui(t) = wia (O[] < k@ llyi(t) —yies D) ppsurl, i 21, (2.20)
m(t)] ! im(t) — m(s)|! _

lui(t) — wim1 ()| < K(t) (ro% —{—/0 [ )(z — 15!)] a(s)ds) ppsurl, i>1,

(2.21)

yesa (t) — wi ()] < 7o [mg)]l +/0 m(®) ;!m(s)]za(s)ds. (2.22)

De et on a
d(0m, U(t,yo(t))) = d(0x,U(t,0p)) < a(t) p.psurl. (2.23)
On définit la multi-application K : I = H par
K(t) =U(t,yo(t)), Vt € 1,
et on définit 'application ag : I — R par
ap(t) =d(0g, K(t)), Vtel.

Par a) K est mesurable, donc par la Proposition [1.7.13] ag est mesurable et

aolt) + ao(t) _ alt) +alt) _ a(t) +a)

5 5 5 =a(t) p.psurl. (2.24)

(%)) (t) =
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Considérons la multi-application Hy : I = H définie par, pour tout ¢t € I, on a
t t)—=
cal) alt)

= {g; € K(t):|z] < M}, p.p sur I.

Hot) = K(t) N

Comme K est a valeurs fermées, on voit que Hy est a valeurs fermées.
Soit t € I. On a
ao(t) + alt
Oéo(t) = d(OH, U(t, yo(t))) < M

Donc, il existe € > 0 tel que

10, Uit < 20740
et il existe v. € U(t,yo(t)) tel que
[ve]l < d(0m, U(t, o(t))) + &
< ao(t) + a(t)‘
- 2
Donc
ve € UL, yo(t)) N ME = Ho(t).

2

D’ot Hy(t) # 0, c’est a dire que Hy est a valeurs non vides. De plus, on a
Gr(Hy) ={(t,z) € I x H :x € Hy(t)}

— {(t,x) elxH:xeK(t)et ||z|| < M}

—{(ta) e Ix Hize KO n{(ta) e Ix H: || < Oéo(t);‘a(t)}

Z{(t,$)€IxH:xEK(t)}ﬂ{(t’x)EIXH:$€§<OH’M>}

= Gr(K) N Gr(B(©(-), p(-))),

ao(t) + a(t)
— 5
Puisque K est mesurable & valeurs non vides et fermées dans H, par le Lemme [1.7.17],

Gr(K) est mesurable.

ou p(t) =

De plus, puisque oy et a sont mesurables, p : I — R, l’est aussi, donc d’aprés le
Théoréme , on conclut que Gr(B(0(-),p(.))) € L(I) ® B(E) et donc Gr(H,) €
L(I)® B(E), c’est a dire Hy est mesurable (voir le Lemme [1.7.18)).

Par conséquent, d’aprés le théoréme d’existence de sélection mesurable (Théoréme ,
il existe une application mesurable ug : I — H telle que ug(t) € Ho(t) = U(t,yo(t)) N
ME, pour tout t € I, et par , on a

2
luo(®)]l < a(t) pp sur . (2.25)
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De plus,
up(t) € U(t, yo(t)).

D’aprés (2.8]) et (2.25)), on trouve que

et par (2.17)), il s’ensuit que ||lyo(t)|| < r(t), Vt € I.

(2.26)

(2.27)

Puisque a € L*(I,R) de (2:25), on déduit que ug € L*(I, H). Par le Théoréme 2.2 on

consideére x,, € Wh2(I, H), la solution unique du probléme (P, ).

D’autre part, d’aprés (2.5)), (2.17)) et (2.25), on a pour tout t € [
g1 (O] = l[uo (t) —

zo ()]
t

< Jleo — 2 + / luo(s) | ds
t

< |lxo — a:g)|| +/ a(s)ds
0

¢

<7y +/ a(s)ds
ot

<rg +/ r(s)ds
0

=ro+r(t) —ro
=r(t).

D’ou

lyn(®)]] < r(t), Vel
De (2.27) on a uy(t) € 7(t)B  p.p sur I et en utilisant (2.26)), on a

uo(t) € U(t,yo(t)) N7 (t)B  p.p sur 1.

Alors, d’apres ([2.16))

uo(t) € U(t, y1 (1)) + k(@)llyo(t) — yllB - pp sur I, [lyl| <r(t), ety #0.

En particulier, pour tout ¢ € I vérifiant y;(t) # 0 et pour y = y1(t), on a
uo(t) € U(t,11(t)) + k()[lyo(t) — 1 ()] B.
Donc il existe z € U(t,y1(t)) tel que

uo(t) € z+ k()|lyo(t) — yi(B)]| B.

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Cela implique que

uo(t) — z € k()|lyo(t) — w1(1)]| B.
D’ou

[uo(t) = 2I| < k(®)llyo(t) = y2 (D).
Par conséquent

d(uo(t), Ut,y1(1)) < k(Olly2(t) = 9Ol p-p sur 1, (2.31)

ot [[y1(t) = (@) = llsn (D).
Soit Iy = {t € I : ||y1(t)]| = 0}. Considérons la fonction «; : I — R définie par

ai(t) = d(uo(t), Ult, (1)), Vtel.

Comme pour «g, on montre facilement que «; est mesurable .

De plus, pour tout t € I\ Iy, on a

on 1) < Q1L g4y, ). (2.32)

Considérons la multi-application H; : (I \ Iy) — H définie par

ar(t) + k(@) lly (1)]]
2

Hi(t) = Uty (8) N (uo(t) + E) . Vte I\,

e Montrons que H; est une multi-application mesurable a valeurs non vides et fermées.

Comme U est a valeurs fermées, H; 'est aussi.

Soit t € I'\ Ip. On a

ay (t) = d(uo(t), U(t,1:(1)))

= inf ug(t) — v
UeU(m(mH o(t) — vol

ay(t) + k@)l (@)
> .

Donc, il existe € > 0 tel que

ar(t) + k@Ol @l
5 :

d(uo(t), Ut p1(t))) <

et il existe v. € U(t,y1(t)), tel que

[uo(t) = vell < d(uo(t), U(t, 51())) + €

ar(t) + k(O[ly (@)l
< 5 :
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ay(t) + k() [y (1))
2
(0, c’est a dire que H; est & valeurs non vides.

Donc, v. € ug(t)+ B, et comme v, € U(t,y(t)), on déduit que H;(t) #

Il reste & montre qu’elle est mesurable. Pour cela, considérons la fonction 7 : ¢ — ||y1(¢)||.

Puisque y; € Wh2(I, H), ~y est continue sur I et on a

Lh={tel: |n@®)]=0}
={tel: y(t)e{0}} =""({0}).

Dong, Iy est un fermé ce qui implique que (I \ Iy) est un ouvert donc, L(I \ Iy) C L(I).
Considerons la multi-application mesurable K : I =% H définie par K;(t) = U(t, y1(1)).
On a

Gr(H)) = {(t,z) € (I\ Io) x H : x € Hy(t)}

= {(t.) € I\ Io) x H 2w € K (8) et |1z — o) < on(t) + k(””yl(t)”}
—{(tr) e (I\Io) x H:z € Ky()}y N {(t,z) € (I\ L) : = € Bluo(t), p(t))}
= (I\ Io) N Gr(K1) N Gr(B(uo(-), p(-)),

. ap + 7
ou p= 5
Puisque K est mesurable, par le Lemme [1.7.17] Gr(K;) est mesurable. De plus, puisque

oy et v sont mesurable, p I’est aussi et comme g est mesurable, par le Théoréme [1.7.20),

B(ug(-), p(-)) est mesurable et par le Lemme [1.7.18], son graphe est mesurable. D’otl
Donc, par le Lemme [I.7.18] H; est mesurable.

Alors, d’aprés le théoréme d’existence de sélection mesurable, il existe une application

mesurable u} : I'\ Iy — H telle que

t k(t t)||=
ui(t) € U(t,yi(t)) N (uo(t) + ar(t) + 2< s )HB) , Vte I\ I.
On définit application uy : I — H par
u(t) =uf(t) si tel\l,
ul(t) = Uo(t) s1 te Io.

On va montrer que
1) wi(t) € U(t,yi(t) ppsur I,

2) flur(t) = uo(t)| < k(E)ln(8) = wo(t)]| pp sur 1.
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Alors,

1) Pour presque tout t € I'\ Iy, on a

(1) = () € Ut n(0) 1 (o) + 2O )
Cela imlique que

ur(t) € U(t,y1(t)) pour presque tout t € I\ Iy,
et comme ug(t) € U(t,yo(t)), on aura ui(t) € U(t,y,(t)) p.p sur t € Iy, D’ou

u(t) € U(t,yi(t)) p.p sur 1. (2.33)

2) Pour presque tout t € I\ Iy, on a

ui(t) = ui(t) € U(t () N (uw) MUk k2<t>Hy1<t)H§) .

Alors

ul(t) e Uo(t) + 041(1) + k2(t>||y1(t)||§

Cela implique que

ai(t) + k(t)||y1(t)||§
5 .

Ul(t) — UO<t> €

Donc

1(t) + k@Ol @)1

[ua () = wo(2)]| < :

De , on conclut que
[ur (8) = wo ()| < k@Ol DN p-p sur T\ Lo,
et comme ||y (£) — yo(t)[| = [ly1 ()|, on obtient
lua (8) = wo ()| < E@)ly2(t) =y p-p sur T\ Lo.
Or, y1(t) = yo(t) = 0 si t € Iy. 1l résulte que
[ur (8) = wo (B[] < k@)ly1(t) = 50Dl p.p sur I. (2.34)
De , on trouve
lur (O] = [Juo ()] < E@) |y (t) — o) pop sur 1.
Alors

[ur (O] < [luo (B + k@) [ly2(8) = yo(D)]]
= [luo(®)I] + k@)l (D] p-p sur I.
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De ) et - on obtient
lur (V)| < alt) + k(t)r(t) p.psurl.

Montrons que

lur (DI < 7(8) p-p, g2 < r(2), VEE L.
On a l'égalité
42O = llzw, (£) — zo()]-
D’apreés et , on trouve que

[ )] < alt) + k(t)r(t)

=r(t) p.psurl,

et d’aprés et (| on obtient

192D = llzw, (8) — ze(t

éWm—%H+/Hm lds

§7’0+/0 r(s)ds

=r(t), Vtel.

D’ou

ler ()] < #8) popsur I, Ilya(t)] < 7(8), Ve,

Montrons maintenant que
D) Jus(t) = wo(®)| < k(1) (0 + Jy als)ds) ;
2) lly2(t) = s (D) < rom(t) + fy[m(t) = m(s)la(s)ds.

Donc

1) De ) et (2:28), on obtient

[ur (8) = wo ()| < K@i pop sur 1

< k(t) (r0+ /0 ta(s)ds) .

mmw—m@MSkm(m+Al@mg.

D’ou

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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) De 23), (E17) et (Z38), on obtient
ly2(6) = 2(8)| = e (8) — 20, (1))

/||u1 (7) — ua(t) | dr
<r0 + )dT
—ro/ (T)dr+/ k(r )</07a(s)ds> ir

< romi(t) + /0 k() < /0 ' ()d5> ir, (2.39)

avec, m(t) = ft k(7)dr, et comme

Ay ={(s,7) €[0,1] x[0,1], 0<7<t et 0<s<T7}

on a

Alors, il résulte de (2.39) que

t
1y2(t) = 1 (D] < rom(?) +/ (m(t) —m(s))a(s)ds. (2.40)
0
D’aprés (2.33), (2.34), (2.37), (2.38)) et (2.39)), on conclut que les relations (2.18))-(2.22)

sont vérifiées pour i = 1.

Supposons maintenant que y;(-) = 2., ,(-) — zo(-), wi—1(-) vérifient les relations ({2.18)-

(2.22). Alors

ui—1(t) € U(t,yi—1(t)) p.p sur 1,
luia O} < 7(t) pp sur I, Ny <7(8)  Nyia (O < 7(0).

De ces inegalités et de (2.16)), il résult que

w1 (t) € U(t,yima(t) N7 ()B C U(tyi(t)) + k() [lya(t) — yia (V)| B.
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Cette inclusion implique que

d(uia (1), UL, 4i(1))) < k(®)[lyi(t) — yia (D).
Comme ci-dessus, on pose I; = {t € I : ||y;(t) — y;—1(t)|| = 0}. La fonction ¢t — «;(t) =
d(ui—1(t), U(t,y;:(t))) est mesurable sur I, et

outt) < ORI~y O

< k() yi(t) —yia ()], VEe I\

La multi-application

ai(t) + k(0)|lyi(t) — yia(0)]
2

H,; Tt U(t,yz(t)) N (Uz'_l(t) + E) s Vit el \ ]z'7

est mesurable & valeurs fermées et non vides. Alors d’aprés le théoréme d’existene de
sélection mesurable (voir Théoréme [1.7.19)), il existe une application mesurable u} : I\
I; — H tel que

a;(t) + k(t)||y:(t) — yz’A@)HE
2

@wevwwww(wmw+ ) eI\

On définit 'application u; : I — H par u;(t) = u}(t) pour t € I\ Iy et u;(t) = u;_1(t) si
t € I;. Alors pour t € T\ I

ai(t) + k(t)[|yi(t) — yi—1(t)||§) .
2

wi(t) = u;(t) € U(t,y;(t)) N <u@-1(t) +

Cela implique que

w(t) € Ultys(t) et u(t) € <ui1<t)+oz@-(t)+k(t)||y2i(t)—yi1(t)||§).

D’ou
[ui(t) = wiea (O] < k@yi(t) — yimr (O] pp sur I\ L.

De plus, pour presque tout ¢ € I;, on a ||y;(t) —y;—1(¢)|| = 0, donc k(t)||y:(t) —y;—1(¢)|| = 0

et on a
wi(t) = ui—1(t) € U(t,yi—1(t)) = U(t,vi(t)) p.p sur I,.
D’ou
ui(t) € U(t,yi(t)) p.psurl, (2.41)
[ui(t) = wia ()] < k() |lyi(E) — yia (DI p-p sur 1. (2.42)

Montrons que
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o Ju®)l < k() ( Ly / [m(t)_.'m(s)]ja(s)ds)+a(t),

o [lui(t)]] < aft )+k‘( ) ( ) = T(t)
o [yt @) = llzw,(t) —ze @) < r(t),
P @) e —me Y
o le) = w0 < 1) (O o [ a(s)ds) g sur 1
D’apres on trouve que
lui ()] = luo(®)]] < IIUZ( ) — uo(t)]]

<ZHUJ —uj—1 (1)

Z ly; (t) ()|l pp sur 1.

Ce qui donne

Jus ()] < k(¢ Z [y (¢) (O + |uo ()] p-p sur 1.

En utilisant | et (2.22) on obtient

s (D) < k(t) (oz G- 1) Z/ ml )ds) a(t) p.p surI.

7j=1

= k(t) < Z —i— Z/ ( )ds) +a(t) p.psurl. (2.43)

7=0

Or,l—l—ﬁ—k...—i—j—!ge,zZO,donc,ondedultde-que

et de
[ui ()] < k()r(t) +a(t) = 7(t) p.p sur I. (2.44)

Dapres . -et 44)) on a, pour tout t €

142 (D) = N, (8) — wot

< lzo — 28|l + / lus(s)lds
Sro—i-/ |ui(s)||ds
0

t
< ro—i-/ r(s)ds
0

<rg+r(t) —ro

=r(t).
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D’ou
[yira (O] < r(t). (2.45)

D’autre part de (2.22)), (2.25)) et (2.42)) on obtient

Jui(t) = wia (D) < K(@O)yi(t) = yirr O p-p sur

< k(t) (7‘0 [7(717/(?]11)_' —I—/O [m(t)(i__ﬂigf)]z_ a(s)ds) p.psur I. (2.46)

De (2.17), on a

19i+1(8) = 9 (O] = N2, () — zo(t) = 2u,_, () + o ()]
= [Jw,(t) = 2w, (D] (2.47)

Or, de (2.3) et puisque z,,(t) = x,,_,(t) = xo, on a
t
[0, () = 2w,y ()] S/ [ui(s) = uia(s)lds, Vtel. (2.48)
0

Do, de (2.47), (2.48)) et (2.21) on a

lyis () n</ums i (s)ds

D’ou

s (t) — on<ow“w+ﬂlvﬂﬂﬁfm“wm. (2.49)

!

D’apres ([2.41)-(2.49), les relations ([2.18)-(2.22) sont également vérifices pour y;41(¢), u;(t).

Par conséquent, les suites (y;);>0 et (uz>120 sont construites.

Etape 3. La convergences de suites (u;) et (y;).

De , on a pour presque tout t € [

ZWH—MVM>ZWW+MAZWWmem

=0

= k(t)roe™® + k(1)

= k(t)r(t).

emW=m) g (5)ds

S—
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o0
Dong, la série > ||u;1(t) — u;(t)|| est convergente p.p sur I.
i=0

e Montrons que cela implique que la suite (u;(t));>o est de Cauchy p.p sur I.

Soit t € I tel que la série Y [|u;y1(t) — u;(t)|| est converge. Soit € > 0 alors
i=0

Jig €N, Vi €N, i >ig=>> |lup(t) —wi(t)] <.

i=0
Soit m, i € N tels que m > i > 1.
On a

fem(®) = Ol < 3 ) = w0l < 3 fagia(®) = o)) < =

donc (u;(t));>1 est une suite de Cauchy. Par conséquent, la suite (u;(.));>1 converge p.p

vers une application mesurable u.

De ([2.24)) nous avons
lu@) <), Viel, (2.50)

et par conséquent, par (2.19) et en utilisant le Théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, la suite (u;(+));>1 converge vers u dans U'espace L*(I, H).
Soit z,, la solution unique du probléme (P,), alors, en utilisant l'inégalité de Cauchy-

Schwartz, on a

2w, (+) = 2u ()]l maXHIu (t) — wy (1)
< max/o s (7) — u(r) | dr

tel

1
_ / () — u(m)ldr < llus — ullz2 — 0.
0 1— 00

D’out (x, )i>o converge vers x, dans C(I, H).
Par conséquent, la suite (yi+1(+))i>1 = (Ty,(*) —zo(+))i>1 converge vers y(-) = x,(-) —ze(-)

dans 'espace C(I, H).

D’aprés ([2.5)) et (2.50) on a
[y = [[zu(t) — zo(t

<Mm—%n+/Nw )dr

<7‘0—|—/0 r(7)dr

=r(t).
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D’ou
[y = l[za(t) — ze ()| < (D). (2.51)

Etape 4. Montrons que (z,,u) est solution du probléme (Pg).

En utilisant (2.16]), (2.18), (2.19) et (2.51)), et pour = y;(t) et y = y(t), on a

ui(t) € U(t,yi(t)) Nr(t)B
C Ut yt) +k®)|ly) =y B pp surl.
Donc,
Aus(0), Ut y())) < kOlly(t) — y(®)l| pp sur 1.

Par passage a la limite quand ¢ — 0o, on obtient
d(u(?), U(t,y(t))) =0 p.p surl.
Alors
u(t) € UL, y(t)),
et de (2.11)) on trouve

u(t) € U(t,y(t)) = U(t,xu(t) — zo(t)) = F(t,z,(t)) p.psurl. (2.52)

De ([2.50)-(2.52)) il s’ensuit que xz,(.) est une solution de l'inclusion (Pr) et les inégalités
(2.10]) sont vérifiées. [ |

Corollaire 2.8.
Le Théoreme[2.7 reste vraie si on remplace Uhypothese H(F)(3) par Uhypothese suivante.
(H'). Il existe une fonction strictement positive ¢ € L*(I,R), telle que

d(0m, F(t,0p)) < c(t), Vtel. (2.53)

Preuve.
Soitt €. Ona
d(Og, F(t,ze(t))) = inf | 2|-

zeF(tze(t))
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Soit y € F(t,05), on obtient

d(0m, F(t,ze(t))) = inf 2]

z€F(t,zo(t))

< inf 2z — +
_zeF(t,x@(t))(H yll + llll)

< inf _
< (_int ==yl + gl

=d(y, F(t,ze(t))) + [yl
< e(F(t,0n), F(t,ze(t))) + |yl
S H(U(,0m), Ut zo(t))) + [lyll-

Donc

(0, F(t,6(t))) < H(U(t,05),U(t,ze(t))) + d(0g, F(t,05))
< k(®)||lzo @) + <(t).

D’ou, I'hypothése H(F')(3) est vérifice avec la fonction ¢ —— a(t) = k(t)||zo(t)]| + c(t).
Par conséquent, les hypothéses du Théoréme sont satisfaites. |



CHAPITRE 3

RELAXATION

Dans ce chapitre, nous établissons une relation entre Rp(zg), 'ensembles de solutions
du probléme (Pp) et Resr)(20), 'ensemble des solutions du probléme suivant
—i(t) € 9¢'(x(t)) + co(F(t, z(t))), p- p. sur I,
(Pao(ry) § z(t) € dom(Dy¢t), p. p. sur I,

z(0) = z¢ € dom(").
Soient g € WH2(I, H) et ' € I'o(H), Vt € I. Considérons la fonction ¢! : H — H
définie par
ol(z) ="z —g(t), Vtel, Vze H. (3.1)

Lemme 3.1.
Soient les applications @' € To(H), Vt € I vérifiant Uhypothése H(p). Alors les ot , Vit € T
définies par ’égalité (3.1) ont les propriétés suivantes.

1) Pour toutt € I, on a
. € To(H), dom(e,) = dom(¢") + g(t).

2) Pour tout r > 0, il existe des fonctions aX € WV2(I,R), bk € WH(I,R) telles que
pour tous s,t € I, s < t et tout z € dom(¢?), |z|| < r il existe v € dom(pl)

47
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vérifiant les ingalités

Iz = vl < Jai(t) — ax(s)] (Ies()1E +1) . (3.2)

PL(v) = @i(2) < [(t) = b(s)] (lpi(2)| + 1) (3.3)

3) w € dpl(z) si seulement si w € Ip'(x), avec x = z — g(t).

Preuve.
1) Soit t € 1.
Montrons que ¢' € T'o(H), pour cela on montre que ¢. est propre, convexe et s.c.i.
e ! est propre.

On a que ¢' est propre alors, il existe x € H, tel que, ¢'(z) # +oo.

On pose
z=x+g(t) € H,
alors
r=2z—g(t).
Donc
'(z = g(t) # +oo,
d’ou

¢l (2) # +oo.
Ceci montre que ! est propre.

t
e (. est convexe.

Soit 2,y € H et A € [0,1]. Puisque ¢" est convexe, on a

LA+ (1= Ny) =" Az —g(t) + (1= N)(y — g(t)))
<Az —g(t) + (1= N)e'(y — g(t))

Dot ! est convexe.

o ¢ ests.ci.
On a que ¢ est s.c.i alors par le Théoréme epi(¢') est ferme.
Soit ((zp, an))n C epi(pl) une suite telle que (z,, o) — (20, ) dans H x R.

On a pour tout n € N,

(2, 00) € epi((pi) <~ @i(mn) < oy

= ¢'(zn — g(t) < an.
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D’ou

Or, z,

il.e

Or,

donc

ie,

((xn = g(t), an))n C epi(gpt).

— g(t) — xo — g(t), et comme epi(p') est fermé, on obtient

(zo — g(t), ag) € epi(p'),

' (z0 — g(t) < .

' (zo — g(t)) = @i(x0),

oL (o) < ay,

(0, ) € epi(pl).

D’ou epi(¢') est fermé.

Par conséquent, ¢! est s.c.i.

Montrons que dom(¢') = dom(e') + g(t).

On a

x € dom(pl) <= ' (z) < 400
= 'z —g(t)) < +oo
<z — g(t) € dom(¢")

< 1 € dom(¢") + g(t).

D’ou dom(pl) = dom(e') + g(t).

2) Puisque g est continue sur le compact I, le maximum est atteint.

Soit m = I?%Xng(t)w r>0,s<tetzedom(p:) tel que ||z|| <retx=2z—g(s).
€
Alors, d’apres (3.2), x € dom(p®) et

Ainsi, de (2.1), (2.2)), on déduit qu’il existe un élément y € dom(p') tel que

[zl =11z = g(s) | < Izl + gD <7 +m.

o=yl < larin(®) = arim()] (l* @) +1)

() = (@) < [brm(t) = brm(3)| (6" (@) 4 1).
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On pose v =y + g(t). De (3.2)) il s’ensuit que v € dom(l).
On a

l96) =9 < (1¢°(: = 9sDIE +1) @) - 90
= (o221 +1)lg(®) = 9(s)I| (3.6)

Donc, de (3.5) et (3.6) et en utilisant le Corollaire ainsi que la Proposition
[1.9.3] on obtient

Iz = vl = [lz + g(s) —y — g(t)]
< llg(t) —g(s)ll + [z — yll
< Nlg(t) = ()l + larsm(®) = arim(s)| (6" (@) +1)

I
/~
—_
+
‘G
G
@F
Q
—~
Cla
+
B}
+
3
~
|
e
+
3
—~
V2)
~— ~— N

v
-5
—
N
_I_
—_

On pose

0

D’ou
e = oll < la3(®) = ax()| (I () +1).

D’autre part, on a

t t

L (v) — ¢l (2) = o' (v—g(t) — ¥*(z — g(s))
< Prim(t) = bram()1(I°(z = g(s)) + 1)
< [brm(®) = b ()] (32 +1).
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On pose
bi(t) = brym(t), Vtel.

D’ou
Ph(v) — @i(z) < BEE) = bi(s)I(1 + 19 (2)]).

=) Soit w € dpL(z), et soit y € dom(¢"), alors, par 1), y + g(t) € dom(¢"), donc

(w,y +g(t) —z) < plly +9g(t) — vi(z)
& (w,y—(z2—g(t) <@Ly +g(t) — ¢L(2).

On pose x = z — g(t). On trouve

(w,y — ) <y +g(t)) — iz +g(t))
= ¢'(y) — ¢'(2).
Dot w € dgt(x).
<) Soit w € d¢'(x) avec x = z—g(t) et soit y € dom(pL). Alors y—g(t) € dom(p?),
donc
(w, (y — g(t)) — 2) < 'y — 9(t)) — ¢' ().
Or, z = z — g(t), don
(w,y — z) < ¢l(y) — L(2).
Par conséquent, w € d¢t(z).

Si 'hypotheése H (i) est vérifiée, alors pour tout u, € L*(I, H), il existe une solution
T,, € WY(I, H) avec z,,(0) = xf € dom(°), du probléme (P,,) avec xj au lieu de .
Soit le probléme

—u(t) € 0p' (2, )(t) + ui(t), p.p.sur
(Pu.) Ty, 1) € dom(0¢'), p. p.sur 1,
Ty, (0) = xf € dom(¢?).

Posons

g(t) = /Ot us(s)ds, Vtel, (3.7)

ol(z) = 'z —g(t), Vt € I, Vz € H. (3.8)
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Alors, d’apreés le Lemme [3.1), oL € Tg(H), Vt € I, et on a
dom(g,) = dom(¢") + g(t), dom(¢}) = dom(”). (3.9)

De plus, les fonctions ¢!, Vt € I, satisfaitent 'hypotheése H(p) avec . au bien de ¢'.
Donc, si I'hypothése H () est vraie, alors pour tout f € L*(I, H), le probléme

—z(t) € 0pl(2(t)) + f(t), p.p.sur [,
(PF)Q 2(t) € domdygt, p. p.sur I,
2(0) = 29 € dom(¢?),
admet une solution unique dans W2(I, H).
D’apres (3.9) on a xg, zf € dom(p?), ot xo et x sont les conditions initiales dans les

problémes (P,) et (P,,). On note par zs, avec z(0) = zy et zg, avec 2o(0) = xf les

solutions du probleme (P}) avec f € L*(I, H) et f = © respactivement,

Lemme 3.2.
Sopposons que Uhypothése H(p) est vérifiée. Alors, zy est la solution du probléme (77}*)

avec zg = xo € dom(¢?) si et seulement si l’application x : I — H, définie par

w(t) = z¢(t) + 9(1), (3.10)

est la solution de l'inclusion (P,) avec u: 1 — H est donnée par :

u(t) = f(t) +u.(t), Vtel, (3.11)
1.€.,
Ty =2 — 4.
Preuve.
:})

Soit 2y la solution du probléme (P}). On pose x = z; — g. Alors

—zp(t) — f(t) € 0pL(2(t)), p.p.surl,
z¢(t) € dom(0¢), p.psur I,
24(0) = zo € dom(?).

De (3.7), on a g(0) = 0, alors z(0) = z;(0) = x¢ et par (3.9), on a xg € dom(¢°) et
x(t) € dom(¢"), p.p. sur I.
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De plus, Par le Lemme , 3), pour presque tout ¢ € I et en prennant w = —z¢(t) — f(t),

on trouve

—z¢(t) — f(t) € 09" (x(t), pp.surl,
ie.,

—z¢(t) € O (x(t)) + f(t), p.psurl.
Il suit que

20+ (t) € 06w (D) + F(H) + un(t) popsur I

C’est a dire, en utilisant (3.7]) est la Proposition on a
—x(t) € 0 (x(t)) +u(t) p.psur .

De plus, z(0) = zg € dom(°) et u(t) = f(t) + u.(t) p.p sur L.

Par conséquent, z est solution du probléme (P,) avec u est définie par 'égalité (3.11)).
)

Supposons que x = zy — g est la solution du probléme (P,) avec u est définie par I’égalité

(3.11)). Alors

—z(t) —u(t) € 0o (x(t)) p.psurl.

et x(0) = zg € dom(¢) et x(t) € dom(d¢"), p.p sur I.
Par le Lemme , 3), pour presque tout t € I, en prennant w = —z(t) — u(t), on trouve

—2(t) — u(t) € 0L (2(t)), p.psurl.

Par (3.7)), (3.9) et (3.11)), on trouve x(t) +u(t) = z¢(t) + f(t) p.psur 1, z(0) = z;(0) =
zo € dom(p?) et z4(t) € dom(L), p.p sur I.

D’ott z; est solution du probléme (P}) avec 2o = xo. [ |

Remarque 3.3.
Du Lemme il resulte que pour la soulution x(u.), x(u.)(0) = zf du probléme (P.,,)
nous avons

Ty, (1) = ze(t) — g(t), Vtel. (3.12)

Lemme 3.4.

Soit ot € To(H), YVt € I des applications vérifiant Uhypotése H(p) et soit F : I X
H = H une multi-application a valeurs non vides et fermées vérifiant les hypothéses
H(F)(1) et (2).

Supposons que pour la solution x,, du probléme (P,,), l'inégalité suivante est vérifiée.

d(u.(t), F(t, 2. (1)) < a(t), (3.13)
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ou a € L*(I,R) est une fonction strictement positive.

Alors, il existe une solution (x,,u) du probléme (Prg) telle que,

ey (t) — zu, ()| < r(t), Vtel, (3.14)
lu(t) —u(t)|| < r(t), p.psurl, (3.15)
ot r est la solution de 'équation différentielle (2.8) avec r(0) = ||z — x|

Preuve.

On commence par définir la multi-application U : I x H = H par :
U(t,z) = —u.(t) + F(t, z — g(t)). (3.16)

e Montrons que U vérifie I'hypothése H(F') avec U a la place de F. Comme F est &
valeurs non vides et fermées, U 'est aussi.
En effet, puisque F est a valeurs non vides, pour tout (¢,2) € IXH, F(t,z—g(t)) # 0
donc, il existe v .y € F(t, 2z — g(t)). D’ou,

Vi) — U(t) € U(t, 2),

c’est a dire,
Ult,z) # 0.

Donc U est & valeurs non vides. D’autre part, soit (t,2) € I x H et soit la suite
(xn) C U(t, 2) telle que x,, — x dans H.

Posons v, = x,, + u.(t). Yn € N. Alors (v,) C F(t,z — g(t)). Or, F' est a valeurs
fermées, de plus

Uy, —> U =T + u(t).

Donc

veEF(t,z—g(t))ie., veUt,z).

D’ou U est & valeurs fermées.

1) Soit z € H. Montrons que t — U(t, z) est mesurable.
Soit g. : I — H une application définie par ¢.(t) = z — g(t). Puisque g est
absolument continue, g, est continue donc mesurable.

Par H(F)(1),(2) et la Proposition [1.7.21| ainsi que le Théoréme [1.7.16} la multi-

application K : t — F(t, g.(t)) est mesurable, et comme u, € L*(I, H), on déduit
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que la multi-application U, : t — U(t, z) est mesurable.

En effet, soit W un ouvert de H, alors

UTW)={tel U.t)nW # 0}
={tel:(K(t)—ut)NW # 0}
={tel:FveK(t) et —u.t)+veW}

On pose

Yo : I — H

t— —u,(t) +v.

Il est claire qu’elle est mesurable (comme somme de deux applications mesurables).
Soit V= {(z, —u.(t)) : v € W +u.(t)} C H x H. Comme W est ouvert, V l'est
aussl.

Pour montrer cela, soit la suite (z,, —u.(t)) C H x H\'V telle que (z,,, —u.(t)) —
(, —u.(t)), alors x,, — x. Or, pour tout n € N, (z,,, u(t)) ¢ V, donc (x, —u.(t)) C
H\ W, et puisque H \ W est fermé et z, — u.(t) — = — u.(t), on déduit que
r—u(t) g Wi.e,xdgW+u(t) Dou (x,—u.(t)) € Hx H\ V. Ce qui montre

que H x H\ 'V est fermé, d’ou V est ouvert, et on a
U'W)={tel:3ve K@) et (v,—u.t) € V}.

Puisque V' C H x H et H est séparable, on a, V = |J (V" x VJ*) avec V], V3" sont
neN
des ouverts de H. Donc,

z

US W) = {te T Fve K et (o,u(n) € J15 < 17}

— U {teI:EIUEK(t) et (v,—u*(t))EVfLXV;}

_nU{ el: K(t m/{‘#@}m{telz—u*(t)e%”}
= U (5 @y s (=) € £).

D’ou t — U(t, z) est mesurable.

2) Soit z,x € H tels que z # x. Pour tout t € I, on a

HU(t,z),U(t,x)) = max{e(U(t, 2),U(t,z)),e(U(t,z),U(t, 2))},
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et
e(U(t, 2),U(t, x)) = sup d(v,U(t,x))
veU(t,z)

= sup  d(w — u.(t),U(t, x)),

weF (t,z—g(t))

tel que w = v + u,(t). Or

dlw —u.(t),U(t,x)) = inf ||lw— u.(t) — v

v €U (t,x)
= inf |lw — w.|
wyE€F(t,x—g(t))
tel que w, = v, + u(t). Alors

e(U(t,z),U(t,x)) = sup d(w, F(t,x — g(t)))

weF (t,z—g(t))

=e(F(t,z—g(t), Ft,z —g(t))).
De la méme maniére, on montre que
€(U(t, l‘), U<t7 2)) = €(F(t, T — g(t))v F(tv 2 g<t)))

Donc,

HU(t, 2), Ut x)) = H(F(t, 2 — g(t)), F(t, 2 — (1)),

(3.17)

et par H(F)(2), il existe une fonction strictement positive k& € L*(I,R) telle que

pour tout t € I, on a

H(U(,2),U(t,x)) = H(F(t, 2 = g(t), F(t,z — g(t)))

<k(@)lz—9g(t) —z+ g
= k(t)|lz — =],
D’ou
HU(t,2),U(t,x)) < k(t)||z—=z| Vtel,Vz,xe H, z+#x.
3) De (13.13) et (3.16)), on obtient

d(0u, U(t, 20(t))) = inf flwl].

welU(t,ze(t))
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En possant w, = w + u.(t), on a

d(0u, U(t, 20(t))) = _ inf Jju]]

wel (t,2ze(t))

inf Wy — Uy (T
wi€F(t,20 (t)—g(t)) | ol

d(u.(t), F(t, ze(t) — g(1)))
d(u.(t), F(t, 24.(1)))

<a(t) p.psurl.

D’ou

d(0g, Ul(t,ze(t)) < a(t) p.psurl.

Donc, toutes les hypothéses du Théoréme sont vérifiées pour la multi-application U.

Consedérons l'inclusion différentielle suivante.
(1) € DpL(=(0) + Ut (1), pp. sur 1,
z(t) € dom(9¢t), p.p.sur I, (3.18)
2(0) = 23 € dom(¢?).
D’aprés le Théoréme , I'inclusion (3.18]) admet une solution (zy, f) telle que z¢(0) =
x € dom(Y),
f(t) e U(t,z(t)) ppsurl, (3.19)

et les inégalités suivantes sont vérifiées,
l2(t) = 2o ()| < r(t), VEel, |fOI<r(t) ppsurl. (3.20)

On pose u = f + u, et soit x, la solution du probléme (P,).
Du Lemme 3.2] on a

Ty=2f—9g €l Ty =209

Donc, pour tout t € I,
[2u(t) = 2w, (O] = ll2¢ () = 20 (D[] et |u(t) —u(B)]] = [[f (D],
et par les inégalités , on obtient les inégalités (3.14]) et (3.15)), et par , on a
f@) € Ut zu(t) + 9(t) = —ua(t) + F(t, zu(t)).

Alors
u(t) = f(t) + ue(t) = F(t, 2,(t)).
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D’ou
u(t) € F(t,z,(t)) p.psurl.
Par conséquent, (x,,u) est une solution du probléme (Pr). |
Remarque 3.5.
Le Théoreme 2.7 implique que si les hypotheses H(p), H(F)(1) et (2) et Uhypotheése (H')

sont vérifiées, alors l'ensemble Res(r)(x0) n'est pas vide (Riry(z0) C Res(r)(20))-

Le Théoréme principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.6. (Théoréme de relaxation)
Soit ot € To(H), Vt € I des applications vérifiant Uhypotheése H () et soit F: [ x H = H
une multi-application a valeurs non vides et fermées vérifiant les hypothéses H(F')(1),(2)

et (H'). Alors,

Resr) (o) = Re(xo), (3.21)
ot la barre dans (3.21)) représentent la fermeture dans les espaces C(I, H) x L2(I, H).

Preuve.

Soit x,,, € Res(r) (o). Alors
u(t) € co(F(t,x,, (1)) p.psurl. (3.22)

Soient Y% et 237( P les ensembles de séléctions mesurables des multi-applications ¢ —
F(t,x,,(t)) et t — co(F(t,x,,(t))) qui sont des éléments de lespace L*(I, H), c’est &

Soit t € I tel que (2.53)) soit vérifiée et soit y € F(¢,0y). De (2.6]) et (2.53)), on obtient

A0 Ptz () = _ inf ]

2€F (t,xq, (t

< inf —yll +
< it (e =yl + )

= inf (
2€F (t,xq, (t))

< d(y, F(t,2u. (1) + |yl
< e(F(t,0n), F(t, 24, (t))) + [yl

1z = yll) + [yl

D’ou,
A0, F(t, 2, () < H(F(t,05), F(t, 20, (t) + d(0n, F(t,05))
< k()| 2. @) + (@),
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Donc,

(O, F(t, 2. (1)) < k()||lzu, O + (), pp sur 1.

De cette inégalité et le Lemme [.7.24] il résulte que I'ensemble X5 n’est pas vide. Alors
par la Proposition [1.7.26| on déduit que

COF S2 Cazs()) = COSF( z.(1) = CO(EF) (323)

ou 'enveloppe convexe fermée co a droite de cette égalité est prise dans espace L*(I, H).

De (3.23) et (3.22), on voit que

Donc pour tout € > 0, il existe un élément u. € L?(I, H) tel que

u. € co(¥r), (3.24)
[t = vel[2(r,m) < e (3.25)

Soit z. la solution de 'inclusion (P,) avec u = u,. Alors, de (2.3) on trouve que

m%@—wwwnsln%@»—m@mw,

et en utilisant 1'inégalité de Chauchy-Schwarz, on a

l2ue = 2u.fle = max |z (t) — 2, (O)]]

< maX/ lua(s) — ua(s)||ds

tel

-—Armx@—uA@Ws

S ||u6 — u*||L2(I,H) — O
e—0

Donc,

Ty, —> Xy, dans C(I,H) quand ¢ — 0.

D’apreés (3.25)) on a

s — el L2(r,m) < €.

Pour e — 0, on obtient

H'LL* — uEHLQ(I,H) — 0.

Donc

u, — u, dons L*(I,H) quand ¢ — 0.
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D’ou
Ty, —> Xy, dans C(I,H) quand € — 0 (3.26)
u, — u, dans L*(I,H) quand & —> 0. (3.27)
Fixons u.. D’aprés (3.24) il existe une famille finie d’éléments
fi(yeXp, i=1,..,N, (3.28)

et de nombre a; > 0, Zf\;l a; = 1 tels que

N
Us = Z azfz
i=1
Soit @ : [ = H la multi-application
O(t)={fi(t):i=1,..,N}, Vtel.
Il est claire que ® est a valeurs fermées et que
u(t) € co(®(t)) p.p sur 1. (3.29)

e Montrons que la fonction ¢t — ||®(t)|| est carré intégrable.
Pour tout ¢t € I, on a ||®(t)]| = lrgz?](va,(t)H On définit g : I — R par g(t) =
max 0] = [#(0)]
Alors, on a

lo(®)]2 = / O
< [ S

1£ll2 < oo.

N
=0
donc, g : t — ||®(¢)]| est carré intégrable.
De (3.29) et par le Théoréme il résulte qu’il existe une suite (v,),>1 € L*(I, H),
telle que

vn(t) € ¢(t) C F(t, (1)) p.p surl, (3.30)

et
v, — ue dans L2 (1, H). (3.31)
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Soit ., , Vn > 1 la solution du probléme P, avec u = v, .

En utilisant (3.30), (3.31)), l'intégralité carré de Uapplication ¢ — ||¢(t)]| et le Lemme
[1.6.18 en déduit que,

v, = u. dans L*(I,H).
Puisque les valeurs de la multi-application ® sont des ensembles compacts dans I'espace
H,
de (3.30) et par le Théoréme on en déduit que

Ty, — Ty, dans C(1, H). (3.32)

Or, de (3.26)), (3.27)), (3.31)) et (3.32), il résulte qu’il existe une suite (vy) C L*(I, H),

vg(t) € F(t,x,,(t) ppsurl, Yk >1, (3.33)

telle que
v — u, dans L2 (I, H), (3.34)
Ty, — Xy, dans C(I, H). (3.35)

Possons
ap(t) = k(@)||w. () — @, ()] + % (3.36)

De et (3.35), il résulte que a, € L*(I,Ry), ax(t) >0, VE > 1, Vt € I et

ap — O dans L*(I,R,). (3.37)

De,et ,ona
d(vp(t), F(t, 20, (1)) < e(F(t, 0. (1)), F(E, 20, (1))
SHEE 2, (1)), F(E, 20,(1)))
< k() ||, (t) — @, (1)

< k)l (t) — o )] + 1
— at).
D’ou
d(v(t), F(t,zy, (1)) < ax(t), p.psurl. (3.38)

De cette inégalité et du Lemme[3.4] on déduit qu'il existe une solution (z,, u) € Rr(xo)
telle que

@, (1) — 2o, (|| < 7i(t), VEe I, VE>1, (3.39)

lui(t) = ve ()| < 74(t), ppsurl, Vk =1, (3.40)
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ot r,(t) est la solution de I’équation (2.8)) avec a = ay, et
o = 0, (0) — 24, (0)| = 0. (3.41)

De (2.9) et (3.41), on a
t
Tk(t):/ em(t)_m(s)ak(s)ds.
0

Donc,
¢
rlle = I?EaIX/ emW=mE) g, (s)ds
0

1
gem(l)/ ay(s)ds
0

1
Sem(l)/ ag(s)ds (3.42)
0
cs
< e™Dlagls — 0. (3.43)
k—ro00

De (3.39) et (3.35), on a

12w, = Zullo < 2w, = Zullo + 120, = 2ullo

< relle + l[#v, = zullc — 0.
k—o0
D’autre part, de (3.40) on a

Jur — wllw < flug — vk llw + |k — [
< 2ug, — vgll2 + vk — Ul

< 2l7kllz + vk — |- (3.44)

Or, de (2.8), on a 1, = ay + k(-)r.
Donc, de (3.37) et (3.43) on obtient

178 llz < llakllz + [IK[l2-[lrxlle — 0.
—00
Par conséquent, de (3.34)) et (3.44)), on obtient
up — u, dans L2 (I, H).
Donc, on a trouvé une suite ((2,,,ux))k>1 C Rr(xo) telle que, quand k — oo

Ty, —> T, dans C(I,H), (3.45)
up — u, dans L2 (I, H). (3.46)
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Puisque (z,,,u,) est arbitraire dans Re5r) (7o), on déduit que

R@(F) (l’o) C RF(ZEQ)

Or,

Rr(z0) C Reo(r) (o), (3.47)
d’ou la deuxiéme inclusion.
Par conséquent,

Resr) (o) = Rr (o), (3.48)

ot la barre dans ([3.48)) représentent la fermeture dans les espaces C(I, H)x L2 (I, H). N



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d’existence de solutions pour les in-
clusions sous-différentielles du premiér ordre dans un espace de Hilbert et sous-différentes
hypothéses sur la multi-application F.

Il est réparti en deux parties.

La premiére concerne, la démenstration des Théorémes d’existence de solutions pour les
inclusions sous-différentielles du premier ordre avec F' une multi-application & valeurs non
vides et fermées.

Dans la deuxiéme partie, on a démontré un Théoréeme de relaxation pour les inclusions
différentielle du premiér ordre, oti, dans les preuves.

Ces résultats sont pris du travail de Tolstonogov [21].
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