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INTRODUCTION

L’étude de problèmes de mathématiques ou de physique conduit souvent à la réso-

lution d’équations et d’inclusions différentielles, d’où l’importance de cette branche en

mathématiques.

Objectif du mémoire

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’existence de solutions pour certaines classes

d’inclusions d’évolution du premier ordre avec perturbation (bornée ou non bornée) de la

forme suivante

(PF )


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + F (t, x(t)) p.p sur [0, 1],

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur [0, 1],

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0),

où F : [0, 1]×H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides, fermées et pas néces-

sairement bornées dans un espace de Hilbert H séparable, vérifiant certaines conditions

et pour tout t ∈ I, ϕt : [0, 1] −→ H est une application propre convexe et semi-continue

inférieurement où ∂ϕt est son sous-différentiel.

Aussi, nous étudions une approximation des solutions de l’inclusion d’évolution avec per-

turbation convexifiée suivante

(Pco(F ))


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + co(F (t, x(t))) p.p sur [0, 1],

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur [0, 1],

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0),

par les solutions du problème (PF ). Cette propritété est appelée relaxation.

v
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Qu’elle est une inclusion différentielle ?

Nous fournissons quelques explications sur la façon dont les inclusions différentielles

apparaissent et leur concept, qui se trouvent dans les références [1] et [22].

Les inclusions différentielles constituent une branche de la théorie générales des équa-

tions différentielles, actuellement en cours de développement actif.

Ayant émergé comme une généralisation naturelle de la notion d’équation différentielle

ordinaire, les inclutions différentielles ont penètré différents domaines de la science grâce

à leurs nombreuses applications.

Les inclusions différentielles representent des relations de la forme

(I)
.
x(t) ∈ F (t, x(t)) p.p sur I

où F est une multi-application sur I × E avec I un intervalle de R et E un espace de

Banach. Si F n’est pas à valeurs convexes, l’inclusion différentielle

(II)
.
x(t) ∈ co(F (t, x(t))),

est appelée inclusion différentielle avec membre droit convexifié ou bien problème convexi-

fié.

L’attention principale des chercheurs sur les inclusions différentielles ait été attiré

par le lien entre les inclusions différentielles et les équations différentelles decrivant le

comportement des objects de contrôle, c’est à dire des systèmes dynamiques contrôlés

avec second membre discontinue de la forme

(P)


.
x(t) = f(t, x(t), u(t)) p.p sur I,

x(0) = x0,

contrôlés par les paramêtres u(t) (les contrôles), où u(t) ∈ U et U est l’ensembles des

contôles.

Alors, les solutions de l’équation différentielle (P) sont des solutions de l’inclusion diffé-

rentielle

(P∗)

x(t) ∈ F (t, x(t)) p.p sur I,

x(0) = x0,

où F est définie par

F (t, x) = {f(t, x, u) : u ∈ U}.
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Au cours des années soixante et soixante-dix, une classe spéciale d’inclusions différen-

tielles à fait l’objet d’études approfondies, celles de la forme

(PA)

−
.
x(t) ∈ A(x(t)) p.p sur I,

x(0) = x0,

où A est un operateur "maximal monotone".

Cette classe d’inclusions contient la classe des inclusions "sous-différentielle". Alors,

si ϕ est une application convexe et semi-continue inférieurement, en remplaçant A(x(t))

par ∂ϕ(x(t)), le sous-différentiel de ϕ au point x(t), dans (PA), on obtient l’inclusion

sous-différentielle suivante

(Pϕ)

−
.
x(t) ∈ ∂ϕ(x(t)) p.p sur I,

x(0) = x0.

De plus, en combinant les deux problèmes (Pϕ) et (P∗), on obtient une inclusion

sous-différentielle avec perturbation de la forme suivante

(Pϕ,F )

−
.
x(t) ∈ ∂ϕ(x(t)) + F (t, x(t)) p.p sur I,

x(0) = x0.

Présentation de travail.

On présente le travail de Tolostonogov [21] où il donne un théorème d’existence de

solutions pour le problème (PF ), ainsi qu’une approximation des solutions du problème

convexifiée (PcoF ) par celle de (PF ).

L’interêt de Tolstonogov dans [21] est de prouver l’existence de solutions et la densité

de l’ensemble des solutions du problème d’origine (PF ) dans l’adhérence de l’ensemble des

solutions du problème convexifié (Pco(F )). Par une solution de (PF ), on entend un couple

(xu, u) tel que xu est absolument continue et vérifie

− .
xu(t) ∈ ∂ϕ(xu(t)) + u(t) p.p sur [0, 1],

u(t) ∈ F (t, xu(t)) p.p sur [0, 1],

avec xu(0) = x0, xu(0) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur [0, 1] et u ∈ L2([0, 1], H) compte tenue de ces

inclusion, le problème (PF ) peut être considérée comme un système de contrôle simple

avec la contrainte de contrôles F (t, x).



Introduction viii

L’existance et la relaxation des solutions pour les inclusions sous-différentielles avec

une perturbation F à valeurs bornées on été étudier dans plusieurs articles (voir par

exemple [24]), ou, pour prouver les théorèmes de relaxations dans ces travaux, les auteurs

supposent que les applications ϕt, t ∈ [0, 1] vérifient la condition suivante :

∀r ≥ 0, t ∈ [0, 1], l’ensemble

{x ∈ H, ‖x‖ ≤ r, |ϕt(x)| ≤ r},

est relativement compact.

L’existence de solution pour les inclutions d’évolution avec perturbation non bornée

F (t, x) dans un espace de dimension infinie a été étudiée dans plusieurs articles (voir

par exemple [20]). D’autre part, l’existence et la relaxation de solution d’inclusions dif-

férentielles avec des perturbations non bornés dans un espace de dimention finie ont été

prouvées dans plusieurs travaux (voir par exemple [13]).

Cependant, dans un espace de dimension infinie les questions de relaxation des so-

lutions pour les inclusions différentielles avec membre droit non bornée et les inclusions

d’évolution avec perturbation non bornée restent encore ouvertes. L’intérêt de telles ques-

tions provient du fait que la non bornétude des valeurs des multi-applications est une

propriété assez naturelle pour les inclusions rencontrées dans la théorie du contrôle opti-

mal (voir [15]). Dans le travail [20], pour prouver les théorèmes d’existence des solutions,

l’auteur a utilisé un théorème du point fixe pour les applications à valeurs décomposables,

non convexes et fermées dans l’espace des fonctions intégrables.

Dans son travail [21], Tolstonogov a appliqué le shema issu de l’article classique de

Filippov [9] pour prouver les théorèmes d’existence et de relaxation pour les inclusions

differentielles dans un espace de dimension finie, que nous modifions pour convenir à un

espace de dimension infini et à la classe des inclusions d’évolution qu’il considère. Notons

que pour démontrer l’existence de solutions, on a utilisé les résultats des travaux [14, 23]

concernant les inclusions sous-différentielles avec perturbation univoque de la forme

(Pu)


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + u(t) p.p sur [0, 1],

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur [0, 1],

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0),

où u : [0, 1] −→ H est une application carré intégrable.

Organisation de mémoire
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Ce mémoire comporte trois chapitres partagés de la façon suivante :

Dans le premièr chapitre, intitulé "Notations et préliminaires" on précisera quelques

notations et on rappelera quelques résultats préliminaires qui sont utilisés pour la démens-

tration des théorèmes principaux de ce mémoire.

Dans le dexième chapitre, intitulé "Existence de solutions", on étudie l’existence de

solutions de l’inclusion différentielle (PF ).

Le troisième chapitre, intitulé "Relaxation", est consacré au théorème de relaxation

associé à l’inclusion (PF ).



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES

On commence par ce chapitre, dans lequel nous précisons nos notations et nous rap-

pelons certains définitions, propositions et théorèmes dont on aura besoin tout au long de

ce mémoire.

1.1 Notations générales

Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes concernant les espaces aux-

quels on va se référer souvent le long de ce travail.

On note :

- I = [0, 1] l’intervalle unité de R.

- R = [−∞,+∞].

Soit X un ensemble non vide. On note par

- (X, τ) un espace topologie.

- (X, d) un espace métrique.

- (X,Σ) un espace mesurable.

- (X,Σ, µ) un espace mésuré.

- L(I) la tribu sur I des ensembles mesurables au sens de Lebesgue et dans ce cas µ

est la mesure de Lebesgue.

1
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Soit X un espace topologique. On note :

- A l’adhérence d’un ensemble A ⊂ X.

- A◦ l’interieure d’un ensemble A ⊂ X.

- B(X) la tribu borélienne sur X.

- Pcl(X) la famille des parties fermées de X.

- Pk(X) la famille des parties compactes de X.

- X \ A le complémentaire de A dans X.

Soit E un espace vectoriel. On note par

- 0E l’élément neutre par rapport à la loi interne.

- co(A) l’enveloppe convexe de A ⊂ E.

Soit E un espace vectoriel topologique. On note par

- co(A) l’enveloppe convexe fermée de A ⊂ E.

Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖, E ′ son dual topologique et 〈·, ·〉 leur
produit de dualité. On note par

- B la boule unité ouverte de E.

- B la boule unité fermée de E

- ‖A‖ = sup
x∈A
‖x‖ la norme d’un ensemble A ⊂ E.

- Lp(I, E) = {u(·) : I −→ E : u(·) est mesurable et
∫
I
‖u(t)‖pdt < +∞} muni de

la norme ‖u(·)‖p =
(∫

I
‖u(t)‖pdt

) 1
p .

- Lpw(I, E) l’espace Lp(I, E) muni de la norme faible, ‖u(·)‖w = max
0≤a≤b≤1

‖
∫
I
u(t)dt‖dt.

- C(I, E) l’espace de Banach de toutes les applications continues muni de la norme

‖u(·)‖C = max
t∈I
‖u(t)‖.

- W 1,p(I, E) = {u(·) : I −→ E : u(.) est absolument continue et
.
u(·) ∈ Lp(I, E)}

muni de la norme ‖u(·)‖1,p = (‖u(·)‖pp + ‖ ·u(·)‖pp)
1
p .

- σ(E,E ′) est la topologie faible dans E.

- σ(E ′, E) est la topologie faible* dans E ′.

- −→ signifie la convergence forte dans E.

- ⇀ signifie la convergence faible dans E.

- ⇀∗ signifie la convergence faible* dans E ′.

Soit H un espace de Hilbert muni la norme ‖ · ‖ et du produit scalaire 〈·, ·〉. On note
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- Γ0(H) l’ensemble des applications propores, convexes et s.c.i. ϕ : I −→ H.

On note par

- 1ID : la fonction caractéristique d’une partie D d’un ensemble donné, définie par

1ID(x) =

1 si x ∈ D,

0 si x /∈ D.

1.2 Quelques notions sur la mesurabilité

Les résultats suivants sont pris des références [27] et [4].

Définition 1.2.1.

Soit X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de X. Alors Σ est dite

tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ ;

2. ∀A ∈ Σ, X \ A ∈ Σ ;

3. ∀(An)n∈N ⊂ Σ,
⋃
n∈N

An ∈ Σ.

• Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés

ensembles mesurables.

Définition 1.2.2. (Tribu borélienne)

Soit X un espace topologique. On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les

ouverts de X, et on la note B(X).
Les éléments de la tribu borélienne sont appelés ensembles boréliens.

Définition 1.2.3. (Fonction mesurable)

Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application définie sur X1 à

valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout A ∈ Σ2, f
−1(A) ∈ Σ1.

Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite applica-

tion borélienne où Σ1 -mesurable.

Proposition 1.2.4.

Soient X1, X2 deux espaces topologiques et f : X1 → X2 une application. Si f est continue

alors f : (X1,B(X1))→ (X2,B(X2)) est borélienne.

Définition 1.2.5.

Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ→ R est une mesure si
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1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(
⋃
n

An) =
∑
n

µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.

• Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note

µ ≥ 0, ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.

• Si µ(A) <∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace

(X,Σ, µ) est fini.

• µ est dit σ-finie s’il existe une famille (An)n ⊂ Σ telle que µ(An) < +∞ et
⋃
n

An =

X.

• Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) −→ R est appelée mesure

borélienne.

Définition 1.2.6.

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré positif et A un sous ensemble de X. On dit que A

est µ-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de confusion), s’il existe C ⊂ Σ tel que

A ⊂ C et µ(C) = 0.

• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p), si l’ensemble

où elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

• La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles

µ-négligeables, c’est à dire

Σµ = {A ∪ Z : A ∈ Σ et Z ensemble µ-négligeabe}.

• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est à dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

Définition 1.2.7. (Tribu de Lebesgue)

La tribu de Lebesgue sur un intervalle I de R notée L(I) est la tribu µ-complète de la

tribu borélienne B(I) pour la mesure de Lebesgue.

Définition 1.2.8. (Application simple)

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace de Banach et f : X −→ Y une applica-

tion.

On dit que f est une application simple si elle est de la forme

f =
n∑
i=0

yi1IAi
,
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où les Ai = f−1(yi), i ∈ {1, .., n}, sont des éléments deux à deux disjoints de Σ et les yi,

i ∈ {1, .., n} sont des éléments distincts de Y .

Cette formule est appelée la représentation canonique de f .

Proposition 1.2.9.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach et (fn)n≥1 une suite d’appli-

cation Σ-mesurables définies sur X à valeurs dans E.

Si (fn)n≥1 converge simplement vers f alors f est Σ-mesurable.

Théorème 1.2.10.

Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach séparable. Si f : X −→ E

est Σ-mesurable, alors il existe une suite (fn)n≥1 d’applications simples qui converge µ-

presque partout tout vers f , et pour µ-presque tout x ∈ E,

‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N∗.

1.3 Fonctions intégrables au sens de Bochner

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [16].

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et (E, ‖ · ‖) un espace de Banach séparable.

Définition 1.3.1.

Si f : X −→ E est une application simple avec f =
n∑
i=0

yi1IAi, où (Ai)16i6n et (yi)16i6n

sont données comme dans la Définition 1.2.8, alors l’intégrale de Bochner de f est

défini par ∫
X

f(t)dµ(t) =
n∑
i=1

yiµ(Ai).

Cette définition est indépendante des représentations.

Définition 1.3.2.

Une application Σ-mesurable f : X −→ E est dite intégrable au sens de Bochner

s’il existe une suite d’applications simples (fn)n≥1 telle que fn −→ f µ p.p, ‖fn − f‖ est
intégrable au sens de Lebesgue et

lim
n→∞

∫
X

‖fn − f‖dµ = 0,

où

‖f‖ : X −→ R

x 7−→ ‖f‖(x) = ‖f(x)‖.
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On pose alors ∫
X

fdµ = lim
n→∞

∫
X

fndµ.

Dans ce cas, on définit
∫
A

fdµ pour tout A ∈ Σ par
∫
A

fdµ = lim
n→∞

∫
A

fndµ.

Théorème 1.3.3.

Une application Σ-mesurable f : X −→ E est intégrable au sens de Bochner si et

seulement si ∫
X

‖f‖dµ <∞.

Corollaire 1.3.4.

Si f : X −→ E est une fonction intégrable au sens de Bochner et A ∈ Σ, alors∥∥∥∫
A

fdµ
∥∥∥ 6 ∫

A

‖f‖dµ.

Corollaire 1.3.5.

Si f, g : X −→ E sont deux applications intégrables au sens de Bochner et pour tout

A ∈ Σ,
∫
A

fdµ =
∫
A

gdµ, alors

f(x) = g(x) pour µ-presque tout x ∈ X.

Théorème 1.3.6. (Théorème de la convergence dominée)

Soit f : X −→ E une application Σ-mesurable, et (fn)n≥1 une suite d’application mesu-

rables de X dans E vérifiant

fn(x) −→ f(x) µ-presque partout sur X.

S’il existe une application h : X −→ R+ intégrable au sens de Lebesgue telle que

‖fn(x)‖ 6 h(x), µ-presque partout sur X, pour tout n ∈ N∗,

alors, fn, n ≥ 1 et f sont intégrables au sens de Bochner et∫
X

f(x)dµ = lim
n−→∞

∫
X

fn(x)dµ.

On note L 1(X,E) l’ensemble des applications mesurables, f telles que ‖f‖ est inté-
grable au sens de Lebesgue.

Si on note N l’ensemble des applictions Σ-mesurables f : X −→ E telles que f(x) = 0

µ-p.p sur X. L’espace des classes d’équivalence L 1(X,E)\N est noté par L1(X,E) c’est

un espace de Banach muni de la norme

‖f‖1 =

∫
X

‖f(x)‖dµ.
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1.4 Quelques résultats d’analyse convexe

Les resultats de cette section sont pris de la référence [19].

1.4.1 Fonctions semi-continues inférieurement

Définition 1.4.1. (Epigraphe)

Soient X un ensemble et f : X −→ R une fonction. L’épigraphe epi(f) de f est l’en-

semble

{(x, λ) ∈ X × R : f(x) ≤ λ}.

Soit E un espace vectoriel topologique.

Définition 1.4.2. (Fonction semi-continue inférieurement)

Soit f : E −→ R une fonction et a ∈ E. f est dite semi-continue inférieure en a si

pour tout k ∈ R, k < f(a), il existe un voisinage V de a tel que f(V ) > k.

• f est dite semi-continue inférieure sur E si f semi-continue inférieure en tout

point de E.

Théorème 1.4.3.

Soit f : E −→ R une fonction. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) f est semi-continue inférieure.

b) {x ∈ E : f(x) > λ} est ouvert pour chaque λ ∈ R.

c) {x ∈ E : f(x) ≤ λ} est fermé pour chaque λ ∈ R.

d) epi(f) est fermé (en tant que sous-ensemble de E × R).

1.4.2 Fonctions convexes

Soit E un espace vectoriel.

Définition 1.4.4. (Fonction convexe)

Soit f : E −→ R une fonction. f est dite convexe si pour tous x, y ∈ E, et tous λ, µ, v ∈ R

tels que f(x) < µ, f(y) < v, 0 < λ < 1,

f(λx+ (1− λ)y) < λµ+ (1− λ)v,
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ou, d’une manière équivalente, si pour tous x, y ∈ E, et tout λ ∈ [0, 1]

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Définition 1.4.5. (Domaine effectif)

a) Le domaine effectif d’une fonction convexe f : E −→ R, noté dom(f), est l’en-

semble {x ∈ E : f(x) < +∞}.

b) Une fonction convexe propre sur E est une fonction convexe de E dans R ∪ {+∞}
qui n’est pas identiquement +∞.

c) Une fonction convexe impropre sur E est une fonction convexe sur E qui n’est pas

propre.

Théorème 1.4.6.

Soit f : E −→ R une fonction. Alors, f est convexe si et seulement si epi(f) est convexe.

1.4.3 Ensembles convexes

Définition 1.4.7.

Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. On dit que A est un ensemble convexe si

∀u, v ∈ A,∀λ ∈ [0, 1] : λu+ (1− λ)v ∈ A.

Autrement dit si, pour tout u, v ∈ A, le segment de droite

[u, v] = {λu+ (1− λ)v : λ ∈ [0, 1]} ⊂ A.

Définition 1.4.8. (Simplexe de Rn)

On appelle Simplexe de Rn l’ensemble Θn défini par

Θn =
{

(λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn : λi ≥ 0, i = 1, n et

n∑
i=1

λi = 1
}
.

Définition 1.4.9.

Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, .., xn ∈ E. On appelle combinaison convexe

des éléments x1, x2, .., xn tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
n∑
i=1

λixi tel que (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Θn.

Proposition 1.4.10.

Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. On dit que A est convexe si et seulement s’il

contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.
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Définition 1.4.11. (Enveloppe convexe)

Soit E un espace vectoriel et soit A ⊂ E. On appelle enveloppe convexe de A qu’on

note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de E contenant A, c’est en

fait le plus petit convexe qui contient A.

Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de A

qu’on note co(A) le plus petit convexe fermé de E contenant A.

Proposition 1.4.12.

Soient E un espace vectoriel, A,B ⊂ E et α ∈ R.

1). co(α.A) = α.co(A).

2). co(A+B) = co(A) + co(B).

Si E un espace vectoriel topologique. Alors,

4). si A est un sous ensemble convexe de X alors A et A◦ le sont aussi ;

5). co(A) = co(A).

6). co(α.A) = α.co(A).

1.4.4 Sous différentiabilité d’une fonction convexe

Soit E un espace vectoriel normé et E ′ le dual de E.

Définition 1.4.13.

Soit f : E −→ R une fonction et soit x0 un point de E tel que |f(x0)| < +∞.

a) Soit x′0 ∈ E
′. x′0 est dite sous-gradiant de f en x0 si

f(x) ≥ f(x0) + 〈x′0, x− x0〉,

pour tout x ∈ E.

b) L’ensemble de tous les sous-gradiants de f en x0, est appelé le sous-différentiel

de f en x0. Il est noté ∂f(x0).

∂f(x0) est un sous ensemble convexe de E ′.

On dit que f est sous-différentiable en x0, si ∂f(x0) 6= ∅. Si f(x0) = −∞ ou bien

f(x0) = +∞, on définit ∂f(x0) = ∅.

c) Le sous-différentiel de f est la multi-application ∂f : x 7−→ ∂f(x) définie de E dans

E
′ (voir Section 1.7).

d) Le domaine de ∂f est l’ensemble dom(∂f) = {x ∈ E : ∂f(x) 6= ∅}.
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Proposition 1.4.14.

Soit H un espace de Hilbert et f ∈ Γ0(H). Alors

dom(∂f) ⊂ dom(f) ⊂ dom(f) = dom(∂f).

1.5 Distance de Hausdorff

Les resultats de cette section sont pris des références [3] et [17].

Définition 1.5.1.

Soient A et B deux sous ensembles d’un espace métrique (X, d). Posons

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y).

• On appelle écart entre A et B que l’on note e(A,B) la quantité définie par

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B).

• On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note H(A,B) la quantité

définie par

H(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}.

Remarquons que H(A,B) = H(B,A).

Théorème 1.5.2.

Soient A, B et C trois sous ensembles d’un espace métrique (X, d).

1. e(A, ∅) =∞ si A 6= ∅.

2. e(∅, B) = 0.

3. e(A,B) = 0⇐⇒ A ⊂ B.

4. e(A,C) ≤ e(A,B) + e(B,C).

5. H(A,B) = 0⇐⇒ A = B.

6. H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C).

7. |d(x,A)− d(x,B)| ≤ H(A,B), ∀x ∈ X.

Remarque 1.5.3.

• (Pcl(X),H) est un espace métrique.

• Si (X,d) est un espace métrique complet, alors (Pcl(X),H) est complet.
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• Si X est séparable, (Pk(X),H) est aussi séparable.

• Si X = E un espace vectoriel normé muni de la norme ‖ · ‖, alors

H(A,B) ≤ sup
x∈A
‖x‖+ sup

x∈B
‖x‖.

1.6 Topologies faible et faible*

Les résultats de cette section sont pris des références [17] et [6].

Soient X un ensemble, I un ensemble quelconque et soit (Yi)i∈I une famille d’espaces

topoloqiques. Pour chaque i ∈ I on se donne une application ϕi : X −→ Yi. Le problème

posé est de munir X par une topoloqie τ la moins fine (avec le minimum d’ouverts) qui

rend continues toutes les applications (ϕi)i∈I .

Proposition 1.6.1.

Soit τ l’ensemble des parties de X de la forme⋃
j∈J

⋂
i∈Fj

ϕ−1
i (Ui),

où Ui est un ouvert quelconque de Yi, Fj est un sous ensemble fini d’indices quelconque

de I et J est un ensemble quelconque. Alors, τ définit une topologie sur X. De plus, τ est

la topologie la moins finie sur X qui rend continues toutes les applications ϕi(i ∈ I).

1.6.1 Topologies faible

Soient E un espace de Banach et E ′ son dual topologique, c’est à dire

E ′ = {f : E −→ R, f linaire continue} = L (E,R),

muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈BE

|〈f, x〉| = sup
x∈E\{0E}

|〈f, x〉|
‖x‖

.

Définition 1.6.2.

Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) = f(x) := 〈f, x〉.
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Lorsque f d’écrit E ′, nous obtenons une famille d’applications (ϕf )f∈E′ définie sur E à

valeurs dans R. On appelle la topologie faible sur E, la topologie la moins fine sur E

rendant les applications (ϕf )f∈E′ continues et on la note σ(E,E ′).

On note w − E, l’espace E muni de la topologie faible.

Proposition 1.6.3.

La topologie faible σ(E,E ′) est séparée.

Proposition 1.6.4.

Soit (xn)n≥1 une suite d’éléments de E, alors quand n→ +∞ on a

1). xn ⇀ x⇐⇒ 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′ ;

2). xn −→ x =⇒ xn ⇀ x ;

3). xn ⇀ x =⇒ (‖xn‖)n≥1 est bornée et nous avons

‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖.

4). xn ⇀ x et fn −→ f =⇒ 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Proposition 1.6.5.

Lorsque E est de dimension finie, la topologie forte de E et la topologie faible σ(E,E ′)

coïncident. En particulier, une suite (xn)n≥1 ⊂ E converge faiblement si et seulement si

elle converge fortement.

Théorème 1.6.6.

Soit K un sous ensemble convexe de E. Alors K est faiblement fermée si et seulement si

K est fortement fermé.

1.6.2 Topologies faible*

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual topologique et E ′′ son bidual (c’est à dire le

dual de E ′) ;

E ′′ = {ζ : E ′ −→ R : ζ linéaire continue},

muni de la norme ‖ζ‖E′′ = sup
f∈BE′

|〈ζ, f〉|.

Il existe une injection canonique J : E −→ E ′′. En effet, pour tout x ∈ E fixé, l’application

Jx : E ′ −→ R

f 7−→ Jx(f) = 〈f, x〉,
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est linéaire continue sur E ′, c’est à dire, Jx est un élément de E ′′, et

J : E −→ E ′′

x 7−→ J(x) = Jx,

est linéaire continue, de plus, elle est une isométrie, et on a

〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E, ∀x ∈ E,∀f ∈ E ′.

Sur l’espace E ′ sont définies déjà deux topologies :

- La topologie forte associée à la norme de E ′.

- La topologie faible σ(E ′, E ′′).

On définit une troisième topologie sur E ′ qu’est la topologie faible*, définie comme

suit.

Définition 1.6.7.

La topologie faible* sur E ′ est la topologie la moins fine sur E ′ qui rend continues toutes

les applications (Jx)x∈E. On la note σ(E ′, E).

Proposition 1.6.8.

Soit E un espace de Banach.

- La topologie faible* σ(E ′, E) est séparée.

- La boule unité fermée de E ′ est faiblement* compacte.

Proposition 1.6.9.

Soit (fn)n≥1 ⊂ E ′ une suite d’éléments de E ′. Alors quand n −→ +∞ on a

1). fn ⇀∗ f ⇐⇒ 〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉, ∀x ∈ X.

2). fn −→ f =⇒ fn ⇀
∗ f.

3). fn ⇀ f =⇒ fn ⇀
∗ f.

4). fn ⇀∗ f =⇒ (‖fn‖E′)n≥1 est bornée et nous avons

‖f‖E′ ≤ lim inf
n→+∞

‖fn‖E′ .

5). fn ⇀∗ f et xn −→ x =⇒ 〈fn, x〉 −→ 〈f, x〉.

1.6.3 Espaces réflexifs

Soit E un espace de Banach.
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Définition 1.6.10.

On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′, c’est à dire, si J est bijective (on identifie alors

E à E ′′ à l’aide de l’isomorphisme J).

Théorème 1.6.11.

Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1). E est réflexif.

2). BE(0, 1) = {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} est σ(E,E ′)-compact.

3). Pour tout suite (xn)n≥1 bornée dans E il existe une suite (xnk
)k≥1 qui converge pour

σ(E,E ′).

Proposition 1.6.12.

• Tout espace de Hilbert est réflexif.

• Tout espace de dimension finie est réflexif.

Corollaire 1.6.13.

Soit E un espace réflexif et soit C ⊂ E un convexe fermé borné. Alors C est compact pour

la topologie σ(E,E ′).

Proposition 1.6.14.

Si E est réflexif, alors les topologies faible et faible* sur E ′ coïncident.

Dans la suite, on donne comme cas particulier les espaces Lp(I,H) avec 1 ≤ p ≤ ∞
et où H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈·, ·〉.

Proposition 1.6.15.

Soit p ∈]1,+∞] et soit q son conjugué, i.e, 1
p

+ 1
q

= 1. Alors l’application

J : Lp(I,H) −→ (Lq(I,H))′

f 7−→ J(f) = ϕf ,

où

ϕf : Lq(I,H) −→ R

g 7−→ ϕf (g) =

∫
I

〈f(t), g(t)〉dt,

est une bijection. On identifie alors f avec J(f) ∈ (Lq(I,H))′. On a alors une notion de

convergence faible* dans Lp(I,H). Si 1 < p < +∞ (on a alors aussi 1 < q < +∞), les

notions de convergence faible et faible* dans Lp(I,H) coïncident.
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Proposition 1.6.16. (Convergence faible dans Lp(I,H))

Soient p ∈]1,+∞[ et q le conjugué de p, (fn)n≥1 ⊂ Lp(I,H) et f ∈ Lp(I,H). Alors, la

suite (fn)n≥1 converge faiblement vers f si et seulement si on a, pour tout g ∈ Lq(I,H)

〈fn, g〉 =

∫
I

〈fn(t), g(t)〉dt −→
∫
I

〈f(t), g(t)〉dt quand n −→ +∞.

Proposition 1.6.17.

Soit p ∈]1,+∞[. Alors Lp(I,H) est un espace réflexif.

Soit E un espace de Banach. Dans l’espace L2(I, E) on considère la norme ”faible”

‖x‖w = max
0≤a≤b≤1

∥∥∥∫ b

a

x(s)ds
∥∥∥, (1.1)

cette norme est équivalente à la norme

‖|x‖| = max
0≤t≤1

∥∥∥∫ t

0

x(s)ds
∥∥∥. (1.2)

En effet, pour tout t ∈ I, et en prenant a = 0 et b = t,∥∥∥∫ t

0

x(s)ds
∥∥∥ ≤ max

0≤a≤b≤1

∥∥∥∫ b

a

x(s)ds
∥∥∥ = ‖x‖w.

D’où,

‖|x‖| ≤ ‖x‖w. (1.3)

D’autre part, pour tout a, b ∈ I, a ≤ b,∥∥∥∫ b

a

x(s)ds
∥∥∥ =

∥∥∥∫ b

0

x(s)ds−
∫ a

0

x(s)ds
∥∥∥

≤
∥∥∥∫ b

0

x(s)ds
∥∥∥+

∥∥∥∫ a

0

x(s)ds
∥∥∥

≤ 2‖|x‖|.

D’où

‖x‖w ≤ 2‖|x‖|. (1.4)

De (1.3) et (1.4), on déduit que ‖ · ‖w et ‖| · ‖| sont équivalentes. De plus, ‖ · ‖w ≤ 2‖ · ‖p.
En effet, pour x ∈ L2(I,H)

‖x‖w ≤ 2|‖x‖|

= 2 max
t∈I

∥∥∥∫ t

0

x(s)ds
∥∥∥

≤ 2 max
t∈I

∫ t

0

‖x(s)‖ds

= 2

∫ 1

0

‖x(s)‖ds

C.S

≤ 2‖x‖p.
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On note par Lpw(I, E) l’espace Lp(I, E) muni de la norme faible.

Lemme 1.6.18. (Voir [18])

Soit H un espace de Hilbert. Soit (fn)n≥1 une suite dans L2(I,H) et f ∈ L2(I,H) tels

que sup
n
‖fn‖2 <∞ et ‖fn − f‖w −→ 0.

Alors, (fn) converge faiblement vers f dans L2(I,H).

1.7 Multi-applications

1.7.1 Multi-applications et sélections

Les résultats suivant sont pris des références [3] et [26].

Définition 1.7.1.

Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application (ou fonction

multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y toute application qui à chaque élément

x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y , on note F : X ⇒ Y.

• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom(F ), le sous

ensemble de Y défini par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note Gr(F ), le sous ensemble de X × Y défini par

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y

défini par F (A) =
⋃
x∈A

F (x), et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y : ∃x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque large de F , le sous ensemble

défini par

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅}.

• Pour tout V ⊂ X, on appelle image réciproque étroite de F , le sous ensemble

défini par

F−1
+ (V ) = {x ∈ X : F (x) ⊆ V }.
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Définition 1.7.2.

Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute application

f : dom(F ) −→ Y vérifiant

f(x) ∈ F (x),∀x ∈ dom(F ).

1.7.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivant sont pris des références [3], [11], [1] et [2].

Définition 1.7.3.

Soient X et Y deux espaces topologiques, et F : X ⇒ Y une multi-application.

1). On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si pour

tout ouvert U de X contenant F (x0) c’est à dire F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage

Ω de x0 tel que F (Ω) ⊂ U . Autrement dit F−1
+ (U) est un voisinage de x0.

• F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x0 ∈ X.

2). On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si pour

tout ouvert U de X vérifiant F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage de x0 tel que

F (x0) ∩ U 6= ∅, ∀z ∈ Ω. Autrement dit F−1(U) est un voisinage de x0.

• F est s.c.i sur X si elle est s.c.i en tout point x0 ∈ X.

3). On dit que F est continue au point x0 si elle est s.c.s et s.c.i au point x0.

Proposition 1.7.4.

Soient X et Y deux espaces topologiques et considérons la multi-application F : X ⇒ Y .

Alors

(i) F est s.c.s si et seulement si F−1(U) est fermé de X pour tout U fermé de Y .

(ii) F est s.c.i si et seulement si F−1(U) est ouvert de X pour tout U ouvert de Y .

Lemme 1.7.5.

La multi-application F : X ⇒ Y est semi-continue inférieurement si et seulement si

la fonction dy : X −→ R, définie par dy(x) = d(y, F (x)), ∀x ∈ X est semi-continue

supérieurement pour tout y ∈ Y .
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Théorème 1.7.6.

Soit X et Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-application. Alors, F est

semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement si pour tout suite (xn) de

point de X, telle que xn −→ x0 et pour tout y0 ∈ F (x), il existe une suite (yn) telle que

yn ∈ F (xn) et yn −→ y0.

Définition 1.7.7. (Continuité par rapport à la distance de Hausdorff)

Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques, et F : X ⇒ Y une multi-application. Alors

• F est dite H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si pour tout ε > 0,

il existe δ > 0 tel que

F (B(x0, δ)) ⊂ V (F (x0), ε) = {y ∈ Y : d(y, F (x0)) ≤ ε}.

• On dit que F est H-semi-continue supérieurement sur X si elle l’est en tout

point de X.

• F est dite H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si pour tout ε > 0,

il existe δ > 0 tel que

F (x0) ⊂ [V (F (x), ε)]◦ ; ∀x ∈ B(x0, δ).

• On dit que F est H-semi-continue inférieurement sur X si elle l’est en tout

point de X.

• On dit que F est H-continue si elle est H-semi-continue supérieurement et H-
semi-continue inférieurement.

Proposition 1.7.8.

Soit X et Y deux espace métriques et soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs

fermées. Alors,

• F est H-semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si et seulement si, pour

toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a

lim
n−→∞

e(F (xn), F (x0)) = 0;

• F est H-semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement si, pour

toute suite (xn) ⊂ X convergente vers x0, on a

lim
n−→∞

e(F (x0), F (xn)) = 0;
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• F est H-continue au point x0 ∈ X si et seulement si, pour toute suite (xn) ⊂ X

convergente vers x0, on a

lim
n−→∞

H(F (xn), F (x0)) = 0.

Proposition 1.7.9.

Si F est H-semi-continue inférieurement au point x0 alors F est semi-continue inférieu-

rement au point x0.

Proposition 1.7.10.

Si F (x0) est compact alors

- F est H-semi-continue supérieurement au point x0 si et seulement si F est semi-

continue supérieurement au point x0.

- F est H-semi-continue inférieurement au point x0 si et seulement si F est semi-

continue inférieurement au point x0.

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Les résultats suivant sont pris des références [3], [12], [8] et [22].

Définition 1.7.11.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : X ⇒ Y une multi-

application.

1). On dit que F est Σ-mesurable où mesurable, si pour tout ouvert O de Y on a

F−1(O) ∈ Σ.

2). On dit que F est fortement mesurable, si pour tout fermé V de Y on a F−1(V ) ∈
Σ.

Proposition 1.7.12.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : X ⇒ Y une multi-

application. Si F est fortement mesurable, alors F est mesurable.

Proposition 1.7.13.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et soit F : X ⇒ Y

une multi-application. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1). F est Σ-mesurable.

2). Pour chaque y ∈ Y , la fonction dy : X −→ R définie par dy = d(y, F (x)) est

Σ-mesurable.
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Proposition 1.7.14.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable. Si F : X ⇒ Y une

multi-application mesurable ou fortement mesurable, alors dom(F ) est mesurable.

Proposition 1.7.15.

Soient X un espace topologique et Y un espace métrique séparable, alors la multi-application

F : X ⇒ Y est mesurable si et seulement si F : X ⇒ Y définie par F (x) = F (x) est

mesurable.

Théorème 1.7.16.

Soient (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach et soient F : X × E ⇒ E

une multi-application mesurable et u : X ⇒ E une application Σ-mesurable. Alors, la

multi-application x 7−→ F (x, u(x)) est mesurable.

Lemme 1.7.17.

Soit (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-

application mesurable à valeurs fermées. Alors le graphe de F appartient à Σ⊗B(Y ) (La

tribu engendrée par les ensembles A×B ∈ Σ× B(Y )).

Lemme 1.7.18.

Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré positive avec µ est σ-finie et Σ est µ-complète.

Soient Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs

fermées, alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(a) F est Σ-mesurable.

(b) Gr(F ) ∈ Σ⊗ B(Y ).

(c) F est fortement mesurable.

Théorème 1.7.19. (Théorème d’existence de sélections mesurables)

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et F : X ⇒ Y une

multi-application mesurable à valeurs non vides et fermées. Alors, F admet au moins une

sélection mesurable.

Théorème 1.7.20.

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ est µ-complète et µ est σ-finie. Soit E un espace

de Banach séparable et soient f : X −→ E une application mesurable et ρ : X −→ R+

une fonction mesurable. Alors, x 7−→ BE(f(x), ρ(x)) est une multi-application mesurable.

Proposition 1.7.21.

Soit X un espace métrique séparable et F : I × X ⇒ X une multi-application à valeurs

non vides et fermées telle que
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(i) ∀x ∈ X, t 7−→ F (t, x) est mesurable,

(ii) ∀t ∈ I, x 7−→ F (t, x) est continue ou bien H-continue.

Alors F est mesurable.

1.7.4 Ensembles décomposables et Lp-sélections

Les résultats de cette section sont pris des références [16, 17] et [25].

Soit E un espace de Banach séparable.

Définition 1.7.22.

Soit K un ensemble de Lp(I, E). On dit que K est décomposable si pour tous u, v ∈ K
et pour tout sous ensemble A ∈ L(I), nous avons

1IAu+ (1− 1IA)v ∈ K.

Définition 1.7.23.

Soit F : I ⇒ E une multi-application

• On définit l’ensemble des sélections mesurables par

SF =
{
f : I −→ E mesurable : f(t) ∈ F (t), p.p sur I

}
.

• Pour 1 ≤ p < +∞, on définit l’ensemble de toutes les Lp-sélections de F par

SpF =
{
f ∈ Lp(I, E) : f(t) ∈ F (t), p.p sur I

}
.

Lemme 1.7.24.

Soit F : I ⇒ E une multi-application de graphe mesurable et 1 ≤ p < +∞, alors SpF est

non vide si et seulement si

d(0E, F (t)) = inf
x∈F (t)

‖x‖ ≤ h(t) p.p sur I,

pour une certaine fonction h(.) ∈ Lp(I,R).

Proposition 1.7.25.

Soit F : I ⇒ E une multi-application. Alors les ensembles SF et SpF sont décomposables.

Si F est à valeurs non vides et fermées, alors l’ensemble SpF est fermé dans Lp(I, E).

Proposition 1.7.26.

Soit F : X ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs non vides et fermées. On
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définit la multi-application co(F ) : I ⇒ E par co(F )(t) = co(F (t)) pour tout t ∈ I et on

définit la multi-application co(F ) : I ⇒ E par co(F )(t) = co(F (t)) pour tout t ∈ I. Alors,
co(F ) est une multi-application mesurable à valeurs non vides et co(F ) est une multi-

application mesurable à valeurs non vides et fermées. De plus, si SpF 6= ∅ (1 ≤ p < +∞),

alors

co(SpF ) = Spco(F ), (1 ≤ p < +∞).

Théorème 1.7.27.

Soit F : I ⇒ E une multi-application mesurable à valeurs non vides fermées et bor-

nées. Supposons que F est intégrablement bornée, i. e., il existe une fonction positive et

intégrable λ : I → R telle que

‖F (t)‖ ≤ λ(t), p.p. sur I.

Alors pour toute u ∈ Sco(F ) et ε ≥ 0, il existe v ∈ SF telle que

‖u− v‖w < ε.

1.8 Operateurs maximaux monotones

Les resultats de cette section sont pris des références [7] et [5].

Soit E un espace de Banach, E ′ son dual topologique. Soit A : E ⇒ E ′ une multi-

application. Alors, le domaine de A est donné par

dom(A) = {x ∈ E : A(x) 6= ∅},

et l’image de A par

R(A) = {y ∈ E ′ : il existe x ∈ dom(A) tel que y ∈ A(x)}.

Définition 1.8.1. ( Opérateur monotone)

Soit A : dom(A) ⊆ E ⇒ E ′ une multi-application (opérateurr multivoque).

On dit que A est un opérateur monotone, si 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0 pour tous xi ∈
dom(A), et yi ∈ A(xi), i = 1, 2.

Si 〈y1− y2, x1−x2〉 = 0 implique que x1 = x2, on dit que A est strictement monotone.

L’ensemble des opérateurs multivoques est ordonné par l’inclusion des graphes, i.e,

A ⊂ B est équivalent à, pour tout x ∈ H, A(x) ⊂ B(x).
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Proposition 1.8.2. ( Opérateurs maximaux monotones)

Un opérateur monotone A est dit maximal si A ne peut pas être proprement contenu

dans d’autres opérateurs monotones.

En explicitant cette définition, nous aurons la proposition suivante.

Proposition 1.8.3.

Un opérateur monotone A : E ⇒ E ′ est dit maximal monotone si et seulement si pour

tout (x, y) ∈ E × E ′ tel que

〈y − v, x− u〉 ≥ 0, pour tout (u, v) ∈ Gr(A),

on a y ∈ A(x).

Théorème 1.8.4.

Si ϕ est une fonction propre convexe s.c.i. définie sur E à valeurs dans R, alors ∂ϕ est

un opérateurs maximal monotone sur E à valeurs dans E ′.

1.9 Fonctions absolument continues

Les résultats suivants sont pris des références [10] et [3].

Définition 1.9.1.

Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé et f : I −→ E une application. f est dite

absolument continue si pour tout ε > 0 il existe ζ > 0 tel que pour toute famille finie

d’intervalles ouverts disjoints de I ; (]ai, bi[)i∈{1,...,n}, nous avons
n∑
i=1

(bi − ai) ≤ ζ =⇒
n∑
i=1

‖f(bi)− f(ai)‖ ≤ ε.

Proposition 1.9.2.

Soient E un espace réflexif et f ∈ C(I, E). Alors f est absolument continue si et seulement

s’il existe une application g ∈ L1(I, E) telle que

f(t) = f(0) +

∫ t

0

g(s)ds, ∀t ∈ I.

Dans ce cas,
.

f(t) = g(t) p.p sur I.

Proposition 1.9.3.

Si E est réflexif et f : I −→ E est absolument continue, alors f est dérivable pour presque

tout t ∈ I, et on a

f(t)− f(0) =

∫ t

0

.

f(s)ds, ∀t ∈ I.
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Proposition 1.9.4.

Soit E un espace de Banach et f, g ∈ W 1,2(I, E). Alors la fonction t 7−→ 〈u(t), v(t)〉 est
absolument continue et

d

dt
〈f(t), g(t)〉 = 〈

.

f(t), g(t)〉+ 〈 .g(t), f(t)〉 p.p sur I.

1.10 Lemme de Gronwell

Le lemme suivant est pris de la référence [7].

Lemme 1.10.1.

Soit m ∈ L1(I,R) telle que m(t) ≥ 0. p.p sur ]0.1[, et soit α ≥ 0. Soit φ : I −→ R une

fonction continue vérifiant

1

2
φ2(t) ≤ 1

2
α2 +

∫ t

0

m(s)φ(s)ds, ∀t ∈ I.

Alors,

|φ(t)| ≤ α +

∫ t

0

m(s)ds, ∀t ∈ I.



CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS

Ce chapitre sera consacré à l’étude de l’existence de solutions pour les inclusions d’évo-

lution du premier ordre de la forme suivante

(PF )


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + F (t, x(t)) p p sur I,

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p. sur I,

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0),

où F : I ×H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vide, fermées et pas nécessai-

rement bornées, et ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I.

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit u ∈ L2(I,H). On considére l’inclusion

d’évolution suivante

(Pu)


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + u(t) p.p sur I,

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p. t ∈ I,

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0).

Définition 2.1. (Voir [21])

a) Pour u ∈ L2(I,H) une application, xu ∈ W 1,2(I,H) est dite solution du problème

25
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(Pu), si xu(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur I et il existe g ∈ L2(I,H) telle que
− .
x(t) = g(t) + u(t)

et

g(t) ∈ ∂ϕt(xu(t)) p.p. sur I.

b) On appelle solution du problème (PF ), le couple (xu, u) tel que u ∈ L2(I,H), xu est

solution du problème (Pu) et

u(t) ∈ F (t, xu(t)) p.p. sur I.

Considérons l’hypothèse suivante

Hypothèse H(ϕ).

Les applications ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I vérifient la propriété suivante :

Pour tout r ≥ 0, il existe des fonctions ar ∈ W 1,2(I,R), br ∈ W 1,1(I,R) telles que pour

tous s, t ∈ I, s ≤ t et tout x ∈ dom(ϕs), ‖x‖ ≤ r il existe un élément y ∈ dom(ϕt)

satisfaisant les inégalités

‖x− y‖ ≤ |ar(t)− ar(s)|
(
|ϕs(x)|

1
2 + 1

)
, (2.1)

ϕt(y)− ϕs(x) ≤ |br(t)− br(s)| (|ϕs(x)|+ 1) . (2.2)

Par les Théorèmes 1.1.1 et 1.5.1 de [14], on a le Théorème suivant :

Théorème 2.2.

Supposons que les applications ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I vérifient l’hypothèse H(ϕ). Alors, pour

tous x0 ∈ dom(ϕ0) et u ∈ L2(I,H), le probléme

(Pu)


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + u(t) p.p. sur I,

x(t) ∈ dom(∂ϕt) p.p sur I,

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0) p.p. t ∈ I,

admet une solution unique xu ∈ W 1,2(I,H).

Proposition 2.3. (Voir[21])

Soit u1, u2 ∈ L2(I,H) et soit xu1 , xu2 les solutions uniques des problèmes (Pu1) et (Pu2)

réspéctivement avec xui(0) = xi0 ∈ dom(ϕ0), i = 1, 2, alors

‖xu1(t)− xu2(t)‖ ≤ ‖x1
0 − x2

0‖+

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖ds, ∀t ∈ I. (2.3)
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Preuve.

Par la définition du Problème (Pu), on a

− .
xu1(t)− u1(t) ∈ ∂ϕt(xu1(t)) et − .

xu2(t)− u2(t) ∈ ∂ϕt(xu2(t)), p.p sur I.

Or, Par le Théorème 1.8.4, ∂ϕt est monotone, donc, en utilisant la Proposition 1.9.4, pour

presque tout t ∈ I, on a

〈− .
xu1(t)− u1(t) +

.
xu2(t)− u2(t), xu1(t)− xu2(t)〉 ≥ 0

⇐⇒ 〈 .xu1(t) + u1(t)− .
xu2(t)− u2(t), xu1(t)− xu2(t)〉 ≤ 0

⇐⇒ 〈 .xu1(t)− .
xu2(t), xu1(t)− xu2(t)〉 ≤ 〈u2(t)− u1(t), xu1(t)− xu2(t)〉

⇐⇒ 1

2

d

dt
‖xu1(t)− xu2(t)‖2 ≤ 〈u2(t)− u1(t), xu1(t)− xu2(t)〉 ≤ ‖u1(t)− u2(t)‖‖xu1(t)− xu2(t)‖.

En intégrant entre 0 et t, étant donné que xu1(0) = x1
0 et xu2(0) = x2

0, on trouve

1

2

(
‖xu1(t)− xu2(t)‖2 − ‖xu1(0)− xu2(0)‖2

)
≤
∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖‖xu1(s)− xu2(s)‖ds,

qu’est equivalent à

1

2
‖xu1(t)− xu2(t)‖2 ≤ 1

2
‖x1

0 − x2
0‖2

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖‖xu1(s)− xu2(s)‖ds.

Par le Lemme de Gronwalle (Lemme 1.10.1), on obtient

‖xu1(t)− xu2(t)‖ ≤ ‖x1
0 − x2

0‖+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖ds, ∀t ∈ I. (2.4)

�

Remarque 2.4.

Considérons Θ : I −→ H l’application définie par Θ(t) = 0H , ∀t ∈ I, et soit xΘ la solution

unique du problème

(PΘ)


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) p.p sur I,

x(t) ∈ dom(∂ϕt), p.p sur I,

x(0) = xΘ
0 ∈ dom(ϕ0).

Alors, de (2.4) il s’ensuit que pour tout soulution xu du problème (Pu), on a

‖xu(t)− xΘ(t)‖ ≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

‖u(s)‖ds, ∀t ∈ I. (2.5)

Théorème 2.5. (Voir [23])

Soit la suite (un)n≥1 ⊂ L2(I,H) telle que

un ⇀ u dans L2(I,H),
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et l’ensemble (un(t))n≥1 est relativement compact dans H p.p. sur I. Alors, la suite

(xun)n≥1 admet les proporiétés suivantes quand n→ +∞.

xun → xu dans C(I,H).

.
xun ⇀

.
xu dans L2(I,H).

Faisons l’hypothèse suivante :

Hypothèse H(F ).

La multi-application F : I × H ⇒ H est à valeurs non vides et fermées et vérifie les

propriétés suivantes :

1) Pour tout x ∈ H, la multi-application t 7−→ F (t, x) est mesurable.

2) Il existe une fonction strictement positive k ∈ L2(I,R) telle que pour tout x, y ∈
H, x 6= y,

H(F (t, x), F (t, y)) < k(t)‖x− y‖, ∀t ∈ I. (2.6)

3) Il existe une fonction strictement positive a ∈ L2(I,R), telle que pour presque tout

t ∈ I, on a

d(0H , F (t, xΘ(t))) < a(t). (2.7)

Considérons l’équation différentielle suivante
.
r(t) = a(t) + k(t)r(t), p.p sur I,

r(0) = r0 ≥ ‖x0 − xΘ
0 ‖.

(2.8)

Lemme 2.6.

L’équation (2.8) admet une solution unique r : I −→ R définie par

r(t) = r0e
m(t) +

∫ t

0

em(t)−m(s)a(s)ds, ∀t ∈ I,

avec, m(t) =
t∫

0

k(s)ds, ∀t ∈ I.

Preuve.

On résout l’équation homogène associée à l’équation (2.8), i.e, l’équation

.
r(t)− k(t)r(t) = 0.

Les solutions sont les fonctions de la forme

rh(t) = ce
∫ t
0 k(s)ds, ∀t ∈ I, ∀c ∈ R.
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En utilisant la méthode de variation de la constante, on trouve la solution particulière de

la forme

rp(t) = c(t)e
∫ t
0 k(s)ds, ∀t ∈ I,

avec c est une fonction dérivable. En dérivant rp, on obtient

.
r(t) =

.
c(t)e

∫ t
0 k(s)ds + c(t)k(t)e

∫ t
0 k(s)ds.

En remplaçant dans l’équation (2.8) on obtient

.
c(t)e

∫ t
0 k(s)ds = a(t).

D’où,
.
c(t) = a(t)e−

∫ t
0 k(s)ds.

En intégrant .
c(t) entre 0 et t, on trouve

c(t) =

∫ t

0

a(s)e−
∫ s
0 k(τ)dτds+ c1, ∀c1 ∈ R.

Donc,

rp(t) = c1e
m(t) +

∫ t

0

em(t)−m(s)a(s)ds, ∀t ∈ I.

Alors, la solution générale de l’équation (2.8) est

r(t) = rp(t) + rh(t).

En utilisant la condition iniciale, r(0) = r0 = c1, il s’ensuit que

r(t) = r0e
m(t) +

∫ t

0

em(t)−m(s)a(s)ds, m(t) =

∫ t

0

k(s)ds, ∀t ∈ I. (2.9)

�

On donne maintenant le théorème principal de ce chapitre (voir [21]).

Théorème 2.7.

Soit ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I des applications vérifiant l’hypothèse H(ϕ) et soit F : I ×
H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides et fermées vérifiant l’hypothèse H(F ).

Alors, pour tout x0 ∈ dom(ϕ0) l’inclusion (PF ) admet une solution (xu, u), satisfaisant

les inégalités suivantes :

‖xu(t)− xΘ(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I, ‖u(t)‖ ≤ .
r(t) p.p sur I. (2.10)
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Preuve.

Etape 1.

Considérons la multi-application U : I ×H ⇒ H, définie par

U(t, x) = F (t, x+ xΘ(t)), ∀x ∈ H, ∀t ∈ I. (2.11)

De l’hypothèse H(F ), il s’ensuit que la multi-application U est à valeurs non vides et

fermées et vérifie les propriétés suivantes.

a) La multi-application t 7−→ U(t, x) est mesurable.

b) H(U(t, x), U(t, y)) < k(t)‖x− y‖, ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ H, x 6= y.

c) d(0H , U(t, 0H)) < a(t) p.p sur I.

Montrons ces propriétés.

a) Soit x ∈ H fixé et posons y(·) = x+ xΘ(·) ∈ C(I,H).

Considérons la multi-application G : t 7−→ F (t, y(t)) définie sur I.

De l’hypothèse H(F )(2), la multi-application z 7−→ F (t, z) est H-continue sur I.

En effet, pour toute suite (zn) ⊂ H telle que zn −→ z0 quand n −→ ∞, on a, pour

tout t ∈ I
0 ≤ H(F (t, zn), F (t, z0)) < k(t)‖zn − z0‖ −→

n→∞
0.

D’où

lim
n→∞

H(F (t, zn), F (t, z0)) = 0.

Donc, par la Proposition 1.7.8, la multi-application z 7−→ F (t, z) est H-continue,
∀t ∈ I.
De l’hypothèses H(F )(1) et la Proposition 1.7.21 on déduit que F est mesurable et

puisque y(·) est mesurable, par le Théorème 1.7.16, G est mesurable, donc t 7−→
U(t, x) l’est aussi.

b) De H(F )(2) on a

H(U(t, x), U(t, y)) = H(F (t, x+ xΘ(t)), F (t, y + xΘ(t)))

< k(t)‖x+ xΘ(t)− y − xΘ(t)‖

= k(t)‖x− y‖, ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ H, x 6= y.

D’où

H(U(t, x), U(t, y)) < k(t)‖x− y‖ ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ H, x 6= y; (2.12)
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c) De (2.7), on a

d(0H , U(t, 0H)) = d(0H , F (t, xΘ(t))) < a(t).

D’où

d(0H , U(t, 0H)) < a(t) p.p sur I. (2.13)

Montrons que

1). d(0H , U(t, x)) < a(t) + k(t)‖x‖ p.p sur I, ∀x ∈ H,

2). U(t, x) ∩ .
r(t)B 6= ∅ p.p sur I, ‖x‖ ≤ r(t),

3). U(t, x)∩ .
r(t)B ⊂ U(t, y) + k(t)‖x− y‖B p.p sur I, ‖x‖ ≤ r(t), ‖y‖ ≤ r(t), ∀t ∈

I.

1). Soit x ∈ H et soit y ∈ U(t, 0H). On a

d(0H , U(t, x)) = inf
z∈U(t,x)

d(0H , z)

≤ inf
z∈U(t,x)

(d(0H , y) + d(y, z))

= d(0H , y) + inf
z∈U(t,x)

d(y, z)

= d(0H , y) + d(y, U(t, x))

≤ d(0H , y) + e(U(t, 0H), U(t, x))

≤ d(0H , y) +H(U(t, 0H), U(t, x))

< d(0H , y) + k(t)‖x‖.

Puisque y est arbitraire dans U(t, 0H), on obtient

d(y, U(t, x)) ≤ inf
y∈U(t,0)

d(0H , y) + k(t)‖x‖

= d(0H , U(t, 0H)) + k(t)‖x‖.

De (2.13), on obtient

d(0H , U(t, x)) < a(t) + k(t)‖x‖, p.p sur I, ∀x ∈ H. (2.14)

2). D’après (2.14) on a, pour tout x ∈ H

d(0H , U(t, x)) < a(t) + k(t)‖x‖ p.p sur I.

Soit t ∈ I tel que (2.14) soit vérifiée et soit x ∈ H tel que ‖x‖ ≤ r(t). Alors, il existe

ε > 0 tel que
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d(0H , U(t, x)) ≤ a(t) + k(t)‖x‖ − ε,

et il existe vε ∈ U(t, x) tel que

‖vε‖ < d(0H , U(t, x)) + ε ≤ a(t) + k(t)‖x‖ − ε+ ε,

Donc

‖vε‖ ≤ a(t) + k(t)‖x‖ ≤ a(t) + k(t)r(t).

Il s’ensuit de (2.8) que

‖vε‖ ≤
.
r(t).

Alors

vε ∈ U(t, x) ∩ .
r(t)B.

Par conséquent

U(t, x) ∩ .
r(t)B 6= ∅ p.p. sur I, ‖x‖ ≤ r(t). (2.15)

3). Soit t ∈ I, tel que (2.15) soit vérifiée. Soit x, y ∈ H, tels que ‖x‖ ≤ r(t) et ‖y‖ ≤ r(t).

On a

H(U(t, x), U(t, y)) = max{e(U(t, x), U(t, y)), e(U(t, y), U(t, x))}.

Soit v ∈ U(t, x) ∩ .
r(t)B. D’après (b) on a

d(v, U(t, y)) ≤ e(U(t, x), U(t, y))

≤ H(U(t, x), U(t, y))

< k(t)‖x− y‖.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(v, U(t, y)) ≤ k(t)‖x− y‖ − ε,

et il existe wε ∈ U(t, y) tel que :

‖v − wε‖ < d(v, U(t, y)) + ε

≤ k(t)‖x− y‖.

Cela implique que

v − wε ∈ k(t)‖x− y‖B.
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Alors

v ∈ wε + k(t)‖x− y‖B ⊂ U(t, y) + k(t)‖x− y‖B.

Donc

U(t, x) ∩ .
r(t)B ⊂ U(t, y) + k(t)‖x− y‖B.

On obtient

U(t, x) ∩ .
r(t)B ⊂ U(t, y) + k(t)‖x− y‖B. p.p sur I, (2.16)

pour x, y ∈ H tel que ‖x‖ ≤ r(t), ‖y‖ ≤ r(t), et x 6= y.

Etape 2.

On construit par réccurence des suites yi+1, ui, i = 0, 1, 2, ..., avec les propriétés

y0(t) = 0H , yi+1(t) = xui(t)− xΘ(t), ∀t ∈ I, (2.17)

où xui est la solution unique de l’inclusion (Pu) avec u = ui ∈ L2(I,H),

ui(t) ∈ U(t, yi(t)) p.p sur I, (2.18)

‖ui(t)‖ ≤
.
r(t) p.p sur I, ‖yi+1(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I, (2.19)

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖ p.p sur I, i ≥ 1, (2.20)

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)

(
r0

[m(t)]i−1

(i− 1)!
+

∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s)ds

)
p.p sur I, i ≥ 1,

(2.21)

‖yi+1(t)− yi(t)‖ ≤ r0
[m(t)]i

i!
+

∫ t

0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s)ds. (2.22)

De (2.13) et (2.17) on a

d(0H , U(t, y0(t))) = d(0H , U(t, 0H)) < a(t) p.p sur I. (2.23)

On définit la multi-application K : I ⇒ H par

K(t) = U(t, y0(t)), ∀t ∈ I,

et on définit l’application α0 : I −→ R par

α0(t) = d(0H , K(t)), ∀t ∈ I.

Par a) K est mesurable, donc par la Proposition 1.7.13. α0 est mesurable et

α0(t) =
α0(t) + α0(t)

2
<
α0(t) + a(t)

2
<
a(t) + a(t)

2
= a(t) p.p sur I. (2.24)
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Considérons la multi-application H0 : I ⇒ H définie par, pour tout t ∈ I, on a

H0(t) = K(t) ∩ α0(t) + a(t)

2
B

=
{
x ∈ K(t) : ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)

2

}
, p.p sur I.

Comme K est à valeurs fermées, on voit que H0 est à valeurs fermées.

Soit t ∈ I. On a

α0(t) = d(0H , U(t, y0(t))) <
α0(t) + a(t)

2
.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(0H , U(t, y0(t))) ≤ α0(t) + a(t)

2
− ε,

et il existe vε ∈ U(t, y0(t)) tel que

‖vε‖ < d(0H , U(t, y0(t))) + ε

≤ α0(t) + a(t)

2
.

Donc

vε ∈ U(t, y0(t)) ∩ α0(t) + a(t)

2
B = H0(t).

D’où H0(t) 6= ∅, c’est à dire que H0 est à valeurs non vides. De plus, on a

Gr(H0) = {(t, x) ∈ I ×H : x ∈ H0(t)}

=
{

(t, x) ∈ I ×H : x ∈ K(t) et ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)

2

}
= {(t, x) ∈ I ×H : x ∈ K(t)

}
∩
{

(t, x) ∈ I ×H : ‖x‖ ≤ α0(t) + a(t)

2

}
= {(t, x) ∈ I ×H : x ∈ K(t)} ∩

{
(t, x) ∈ I ×H : x ∈ B

(
0H ,

α0(t) + a(t)

2

)}
= Gr(K) ∩Gr(B(Θ(·), ρ(·))),

où ρ(t) =
α0(t) + a(t)

2
.

Puisque K est mesurable à valeurs non vides et fermées dans H, par le Lemme 1.7.17,

Gr(K) est mesurable.

De plus, puisque α0 et a sont mesurables, ρ : I −→ R+ l’est aussi, donc d’après le

Théorème 1.7.20, on conclut que Gr(B(Θ(·), ρ(.))) ∈ L(I) ⊗ B(E) et donc Gr(H0) ∈
L(I)⊗ B(E), c’est à dire H0 est mesurable (voir le Lemme 1.7.18).

Par conséquent, d’après le théorème d’existence de sélection mesurable (Théorème 1.7.19),

il existe une application mesurable u0 : I −→ H telle que u0(t) ∈ H0(t) = U(t, y0(t)) ∩
α0(t) + a(t)

2
B, pour tout t ∈ I, et par (2.24), on a

‖u0(t)‖ ≤ a(t) p.p sur I. (2.25)
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De plus,

u0(t) ∈ U(t, y0(t)). (2.26)

D’après (2.8) et (2.25), on trouve que

‖u0(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t)

=
.
r(t), p.p sur I, (2.27)

et par (2.17), il s’ensuit que ‖y0(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I.
Puisque a ∈ L2(I,R) de (2.25), on déduit que u0 ∈ L2(I,H). Par le Théorème 2.2, on

considère xu0 ∈ W 1,2(I,H), la solution unique du problème (Pu0).

D’autre part, d’après (2.5), (2.17) et (2.25), on a pour tout t ∈ I

‖y1(t)‖ = ‖xu0(t)− xΘ(t)‖

≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

‖u0(s)‖ds

≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

a(s)ds

≤ r0 +

∫ t

0

a(s)ds (2.28)

≤ r0 +

∫ t

0

.
r(s)ds

= r0 + r(t)− r0

= r(t).

D’où

‖y1(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I. (2.29)

De (2.27) on a u0(t) ∈ .
r(t)B p.p sur I et en utilisant (2.26), on a

u0(t) ∈ U(t, y0(t)) ∩ .
r(t)B p.p sur I.

Alors, d’après (2.16)

u0(t) ∈ U(t, y1(t)) + k(t)‖y0(t)− y‖B p.p sur I, ‖y‖ ≤ r(t), et y 6= 0. (2.30)

En particulier, pour tout t ∈ I vérifiant y1(t) 6= 0 et pour y = y1(t), on a

u0(t) ∈ U(t, y1(t)) + k(t)‖y0(t)− y1(t)‖B.

Donc il existe z ∈ U(t, y1(t)) tel que

u0(t) ∈ z + k(t)‖y0(t)− y1(t)‖B.
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Cela implique que

u0(t)− z ∈ k(t)‖y0(t)− y1(t)‖B.

D’où

‖u0(t)− z‖ < k(t)‖y0(t)− y1(t)‖.

Par conséquent

d(u0(t), U(t, y1(t))) < k(t)‖y1(t)− y0(t)‖ p.p sur I, (2.31)

où ‖y1(t)− y0(t)‖ = ‖y1(t)‖.
Soit I0 = {t ∈ I : ‖y1(t)‖ = 0}. Considérons la fonction α1 : I −→ R définie par

α1(t) = d(u0(t), U(t, y1(t))), ∀t ∈ I.

Comme pour α0, on montre facilement que α1 est mesurable .

De plus, pour tout t ∈ I \ I0, on a

α1(t) <
α1(t) + k(t)‖y1(t)‖

2
< k(t)‖y1(t)‖. (2.32)

Considérons la multi-application H1 : (I \ I0) 7−→ H définie par

H1(t) = U(t, y1(t)) ∩
(
u0(t) +

α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

B

)
, ∀t ∈ I \ I0

• Montrons queH1 est une multi-application mesurable à valeurs non vides et fermées.

Comme U est à valeurs fermées, H1 l’est aussi.

Soit t ∈ I \ I0. On a

α1(t) = d(u0(t), U(t, y1(t)))

= inf
v∈U(t,y1(t))

‖u0(t)− v0‖

<
α1(t) + k(t)‖y1(t)‖

2
.

Donc, il existe ε > 0 tel que

d(u0(t), U(t, y1(t))) ≤ α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

− ε,

et il existe vε ∈ U(t, y1(t)), tel que

‖u0(t)− vε‖ < d(u0(t), U(t, y1(t))) + ε

≤ α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

.
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Donc, vε ∈ u0(t)+
α1(t) + k(t)‖y1(t)‖

2
B, et comme vε ∈ U(t, y1(t)), on déduit que H1(t) 6=

∅, c’est à dire que H1 est à valeurs non vides.

Il reste à montre qu’elle est mesurable. Pour cela, considérons la fonction γ : t 7−→ ‖y1(t)‖.
Puisque y1 ∈ W 1,2(I,H), γ est continue sur I et on a

I0 = {t ∈ I : ‖y1(t)‖ = 0}

= {t ∈ I : γ(t) ∈ {0}} = γ−1({0}).

Donc, I0 est un fermé ce qui implique que (I \ I0) est un ouvert donc, L(I \ I0) ⊂ L(I).

Considerons la multi-application mesurable K1 : I ⇒ H définie par K1(t) = U(t, y1(t)).

On a

Gr(H1) = {(t, x) ∈ (I \ I0)×H : x ∈ H1(t)}

=
{

(t, x) ∈ (I \ I0)×H : x ∈ K1(t) et ‖x− u0(t)‖ ≤ α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

}
= {(t, x) ∈ (I \ I0)×H : x ∈ K1(t)} ∩ {(t, x) ∈ (I \ I0) : x ∈ B(u0(t), ρ(t))}

= (I \ I0) ∩Gr(K1) ∩Gr(B(u0(·), ρ(·)),

où ρ =
α1 + γ

2
.

Puisque K1 est mesurable, par le Lemme 1.7.17, Gr(K1) est mesurable. De plus, puisque

α1 et γ sont mesurable, ρ l’est aussi et comme u0 est mesurable, par le Théorème 1.7.20,

B(u0(·), ρ(·)) est mesurable et par le Lemme 1.7.18, son graphe est mesurable. D’où

Gr(H1) ∈ L(I \ I0)⊗ B(H).

Donc, par le Lemme 1.7.18, H1 est mesurable.

Alors, d’après le théorème d’existence de sélection mesurable, il existe une application

mesurable u∗1 : I \ I0 7−→ H telle que

u∗1(t) ∈ U(t, y1(t)) ∩
(
u0(t) +

α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

B

)
, ∀t ∈ I \ I0.

On définit l’application u1 : I −→ H paru1(t) = u∗1(t) si t ∈ I \ I0,

u1(t) = u0(t) si t ∈ I0.

On va montrer que

1) u1(t) ∈ U(t, y1(t)) p.p sur I,

2) ‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)‖y1(t)− y0(t)‖ p.p sur I.
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Alors,

1) Pour presque tout t ∈ I \ I0, on a

u∗1(t) = u1(t) ∈ U(t, y1(t)) ∩
(
u0(t) +

α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

B

)
.

Cela imlique que

u1(t) ∈ U(t, y1(t)) pour presque tout t ∈ I \ I0,

et comme u0(t) ∈ U(t, y0(t)), on aura u1(t) ∈ U(t, y1(t)) p.p sur t ∈ I0, D’où

u1(t) ∈ U(t, y1(t)) p.p sur I. (2.33)

2) Pour presque tout t ∈ I \ I0, on a

u1(t) = u∗1(t) ∈ U(t, y1(t)) ∩
(
u0(t) +

α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

B

)
.

Alors

u1(t) ∈ u0(t) +
α1(1) + k(t)‖y1(t)‖

2
B.

Cela implique que

u1(t)− u0(t) ∈
α1(t) + k(t)‖y1(t)‖

2
B.

Donc

‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ α1(t) + k(t)‖y1(t)‖
2

.

De (2.32), on conclut que

‖u1(t)− u0(t)‖ < k(t)‖y1(t)‖ p.p sur I \ I0,

et comme ‖y1(t)− y0(t)‖ = ‖y1(t)‖, on obtient

‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)‖y1(t)− y0(t)‖ p.p sur I \ I0.

Or, y1(t) = y0(t) = 0 si t ∈ I0. Il résulte que

‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)‖y1(t)− y0(t)‖ p.p sur I. (2.34)

De (2.34), on trouve

‖u1(t)‖ − ‖u0(t)‖ ≤ k(t)‖y1(t)− y0(t)‖ p.p sur I.

Alors

‖u1(t)‖ ≤ ‖u0(t)‖+ k(t)‖y1(t)− y0(t)‖

= ‖u0(t)‖+ k(t)‖y1(t)‖ p.p sur I.
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De (2.29) et (2.25), on obtient

‖u1(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t) p.p sur I. (2.35)

Montrons que

‖u1(t)‖ ≤ .
r(t) p.p, ‖y2(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I.

On a l’égalité

‖y2(t)‖ = ‖xu1(t)− xΘ(t)‖. (2.36)

D’après (2.35) et (2.8), on trouve que

‖u1(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t)

=
.
r(t) p.p sur I,

et d’après (2.8) et (2.5) on obtient

‖y2(t)‖ = ‖xu1(t)− xΘ(t)‖

≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

‖u1(s)‖ds

≤ r0 +

∫ t

0

.
r(s)ds

= r(t), ∀t ∈ I.

D’où

‖u1(t)‖ ≤ .
r(t) p.p sur I, ‖y2(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I. (2.37)

Montrons maintenant que

1) ‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)
(
r0 +

∫ t
0
a(s)ds

)
;

2) ‖y2(t)− y1(t)‖ < r0m(t) +
∫ t

0
[m(t)−m(s)]a(s)ds.

Donc

1) De (2.34) et (2.28), on obtient

‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)‖y1(t)‖ p.p sur I

≤ k(t)

(
r0 +

∫ t

0

a(s)ds

)
.

D’où

‖u1(t)− u0(t)‖ ≤ k(t)

(
r0 +

∫ t

0

a(s)ds

)
. (2.38)
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2) De (2.3), (2.17) et (2.38), on obtient

‖y2(t)− y1(t)‖ = ‖xu1(t)− xu0(t)‖

≤
∫ t

0

‖u1(τ)− u2(t)‖dτ

≤
∫ t

0

k(τ)

(
r0 +

∫ τ

0

a(s)ds

)
dτ

= r0

∫ t

0

k(τ)dτ +

∫ t

0

k(τ)

(∫ τ

0

a(s)ds

)
dτ

≤ r0m(t) +

∫ t

0

k(τ)

(∫ τ

0

a(s)ds

)
dτ, (2.39)

avec, m(t) =
∫ t

0
k(τ)dτ, et comme

Mt = {(s, τ) ∈ [0, 1]× [0, 1], 0 ≤ τ ≤ t et 0 ≤ s ≤ τ}

= {(s, τ) ∈ [0, 1]× [0, 1], s ≤ τ ≤ t et 0 ≤ s ≤ t},

on a ∫ t

0

k(τ)

(∫ τ

0

a(s)ds

)
dτ =

∫∫
Mt

k(τ)a(s)dsdτ

=

∫ t

0

(∫ t

s

k(τ)a(s)dτ

)
ds

=

∫ t

0

(
a(s)

∫ t

s

k(τ)dτ

)
ds

=

∫ t

0

a(s)

(∫ t

0

k(τ)dτ −
∫ s

0

k(τ)dτ

)
ds

=

∫ t

0

(m(t)−m(s)) a(s)ds.

Alors, il résulte de (2.39) que

‖y2(t)− y1(t)‖ ≤ r0m(t) +

∫ t

0

(m(t)−m(s))a(s)ds. (2.40)

D’après (2.33), (2.34), (2.37), (2.38) et (2.39), on conclut que les relations (2.18)-(2.22)

sont vérifiées pour i = 1.

Supposons maintenant que yi(·) = xui−1
(·) − xΘ(·), ui−1(·) vérifient les relations (2.18)-

(2.22). Alors

ui−1(t) ∈ U(t, yi−1(t)) p.p sur I,

‖ui−1(t)‖ ≤ .
r(t) p.p sur I, ‖yi(t)‖ ≤ r(t) ‖yi−1(t)‖ ≤ r(t).

De ces inegalités et de (2.16), il résult que

ui−1(t) ∈ U(t, yi−1(t)) ∩ .
r(t)B ⊂ U(t, yi(t)) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖B.
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Cette inclusion implique que

d(ui−1(t), U(t, yi(t))) < k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖.

Comme ci-dessus, on pose Ii = {t ∈ I : ‖yi(t) − yi−1(t)‖ = 0}. La fonction t 7−→ αi(t) =

d(ui−1(t), U(t, yi(t))) est mesurable sur I, et

αi(t) <
αi(t) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖

2

< k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖, ∀t ∈ I \ Ii.

La multi-application

Hi : t 7−→ U(t, yi(t)) ∩
(
ui−1(t) +

αi(t) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖
2

B

)
, ∀t ∈ I \ Ii,

est mesurable à valeurs fermées et non vides. Alors d’après le théorème d’existene de

sélection mesurable (voir Théorème 1.7.19), il existe une application mesurable u∗i : I \
Ii −→ H tel que

u∗i (t) ∈ U(t, yi(t)) ∩
(
ui−1(t) +

αi(t) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖
2

B

)
, ∀t ∈ I \ Ii.

On définit l’application ui : I −→ H par ui(t) = u∗i (t) pour t ∈ I \ I0 et ui(t) = ui−1(t) si

t ∈ Ii. Alors pour t ∈ I \ Ii

ui(t) = u∗i (t) ∈ U(t, yi(t)) ∩
(
ui−1(t) +

αi(t) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖
2

B

)
.

Cela implique que

ui(t) ∈ U(t, yi(t)) et ui(t) ∈
(
ui−1(t) +

αi(t) + k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖
2

B

)
.

D’où

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖ p.p sur I \ Ii.

De plus, pour presque tout t ∈ Ii, on a ‖yi(t)−yi−1(t)‖ = 0, donc k(t)‖yi(t)−yi−1(t)‖ = 0

et on a

ui(t) = ui−1(t) ∈ U(t, yi−1(t)) = U(t, yi(t)) p.p sur Ii.

D’où

ui(t) ∈ U(t, yi(t)) p.p sur I, (2.41)

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖ p.p sur I. (2.42)

Montrons que
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• ‖ui(t)‖ ≤ k(t)

(
r0

i−1∑
j=0

[m(t)]j

j
+

i−1∑
j=0

∫ t

0

[m(t)−m(s)]j

j!
a(s)ds

)
+ a(t),

• ‖ui(t)‖ ≤ a(t) + k(t)r(t) =
.
r(t),

• ‖yi+1(t)‖ = ‖xui(t)− xΘ(t)‖ ≤ r(t),

• ‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)

(
r0

[m(t)]i−1

(i− 1)!
+

∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s)ds

)
p.p sur I .

D’après (2.42) on trouve que

‖ui(t)‖ − ‖u0(t)‖ ≤ ‖ui(t)− u0(t)‖

≤
i∑

j=1

‖uj(t)− uj−1(t)‖

≤ k(t)
i∑

j=1

‖yj(t)− yj−1(t)‖ p.p sur I.

Ce qui donne

‖ui(t)‖ ≤ k(t)
i∑

j=1

‖yj(t)− yj−1(t)‖+ ‖u0(t)‖ p.p sur I.

En utilisant (2.25) et (2.22) on obtient

‖ui(t)‖ ≤ k(t)

(
r0

i∑
j=1

[m(t)]j−1

(j − 1)!
+

i∑
j=1

∫ t

0

[m(t)−m(s)]j−1

(j − 1)!
a(s)ds

)
+ a(t) p.p sur I.

= k(t)

(
r0

i−1∑
j=0

[m(t)]j

j!
+

i−1∑
j=0

∫ t

0

[m(t)−m(s)]j

j!
a(s)ds

)
+ a(t) p.p sur I. (2.43)

Or, 1 + z
1!

+ ...+ zj

j!
≤ ez, z ≥ 0, donc, on déduit de (2.43) que

‖ui(t)‖ ≤ k(t)

(
r0e

m(t) +

∫ t

0

em(t)−m(s)a(s)ds

)
+ a(t) p.p sur I,

et de (2.9)

‖ui(t)‖ ≤ k(t)r(t) + a(t) =
.
r(t) p.p sur I. (2.44)

D’après (2.5), (2.8), (2.17) et (2.44) on a, pour tout t ∈ I

‖yi+1(t)‖ = ‖xui(t)− xΘ(t)‖

≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

‖ui(s)‖ds

≤ r0 +

∫ t

0

‖ui(s)‖ds

≤ r0 +

∫ t

0

.
r(s)ds

≤ r0 + r(t)− r0

= r(t).
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D’où

‖yi+1(t)‖ ≤ r(t). (2.45)

D’autre part de (2.22), (2.25) et (2.42) on obtient

‖ui(t)− ui−1(t)‖ ≤ k(t)‖yi(t)− yi−1(t)‖ p.p sur I

≤ k(t)

(
r0

[m(t)]i−1

(i− 1)!
+

∫ t

0

[m(t)−m(s)]i−1

(i− 1)!
a(s)ds

)
p.p sur I. (2.46)

De (2.17), on a

‖yi+1(t)− yi(t)‖ = ‖xui(t)− xΘ(t)− xui−1
(t) + xΘ(t)‖

= ‖xui(t)− xui−1
(t)‖. (2.47)

Or, de (2.3) et puisque xui(t) = xui−1
(t) = x0, on a

‖xui(t)− xui−1
(t)‖ ≤

∫ t

0

‖ui(s)− ui−1(s)‖ds, ∀t ∈ I. (2.48)

D’où, de (2.47), (2.48) et (2.21) on a

‖yi+1(t)− yi(t)‖ ≤
∫ t

0

‖ui(s)− ui−1(s)‖ds

≤
∫ t

0

k(s)

(
r0

[m(s)]i−1

(i− 1)!
+

∫ s

0

[m(s)−m(τ)]i−1

(i− 1)!
a(τ)dτ

)
ds

=

∫ t

0

r0k(s)
[m(s)]i−1

(i− 1)!
ds+

∫ t

0

(∫ s

0

k(s)
[m(s)−m(τ)]i−1

(i− 1)!
a(τ)dτ

)
ds

= r0
[m(s)]i

i!
+

∫ t

0

(∫ t

τ

k(s)
[m(s)−m(τ)]i−1

(i− 1)!
a(τ)ds

)
dτ

= r0
[m(s)]i

i!
+

∫ t

0

a(τ)

(∫ t

τ

k(s)
[m(s)−m(τ)]i−1

(i− 1)!
ds

)
dτ

= r0
[m(s)]i

i!
+

∫ t

0

a(τ)
[m(s)−m(τ)]i

i!
dτ.

D’où

‖yi+1(t)− yi(t)‖ ≤ r0
[m(s)]i

i!
+

∫ t

0

a(τ)
[m(s)−m(τ)]i

i!
dτ. (2.49)

D’après (2.41)-(2.49), les relations (2.18)-(2.22) sont également vérifiées pour yi+1(t), ui(t).

Par conséquent, les suites (yi)i≥0 et (ui)i≥0 sont construites.

Etape 3. La convergences de suites (ui) et (yi).

De (2.46), on a pour presque tout t ∈ I
∞∑
i=0

‖ui+1(t)− ui(t)‖ ≤ k(t)r0

∞∑
i=0

[m(t)]i

i!
+ k(t)

∫ t

0

∞∑
i=0

[m(t)−m(s)]i

i!
a(s)ds

= k(t)r0e
m(t) + k(t)

∫ t

0

em(t)−m(s)a(s)ds

= k(t)r(t).
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Donc, la série
∞∑
i=0

‖ui+1(t)− ui(t)‖ est convergente p.p sur I.

• Montrons que cela implique que la suite (ui(t))i≥0 est de Cauchy p.p sur I.

Soit t ∈ I tel que la série
∞∑
i=0

‖ui+1(t)− ui(t)‖ est converge. Soit ε > 0 alors

∃ i0 ∈ N, ∀i ∈ N, i ≥ i0 =⇒
∞∑
i=0

‖ui+1(t)− ui(t)‖ < ε.

Soit m, i ∈ N tels que m > i ≥ i0.

On a

‖um(t)− ui(t)‖ ≤
m−1∑
j=i

‖uj+1(t)− uj(t)‖ ≤
∞∑
j=0

‖uj+1(t)− uj(t)‖ < ε,

donc (ui(t))i≥1 est une suite de Cauchy. Par conséquent, la suite (ui(.))i≥1 converge p.p

vers une application mesurable u.

De (2.24) nous avons

‖u(t)‖ ≤ .
r(t), ∀t ∈ I, (2.50)

et par conséquent, par (2.19) et en utilisant le Théorème de convergence dominée de

Lebesgue, la suite (ui(·))i≥1 converge vers u dans l’espace L2(I,H).

Soit xu la solution unique du problème (Pu), alors, en utilisant l’inégalité de Cauchy-

Schwartz, on a

‖xui(·)− xu(·)‖c = max
t∈I
‖xui(t)− xu(t)‖

≤ max
t∈I

∫ t

0

‖ui(τ)− u(τ)‖dτ

=

∫ 1

0

‖ui(τ)− u(τ)‖dτ ≤ ‖ui − u‖L2 −→
i→∞

0.

D’où (xui)i≥0 converge vers xu dans C(I,H).

Par conséquent, la suite (yi+1(·))i≥1 = (xui(·)−xΘ(·))i≥1 converge vers y(·) = xu(·)−xΘ(·)
dans l’espace C(I,H).

D’après (2.5) et (2.50) on a

‖y(t)‖ = ‖xu(t)− xΘ(t)‖

≤ ‖x0 − xΘ
0 ‖+

∫ t

0

‖u(τ)‖dτ

≤ r0 +

∫ t

0

.
r(τ)dτ

= r(t).
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D’où

‖y(t)‖ = ‖xu(t)− xΘ(t)‖ ≤ r(t). (2.51)

Etape 4. Montrons que (xu, u) est solution du problème (PF ).

En utilisant (2.16), (2.18), (2.19) et (2.51), et pour x = yi(t) et y = y(t), on a

ui(t) ∈ U(t, yi(t)) ∩
.
r(t)B

⊂ U(t, y(t)) + k(t)‖yi(t)− y(t)‖B p.p sur I.

Donc,

d(ui(t), U(t, y(t))) ≤ k(t)‖yi(t)− y(t)‖ p.p sur I.

Par passage à la limite quand i −→∞, on obtient

d(u(t), U(t, y(t))) = 0 p.p sur I.

Alors

u(t) ∈ U(t, y(t)),

et de (2.11) on trouve

u(t) ∈ U(t, y(t)) = U(t, xu(t)− xΘ(t)) = F (t, xu(t)) p.p sur I. (2.52)

De (2.50)-(2.52) il s’ensuit que xu(.) est une solution de l’inclusion (PF ) et les inégalités

(2.10) sont vérifiées. �

Corollaire 2.8.

Le Théorème 2.7 reste vraie si on remplace l’hypothèse H(F )(3) par l’hypothèse suivante.

(H′). Il existe une fonction strictement positive c ∈ L2(I,R), telle que

d(0H , F (t, 0H)) < c(t), ∀t ∈ I. (2.53)

Preuve.

Soit t ∈ I. On a

d(0H , F (t, xΘ(t))) = inf
z∈F (t,xΘ(t))

‖z‖.
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Soit y ∈ F (t, 0H), on obtient

d(0H , F (t, xΘ(t))) = inf
z∈F (t,xΘ(t))

‖z‖

≤ inf
z∈F (t,xΘ(t))

(
‖z − y‖+ ‖y‖

)
≤
(

inf
z∈F (t,xΘ(t))

‖z − y‖
)

+ ‖y‖

= d(y, F (t, xΘ(t))) + ‖y‖

≤ e(F (t, 0H), F (t, xΘ(t))) + ‖y‖

≤ H(U(t, 0H), U(t, xΘ(t))) + ‖y‖.

Donc

d(0H , F (t, xΘ(t))) ≤ H(U(t, 0H), U(t, xΘ(t))) + d(0H , F (t, 0H))

< k(t)‖xΘ(t)‖+ c(t).

D’où, l’hypothèse H(F )(3) est vérifiée avec la fonction t 7−→ a(t) = k(t)‖x0(t)‖ + c(t).

Par conséquent, les hypothèses du Théorème 2.7 sont satisfaites. �



CHAPITRE 3

RELAXATION

Dans ce chapitre, nous établissons une relation entre RF (x0), l’ensembles de solutions

du problème (PF ) et Rco(F )(x0), l’ensemble des solutions du problème suivant

(Pco(F ))


− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + co(F (t, x(t))), p. p. sur I,

x(t) ∈ dom(∂ϕt), p. p. sur I,

x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0).

Soient g ∈ W 1,2(I,H) et ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I. Considérons la fonction ϕt∗ : H −→ H

définie par

ϕt∗(z) = ϕt(z − g(t)), ∀t ∈ I, ∀z ∈ H. (3.1)

Lemme 3.1.

Soient les applications ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I vérifiant l’hypothèse H(ϕ). Alors les ϕt∗, ∀t ∈ I
définies par l’égalité (3.1) ont les propriétés suivantes.

1) Pour tout t ∈ I, on a

ϕt∗ ∈ Γ0(H), dom(ϕt∗) = dom(ϕt) + g(t).

2) Pour tout r ≥ 0, il existe des fonctions a∗r ∈ W 1,2(I,R), b∗r ∈ W 1,1(I,R) telles que

pour tous s, t ∈ I, s ≤ t et tout z ∈ dom(ϕs∗), ‖z‖ ≤ r il existe v ∈ dom(ϕt∗)

47
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vérifiant les ingalités

‖z − v‖ ≤ |a∗r(t)− a∗r(s)|
(
|ϕs∗(z)|

1
2 + 1

)
, (3.2)

ϕt∗(v)− ϕs∗(z) ≤ |b∗r(t)− b∗r(s)| (|ϕs∗(z)|+ 1) . (3.3)

3) w ∈ ∂ϕt∗(z) si seulement si w ∈ ∂ϕt(x), avec x = z − g(t).

Preuve.

1) Soit t ∈ I.
Montrons que ϕt∗ ∈ Γ0(H), pour cela on montre que ϕt∗ est propre, convexe et s.c.i.

• ϕt∗ est propre.

On a que ϕt est propre alors, il existe x ∈ H, tel que, ϕt(x) 6= +∞.
On pose

z = x+ g(t) ∈ H,

alors

x = z − g(t).

Donc

ϕt(z − g(t)) 6= +∞,

d’où

ϕt∗(z) 6= +∞.

Ceci montre que ϕt∗ est propre.

• ϕt∗ est convexe.

Soit x, y ∈ H et λ ∈ [0, 1]. Puisque ϕt est convexe, on a

ϕt∗(λx+ (1− λ)y) = ϕt(λ(x− g(t)) + (1− λ)(y − g(t)))

≤ λϕt(x− g(t)) + (1− λ)ϕt(y − g(t))

= λϕt∗(x) + (1− λ)ϕt∗(y).

D’où ϕt∗ est convexe.

• ϕt∗ est s.c.i.

On a que ϕt est s.c.i alors par le Théorème 1.4.3 epi(ϕt) est fermé.

Soit ((xn, αn))n ⊂ epi(ϕt∗) une suite telle que (xn, αn) −→ (x0, α0) dans H×R.

On a pour tout n ∈ N,

(xn, αn) ∈ epi(ϕt∗)⇐⇒ ϕt∗(xn) ≤ αn

⇐⇒ ϕt(xn − g(t)) ≤ αn.
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D’où

((xn − g(t), αn))n ⊂ epi(ϕt).

Or, xn − g(t) −→ x0 − g(t), et comme epi(ϕt) est fermé, on obtient

(x0 − g(t), α0) ∈ epi(ϕt),

i.e

ϕt(x0 − g(t)) ≤ α0.

Or,

ϕt(x0 − g(t)) = ϕt∗(x0),

donc

ϕt∗(x0) ≤ α0,

i.e,

(x0, α0) ∈ epi(ϕt∗).

D’où epi(ϕt∗) est fermé.

Par conséquent, ϕt∗ est s.c.i.

Montrons que dom(ϕt∗) = dom(ϕt) + g(t).

On a

x ∈ dom(ϕt∗)⇐⇒ ϕt∗(x) < +∞

⇐⇒ ϕt(x− g(t)) < +∞

⇐⇒ x− g(t) ∈ dom(ϕt)

⇐⇒ x ∈ dom(ϕt) + g(t).

D’où dom(ϕt∗) = dom(ϕt) + g(t).

2) Puisque g est continue sur le compact I, le maximum est atteint.

Soit m = max
t∈I
‖g(t)‖, r ≥ 0, s ≤ t et z ∈ dom(ϕs∗) tel que ‖z‖ ≤ r et x = z − g(s).

Alors, d’après (3.2), x ∈ dom(ϕs) et

‖x‖ = ‖z − g(s)‖ ≤ ‖z‖+ ‖g(t)‖ ≤ r +m.

Ainsi, de (2.1), (2.2), on déduit qu’il existe un élément y ∈ dom(ϕt) tel que

‖x− y‖ ≤ |ar+m(t)− ar+m(s)|
(
|ϕs(x)|

1
2 + 1

)
, (3.4)

ϕt(y)− ϕt(x) ≤ |br+m(t)− br+m(s)|
(
|ϕs(x)|+ 1

)
. (3.5)
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On pose v = y + g(t). De (3.2) il s’ensuit que v ∈ dom(ϕt∗).

On a

‖g(t)− g(s)‖ ≤
(
|ϕs(z − g(s))|

1
2 + 1

)
‖g(t)− g(s)‖

=
(
|ϕs∗(z)|

1
2 + 1

)
‖g(t)− g(s)‖. (3.6)

Donc, de (3.5) et (3.6) et en utilisant le Corollaire 1.3.4 ainsi que la Proposition

1.9.3, on obtient

‖z − v‖ = ‖x+ g(s)− y − g(t)‖

≤ ‖g(t)− g(s)‖+ ‖x− y‖

≤ ‖g(t)− g(s)‖+ |ar+m(t)− ar+m(s)|
(
|ϕs(x)|

1
2 + 1

)
≤
(

1 + |ϕs∗(z)|
) 1

2‖g(t)− g(s)‖+ |ar+m(t)− ar+m(s)|
(
|ϕs(x)|

1
2 + 1

)
=
(

1 + |ϕs∗(z)|
) 1

2‖g(t)− g(s)‖+ |ar+m(t)− ar+m(s)|
(
|ϕs(z − g(s))|

1
2 + 1

)
=
(
|ϕs∗(z)|+ 1

) 1
2‖g(t)− g(s)‖+ |ar+m(t)− ar+m(s)|

(
|ϕs∗(z)|

1
2 + 1

)
=
[
‖g(t)− g(s)‖+ |ar+m(t)− ar+m(s)|

](
|ϕs∗(z)|

1
2 + 1

)
=

(∥∥∥∥∫ t

s

.
g(τ)dτ

∥∥∥∥+

∣∣∣∣∫ t

s

.
ar+m(τ)dτ

∣∣∣∣)(|ϕs∗(z)|
1
2 + 1

)
≤
(∫ t

s

‖ .g(τ)‖dτ +

∫ t

s

| .ar+m(τ)|dτ
)(
|ϕs∗(z)|

1
2 + 1

)
≤

((∫ t

0

‖ .g(τ)‖dτ −
∫ s

0

‖ .g(τ)‖dτ
)

+

(∫ t

0

| .ar+m(τ)|dτ −
∫ s

0

| .ar+m(τ)|dτ
))(

|ϕs∗(z)|
1
2 + 1

)
.

On pose

a∗r(t) =

t∫
0

(
| .ar+m(τ)|+ ‖ .g(τ)‖

)
dτ, ∀t ∈ I.

D’où

‖z − v‖ ≤ |a∗r(t)− a∗r(s)|
(
|ϕ(s)
∗ (z)|

1
2 + 1

)
.

D’autre part, on a

ϕt∗(v)− ϕt∗(z) = ϕt(v − g(t))− ϕs(z − g(s))

≤ |br+m(t)− br+m(s)|
(
|ϕs(z − g(s))|+ 1

)
≤ |br+m(t)− br+m(s)|

(
|ϕs∗(z)|+ 1

)
.
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On pose

b∗r(t) = br+m(t), ∀t ∈ I.

D’où

ϕt∗(v)− ϕs∗(z) ≤ |b∗r(t)− b∗r(s)|(1 + |ϕ(s)
∗ (z)|).

3) .

=⇒) Soit w ∈ ∂ϕt∗(z), et soit y ∈ dom(ϕt), alors, par 1), y + g(t) ∈ dom(ϕt∗), donc

〈w, y + g(t)− z〉 ≤ ϕt∗(y + g(t))− ϕt∗(z)

⇔ 〈w, y − (z − g(t))〉 ≤ ϕt∗(y + g(t))− ϕt∗(z).

On pose x = z − g(t). On trouve

〈w, y − x〉 ≤ ϕt∗(y + g(t))− ϕt∗(x+ g(t))

= ϕt(y)− ϕt(x).

D’où w ∈ ∂ϕt(x).

⇐=) Soit w ∈ ∂ϕt(x) avec x = z−g(t) et soit y ∈ dom(ϕt∗). Alors y−g(t) ∈ dom(ϕt),

donc

〈w, (y − g(t))− x〉 ≤ ϕt(y − g(t))− ϕt(x).

Or, x = z − g(t), d’où

〈w, y − z〉 ≤ ϕt∗(y)− ϕt∗(z).

Par conséquent, w ∈ ∂ϕt∗(z).

�

Si l’hypothèse H(ϕ) est vérifiée, alors pour tout u∗ ∈ L2(I,H), il existe une solution

xu∗ ∈ W 1,2(I,H) avec xu∗(0) = x∗0 ∈ dom(ϕ0), du problème (Pu∗) avec x∗0 au lieu de x0.

Soit le problème

(Pu∗)


− .
u∗(t) ∈ ∂ϕt(xu∗)(t) + u∗(t), p. p. sur I,

xu∗(t) ∈ dom(∂ϕt), p. p. sur I,

xu∗(0) = x∗0 ∈ dom(ϕ0).

Posons

g(t) =

∫ t

0

u∗(s)ds, ∀t ∈ I, (3.7)

ϕt∗(z) = ϕt(z − g(t)), ∀t ∈ I, ∀z ∈ H. (3.8)
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Alors, d’après le Lemme 3.1, ϕt∗ ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I, et on a

dom(ϕt∗) = dom(ϕt) + g(t), dom(ϕ0
∗) = dom(ϕ0). (3.9)

De plus, les fonctions ϕt∗, ∀t ∈ I, satisfaitent l’hypothèse H(ϕ) avec ϕt∗ au bien de ϕt.

Donc, si l’hypothèse H(ϕ) est vraie, alors pour tout f ∈ L2(I,H), le problème

(P∗f )


− .
z(t) ∈ ∂ϕt∗(z(t)) + f(t), p. p. sur I,

z(t) ∈ dom∂ϕt∗, p. p. sur I,

z(0) = z0 ∈ dom(ϕ0
∗),

admet une solution unique dans W 1,2(I,H).

D’après (3.9) on a x0, x
∗
0 ∈ dom(ϕ0

∗), où x0 et x∗0 sont les conditions initiales dans les

problèmes (Pu) et (Pu∗). On note par zf , avec zf (0) = x0 et zΘ, avec zΘ(0) = x∗0 les

solutions du problème (P∗f ) avec f ∈ L2(I,H) et f ≡ Θ respactivement.

Lemme 3.2.

Sopposons que l’hypothèse H(ϕ) est vérifiée. Alors, zf est la solution du problème (P∗f )

avec z0 = x0 ∈ dom(ϕ0
∗) si et seulement si l’application x : I −→ H, définie par

x(t) = zf (t) + g(t), (3.10)

est la solution de l’inclusion (Pu) avec u : I −→ H est donnée par :

u(t) = f(t) + u∗(t), ∀t ∈ I, (3.11)

i.e.,

xu = zf − g.

Preuve.

=⇒)

Soit zf la solution du problème (P∗f ). On pose x = zf − g. Alors
− .
zf (t)− f(t) ∈ ∂ϕt∗(z(t)), p.p. sur I,

zf (t) ∈ dom(∂ϕt∗), p. p sur I,

zf (0) = x0 ∈ dom(ϕ0
∗).

De (3.7), on a g(0) = 0, alors x(0) = zf (0) = x0 et par (3.9), on a x0 ∈ dom(ϕ0) et

x(t) ∈ dom(ϕt), p.p. sur I.



53

De plus, Par le Lemme 3.1, 3), pour presque tout t ∈ I et en prennant w = − .
zf (t)− f(t),

on trouve

− .
zf (t)− f(t) ∈ ∂ϕt(x(t)), p.p. sur I,

i.e.,

− .
zf (t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + f(t), p.p sur I.

Il suit que

− .
zf (t) + u∗(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + f(t) + u∗(t) p.p sur I.

C’est à dire, en utilisant (3.7) est la Proposition 1.9.2, on a

− .
x(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) + u(t) p.p sur I.

De plus, x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0) et u(t) = f(t) + u∗(t) p.p sur I.

Par conséquent, x est solution du problème (Pu) avec u est définie par l’égalité (3.11).

⇐=)

Supposons que x = zf − g est la solution du problème (Pu) avec u est définie par l’égalité

(3.11). Alors

− .
x(t)− u(t) ∈ ∂ϕt(x(t)) p.p sur I.

et x(0) = x0 ∈ dom(ϕ0) et x(t) ∈ dom(∂ϕt), p.p sur I.

Par le Lemme 3.1, 3), pour presque tout t ∈ I, en prennant w = − .
x(t)− u(t), on trouve

− .
x(t)− u(t) ∈ ∂ϕt∗(zt(t)), p.p sur I.

Par (3.7), (3.9) et (3.11), on trouve .
x(t) + u(t) =

.
zf (t) + f(t) p.p sur I, x(0) =

.
zf (0) =

x0 ∈ dom(ϕ0
∗) et zf (t) ∈ dom(ϕt∗), p.p sur I.

D’où .
zf est solution du problème (P∗f ) avec z0 = x0. �

Remarque 3.3.

Du Lemme 3.2, il resulte que pour la soulution x(u∗), x(u∗)(0) = x∗0 du problème (Pu∗)
nous avons

xu∗(t) = zΘ(t)− g(t), ∀t ∈ I. (3.12)

Lemme 3.4.

Soit ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I des applications vérifiant l’hypotèse H(ϕ) et soit F : I ×
H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides et fermées vérifiant les hypothèses

H(F )(1) et (2).

Supposons que pour la solution xu∗ du problème (Pu∗), l’inégalité suivante est vérifiée.

d(u∗(t), F (t, xu∗(t))) < a(t), (3.13)
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où a ∈ L2(I,R) est une fonction strictement positive.

Alors, il existe une solution (xu, u) du problème (PF ) telle que,

‖xu(t)− xu∗(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I, (3.14)

‖u(t)− u∗(t)‖ ≤
.
r(t), p.p surI, (3.15)

où r est la solution de l’équation différentielle (2.8) avec r(0) = ‖x0 − x∗0‖.

Preuve.

On commence par définir la multi-application U : I ×H ⇒ H par :

U(t, z) = −u∗(t) + F (t, z − g(t)). (3.16)

• Montrons que U vérifie l’hypothèse H(F ) avec U à la place de F . Comme F est à

valeurs non vides et fermées, U l’est aussi.

En effet, puisque F est à valeurs non vides, pour tout (t, z) ∈ I×H, F (t, z−g(t)) 6= ∅
donc, il existe v(t,z) ∈ F (t, z − g(t)). D’où,

v(t,z) − u∗(t) ∈ U(t, z),

c’est à dire,

U(t, z) 6= ∅.

Donc U est à valeurs non vides. D’autre part, soit (t, z) ∈ I × H et soit la suite

(xn) ⊂ U(t, z) telle que xn −→ x dans H.

Posons vn = xn + u∗(t). ∀n ∈ N. Alors (vn) ⊂ F (t, z − g(t)). Or, F est à valeurs

fermées, de plus

vn −→ v = x+ u∗(t).

Donc

v ∈ F (t, z − g(t)) i.e., x ∈ U(t, z).

D’où U est à valeurs fermées.

1) Soit z ∈ H. Montrons que t 7−→ U(t, z) est mesurable.

Soit g∗ : I −→ H une application définie par g∗(t) = z − g(t). Puisque g est

absolument continue, g∗ est continue donc mesurable.

Par H(F )(1), (2) et la Proposition 1.7.21 ainsi que le Théorème 1.7.16, la multi-

application K : t 7−→ F (t, g∗(t)) est mesurable, et comme u∗ ∈ L2(I,H), on déduit
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que la multi-application Uz : t 7−→ U(t, z) est mesurable.

En effet, soit W un ouvert de H, alors

U−1
z (W ) = {t ∈ I : Uz(t) ∩W 6= ∅}

= {t ∈ I : (K(t)− u∗(t)) ∩W 6= ∅}

= {t ∈ I : ∃v ∈ K(t) et − u∗(t) + v ∈ W}.

On pose

γv : I −→ H

t 7−→ −u∗(t) + v.

Il est claire qu’elle est mesurable (comme somme de deux applications mesurables).

Soit V = {(x,−u∗(t)) : x ∈ W + u∗(t)} ⊂ H × H. Comme W est ouvert, V l’est

aussi.

Pour montrer cela, soit la suite (xn,−u∗(t)) ⊂ H ×H \V telle que (xn,−u∗(t)) −→
(x,−u∗(t)), alors xn −→ x. Or, pour tout n ∈ N, (xn, u∗(t)) /∈ V , donc (xn−u∗(t)) ⊂
H \ W , et puisque H \ W est fermé et xn − u∗(t) −→ x − u∗(t), on déduit que

x − u∗(t) /∈ W ,i .e., x /∈ W + u∗(t). D’où (x,−u∗(t)) ∈ H ×H \ V . Ce qui montre

que H ×H \ V est fermé, d’où V est ouvert, et on a

U−1
z (W ) = {t ∈ I : ∃ v ∈ K(t) et (v,−u∗(t)) ∈ V }.

Puisque V ⊂ H ×H et H est séparable, on a, V =
⋃
n∈N

(V n
1 × V n

2 ) avec V n
1 , V

n
2 sont

des ouverts de H. Donc,

U−1
z (W ) =

{
t ∈ I : ∃ v ∈ K(t) et (v, u∗(t)) ∈

⋃
n

V n
1 × V n

2

}
=
⋃
n∈N

{
t ∈ I : ∃ v ∈ K(t) et (v,−u∗(t)) ∈ V n

1 × V n
2

}
=
⋃
n∈N

{
t ∈ I : K(t) ∩ V n

1 6= ∅} ∩ {t ∈ I : −u∗(t) ∈ V n
2

}
=
⋃
n∈N

(
K−1(V n

1 ) ∩ u−1
∗ (−V n

2 )
)
∈ L(I).

D’où t 7−→ U(t, z) est mesurable.

2) Soit z, x ∈ H tels que z 6= x. Pour tout t ∈ I, on a

H(U(t, z), U(t, x)) = max{e(U(t, z), U(t, x)), e(U(t, x), U(t, z))},
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et

e(U(t, z), U(t, x)) = sup
v∈U(t,z)

d(v, U(t, x))

= sup
w∈F (t,z−g(t))

d(w − u∗(t), U(t, x)), (3.17)

tel que w = v + u∗(t). Or

d(w − u∗(t), U(t, x)) = inf
v∗∈U(t,x)

‖w − u∗(t)− v∗‖

= inf
w∗∈F (t,x−g(t))

‖w − w∗‖

= d(w,F (t, x− g(t))),

tel que w∗ = v∗ + u∗(t). Alors

e(U(t, z), U(t, x)) = sup
w∈F (t,z−g(t))

d(w,F (t, x− g(t)))

= e(F (t, z − g(t)), F (t, x− g(t))).

De la même manière, on montre que

e(U(t, x), U(t, z)) = e(F (t, x− g(t)), F (t, z − g(t))).

Donc,

H(U(t, z), U(t, x)) = H(F (t, x− g(t)), F (t, z − g(t))),

et par H(F )(2), il existe une fonction strictement positive k ∈ L2(I,R) telle que

pour tout t ∈ I, on a

H(U(t, z), U(t, x)) = H(F (t, z − g(t)), F (t, x− g(t)))

< k(t)‖z − g(t)− x+ g(t)‖

= k(t)‖z − x‖.

D’où

H(U(t, z), U(t, x)) < k(t)‖z − x‖ ∀t ∈ I , ∀z, x ∈ H, z 6= x.

3) De (3.13) et (3.16), on obtient

d(0H , U(t, zΘ(t))) = inf
w∈U(t,zΘ(t))

‖w‖.
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En possant w∗ = w + u∗(t), on a

d(0H , U(t, zΘ(t))) = inf
w∈U(t,zΘ(t))

‖w‖

= inf
w∗∈F (t,zΘ(t)−g(t))

‖w∗ − u∗(t)‖

= d(u∗(t), F (t, zΘ(t)− g(t)))

= d(u∗(t), F (t, xu∗(t)))

< a(t) p.p sur I.

D’où

d(0H , U(t, zΘ(t)) < a(t) p.p sur I.

Donc, toutes les hypothèses du Théorème 2.7 sont vérifiées pour la multi-application U .

Consedérons l’inclusion différentielle suivante.
− .
z(t) ∈ ∂ϕt∗(z(t)) + U(t, z(t)), p.p. sur I,

z(t) ∈ dom(∂ϕt∗), p.p. sur I,

z(0) = x∗0 ∈ dom(ϕ0
∗).

(3.18)

D’après le Théorème 2.7, l’inclusion (3.18) admet une solution (zf , f) telle que zf (0) =

x∗0 ∈ dom(ϕ0
∗),

f(t) ∈ U(t, zf (t)) p.p sur I, (3.19)

et les inégalités suivantes sont vérifiées,

‖zf (t)− zΘ(t)‖ ≤ r(t), ∀t ∈ I, ‖f(t)‖ ≤ .
r(t) p.p sur I. (3.20)

On pose u = f + u∗ et soit xu la solution du problème (Pu).
Du Lemme 3.2, on a

xu = zf − g et xu∗ = zΘ − g.

Donc, pour tout t ∈ I,

‖xu(t)− xu∗(t)‖ = ‖zf (t)− zΘ(t)‖ et ‖u(t)− u∗(t)‖ = ‖f(t)‖,

et par les inégalités (3.20), on obtient les inégalités (3.14) et (3.15), et par (3.16), on a

f(t) ∈ U(t, xu(t) + g(t)) = −u∗(t) + F (t, xu(t)).

Alors

u(t) = f(t) + u∗(t) = F (t, xu(t)).



58

D’où

u(t) ∈ F (t, xu(t)) p.p sur I.

Par conséquent, (xu, u) est une solution du problème (PF ). �

Remarque 3.5.

Le Théorème 2.7 implique que si les hypothèses H(ϕ), H(F )(1) et (2) et l’hypothèse (H ′)

sont vérifiées, alors l’ensemble Rco(F )(x0) n’est pas vide (R(F )(x0) ⊂ Rco(F )(x0)).

Le Théorème principal de ce chapitre est le suivant.

Théorème 3.6. (Théorème de relaxation)

Soit ϕt ∈ Γ0(H), ∀t ∈ I des applications vérifiant l’hypothèse H(ϕ) et soit F : I×H ⇒ H

une multi-application à valeurs non vides et fermées vérifiant les hypothèses H(F )(1),(2)

et (H ′). Alors,

Rco(F )(x0) = RF (x0), (3.21)

où la barre dans (3.21) représentent la fermeture dans les espaces C(I,H)× L2
w(I,H).

Preuve.

Soit xu∗ ∈ Rco(F )(x0). Alors

u∗(t) ∈ co(F (t, xu∗(t))) p.p surI. (3.22)

Soient Σ2
F et Σ2

co(F ) les ensembles de séléctions mesurables des multi-applications t 7−→
F (t, xu∗(t)) et t 7−→ co(F (t, xu∗(t))) qui sont des éléments de l’espace L2(I,H), c’est à

dire, ΣF = S2
F (·, xu∗(·)) et Σ2

co(F ) = S2
co(F (·,xu∗ (·))).

Soit t ∈ I tel que (2.53) soit vérifiée et soit y ∈ F (t, 0H). De (2.6) et (2.53), on obtient

d(0H , F (t, xu∗(t))) = inf
z∈F (t,xu∗ (t))

‖z‖

≤ inf
z∈F (t,xu∗ (t))

(
‖z − y‖+ ‖y‖

)
= inf

z∈F (t,xu∗ (t))

(
‖z − y‖

)
+ ‖y‖

≤ d(y, F (t, xu∗(t))) + ‖y‖

≤ e(F (t, 0H), F (t, xu∗(t))) + ‖y‖

≤ H(F (t, 0H), F (t, xu∗(t))) + ‖y‖.

D’où,

d(0H , F (t, xu∗(t))) ≤ H(F (t, 0H), F (t, xu∗(t))) + d(0H , F (t, 0H))

< k(t)‖xu∗(t)‖+ c(t),
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Donc,

d(0H , F (t, xu∗(t))) < k(t)‖xu∗(t)‖+ c(t), p.p sur I.

De cette inégalité et le Lemme 1.7.24 il résulte que l’ensemble ΣF n’est pas vide. Alors

par la Proposition 1.7.26 on déduit que

ΣcoF = S2
co(F (·,x∗(·))) = coS2

F (·,x∗(·)) = co(ΣF ), (3.23)

où l’enveloppe convexe fermée co à droite de cette égalité est prise dans l’espace L2(I,H).

De (3.23) et (3.22), on voit que

u∗ ∈ co(ΣF ).

Donc pour tout ε > 0, il existe un élément uε ∈ L2(I,H) tel que

uε ∈ co(ΣF ), (3.24)

‖u∗ − uε‖L2(I,H) ≤ ε. (3.25)

Soit xε la solution de l’inclusion (Pu) avec u = u∗. Alors, de (2.3) on trouve que

‖xuε(t)− xu∗(t)‖ ≤
∫ t

0

‖uε(s)− u∗(s)‖ds,

et en utilisant l’inégalité de Chauchy-Schwarz, on a

‖xuε − xu∗‖c = max
t∈I
‖xuε(t)− xu∗(t)‖

≤ max
t∈I

∫ t

0

‖uε(s)− u∗(s)‖ds

=

∫ 1

0

‖uε(s)− u∗(s)‖ds

≤ ‖uε − u∗‖L2(I,H) −→
ε→0

0.

Donc,

xuε −→ xu∗ dans C(I,H) quand ε −→ 0.

D’après (3.25) on a

‖u∗ − uε‖L2(I,H) ≤ ε.

Pour ε −→ 0, on obtient

‖u∗ − uε‖L2(I,H) −→ 0.

Donc

uε −→ u∗ dons L2(I,H) quand ε −→ 0.
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D’où

xuε −→ xu∗ dans C(I,H) quand ε −→ 0 (3.26)

uε −→ u∗ dans L2(I,H) quand ε −→ 0. (3.27)

Fixons uε. D’après (3.24) il existe une famille finie d’éléments

fi(·) ∈ ΣF , i = 1, ..., N, (3.28)

et de nombre αi ≥ 0,
∑N

i=1 αi = 1 tels que

uε =
N∑
i=1

αifi.

Soit Φ : I ⇒ H la multi-application

Φ(t) = {fi(t) : i = 1, ..., N}, ∀t ∈ I.

Il est claire que Φ est à valeurs fermées et que

uε(t) ∈ co(Φ(t)) p.p sur I. (3.29)

• Montrons que la fonction t→ ‖Φ(t)‖ est carré intégrable.

Pour tout t ∈ I, on a ‖Φ(t)‖ = max
1≤i≤N

‖fi(t)‖. On définit g : I −→ R par g(t) =

max
1≤i≤N

‖fi(t)‖ = ‖Φ(t)‖.
Alors, on a

‖g(t)‖2
2 =

∫ 1

0

|g(t)|2dt

≤
∫ 1

0

N∑
i=0

‖fi(t)‖2dt

=
N∑
i=0

‖fi‖2
2 <∞.

donc, g : t 7−→ ‖Φ(t)‖ est carré intégrable.

De (3.29) et par le Théorème 1.7.27 il résulte qu’il existe une suite (vn)n≥1 ∈ L2(I,H),

telle que

vn(t) ∈ φ(t) ⊂ F (t, xu∗(t)) p.p sur I, (3.30)

et

vn −→ uε dans L
2
w(I,H). (3.31)
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Soit xvn , ∀n ≥ 1 la solution du problème Pu avec u = vn .

En utilisant (3.30), (3.31), l’intégralité carré de l’application t → ‖φ(t)‖ et le Lemme

1.6.18 en déduit que,

vn ⇀ uε dans L2(I,H).

Puisque les valeurs de la multi-application Φ sont des ensembles compacts dans l’espace

H,

de (3.30) et par le Théorème 2.5 on en déduit que

xvn −→ xuε dans C(I,H). (3.32)

Or, de (3.26), (3.27), (3.31) et (3.32), il résulte qu’il existe une suite (vk) ⊂ L2(I,H),

vk(t) ∈ F (t, xu∗(t)) p.p sur I, ∀k ≥ 1, (3.33)

telle que

vk −→ u∗ dans L
2
w(I,H), (3.34)

xvk −→ xu∗ dans C(I,H). (3.35)

Possons

ak(t) = k(t)‖xu∗(t)− xvk(t)‖+
1

k
. (3.36)

De (3.36) et (3.35), il résulte que ak ∈ L2(I,R+), ak(t) > 0, ∀k ≥ 1, ∀t ∈ I et

ak −→ Θ dans L2(I,R+). (3.37)

De (2.6), (3.33) et (3.35), on a

d(vk(t), F (t, xvk(t))) ≤ e(F (t, xu∗(t)), F (t, xvk(t)))

≤ H(F (t, xu∗(t)), F (t, xvk(t)))

< k(t)‖xu∗(t)− xvk(t)‖

< k(t)‖xu∗(t)− xvk(t)‖+
1

k

= ak(t).

D’où

d(vk(t), F (t, xvk(t))) < ak(t), p.p sur I. (3.38)

De cette inégalité et du Lemme 3.4, on déduit qu’il existe une solution (xuk , uk) ∈ RF (x0)

telle que

‖xuk(t)− xvk(t)‖ ≤ rk(t), ∀t ∈ I, ∀k ≥ 1, (3.39)

‖uk(t)− vk(t)‖ ≤
.
rk(t), p.p sur I, ∀k ≥ 1, (3.40)
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où rk(t) est la solution de l’équation (2.8) avec a = ak et

r0 = ‖xuk(0)− xvk(0)‖ = 0. (3.41)

De (2.9) et (3.41), on a

rk(t) =

∫ t

0

em(t)−m(s)ak(s)ds.

Donc,

‖rk‖C = max
t∈I

∫ t

0

em(t)−m(s)ak(s)ds

≤ em(1)

∫ 1

0

ak(s)ds

≤ em(1)

∫ 1

0

ak(s)ds (3.42)

C.S

≤ em(1)‖ak‖2 −→
k→∞

0. (3.43)

De (3.39) et (3.35), on a

‖xuk − xu∗‖C ≤ ‖xuk − xvk‖C + ‖xvk − xu∗‖C

≤ ‖rk‖C + ‖xvk − xu∗‖C −→
k→∞

0.

D’autre part, de (3.40) on a

‖uk − u∗‖w ≤ ‖uk − vk‖w + ‖vk − u∗‖w

≤ 2|uk − vk‖2 + ‖vk − u∗‖w

≤ 2‖ .rk‖2 + ‖vk − u∗‖w. (3.44)

Or, de (2.8), on a .
rk = ak + k(·)rk.

Donc, de (3.37) et (3.43) on obtient

‖ .rk‖2 ≤ ‖ak‖2 + ‖k‖2.‖rk‖C −→
k→∞

0.

Par conséquent, de (3.34) et (3.44), on obtient

uk −→ u∗ dans L2
w(I,H).

Donc, on a trouvé une suite ((xuk , uk))k≥1 ⊂ RF (x0) telle que, quand k −→∞

xuk −→ xu∗ dans C(I,H), (3.45)

uk −→ u∗ dans L2
w(I,H). (3.46)
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Puisque (xu∗ , u∗) est arbitraire dans Rco(F )(x0), on déduit que

Rco(F )(x0) ⊂ RF (x0).

Or,

RF (x0) ⊂ Rco(F )(x0), (3.47)

d’où la deuxième inclusion.

Par conséquent,

Rco(F )(x0) = RF (x0), (3.48)

où la barre dans (3.48) représentent la fermeture dans les espaces C(I,H)×L2
w(I,H). �



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté quelques résultats d’existence de solutions pour les in-

clusions sous-différentielles du premièr ordre dans un espace de Hilbert et sous-différentes

hypothèses sur la multi-application F .

Il est réparti en deux parties.

La première concerne, la démenstration des Théorèmes d’existence de solutions pour les

inclusions sous-différentielles du premier ordre avec F une multi-application à valeurs non

vides et fermées.

Dans la deuxième partie, on a démontré un Théorème de relaxation pour les inclusions

différentielle du premièr ordre, où, dans les preuves.

Ces résultats sont pris du travail de Tolstonogov [21].
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