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INTRODUCTION

La théorie des équations différentielles (univoque et multivoque) est devenue plus im-

portante et plus attirante. Son champ d’application s’est considérablement développé

et s’est avéré fructueuse dans des nombreux domaine comme la mécanique unilatérale,

l’économie mathématique, science de l’ingénieur . . .etc. Plus ressemant elle est devenue

une des méthodes importante pour l’étude des inégalités variationnelles d’évolution.

Le sous-différentiel d’une fonction convexe généralise la notion de dérivée, et a fourni

ses premiers exemples à la théorie des opérateurs maximaux monotones, et à la résolu-

tion des problèmes d’évolution. En effet, parmi les problèmes d’évolution non linéaires

pour les inclusions différentielles, les problèmes gouvernés par les opérateurs maximaux

monotones qui se présentent sous la forme

−du
dt

(t) ∈ A(t)u(t), u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

et qui trouvent leurs motivation dans différentes applications, en mécanique, contôle

optimal et économétrie,. . .etc.

Ce type de problèmes a été d’abord étudié lorsque l’opérateur ne dépend pas du temps

par H. Brézis [7]. Dans le cas où l’opérateur A dépend du temps, différentes contribu-

tions ont été données [8, 13].

Lorsque l’opérateur A est le sous différentiel d’une fonction propre, convexe et semi-

continue inférieurement ϕ, on retrouve l’inclusion différentiel régie par le sous différen-

tiel.
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TABLE DES MATIÈRES

Dans un espace de Hilbert H l’existence de solutions absolument continues pour le

problème suivant −
du

dt
(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)),

u(0) = x0 ∈ domϕ(0, .),

(0.0.1)

où ϕ : [0, T ]×H −→ [0,+∞[ est telle que pour tout t ∈ [0, T ], l’application ϕ(t, .) est

propre, semicontinue inférieurement et convexe, a été étudiée par J. C. Peralba dans

[15], et dans [4], l’auteur a étudié le problème−
du

dt
(t) ∈ ∂ϕ(t, u(t)) + f(t),

u(0) = x0 ∈ domϕ(0, .).

(0.0.2)

où f ∈ L2
H([0, T ]).

Dans la même tendance, le problème d’évolutionu̇(t) ∈ −∂ϕ(u(t)) + F (u(t)),

u(0) = x0 ∈ domϕ ⊂ Rd.
(0.0.3)

où F est une multiapplication semicontinue suppérieurement et à valeurs non vides

compactes dans Rd et F (x) est inclue dans le sous différentiel d’une fonction convexe se-

micontinue inférieurement, a été étudié par Cellina-Staicu [8]. De nombreux autres tra-

vaux traitant les inclusions différentielles de premier ordre régies par le sous-différentiel

peuvent être trouvés dans la littérature, voir par exemple [4], [15].

Notre mémoire est constitué de deux chapitres, on commence par un chapitre prélimi-

naire qui rappelle quelques résultats fondamentaux.

Dans le deuxième chapitre de ce mémoire, on établit l’existence de solutions pour un

problème d’évolution gouverné par l’opérateur sous différentiel d’une fonction convexe,

semicontinue inférieurement avec perturbation multivoque de la forme
u(0) = u0,

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

−ẍ(t) ∈ ∂g(x(t)) + F (t, x(t), u(t)), p.p. t ∈ [0, T ],

(0.0.4)

où g : Rd −→ R est une application convexe et semicontinue inférieurement et F :

[0, T ]×Rd×Rd −→ Rd est une multiapplication scalairement semicontinue supérieure-

ment à valeurs non vides, convexes et fermées. Le cas où la perturbation est univoque

est aussi considéré.
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1.1. Notations

Dans ce chapitre, nous commençons par la présentation des notations utilisées tout au

long de ce mémoire, puis nous énonçons les définitions et les concepts fondamentaux

de l’analyse convexe, fonctionnelle et multivoque sous formes de résultats pour faciliter

la compréhension des nos méthodes dans les preuves de l’existence de solutions des

problèmes considérés.

1.1 Notations

Soient E un espace de Banach, E ′ son dual topologique, 〈., .〉 leur produit de dualité

et ‖.‖ la norme de E.

On note par

— σ(E,E ′) la topologie faible sur E.

— σ(E ′, E) la topologie faible* sur E ′.

— BE(0, r) la boule fermée de E de centre 0 et de rayon r, BE la boule unité

fermée de E et SE la sphère unité de E.

— Si A est un sous ensemble de E alors A est la fermeture de A.

Soit I un intervalle fermé de R. On note par

— C(I, E) l’espace de Banach des applications continues u : I → E, muni de

la norme sup, i.e., ‖u(·)‖C = sup
t∈I
‖u(t)‖, et C1(I, E) l’espace de Banach des

applications continues u : I → E ayant une dérivé continue, muni de la norme

‖u(·)‖C1 = max{max
t∈I
‖u(t)‖,max

t∈I
‖u̇(t)‖}.

— p.p presque partout.

— L(I) la tribu de Lebesgue sur I.

— λ(.) la mesure de Lebesgue.

— Lp(I, E)
(
p ∈ [1,+∞[

)
l’espace quotient de Banach des applications u : I → E

mesurables et telles que
∫
I

‖u(t)‖pdt < +∞, muni de la norme

‖u(.)‖p =

(∫
I

‖u(t)‖pdt
) 1

p

.

— L∞(I, E) l’espace quotient de Banach des applications u : I → E essentiellement

bornées sur E, muni de la norme

‖u(.)‖∞ = inf
{
c ≥ 0 : ‖u(t)‖ ≤ c, p.p. sur I

}
.

2



1.2. Quelques notions de mesurabilité

— Pour A ⊂ E, co(A) est l’enveloppe convexe de A et co(A) son enveloppe convexe

fermée.

— δ(., A) la fonction indicatrice de A, définie sur E par

δ(x,A) =

0, si x ∈ A;

+∞, si x 6∈ A.

— La fonction polaire associée à δ(., A), appelée aussi fonction d’appui de A, est

la fonction notée δ∗(., A) et définie sur E ′ par

δ∗(x′, A) = sup
x∈A
〈x′, x〉, ∀x′ ∈ E ′.

— 1IA la fonction caractéristique de A, définie par

1A(x) =

1, si x ∈ A;

0, si x 6∈ A.
Soit H un espace de Hilbert et soit A un sous ensemble fermé pas nécessairement

convexe de H. On note par

— PA(x) la projection de x ∈ H sur A.

Proposition 1.1. Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble non vide de

E. Alors,

co(A) =
{
x ∈ E,∀x′ ∈ E ′, 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, A)

}
.

Lemme 1.1. Soient X un espace linéaire normé et A un sous ensemble non vide

convexe fermé de X. Alors

d(x,A) = sup
x′∈BX′

(
〈x′, x〉 − δ∗(x′, A)

)
. (1.1.1)

avec

d(x,A) = inf
a∈A
‖x− a‖

est la distance du point x à l’ensemble A.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Pour commencer, on donne quelques résultats sur la mesurabilité dans le cas univoque.

pour plus de détails se référer à [2].
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1.2. Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.1. Soient X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de

X, alors Σ est dite une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ

2. A ∈ Σ =⇒ X \ A ∈ Σ

3. An ∈ Σ,∀n ∈ N =⇒
⋃
n

An ∈ Σ

— Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable et les éléments de Σ sont appelés

ensembles mesurables.

— Dans le cas où X est un espace topologique, la plus petite tribu contenant la

topologie de X, autrement dit, la tribu engendrée par la topologie de X est

appelée tribu Borélienne sur X et est notée B(X).

Définition 1.2. Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application

définie sur X1 à valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout

A ∈ Σ2, f−1(A) ∈ Σ1.

Si X2 est un espace topologique, une fonction (Σ,B(X))-mesurable est dite fonction

Borélienne.

Définition 1.3. Soient (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace métrique. Alors

une application f : X → Y , est dite fortement mesurable ou Bochner mesurable si f

est (Σ,B(X))-mesurable et f(X) est séparable.

Définition 1.4. Soient (X,Σ) un espace mesurable et Y un espace métrique. On

dite l’application f : X → Y est Σ-étagée (resp. dénombrablement Σ-étagée) si f

est (Σ,B(X))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Définition 1.5. Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors la fonction µ : Σ→ R est une

mesure sur X si

1. µ(∅) = 0 ;

2. µ
(⋃

n

An

)
=
∑
n

µ(An) pour toute suite dénombrable d’élément de Σ deux à deux

disjoints.

— Le triplet (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.

— Si µ(A) ≥ 0, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure positive et on note

µ ≥ 0, ou que l’espace (X,Σ, µ) est positif.

— Si µ(A) < +∞ pour tout A ∈ Σ. On dit que µ est une mesure finie, ou que

l’espace (X,Σ, µ) est fini.
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1.2. Quelques notions de mesurabilité

— Si X est un espace topologique, la mesure µ : B(X) → R est appelée mesure

Borélienne.

Définition 1.6. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0 et Z un sous ensemble de

X. On dit que Z est µ-négligeable s’il existe A ∈ Σ tel que Z ⊂ A et µ(A) = 0.

On dit qu’une propriété sur X est vrais µ-presque partout (µ-p.p.) si l’ensemble où elle

n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

La tribu µ-complétée de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles

µ-négligeables, i.e.

Σµ =
{
A ∪ Z/ A ∈ Σ et Z ensemble µ-négligeable

}
.

La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c’est-à-dire, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

Définition 1.7. Soit (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach. Une

application f : X → E est dite simple si f est Σ-mesurable et f(X) est fini.

Définition 1.8. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach. Une

application f : X → E est dite µ-mesurable s’il existe une suite de fonctions simples

(fn) telle que fn → f µ-p.p.

Lemme 1.2. Si E est séparable, toute application mesurable est µ-mesurable.

Théorème 1.1. Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré fini et E un espace de Banach sépa-

rable. Si f : X → E est mesurable, il existe une suite (fn) de fonctions simples telles

que fn → f µ-p.p., et pour µ-presque tout x ∈ X, ‖fn(x)‖ ≤ ‖f(x)‖ pour tout n ∈ N.

Définition 1.9. Soient (J,Σ) un espace mesurable, X, Y deux espaces topologiques

et f : J × X → Y . On dit que f est une application de Carathéodory si f(., x) est

Σ-mesurable pour tout x ∈ X fixé et f(t, .) est continue pour tout t ∈ J fixé.

Lemme 1.3. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X, Y deux espace métriques séparables

complets. Soit ϕ : T × X → Y une application de Carathéodory. Alors pour toute

application mesurable f : T → X l’application t 7→ ϕ(t, f(t)) est mesurable.

Lemme 1.4. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X, Y deux espaces métriques sépa-

rables complets et soit g : T × X → Y une application de Carathéodory. Alors g est

Σ⊗ B(X)-mesurable.
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1.3. Quelques notions de continuité

1.3 Quelques notions de continuité

Les résultats de cette section sont pris des référence [12].

Définition 1.10. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite

semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀ h ∈ R, h < f(x0), ∃ V ∈ V (x0) tel que h < f(x), ∀x ∈ V.

Définition 1.11. Soit X un espace topologique et soit f : X → R. Alors f est dite

semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si et seulement si

∀ h ∈ R, h > f(x0), ∃ V ∈ V (x0) tel que h > f(x) ∀x ∈ V.

Remarque 1.1. Soit X un espace topologique et soit x0 ∈ X. Si f : X −→ R. Alors

1. f est s.c.i au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ ϑ(x0), ∀x0 ∈ V (x0)⇒ f(x)− f(x0) >

−ε,

2. f est s.c.s au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃Vx0 ∈ ϑ(x0), ∀x0 ∈ V (x0)⇒ f(x)−f(x0) < ε

3. f est continue au point x0 ⇔ ∀ε > 0, ∃vx0 ∈ V (x0),∀x0 ∈ V (x0), |f(x) −
f(x0)| < ε.

Définition 1.12. Soient X un espace topologique et f : X −→ R. Alors f est continue

au point x0 si et seulement si f est s.c.i et s.c.s au point x0 ∈ X.

Définition 1.13. Soient X un espace topologique et f : X → R et soit x0 ∈ X alors

lim inf
x→x0

f(x) = sup
V ∈V (x0)

inf
x∈V

f(x).

lim sup
x→x0

f(x) = inf
V ∈V (x0)

sup
x∈V

f(x).

Proposition 1.2. Soient X un espace topologique et f : X → R. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes

1. f est s.c.s. sur X ;

2. les ensembles {x ∈ X : f(x) ≥ λ}, λ ∈ R sont fermés.

Définition 1.14. (Fonction equicontinue)

soit (fn)une suite de fonction définie sur un interval I à valeur dans R.n dit que la

suite (fn) est équicontinue si :

∀x ∈ I,∀ xi > 0,∃δ > 0,∀n ∈ N,∀y ∈ I : |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ξ

autrement dit toutes les fonction fn sont continue sur I et elle sont continue de la

même façon.
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1.4. Quelques résultats de l’analyse convexe

1.4 Quelques résultats de l’analyse convexe

Pour plus de détails dans cette section, on peut se référer à [16].

Définition 1.15. Soit X un espace topologique réel et f : X → R, on appelle domaine

effectif de f qu’on note D(f) l’ensemble défini par

D(f) =

{
x ∈ X : f(x) < +∞

}
.

Définition 1.16. Soit f : X → R, on dit que f est convexe si et seulement si pour

tous x, y ∈ D(f), et pour tout λ ∈ [0, 1], nous avons

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

f est dite concave si (−f) est convexe.

Proposition 1.3. Soit f une fonction convexe sur un convexe ouvert non vide A de

Rd. Alors f est continue en tout point de A.

Définition 1.17. Soient X un espace vectoriel normé et f : X → R une fonction, on

dit que f est propre si

f : X →]−∞,+∞] et f 6≡ +∞, (f 6≡ +∞⇔ ∃x0 ∈ X /f(x0) 6= +∞).

Définition 1.18. Soient X un espace vectoriel normé et f : X → R une fonction,

alors f est dite sous additive si

∀x, y ∈ X, f(x+ y) ≤ f(x) + f(y),

• f est dite positivement homogène si

∀λ ≥ 0, f(λx) = λf(x),

Remarque 1.2. Soient X un espace vectoriel normé et f : X → R est dite sous

linéaire si elle sous additive et positivement homogène.

Proposition 1.4 (Fonction indicatrice).

Soit H un espace de Hilbert et soit A un ensemble convexe fermé non vide de H. La

fonction δ(H,A) noté par δA telle que

δ(H,A) =

0, si x ∈ A;

+∞, si x 6∈ A.

est convexe, propre et semicontinue inférieurement.
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1.5. Sous différentiabilité

Définition 1.19. Soit E un espace de Banach, Y un sous ensemble de E. On dit que

la fonction f : Y → R vérifie la condition de Lipschitz sur Y si pour un certain scalaire

positif L on a

|f(y)− f(y′)| ≤ L‖y − y′‖,

pour tous y, y′ ∈ Y .

On dit que f est localement Lipschitzienne (de raport L), au voisinage de x si pour un

certain ε > 0, f vérifie la condition de Lipschitz (de rapport L) sur l’ensemble x+εBE

(c’est à dire dans un ε-voisinage de x).

Remarque 1.3. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R une fonction.

Si f est lipschitzienne continue. Alors f est localement lipschitzienne.

Définition 1.20. Soient E un espace de Banach et [a, b] un intervalle de R, f :

[a, b] −→ E une application, alors f est dite absolument continue si pour tout réel

ε > 0, il existe δ(ε) > 0, tel que pour toute partition dénombrable de [a, b] par des

intervalles disjoints ([bn, an])n∈N vérifiant∑
n

(bn − an) < δ ⇒
∑
n

‖ f(bn)− f(an) ‖< ε.

Théorème 1.2. Soient E un espace de Banach et f : [a, b] → E est absolument

continue si et seulement si il existe une application intégrable v : [a, b]→ E telle que

f(b)− f(a) =

b∫
a

v(t)dt

dans ce ca ḟ = v p.p.

Remarque 1.4.

1. Toute application Lipschitzienne est absolument continue,

2. Toute application absolument continue est continue par contre la réciproque est

fausse.

1.5 Sous différentiabilité

Pour plus de détails dans cette section, on peut se référer à [14, 16]
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1.5. Sous différentiabilité

1.5.1 Les dérivées classiques

Définition 1.21. Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction Lip-

schitzienne au voisinage d’un point donné x0 ∈ E, et soit v un vecteur dans E. La

dérivée directionnelle généralisée de f au point x0 dans la direction v, notée f ◦(x0, v)

est définie par

f ◦(x0, v) = lim sup
y→x0 t↓0

f(y + tv)− f(y)

t
,

où y est un vecteur dans E et t est un scalaire positif.

Proposition 1.5. Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction Lipschit-

zienne au voisinage de x ∈ E de rapport L > 0. Alors

(a) La fonction v 7→ f ◦(x, v) est finie, positivement homogène, sous-additive et satisfait

|f ◦(x, v)| ≤ L‖v‖;

(b) la fonction (x, v) 7→ f ◦(x, v) est semi-continue supérieurement comme fonction de

(x, v), et comme fonction de v seulement elle est Lipschitzienne sur E de rapport L ;

(c) f ◦(x,−v) = (−f)◦(x, v).

Définition 1.22. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R et x0 ∈ D(f). On

dit que f est différentiable au sens de Gâteaux (G-différentiable) au point x0 s’il existe

x
′ ∈ E ′, tel que

lim
t↓0

f(x0 + tv)− f(x0)

t
= 〈x′

, v〉 , ∀x ∈ E. (1.5.1)

Dans ce cas x′ est définie d’une façon unique et il appelé la différentielle de f au sens

de Gâteaux au point x0, on le note souvent par x′
= ∇f(x0) (appelée aussi gradient de

f au point x0).

Définition 1.23. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R et x0 ∈ D(f).

On dit que f est différentiable au sens de Fréchet (F-différentiable) au point x0 si la

convergence dans la relation (1.5.1) est uniforme par rapport à v sur les sous ensemble

bornés de E, i.e.,

∀r > 0, ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t ∈ R, |t| < δ ⇒
∣∣∣∣f(x0 + tv)− f(x0)

t
− 〈x′

, v〉
∣∣∣∣ < ε , ∀v ∈ BE(0, r).

Dans ce cas x′ est définie d’une façon unique par la relation précédente, et il appelé la

différentielle de f au sens de Fréchet au point x0, on le note souvent par x′
= df(x0)

ou bien x′
= f

′
(x0).
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1.5. Sous différentiabilité

Proposition 1.6. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R et x0 ∈ D(f), alors

f est F-différentiable si et seulement s’il existe x′ ∈ E, tel que

lim
x−→x0

f(x)− f(x0)− 〈x
′
, x− x0〉

‖x− x0‖
= 0.

Proposition 1.7. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R et x0 ∈ D(f). Si f

est F-différentiable au point x0, alors

1) f est G-différentiable au point x0, l’inverse est fausse,

2) f est continue au point x0.

Remarque 1.5. Soient E un espace de Banach et f : E −→ R et x0 ∈ D(f). Si f est

G-différentiable au point x0, alors f ◦(x0, v) = 〈∇f(x0), v〉. Par contre, l’existence de

toutes les dérivées directionnelles n’implique pas la G-différentiel de f au point x0.

1.5.2 Sous différentiels

Définition 1.24. Soient X un espace vectoriel normé, X ′ son dual topologique, f :

X → R et x0 ∈ D(f). On appelle sous différentiel de f au point x0 (au sens de l’analyse

convexe), noté ∂f(x0), l’ensemble défini par

∂f(x0) =

{
x′ ∈ X ′ : 〈x′, x− x0〉 ≤ f(x)− f(x0), ∀x ∈ X

}
.

Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous gradient de f au point x0, on dit que f est sous

différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.

Théorème 1.3. Soient E un espace de Banach, f : E → R une fonction propre

convexe et continue au point x0 ∈ X, alors ∂f(x0) est non vide convexe faiblement∗compact

dans E ′.

Proposition 1.8. Soient E un espace de Banach, f : E → R une fonction continue

sur un sous ensemble convexe ouvert S de E, alors la multi-application x 7→ ∂f(x) est

s.c.s sur S.

Définition 1.25. Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction Lipschit-

zienne au voisinage d’un point donné x et soit v un vecteur dans E. Le sous différentiel

de Clarke de f au point x, noté ∂cf(x) est le sous ensemble de E ′, donné par

∂cf(x) =

{
ξ ∈ E ′ : 〈ξ, v〉 ≤ f ◦(x, v), pour tout v ∈ E

}
.
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On note par ‖ξ‖∗ la norme de ξ dans E ′, donnée par

‖ξ‖∗ = sup

{
〈ξ, v〉 : v ∈ X, ‖v‖ ≤ 1

}
.

Proposition 1.9. Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction Lipschit-

zienne de rapport L au voisinage de x. Alors

(a) ∂cf(x) est un sous ensemble non vide, convexe et faiblement∗compact de E ′ et

‖ξ‖∗ ≤ L pour tout ξ dans ∂cf(x) ;

(b) pour tout v dans E, on a

f ◦(x, v) = max

{
〈ξ, v〉 : ξ ∈ ∂cf(x)

}
.

(c) Soient (xn)n et (x′n)n deux suites respectivement dans E et E ′ telles que x′n ∈
∂cf(xn), ∀n ∈ N. Supposons que (xn)n converge vers x et (x′n)n converge faiblement∗

vers x′, alors x′ ∈ ∂cf(x).

Proposition 1.10. Soient E un espace de Banach et f : E → R une fonction convexe

localement Lipschitzienne au voisinage de x, alors ∂cf(x) coïncide avec ∂f(x) et f ′(x, v)

coïncide avec la dérivée directionnelle f ◦(x0, v), pour tout v.

Remarque 1.6. Si f(x0) = +∞, alors ∂f(x0) = ∅.

1.6 Multiapplications et sélections

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant les mul-

tiapplications et leurs sélections. Pour une étude détaillée des multiapplications on peut

se référer à [2] et [14]

Définition 1.26. Soient X, Y deux ensembles non vides. Une multiapplication (ou

fonction multivoque) F définie sur X à valeurs dans Y est une fonction qui à chaque

élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y . On note F : X ⇒ Y .

Le domaine, le graphe et l’image de la multi-application F : X ⇒ Y sont donnés par

D(F ) := dom(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

Gr(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(F ), y ∈ F (x)}.

Im(F ) =
⋃

x∈D(F )

F (x).
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Définition 1.27. Soient X, Y deux ensembles non vides, F : X ⇒ Y une multi-

application, on appelle multi-application inverse associée à F la multi-application

F−1 : Y ⇒ T

y 7→ F−1(y),

définie par

F−1(y) =
{
x ∈ X : y ∈ F (x)

}
.

Définition 1.28. Soient X, Y deux ensembles non vides, F : X ⇒ Y une multi-

application. On appelle sélection de F toute application f : X → Y vérifiant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

1.6.1 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.29. Soit (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : T ⇒

X.

On dit que F est Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert V de X

F−1(V ) = {t ∈ T : F (t) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.

Lemme 1.5. Soient (T,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique complet sépa-

rable et F : T ⇒ X une multiapplication à valeurs non vides fermées.

Considérons les propriétés suivantes

(i) F−1(B) ∈ Σ pour tout Borélienne B de X.

(ii) F−1(C) ∈ Σ pour tout fermé C de X.

(iii) F−1(V ) ∈ Σ pour tout ouvert V de X.

(iv) Il existe une suite (σn)n de sélections mesurables de F telle que

∀t ∈ T, F (t) = {σn(t)}n∈N.

(v) ∀x ∈ X, la fonction distance d(x, F (·)) est mesurable.

(vi) Le graphe de F appartient à Σ⊗ B(X).

Alors (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇒ (vi).

Si F est à valeurs non vides complètes alors (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇔ (vi).

Si F est à valeurs non vides compactes alors (iii)⇒ (i).
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Lemme 1.6. Soit (T,Σ, µ) un espace mesuré avec µ ≥ 0, σ-finie et Σ µ-complète.

Soient X un espace métrique complet, F : T ⇒ X une multiapplication à valeurs non

vides fermées, alors (i)⇔ (ii)⇔ (iii)⇔ (iv)⇔ (v)⇔ (vi).

Théorème 1.4. (Théorème d’existence de sélections mesurables) Soient (T,Σ)

un espace mesurable, X un espace métrique complet séparable et F : T ⇒ X une

multiapplication mesurable à valeurs fermées. Alors F admet au moins une sélection

mesurable.

Théorème 1.5. Soient (T,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable.

Soient F : T × E ⇒ E une multiapplication mesurable, u : T → E une application

mesurable. Alors la multiapplication F (·, u(·)) est mesurable.

Définition 1.30. Soit (X,Σ) un espace mesurable et E un espace de Banach séparable.

Soit F : X ⇒ E une multi-application. On dit que F scalairement mesurable si pour

tout x′ ∈ X ′, l’application t 7→ δ∗(x′, F (t)) est mesurable.

Proposition 1.11. Soit (X,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable.

Si F : X ⇒ E est une multi-application à valeurs non vides convexes faiblement

compactes, alors F (.) est mesurable si et seulement si elle est scalairement mesurable.

Proposition 1.12. Soit (X,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable.

Si F1, F2 : X ⇒ E sont deux multi-applications à valeurs non vides convexes faiblement

compactes et scalairement mesurable, alors t 7→ (F1∩F2)(t) est scalairement mesurable.

1.6.2 Continuité des multi-applications

Pour plus de détails sur les résultats de cette section voir [1] et [5].

Définition 1.31. Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semicontinue supérieurement (s.c.s) au point x0 ∈ X si

pour tout ouvert U de Y tel que F (x0) ⊂ U , il existe un voisinage Vx0 de x0 dans X

tel que F (Vx0) ⊂ U .

Si cela est vrai pour tout x0 ∈ X, on dit que F est s.c.s sur X.

Définition 1.32. Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si
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pour tout ouvert U de Y tel que F (x0) ∩ U 6= ∅, il existe un voisinage Vx0 de x0 dans

X tel que F (x) ∩ U 6= ∅, pour tout x ∈ Vx0 .

On dit que F est s.c.i sur X, si elle est s.c.i en tout x ∈ X.

Définition 1.33. Soient X, Y deux espaces topologiques, et soit F : X ⇒ Y une multi-

application. Alors F est continue au point x0 si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i au

point x0 et F est continue sur X si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i sur X.

Définition 1.34. Soient T > 0 et F : [0, T ] ⇒ Y une multiapplication. On dit que F

est absolument continue si pour tout y ∈ Y et tout t, t′ ∈ [0, T ] on a

|d(y, F (t))− d(y, F (t′))| ≤ |a(t)− a(t′)|

où a : [0, T ] → R+ est une fonction absolument continue satisfaisant ȧ(t) 6= 0 p.p sur

[0, T ]. D’après la relation prétendante nous avons pour t ≥ t′

|d(y, F (t))− d(y, F (t′))| ≤
∫ t

t′
|ȧ(s)|ds.

Remarque 1.7. Une multi-application Lipschitzienne est absolument continue.

Définition 1.35. Soient X, Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-

application. On dit que F est une multi-application de Carathéodory si F (., y) est Σ-

mesurable pour tout y ∈ Y fixé et F (x, .) est continue pour tout x ∈ X fixé.

Proposition 1.13. Soient X, Y deux espaces topologiques. F : X ⇒ Y une multi-

application à valeurs non vides est semicontinue supérieurement si et seulement si

l’image inverse

F−1(C) = {x ∈ X : F (x) ∩ C 6= ∅} est fermé pour tout sous ensemble fermé C de Y .

Proposition 1.14. Soient X, Y deux espaces topologiques, F : X ⇒ Y à valeurs non

vides fermées est s.c.s alors son graphe Gr(F ) est fermé dans X × Y .

Proposition 1.15. Soient X un espace de Banach et Y un espace de Banach compact.

Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides. Si le graphe de F est fermé

alors F est s.c.s.

Théorème 1.6. Soit X un espace métrique, Y un espace de Banach séparable et

F : X ⇒ Y une multiapplication à valeurs convexes compactes. Alors F est semi-

continue supérieurement si et seulement si pour chaque ζ ∈ X ′ sa fonction δ∗(ζ, F (.))

est semicontinue supérieurement.
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1.7 Quelques résultats de Compacité

Les résultats suivants sont pris des références [2, 11].

Définition 1.36. Soit (X, τ) un espace topologique. On dit que X est compact s’il est

séparé et de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement fini.

Définition 1.37. soit (X, τ1), (Y, τ2) deux espace topologique, et f : X → Y une

application continue. Si A ⊂ X est un compact de X, alors f(A) est un compact de Y .

Théorème 1.7. Soit (X, d) un espace métrique. Alors, les assertions suivantes sont

équivalentes,

1. X est compact.

2. Toute suite infinie de X admet au moins une valeur d’adhérence.

3. De toute suite infinie de X on peut extraire une sous suite convergente .

4. Tout sous ensembles infini de X admet au point d’accumulation.

Définition 1.38. Soit (X, d) un espace métrique, et soit A un sous ensemble de X.

On dit que A est relativement compact si A est compact.

Remarque 1.8. Tous sous ensemble d’un compact est relativement compact.

Théorème 1.8. Soient (X, d), (Y, d′) deux espace métrique et f une application défi-

nie sur x à valeurs dans Y . Si X est compact et f est continue alors f est uniformément

continue.

Définition 1.39. Soient (X, d) un espace métrique compact, (X, d′) un espace métrique

compact et K un sous ensemble borné de C(X, Y ) (l’espace des applications continues

définies sur x à valeurs dans Y muni de la topologie de la convergence uniforme). On

dit que K est équicontinue si

∀ε > 0,∃δε,∀x1, x2 ∈ X, d(x1, x2) < δε =⇒ d′(f(x1), f(x2)) < ε pour tout f ∈ K

Théorème 1.9 (Théorème de Banach-Alaouglu-Bourbaki).

Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E ′ est compacte pour

la topologie faible étoile σ(E ′, E).

Théorème 1.10 (Théorème de Mazur).

Soient (E, ‖.‖) un espace de Banach et S un sous ensemble compact de E. Alors co(A)

est compact.
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Lemme 1.7 (Lemme de Mazur).

Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach, et soit (xn) une suite d’éléments de E convergeant

faiblement vers x. Alors il existe une suite (zn) (où zn est une combinaison convexe

des éléments xn, xn+1, . . .) convergeant fortement vers x.

Théorème 1.11 (Théorème d’Ascoli-Arzelà).

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et K un sous

ensemble de C(X, Y ), l’espace des applications continues définies sur X à valeurs dans

Y , muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors K est relativement compact

si et seulement si S est équicontinu et K(x) est relativement compact, avec

K(x) = {f(x) : f ∈ S}.
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Le problème de ce chapitre, concerne l’existence de solutions pour un problème d’évo-

lution gouverné par l’opérateur sous différentiel d’une fonction convexe semicontinue

inférieur avec perturbation multivoque de la forme
u(0) = u0,

x(t) = x0 +

∫ t

0

u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

−ẍ(t) ∈ ∂g(x(t)) + F (t, x(t), u(t)), p.p. t ∈ [0, T ].

(2.1.1)

où g : Rd −→ R est une application convexe et semi-continue inférieur

F : [0, T ] × Rd × Rd −→ Rd est une multi- application scalairement semicontinue

supérieurement à valeurs non vides convexes fermées.

2.2 Quelques préliminaires

Dans tout ce chapitre I = [0, T ] (T > 0) est une intervalle de R et (Rd, ‖·‖) est l’espace
euclidien.

Définition 2.1. (voir [7] ) Soit H un espace de Hilbert. Soit f : H −→ R ∪ {+∞}.
Alors le sous différentiel de f est défini par

∂f(x) =
{
z ∈ H, f(y) ≥ f(x) + 〈z, y − x〉, ∀y ∈ H

}
.

Proposition 2.1. (voir [7]) Soit H un espace de Hilbert. Soit f : H −→ R ∪ {+∞}
une fonction propre convexe et semi-continue inférieurement. Alors

(i) ∂f(x) est un sous ensemble non vide convexe et faiblement compacte de H et il

existe M > 0 telle que ‖ ξ ‖≤M, pour tout ξ ∈ ∂f(x).

(ii) Si (xn) et (yn) sont des suites de H telle que yn ∈ ∂f(xn) pour tout n ∈ N. Si
(xn)n converge vers x et (yn)n converge-σ(H,H) vers y, alors y ∈ ∂f(x).

Proposition 2.2. (voir [7]) Soit H un espace de Hilbert. Soit f : H −→ R ∪ {+∞}
une fonction propre convexe et semi-continue inférieurement. Soit u : [0, T ] −→ H tel

que u et (f ◦ u) soient différentiables. Alors

d

dt
f(u(t)) =

〈
h,
du

dt
(t)
〉
, ∀h ∈ ∂f(u(t)).
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Proposition 2.3. (voir[16]) Soit H un espace de Hilbert. Soit f : H −→ R ∪ {+∞}
une fonction propre convexe et semi-continue inférieurement, et D = int(dom(f)) est

non vide. Alors f est continue sur D.

Proposition 2.4. (voir[16]) Soit H un espace de Hilbert. Soit f : H −→ R ∪ {+∞}
une fonction propre convexe sur int(D(f)), alors ∂f est semi-continue supérieurement

sur int(D(f)).

Théorème 2.1. (théorème de la projection) (voir [6]) Soit K ⊂ H un convexe fermé

non vide. Alors pour tout x ∈ H, il existe u ∈ K unique tel que

|x− u| = min
v∈K
|x− v|

de plus u est caractérisé par la propriété :

u ∈ K, 〈x− u, v − u〉 ≤ 0, ∀v ∈ K.

on note u = PK(x) Projection de x sur K.

2.3 Existence de solutions pour une inclusion diffé-

rentielle du second ordre avec une perturbation

multivoque semicontinue supérieurement

Cette section est consacrée à l’étude d’un problème gouvernée par le sous différentiel

d’une fonction avec perturbation multivoque semicontinue supérieurement.

Théorème 2.2. [17] Soit I = [0, T ] (T > 0) et F : I × Rd × Rd → Rd une multi-

application à valeurs non vides, convexes et compactes telle que

(H1) F est scalairement L(I) ⊗ B(Rd) ⊗ B(Rd)-mesurable, c’est-à-dire pour tout

e ∈ Rd, la fonction scalaire δ∗(e, F (., .)) est L(I)⊗ B(Rd)⊗ B(Rd)-mesurable ;

(H2) pour tout t ∈ I, F (t, ., .) est scalairement semicontinue supérieurement, c’est-

à-dire pour tout e ∈ Rd, la fonction scalaire δ∗(e, F (t, ., .)) est semicontinue

supérieurement sur Rd.

(H3) il existe une fonction β(.) positive Lebesgue intégrable définie sur I (i.e. β ∈
L1(I,R+) tel que

d(0, F (t, x, y)) ≤ β(t), ∀(t, x, y) ∈ I × Rd × Rd. (2.3.1)
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Soit g : Rd → R une fonction propre convexe et semicontinue inférieurement. Alors,

pour chaque (u0, x0) ∈ Rd×Rd, il existe deux applications Lipschitzienne u, x : I → Rd

satisfaisant l’inclusion différentielle
u(0) = u0,

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ I,

−u̇(t) ∈ ∂g(x(t)) + F (t, x(t), u(t)), p.p. t ∈ I.

En d’autre termes, l’inclusion différentielle

(PF )

−ẍ(t) ∈ ∂g(x(t)) + F (t, x(t), ẋ(t)), p.p. t ∈ I,

x(0) = x0; ẋ(0) = u0.

admet au moins une solution Lipschitzienne x ∈ C1(I,Rd).

Preuve.

La preuve se base sur la construction de suites discrétisées nous permettant de définir

des applications approximantes dont les limites sont les solutions désirées.

Étape 1. Construction de suites approximantes.

Puisque g est une fonction réelle convexe et semicontinue inférieurement alors, d’après

la Proposition 2.1 il existe M > 0 tel que

∂g(x) ⊂MB, ∀x ∈ Rd. (2.3.2)

Pour chaque n ∈ N∗, considérons la partition ({tn,0}, In,i) 0 ≤ i ≤ n− 1, de l’intervalle

I, où In,i = (tn,i, tn,i+1], tn,i = ihn pour 0 ≤ i ≤ n et hn = T
n
.

Pour chaque (t, x, y) ∈ I × Rd × Rd, soit h(t, x, y) un élément de norme minimale de

F (t, x, y), c’est-à-dire

h(t, x, y) = PF (t,x,y)(0), ∀(t, x, y) ∈ I × Rd × Rd,

par la relation (2.3.1)

‖h(t, x, y)‖ ≤ β(t), (2.3.3)

l’existence de cet élément est assurée par la convexité et la fermeture des valeurs de F .

D’autre part, F est scalairement mesurable et à valeurs convexes faiblement compactes

et Rd est séparable, alors pour tout x ∈ Rd, par la proposition 1.11 l’application
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t 7→ h(t, x, y) est Lebesgue mesurable , et par (2.3.3) elle est Lebesgue-intégrable.

Pour tout n ≥ 1, nous allons définir des applications approximantes sur chaque inter-

valle In,i.

Soit un,0 = u0, xn,0 = x0, et comme ∂g(xn,0) est un ensemble non vide, on choisit un

point yn,0 ∈ ∂g(xn,0).

Soit pour tout t ∈ In,0 = (tn,0, tn,1]

hn,0 ∈ F (tn,0, xn,0, un,0);

un(t) = un,0 + (t− tn,0)yn,0 +

∫ t

tn,0

h(s, xn,0, un,0)ds;

xn(t) = xn,0 +

∫ t

0

un(s)ds.

Soit un,1 = un(tn,1), xn,1 = xn(tn,1). Nous choisissons un point yn,1 ∈ ∂g(xn,1) et pour

tous t ∈ In,1 = (tn,1, tn,2] posons

hn,1 ∈ F (tn,1, xn,1, un,1);

un(t) = un,1 + (t− tn,1)yn,1 +

∫ t

tn,1

h(s, xn,1, un,1)ds,

xn(t) = x0 +

∫ t

0

un(s)ds.

Similairement, on pose par induction, pour 0 ≤ i ≤ n− 1

un,i = un(tn,i), xn,i = xn(tn,i), on choisit yn,i ∈ ∂g(xn,i) et pour tout t ∈ In,i =

(tn,i, tn,i+1], on pose

hn,i = h(t, xn,i, un,i) ∈ F (tn,i, xn,i, un,i);

un(t) = un,i + (t− tn,i)yn,i +

∫ t

tn,i

h(s, xn,i, un,i)ds,

xn(t) = x0 +

∫ t

0

un(s)ds.

Par conséquent, pour tout t ∈ In,i, u̇n(t) = yn,i + hn,i. Nous définissons les applications

yn, hn : I −→ Rd par yn(t) = yn,i et hn(t) = h(t, xn,i, un,i) = hn,i si t ∈ In,i, i =

0, 1, ..., n− 1. Par construction, pour tout i = 0, 1, ...n− 1, on a

un(tn,i+1) = un,i +
T

n
yn,i +

∫ tn,i+1

tn,i

h(s, xn,i, un,i)ds (2.3.4)
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Soit θn(.) : I −→ I la fonction définie par θn(t) = tn,i si t ∈ In,i(i = 0, ..., n − 1) et

θn(0) = 0. Remarquons que |θn(t)− t| = |tn,i − t| ≤ (tn,i+1 − tn,i)| = T
n
−→
n→+∞

0.

Ainsi, pour tout t ∈ I
lim

n→+∞
θn(t) = t. (2.3.5)

Par suite, pour tout t ∈ I

un(t) = un(θn(t)) + (t− θn(t))yn(t) +

∫ t

θn(t)

hn(s)ds,

yn(t) ∈ ∂g
(
xn(θn(t))

)
.

et

u̇n(t) = yn(t) + hn(t), i.e., u̇(t)− hn(t) ∈ ∂g
(
xn(θn(t))

)
p.p

Étape 2. Convergence des applications approximantes.

Remarquons par2.3.3 et 2.3.2que pour tout t ∈ I

‖ u̇n(t) ‖ ≤ ‖yn(t)‖+ ‖hn(t)‖

≤M + β(t)

= β1(t), (2.3.6)

et que

‖ un(t) ‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

0

‖ u̇n(t) ‖ ds

≤ ‖u0‖+ ‖β1‖

= M1

Donc, un(t) ∈ B(0,M1), pour tout t ∈ I i.e,(un(t))n est relativement compacte dans

Rd.

D’autre part, pour tous t, s ∈ I (s < t) nous avons

‖ un(t)− un(s) ‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

u̇n(τ)dτ −
∫ s

0

u̇n(τ)dτ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−∫ s

t

u̇n(τ)dτ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

s

u̇n(τ)dτ

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

‖u̇n(τ)‖dτ

≤
∫ t

s

β1(τ)dτ
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Donc (un(.)) est equicontinue.

Alors par le théorème d’Ascoli-Arzelà, la suite (un(·))n est relativement compacte dans

C(I,Rd), donc on peut extraire de (un(·))n une sous suite notée aussi (un(·)) qui

converge uniformément vers une application u(·) ∈ C(I,Rd). Il est clair que u(0) = u0.

Maintenant, on va montrer la convergence de (xn(.)) dans C(I,Rd). Pour tous t, s ∈ I
(0 ≤ s < t ≤ T )

‖xn(t)− xn(s)‖ =

∥∥∥∥x0 +

∫ t

0

un(s)ds− x0 −
∫ s

0

un(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥−∫ s

t

un(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

s

un(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

‖un(s)‖ds

≤M1|t− s|

Donc, (xn(.)) est equicontinue.

En outre, pour tout t ∈ I

‖xn(t)‖ =

∥∥∥∥x0 +

∫ t

0

un(s)ds

∥∥∥∥
≤ ‖x0‖+

∫ t

0

‖un(s)‖ds

≤ ‖x0‖+M1T

= M2.

Donc, xn(t) ∈ B(0,M2), pour tout t ∈ I i.e,(xn(t))n est relativement compacte dans

Rd.

Alors par le théorème d’Ascoli-Arzelà, la suite (xn(·))n est relativement compacte dans

C(I,Rd), donc on peut extraire de (xn(·))n une sous suite notée aussi (xn(·)) qui

converge uniformément vers une application x(·) ∈ C(I,Rd). Il est clair que x(0) = x0.
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Observons que pour tout t ∈ I,

x(t) = lim
n→∞

xn(t)

= x0 + lim
n→∞

∫ t

0

un(s)ds

= x0 +

∫ t

0

lim
n→∞

un(s)ds

= x0 +

∫ t

0

u(s)ds

ceci en utilisant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue car (un(.))n est

équibornée, d’où ẋ(.) = u(.) presque partout.

Par (2.3.5) et la convergence uniforme de (xn(.)) vers x nous avons pour tout t ∈ I

‖xn(θn(t))− x(t)‖ ≤ ‖xn(θn(t))− xn(t)‖+ ‖xn(t)− x(t)‖

≤ M1|θn(t)− t|+ ‖xn(t)− x(t)‖,

i.e,

lim
n→+∞

‖xn(θn(t))− x(t)‖ = 0,∀t ∈ [0, T ].

D’autre part, en utilisant la convergence uniforme de (un(.)) vers u nous avons pour

tout t ∈ I

‖un(θn(t))− u(t)‖ ≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− u(t)‖

≤ ‖β1‖‖θn(t)− t‖+ ‖un(t)− u(t)‖ −→
n→+∞

0.

Alors

lim
n→+∞

‖un(θn(t))− u(t)‖ = 0,∀t ∈ I.

La convergence de la suite
(
xn(θn(t))

)
n
et
(
un(θn(t))

)
vers x(.) et u(.) respectivement

est obtenue par la même manière. Maintenant, par la définition de hn, nous avons pour

tout t ∈ I,
hn(t) ∈ F (θn(t), xn(θn(t)), un(θn(t))) (2.3.7)

Pour tout t ∈ I, on pose sn(t) = hn(t)
β(t)

. Alors ‖sn(t)‖ 6 1, donc sn(.) ∈ BL∞ , qui

est faiblement*compacte dans L∞(I,Rd) (d’après le Théorème de Banach-Aloaglu-

Bourbaki), donc par extraction d’une sous-suite on peut supposer que (sn(.))n converge
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faiblement* vers une application s(.) ∈ L∞(I,Rd), c’est à dire pour tout ξ ∈ L1(I,Rd),

on a

lim
n→∞
〈sn(.), ξ〉 = 〈s(.), ξ〉.

Soit y(.) ∈ L∞(I,Rd), on a∫ T

0

‖β(t)y(t)‖dt 6
∫ T

0

β(t).‖y‖∞dt

= ‖y‖∞
∫ T

0

β(t)dt

= ‖y‖∞.‖β‖1 < +∞

c’est à dire, β(.)y(.) ∈ L1(I,Rd). Donc

lim
n→∞
〈hn(.), y(.)〉 = lim

n→∞

∫ T

0

〈hn(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

∫ T

0

〈β(t)sn(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

∫ T

0

〈sn(t), β(t)y(t)〉dt

= lim
n→∞
〈sn(.), β(.)y(.)〉

=

∫ T

0

〈s(t), β(t)y(t)〉dt

=

∫ T

0

〈β(t)s(t), y(t)〉dt

= 〈β(.)s(.), y(.)〉

par suite, (hn(.)) converge vers h(.) = β(.)s(.) pour la topologie σ(L1(I,Rd),L∞(I,Rd)),

le lemme de Mazur assure l’existence d’une suite (ξn(.)) (où ξn(.) est une combinaison

convexe de {hk(.), k > n} qui converge fortement vers h(.) dans L1(I,Rd). On peut

alors extraire de la suite (ξn(.)) une sous-suite qui converge p.p. vers h(.). Alors,

h(t) ∈ {ξn(t), n ∈ N} =
⋂
n∈N

{ξn(t)}, p.p.t ∈ I,

d’où,

h(t) ∈
⋂
n∈N

co{hk(t), k ≥ n}, p.p.t ∈ I.

Posons

An = {hk(t), k ≥ n}.
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Alors, par la proposition 1.1 , on obtient pour tout x′ ∈ Rd,

〈x′, h(t)〉 ≤ δ∗(x′, An),∀n ∈ N

= sup
k≥n
〈x′, hk(t)〉,∀n ∈ N,

c’est-à-dire,

〈x′, h(t)〉 ≤ inf
n∈N

sup
k≥n
〈x′, hk(t)〉

= lim
n→∞

sup〈x′, hn(t)〉.

De la relation (2.3.7), on obtient

〈x′, h(t)〉 ≤ lim
n−→∞

sup δ∗(x′, F (θn(t), xn(θn(t), un(θn(t)),

et par la semicontinuité supérieure de F (t, ., .) (voir (H2)) on conclut que

〈x′, h(t)〉 6 lim
n→∞

sup δ∗(x′, F (θn(t), xn(θn(t), un(θn(t)) 6 δ∗(x′, F (t, x(t), u(t)) ∀x′ ∈ Rd,

et alors

〈x′, h(t)〉 6 δ∗(x′, F (t, x(t), u(t)) ∀x′ ∈ Rd,

Puisque par (H1), t → F (t, x(t), u(t)) est scalairement mesurable et comme F est à

valeurs convexes faiblement compactes et Rd est séparable, on obtient

h(t) ∈ F (t, x(t), u(t)), p.p.t ∈ I.

D’autre part, par la relation (2.3.6), on a ( u̇n(.)
β1(.)

) est bornée dans L∞(I), on pose

zn(.) = u̇n(.)
β1(.)

. Implique ‖zn(t)‖ 6 1, donc zn(.) ∈ BL∞ , qui est faiblement*compacte

dans L∞(I,Rd) (d’après le Théorème de Banach-Aloaglu- Bourbaki), donc par ex-

traction d’une sous-suite on peut supposer que (zn(.))n converge faiblement* vers une

application z(.) ∈ L∞(I,Rd), c’est à dire pour tout ζ ∈ L1(I,Rd), on a

lim
n→∞
〈zn(.), ζ(.)〉 = 〈z(.), ζ(.)〉.

Soit y(.) ∈ L∞(I,Rd), on a∫ T

0

‖β1(t)y(t)‖dt 6
∫ T

0

β1(t).‖y‖∞dt

= ‖y‖∞
∫ T

0

β1(t)dt

= ‖y‖∞.‖β1‖1 < +∞
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c’est à dire, β1(.)y(.) ∈ L1(I,Rd). Donc

lim
n→∞
〈u̇n(.), y(.)〉 = lim

n→∞

∫ T

0

〈u̇n(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

∫ T

0

〈β1(t)zn(t), y(t)〉dt

= lim
n→∞

∫ T

0

〈zn(t), β1(t)y(t)〉dt

= lim
n→∞
〈zn(.), β1(.)y(.)〉

=

∫ T

0

〈z(t), β1(t)y(t)〉dt

=

∫ T

0

〈β1(t)z(t), y(t)〉dt

= 〈β1(.)z(.), y(.)〉,

alors, (u̇n(.)) converge vers une application w(.) = β1(.)z(.) pour la topologie σ(L1(I,Rd),L∞(I,Rd)),

et que w(.) = u̇(.). En effet, pour tout y ∈ L1(I,Rd),

lim
n→∞
〈u̇n(.), y(.)〉 = 〈w(.), y(.)〉

i.e

lim
n→∞

∫ t

0

〈u̇n(s), y(s)〉ds =

∫ t

0

〈w(s), y(s)〉ds,

on particulier, pour y(.) = 1[0,t](.)ej avec t ∈ I, 1[0,t] la fonction caractéristique de

l’intervalle [0, t] et (ej) une base de Rd, donc on obtient〈
lim
n→∞

∫ t

0

u̇n(s)ds, ej

〉
=

〈∫ t

0

w(s)ds, ej

〉
, ∀j

ce qui assure que,

lim
n→∞

∫ t

0

u̇n(s)ds = lim
n→∞

∫ t

0

w(s)ds.

Comme (un(.)) est absolument continue, on a l’égalité suivante

lim
n→∞

(
un(t)− un(0)

)
= lim

n→∞

∫ t

0

u̇n(s)ds =

∫ t

0

w(s)ds,

par conséquent

u(t) = u(0) +

∫ t

0

w(s)ds,

c’est-à-dire u(.) est absolument continue, et donc w(.) = u̇(.) a.e.
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Maintenant, nous procédons à prouver que

u̇(t) + F (t, x(t), u(t)) ∈ −∂g(x(t)) p.p. t ∈ [0, T ].

Par la convergence faible des deux suites (un(.)) et (hn(.)) dans L1(I). Par le lemme

de Mazur, il existe une suite (wn(.)) qui converge fortement dans L1(I) vers u̇(.) − h
tel que pour tout n ∈ N,

wn(.) ∈ co{u̇k(.)− hk(.) : k ≥ n}

par extraction d’une sous suite, on sait que wn(.) converge presque partout vers u̇(.)−h.
Alors

wn(t) −→ u̇(t)− h(t), h(t) ∈ F (t, x(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ].

par conséquent, pour presque tous t ∈ I

u̇(t)− h(t) ∈
⋂
n

{wn(t)}

⊂
⋂
n

co
{
u̇k(.)− hk(.), k ≥ n

}
le résultat est que, pour presque tout t ∈ I, pour tout y ∈ Rd,

〈y, u̇(t)− h(t)〉 ≤ inf
n

sup
k≥n

〈
y, u̇k(t)− hk(t)

〉
ainsi,

u̇k(t)− hk(t) ∈ −∂g
(
xn(δn(t))

)
et la proposition 1.1〈

y, u̇(t)− h(t)
〉
≤ lim

n→∞
sup δ∗

(
y,−∂g(xn(δn(t))

)
par δn(t) −→ t, xn(δn(t)) −→ x(t), et la proposition 2.4〈

y, u̇(t) + h(t)
)〉
≤ δ∗

(
y,−∂g(x(t))

)
alors 〈

y, u̇(t)− h(t)
)〉
− δ∗

(
y,−∂g(x(t))

)
≤ 0

y est arbitraire, nous obtenons

sup
y∈Rd

〈
y, u̇(t)− h(t)

)〉
− δ∗

(
y,−∂g(x(t))

)
≤ 0
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puisque le différentiel est encore sous fermé et convexe, pour le Lemme 1.1 pour tout

t ∈ I, nous avons

d(u̇(t)− h(t),−∂g
(
x(t))

)
= sup

y∈B

〈
y, u̇(t)− h(t)

〉
− δ∗

(
y,−∂g(x(t))

)
≤ 0.

i.e

d
(
u̇(t)− h(t),−∂g

(
x(t)

))
= 0.

Cette égalité donne, pour presque tout t ∈ I,

u̇(t)− h(t) ∈ −∂g
(
x(t)

)
.

comme h(t) ∈ F (t, x(t), u(t)), Alors pour presque tout t ∈ I,

−u̇(t) ∈ ∂g
(
x(t)

)
+ F (t, x(t), u(t))

et comme ẋ(.) = u(.), on aura

−ẍ(t) ∈ ∂g
(
x(t)

)
+ F (t, x(t), ẋ(t)) p.p.t ∈ I

avec x(0) = x0, ẋ(0) = u0. Ceci montre que x est une solution du problème considéré.

Corollaire 2.1. [17] Soit I = [0, T ] (T > 0) et f : [0, T ] × Rd × Rd −→ Rd une

application Carathéodory borné par une fonction positif β ∈ L1
R+(I). Soit g : Rd −→ R

une fonction propre convexe et semicontinue inférieur. Alors pour tous (u0, x0) ∈ Rd×
Rd, il existe deux applications Lipschitzienne u, x : I −→ Rd satisfaisant

u(0) = u0,

x(t) = x0 +
∫ t
0
u(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

−u̇(t) ∈ ∂g(x(t)) + f(t, x(t), u(t)), a.e. t ∈ [0, T ].

En d’autre termes, l’inclusion différentielle

(Pf )

−ẍ(t) ∈ ∂g(x(t)) + f(t, x(t), ẋ(t)), a.e. t ∈ [0, T ],

x(0) = x0; ẋ(0) = u0.

admet au moins une solution Lipschitzienne x ∈ C1(I,R).

Preuve.

Ce théorème est un cas particulier du théorème précédant avec F (t, x, u) = {f(t, x, u)}
pour tout (t, x, u) ∈ I × Rd × Rd où f est une application univoque.

�
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