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INTRODUCTION

Les inégalités variationnelles différentielles (IVD en abrégé) apparaissent dans certains
domaines tels que la théorie des jeux de Nash, la recherche opérationnelle et la physique
(voir [3 12]). Les IVD ont d’abord été systématiquement étudiées dans des espaces de
dimension finie par Pang et Stewart [12] en 2008 et ont attiré beaucoup plus d’attention

sur les résultats théoriques, les algorithmes numériques et les applications.

Les inégalités variationnelles différentielles inverses (IVDI en abrégé), comme les IVD,
ont une large application en optimisation, l'ingénierie, I’économie et la mécanique [6]. Ré-
cemment, Li et al. [IT] ont prouvé 'existence de solutions faible au sens de Carathéodory
pour une inégalité variationnelle différentielle inverse dans des espaces de dimension finie
et ont donné une application & un probléme d’équilibre dépendant du temps.

L’analyse de stabilité d’'une IVD avec des données perturbées est trés utile pour iden-
tifier les parameétres sensibles, prédire les changements a venir des équilibres a la suite des
changements dans le systéme de gouvernance et fournir des informations utiles pour conce-
voir différents systémes d’équilibre. Gwinner dans [9] a étudié la stabilité de la solution
pour IVD et a obtenu un nouveau résultat de convergence de la solution par rapport aux
perturbations dans les données. Lorsque la multi-application et ’ensemble de contraintes
sont perturbés par des paramétres différents.

A notre connaissance, il existe des résultats sur I'existence de solutions pour les IVD
et IVDI dans des espaces de dimension finie. Etant motivé par les résultats cité dessus,
les auteurs dans [19] ont montré la stabilité de la solution pour une IVID.

Dans ce mémoire, on a mené une étude détaillée du papier récent "X. Zhu et al [19]".

Tout d’abord, nous prouvons 'existence et 'unicité de solution faible au sens de Carathéo-
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Introduction

dory pour une inégalité variationnelle différentielle inverse, ensuite on établie la stabilité
de la solution.

Pour la bonne compréhension et la lisibilié, on a adopté la structure suivante pour ce
manuscrit :

Le premier chapitre intitulé "Notations et Préliminaires", comporte des notations et
quelques concepts d’analyse convexe, d’analyse fonctionnelle ainsi que des généralités sur
les multi-applications.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons démontré 'existence et 'unicité de solution

faible au sens de Carathéodory du probléme suivant (voir [19])

i(t) = f(t,z(t)) + g(t, z(t))u(t), Vte0,T)
u(t) € Sol (K, h(t,z(t)) + F(-)) p.p.t€[0,T] (1)
z(0) = xo,

ou K un ensemble non vide, T > 0, f:[0,7] x R™ — R™ ¢:[0,T] x R™ — R™*",
h:[0,T] x R™ — R, F: R" =2 R", x5 € R™ et Sol(-,-) est 'ensemble de solution du
probléme ().

Finalement, dans le troisiéme chapitre, nous étudions la stabilité du probléme dans
un espace de dimension finie ol I’ensemble de contraintes et la multi-application F' sont

perturbées par deux parameétres différents (p, A).

v



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons toutes les notions et les résultats de base qui nous se-
ront utiles tout au long de ce travail. Nous commencons par quelques notations, puis nous
énoncons des définitions et propositions de 1’analyse fonctionnelle, convexe et I'analyse

multivoque.

1.1 Notations

e D.p. . Presque partout.

e iec. . Cest a dire.

o = . Egal a, par définition.

e resp. . Respectivement.

e m.a. . Multi-application.

® s.C.S. : Semi-continuité supérieure.

e s.ci. . Semi-continuité inférieure.

o KKM . Knaster-Kuratowski-Mazurkiewiez.
o I = ‘2—: . La dérivée de x par rapport au temps t.
e R . Ensemble des nombres réels.

e [a,b] (resp. |a,b]) : Intervalle fermé (resp. ouvert) de R.



1.1. Notations

e R" . Espace de Hilbert muni de produit scalaire ( -, - ) et la norme associée || -

e (2,%, 1) : Espace mesuré.

e (E,||-|) : Espace de Banach muni de la norme || - ||, E’ son dual topologique, E”
son bidual.

o (X,dy) . Espace métrique muni de la métrique dx.

e P(X) :  Ensemble des partie de X.

e 1, — x : Lasuite (z,),en converge fortement vers x.

e I, . La suite (x,)nen converge faiblement vers z.

o int(A) : Intérieur d’un ensemble A.

o« A :  Adhérence d'un ensemble A.

o co(A) :enveloppe convexe de A.

e B(z,r) : La boule ouverte de centre x et de rayon r.

e B(z,7) . La boule fermée de centre x et de rayon r.

e V(x) . Le voisinage d’un point x.

e Soit A un sous ensemble non vide d’un espace métrique X et x € X. On note

par d4(x) la distance du point z & A, définie par
da(z) = inf|lz —a.

e C(X,Y): L’espace de toutes les applications continues définies sur X a valeurs dans

Y, muni de la norme de la convergence uniforme
[tfloo = sup|lu(z)].-
zeX

e L7([0,T],R") : L'espace de toutes les fonctions mesurables u : [0,7] — R™ telles

que fOT |u(t)|[Pdt < 400 muni de la norme de || - ||, définie par

= ([ Hu(tﬂlpdt);



1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Fonction absolument continue

Définition 1.2.1. [1/ On dit qu’une fonction f : [a,b] — R™ est absolument continue si
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute partition dénombrable de |a,b| par des

intervalles disjoints |ay, by| vérifiant

Z(bk — ak) < (5,

k

nous avons

Z 1f(br) — flaw)| <e.

Remarque 1.2.2. [1)
(i) Toute fonction absolument continue est continue.
(i) Toute fonction absolument continue est dérivable presque partout.

(iii) Toute fonction lipschitzienne est absolument continue.

Théoréme 1.2.3. [i/ Une fonction [ : [a,b] — R™ est absolument continue si, et

seulement si, elle est lintégrale de sa dérivée, c’est a dire

£(b) — fla) = / ft)

Définition 1.2.4. [10/(Fonction lipschitzienne)
Une application f : R" — R™ est dite lipschitzienne s’il existe une constante Ly > 0 telle

que pour tous x, y € R™, on a

1f () = FWIl < Lyl = yl|

Définition 1.2.5. [18/(Equicontinuité)
Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Une famille G de fonctions continues

de X dans'Y est dite équicontinue dans X st
Ve>0,30>0, VfeG, Vi'e X: dx(x,2)<d=dy(f(x), f(2)) <e.

Théoréme 1.2.6. [2]/ Un espace métrique (X,d) est dit compact si, et seulement s,
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1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

il vérifie ’ariome de Bolzano- Weierstrass de toute suite d’éléments de X, on peut

extraire une sous-suite qui converge.

Définition 1.2.7. [1§/(Relative compacité)
Soit K C X wune partie d’un espace métrique (X,dx). On dit que K est relativement

compacte si son adhérence est compacte.

Théoréme 1.2.8. [1]/(Arzela-Ascoli)
Soit (X, dx) un espace métriqgue compact et (E,||-||) un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie. Alors, une partie G de C(X, E) est relativement compacte pour la topologie de

la convergence uniforme si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont satisfaites
(i) G est équicontinue en tout point de X.
(ii) L’ensemble G(x) = {f(x), f € G} est borné.

Définition 1.2.9. [2/(Espace topologique de Hausdorff)

Soit (E,T) un espace topologique. On dit que E est un espace de Hausdorff, ou espace

séparé, si pour deuxr points x, y distincts, il existe deux ouverts U,V € T, tels que

el yeVetlUNV =10
Proposition 1.2.10. [Z] Dans un espace de Hausdorff E, tout ensemble fini est fermé.

Théoréme 1.2.11. [2/(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)
Soient (2, %, 1) un espace mesuré, E un espace de Banach, 1 < p < 400 et s0it (fn)nen

une suite de fonctions intégrables définies sur €1 a valeurs dans E telle que

(i) fn—f p—pp. surQ.

(ii) Il existe une fonction positive h(-) € LP(§2,R) telle que, pour tout n € N,

[ < A(E) 1= pp.

Alors, f, — f dans L*(Q, E) quand n — 0.

Corollaire 1.2.12. [7] Un ensemble K est relativement compact dans LP(S), E') avec

1 <p< oo si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont satisfaites
(1) K est borné dans LP(Q), E).

(i) Pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que fob_h |f(t+h)— f(t)||Pdt < € pour tout
f € K et pour tout |h| < 0 (p—équicontinuité moyenne).



1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Lemme 1.2.13. [13/(Lemme de Gronwall)
Soit uw € C([0,T[, R) et a(-) € L*(J0, T[, RY). Si

u(t) < uo / alt)u(s)ds,

alors,

u(t) < upe™,

ou A(t) = fta(s)ds.

0

1.2.2 La topologie faible

Soit (E,|| - ||) un espace de Banach et soit E’ son dual topologique i.e.,
E' = {f : E — R : f lineaire continue} = L(E,R). Alors E’ est aussi un espace de

Banach,et sa norme est définie par

[fller = sup |[f(x)]

=<1

Définition 1.2.14. [2] Soit f € E' et soit ps Uapplication définie par
pr: E—R
z — pp(x) = (f,2)

Lorsque f parcourt E', on obtient une famille de forme linéaire continue sur R. La to-
pologie la plus fine sur E pour laquelle toutes les ¢¢ (f € E') sont continues s’appelle la
topologie faible et on la note o(E, E').

Définition 1.2.15. [2/(Convergence faible)
Soit (), une suite de points de E. Alors on a

T, ~ <= (fien)pr — (f,2)p g, YfE€E quandn — +oo.

Proposition 1.2.16. [2] Soit (x,,), une suite de points de E. Alors, on a quand n — o0
(i) x, — v = x, — 2.

(ii) Six, — x et si f,, — f fortement dans E', alors (fn,x,) — (f,x).
Proposition 1.2.17. [2] Si (E,|| - ||) est un espace de Banach de dimension finie alors
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1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

la topologie forte et la topologie faible coincident c’est un dire,

7‘||.|| = O‘(E, E,).

1.2.3 Espaces réflexifs

Définition 1.2.18. [2] Soit E un espace vectoriel normé, E" son bidual et soit J l'injec-
tion canonique entre E et E”. On dit que E est réflexif si J est bijective, i.e., si J(E) = E".
On identifie alors E et E" a laide de l’isomorphisme J.

Théoréme 1.2.19. [2] Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
si sa boule unité fermée Bg(0,1) est faiblement compacte, i.e., compacte pour la topologie

o(E,E).

Corollaire 1.2.20. [Z] Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si, et seulement
si, B est réflexif.

1.2.4 Outils d’analyse convexe

Définition 1.2.21. [1/ Soient E un espace vectoriel et A un sous-ensemble de E. On dit

que A est conveze si pour tous a,b € A, A € [0,1], on a
Aa+ (1—=XN)be A

Définition 1.2.22. [1] Une fonction f : E — R = [—00, +00], est dite conveze si pour

tous x, y € E, X € [0,1], l"inégalité

fQz+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y),

est satisfaite telle que (A\f(z) 4+ (1 — X)f(y)) est bien définie.

Définition 1.2.23. [1/(Enveloppe Conveze)
Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel topologique E. On appelle enveloppe convezxe

de A, qu’on note co(A), lintersection de tous les sous ensembles convexes de E contenant



1.2. Quelques notions d’analyse fonctionnelle

A. C’est le plus petit conveze de E qui contient A, et on a

co(A) = {Z%%/Iz €A o €R, Zai = 1}.
i=1 i=1

Théoréme 1.2.24. [1] Dans un espace vectoriel normé E de dimension finie, si A C E

est borné (resp. compact) alors l'enveloppe convere de A est bornée (resp. compacte).

Corollaire 1.2.25. [2] Soit E un espace de Banach et A C E. Si A est fini alors, co(A)

est compact.

On définit quelques types de cone.

Définition 1.2.26. [16, (11, [15/(Coénes)
Soit E un espace de Banach E, E' son dual et K un sous-ensemble de E. Alors
e K est un cone si

Vre K, YVa>0: axekK.
e Le cone de barriére de K, est défini par
barr(K) = {y e R": su}g (y,z) < oo}.
ze
e Le cone de récession de K, noté K., est défini par
Ky = {dEE’:th—>O,EIanK, tnxnéd}.
e Le cone polaire positif de I’ensemble non vide K, noté K, est donné par

Kt:={yeFE: (yz)>0,Vz € K},

et on a

—barr(K) = KZ.. (1.1)

e Le cone polaire négatif de l'ensemble non vide K, noté K, est défini par
K ={yeFE:(yz)<0,VreK}.

e Le cone tangent d’un ensemble convere K au point x € K, noté Tk (x), est défini



1.3. Quelques notions sur les multi-applications

par

Tk(z) = {v € E| l/ggl Mg (z+ W) = O} . (1.2)

1.3 Quelques notions sur les multi-applications

Définition 1.3.1. [2] Soient X etY deuz ensembles non vides.
On appelle multi-application (m.a. en abrégé) de X a valeurs dans Y, toute application
de X dans P(Y), notée F : X = Y, c’est a dire que pour tout x € X, F(x) est un

sous-ensemble de Y.

Définition 1.3.2. [Z] Soit F': X =Y une multi-application.
e Le domaine de F, noté D(F), est défini par

D(F)={x € X : F(x) # 0}.
e L’image de F, notée R(F), est définie par

R(F) = |JF(x).

zeX

e Le graphe de F, noté gph(F), est défini par
gph(F) ={(z,y) : v € D(F) ety € F(x)}.

e La m.a. 1nverse
F7l: vY=X
y— FY(Y)
est définie par
v € Fl(y) <= yeF(x).

Définition 1.3.3. [2] Soit F: X =Y et soit V. CY. Alors
F'V)={zeX :Flz)nV #0}

est l'image réciproque large de V' par F'.
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Définition 1.3.4. [2] Soit F: X =Y et soit V CY. Alors
FN(V)={zeX :F(z)CV}

est l'image réciproque étroite de V' par F'.

Définition 1.3.5. [2] Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, et soit Y' ’espace
dual de Y. On dit que la m.a. F': X 3'Y est semi-continue supérieurement (s.c.s. en
abrégé) au point x € X si pour tout ouvert U C'Y tel que F(x) C U, il existe un voisinage

Q de x tel que pour tout z € Q, F(z) C U i.e.,

F s.c.s. au point 1<V U CY ouwvert tel que F(z) C U, F;'(U) € V(x).
e On dit que F est s.c.s. sur X si elle est s.c.s. en tout point de X.
Exemple 1.3.6. Soit

F: R=R
-1,1], =0

{0}, =#0,

r— F(z) =

F est s.c.s. sur R. En effet, si U un ouvert de R, on a

FU)={z€eR: F(z) CcU}
={z=0:[-1,1] cU} | J{z e R\{0}, 0 € U}.

On a trois cas
e Si[-1,1]cU=0€U.
F:HU) = {0} UR\{0} =R est un ouvert de R.
o Si[-1,1] ¢ U et0 e U.
FHU) =0 U R\{0} =] — 00,0[ U0, 00] est un ouvert de R.
¢ Si0¢U—=[-1,1]¢U.
FHU)=0Ub =0 ouvert de R.

Donc, F est s.c.s. sur R.

Définition 1.3.7. [2] Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, et soit Y’ ’espace

dual de Y. On dit que la m.a. F': X =Y est semi-continue inférieurement (s.c.i.
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en abrégé) au point x € X si pour tout ouwvert U C'Y tel que F(x) NU # 0, il existe un
voisinage € de x tel que pour tout z € Q, F(z)NU #0 i.e.,

F s.c.i. au point 1 <= Y U C Y ouvert tel que F(z)NU # 0, F~Y(U) € V().

e On dit que F est s.c.i. sur X si elle est s.c.i. en tout point de X.

Exemple 1.3.8. Soit

G: R=R
[_171]7 :c;é()

r— G(z) =
{0}, ==0,

G est s.c.i. sur R. En effet, on a pour tout ouvert U de R,

G U)={reR:G(x)NU # 0}
— (e R0} : [-L1NU £B}Ufz=0:{0}NU £ 0}.

On a trois cas
e Si0elU=[-1,1]NU#0
G HU) =R\{0} U {0} =R un ouvert de R.
e Si0gUet|—1,1]NU#
GHU) = (R\{0}) UD =] — 00,0[U]0, 00 est un ouvert de R.
e Si[-L,1INU=0=0¢U
G HU)=0UD est un ouvert de R.

Donc, G est s.c.i. sur R.

Proposition 1.3.9. [2/(Caractérisation de la semi-continuité supérieure)

Soit F': X =Y une m.a. Alors les propriétés suivantes soit équivalentes
(i) F est s.c.s. sur X.
(i) Pour tout ouvert U de Y, F'(U) est un ouvert de X.
(iii) Pour tout ferméV deY, F~ (V) est un fermé de X.

(iv) VA C Y, F-1(A) ¢ F~'(A).

Définition 1.3.10. [1l] Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, et soit Y’ ’espace

dual de Y. On dit que la m.a. F': X =Y est hémicontinue supérieurement en x € X

10



1.3. Quelques notions sur les multi-applications

si, et seulement si, pour tout y* € Y’ la fonction x+—— sup (y*,y) est s.c.s au point x.
yEr ()

Proposition 1.3.11. [1I/ Une m.a. F : X =2 Y est s.c.i. au point x € X si, et seulement

si, pour tout y € F(x) et pour toute suite (x,), C X convergeant vers x, il existe une

suite (Yn)n d’élément de F(x,) convergeant vers y.

Proposition 1.3.12. (8], Lemme 01) Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques.
Sila m.a. F: X =Y a valeurs non vides, fermées est s.c.s., alors F' est fermée (i.e.,

son graphe est un sous-ensemble fermé de P(Y)).

Démonstration. Soit ((xn,yn))n C gph(F') une suite qui converge vers (Z,y) et mon-
trons que (Z,y) € gph(F).
Pour tout n € N, (x,,y,) € gph(F) i.e., y, € F(x,). Or (z,), converge vers x alors,

VVeV(@),IngeNNVneNn>ng—=z, €V. (1.3)
F étant s.c.s., pour tout ouvert U de Y tel que
F(z) c U, onaF'(U) € V(z). (1.4)

Soit ¢ > 0, on sait que B(F(j), %) est un ouvert qui contient F(Z), et donc grace a la

relation ((1.4]), on a

3
, =

P! (B(F(az) >

) e V(z).
En utilisant ([1.3)), il vient que
dng €N, Vn e Nyn > nyg = F(z,) CB(F(%),%).

Comme y,, € F(x,), alors y,, € B (F(z),%), et donc

dY (yna F(j» <

DO | ™

D’autre part, on a (y,), converge vers ¢y, donc par définition

Ve>0,3n e NNVneNn>n = dy(y,,9) <

DO ™

11



1.3. Quelques notions sur les multi-applications

Alors, pour n > max(ng, n;), nous avons

3

< —_
+2

dY(ga F(‘f)) S dY(ga yn) + dY(ynaF(i'))
g
- =£.
2

D’ou,

dY(ng(j)) <ég, VE>07

Autrement dit,

dy (7, F(z)) = 0ou € F(3).
Puisque F' est a valeurs fermées, on déduit que (z,y) € gph(F). O

Définition 1.3.13. [5,[17/ La m.a. F: X =Y est dite :

(1) Strictement monotone si, et seulement si, pour tous z,y € X, v # vy,

x* € F(x), y* € F(y) on a
(" —y*,x—y) > 0.
(ii) Momnotone si pour chaque x,y € X et pour tout z* € F(z), y* € F(y) on a
(" —y*,x—y) > 0.

(iit) Fortement monotone avec un module p > 0 si pour tous x,y € X et tous

€ F(z),y* € F(y), ona

(@ =y 2z —y) > plle —y)* (1.5)

1.3.1 Probléme de Cauchy.

Soient [0,a] C R (a > 0), D C R™ un sous-ensemble fermé, F' : [0,a] x D =% R" une

m.a. a valeurs non vides et o € D. On considére I'inclusion différentielle suivantes

#(t) € F(t,z(t)) pp.teoal,

z(0) = xo.

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

12



1.3. Quelques notions sur les multi-applications

e Il existe une fonction positive c(-) € L*([0, a], R) telle que
1 (t, @)l =sup {llyll -y € Ft,2)} < c)(1+ [|z]]) sur [0,a] x . (1.7)
e Pour tout (¢,z) € [0,a[xD,

F(t, )N Tp(x) £ 0. (1.8)

Lemme 1.3.14. [/, Lemme 5.1] Soit D un sous-ensemble fermé de R™ et soit
F . D = R" une m.a. a valeurs non vides, convezes, et fermées. Si F' satisfait les

propriétés suivantes
(i) F est s.c.s,

(ii) Il existe une constante positive c telle que, pour tout x € D
[E(2)[] < (1 + [[=]]),

(iti) F(x) NTp(z) # 0 sur D,
alors, pour tout xy € D, le probleme de Cauchy & € F(z) p.p. avec z(0) = xq, admet une

solution absolument continue sur R".

Théoréme 1.3.15. [, Théoreme 5.1] Soit D un sous-ensemble fermé de R" et soit
F :[0,a] x D = R™ une m.a. s.c.s. a valeurs non vides, convezxes et fermées telles que
(1.7) et (1.8)) sont satisfaites. Alors, le probléme (1.6) admet une solution absolument

continue sur R".

Preuve. Considérons Xy = R x R" I'espace de Hilbert muni de la norme
|(¢, )| = |t| + ||z||, pour tout (t,z) € Xy. Soit Dy = [0,a] X D et Fy: Dy = X, définie
par

Fo(t,z) = {1} x F(t,x).

Il est alors facile de vérifier que pour (¢,x) € Dy avec t < a, on a

(1,9) € Fo(t, ) N Thy(t, ) = y € F(t,z) N Th(z). (1.9)

13



1.3. Quelques notions sur les multi-applications

En effet,

(1,y) € Fo(t,x) NTp,(t,x) <= (1,y) € Fy(t,z) et (1,y) € Tp,(t, )
<~ (1,y) e {1} x F(t,x) et (1,y) € Tp,(t, )
<y e F(t,x)et (1,y) € Th,(t, x). (1.10)

D’autre part, d’apreés la définition de T, (-), pour tout (¢,x) € Dy on a

(173/) S TDo(tvx> <~ h_m )‘71 d[O,a]XD ((t,x) + )\(1,3/)) =0

A—0t

— lim A" dpagxp (E+ A2+ Ay) =0

A—0t

. -1 . . _
= A11}_1;1)\ (b,z)elf(l),fa]xD ||(t+)\,x+)\y) (b, Z)H 0

A—0+ (b,2)€[0,a]x D

— lm A" inf (A =b]+ e+ Ay —2]) =0

A0+ be[0,a]lAz€D

< lim A7 ( inf]|\t+)\—bH+ian_) HaH—Ay—zH) =0
z€

A—0+ bE[O,CL

< lim A7 (dppa)(t + A) +dp(z + Ay)) =0

A—0t

< lim (/\_ld[oﬂ] (t+ X))+ X 'dp(z + )‘y)) =0

A—0t

< lim A 'dp(z + \y) =0

A—0t

ey € Tp(x). (1.11)

De (1.10) et (1.11)), on conclut que y € F(t,z) NTp(x).

Maintenant, on vérifie que les hypothéses du Lemme|1.3.14]sont satisfaites pour Xy, Dy
et Fp.
Tout d’abord, montrons que pour tout (¢,x) € Dy, Fy(t,z) est un sous-ensemble convexe
fermé de X,.

Soient (1,41), (1,y2) € Fy(t,z) et A € [0, 1]. Nous savons que
(17y1) € FO(t7x> — U1 € F(t,.T),

et
(1,y9) € Fy(t,x) <= ys € F(t,x).
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1.3. Quelques notions sur les multi-applications

F étant a valeurs convexes, il vient que
M+ (1= Ny € Fit,2),

et donc,

)‘(173/1) + (1 - )‘)(LQZ) = (15 )‘yl + (1 - )\>y2) € FO(t>x)7

montrant que Fy(t, z) est convexe.

D’autre part, soit ((1,y,)), une suite convergeant vers (1,,) dans X et soit
((1,yn))n C Fy(t, x) pour tout (¢,x) € Dy. On obtient que y,, € F(t,z) et comme F est a
valeurs fermées donc yy € F(t,x). Par conséquent, (1,yo) € Fo(t,x), i.e. Fy est a valeurs

fermées.

(i) Montrons que Fj est s.c.s.
Soit U = U; x Uy un fermé de X, tel que U est un fermé de R et U, est un fermé

de R™ et montrons que F,; '(U) est un fermé de Dy. On a

(t,x) € Fy ' (U) <= Fy(t,2) NU #0)
<~ ({1} x F(t,z))NU #£0
<~ ({1} x F(t,z)) N (U; x Uy) # 0
= F(t,x)NUy # Det 1 € U.

Ainsi

@ st 1 g_f U1
FO_I(U) =
Fﬁl(Ug) st 1 e Uy,

U, étant un fermé de R" et F' une m.a. s.c.s., F~1(U) est un fermé de R™. Autre-

ment dit, Fj est s.c.s.

(ii) Prenant en compte par ((1.7)) et la définition de Fp, nous avons pour tout (¢, z) € Dy

1Rt )| = sup{uu,y)n; (Ly) € Fooe,x)}
_ sup{m gl (Ly) € {1} x F@;x)}
:sup{|1|+ Wyl v € F(t,x>}

_ 1+sup{||y||; ye F(t,:w}
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1.3. Quelques notions sur les multi-applications

< [+ e+ lzfl) < e+ lz]])-

avec ¢1(t) = |1| 4 ¢(t) pour tout ¢ € [0, al.

(iti) Gréace a (1.8) et (1.9), on a pour tout (¢,z) € [0,a] x D,
Fo(t,z) N Tp,(t,z) # 0.
Donc, par le Lemme [1.3.14] pour (ty, z) € Dy il existe une solution du probléme
(]_,l‘(t)) € FO (t,l‘(t)) p-p- le [O,CL]
le.
(t) € F(t,z(t)) p.p. tel0,a]avecz(0) = z.
O

Lemme 1.3.16. [11] Si Kest un sous-ensemble convexe non vide d’un espace vectoriel

de Hausdorff topologique E et G : K = K une m.a. satisfaisant les propriétés suivantes

(i) G est une m.a. KKM c’est a dire, que pour tout sous-ensemble fini A de K,

co(A) C U G(x),

€A

(i) G(z) est fermé dans E pour tout x € K,
(iti) G(zo) est compact dans E pour presque tout xg € K,
Alors, ,ex G(z) # 0.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DE SOLUTION POUR UNE
INEGALITE VARIATIONNELLE DIFFERENTIELLE
INVERSE

Notre but dans ce chapitre est d’étudier 'existence et 'unicité de solution pour l'in-

égalité variationnelle différentielle inverse (IVDI en abrégé) ([19]) suivante

o(t) = f(t,x(t)) + g(t,x(t))u(t), Vtel[0,T]
u(t) € Sol(K, h(t,z(t)) + F(-)) pp.t€[0,T] (2.1)

z(0) = o,

ou K un ensemble non vide, fermé et convexe de R", f: Q — R™ g : Q — R™*",

h:Q—R" F:R*"=R" Q=[0,T] x R™ et Sol(-,-) est 'ensemble de solutions du
probléme ([2.1])

2.1 Préliminaires

Dans la suite, on considere les hypotheéses suivante

(Hy) Les fonctions f: Q — R™, g: Q — R™ ™ et h: Q — R" sont lipschitziennes

sur (2 avec des constantes de lipschizité Ly > 0, L, > 0 et L, > 0 respectivement.
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2.1. Préliminaires

(Hy) La fonction g est bornée sur € avec J, := (tszprHg(t,x)H.
,L)E

On définit la m.a. F : Q = R" comme suit
F(t,z) == {f(t,z) + g(t,z)u: u € Sol(K,h(t,z) + F(-))}. (2.2)

ou F: R" = R".
Définition 2.1.1. Soit E un espace de Banach réflexif, E' son dual. Soit K un sous-
ensemble non vide, fermé et convexe de E' et B:= E x K. Soit F': E = E' une m.a.

Une inégalité variationnelle différentielle inverse multivoque, notée IV DI(K, F'), consiste

a chercher v € Eet x* € F(x) N K tel que
(y—a*,x) >0, VyeA (2.3)

L’ensemble de solutions de ce probléeme est noté Sol(K, F).
e Une inégalité variationnelle inverse multivoque duale, notée IVID(B,F), consiste a

trouver (x,y) € B, tel que pour tout (u,v) € B

inf (u* —v,u—2z)+ (u,v—y) >0. (2.4)
u*€F (u)

Théoréme 2.1.2. [11] Soit E un espace de Banach réflexif, E' son dual. Soit K un sous-
ensemble non vide, conveze de E', B = FE x K et soit I' : E = E’ une m.a. & valeurs

non vides. Alors,
(i) SiF est monotone, alors toute solution d’une IV DI(K, F) résout une [IVID(B, F).

(ii) Si I est hémicontinue supérieurement, alors toute solution d’une IVID(B,F) ré-

sout une IVDI(K, F).

Définition 2.1.3. On dit que (z,u) est une solution faible au sens de Carathéodory de
si et seulement si x(-) est une fonction absolument continue sur [0,T], x(-) satisfait
pour presque tout t € [0,T] les conditions initiales et [’équation différentielle dans (2.1)).

De plus, u(-) est une fonction intégrable sur [0,T) et u(t) € Sol (K, h(t,z(t)) + F(-)) pour
presque tout t € [0,T] .

Lemme 2.1.1. [T1] Soit K un ensemble non vide, fermé et conveze d’un espace de Banach

réflexif E avec int(barrK) # 0. Alors, il n'existe pas de suite (x,,), C K avec

Tn

lxnl| — oo, tel que 0. Si de plus, K est un cone, alors il n’existe pas de
n—-m—ao0

(dp)n C K avec ||d,|| =1 tel que ||d,|| — 0 .
n—-oo
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2.1. Préliminaires

Théoréme 2.1.4. ([11)], Théoreme 3.2) Soit E un espace de Banach réflexif, E' son dual
topologique, K un sous-ensemble non vide, fermé et convexe de E', B := E x K et soit
F: E = E une m.a. a valeurs non vides. Supposons que les assertions suivantes sont

satisfaites
(i) Ko NM™={0}, avece M ={x € E, F(x) N K # (}.
(it) 1l existe deux ensembles bornés C; C E et Cy C K avec C' = Cy x Cy C B tel que
pour tout x € E\Cy et tout y € K\Cy, il existe u € Cret v € Cy tel que

inf (v —v,u—2z)+ (u,v—y) <O0. (2.5)
u*eF (a)

(iii) Sol(K,F) est non vide et borné.
(iv) M Nint(—barr K) # 0.
Alors, (i) = (4i) si int(barrK) # 0; (1) = (i4i) si F est monotone et hémicontinue

supérieurement ; (411) = () et (v) = ().

Démonstration. (i) = (ii)
Si (ii) n’a pas lieu, alors il existe une suite ((xn, yn))n C B, tel que pour tout n,

||9§'n|| >n, ||yn|| >n et

inf (v —v,u—x,)+ (u,v—y,) > 0. (2.6)
u*€F (u)

pour tout (u,v) € B avec ||u]| < n et ||v]| < n. Ceci implique que
(U —v,u— ) + (U, v —yp) >0 (2.7)

pour tout u* € F(u) et tout (u,v) € B avec ||lu|| < n et ||v| < n. Utilisant (2.7) avec

v = u*, on obtient en particulier que
(u,u* —y,) >0 (2.8)

Pour tout u* € F(u) N K et tout u € K tel que |jul| < n et [[u*|| < n.

Maintenant, soit @ € M, il existe @* € F(a) N K et prenant en compte (2.8]), il vient

que pour tout n tel que n > ||a| et n > ||a*||, on a

(U, " — y,) > 0.
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2.1. Préliminaires

Il s’ensuit que

Gon) =G ®) 2 (™)~ G ) 20 29

Or, (yn)n C K et (ﬁ) est bornée dans E’, donc, sans perte de généralité, nous pouvons
"/ n

supposer (par le Théoréme [1.2.19) que £=- — d. Donc par un passage a la limite dans

lynll o0
(2.9), on obtient

(d, @) < 0.

Nous avons, @ € M tel que (d, @) < 0. Ce qui signifie par la Définition |1.2.26{que d € M~
et donc d € K, N M~ qui par (i), implique que d = 0. D’autre part, on a par la Définition
1.2.26] d € K. Puisque int(barr K) # ), par le Lemme on a d # 0. Ceci est en

contradiction avec le fait que d = 0.
(il) = (iii)
Soit G : B = B une m.a. définie par : pour tout (u,v) € B

G(u,v) = {(:U,y) €B: inf (W —v,u—a)+ (uv—1y) 20}.

u*eF (u)
Par (ii), il est clair que G est a valeur non vides. Soit maintenant ((z,%,)) une suite

convergeant vers (g, 4o), telle que (2, y,) € G(u,v), pour tout n € N. On a donc

inf (v —v,u—x,)+ (u,v—1y,) >0.
u*€F(u)

Par passage a la limite, il s’ensuit que

inf (u* —v,u—x) + (u,v—yo) > 0.
u*€F (u)

Ceci montre que (zo, ) € G(u,v) et donc que G est a valeurs fermées.
Ensuite, nous devons prouver que GG est une m.a. KKM de B vers B ((1) du Lemme

1.3.16)). Si ce n’est pas le cas, nous avons pour tout ensemble fini K de B

co(K) ¢ | ) Gluv). (2.10)

(uw)eK

Posons K = {(uy,v1), ..., (tun,vn)} € B et soit (Z,7) € co(K). Ils existent t1,ts, ..., t, €
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2.1. Préliminaires

[0,1] avec D"  t; =1 et

n

(z,9) = Zti(ui,vi) € co(f().
i—1
D’autre part, nous avons par (2.10) que (7,7) ¢ U G(us,v;). En vertu de la définition

i€l,n
de G, pour tout 7 € {1,2,...,n}, on a

inf  (uj —vi,u; — ) + (ug,v; — ) <O0.

Par cette derniére relation et puisque F' est monotone, il existe u; € F'(u;) tel que pour

tout z* € F(Z), on a

d’ot

(" — g,u;) — (2" —v;,T) <0,

et donc

0> <[B* — g},itlul> — <£L'* — itﬂ)l,i’>
=1 =1

= <x*_g7j>_<x*_gaj>
:()7

ce qui conduit a une contradiction. Il résulte donc que G est une m.a. K K M. Montrons
a présent que G est a valeurs convexes. Soient (u,v) € B, (z,y),(2",y) € G(u,v). Par

définition, nous avons

inf i y W y U >0
U*ler;(u)w v,u—x) + (u,v —y) >

inf (u* —v,u—2a') + (u,v —y') >0.
u*€F (u)
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2.1. Préliminaires

Donc, pour tout A € [0, 1], il vient que
inf (u" — v, \u— Az) + (u, \v — \y)
u*EF (u)

+ inf (u* =0, (1= XNu—(1=Naz") + (u, (1 = N)v— (1 =N)y') >0,

u*€F (u)

et par conséquent

inf )<u* —v,u— Az + (1= X)) + (u,o— Ay + (1= N)y')) > 0.

u*€F(u

Ainsi

ANz,y) + (1= (@, y) = Az + (1 =N Ay + (1= N)y') € G(u,v),

d’ou la convexité des valeurs de G.
A présent, supposons que C' est un ensemble borné, fermé et convexe de E x E’ (si-
non, nous prouvons considérer I’enveloppe fermée et convexe de C' au lieu de C'). Soit

{(u1,v1), ..., (Um,vn)} un nombre fini de points dans B et soit

N :=co(C U {(u1,v1),.-., (tm,vm)}).

Grace au Lemme [1.2.25] il clair que N est faiblement compact et convexe (car E est

réflexif). Considérons la m.a. G’ définie par
G'(u,v) := G(u,v) N N pour tout (u,v) € N.

Alors, chaque G'(u,v) est un sous-ensemble convexe (l'intersection de deux ensembles
convexes est convexe ) et compact de N (intersection d’'un compact et un fermé). Il est

clair que G’ est une m.a. KK M. De plus,

0# () Guv)ccC. (2.11)

(u,)EN

En effet, grace au Lemme [1.3.16] I'intersection dans la relation (2.11)) est non vide. De
plus, il existe (2o, Y0) € (ym)en G (w,v) mais (zo,y0) ¢ C, alors vertu de la condition

de coercivité ([2.5)), on a

inf (u* —0,u—x0)+ (4,0 —1yo) <0,
u*eF(a)
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2.1. Préliminaires

pour un certain (u,v) € CyxCy € B. Ainsi, (xg, y0) ¢ G(u,v) et donc (zg,yo) ¢ G'(u,v) ce
qui est en contradiction avec le choix de (xg, 30). L’affirmation (2.11]) étant ainsi prouvée.
Soit (z,y) € Nywyen G'(u,v). Alors, (z,y) € C par (2.11)), et par la définition de N on
trouve

(r,y) € O(G(ui,vi) N C’).

Par conséquent, ’ensemble {G(u,v)NC : (u,v) € B} est d’intersection finie. Puisque
pour tout (u,v) € B, G(u,v)NC est faiblement compact, il s’ensuit que ﬂ(w)eB(G(u, v)N
(') est non vide qui coincide avec 1’ensemble solution de IV ID(B, F'). Grace au Théoréme
comme F' est monotone et hémicontinue supérieurement on déduit que Sol(K, F')
est non vide. Comme C' est borné, on trouve que Sol(K, F) I'est aussi.

(iii) = (iv)

Supposons que (iii) soit vraie et (iv) est fausse. Soit alors § € Sol(K, F'). Par définition,

onaseMetIThe F(5)N K tel que

(z—2%,8) >0, VzeK,

donc
(2,5) > (z*,5) Vze K.
D’on,
inf (2,5) = (3°,5),
alors,

sup(—z,5) = —(z", 5).
zeK

5 étant borné, alors (z*, §) est fini et donc

sup(—z, §) < +o0.

2eK
Autrement dit § € int(—barr(K)). Ceci contredit notre hypothése.
(iv) = (i)
Supposons que Ko, N M~ # {0}. Soit (d,),, une suite telle pour tout n, d,, € K N M.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que||d,|| =1 (car Ko N M~ étant cone,
”3—2” e KoNM *) et K étant réflexif, il existe dy € E tel que (d,,), converge faiblement
vers dy. Par le Lemme 2.1.1] dy # 0. Comme K., est un cone fermé, dy € K. Soit

xg € M Nint(—barrK). Puisque d,, € M, on a (d,, o) < 0. Ceci implique, puisque (d,,),
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2.2. Existence de solution pour une IVDI.

converge faiblement vers do, que (dy, zo) < 0. Par la relation (1.1 on a, —barr(K) = K,
et donc (do, zg) > 0. Il s’ensuit que (do, o) = 0. Comme z( € int(—barr K), pour tout
z € E, il existe t €]0, 1], tel que

tro+ (1 —t)z € —barr K = KI. Cela signifie que pour dy € A

0 S <d0,t$0 + (1 - t)Z> = <d0, th0> + <d07 (1 — t)Z)
= (1 =1){do, 2)

et donc (dy,z) > 0 Vz € E. En particulier pour —z € E, on déduit que (dp, z) < 0.
Contradiction avec dy # 0. U

Remarque 2.1.5. 5i f : Q@ — R™ est une fonction lipschitzienne sur ), alors, pour

tout (t,x) € Q2 et to fixé dans [0, T, ilexiste ps(to) > 0 tel que

If (&, @)l = I1f(t, @) — f(to, 0) + f(to, 0)|
< [[f(t, ) = f(to, 0)]| + [ f (o, 0)
< Ly (|t = tol + [lz]l) + [ f(to, 0
< Ly (2T + |l=ll) + [ f(to, 0
=2L,T + Ly|lz| + [/ (t0, 0)|
= (2L + 1| f(to, 0)1I) + Lyl ||
< ps+psl|
= ps(1+ ll=[l),

ot py =max {Lg, 2L + || f(to,0)] }-
De méme h : QQ — R"™ est une fonction lipschitzienne sur €0, donc il existe une constante

pn > 0 telle que pour tout (t,x) € €,

1h(t, @)l < pn(1+ [l2]])-

2.2 Existence de solution pour une IVDI.

Nous aurons besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1. ([12], Lemme 6.3) Soit w : 2 x R* — R™ une fonction continue
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2.2. Existence de solution pour une IVDI.

et G : {2 = R™ une m.a. a valeurs non vides, fermées telle que pour une constante positive
ng >0, on a
sup{|lyl| : y € G(t,2)} < ne(l+ [lz]), V(t,z) € Q.

Soit v : [0,T] — R™ une fonction mesurable et x : [0,T] — R™ une fonction continue
tel que
o(t) e w(t,z(t),G(t,z(t))) pp.te(0,T)

Alors, il eziste une fonction mesurable u : [0,T] — R™ telle que
u(t) € G(t,z(t)) et v(t) = w(t, z(t),u(t)) p.p.tel0,T].

Lemme 2.2.2. [/, Théoreme 5.1] Soit F : @ = R™ une m.a. s.c.s. a valeurs non vides,

convexes et fermées. On suppose qu’il existe une constante p* > 0 satisfaisant
sup {Hy” Ly € F(t,:c)} <p (1 + ||lzl]), V(t, z) € Q. (2.12)
Alors, pour tout xo € R™, linclusion différentielle
(t) € F(t,z(t)) p.p. t€[0,T], z(0)= o, (2.13)
admet une solution x(-) absolument continue.

Démonstration. On va appliquer le Théoréme [1.3.15( pour D = R™, [0,a] = [0, T,
F =T et et c¢(t) = p". Nous avons pour tout (t,z) €

IF(t, )| = sup {[lyll : y € F(t,2) } < p(1 + ),

et Tp(x) = {y e R™: lim A\ ldp(z + \y) = O} = R™. Donc

A—0t

F(t,z) NTp(x) # O sur Q.

Alors, I'inclusion (2.13) admet une solution absolument continue dans R™. U

Lemme 2.2.3. [19] Supposons que les conditions (Hy) et (Hy) sont satisfaites.
Soit K C R™ un ensemble non vide, borné, fermé et convexe de R™ et F' : R* = R"

une m.a. s.c.s. a valeurs non vides, convexes et fermées. Supposons qu’il existe une
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constante p > 0 telle que, pour tout q € h(£))
sup { ||ull : u € Sol(K,q+ F(-)) } < p(1 + [ql])- (2.14)

Alors, il existe une constante p* > 0 telle que ([2.12)) soit vraie. Ainsi, F est une m.a.

s.c.s. a graphe fermé sur 2.

Démonstration. Nous montrons d’abord qu'’il existe une constante p* > 0 telle que
soit vraie. Soit (t,z) € Q et y € F(¢,z). D’aprés la relation (2.2)), il existe

u € Sol(K,h(t,z) + F(-)) tel que y = f(t,z) + g(t,z)u. Par la Remarque et I’hy-
pothése (Hy), il est facile de voir qu'il existe des constantes positives py et py telles
que

1 2)l| < pp(1+ []]), (2.15)

et
[, )| < pn(1 + [|]]). (2.16)

En appliquant les relations (2.14)), (2.15)), (2.16]) et I'hypothése (H2) on obtient que,

) + gt o) p(1+ [t 2)]])
L+ ||2]) 4+ 6g0(1 + pu(1 + ||z])))
)

+dgp + 8gp(pn (L + [l2))

= (ps + 0gp + Sgppn) (1 + ||12])).

Posons p" = p; + 0,0 + 0,ppn, alors (2.12)) est vérifice.

Maintenant, nous montrons que I est s.c.s. Notons que sous la condition de croissance
linéaire (2.12)), la semi-continuité supérieure de F est vérifiée si F est fermée sur 2. Soit
((tn, T, Z"))n C gph(F) telle que ((t,, xn))n est une suite convergeant vers (o, zo) dans 2 et

<zn = f(tn, zn) + g(tn, xn)un) C F(t,, z,) convergeant vers zy, oul

n

Up € Sol(K, h(ty,x,) + F(+)).
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2.2. Existence de solution pour une IVDI.

Les relations (2.14) et (2.16]), impliquent que

[unll < p(1+ |20, 20)1])

< pr(L+pn(L+ llzall))-

Par cette derniére inégalité et en utilisant le fait que (z,), converge vers zo dans R™
(donc bornée), on déduit que (u,), est bornée. Par conséquent, (u,), admet une sous-
suite extraite, notée encore (u,),, telle que (u,), converge vers uy dans R™.

Nous avons pour tout n € N, u, € Sol(K,h(t,,z,) + F(-)). Par la Définition 2.1.1] il
existe u} € F(uy,) et h(t,,z,) +u: € K tel que,

(y — h(tn, z,) —ul,un) >0, Vy€ K. (2.17)

Comme K est borné il existe m > 0 tel que ||h(t,,x,) + ut|| < m. et grace a (2.16]), on
obtient

[un |l < Nz, + hltn, 2n) |+ [1A(En, 20

< m+ pu(1+[lzal),

impliquant que, (u*), est bornée dans R™. On peut donc en extraire une sous-suite, notée

aussi (u),, qui converge vers ug. Nous avons,
uy € F(uy) i.e., (u,uy) € gph(F).

Or, ((un,uy)), converge vers (ug,u). Puisque F est s.c.s. a valeurs non vides fermées,

par le Lemme [1.3.12] F' est fermée i.e., son graphe est fermé et donc,
(uo, uy) € gph(F) i.e., ujy € F(ugp).
D’autre part, de la convergence de ((tn, xn))n et la lipschizité de h, il vient que
1A (tn, ) — hlto, zo)ll < pu([tn — tol + ll2n — oll),

et donc

lim A(t,,x,) = h(ty, zo).

n—aoo
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K étant fermé, on déduit que

h(to,xo) + US e K.

grace a (2.17)), on a pour tout y € K

(y — h(to, zo) — ug, uo)

= (y — h(tn,xn) —uy, ug) + (h(tn, ) — h(to, xo) + u), — ug, up)
= (y = hltn, 2n) =y, tn) = (Y = hltn, Tn) — Uy, Un — o)

— (h(to, xo) — h(tn, xn) + ufy — u), ug)

> =y = hltn, zn) — upl]Jun — uoll

= ([1h(to, o) — hltn, za)ll + lluy, — ug)uol

— 0 quand n — oo.
Récapitulant, on a l'existence de uj € F'(ug) et h(ty, o) +ui € K tel que pour tout y € K,
(y — h(to, xo) — ug, ug) > 0,
i.e., ug € Sol(K, h(to,z9) + F(-)). De plus, par (H;) et (H,) on a

[f(tns 2n) + g(tn, 2n)un — f(to, o) — g(to, To)uoll

< | f(tn, zn) = f (o, o)l + lg(tn, 2n)tn — g(to, zo)uoll

< | f(tns zn) — f(tos zo) || + 11g(tn, T )tn — g(to, To)unl| + [|g(to, zo)un — g(to, zo)uoll
< Ly (|tn — tol + |0 — 2oll) + Lo (Itn — to| + 20 — zoll) llunll + dgltn — uoll-

Or, (uy), est bornée et converge vers ug et ((tn,xn))n converge vers (tg, xg). Donc par
un passage a la limite dans la derniére relation, on déduit que (f(t,, zn) + g(tn, Tn)un),,
converge vers (f(to,xo) + g(to, xo)uo) ie., zg = f(to, zo) + g(to, xo)up et on a

up € Sol(K,h(to,z0) + F(-)). Donc, zy € F(ty,xg). Par conséquent, F est fermé. Ceci

compléte la démonstration. O

Théoréme 2.2.4. Supposons que les conditions du Lemme [2.2.3 sont satisfaites et que
et que pour tout g € h(), il existe une constante p > 0 telle que la relation (2.14) soit
satisfaite et que ’ensemble Sol(K, q+F(-)) soit non vide, fermé et convexe. Alors, 'IVDI
admet une solution faible au sens de Carathéodory.
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Démonstration. D’aprés le Lemme [2.2.3] qu’il existe une constante

pF > 0 telle que la relation soit vérifiée et F est une m.a. s.c.s. & graphe fermée.
Puisque pour tout ¢ € h(fQ), Sol(K,q + F()) est non vide, alors pour tout (¢,z) € €,
F(t, z) est non vide. Montrons que F(¢, x) est convexe.

Soient y1,y» € F(t,z), n € [0,1]. Donc, il existent uy, us € Sol (K, h(t,z) + F(-)) tels que

y1 = f(t,x) + g(t, x)uy et yo = f(t,2) + g(t, 2)us.
Par la convexité de Sol (K, h(t,z) + F(-)), on a pour tout n €10, 1]

nui + (1 —n)uy € Sol (K, h(t,z)+ F(-)),

et
myr+ (L= nya = f(t,2) + g(t,2) (nua + (1 = n)ug).
Alors,
ny1 + (1 - 77)92 € ]F(tax)>
d’ou la convexité de F(t,z).
Montrons a présent que F est a valeurs fermées. En effet, soit (¢,2) € Q et (y,), C F(t,x)

telle que (y,), converge vers yj.

Pour tout n € N, y,, € F(¢,z). Donc il existe (u,), C Sol(K,q+ F(-)) et
yn = f(t,z) + g(t, x)u,. Par la relation (2.14)), on a pour g € h(2)

[unll < p(1+igl)-

donc (u,,), bornée. On peut en extraire une sous-suite qui converge vers ug. Puisque

Sol(K,q+ F(-) est fermé, on déduit que ug € Sol(K,q + F(-). Donc,

Yo = lim (f(t, x) + g(t, x)un) = f(t,z) + g(t, z)uo,

n—>aoQ

et on conclut que yo € F(t, ).

La m.a. [F étant s.c.s. a valeurs convexes fermées non vides et vu qu’il existe une

constante p' > 0 tel que (2.12) est vraie, grace au Lemme 2.2.2] 'inclusion (2.13)) admet

une solution z(-) absolument continue. Ainsi, on a pour tout ¢ € [0, 77,

z(t) € F(t,z(t)) avec z(0) = xq.
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2.2. Existence de solution pour une IVDI.

Donc, par la relation (2.12)), pour tout ¢t € [0, 7]
le ()] < p* (1 + l=(@®)]]) (2.18)
De plus, on a (car z(-) est absolument continue)
¢
/ i(s)ds = 2(t) — 2(0). (2.19)
0
En utilisant les relation (2.18) et (2.19)), il vient que

lz@)I < [lz(#) = 2O)]] + [l=(0)]

/Ot t(s)ds

= [ lalas+ =0} (2:20)

+[[z(0)]

sMﬂ+/pWHWﬂMWh
0 t
:wmwmﬂ+/nmmm
0 t
Smw+Tf+£Hﬂ@Ws (2.21)
Gréace au Lemme [1.2.13] on déduit que

lz @)l < (lloll + P T) e ™. (2.22)

Soit maintenant G(¢,z) := Sol (K, h(t,z) + F(-)) et w(t, z,u) == f(t,z) + g(t, z)u.
Nous concluons par le Lemme , qu’il existe une fonction mesurable u(-) telle que pour
presque tout t € [0, T]

u(t) € Sol(K, h(t,z(t)) + F(-))

et
(t) = f(t,x) + g(t, x)u(t).

La relation (2.14)) implique que pour presque tout t € [0, 77, il existe p > 0 tel que

lu@)Il < p(1+ [t z(E)])- (2.23)
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De (2.16)), (2.22) et (2.23), il résulte que pour presque tout ¢ € [0, 7],

lu()]| < p(1+ pn (1+ [=(®)]))
<p (1o (14 (ol + pT)er ™) ).

Par conséquent, u(-) est intégrable sur [0,7]. D’ou, (z(-), u(-)) est une solution faible au

sens de Carathéodory du probléeme ([2.1)). O

Corollaire 2.2.5. Supposons que (Hy) et (Hy) sont satisfaites. Soit K C R™ un sous-

ensemble non vide, borné, fermé et convexe. Supposons de plus les assertions suivantes
(i) F :R™ = R"est strictement monotone et hémicontinue supérieurement sur R™.
(ii) Pour tout g € h(Q), Koo N {z € R, (¢4 F(z)) N K # 0}~ = {0}.
(iit) L’intérieur de barr(K) est non vide.

Alors, Sol(K,q + F(-)) est un singleton pour tout q € h(Q). De plus, il existe une
constante p > 0 telle que (2.14) est vérifiée pour tout q € h(€) .

Démonstration. On va appliquer le Théoréme Sachant que F' est strictement
monotone donc monotone, nous aurons par les condition (i) — (iii) que Sol(K,q + F(-))
est non vide et borné. Ensuite, nous montrons que pour ¢ € h(2), Sol (K, q+ F()) est
un singleton.

Soient uy,uy € Sol(K,q + F()) et supposons que u; # up. Par définition, ils existe
ui € F(uy), uy € F(us) tels que

q+uj € (q+F(u1)) N K avec (y —q—uj,uy) >0, Vy € K, (2.24)

et
g+ us € (¢4 Flu)) N K avec (y — ¢ — uj,uq) >0, Vy € K. (2.25)

Prenant y = ¢ 4 u} dans (2.24]), on trouve

Ceci implique que

(uy —uj,uy) >0,
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2.2. Existence de solution pour une IVDI.

De méme, avec y = ¢ + uj dans , on obtient
(u] —usy,ug) > 0.
Il résulte des deux inégalités précédentes que
(uy — ug,un) + (uy — us, ug) >0,

d’out

(uy — uj,uy — ug) > 0. (2.26)

Puisque F est strictement monotone, uy # uy, uj € F(uy), uy € F(uz), on obtient que
(uy —uj,ug —ug) >0

qui contredit (2.26)). On en déduit que Sol(K, ¢+ F(-)) est un singleton pour tout
q € h(Q2). Puisque Sol(K,q+ F(-)) est borné, on déduit que la relation (2.14]) est vérifice
pour tout ¢ € h(2). Ceci compléte la démonstration. O

Théoréme 2.2.6. Soit K C R™ un sous-ensemble non vide, borné, fermé et convexe et

supposons que (Hy) et (Hs) sont satisfaites. Si
(i) F:R" = R" est strictement monotone et hémicontinue supérieurement sur R™,

(ii) F :R" = R" est une m.a. s.c.s. a valeurs convezes fermées non vides,

(iit) Pour tout q € h(Q),
Kon{zxeR" ¢+ F(x)NK # 0}~ ={0}.

(iv) L’intérieur de barr(K) est non vide,

alors, 'IVDI (2.1) admet une solution faible au sens de Carathéodory.

Démonstration. Par le Corollaire 2.2.5 les conditions (i), (ii7), (iv) impliquent que
(2.14]) est vérifiée i.e., il existe p > 0 tel que pour tout ¢ € h(£2),

sup {||u|| u € Sol(K,q+ F())} < p(1+ llql)-
et que Sol(K,q + F(-)) est un singleton pour tout ¢ € h(Q). De plus, par la derniére

32



2.3. Unicité de la solution

estimation et la condition (i7), il résulte du Théoréme que 'TVDI (2.1)) admet une

solution faible au sens de Carathéodory. Ceci compléte la preuve. O

Remarque 2.2.7. D’aprés la preuve ci-dessus, il est facile de voir que u € L*([0, T], R™).
En effet, pour u € Sol(K, q+ F()), q € h(QY), nous avons

lull < p(1+gl)

alors,
T ) T 9
/0 Jull2dt < / (p(1 + llal))?dt

donc,

(/OT Hquolt)é < (/OT(P(l + Hq!l))%lt)é — Valp(1+|lq])) < +oo.

D’ou, u e L*([0,T],R").

2.3 Unicité de la solution

Dans cette section on étudie 'unicité de solution pour 'TVDI ([2.1]).

Théoréme 2.3.1. Supposons que toutes les conditions du Théoréme sont vérifiées
en remplagant (i) par

(i) : F:R™ =2 R™ est fortement monotone et hémicontinue supérieurement sur R™.
Alors, 'IVDI posséde une unique solution faible au sens de Carathéodory
(z(-),u()) € C([0,T], R™) x L*([0, T, R").

Démonstration. Par le Théoreme , nous savons que 'IVDI admet au moins
une solution (z,u) faible au sens de Carathéodory. Il suffit donc de montrer que cette
solution est unique. Pour ce faire, on considére (x1,uq) et (x2,us) deux solutions faibles
au sens de Carathéodory pour le probléme (2.1). Autrement dit, (2, 1) (resp. (9, ug))

vérifie le probléme suivant

zi(t) = zo + [3 f(r, (7)) + g(1, 24(T))ui(T)dr, YVt [0,T); i=1,2.
ui(t) € Sol (K, h(t, z;(t)) + F(-)) p.p. t € [0,T); (2.27)
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Pour presque tout ¢ € [0, 7], nous avons u;(t) € Sol (K, h(t, z;(t))+F(-)). Par conséquent,
il existe un ensemble mesurable A de [0,7] de mesure non nulle tel que pour tout

t €10, T\ A, il existe uj(t) € F(ui(t)) (resp. uj(t) € F(ua(t))) et h(t,z1(t))+ui(t) € K
(resp. h(t,z2(t)) + us(t) € K) avec

(y — h(t,x1(t)) —ui(t),us(t)) >0, YyeK, (2.28)

respectivement,

(y — h(t,xo(t)) — us(t),us(t)) >0, VyeK. (2.29)

Pour tout ¢ € [0,T]\ 4, en prenant y = h(t, z2(t)) + u3(¢) dans (2.28), on obtient
(h(t 22(t)) +uz(t) — h(t, 21(t) — ui(t), us(t)) > 0

et pour y = h(t, z1(t)) + uj(t) dans (2.29), on aura
(h(t,z1(t)) + ui(t) — h(t, 2a(t)) — us(t), uz(t)) > 0.

Par conséquent, (en sommant les deux derniéres inégalités) pour tout ¢ € [0, 7]\ A,

(h(t,z1(t) + i (t) — h(t, 22(t) — u3(), ua(t) — wi(t)) > 0,
et donc
(h(t,z1(t)) — h(t, 2(t)), ua(t) — ur(t)) + (ui(t) — ud(t), ua(t) — ui(t)) >0,
d’ot
(h(t,z1(t)) — h(t, 22(t)), ua(t) — ur(t)) > (ui(t) — ud(t), ui(t) — ua(t)). (2.30)
Comme F est fortement monotone sur R, nous avons par (L.5]), pour x> 0

(i (8) = w3 (1), wr (1) = us(0)) > pulus () — ua(t)]2 (2.31)
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D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous savons que

(h(t,z1(t)) — h(t, 2(t)), ua(t) — wa(t))
< [t 21 (2)) = At 22(0)) || Jua () — ua@)]]- (2.32)

Combinant les relations (2.30)), (2.31]) et (2.32)), on trouve pour presque tout t € [0, 7]

1A(, 21(8)) = h(t, 2a(O)] lur(t) — u2(B)] > pllua () — wa(t)|I,

donc

pullua(t) = ua ()| < A (E, 21 () = h(t, z2(8))]]-

Par la lipschizité de la fonction h, on arrive a

pullur () = ua(t)]| < Lnllzy () — z2(8)], (2.33)

alors,

lua (8) = ua(B)]] < %Hxl(t) — za(1)]]- (2.34)

De plus, de (2.27)), on déduit que pour tout ¢t € [0, 7T

[z1() — 22(2)]| =

/0 f(r,1(7)) + g(7, 21(7) Jua (T)d —/0 f(1,22(7)) + g(7, 22(7) Jua(7)dT

/0 (f(7,20(7)) + g(7, 21(7))ua () — f(7,22(7)) — g(7, 22(7))uz(7)d7)

< / 17 21(7)) + gm0 (7)) (7) = F(,22(7)) — g, 2al(r) (7 | b
/Hfrxl F(r ool Hd¢+/ g2 ())ws (7) — g (7, 2a(r) s ()| dr
/Hfml Hd¢+/ lg(r, 2 (7))us () — g(r, 22() s ()| 7
/ lg(7, 22(7)ur (1) — (7, 22(7) Jua(7)|| d (2.35)

Sous les conditions (7i7), (iv) et (i/) du Théoréme [2.3.1, on déduit du Théoréme
que Sol(K,h(t,z1(t) + F(-)) est borné (de constante de bornitude m > 0). Donc par
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(H1), (Hs) et les relations ) et (2:35), on aura

o) =20 < [ £ 21(7)) — f(r o)) + / g, 1(7) — g6, 22l (7
-/ g, 22l (7) — a7
<Lf/ Jar(r)) — 2a(r) dr + L, / Ja1(r)) = 2a(r) s ()
4+, / lur(7) — ua(r) | dr
< (Ly+mLy,) / Jor(7) = aa(r)llar + 5,2 [ ea(r) — aa(r)ldr

<Lf+mL + 4, )/ |z1 () — xo(7)||dT.

Il existe alors, une constante C'= Ly +mL, + 59% > 0 telle que

o) =220 < C [ [far) = a(r)

Grace au Lemme [I.2.13] déduit que

[lz1(t) — z2(8)[] <0,
donc

Donc, z1(-) = z2(+) dans C([0, 7], R™). D’aprés la relation (2.34)), nous aurons u (t) = us(t)
dans R" pour presque tout ¢ € [0, T]. Cela signifie que u(-) = us(-) dans L*([0,T], R™).

D’ou, I'unicité de la solution. ]
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CHAPITRE 3

STABILITE DE LA SOLUTION POUR L’IVDI

Dans ce chapitre, nous aurons pour objectif d’étudier la stabilité de I'IVDI dans
des espaces de dimension finie lorsque la m.a. et ’ensemble de contraintes sont perturbés
par deux parameétres différents. Pour cela, nous considérons I'TVDI paramétrique,
notée IVDI (L(p), h(t,z(t)) + F(-,\)), comme suit

a(t) = f(t,2(t)) +g(t,z(t)u(t), Vtel0,T]
u(t) € Sol(L(p), h(t,z(t)) + F(-,\)) pp.tec[0,T] (3.1)
z(0) = xo.

Soit (Z1,dy) et (Zg,dy) deux espaces métriques et L : Z; = R™ une m.a. a valeurs convexes
fermées non vides. La m.a. F' : R = R"” est une m.a. perturbée par un paramétre \
variant sur (Zs,ds), c’est a dire que F' : R" x Z, = R™. Dans ce qui suit, pour simplifier
la notation, S(p, A) est la solution faible au sens de Carathéodory pour I'TVDI .

Nous allons établir la fermeture de I’ensemble de solutions et la continuité de I’application

(p, A) — S(p, A).

Théoréme 3.1. ([11], Théoreme 4.1) Soit E un espace de Banach réflexif, E' son dual
topologique, et soient (Zy,dy),(Za,dy) deuz espaces métriques. Soit L : Z1 = E' une m.a.
continue, pg € Z1, Ao € Zo des points donnés, F : E X Zy = E' une m.a. s.c.i. sur Zs.
Supposons qu’il existe un voisinage P x A de (po, \o) tel que L(p) est non vide, fermé et

convezxe pour tout p € P et F(x,\) est non vide et tout fermé pour tout v € E et tout
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AeEA Si
(L(po)) [ {z € R": F(x, M) N L(po) # 0}~ = {0}.

Alors, il existe un voisinage P' x A" de (pg, Ao) avec P x A" C P x A tel que pour tout
(p,\) € P x N

(L) . [ {z € X : F(x, \) N L(p) # 0}~ = {0}. (3.2)

Théoréme 3.2. ([11l/, Théoréeme 4.2) Supposons que toutes les conditions du Théoréme

sont satisfaites. De plus, on suppose que

(i) Pour tout A € A, la m.a. x — F(x,\) est monotone et hémicontinue supérieure-

ment.
(ii) L’ensemble de solution Sol(L(po), F(-, X)) est non vide et borné.

Alors, il existe un voisinage P' x A" de (po, o) avec P' x A" C P x A tel que pour tout
(p,A) € P' x N, Uensemble de solution Sol(L(p), F(-,\)) est non vide et borné.

Lemme 3.3. ([11/, Théoréme 4.2, [11|, Théoreme 4.1) Soient (Zy,dy),(Z2,ds) deux es-
paces métriques et L : Z1; = R™ m.a. continue, py € Z1, Ao € Zy des points donneés,
F:R" x Zy = R"™ une m.a. s.c.i. sur Zs.

Supposons qu’il existe un voisinage P x A de (po, No) tel que L(p) est un ensemble non
vide, fermé et convexe pour tout p € P et F(xz,\) est non vide et fermé pour tout x € R"
et A € A. De plus, pour tout X\ € A et q € h(Q), la m.a. x — q+F(x,\) est hémicontinue

supérieurement et monotone. Si

(L(00) o [z €R™: (¢+ F(x,20)) N Lipo) # 0}~ = {0}. (3.3)

Alors, il existe un voisinage P x N de (pg, \o) avec P' x N' C P x A tel que pour
tout (p, A) € P' x N, l’ensemble de solution Sol (L(p), q+ F(, )\)) est non vide et borné.

Démonstration. D’aprés le Théoréme il existe un voisinage P’ x A’ de (pg, Ag) avec
P'x N C P x A, tel que

(L(p))oo N{z € X : (¢ + F(z,A)) N L(p) # 0} = {0}, V(p,A) € P'x A

Donc grace au Théoréme [3.2] et au fait que la m.a. x — ¢ + F(x, \) est monotone et

hémicontinue supérieurement, on obtient que I’ensemble de solution Sol (L(p), q+F(-, )\))
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est non vide et borné. O

Théoréme 3.4. Soient f, h, g trois fonctions satisfaisant les conditions (Hy) et (Hs),

Do € Z1, Ao € Zy deux points donnés. On suppose que les conditions suivantes ont lieu

(i) L:Zy =R" une m.a. continue a valeurs non vides, convexes, fermées et bornées

telle que |J L(p) est compact, ot U(py) est un voisinage de py.
PEU(po)

(ii) F :R"™ x Zy = R™ une m.a. s.c.s. a valeurs non vides, convezxes et fermées sur

R™ x Zy et s.c.i. sur Zs.
(iii) Il existe un voisinage A de \g, pour chaque X € A, la m.a. © — q+ F(z,\) est
hémicontinue supérieurement et monotone pour tout q € h(€).
(iv) L’ensemble Sol(L(po), F(-,Xo)) est non vide et borné pour tout q € h(Q).
(v) F:R"x Zy = R" est strictement monotone et hémicontinue supérieurement sur
R™.
Alors, Sol(L(p),q + F(-,)\)) est fermé dans Zy X Zs.

Démonstration. D’apres le Théoreme , nous savons que la condition (iv) implique
la relation (3.3). Donc par cette derniére relation et les conditions (i) — (iv), il découle du
Lemme quil existe un voisinage P’ x A’ de (po, Ao), P’ x A" C P x A, tel que pour
chaque (p,A) € P’ x A’, 'ensemble Sol(L(p),q+ F(-,\)) est non vide et borné. Grace au
Théoréme [2.1.4] il vient que

L(p)ss N {z € R", (¢ + F(z,A)) N L(p) # 0} = {0}.

On déduit du Théoréme que I'TVDI admet une solution faible au sens de
Carathéodory.

Prouvons maintenant que Sol(L(p),q + F(-,\)) est fermé. Soit ((p,, )\n))n C PxA
une suite qui converge vers (po, Ao) et (5, u,) € Sol(L(pn),q+ F(-, \y)) avec ((:En,un))n
convergeant vers (g, ug) dans C([0, T],R™) x L*([0, T],R"). Pour tout n € N, (z,,, u,,) est
une solution du probléme ie.,

in(t) = f(t, 2u(t) + g(t, za(t))un(t), Vt€[0,T]
un(t) € Sol(L(py), h(t, z,(t)) + F(-, A\n)) pp.t€[0,T]

2, (0) = z0,
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(a) x,(-) étant absolument continue, pour tout 0 < s <t < T

2a(t) — 2n(5) = / F(ren(r) + g(r, 2a(r))un(r)dr. (3.4)

(b) D’apreés la Définition[2.1.1} pour presque tout t € [0, 77, il existe u (t) € F(u,(t), A\n)
tel que h(t,xz,(t)) + ul(t) € L(pn) et

(U =t 2n(t) — up (), ua(t)) 2 0, Y(yn)n C L(pn)-

(c) La condition initiale

2, (0) = zo.

La suite (u,), converge vers ug dans L*([0,T],R"™) i.e.,

n—>00

Donc, en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

<VT l|tn — woll2,

et par passage a la limite quand n — oo, il vient que

T 2

i [ ua0) = o) e < tim VT ([ o) = wa(0 et

n—aoo 0

=0.

Ceci signifie que (u,), converge vers uy dans L'([0,T],R"), et donc,

T

T
lim un(t)dt:/ uo(t)dt.
0

n—aoo 0

Cependant, a partir de (b), nous avons que h(t,z,(t)) + u’(t) € L(p,) pour presque

tout ¢ € [0, 7] et par la condition (i), |J L(p) est compact. Donc (h(t, 2,(t)) +up(t))
p€U(po)
est relativement compact. Donc, on peut en extraire une sous-suite qui converge vers w(-).

D’autre part, de la convergence de (x,,),, vers zy et de la continuité lipschitzienne de h, on

déduit que w(-) = h(-, 2o(-)) + uy(-). Puisque ((un, X)) converge vers (ug, Ao), il découle
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du Lemme|1.3.12]et de la condition (i7) que uj(t) € F(uo(t), Ag). De plus par la Proposition
1.3.11} la semi-continuité inférieure de L implique que, pour tout y € L(po), il existe une
suite (yn)n C L(py) telle que (y,), converge vers y. Maintenant, par (a), (b) et (¢), nous

avons

(a') Pourtout 0 <s<t<T, (H;)et (Hy) ona

/ f(T, acn(T)) + g(T, l’n(T))un(T) — f(T, xo(T)) + g(T, ZEO(T))UO(T)dT

< / ||f(7'7 xn(T)) - f(Ta $0(T)) H + ||9(T, xn(T))un(T) - 9(7'7 IO(T))UO(T)” dr
g/ | (7 2n(T)) = F(m,20(0)) || + [|g (7, 20 (7)) un(7) = g (7, 20(7)) un(7) |

+ |9 (. 20(7))un(7) = g(7,50(7)) o (7)| dr

= / Ly (lza(r) = 2o(T)Il) + Ly (llza(r) = 2o(7) ) + 0yl () — uo(7)[ld(T),

ol m est la constant de bornitude de Sol(L(p,),q + +F (-, A,)). On déduit que

t

lim f(T, xn(T)) —i—g(T, SEn(T))un(T)d(T) = / f(T, xO(T)) +g(7', SL’O(T))UQ(T)dT.

n—aoo s

De la relation (3.4)) et I'unicité de la limite, on obtient que

xo(t) — xo(s) = lim x,(t) — z,(9)

n—>00
t

= lim f(T, :En(T)) + g(T, $n(7))un(7)d(7)

n—:aoo s

:/ f(T, xO(T)) +g(7’, IO(T))UO(T)dT.

(b") Tout d’abord, nous avons pour tout n € N que h(t, z,(t)) + u’(t) € L(p,). Or, L
est continue (donc s.c.s.) a valeurs non vides, et fermées, on déduit via le Théo-
réme que gph(L) est fermé. Les convergences des suites (p,), vers pg et
(h(t,za(t)) — u;:(t))n vers h(t, zo(t)) —u(t), nous conduisent & h(t, zo(t)) —u(t) €
L(po). De plus, (Yn)n C L(p,) qui est borné. On peut donc lui en extraire une sous-
suite qui converge vers y et puisque gph(L) est fermé, on déduit que y € L(py).
Alors, pour presque tout ¢ € [0, T}, il existe uf(t) € F(uo(t), \o) et
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h(t,zo(t)) + ui(t) € L(po), pour tout y € L(py), tels que (par (b) on a)

(y = (t, 20(t) — up(t), uo(t))
= (y — h(t,z,(t)) — s (t), uo(t)) + (h(t, xa(t)) — h(t, zo(t)) + up(t) — ug(t), uo(t))
= (y — h(t,2,(t)) — up(t), un(t)) — (y — h(t, za(t)) — u (1), wn(t) — uo(t))
— (h(t, o(t)) — h(t, n(t)) + up(t) — ug(t), ue(t))
(

= ([|r(t 20(®)) = h(t, za(®) || + llus(t) = w5 @)]]) luo(®)]
> —ly = h(t,za () — up () ua () — uo(®)]
= (L [lzo(t) = 2n (O] + [lun () = ug(@)]]) [[uo ()]

Par la convergence de ((z, un))n vers (xg, ug) on trouve,
(y = h(t, zo(t)) —ui(t), uo(t)) >0, Vy € L(po).
(c') Par un passage de la limite, la condition initiale devient
20(0) = xo.

On en déduit que (zg,uo) € Sol(L(po),q + F(-,Xo)). La preuve est ainsi compléte. 0

Théoréme 3.5. Soit f, h, g trois fonctions satisfaisant les conditions (Hy) et (Hs),
Po € Z1, Ao € Zo deux points donnés. On suppose que les conditions suivantes sont

rétablies

(i) L : Zy = R"™ est une m.a. continue, & valeurs non vides, bornées, fermées et

convexes et il existe un voisinage U(pgy) de po, tel que |J L(p) est compact.
pEU(po)

(ii) F : R" x Zy = R™ une m.a. s.c.s. a valeurs non vides, fermées et convexe sur

R™ x Zy et s.c.i. sur Zs.

(iii) Pour chaque A\ € A et ¢ € h(Q), la m.a. z — q + F(z,\) est hémicontinue

supérieurement et monotone, ou A est un voisinage de A.

(iv) Il existe un voisinage U(po, o) de (po, Xo) tel que

U Sol(Lp).a+F(.N)

(P, A) €U (Po,Ao)
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(v)

est borné pour tout q € h(£2).

F:R" x Zy = R" est fortement monotone et hémicontinue supérieurement sur

R™.

Alors, Uapplication (p, A) — S(p, \) est continue sur Zy X Zs.

Démonstration. D’aprés le Théoréme , nous savons que la condition (iv) est équiva-
lente & relation (3.2)). Par le Théoreme 2.3.1] les conditions, (i), (ii), (v) et la relation ([3.2)
donne une solution unique pour le probléme (3.1)), ceci implique que Sol(L(p), g+ F (-, \))
est un singleton i.e., Sol(L(p),q+ F(-, X)) = {S(p,\)}. Soit donc S(pn, An) = ((2n, un)),,

tel que ((pn,)\n))n converge vers (pg, Ag) quand n — oo. Dans la suite, nous devons

prouver que les suites (z,), et (u,), sont convergentes. On procéde par trois étapes.

Etape 1.

Etape 2.

(,)n est uniformément bornée.

On sait que (z,,u,) € Sol (L(pn), q+F(-, )\n)), Vn € N. Alors, pour tout ¢ € [0, 7],
n(t) = [t 2n(t)) + gt 2n(t))un(t), . (3.5)
Par le Lemme on aura que F satisfait (2.12). Pour tout ¢ € [0, 77, on a alors
t
lzn ()1 < [loll +/0 [0 (s)llds
t
<ol + [ (14 lalo)])ds
0
Il découle du Lemme [1.2.13] que
i
lzn (] < (llzoll + o T)e ™. (3.6)

Clairement, (x,), est uniformément bornée.

(,)n est une famille de fonctions équicontinues.
Pour presque tout t € [0, 7], nous avons u,(t) € Sol(L(py), h(t, x,(t)) + F(-, A\n))-
Par la condition (iv), pour presque tout ¢ € [0,77, il existe une constante C' > 0

telle que
|lu(®)|| < C, VneN (3.7)
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Etape 3.

Plus précisément, (3.5)) signifie que pour tout 0 < s <t < T
t
£alt) — 2a(s) = / £ (. 2a(7)) + g(r, 20(r) ) tn(7)dr,
Des relations (2.15)), (3.6, (3.7) et les hypothéses (H;) et (Hs) il vient que

|7 (t) — zn(s)|| =

/ f(T, wn(r)) + g(T, xn(T))un(T)dT

< [+ [ o am)umlr
< [ st [ lofr.an) ol
< [ o+ lnlar+,Cle - s

< pylt— sl + py(laoll + 5°T)e Tt — 5| + 6, Clt — 5

< (ol Gl + D) 46, )i - o
= M|t — s (3.8)
M = p; (1 + (flzoll + p5T) e”FT) + 8, C. Alors, la suite (z,), est équicontinue. En

appliquant le Théoréme|1.2.8 on peut extraire de (x,), une sous-suite, notée aussi

(n)n, qui converge vers x.

S(Pny A\n) S S(po, o) dans C([0,T], R™) x L*([0,T], R™).

Nous savons que u,(t) € Sol(L(py), h(t,z,(t)) + F(-,\,)) pour presque tout

t € [0,T]. Alors, il existe un ensemble A de mesure non nulle tel que

un(t) € Sol(L(pn), h(t, 2, (t)) + F(-,\,)) pour tout ¢ € [0,7]\ A. Or, pour tout
te [0,T)\ A4, il existe u’(t) € F(un(t), \n) tel que h(t,z,(t)) + uk(t) € L(pn) et

(9= bt alt)) — up(0).ua(0)) > 0, Vy € Lip). 39
Prenons r assez petit tel que t +r € [0, T]\ A et
un(t + 1) € Sol(L(py), h(t + r,zn(t + 1)) + F(-, \n)).

Alors, il existe u’ (t4r) € F(un(t+7), \n) tel que h(t+r, x,(t+7r))+uw’ (t+r) € L(p,)
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et pour t+r e [0,7]\ A,
(y—h(t+rz,(t+7)) —us(t+7),u(t+7)) >0, Vye L(pn). (3.10)

Pour tout t+r € [0,7]\ A, en prenant y = h(t + 7,2, (t + 7)) + u}(t + r) dans

(3.9), on a
(h(t+ra(t+7)) +us(t+7r) = h(t,2,(t) —up(t), un(t)) >0,
et soit y = h(t, z,(t)) + u;(t) dans (3.10), on a
(h(t+r2,(t) +ul(t) —h(t+ra,(t+7)) —uh(t+7),u(t+7)) > 0.
Par conséquent, en additionnant les deux inégalités précédentes, on obtient que
(h(t+rap(t+7)) +up(t+7) — h(t, z,(t) — ui(t), un(t) — up(t + 7)) >0,
donc

(h(t+r,zn(t+7)) = h(t, 20 (t)), un(t) — un(t + 7))
+ (Ul (t+ 1) =l (t), un(t) — un(t + 7)) > 0.

D’ou

(h(t+ h,zp(t+7)) = h(t, za(D) , unlt) — un(t + 7))
> (up(t) — ul(t 4 1), un(t) — un(t +1)). (3.11)

Par la forte monotonie de F', pour 1 > 0, on a
(un(t) = up (t+ 1), un(t) = un(t + 1)) = pllun(t) = un(t + 7).
Ainsi, en appliquant la lipschizité de h, on aura

pllun(t) = wn(t + )| < At + 7,20 (t + 1)) = hit, 2a (1)
< Lu(Irl + llza(t + 1) — za(®)]])-
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ce qui signifie, en évoquant (3.8)), que

[un(t) —un(t+ 1) < %(ITI + |zt + 1) — za(t)]])

Ly,
< |+ M
s (Ir| + M|r|)

Ly,

< . (M + 1)]|r]. (3.12)

Posons z = L,(M + 1). Puisque (z,), est équicontinue, il découle de (3.12)) que

pour tout € > 0, il existe 6 = min{T, jﬁ} tel que, pour tout n € N* et tout
r| <0,

T—r T—r
/ lun(t +7) — un(B)|2dt < / 22
0 0

< 22T —7)
< 2264(T +9)
< & (3.13)

En appliquant I'inégalité et la bornitude de (uy,),, on déduit du Corollaire
[1.2.12] que la suite (u,), est relativement compacte dans L*([0, 7], R"). Par consé-
quent, (uy,), admet une sous-suite qui converge vers ug. Jusqu’a présent, nous avons
obtenu la convergence de ((2n,un)) = S(pn, An) vers (2o, ug). D’aprés le Théo-
réme Sol(L(p),q + F(-,)\)) est fermé. On conclut que, ((xn,un))n converge
vers (xo,up) = S(po, Ao) et donc S(p, A) est continu en (pg, Aog). Ceci compléte la

preuve.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons démontré un résultat (voir [I9]) concernant I’existence
et l'unicité de solution faible au sens de Carathéodory pour une inégalité variationnelle
différentielle inverse dans un espace de dimension finie. Ensuite, on a considéré une étude
de la stabilité de solution pour I'IVDI dans le cas ou I’ensemble des contraintes et la
multi-application sont perturbés par deux paramétres différents. Pour ce faire, nous avons
démontré la fermeture de ’ensemble de solutions et la continuité de ’application qui a

chaque paramétre associe la solution du probléme étudié.
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Résumé

Le théeme étudié dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de I’étude d’une classe d’inégalités
variationnelles différentielles inverses (IVDI en abrégé) dans un espace de dimension finie
(voir [19]). En appliquant un résultat d’existence pour les inclusions différentielles impli-
quant une multi-application semi-continue supérieurement & valeurs non vides, convexes
et fermées, on a, dans une premiére étape, démontré l'existence et 1'unicité de I'TVDI.
Dans une seconde étape, on a utilisé ce résultat d’existence pour étudier la stabilité de la
solution du probléme considéré lorsque ’ensemble des contraintes et la multi-application

régissant I'inclusion, sont soumis & des perturbations par deux parameétres différents.

Abstract

The aim of this thesis is to study a class of inverse differential variational inequalities
(IVDI for short) in a finite dimensional space (see [19]). By applying an existence result
for differential inclusions involving a non-empty, convex and closed upper semi-continuous
set-valued map, we first prove the existence and uniqueness of the IVDI. Then, we used
this existence result to study the stability of the solution of the considered problem when
the set of constraints and the set-valued map governing the inclusion are subject to per-

turbations by two different parameters.
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