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Notations générales

R : l'ensemble des nombres réels.

X : espace vectoriel normé.

X∗ : le dual topologique de l'espace vectoriel normé X.

〈·, ·〉 : produit scalaire dans la dualité X∗, X.

Dom(f) : domaine e�ectif de f .

∂f(u) : le sous di�érentiel de la fonction f au point u.

i.e. : c'est à dire.

ssi. : si et seulement si.

[0, T ] : intervalle de temps, 0 < T <∞
epi(f) : l'épigraphe de la fonction f

C([0, T ], X)) : l'espace des fonctions continues dé�nies de [0, T ] à valeurs dans X.

Su(t) : représente la valeur de la fonction Su au point t, i.e., Su(t) = (Su)(t).

f ∗ : conjuguée de la fonction f .

f ∗∗ : biconjuguée de la fonction f .

NC(ū) : le cône normal à C en ū ∈ C
PK : projection sur l'ensemble convexe fermé K

int C : l'intérieur de l'ensemble C.
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Introduction

L'inclusion di�érentielle du premier ordre impliquant le Processus de Ra�e a été

élaborée pour modéliser les problèmes de frottement. Il est possible d'exprimer cette

inclusion comme suit u̇(t) ∈ −NC(t)(u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(t)(·) désigne le cône normal de l'ensemble C(t).

La notion `Processus de Ra�e' est apparue pour la première fois au début des années

70 dans le cas où les ensembles C(t) sont supposés convexes par JJ. Moreau [14], [15].

Plusieurs améliorations ont été apportées sous lesquels nombre de résultats d'existence

et d'unicité ont été établis (voir par exemple [5], [6], [7]).

Le but de ce travail est de détailler l'article de S. Adly et M. Sofonea intitulé : `Time-

dependent Inclusions and Sweeping Processes in Contact Mechanics' ([1] sections 03 et

04) où, les auteurs ont étudié en premier lieu une inclusion di�érentielle de la forme

−u(t) ∈ NC(Ru(t),t)(Au(t) + Su(t)) ∀t ∈ [0, T ],

oùA : X → X est un opérateur Lipschitz continu fortement monotone, S : C([0, T ], X)→
C([0, T ], X) et R : C([0, T ], X) → C([0, T ], Y ) sont des opérateurs non-linéaires éven-

tuellement avec mémoire (X et Y étant des espaces de Hilbert). Les résultats obtenus

ont été ultérieurement utilisés pour montrer l'existence de solution pour une nouvelle
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Notations générales

variante du Processus de Ra�e, de la forme−u̇(t) ∈ −NC(Ru̇(t),t)(Au̇(t) +Bu(t) + Su̇(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0),

où B;X → X est un opérateur Lipschitz continu.

Ce mémoire est séquencé en trois chapitres. Dans le premier, nous fournissons des

notions de base et des résultats fondamentaux qui nous seront utiles par la suite. Dans

le deuxième chapitre nous introduisons la notion d'opérateurs avec, et presqu'avec

mémoire et nous donnons un résultat d'existence et d'unicité d'un point �xe pour

ce type d'opérateurs. En�n, le troisième chapitre est consacré à la démonstration du

résultat principal de ce mémoire.
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Chapitre 1
Notions de bases et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions et théorèmes de base qui nous

seront utiles dans les chapitres suivants. Pour plus de détails voir [20], [3], [17], [18],

[19].

1.1 Dé�nitions de base

Dé�nition 1.1. soit X un espace vectoriel sur le corps R. On appelle norme sur

X toute application x → ‖x‖ dé�nie de X à valeurs dans R véri�ant les propriétés

suivantes

1. ‖u‖X ≥ 0 ∀u ∈ X et ‖u‖X = 0 ssi. u = 0X .

2. ‖αu‖X = |α|‖u‖X ∀u ∈ X, ∀α ∈ R.

3. ‖u+ v‖X ≤ ‖u‖X + ‖v‖X ∀u, v ∈ X.

Le couple (X, ‖ · ‖X) est appelé espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2. Soit (X, ‖ · ‖X) un espace vectoriel normé et soient x ∈ X et r ∈ R∗+.

On appelle boule ouverte (resp.boule fermée) de centre x et de rayon r l'ensemble

B(x, r) = {y ∈ X, ‖x− y‖X < r},

(resp. B̄(x, r) = {y ∈ X, ‖x− y‖X ≤ r}).

Dé�nition 1.3. Une suite (un)n dans un espace vectoriel normé (X, ‖ · ‖X) converge

fortement vers u ∈ X si

‖un − u‖X → 0 lorsque n→∞.
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1.1. Dé�nitions de base

Dans ce cas, u est appelé limite forte de la suite (un)n et on écrit

u = lim
n→∞

un ou un → u dans X.

Remarque 1.4. Il est facile de véri�er que la limite d'une suite, si elle existe, est

unique.

Dé�nition 1.5. Une suite (un)n dans un espace vectoriel normé (X, ‖ · ‖X) est dite

bornée s'il existe M > 0 tel que

‖un‖X ≤M ∀n ∈ N.

Dé�nition 1.6. Une suite (un)n dans un espace vectoriel normé (X, ‖ · ‖X) est dite de

Cauchy si ‖xn − xm‖X tend vers 0 lorsque n et m tendent vers l'in�ni,i.e.,

∀ε > 0,∃n0 ∈ N : n ≥ n0,m ≥ n0 =⇒ ‖xn − xm‖X < ε.

Dé�nition 1.7. Un espace normé (X, ‖·‖X) est complet si toute suite de Cauchy dans

X est convergente .

Dé�nition 1.8. Un espace vectoriel normé est dit de Banach s'il est complet.

Dé�nition 1.9. soit X un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur X est une

forme bilinéaire (·, ·)X : X ×X → R possédant les propriétés suivantes

1. (u, u)X ≥ 0 ∀u ∈ X.

2. (u, u)X = 0 si et seulement si u = 0X .

3. (u, v)X = (v, u)X ∀ u, v ∈ X.

Dé�nition 1.10. Soit X un espace vectoriel réel et soit (., .)X un produit scalaire sur

X, on associe au produit scalaire une norme, dite associée, en posant

‖u‖X =
√

(u, u)X ∀u ∈ X.

Dé�nition 1.11. On appelle espace préhilbertien le couple constitué par un espace

vectoriel X et par un produit scalaire sur X.

Proposition 1.12. Dans un espace préhilbertien X muni du produit scalaire (·, ·)X et

de norme asociée ‖ · ‖X , on a

|(u, v)X | ≤ ‖u‖X‖v‖X ∀u, v ∈ X,
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1.2. Éléments d'analyse convexe

cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz. De plus, l'égalité suivante est

satisfaite

‖u+ v‖2X + ‖u− v‖2X = 2(‖u‖2X + ‖v‖2X) ∀u, v ∈ X.

Cette identité est appelée identité du parallélogramme.

Dé�nition 1.13. Un espace préhilbertien est dit espace de Hilbert s'il est complet par

rapport à la norme associée.

1.2 Éléments d'analyse convexe

Soit X un espace vectoriel réel.

1.2.1 Ensembles convexes

Dé�nition 1.14. Un ensemble C ⊂ X est dit convexe si pour tous x1, x2 ∈ C et

λ ∈ [0, 1]

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C. (1.1)

Figure 1.1 � Ensembles convexes

Exemple 1.15. 1. La somme de Minkowski

A+B := {a+ b|a ∈ A, b ∈ B},

de deux ensembles convexes A, B d'un espace vectoriel X est convexe. En e�et,

soient x, y ∈ A+B il existe a, a′ ∈ A et b, b′ ∈ B tels que x = a+b et y = a′+b′.

Alors, pour λ ∈ [0, 1] on a

λx+ (1− λ)y = λ(a+ b) + (1− λ)(a′ + b′)

= λa+ (1− λ)a′ + λb+ (1− λ)b′,
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1.2. Éléments d'analyse convexe

comme A et B sont convexes, on en déduit donc que λa + (1 − λ)a′ ∈ A et

λb+ (1− λ)b′ ∈ B, d'où

λx+ (1− λ)y ∈ A+B.

2. L'intersection arbitraire d'ensembles convexes est convexe.

Dé�nition 1.16. (cône) Un ensemble non vide K ⊂ X est un cône si pour tout λ ≥ 0

λK ⊂ K. (1.2)

Remarque 1.17. Dans notre dé�nition, un cône contient toujours l'origine. Dans la

littérature, ce n'est pas nécessairement le cas.

Proposition 1.18. Une partie K d'un espace vectoriel X est un cône convexe s'il est

stable par l'addition et par la multiplication par des réels strictement positifs.

Dé�nition 1.19. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X et de

norme associée ‖ · ‖X . Pour tout x ∈ X donné, le sous ensemble de X noté et dé�ni

comme suit

PC(x) = {k ∈ C, dC(x) = ‖x− k‖X},

s'appelle l'ensemble des points de meilleure approximation de x par rapport à C. On

dit aussi que PC(x) est la projection de x sur C avec

dC(x) = d(x,C) = inf
k∈C
‖x− k‖X ,

est la fonction distance de l'ensemble non vide C.

Figure 1.2 �

Présentons maintenant la caractérisation suivante de la projection.
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1.2. Éléments d'analyse convexe

Proposition 1.20. Soit C un sous-ensemble convexe fermé non vide d'un espace de

Hilbert X et soit w ∈ X. Alors, u = PC(w) si et seulement si

u ∈ C (u, v − u)X ≥ (w, v − u)X ∀v ∈ C. (1.3)

1.2.2 Fonctions convexes semi-continues inférieurement

Sauf indication, X désigne un espace vectoriel normé et f : X → R ∪ {∞}.

Dé�nition 1.21. Le domaine e�ectif de f est l'ensemble des points où f est �nie. En

d'autres termes

Dom(f) = {x ∈ X : f(u) < +∞}.

Dé�nition 1.22. On dit que f est propre si Dom(f) 6= ∅ et f(u) > −∞ pour tout

u ∈ X.

Dé�nition 1.23. L'épigraphe de f est le sous-ensemble de l'espace produit X × R

dé�ni comme suit

epi(f) = {(x, ξ) ∈ X × R : f(x) ≤ ξ}.

Dé�nition 1.24. Soit ξ ∈ R, l'ensemble

Sξ(f) = {x ∈ X : f(x) ≤ ξ}.

est appelé l'ensemble des ξ-sous-niveau de f .

Remarque 1.25. On a l'équivalence suivante

(x, ξ) ∈ epi(f)⇐⇒ x ∈ Sξ(f).

Dé�nition 1.26. On dit que la fonction f est convexe si pour tous x, y ∈ Dom(f) et

t ∈ [0, 1] on a

f((1− t)x+ ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y). (1.4)

La fonction f est strictement convexe si l'inégalité (1.4) est stricte pour u 6= v et

t ∈]0, 1[.
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1.2. Éléments d'analyse convexe

Figure 1.3 � Fonction convexe

Exemple 1.27. Soit f, g : X → R deux fonctions convexes et λ ≥ 0, alors les fonctions

f + g et λf sont également convexes.

Proposition 1.28. Une fonction f : X → R̄ est convexe si et seulement si epi(f) est

un ensemble convexe dans X × R.

Dé�nition 1.29. (fonction indicatrice) Soit C ⊂ X un sous-ensemble non vide, la

fonction indicatrice de C, IC : X → [0,∞] est dé�nie par

IC(x) =

0 si x ∈ C,

+∞ si x /∈ C.

Dé�nition 1.30. (Fonction support) La fonction support de C (ou la fonction d'appui

de C), est la fonction notée σC dé�nie par

σC :X∗ → R ∪ {∞}

x 7→ σC(x) := sup
s∈C
〈x, s〉,

Dé�nition 1.31. La fonction propre f : X → R est dite sous linéaire si et seulement

elle est sous additive et positivement homogène respectivement, i.e.,

f(u+ v) ≤ f(u) + f(v), ∀u, v ∈ X,

et

f(λu) = λf(u) ∀u ∈ X, λ > 0.
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1.2. Éléments d'analyse convexe

Proposition 1.32. La fonction f : X → R est sous additive si et seulement si elle est

convexe positivement homogène.

Dé�nition 1.33. Soit X un espace topologique et f : X → R̄. La limite inférieure de

f en u0 est dé�nie par

lim inf
u→u0

f(x) = sup
V ∈V(x0)

inf
s∈V

f(s),

où V(x0) est une base de voisinages de u0 dans X.

Dé�nition 1.34. On dit que f est semi-continue inférieurement en x ∈ X si

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x), (1.5)

pour toute suite (xn)n ⊂ K convergeant vers x dans X. D'une manière équivalente, f

est semi-continue inférieurement en x ∈ X si

∀ξ ∈]−∞, f(x)[,∃V ∈ V(x) tel que f(V ) ⊂]ξ,+∞[.

Si f est semi-continue inférieurement en tout point de X, on dit que f est semi-continue

inférieurement dans X.

Figure 1.4 � Fonction semi-continue inférieurement

Exemple 1.35. 1. si ϕ, ψ : X → R sont des fonctions semi-continues inférieure-

ment et λ ≥ 0, alors les fonctions ϕ + ψ et λϕ sont également semi-continues

inférieurement. En d'autres termes, l'ensemble des fonctions semi-continues in-

férieurement est un cône convexe.
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1.2. Éléments d'analyse convexe

2. si ϕ : X → R est une fonction continue, alors elle est semi-continue inférieure-

ment.

Proposition 1.36. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. f est semi-continue inférieurement sur X.

2. L'épigraphe de f est fermé dans X × R.

3. Pour tout ξ ∈ R, l'ensemble ξ−sous-niveau Sξ(f) est fermé.

Remarque 1.37. Soit K un sous-ensemble non vide.

1. Le sous-ensemble K de X est convexe si et seulement si la fonction indicatrice

IK est convexe.

2. Le sous-ensemble K est fermé si et seulement si la fonction indicatrice IK est

semi-continue inférieurement.

3. D'une maniéré générale, si f : X → R∪{∞} est une fonction convexe et K un

sons ensemble convexe de x, alors, la fonction dé�nie par

ϕ(v) =

f(v) si v ∈ K,

+∞ sinon ,

est convexe sous la condition que Dom(f) ∩ K 6= φ (sinon ϕ ≡ +∞). De

plus, ϕ est semi-continue inférieurement si et seulement si f est semi-continue

inférieurement.

1.2.3 Transformée de Legendre-Fenchel

Dé�nition 1.38. La transformée de Legendre-Fenchel (ou conjuguée) de f est la fonc-

tion f ∗ : X∗ → R dé�nie par

f ∗(u∗) = sup
u∈X

(〈u∗, u〉 − f(u)) ∀u∗ ∈ X∗. (1.6)

Dé�nition 1.39. Soit f ∗ : X∗ → R̄, Dans ce cas, la fonction f ∗∗ : X → R̄ dé�nie par

f ∗∗(u) = sup
u∗∈X∗

(〈u∗, u〉 − f ∗(u∗)) ∀u ∈ X. (1.7)

est appelée fonction biconjuguée de f .
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1.2. Éléments d'analyse convexe

Exemple 1.40. Soit A un sous ensemble de X. Alors,

I∗A(u) = σA(u).

Remarque 1.41. 1. Si −∞ ∈ f(X), on a f ∗ = +∞. Si f 6≡ +∞ alors f ∗ est à

valeurs dans R ∪ {+∞}.

2. Si X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X , identi�é à son

dual X∗, la conjuguée est alors la fonction f ∗ : X → R dé�nie par

f ∗(v) = sup
u∈X

((v, u)X − f(u)) ∀v ∈ X.

3. Les relations (1.10) et (1.7) donnent pour tout u ∈ X et u∗ ∈ X∗ l'négalité de

Fenchel-Young :

f(u) + f ∗(u∗) ≥ 〈u, u∗〉, (1.8)

et

f ∗(u∗) + f ∗∗(u) ≥ 〈u, u∗〉. (1.9)

Proposition 1.42. Soit f : X → R̄ une fonction. Alors

1. La fonction conjuguée f ∗ est convexe semi-continue inférieurement sur X∗.

2. Si f est convexe propre semi-continue inférieurement sur X, alors f ∗ est propre.

3. f ∗∗ ≤ f.

Théorème 1.43. (Théorème de dualité de Fenchel-Moreau) Soit f : X → R̄ une

fonction propre. Alors, f est s.c.i. et convexe si et seulement si f ∗∗ = f.

Théorème 1.44. [17] La fonction indicatrice et la fonction support d'un ensemble

convexe fermé sont conjuguées l'une à l'autre.

Remarque 1.45. Une fonction f : X → R̄ convexe semi-continue inférieurement

positivement homogène est la fonction support de l'ensemble non vide convexe fermé

C = {ξ X/f(v) ≥ 〈ξ, v〉 ∀v ∈ X}.

1.2.4 Sous-di�érentielle d'une fonction convexe

Dé�nition 1.46. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe et u ∈ Dom(f).

Alors, le sous-di�érentiel de f est l'ensemble donné par

∂f(u) = {ξ ∈ X∗ : f(v)− f(u) ≥ 〈ξ, v − u〉 ∀v ∈ X}. (1.10)

Pour u /∈ Dom(f), ∂f(u) est vide.
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1.2. Éléments d'analyse convexe

Exemple 1.47. Pour f : R→ R donné par f(x) = |x| alors

∂f(x) =


−1 si x < 0,

[−1, 1] si x = 0,

1 si x = 0.

Figure 1.5 �

Proposition 1.48. Soit f : X → R∪{+∞} une fonction convexe. Pour chaque u ∈ X,
l'ensemble ∂f(u) est convexe fermé.

Proposition 1.49. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe. Si f est semi-

continue inférieurement en u ∈ IntDom(f), alors ∂f(u) est non vide borné.

Remarque 1.50. Remarquons que u∗ ∈ ∂f(u) si et seulement si f(u) + f ∗(u∗) =

〈u∗, u〉. Donc, si f est propre, convexe et semi-continue inférieurement on a l'équiva-

lence suivante

u∗ ∈ ∂f(u)⇔ u ∈ ∂f ∗(u∗).

1.2.5 Le cône normal

X est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X .

Dé�nition 1.51. Soit C un sous ensemble convexe de X et soit ū ∈ C. Le cône normal

à C en ū est dé�ni par

NC(ū) := {v ∈ X : (v, x− ū)X ≤ 0 ∀x ∈ C} .

Remarque 1.52.
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1.3. Inégalités variationnelles

1. Il est clair que NC(ū) soit un cône convexe fermé. Une normale est un vecteur

s tel que l'angle entre s et y − x est obtus pour tout y ∈ C.

2. NC(ū) = {0} pour ū ∈ int C.

3. On a toujours {0} ⊂ NC(ū).

4. Par convention si ū /∈ C, alors NC(ū) = ∅.

Proposition 1.53. Soit C,C1 et C2 des convexes fermés de X, il est facile de véri�er

que

NC(−u) = −N−C(u) ∀u tel que u ∈ −C, (1.11)

NC(u+ v) = NC−v(u) ∀u, v tels que u+ v ∈ C, (1.12)

et

NC1×C2(u1, u2) = NC1(u1)×NC2(u2) ∀(u1, u2) ∈ C1 × C2.,

et

NC+a(u+ a) = NC(u) ∀u ∈ C, a ∈ X,

et

NC1+C2(u1 + u2) = NC1(u1) ∩NC2(u2); ∀(u1, u2) ∈ C1 × C2.

1.3 Inégalités variationnelles

Dans cette section, nous présentons un résultat d'existence et d'unicité pour une

inégalité variationnelle de la forme

u ∈ K, (Au, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K,

où K est un sous-ensemble d'un espace de Hilbert X, A : K → X un opérateur,

j : K → R une fonction et f un élément de X. Commençons par les dé�nitions

suivantes

Dé�nition 1.54. Soient (X, ‖ · ‖X) et (Y, ‖ · ‖Y ) deux espaces normés. Une forme

bilinéaire a(., .) : X × Y → R est dite continue s'il existe une constante M > 0 telle

que

a(u, v) ≤M‖u‖X‖v‖Y ∀u ∈ X, ∀v ∈ Y.

Dans le cas où X = Y, on dit que la forme bilinéaire a(., .) est
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1.3. Inégalités variationnelles

1. Symétrique si

a(v, u) = a(u, v) ∀u, v ∈ X. (1.13)

2. Positive si

a(u, u) ≥ 0 ∀u ∈ X.

3. X-elliptique s'il existe une constante m > 0 telle que

a(u, u) ≥ m‖u‖2X ∀u ∈ X.

Dé�nition 1.55. [18] Soit X un espace préhilbertien muni du produit scalaire (., .)X

et de norme associée ‖.‖X et soit A : X → X un opérateur. On dit que

1. A est monotone si

(Au− Av, u− v)X ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

2. A est strictement monotone si

(Au− Av, u− v)X > 0 ∀u, v ∈ X.u 6= v.

3. A : X → X est fortement monotone s'il existe existe mA > 0 tel que

(Au− Av, u− v)X ≥ mA‖u− v‖2X ∀u, v ∈ X. (1.14)

4. A est non-expansif si

‖Au− Av‖X ≤ ‖u− v‖X ∀u, v ∈ X.

5. A est Lipschitz continu s'il existe une constante LA > 0 telle que

‖Au− Av‖X ≤ LA‖u− v‖X ∀u, v ∈ X. (1.15)

6. A est continu si

un → u dans X =⇒ Aun → Au dansX.

Remarque 1.56. Soit A : X → X un opérateur véri�ant les inégalités (1.14), (1.15).

Alors,

mA ≤ LA. (1.16)

Pour montrer le résultat principal de cette section, nous avons besoin du théorème

suivant dit théorème du point �xe de Banach qui donne l'existence et l'unicité d'un

point �xe pour une contraction.
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1.3. Inégalités variationnelles

Théorème 1.57. [18](Théorème du point �xe de Banach) Soit K un sous-ensemble

fermé non vide d'un espace de Banach (X, ‖.‖X). Supposons que Λ : K → K est une

contraction, i.e., il existe une constante α ∈ [0, 1[ telle que

‖Λu− Λv‖X ≤ α‖u− v‖X ∀u, v ∈ K. (1.17)

Alors, il existe un élément unique u ∈ K tel que Λu = u.

Démonstration Soit u0 un élément quelconque de K et soit (un)n la suite de K

dé�nie par

un+1 = Λun ∀n ∈ N.

Puisque Λ : K → K, alors la suite (un)n est bien dé�nie. Montrons maintenant que

(un)n est une suite de Cauchy. En utilisant le fait que Λ est une contraction on obtient

‖un+1 − un‖X ≤ α‖un − un−1‖X ≤ ... ≤ αn‖u1 − u0‖X .

Alors, pour tout m > n ≥ 1,

‖um − un‖X ≤
∑m−n−1

j=0
‖un+j+1 − un+j‖X

≤
∑m−n−1

j=0
αn+j‖u1 − u0‖X

≤ αn

1− α
‖u1 − u0‖X .

Puisque α ∈ [0, 1[, il découle des inégalités précédentes que

‖um − un‖X → 0 lorsque m,n→∞,

par conséquent, (un)n est une suite de Cauchy dans K. Comme K est un sous-ensemble

fermé de l'espace de Banach X, alors, (un)n converge dans K et soit u = lim
n→∞

un. En

utilisant l'inégalité(1.17) et en faisant tendre n vers +∞ on trouve que

‖Λun − Λu‖X ≤ α‖un − u‖X → 0 lorsque n→ +∞,

et par conséquent limn→∞ Λun = Λu, d'où

lim
n→∞

un+1 = lim
n→∞

Λu = Λu,

ce qui montre que u = Λu, d'où l'existence d'un points �xe.

Supposons maintenant qu'il existe deux points �xe de Λ, u1, u2 ∈ K. Alors, u1 = Λu1

et u2 = Λu2 et donc

u1 − u2 = Λu1 − Λu2.
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1.3. Inégalités variationnelles

En utilisant (1.17), on trouve que

‖u1 − u2‖X = ‖Λu1 − Λu2‖X ≤ α‖u1 − u2‖X ,

ce qui implique ‖u1 − u2‖X = 0, puisque α ∈ [0, 1[. Par conséquent, u1 = u2 d'où

l'unicité du point �xe.

�

Nous somme maintenant en mesure de donner le résultat principal de cette section.

Théorème 1.58. [18] Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X de

norme associée ‖ · ‖X . Supposons que K est un sous-ensemble convexe fermé non vide

de X, A : K → X un opérateur Lipschitz continu fortement monotone et j : K → R

une fonction semi-continue inférieurement convexe. Alors, pour chaque f ∈ X, il existe

une solution unique pour l'inégalité variationnelle.

u ∈ K, (Au, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K. (1.18)

La preuve de ce théorème se fera en deux étape. La première étape consiste à

résoudre (1.18) dans le cas où A est l'opérateur identité.

Lemme 1.59. Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X de norme

associée ‖ · ‖X . Supposons que K est un sous-ensemble convexe fermé non vide de X,

et j : K → R une fonction convexe semi-continue inférieurement. Alors, pour chaque

f ∈ X, il existe un élément unique u tel que

u ∈ K, (u, v − u)X + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K. (1.19)

De plus, si u1 et u2 désignent les solutions de l'inégalité (1.19) pour f1, f2 ∈ X respec-

tivement, alors,

‖u1 − u2‖X ≤ ‖f1 − f2‖X . (1.20)

Démonstration La première partie du lemme est une conséquence directe du

Corollaire suivant

Corollaire 1.60. [18] Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X de

norme associée ‖ · ‖X . Supposons que K est un sous-ensemble convexe fermé non vide
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1.3. Inégalités variationnelles

de X, a : X × X → R une forme bilinéaire continue symétrique et X-elliptique et

j : K → R une fonction convexe semi-continue inférieurement. Alors, pour chaque

f ∈ X, il existe un élément unique u tel qu'on ait

u ∈ K, a(u, v − u) + j(v)− j(u) ≥ (f, v − u)X ∀v ∈ K

Supposons maintenant que f1, f2 ∈ X et que u1, u2 ∈ K sont tels que

(u1, v − u1)X + j(v)− j(u1) ≥ (f1, v − u1)X ∀v ∈ K, (1.21)

(u2, v − u2)X + j(v)− j(u2) ≥ (f2, v − u2)X ∀v ∈ K. (1.22)

En posant v = u2 dans (1.21), et v = u1 dans (1.22) et en additionnant les deux

inégalités résultantes on trouve que

‖u1 − u2‖2X ≤ (f1 − f2, u1 − u2)X , (1.23)

en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

‖u1 − u2‖2X ≤ (f1 − f2, u1 − u2)X ≤ ‖f1 − f2‖X × ‖u1 − u2‖X , (1.24)

ce qui implique (1.20).

�

Le Lemme 1.59 nous permet d'introduire la dé�nition suivante

Dé�nition 1.61. [18] Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (·, ·)X de

norme associée ‖ · ‖X . Supposons que K est un sous-ensemble convexe fermé non vide

de X, et j : K → R une fonction convexe semi-continue inférieurement. Alors, Pour

chaque f ∈ X, la solution u de l'inégalité variationnelle (1.19) est appelée l'élément

proximal de f par rapport à la fonction j et elle est généralement noté proxjf . L'opé-

rateur proxj : X → K dé�ni par f → proxjf est appelé l'opérateur de proximité de la

fonction j.

Remarque 1.62. 1. Les opérateurs de proximité ont été introduits pour la pre-

mière fois dans [14]. Notons que le Lemme 1.59 indique que proxj est un opé-

rateur non-expansif, i.e,

‖proxjf1 − proxjf2‖X ≤ ‖f1 − f2‖X ∀f1, f2 ∈ X. (1.25)
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1.3. Inégalités variationnelles

2. Il découle de (1.23) que proxj est un opérateur monotone, car

(proxjf1 − proxjf2, f1 − f2) ≥ 0 ∀f1, f2 ∈ X.

3. Si K est un sous-ensemble convexe fermé non vide de X, on peut considérer

l'opérateur de proximité de la fonction zéro sur K, noté proxK . Il découle de la

Dé�nition 1.61 que u = proxKf si et seulement si

u ∈ K, (u, v − u)X ≥ (f, , v − u)X ∀v ∈ K.

Par conséquent, en utilisant la Proposition 1.20, on obtient proxK = PK , où PK

désigne l'opérateur de projection sur K. Alors, on conclut d'après ce qui précède

que les opérateurs de projection représentent un cas particulier des opérateurs

de proximité.

Démonstration du Théorème 1.58 Soit f ∈ X et soit ρ > 0 un paramètre à

choisir ultérieurement. Puisque ρj : K → R est une fonction convexe semi-continue

inférieurement, on peut alors dé�nir un opérateur Sρ : K → K par

Sρ(v) = proxρj(ρf − ρAv + v) ∀v ∈ K. (1.26)

De plus, en utilisant (1.26) et (1.25), on trouve que

∀v, u ∈ K ‖Sρu− Sρv‖X ≤ ‖(u− v)− ρ(Au− Av)‖X ,

alors pour tous v, u ∈ K, on a

‖Sρu− Sρv‖2X ≤ ‖(u− v)− ρ(Au− Av)‖2X
= ‖u− v‖2X − 2ρ(Au− Av, u− v)X + ρ2‖Au− Av‖2X .

En utilisant (1.14) et (1.15), on obtient

∀v, u ∈ K ‖Sρu− Sρv‖2X ≤ (1− 2ρmA + ρ2L2
A)‖u− v‖2X .

Il est facile de voir que si 0 < ρ < 2mA

L2
A
, alors

0 ≤ 1− 2ρmA + ρ2L2 < 1.

Par conséquent, avec ce choix de ρ, il s'en suit que

‖Sρu− Sρv‖X ≤ K(ρ)‖u− v‖X , (1.27)
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1.3. Inégalités variationnelles

où K(ρ) = (1 − 2ρmA + ρ2L2
A)

1
2 ∈ [0, 1[, mA et LA sont les constantes dans (1.14)

et (1.15), respectivement. Alors, en utilisant le Théorème1.57, on trouve qu'il existe

u ∈ K tel que

Sρu = proxρj(ρf − ρAu+ u) = u.

Par la Dé�nition 1.61, on obtient

(u, v − u)X + ρj(v)− ρj(u) ≥ (ρf − ρAu+ u, v − u)X ∀v ∈ K,

i.e.,

ρ[(Au, v − u)X + j(v)− j(u)] ≥ ρ(f, v − u)X ∀v ∈ K.

Puisque ρ > 0, on en déduit de l'inégalité ci-dessus que u est une solution de l'inégalité

variationnelle (1.18) ce qui prouve l'existence de solution.

Pour montrer l'unicité, supposons qu'il existe deux solutions u1, u2 ∈ K de l'inégalité

variationnelle (1.18). Dans ce cas, on a

(Au1, v − u1)X + j(v)− j(u1) ≥ (f, v − u1)X ∀v ∈ K,

(Au2, v − u2)X + j(v)− j(u2) ≥ (f, v − u2) ∀v ∈ K.

Prenons v = u2 dans la première inégalité, v = u1 dans la seconde et en additionnant

les inégalités résultantes, on obtient

(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≤ 0, (1.28)

combinons cette inégalité avec (1.14), on trouve

mA‖u1 − u2‖2X ≤ 0,

comme mA > 0, il découle u1 = u2 ce qui prouve l'unicité du point �xe.

�
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Chapitre 2
Les opérateurs avec et presque avec mémoire

Tout au long de ce chapitre (X, ‖.‖X), (Y, ‖.‖Y ) et (Z, ‖.‖Z) sont des espace normés

réels I = [0, T ] ou I = [0, +∞[.

On désigne par

1. Si [0, T ] = [0, T ]

C([0, T ];X) = {v : [0, T ]→ X : v est continue},

l'espace des fonctions continues dé�nies de [0, T ] à valeurs dans X. muni de la

norme

‖v‖C([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖X .

Si X est un espace de Banach, alors C([0, T ];X) est également un espace

de Banach. Pour un sous-ensemble K ⊂ X, nous utilisons encore le symbole

C([0, T ];K) pour l'ensemble des fonctions continues dé�nies sur I avec des va-

leurs dans K.

2. Si I = R+

C(R+;X) = {v : R+ → X : v est continue},

l'espace des fonctions continues dé�nies de R+ à valeurs dans X. Pour un sous-

ensemble K ⊂ X, nous utilisons encore le symbole C(R+;K) pour L'ensemble

des fonction continues dé�nies sur R+ avec des valeurs dans K

3. C1([0, T ];X) l'espace des fonctions continûment dérivable sur [0, T ] à valeurs
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dans X muni de la norme

‖v‖C1([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖X + max
t∈[0,T ]

‖v̇(t)‖X .

Alors, v ∈ C1([0, T ];X) si et seulement si v ∈ C([0, T ];X) et v̇ ∈ C([0, T ];X), où

v̇ représente la dérivée de la fonction v. De plus, pour un sous-ensemble K ⊂ X,

on désigne par C1([0, T ];K) l'ensemble des fonctions continûment dérivable sur

[0, T ] à valeurs dans K.

Commençons ce chapitre par la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.1. On dit qu'un opérateur S : C(I;X) → C(I;Y ) est avec mémoire, si

pour tout ensemble compact J ⊂ I, il existe LSJ > 0 tel que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ LSJ

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds

∀u1, u2 ∈ C(I;X), t ∈ J. (2.1)

Remarque 2.2. 1. Comme [0;T ] est un ensemble compact, alors S : C([0, T ];X)→
C([0, T ];Y ) est un opérateur avec mémoire si et seulement s'il existe LS > 0 tel

que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ LS
t∫

0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds

∀u1, u2 ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ]. (2.2)

2. Si I = R+, on remarque alors que, pour tout n ∈ N∗, l'intervalle [0, n] est un

ensemble compact de R+. Par conséquent, pour tout ensemble compact K ⊂ R+,

il existe n ∈ N telle que K ⊂ [0, n]. Alors S : C(R;X)→ (R;Y ) est un opérateur

avec mémoire si et seulement si pour tout n ∈ N∗, il existe Ln > 0 tel que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ Ln

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Y ds

∀u1, u2 ∈ C(R+;X), t ∈ [0, n]. (2.3)

Exemple 2.3. Soit u0 ∈ X et S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X) soit l'opérateur intégral

donné par

Su(t) =

t∫
0

u(s)ds+ u0 ∀u ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ].
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Alors, pour tous u1, u2 ∈ C([0, T ];X), on a

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤
t∫

0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds,

par conséquent, la condition (2.1) est valable avec LSJ = 1. Alors, on conclut que l'opé-

rateur S est un opérateur avec mémoire.

Exemple 2.4. Soient u0 ∈ X et R : X → Y un opérateur Lipschitz continu, i.e., un

opérateur qui satisfait l'inégalité

‖Ru1 −Ru2‖Y ≤ LR‖u1 − u2‖X ∀u1, u2 ∈ X,

avec un certain LR > 0. Soit S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];Y ) l'opérateur donné par

Su(t) = R

 t∫
0

u(s)ds+ u0

 ,Pour tout u ∈ C([0, T ];X), et tout t ∈ [0, T ].

Alors, pour tous u1, u2 ∈ C(I;X), on a

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ LR

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds,

la condition (2.1) est véri�ée avec LJ = LR et par conséquent, S est un opérateur avec

mémoire.

Exemple 2.5. Soit S : C(R+;X)→ C(R+;X) l'opérateur intégral dé�ni par

Su(t) =

t∫
0

su(s)ds ∀u ∈ C(R+;X), t ∈ R+.

Soient n ∈ N∗, t ∈ [0, n] et u1, u2 ∈ C(R+;X). Alors

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤ ‖
t∫

0

su1(s)ds−
t∫

0

su2(s)ds‖X

t∫
0

|s|‖u1(s)− u2(s)‖Xds ≤ n

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds.

Donc, S est un opérateur avec mémoire.
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Dé�nition 2.6. On dit que l'opérateur S : C(I;X)→ C(I;Y ) est un opérateur presque

avec mémoire si pour tout ensemble compact J ⊂ I, il existe lSJ ∈ [0, 1[ et LSJ > 0 tels

que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ lSJ ||u1(t)− u2(t)‖X

+ LSJ

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds ∀u1, u2 ∈ C(I;X), t ∈ J. (2.4)

Comme dans le cas des opérateurs avec mémoire, on peut spéci�er la dé�nition

précédente dans les cas I = [0;T ] ou I = R+ respectivement.

Remarque 2.7. 1. Un opérateur S : C([0, T ];X) → C([0, T ];Y ) est appelé un

opérateur presque avec mémoire si et seulement s'il existe lS ∈ [0, 1[ et LS > 0

tels que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ lS‖u1(t)− u2(t)‖X

+ LS
t∫

0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds ∀u1, u2 ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ]. (2.5)

2. Un opérateur S : C(R+;X) → C(R+;Y ) est appelé un opérateur presque avec

mémoire si et seulement si pour tout nN∗, il existe ln ∈ [0, 1[ et Ln > 0 tel que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ ln‖u1(t)− u2(t)‖X

+ Ln

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds ∀u1, u2 ∈ C(R+;X), t ∈ [0, n]. (2.6)

Exemple 2.8. Considérons l'opérateur S : C(R+, X)→ C(R+, X) dé�ni par

S(u(t)) = (1− e−t)u(t) +

t∫
0

su(s)ds ∀u ∈ C(R+, X), t ∈ R+.

Soient n ∈ N∗, t ∈ [0, n] et u1, u2 ∈ C(R+, X). Alors

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤ ‖(1− e−t)u1(t) +

t∫
0

su1(s)ds− (1− e−t)u2(t)−
t∫

0

su2(s)ds‖X

≤ (1− e−t)‖u1(t)− u2(t)‖X +

t∫
0

|s|‖u1(s)− u2(s)‖Xds

≤ (1− e−n)‖u1(t)− u2(t)‖X + n

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds.

Alors, S est un opération presque avec mémoire ln = 1− e−n ∈ [0, 1[ et Ln = n.
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Remarque 2.9. 1. Tout opérateur avec mémoire est presque avec mémoire. La

réciproque est fausse.

2. Si S : C([0, T ], X) → C(I,X) est avec mémoire, alors l'opérateur kI + S :

C([0, T ], X) → C([0, T ], X) est presque avec mémoire, pour tout k ∈ [0, 1[. En

e�et, soient u1, u2 ∈ C([0, T ], X) alors

‖(kIX + S)u1(t)− (kIX + S)u2(t)‖X = ‖(u1(t)− u2(t)) + Su1(t)− Su2(t)‖X

≤ k‖u1(t)− u2(t)‖X + ‖Su1(t)− Su2(t)‖X

≤ k‖u1(t)− u2(t)‖X + LSJ

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds.

D'une manière générale, si A : X → X est un opérateur Lipschitz continue de

rapport L et S : C([0, T ], X) → C([0, T ], X) un opérateur avec mémoire, alors

l'opérateur kA+ S est presque avec mémoire pour tout k ∈ [O,
1

L
[.

Proposition 2.10. Si S : C(I;X) → C(I;Y ) et R : C(I;Y ) → C(I;Z) deux opéra-

teurs avec mémoire, alors le produit RS : C(I,X)→ C(I, Z) est presque avec mémoire

Démonstration Soit K un ensemble compact se I. Comme S et R sont presque

avec mémoire, alors il existe lK , l′K ∈ [0, 1[ et LK , L′K > 0 tels que

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y ≤ lK‖u1(t)− u2(t)‖X + LK

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds,

u1, u2 ∈ C(I;X) et

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖Z ≤ l′K‖u1(t)− u2(t)‖X + L′K

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds,
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pour tous u1, u2 ∈ C(I;Y ). Soient u1, u2 ∈ C([0, T ], X) et t ∈ K. Posons ΛRS, alors

‖Λu1 − Λu2‖ = ‖(RS)u1(t)− (RS)u2(t)‖Z = ‖R(Su1(t))−R(Su2(t))‖Z

≤ l′K‖Su1(t)− Su2(t)‖Y + L′K

t∫
0

‖Su1(s)− Su2(s)‖Y ds

≤ l′K

(
lK‖u1(t)− u2‖X + LK

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds
)

+ L′K

t∫
0

(
lK‖u1(s)− u2(s)‖X

+ LK

s∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz
)
ds

≤ l′K lK‖u1(t)− u2(t)‖X + (l′KLK + L′K lK)

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds

+ L′KLK

t∫
0

 s∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz

 ds.

Or

t∫
0

 s∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz

 ds ≤
t∫

0

 t∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz

 ds

=

 t∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz

 t∫
0

ds


= t

t∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xds.

On note par MK la borne supérieure de l'ensemble K, on obtient

t∫
0

 s∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xdz

 ds ≤MK

t∫
0

‖u1(z)− u2(z)‖Xds,

et par suite

‖Λu1 − Λu2‖ ≤ l′K lK‖u1(t)− u2(t)‖X +(l′KLK + lKL
′
K +MKL

′
K)

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds.

Comme lK , l′K ∈ [0, 1[ alors lK l′K ∈ [0, 1[, ce qui montre que Λ est presque avec mémoire.

�
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Il existe un important théorème du point �xe pour les opérateurs avec mémoire et

presque avec mémoire. ce théorème est très utile pour montrer l'existence de solution

de diverses classes d'équations non linéaires et d'inégalités variationnelles.

Théorème 2.11. Soit X un espace de Banach et soit Λ : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X)

être un opérateur avec mémoire. Alors, Λ a un point �xe unique,i.e.,il existe un élément

unique η∗ ∈ C([0, T ];X) tel que Λη∗ = η∗.

Démonstration Notons par

‖η‖β = max
t∈[0,T ]

e−βt‖η(t)‖Y , (2.7)

avec β > 0 qui sera ultérieurement choisi, Il est clair que ‖.‖β dé�nie une norme sur

l'espace C([0, T ];X). Cette norme est équivalente à la norme habituelle ‖.‖C([0,T ];X).

Par conséquent, l'espace C([0, T ];X) est un espace de Banach pour la norme ‖.‖β. Soit
t ∈ [0, T ]. En utilisant la Remarque 2.2, on trouve que il existe k ∈ [0, 1[ et c > 0 tels

que

‖Λη1(t)− Λη2(t)‖X ≤ k‖η1(t)− η2(t)‖Y + c

t∫
0

‖η1(s)− η2(s)‖Y ds

d'après (2.7), on a

e−βt‖Λη1(t)− Λη2(t)‖X ≤ ke−βt‖η1(t)− η2(t)‖X + ce−βt
t∫

0

e−βs‖η1(s)− η2(s)‖Xeβsds

≤ k‖η1 − η2‖β + ce−βt‖η1 − η2‖β

t∫
0

eβsds

= k‖η1 − η2‖β +
c

β
(1− e−βt)‖η1 − η2‖β,

pour tous η1, η2 ∈ C([0, T ];X), par conséquent

‖Λη1 − Λη2‖β ≤ (k +
c

β
) ∀η1, η2 ∈ C([0, T ];Y ), (2.8)

choisissons β tel que β > c
1−k , ce choix est possible car k ∈ [0, 1[. Alors,

k +
c

β
< 1,

ce que implique que l'opérateur Λ est une contraction sur l'espace C([0, T ];X) muni de

la norme ‖.‖β. Par le Théorème 1.57 (théorème du point �xe de Banach), il s'ensuite

que Λ admet un point �xe unique η∗ ∈ C([0, T ];X).
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Chapitre 3
Inclusion di�érentielle gouvernée par le cône

normal

3.1 Inclusion dépendante du temps

Dans cette section, on donne la démonstration du résultat principal de ce chapitre,

qui assure l'existence et l'unicité de solution pour une certaine classe d'inclusions dif-

férentielles gouvernées par des opérateurs non-linéaire. Tout au long de ce chapitre X

et Y deux espaces de Hilbert réels muni des produit scalaires(·, ·)X (·, ·)Y des normes

associées ‖·‖X et ‖·‖Y respectivement. Nous désignons par Y ×X l'espace produit de

Y et X muni du produit scalaire (., .)Y×X et de la norme associée ‖.‖Y×X . Supposons
que les hypothèses suivantes sont satisfaites

(K) K ⊂ X est un cône convexe fermé non vide (et, par conséquent,0X ∈ K).

(A)

A : X → X un opérateur LA Lipschitz continu et mA fortement monotone

avec LA et mA positifs.

(R)



R : C([0, T ];X)→ C([0, T ];Y ) et pour tout ensemble compact

J ⊂ [0, T ], il existe lRJ > 0 et LRJ > 0 tels que

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖Y ≤ lRJ ‖u1 − u2‖X + LRJ

t∫
0

‖u1 − u2‖Xds,

pour tous u1, u2 ∈ C([0, T ];X) et tout t ∈ J .
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3.1. Inclusion dépendante du temps

(S)



S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X) et pour tout ensemble compact

J ⊂ [0, T ], il existe lSJ > 0 et LSJ > 0 tel que

‖Su1(t)− Su2(t)‖X ≤ lSJ ‖u1 − u2‖X + LSJ

t∫
0

‖u1 − u2‖Xds,

pour tous u1, u2 ∈ C([0, T ];X), et tout t ∈ J .

(j)



j une fonction dé�nie de Y ×K à valeurs dans R telle que

(a) j(η, .) : K → R est une fonction Lipschitz continue convexe et

positivement homogène et j(η, 0) = 0 pour tout η ∈ Y.

(b) Il existe αj ≥ 0 tel que

j(η1, v2)− j(η1, v1) + j(η2, v1)− j(η2, v2) ≤ αj‖η1 − η2‖Y ‖v1 − v2‖X ,

pour tous η1, η2 ∈ Y et tous v1, v2 ∈ K.

(F) f ∈ C([0, T ];X).

Exemple 3.1. Considérons l'opérateur R : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X) dé�ni par

Ru(t) = etu(t) +

t∫
0

su(s) ∀u ∈ C(I;X), t ∈ I.

Il est alors facile de voir que (R) satisfait à la condition R avec

lRJ = max
t∈J

et et LRJ = max
t∈J

t. (3.1)

De plus, notons que R n'est pas un opérateur presque avec mémoire.

Prolongeons maintenant la fonction j de Y ×K à l'espace produit Y ×X en intro-

duisant la fonction J : Y ×X →]−∞,+∞] dé�nie par

J(η, v) =

j(η, v) si v ∈ K,

+∞ si v /∈ K.
∀η ∈ Y. (3.2)

En utilisant les hypothèses (K) et (J ), il est facile de montrer que pour tout η ∈
Y, J(η, .) est propre, positivement homogène, convexe et semi-continue inférieurement.

De plus , J(η, 0X) = 0. Notons par C(η) le sous-di�érentiel de J(η, .) au point 0X , i.e.,

C(η) = ∂J(η, 0X) = {ξ ∈ X : J(η, v) ≥ (ξ, v)X∀v ∈ X}, (3.3)
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3.1. Inclusion dépendante du temps

et pour tout t ∈ I, soit
C(η, t) = f(t)− C(η). (3.4)

Notons que, d'après les hypothèses (K), (J ) et (F), on a pour tout η ∈ X et tout

t ∈ [0, T ], l' ensemble C(η, t) est un sous-ensemble non vide convexe fermé de X.

Après avoir donner ces notations, on arrive a énoncer le problème principal de ce

chapitre.

Problème 1. Trouver une fonction u : [0, T ]→ X telle que

−u(t) ∈ NC(Ru(t)),t)(Au(t) + Su(t)), ∀t ∈ [0, T ]. (3.5)

Avant de donner le résultat d'existence et d'unicité du Problème 1. Nous commençons

par des résultats préliminaires qui nous seront utiles dans la démonstration du théorème

d'existence de solution.

Lemme 3.2. On suppose que les hypothèses (K) et (j)(a) sont satisfaites, soient éga-
lement f : [0, T ] → X, η ∈ Y , u, z ∈ X, t ∈ [0, T ] et soient J,C(η), C(η, t) donnés

par (3.2), (3.3) et (3.4) respectivement. Alors, on a l'équivalence suivante

u ∈ K, j(η, v)− j(η, u) ≥ (f(t)− z, v − u)X ∀v ∈ K ⇐⇒ −u ∈ NC(η,t)(z). (3.6)

Démonstration En utilisant (3.2) et la dé�nition du sous-di�érentiel, nous avons

les équivalences

u ∈ K, j(η, v)− j(η, u) ≥ (f(t)− z, v − u)X ∀v ∈ K

⇐⇒ J(η, v)− J(η, u) ≥ (f(t)− z, v − u)X ∀v ∈ X

⇐⇒ f(t)− z ∈ ∂J(η, u),

et donc d'après la Remarque 1.50, on trouve que

u ∈ k, j(η, v)− j(η, u) ≥ (f(t)− z, v − u)X ∀v ∈ K

⇐⇒ u ∈ ∂J∗(η, f(t)− z), (3.7)

comme J(η, .) : X →] − ∞,+∞] est positivement homogène semi-continue inférieu-

rement avec J(η, 0X) = 0, alors J(η, .) = I∗C(η)(.). Ce qui implique que J∗(η, .) =

I∗∗C(η)(.) = IC(η)(.). Il s'en suit donc que ∂J∗(η, ·) = NC(η)(·), et par conséquent

u ∈ ∂J∗(η, f(t)− z)⇐⇒ u ∈ NC(η)(f(t)− z). (3.8)
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3.1. Inclusion dépendante du temps

En�n, d'après (1.11) et (1.12), nous déduisons que

u ∈ NC(η)(f(t)− z) = NC(η)−f(t)(−z)⇐⇒ −u ∈ Nf(t)−C(η)(z) (3.9)

En utilisant la notation (3.4), on trouve que (3.6) est satisfaite.

�

Lemme 3.3. Pour tout θ = (η, ξ) ∈ C([0, T ];Y × X), il existe une fonction unique

uθ ∈ C([0, T ];K) telle que

−uθ(t) ∈ NC(η(t),t)(Auθ(t) + ξ(t)) ∀t ∈ [0, T ]. (3.10)

De plus, si ui ∈ C([0, T ];K) représente la solution de l'inclusion (3.10) pour θi =

(ξi, ηi) ∈ C([0, T ];Y ×X), i = 1, 2, alors

‖u1(t)− u2(t)‖X ≤
1

mA

(αj‖η1(t)− η2(t)‖Y + ‖ξ1(t)− ξ2(t)‖X) ∀t ∈ [0, T ]. (3.11)

Démonstration Soit θ = (η, ξ) ∈ C([0, T ];Y × X). En utilisant le Lemme 3.2, on

trouve que l'inclusion di�érentielle (3.10) est équivalente au problème suivant :

Trouver une fonction uθ : [0, T ]→ X telle que

uθ(t) ∈ K, j(η(t), v)− j(η(t), uθ(t)) ≥ (f(t)− Auθ(t)− ξ(t), v − uθ(t))X

∀v ∈ K, t ∈ [0, T ]. (3.12)

Prouvons que cette inégalité variationnelle dépendante du temps possède une solution

unique uθ ∈ C([0, T ];K). Pour ce but, �xons un élément arbitraire t ∈ [0, T ]. Alors, en

utilisant les hypothèses (K), (A), (J ), il en résulte du Théorème 1.58 qu'il existe un

élément unique uθ(t) qui résout (3.12). Montrons que application t→ uθ(t) : [0, T ]→ K

est continue. Pour cela, considérons t1, t2 ∈ [0, T ] et pour simpli�er l'écriture, no note

η(ti) = ηi, ξ(ti) = ξi, uθ(ti) = ui, f(ti) = fi pour i = 1, 2. En utilisant (3.12), on obtient

u1 ∈ K, j(η1, v)− j(η1, u1) ≥ (f1 − Au1 − ξ1, v − u1)X ∀v ∈ K, (3.13)

u2 ∈ K, j(η2, v)− j(η2, u2) ≥ (f2 − Au2 − ξ2, v − u2)X ∀v ∈ K. (3.14)

En prenant v = u2 dans (3.13), v = u1 dans (3.14) et en additionnant les inégalités

obtenues, on obtient

(Au1 − Au2, u1 − u2)X ≤ j(η1, u2)− j( η1, u1) + j(η2, u1)− j(η2, u2)

+ (ξ1 − ξ2, u1 − u2)X + (f1 − f2, u1 − u2)X . (3.15)
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3.1. Inclusion dépendante du temps

En utilisant les hypothèses (A) et (J )(b), on trouve que

mA‖u1 − u2‖2X ≤ αj‖η1 − η2‖Y ‖u1 − u2‖X + (ξ1 − ξ2, u1 − u2)X + (f1 − f2, u1 − u2)X ,

d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz

mA‖u1−u2‖2X ≤ αj‖η1−η2‖Y ‖u1−u2‖X+‖ξ1−ξ2‖X‖u1−u2‖X+‖f1−f2‖X‖u1−u2‖X ,

et par suite

mA‖u1 − u2‖X ≤ αj‖η1 − η2‖Y + ‖ξ1 − ξ2‖X + ‖f1 − f2‖X . (3.16)

L'inégalité (3.16) avec l'hypothèse (F) nous donnent la continuité de l'application

t → uθ(t) : [0, T ] → K ce qui implique l'existence de solution. L'unicité est une

conséquence directe de l'unicité de la solution uθ(t) de l'inégalité (3.12), pour chaque

t ∈ [0, T ], garantie par le Théorème 1.58.

Si ui ∈ C([0, T ];K) représente la solution de l'inégalité (3.12) pour θi = (ξi, ηi) ∈
C([0, T ];Y × X), i = 1, 2, alors, par des arguments similaires à ceux utilisés dans la

preuve d'existence de solution pour l'inégalité (3.16), on peut démontrer que (3.11) est

satisfaite.

�

Lemme 3.4. L'opérateur Λ dé�nie de C([0, T ];Y ×X) à valeurs dans C([0, T ];Y ×X)

par

Λθ = (Ruθ,Suθ) ∀θ ∈ C([0, T ];Y ×X), (3.17)

possède un unique point �xe θ∗ = (η∗, ξ∗) ∈ C([0, T ];Y ×X).

Démonstration Soit θ1 = (η1, ξ1), θ2 = (η1, ξ2) ∈ C([0, T ];Y × X) et désignons par

ui la solution de l'inégalité variationnelle (3.12) pour θ = θi, i.e., ui = uθi , i = 1, 2.

Soit J un sous-ensemble compact de [0, T ] et t ∈ J . Alors, en utilisant (3.17) et les

hypothèses (R) et (S), on obtient

‖Λθ1(t)− Λθ2(t)‖Y×X ≤ ‖Ru1(t)−Ru2(t)‖Y + ‖Su1(t)− Su2(t)‖X

≤ (lRJ + lSJ )‖u1(t)− u2(t)‖X + (LRJ + LSJ )

t∫
0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds.
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3.1. Inclusion dépendante du temps

Cette inégalité combinée avec l'inégalité (3.11) et les inégalités élémentaires ‖η‖Y ≤
‖θ‖Y×X , et ‖ξ‖X ≤ ‖θ‖Y×X , valables pour tout θ = (η, ξ) ∈ Y ×X, impliquent que

‖Λθ1(t)− Λθ2(t)‖Y×X ≤
(αj + 1)(lRJ + lSJ )

mA

‖θ1(t)− θ2‖Y×X

+
(αj + 1)(LRJ + LSJ )

mA

t∫
0

‖θ1(s)− θ2(s)‖Y×X .

Par (3.18), on trouve que l'opérateur Λ est presque avec mémoire. Par conséquent,

d'après le théorème 2.11, on en déduit l'existence d'un point �xe pour l'opérateur Λ.

�

Énonçons maintenant le résultat principal de ce chapitre

Théorème 3.5. Supposons que les hypothèse (K)-(F) sont satisfaites, Supposons éga-
lement l'hypothèse de petitesse suivante

(αj + 1)(lRJ + lSJ ) ≤ mA. (3.18)

Alors, le problème 1 a une solution unique avec la régularité u ∈ C([0, T ];K).

Démonstration du théorème 3.5 Soit θ∗ = (η∗, ξ∗) ∈ C([0, T ];Y ×X) le point

�xe de l'opérateur Λ et soit u∗ = uθ∗ ∈ C([0, T ];K), la solution du problème inter-

médiaire (3.10) pour θ = θ∗. Alors, en utilisant l' égalité θ∗ = Λθ∗ on trouve que

η∗ = Ru∗ et ξ∗ = Su∗. En substituant ces égalités dans (3.10), on conclut que u∗ est

une solution du problème 1. L'unicité est une conséquence de l'unicité du point �xe de

l'opérateur Λ, garantie par le Lemme 3.4.

�

Nous terminons cette section par quelques conséquences de ce théorème.

Corollaire 3.6. Supposons que les hypothèses (K), (A), (j), (F) soient satisfaites,

et supposons de plus que R : C([0, T ];X) → C([0, T ];Y ) et S : C([0, T ];X) →
C([0, T ];X) sont des opérateurs avec mémoire. Alors, le problème 1 a une solution

unique avec la régularité u ∈ C([0, T ];K)

34



3.1. Inclusion dépendante du temps

Démonstration La Dé�nition 2.1 montre que dans ce cas les conditions (R) et (S)
sont satisfaites avec lRJ = lSJ = 0 et donc, la condition de petitesse (3.18) est satisfaite.

Le Corollaire 3.6 est maintenant une conséquence directe du Théorème 3.5.

�

Par une application directe du Théorème 3.5, on obtient le corollaire

Corollaire 3.7. Supposons les hypothèses (K), (A),(F) soient satisfaites supposons de
plus que S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X) est un opérateur avec mémoire et j satisfasse

la condition (j) avec Y = X et

αj + 1 < mA. (3.19)

Alors, il existe une unique fonction u ∈ C([0, T ];K) telle que

−u(t) ∈ NC(u(t),t)(Au(t) + Su(t)) ∀t ∈ [0, T ]. (3.20)

Démonstration Prenons Ru = u pour tout u ∈ C([0, T ];X). Alors, en utilisant

la Dé�nition 2.1 on trouve que les conditions (R) et (S) sont satisfaites avec lRJ = 1 et

lSJ = 0, respectivement. Par conséquent, (3.19) implique que la condition de petitesse

(3.18) est également valable, par le Théorème 3.5 on obtient le résultat.

�

Considérons maintenant le cas particulier où la fonction j ne dépend pas de la

première variable, i.e., j : K → R .Dans ce cas, nous dé�nissons la fonction J : X →
]−∞,+∞] et les ensembles C, C(t) ⊂ X par les égalités

J(v) =

j(v) si v ∈ K,

+∞ si v /∈ K,

C = ∂J(0X), C(t) = f(t)− C ∀t ∈ [0, T ]. (3.21)

Avec ces notations, nous avons le résultat suivant qui représente une conséquence

directe du Théorème 3.5.
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3.2. Processus de Ra�e

Corollaire 3.8. Supposons (K), (A), (F) sont satisfaite et S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X)

est un opérateur avec mémoire. Si de plus j : K → R est convexe positivement homo-

gène et Lipschitz continue, alors, il existe une fonction unique u ∈ C([0, T ];X) telle

que

−u(t) ∈ NC(t)(Au(t) + Su(t)) ∀t ∈ [0, T ].

3.2 Processus de Ra�e

Dans cette section, nous utilisons le Théorème 3.5 et ses conséquences a�n d'obtenir

un résultat d'existence et d'unicité de solution pour le processus de Ra�e . Supposons

que les hypothèse (K)− (F) soient satisfaites et considérons un opérateur B : X → X

et une donnée initiale u0 tels que

(B) B : X → X est un opérateur Lipschitz continu de rapport LB,

(u0) u0 ∈ X.
Nous commençons cette section par considérer le processus de Ra�e suivant

Problème 2.

Trouver une fonction u : [0, T ]→ X de telle sorte que

−u̇(t) ∈ NC(Ru̇(t),t)(Au̇(t) +Bu(t) + Su̇(t)) ∀t ∈ [0, T ], (3.22)

u(0) = u0. (3.23)

Le premier résultat d'existence dans cette section est le suivant

Théorème 3.9. Supposons les hypothèse (K) − (F),(B), (u0) soient satisfaites , et

supposons que (3.18) soit valable. Alors, le problème 2 a une solution unique avec la

régularité u ∈ C1([0, T ];X) et u̇ ∈ C([0, T ];K).

Démonstration Nous introduisons l'opérateur S̃ : C([0, T ];X)→ C([0, T ];X) dé-

�ni par

S̃v(t) = B

 t∫
0

v(s)ds+ u0

+ Sv(t), (3.24)

pour tout t ∈ [0, T ] , v ∈ C([0, T ];X). Considérons le problème auxiliaire suivant

trouver une fonction v : [0, T ]→ X telle que

−v(t) ∈ NC(Rv(t),t)(Av(t) + S̃v(t)) ∀t ∈ [0, T ]. (3.25)
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3.2. Processus de Ra�e

En utilisant les hypothèses (S) et (B) on trouve que, pour toutes fonctions v1, v2 ∈
C([0, T ];X) et tout t ∈ [0, T ], on a l'inégalité suivante

‖S̃v1(t)− S̃v2(t)‖X ≤ lSJ‖v1(s)− v2(t)‖X + (LB + LSJ )

t∫
0

‖v1(s)− v2(s)‖Xds.

Il s'en suit alors que l'opérateur S̃ satisfait à la condition (S) avec lŜJ = lSJ . Par

conséquent, d'après le Théorème 3.5 on obtient l'existence d'une unique fonction v ∈
C([0, T ];K) qui satisfait (3.25). Notons par u : [0, T ]→ X la fonction dé�nie par

u(t) =

t∫
0

v(s) + u0 ∀t ∈ [0, T ]. (3.26)

Alors, (3.24)-(3.26) et l'hypothèse (u0) impliquent que u est une solution du Problème 2

avec la régularité u ∈ C1([0, T ];X) et u̇ ∈ C([0, T ];K). L'unicité de la solution découle

de l'unicité de solution pour le problème auxiliaire (3.25), garantie par le Théorème

3.5.

�

Corollaire 3.10. Supposons les hypothèses (K), (A), (j), (F),(B), (u0) soient satis-

faites et, supposons de plus que R : C([0, T ];X) → C([0, T ];Y ) et S : C([0, T ];X) →
C([0, T ];X) sont des opérateurs avec mémoire. Alors, le problème 2 possède une solu-

tion unique avec la régularité u ∈ C1([0, T ];X) et u̇ ∈ C([0, T ];K).

Démonstration La Dé�nition 2.1 montre que dans ce cas les conditions (R) et (S)
sont satisfaites avec lRJ = lSJ et par conséquent, la condition de petitesse (3.18) est

satisfaite. Alors, le Corollaire 3.10 est une conséquence directe du Théorème 3.9.

�

Corollaire 3.11. Supposons les hypothèses (K), (A), (F), (B), (u0) soient satisfaites

et S : C([0, T ];X) → C([0, T ];X) un opérateur avec mémoire. Supposons également

que j satisfait la condition (j) avec Y = X. Alors, il existe une fonction unique u ∈
C1([0, T ];X) telle que

−u̇(t) ∈ NC(u(t),t)(Au̇(t) +Bu(t) + Su̇(t)) ∀t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

De plus, u̇ ∈ C([0, T ];K).

37



3.2. Processus de Ra�e

Démonstration Considérons l'opérateur R : C([0, T ];X) → C([0, T ];X) dé�ni par

l'égalité

Rv(t) =

t∫
0

v(s)ds+ u0 ∀v ∈ C([0, T ];K), t ∈ [0, T ].

Ensuite, en utilisant la Dé�nition 2.1, on trouve que dans ce cas les conditions (R) et

(S) sont satisfaites avec lRJ = lSJ = 0 respectivement. Par conséquent, la condition de

petitesse (3.18) est satisfaite. De plus, Ru̇ = u pour tout u ∈ C(I;X). En appliquant

donc le Corollaire 3.10, on obtient le résultat.

�

Corollaire 3.12. Supposons (K), (A), (F), (B), (u0) soient satisfaites et S : C([0, T ];X)→
C([0, T ];X) est un opérateur avec mémoire. De plus, supposons que j satisfait la condi-

tion (j) avec Y = X. Alors, il existe une fonction unique u ∈ C([0, T ];K) telle que

−u̇(t) ∈ NC(u(t),t)(Au̇(t) +Bu(t) + Su(t)) ∀t ∈ [0, T ], (3.27)

u(0) = u0. (3.28)

De plus, u̇ ∈ C([0, T ];K)

Démonstration Considérons l'opérateur S̃ : C([0, T ];X) → C([0, T ];X) dé�ni par

l'égalité

S̃v(t) = S

 t∫
0

v(s)ds+ u0

 ∀v ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ]. (3.29)

Ensuite, en utilisant la Dé�nition 2.1, il est clair que S̃ est un opérateur avec mémoire.

De plus, S̃u̇ = Su pour tout u ∈ C1([0, T ];X). Le corollaire 3.12 est une conséquence

directe du Corollaire 3.11.

�
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