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Notations et abréviations

e D : ouvert borné de R2.

® D.p : presque partout.

e dx : mesure de Lebesgue.

e (.,.) : application produit scalaire .

e ||.|| : application norme .

e Vf(xg) : le gradient de f au point z.

e Of(xg) : le sous différentiel de f au point x.
e dy la distance de Hausdorff.

e dom fle domaine effectif de la fonction f.

e epif : epigraphe de f.

e H : espace de Hilbert (F, (.,.)) : 'espace pré-helbertion.
e [ : espace dual de 'espace E.

LP(D) :={v: D — R;v mesurable et/ lv(z)[Pdx < oo}
D

En particulier :

L*(D) :={v: D — R;v mesurable et /|U(x)|2d:1: < oo}
D

. o (L*(D))? : espace produit.
e L®°(D) :={v mesurable dans D |/ Jec> 0 vérifiant |v| < ¢ p.p.surD}.

2
la| = > «y, utilisé pour la définition des espace de Sobolev.
=1

olely

8a1x1.8a2x2 )

o W™P(D) : espace de Sobolev sur D défini par :

0% =

W™P(D) = {v € L*(D); 0 € LP(D), Ya € N? |a] < m}.

e H™(D) := W™?(D) := {v € L*(D); 0 € L*(D), Ya € N? |a| < m}.
e H'(D) := W2(D) : espace de Sopolev d’ordre 1 sur D défini par :
ov

HY(D) :={v e L*(D); 5 € L*(D),i=1,2}.
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e (H'(D))? : espace produit.

e supp(v) = {x € D;v(x) # 0} : le support de v.
e H}(D) = {ve H(D),v =0 sur dD}.

e (Hj(D))? : espace produit.

o W™>(D) : espace de Sobolev sur D défini par :

W™>(D) = {v € L®(D);0% € L™(D), Ya € N? |a| <m}.

e W1e°(D) : espace de Sobolev sur D défini par :

Wh(D) := {v € L*(D); g;i

€ L®(D), i=1,2}

e (W1>(D))? : espace produit.

Li(D) ={v e LQ(D);/U(:E)CZ:E = 0}.

e D(D) : espace des fonctions indéfiniment dérivables a support borné (espace des fonc-

tions test).



Introduction générale

L’interaction fluide-structure (I F'S) s’intéresse au comportement d’un systéme constitué
par des entités mécaniques considérées comme distinctes : une structure mobile (rigide
ou déformable) et un fluide (en écoulement ou au repos) autour ou a lintérieur de la
structure. L’évolution de chacune des deux entités dépendant de celle de l'autre. Plus
précisément, le mouvement de la structure est influencé par 1’écoulement du fluide a
travers les efforts transmis & l'interface, et réciproquement, le mouvement de la structure
influence 'écoulement du fluide par les déplacements de l'interface qui entraine le fluide

dans son mouvement, un phénomeéne de couplage apparait.

Il existe de nombreux phénoménes physiques qui représentent 'interaction de la fluide-
structure, nous prenons, par exemple, les ailes des avions et ainsi de suite. Les coefficients
de I’équation fluide dépendent de la déformation de la structure, ot nous utilisons 1'équa-
tion de Stokes, et ainsi une solution approchée est obtenue dans un domaine fixe plus grand
qui contient la structure. Pour en arriver la, on s’appuie sur la méthode de pénalisation.
En combinant I’équation de structure avec I’équation de fluide fictif, une formulation faible
qui ne contient pas de continuité de pression a l'interface peut étre obtenue, un fait qui

peut étre considéré comme un avantage du modéle.

Le but principal de ce travail est d’essayer de détailler un peu les notions d’un article de
A. Halanay, C. Murea, D. Tiba intitulé : Existence d’'un écoulement constant de fluide
de Stokes au-dela d'une structure élastique linéaire utilisant un domaine fictif [18]. On
mentionne que le probléme aux limites traité dans ce mémoire est différent a celui de
[17]. En effet, dans ce travail nous avons un trou noté w dans la structure Q2 de plus la

structure n’a pas de contacte avec le domaine D d’ou la différence.
Ce mémoire est divisé en trois chapitres présentés comme suit :

Le premier chapitre, est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires fon-

damentales que nous avons utilisé tout au long de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté le systéme de Stokes puis le systéme
d’élasticité sous les formes fortes et faibles, en plus de cela nous avons démontré I’existence
et 'unicité de la solution pour les doux formules liées aux systéme de Stokes et d’élasticité.
Ensuite, nous avons présenté le probléme de l'interaction fluide-structure sous sa forme

forte.
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Dans le troisiéme chapitre, nous avons d’abord présenté un concept de la méthode
pénalisation qui nous a aidés a atteindre le but. Ensuite, nous prouvons la convergence
des domaines. Nous avons également cherché a prouver l'existence d’une solution pour

l'interaction fluide-structure.



Chapitre 1

Concepts de bases et résultats

préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons un ensemble de définitions et concepts de base qui
nous aideront & compléter le deuxiéme et troisieme chapitre. Nous présentons quelques

concepts d’analyse convexe et d’analyse fonctionnelle [4], [7].

1.1 Convexité

1.1.1 ensembles convexes

Définition 1.1. Soit C' une partie d’un espace vectoriel E. On dit que C' est convexe si
pour tout
r,yeC: te+(1—-t)yeC; Vtel1].

1.1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2. (Epigraphe) On appele épigraphe d’une fonction f : E — R I’ensemble
défini par :

epi(f) :={(z,t) e ExR: f(z) <t}.
On suppose maintenant que F est un espace topologique. Nous rappelons ce qui suit :

Définition 1.3. ( Domaine effectif) Soit la fonction f : E — R. On appelle domaine
effectif de la fonction f l’ensemble défini par :

domf :={z € E: f(z) < +oo}.
Définition 1.4. (Fonction propre) La fonction f est dite propre si :

domf # @& et f(x) # —o0; Vx € E.
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Définition 1.5. (Fonction convewe) La fonction f : E — R est dite conveze si :

fltr+ (1= t)y) < tf(2) + (L= )f(y); Yoy e B, Vielo,1]

Nous utiliserons quelques propriétés élémentaires des fonctions convexes :

1. Si f est une fonction convexe, alors epi f est un ensemble convexe dans E x R; et
inversement.

2. Si f est une fonction convexe, alors pour tout ¢ € R I'ensemble [f < ¢] est convexe;
mais l'inverse n’est pas vrai.

3. Si f et g sont convexes, alors f + g est convexe.

1.2 Multi-applications

Définition 1.6. Soient X et Y deux ensembles non vides dans H. Nous appelons Multi-
application (ou fonction multivoque) de X dans Y tout application T de X dans P(Y)
(ensemble des parties de Y) et nous notons T : X — P(Y) ouT : X = Y. Alors
Vee X :T(x) CY est un sous-ensemble de Y .

Définition 1.7. On appelle domaine (ef fictif) de T qu’on le note D(T) le sous-ensemble
de X défini par :
D(T)={ze X : T(x)# ¢}.

Et limage de T noté R(T) le sous-ensemble de Y définie par :

RT)={y €Y; weX: yeT()}= |J T(@)

zeD(T)

Définition 1.8. On appelle graphe de T' et on note gph(T) le sous-ensemble de X XY
définie par :
gph(T) ={(z,y) e X xY : v € D(T), y € T(x)}.

1.3 Distance de Hausdorff

Définition 1.9. (Fonction Distance). Soit C C H wune partie non vide. La fonction

distance associée a C' est définie par :
d = inf ||z — y||.

Proposition 1.10. Soit C' C H une partie non vide, alors :
1. de(z) = 0 <=z € adh(C).

2. La fonction distance est continiment Lipschitzienne de rapport égale a 1.
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Définition 1.11. (Distance de Hausdorff). Soient H un espace de Hilbert, Cy et Cy deux
sous-ensembles fermés non vide de H. On appelle distance de Hausdorff entre Cy et Cy
la fonction numérique dy(.,.) définie par :

dp(Ch, Cs) = sup |de, (y) — de, (y)]

yeH

:= max(sup dg, (z), sup dg, ()).
yeH gecy zeCy

Théoréme 1.12 (Théoréme de point fixe de Schauder). [18] Soit E un espace de Banach,

C' est une conveze fermé de E, et T une application continue de C' dans C' telle que T(C')

est relativement compact (i.e T(C) est compact ). Alors T admet un point fize.

1.4 Reésultats de certaines théories

Nous travaillerons avec des champs vectoriels de fonctions u,v,w :  — R?(Q C R?),

tels que :

u = (u,ug) ot u; : Q@ — R =1,2),
v = (v1,v9) ot : Q= R(1=1,2),
w = (wy,ws) ot w; : Q = R(i = 1,2),

Pour un tel champ, nous écrirons les opérateurs vectoriels associés de la maniére suivante :

Opérateur de divergence :
2

ov;
div v := L
Opérateur de gradient et de Laplace :
Vv Qu Qu Av
Vv = ( 1) = (g‘f}; gi;) et Av = < 1).
VUQ Oz, Oz A’UQ

La norme d’un champ vectoriel u dans un espace de Hilbert H'(€Q)? est :

2
1
| |l @)e= (ZHUJ'||§{1(Q))2'
j=1
Si u; est un champ scalaire dans 1'espace H'(Q) alors par la définition de la norme H! :
2. Ou
i 1
I Vi [ 2= (ZHa—%Hiz(Q))? <l wi e ey -
j=1

Théoréme 1.13. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
* Avec des sommes :
Soit u et ve Q(Q C R?). Alors :

2 2 2
1 1
Doluwi <O Tw )20 o).
=1 =1 =1
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* Avec des intégrales :
Soit u et v € C([0,1],R). Alors :

1 1

/1\uv|dxs</ru|2dx>%</yv|2dx>;.

0 0

* Dans un espace de Hilbert :

Soit (E, < .,.>) un espace pré-hilbertion. Alors, pour tous uw,v € E :
[<u,v>[<[ ulglv|e-

Théoréme 1.14 (Inégalité de Holder). [11] Soit Q un ouvert de R*. 1 <p < 00,1 <q<
00, telles que (% + % =1). Alors :

Yue LP(Q), Yve LU(Q), uve LY(Q),

et :
||’u,.’U||L1(Q) < ||U||LP(Q)||U||L‘1(Q)'

En particulier on a : uwv € L(Q).
Remarque 1.15. Cette inégalité devient linégalité de Cauchy-Schwarz pour p = q = 2.

Théoréme 1.16 (Théoréme de trace). [2] Soit 2 un ouvert borné régulier (i.e. admettent
au plus des point anguleur) de R™.

v € HY(Q) n'est pas définie sur le bord, car les fonctions de H'(2) ne sont pas continues
sin > 2.

On introduit la fonction trace :

o HY(Q) — L2(09)

v = YU = Vgq-
qut est continue. Dans ces conditions,
1C' > O, Yv € Hl(Q), ||’yoU||L2(aQ) S CHU”Hl(Q)

ol :

HY(Q) :={ve H'(Q), yv=0 sur 0Q}.

Théoréme 1.17 (Inégalité de Poincaré). [1] Soit Q un ouvert borné de R?. Alors, il existe

une constante C, > 0 tel que, pour toute fonction v € H} (),

/Q|v(x>|2dx < Cp/ﬂ|vv(x)’2dx.

1.4.1 Formule de Green et Formule de la divergence

Nous donnons quelques rappels utiles par la suite.
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Formules de Green

Soit v et w de HY(Q) et © = (x1,13),i=1,20

ov ow
axiw dr = /Uniw do — /Uaxi dzx.
o0 Q

Q

1. Pour tous champs scalaires v € H'(Q), w € H*(Q) réguliers, on a :

/Avwdx—/Vvadx—/—wda (1.1)

ou n est la normale unitaire extérieure & 2.

2. Pour tous champs vectoriels v, w réguliers, on a :

/Avwdx—/VV dex—/—wda (1.2)

Q

. Jv; dw;
avec Vv : Vw = Y7 ZJ | Do B
3. Soit 2 un ouvert régulier de R?, et v : Q@ — R? un champ vectoriel de classe C?, et

p : © — R une fonction de classe C*. Alors :

/Vp.v dor = — /p.divv dr + /(pn).v do; (1.3)
Q Q

o0

ol n = (ny,ng) est le vecteur normal unitaire a 0.

Formule de la divergence

Pour tout champ vectoriel v régulier, nous avons :

/divv dx = /V.n do, (1.4)

Q o0

ol n est la normale unitaire extérieure & 2.

Soit E est un espace de Banach et E’ son dual topologique, i.e :
E' :={f:FE — R, f est forme linéaire continue}

tel que pour tout f € £ :
[/l = Sup | < foz>].
II:vH<1
Nous désignons par ¢y : E — R Papplication définie par ¢¢(z) =< f,z >. Lorsque f
décrit £ on obtient une famille (¢f) e d’applications de £ dans R.

Définition 1.18. 1. Convergence faible : Une suite (up)nen C E (u € E) converge
faiblement vers u € E lorsque n — oo si p(u,) — @f(u) pour tout f € E'.
2. Convergence forte : Une suite (u,)nen C E converge fortement vers u € E lorsque

n — oo st lim ||u, — u|lpeny = 0.
n—oo
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Définition 1.19. (Demi-fermé).

Un sous-ensemble A de X x X est dit demi-fermé s’il est fortement-faiblement fermé dans
X x X.

Autrement dit, T, — x, y, — y et [x,,y,] € A implique que [x,y] € A.

Un ensemble A est fermé si [v,,yn] € A, x, — x et y, — y implique [z,y] € A.

1.4.2 Théoréme de Lax-Milgram

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir 'existence et 1'unicité de la solution
d’une formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V un espace de

Hilbert réel de produit scalaire < .,. > et de norme || . || :

trouver u € V :

a(u,v) = L(v); YveV.

(1.5)

Les hypotheéses sur a et L sont :
1. L(.) est une forme linéaire continue sur V', c’est -a-dire que v — L(v) est linéaire de

V dans R et il existe C' > 0 tel que
| L(v) K C||v]| YvelV,

2. a(.,.) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que w — a(w,v) est une forme
linéaire de V' dans R pour tout v € V, et v — a(w,v) est une forme linéaire de V' dans
R pour tout w € V.

3. af(.,.) est continue , c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
|a(w,v) [SM wllv]  VYwveV;
4. a(.,.) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe v > 0 tel que
a(v,v) >v|v|* YveV.

Comme nous le verrons au cour de cette sous-section, toutes les hypothéses ci-dessus sont

nécessaires pour pouvoir résoudre (1.5). En particulier, la coersivité a(.,.) est essentielle.

Théoréme 1.20. /8] Soit V' un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur
V., a(.,.) une forme bilinéaire continue coercive sur V. Alors la formulation variationnelle
(1.5) admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme

linéaire L.

Si on suppose de plus que la forme a est symétrique, alors ’élément u est caractérisé
comme étant 'unique élément de V' qui minimise la fonctionnalité J : V' — R définie
par :

J(v) = %a(’u,v) — L(v), YveV

C’est-a-dire :

u eV, J(u)=minj(v). (1.6)

veV
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1.4.3 Théoréme de Babushka-Brezzi
Soit E et ' deux espaces de Hilbert, et deux formes bilinéaires :
a:ExF—R
b:ExF— R.
Etant donné f € E' | nous cherchons (v,p) € E x F | tel que :
a(v,w) +b(v,p) =< f,w >p g Vw e E 1.7)
b(v,q) =0 Vge T (1.8)

Théoréme 1.21. [20] Nous donnons les hypothéses suivantes :

1. La forme a(.,.) est continue sur E c¢’est-a-dire :
Il existe M > 0,Vv,w € E:| a(v,w) [< M || v ||g|| w ||& -
2. La forme a(.,.) est coercive sur E c’est-a-dire :
Il existe a > 0,Yw € E :| a(w,w) |[> a || w |3 .

3. La forme b(.,.) est continue, c’est-a-dire :

Il existe N > 0,Yw € E,Vqg € F:| b(w,q) |[< N || w [|g]| ¢ ||F -

4. La forme b(.,.) satisfait la condition ’inf —sup ’ suivant :

b
1l existe > 0 : inf sup (w, q) z
act yeg || w |l ¢ [|e
q#0 w0

Alors le probleme (1.7), (1.8) admet une unique solution (v,p) € E x F.

Corollaire 1.22. [16]. Soit Q un ouvert borné de R?. Alors L’ opérateur div est un iso-

morphisme de V* sur L(Q).



Chapitre 2

Position du probléme d’interaction

fluide-structure

Dans ce chapitre, nous expliquons le probléme de Stokes et d’élasticité afin de donner
leurs formulations variationnelle. Enfin, nous présenterons également une formulation forte

du probléme d’interaction fluide-structure.

2.1 Probléme de Stokes

Le systéeme de Stokes modélise 1’écoulement d’une fluide visqueux incompressible a
petite vitesse. On suppose que le fluide occupe un domaine D\@w (un ouvert borné¢ de R?)
et qu’il adhére a la paroi de celui-ci, c’est-a~dire que sa vitesse est nulle sur la frontiére (ce
qui conduit & une condition aux limites de Dirichlet), sous I'action d’une force f(x) (une
fonction de D\w dans R?), la vitesse (un vecteur) du fluide v et la pression (un scalaire)

du fluide p sont solutions de :
—vAv+Vp =f dans D\w,
divv =0 dans D\@, (2.1)
v. =0 surdD.

(C’est un probléme elliptique linéaire avec une condition au bord de type Dirichlet homo-
géne, nous considérons :

D\w ouvert borné connexe de R?, v réprésente le champ de vitesse du fluide v : D\w —
R2.

p : La pression du fluide p : D\ — R.

f : Champ de force agissant sur la frontiére avec le coefficient de viscosité cinématique
v(v > 0).

Ici nous nous intéresserons uniquement au cas des fluides incompressibles régi par 1’équa-
tion

div u=0.
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Formulation variationnelle

On suppose f € (L?(D\w))?,v € (H*(D\w))? et p € L*(D\w).
nous multiplions la premiére équation par un champ vectoriel w dans I’espace des fonctions
tests (D(D\w))? :

(—vAvV +Vp).w = f.w, VYw e (D(D\w))>.

nous intégrons sur D\@w :

v [ Aviwdx+ [ Vpwdx= [ f.wdx, VYw e (D(D\w))>
D\w D\w D\w

En utilisant les formules de Green (1.2) et (1.3) :

V(/VV:VWdX— / %.Wda)—/p.divwdx—l— / pn.WdU:/f.wdx;

D\w a(D\w) D\w a(D\w) D\w
vYw € (D(D\w))>.
On suppose w := 0 sur (O(D\w)). Nous définissons ainsi l'espace des fonctions tests :
W ={w e (H'(D\w))};w=0sur 9(D\w)}.

Alors :
W= (HY(D\B))2

Concernant la pression, puisque 1’équation de Stokes ne fait intervenir que les dérivées,
nous sommes poussés a imposer une condition sur p qui nous fixe la constante d’intégration
afin de garantir 'unicité d’une telle pression. Nous choisissons a cet effet I'espace des

fonctions de carré sommable & moyenne nulle :

Q= L(D\@) = {g € X(D\@): [ qdr=0}

D\w
Donc :
2
v / Vv:Vwdx— v / g—:’l.w do — /p.div(w) dx + / pn.w do = /f.w dx;
D\w a(D\w) D\w a(D\w) D\w

[

0
Yw € W.

Alors, on obtient :

v /(VV:VW) dx — /p.divwdx: /f.wdx Vw e W.
D\w D\w D\w

Nous obtenons la formulation variationnelle suivante :
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Trouver v € W, et p € ) tel que :
a(v,w) +b(w,p) = F(w); VYweW. (2.2)
b(v,q) =0; VgeQ.
Tel que, les formes bilinéaires sont définies comme suit :
a:WxW —R
(v,w) — a(v,w) :=v / Vv :Vw dx;

D\w
b:Wx@Q —R
(W,q) — b(w,p) == — / p.div w dx;
D\w

et la forme linéaire :

F:W—R

(f,w) = F(w) := / fw dx.

D\w
Théoréme 2.1. I] existe une unique solution (v,p) de probleme (2.2).
Preuve. On a Hj(D\w) et L§(D\w) sont des espaces de Hilbert pour les norme ||.||1,p\o
et ||.|lo,p\w- De plus :

1) La continuité de a(.,.) :
Soient v,w € W,

| a(v,w) | :=| v / Vv :Vw dx |

D\@
SV/ | Vv :Vw | dx

D\w

2
ov; Ow;

< 7 7 d
=7 Z / | axj 8@» ‘ X

z]:lD\,

2
ov; ow;
<v Z Haxz, HO,D\EHa_;HO,D\W
ij=1 J J
2

< vy vl psllwill o
=1

< vl[vllwlwllw.

Dong, la forme bilinéaire a(.,.) est continue.

2) La coercivité de af(.,.) :
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Soient w € W,

2 2
a(w, W) = v / Vw:Vwdx =03 [ YV, dx =03 IVuy e = vIVWIE s
J

D\ J=1
d’apreés I'inégalité de Poincaré on a :
IWll5.0vw < CIVWIE pe = Wiy < (1+ CIVWIE o

1
= VW5 p\g > mHWH%V
p

Donc :

a(w, w) > 1wl

v

2

1+C7

Alors, la forme bilinéaire a(.,.) est coercive, avec 7% > 0 la constante du coercivité. 3)
p

La continuité de b(.,.) :
Soient w € W, pe Q@

b(w,p) | < / | p divw | dx
D\w

2 ow

k
< — | d
_k§:1/17\w|p3xk| X

2 2
8wk 1 1
< (ZHa_H(Q),D\w)Q(ZHpH(Q),D\E)Q
1 YTk k=1
< V2w [lwlp llq -

Alors, la forme b(.,.) est continue.

4) Montrer que les espaces W et @) vérifient la propriété suivante :

38 >0 tel que Vg€ Q Iw € W,w #0:b(w,q) > Blw [lwllq llq -

Soit :
W = {w € Hy(D\W)* div w =0} C Hy(D\w)>.

grace au corollaire (1.22), nous avons :

div: W =38 12(D\w)

w — div W.
Soit ¢ € Q, donc il existe et unique w € W+, telles que :

divw =¢q
d’apres la continuité de (div)~!, nous avons :

||dz'v_1 W||L2(D\w) > OHW”(Hl(D\w))?, Yw e W
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ou C > 0. Donc :
1
Wl (p\e))2 < EHQHL%D\E) (%)
Par conséquent, si w #£ 0, on a :
(gdivw)  (¢9)  ldlipg
IWllnoey:  IWlnow)y: Wl e

Siw#0,q#0,onade(x):

1 > C 1 |
Wl oz~ lallroa)
Donc :
(q, div w) 1
i —— > [|g]| 72 p\oyC———
Wl (p\@)y2 lallz2(p\z)
> Ollql| L2(p\&)-
d’ou :

(¢, div w) = Cllgll 2o\ Wil (pr@yy2, Vo € Q.
Soit w = —u € W C (H}(D\w))?, alors :

(¢, —div w) = Cllgll 2o [l 2@z, Vo € Q.

Et de plus :
(Q7 —div Ll) - _(Q7 div 11),

—(gq,div u) = b(u, q).

Alors, le théoréme de " Babushka-Brezzi" assure I'existence et ['unicité (v, p) solution de
probléme (2.2). O

2.2 Probléme d’élasticité

Le systeme d’élasticité linéaire est un systéme d’équations aux dérivées partielles
de type elliptique correspondant a un modéle physique stationnaire, qui modélise les
phénoménes de flexions de poutre et les problémes de plaques et membranes.

Soit D\w un ouvert borné connexe de R?. On considére le probléme suivant : étant données

des fonctions f = (fy, f2) de (L*(D\w))?, trouver une fonction u = (uy, us) :

iM—l—fi =0 dans D\w

=1 Oz, (2.3)
u; =0 sur d(D\w).

ol : A, i : Les coefficients de Lamé, et

2
oij(u) = A _(Wewdi; + 2pei(n)); i, j =12,
k=1
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avec !

6ij<u) T 5(61’] + 8ZEZ)7 v,) = ]-72

Les équations du probléme décrivent les petits déplacements u a partir de 1’état naturel

d’un solide élastique homogéne et isotrope soumis & une densité volumique de force f dans

D\w.

Formulation variationnelle

Soit v € (H'(D\w))? une fonction test. En multipliant I'équation d’élasticité par

v; (i =1,2), on trouve que :

2

Z Ulju‘{'fz v; = 0; i:m7

0o —
Uj—wﬂi‘i‘fi% =0, 1=12,
- (%zzj
Jj=1
Joij(u —
Eﬁ 8:}0] = fiv; 1=1,2.

En intégrant sur D\, on obtient :

2
—/Zaam /fﬂ)Z dx; i=1,2.
1

D\w = D\w

2
—2/80” /flvl dx; i=1,2.
Ox;

= p\w D\w
En utilisant la Formule de Green :

2

=l p\w a(D\w) D\w

S it ax— [ ot o= [ s

1,2.

On suppose que v = 0 sur 9(D\w), tel que v = (vq, v9) alors, espace des fonctions test

Vi={ve(H(D\w)*v=0 sur 9(D\W)},

donc :
V= (Hy(D\w))*.

Alors :

=lo(D\w) Ip\w D\&
0

2
Z / oi;(w)vm, da—i—Z/oU 81}1 /vaZ dx; i

=1

)

2.
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Alors, on obtient :

2

BUZ R
Z oij(u 0% dx-/fzvZ dx; 1=1,2.

I=1p\ D\w

€ \

Et par sommation sur ¢ :

Z / oi;(u a”ﬁ i / foui dx.

On obtient la formulation Variationnelle suivant

Trouver u € V tel que :

a(u,v) = F(v); VYvelW

(2.4)

Ou, la forme bilinéaire a : V x V — R :

2
/ 87),
a(u,v) = E oij(u X,
a 3:16]
UJ

2,

Et la forme linéaire F : V — R :

2
Z / fiv; dx.
=1 D\w

Théoréme 2.2. [l existe une unique solution w de probléeme (2.4).

Preuve. On a Hj(D\W) est un espace de Hilbert pour la norme ||.||[; p\z. De plus :

1. La continuité de af(.,.) :
SoituetvelV:
| a(u, v) |[< M[[allv[Ivilv

Alors la forme bilinéaire af(.,.) est continue.

2. La coercivité de af(.,.) : Soit v € V', nous avons :
a(v,v) Za| vy .

Alors la forme bilinéaire a est coercive, avec « la constante de coercivité.

3. La continuité de L(.) : Soit v € V| nous avons :
(L) [ ML v v; W eV

donc la forme L est continue, avec M, la constante de continuité.
Alors d’aprés le théoréme de Lax-Milgram il existe une unique solution du probléme
(2.4). ]
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2.3 Probléme d’interaction fluide-structure

L’interaction entre fluide et une structure déformable, qui apparit dans un champ trés
large de problémes industriels, fait depuis peu 'objet d’une attention croissante de la part
de la communauté scientifique. Les simulations numériques de tels problémes restent une
tache difficile. Une premiére difficulté vient du fait que ’ensemble de systéeme est 1’assem-
blage de deux sous systémes de nature différentes. Nous nous pouvons alors soit considérer
le systéeme complet comme une partie entiére et écrire une formulation variationnelle qui
comprend les équations du fluide et de la structure, soit utiliser des solveurs appropriés
pour chacun de ces sous systémes. Le fluide est représenté par I’équation de Stokes et la
structure représenté par 1’équation d’élasticité.

Soient w CC D C R? des domaines bornés de bords Ow, respectivement 9D.

Soit Q5 CC D le domaine de structure non déformé, et supposons qu'il est doublent
connexe et son bord admet la décomposition Q5 = dw U T, tel que dw N Ty = @. Sur
OJw on impose un déplacement nul pour le structure et sur I'y on imposons une condition
aux limites de traction.

Supposons que la structure est élastique et notons u = (uq, uz) : ﬁg — R son déplace-
ment . Une particule de la structure dont la position initiale était le point X occupera la
position x = p(X) = X + u(X) dans la déformée domaine ﬁi = gp(ﬁos).

On suppose que 27 CC Z pour tout déplacement admissible déplacements u, o Z est

un domaine ouvert borné a bord de Lipschitz tel que :

wCC Z CcCD. (2.5)

Le fluide occupe QF = D\(ﬁi Uw).

Nous fixons ', = ¢(T'y), alors la frontiére de la structure déformée est 905 = dw U T, et
la frontieére du domaine fluide admet la décomposition 9QF = 9D UT,. Nous observons
que Q5 UT, UL est le domaine D\w, qui est indépendant du déplacement u.

La configuration géométrique fluide-structure est représentée dans la Figure 2.1.

r
i}
.
' ’
| S |
| NS f Slu ) ]
| f
I | ' f
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| (o]
— |II \'-‘\_," |I
|II l‘||
\\
D g

FIGURE 2.1 — La configuration géométrique
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Nous supposons que :
w, D et QF sont Lipschitz. (2.6)
Et :

895 posséde la propriété de cone uniforme et la géométrie du cone est indépendante de u
(2.7)

pour tous les " petits " déplacements de structure. Dans [9] il est prouvé qu'un domaine
de Lipschitz posséde la propriété de cone uniforme, c’est-a-dire la condition (2.7) lorsque
u = 0 est compatible avec (2.6).
Comme dans [12], nous supposons que le déplacement de la structure est généré par un

nombre fini de modes, c’est-a-dire :
u=>» ¢ GER meN (2.8)
i=1

Cela nous permet d’obtenir plus de régularité pour le probléme de la structure.
Généralement, les équations de fluides sont décrites a ’aide de coordonnées eulériennes,
tandis que pour les équations de structure, les coordonnées lagrangiennes sont utilisées.
Les gradients par rapport aux coordonnées eulériennes x € Qf d’un champ scalaire ¢ :
QOF — R ou un champ vectoriel w = (wy,ws) : 2 — R? sont notés Vq et Vw. Les
opérateurs de divergence par rapport aux coordonnées eulériennes d’un champ vectoriel
w = (w1, wy) : QF — R? et d’un tenseur o = (0y;)1<; j<2 sont désignés par V.w et V.o.
Lorsque les dérivées sont par rapport aux coordonnées lagrangiennes X € €25, on utilise
les notations : Vxu, Vx.u, Vxo.
On utilise les notations :
V : Le gradient pour les coordonnées Eulériennes x.
V. : La divergence pour les coordonnées Eulériennes x.
Vx @ Le gradient pour les coordonnées Lagrangiennes X.
Vx. : La divergence pour les coordonnées Lagrangiennes X.
Si A est une matrice carrée, on note detA, A~ I'inverse de A, AT transposé de A, A~7
transposé de l'inverse de A. On note, cofA = (detA)(A™")T co-facteur de matrice A. Et
AT =(AHT.
On note :

F(X) =1+ V,u(X)

le gradient de la déformation, et :
J(X) := det F(X)
le déterminant jacobien, ot I est la matrice unitaire.

Formulation forte du probléme d’interaction fluide structure
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—Vx.0%(u) =f°, dans Q. (2.9)
u=0, surodw. (2.10)
~V.ol(v,p) =, dans QF. (2.11)
Vv =0, surQl. (2.12)
v =0, surdD. (2.13)
v=0, surl,. (2.14)
|JF "0 ||g2 (¢ (v, p)n’) 0 p = —c°(u)n®, sur I. (2.15)
Tel que :
|JF " Tn®||g2 = |cof (F) n®||g2, sur 995.
Et on a:

u : Déplacement de la structure défini par :
v : La vitesse de fluide défini par :

v:Q, — R%
p : Pression de fluide défini par :

p: ﬁf — R.
% : Les forces volumiques de structure défini par :

£ ﬁg — R2%
I : Les forces volumiques de fluides défini par :

£ 55 — R
n® : Est le vecteur extérieur de 'unité de structure normal défini sur 9.
n’" : Le vecteur extérieur de 1'unité fluide normal défini sur 9.
o : Tenseur des contraintes de Cauchy de structure défini de :

o%:QF — R.
Et donné par :

o%(u) := A (Vx.w)I + 2uex (u).

Ou : A9, 1% > 0, les Coefficients de Lamé, et ex(u) = 3(Vxw + (Vxw)T).
of : Tenseur des contraintes de Cauchy de fluide défini de :

o Qf R
Et donné par :

o"(v,p) = —pI + 2p"ex(v).

Les équations (2.9), (2.10) concernent la structure, et les équation (2.11)-(2.13) concernent

le fluide. Les équations (2.14), (2.15) représentent les conditions aux limites sur 'interface.



Chapitre 3

Approche de domaine fictif afin de

montrer l’existence

Dans ce chapitre, on présente le probléme d’interaction fluide-structure (1 F'S) pénalisé et
sa formulation faible. Ensuite, on donne une étude sur 'existence d’un écolement constant

de fluide-structure dans le domine fictif, et aussi la convergence de cette solution.

3.1 Meéthode de pénalisation

La méthode du domaine fictif est souvent utilisée dans la résolution numérique d’équa-
tions aux dérivées partielles dans un domaine avec des obstacles mobiles. Elle a été étudiée
par certains auteurs : Peskin (2002) [22], Ilinca et Hetu (2011) [14]. Cette méthode est
applicable a I'interaction fluide-structure.

L’idée fondatrice des approches de domaine fictifs est d’immerger le domaine original
d’étude (ou domaine physique) dans un domaine fictif de forme géométrique plus simple
qui devient le domaine de calcul. L’intérét principal est d’utiliser un maillage cartésien sur
le domaine de calcul permettant ainsi la résolution simple et rapide du probléme fictif. Il
y a plusieurs méthodes de domaine fictif, parmi ces méthodes : méthodes de pénalisation,
méthode de la frontiére élargie, méthodes de frontiéres immergées, méthodes de multipli-
cateur de Lagrange et méthodes de domaines fictifs stabilisées a éléments coupés et pour
plus de détails sur ces méthodes, vous pouvez vous référer & [13|, nous ne parlerons que
de la méthode de pénalisation.

L’idée des méthodes de pénalisation est d’utiliser une unique équation sur le domaine fic-
tif en perturbant le moins possible I’équation sur le domaine réel. Pour cela on introduit
un terme de pénalisation. Ce terme est divisé par un paramétre de pénalisation que I'on
note ¢ de telle sorte que le terme de pénalisation soit nul sur le domaine réel et qu’il tens
vers l'infini sur le domaine extérieur. Des travaux ont été faites dans le cas des équations

elliptiques scalaire avec des conditions aux limites de types Dirichlet, Neumann et Robin.
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3.2 Convergence des domaines

Si 2 est un domaine arbitraire, notons ||.|[1,00,0, ||-//0,cc,0 les normes habituelles de les
espaces de Sobolev Wh>(Q), L>°(Q), respectivement et par ||.|,,o I'habituel norme de
H™(), m > 0 avec la convention H°(Q2) = L*(Q).

La carte :
u — det (I+ Vu)

Tel que : u € (WH*(Q5))2, et det (I+ Vu) € R
est continue et vaut 1 pour u = 0. Alors, pour tout 0 < ¢ < 1, il existe 0 < ns < 1 tel

que :
1 -6 <det (I4+Vu)<1+74; x € Q) (3.1)
pour tout u € (W*(QF))? qui satisfont [[ull; o os< ns.
Nous définissons :
Bs := {u € (W (Q5))? [ufli 08 < ns,u=0, sur Ow}. (3.2)

Ensuite, nous définissons les fonctions caractéristique X2 : D — R par :

1, x € Q2

X (x) =
0, x € D\

Nous suivons la terminologie de [21], Annexe 3, p .456. Nous disons que les ensembles
ouverts 2 convergent vers Uensemble ouvert QF dans le "Hausdorff-Pompeiu" sens com-
plémentaire si et seulement si les ensembles compacts ﬁ\Qfﬂ converge vers le ensemble

compact D\Q au sens de la distance "Hausdorff-Pompeiu".

Lemme 3.1. Soit Q2§ étre un domaine ouvert et délimité avec une frontiére de Lipschitz
et u, € Bs pour tout n € N, tel que u, — u fortement dans (WH>=(Q5))?. Alors :
1) QF — QY et QF — QF au sens complémentaire "Hausdorff-Pompeiu" sens.

2) X{i — Xf presque partout dans D.

Preuve. 1) Voir le [17], Proposition 3 :
Soit u,,u € Bs, tel que u, — u fortement dans (W5*(Q5))? au sens de "Hausdorff-
Pompeiu".
Montrons que Q5 — Q3 ie:
lim Q =0

n—oo

Nous prouvons I’égalité en incluant les deux cotés, i.e :

lim Q) C QY et Q) C lim QF

n—oo n—o0

?
o lim Qf CQY:
n—oo
D’aprés la compacité de la métrique de "Hausdorfl-Pompeiu", la limite existe sur une

sous-suite (& nouveau désigné par n) et on a :

lim Q) = {y € R* 3z, € Qf, y= lim (z, + un(2,))}.
n—00 n—o0
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Supposons que pour n. — 00 , &, — Tg, alors : y = xo + lim u,(x,).
n—oo
On ajoute : lim w,(z9) — lim w,(x¢). Donc :
n—oo n—oo
Y=o+ lim u,(x,) + lm (u,(z0) — un(z0))
n—oo n—oo

= xg + nh_{go un (o) + ﬂ}1_{1([)10(%(3cn) — uy(z0))

=2+ lim wu,(xg)
n—oo

Tel que : lim (up(x,) — un(xg)) = 0.
n—oo
Et on a u,, — u, alors :
y = o + u(zp).
Par la propriété Lipschitz uniforme de u,, € By, on a :
lim Q) CQF.

n—o0

?
© 0 C lim QF

V2 e Qi yeQd tel que:
=z +u(z)

et on a u, — u pour n — oo, alors :

y = z+ lim wu,(z)

n—o0

= nh_}rgo(z + u,(2))

Comme la limite est unique, la convergence est valide sans prendre de sous-suites. D’aprés
les propriétés de régularité de Q2 an, ce qui précede la convergence des ensembles ouverts
QS — QF au sens complémentaire de " Hausdorff-Pompieu " [[21], p . 465].

(@5 — Qf prouver de la méme maniére.)

2) Montrons que an — X presque partout dans D :

Elle est similaire & la Proposition A.3.5 de [21], p.464 en utilisant ¢a Q2 a une mesure
nulle.

Soit x € Q7. alors il existe K compact tel que :
xcKcOl

La convergence complémentaire "Hausdorff-Pompeiu" des sets a la propriété, voir [19],
Proposition 2.2.15, p.32.

Ing €N, Vn >mny, KC QS . (3.3)

On obtient que :
Si x € QY alors :

u

lim X2 (x) =1=x7(x)

n—oo
Sixe D\ﬁi, alors :
lim X (x) = 0= &7 (x).

n—o0

Mais; D = Q5 UT, Udw U (D\QSL), et 905 =T, UOw a une mesure nulle.
Alors an — X2 presque partout dans D. O
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3.3 Formulation faible utilisant la technique des do-

maines fictifs avec pénalisation

e On a Les équations (2.9), (2.10) concernent la structure :

—Vx.o%(u) =%, dans Q.
u=0, surdw.
En multipliant le premier équation par la fonction test w® : Q5 — R?
—Vx.oo(u).w® =¥ w°
En intégrant sur €25
—/VX.JS(U).WS dX = /f‘g.ws dX
Qs Qs
En utilisant la formule de Green :
/os(u) Vxw® dX — / o%(u).wn® do = /fS.WS dX
s (w) Qs

Et I'espace des fonctions tests est un espace de Hilbert, tel que :

W= {w® c (H'(Q9)?* w°=0 sur 0w}

Alors :
/O’S(u) : Vx.w dXI/fS.WS dX
Qs Qs
Et on a
o’(u) := M (Vx.u)I + 2uex (u)
Donc :
/ (NS (V1) (VW) + 205 (1) : ex(w9)) dX = / £ w dX.
Qf Qs
Donc :

as(u,w¥) = F(w%); vyw® e W*

tel que : u € (HL(Q3))?, et £ € (L2(Q5))2.

La forme bilinéaire :
as(u, w) = / S (V) (VW) + 25 ex (1) : ex(wS)) dX.
Q5

Et la forme linéaire :
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e D’autre part, nous avons :

En multipliant (2.11) par la fonction test w :
V.o (v,p)w=f"w

En intégrant sur D\ :

— / V.ot (v,p).w dx = / ' w dx
D\w D\
En utilisant la formule de Green :
/ of(v,p).(V.w) dx — / o (v,p).wn’ do = / ' w dx
D\w (D\w) D\w
On suppose que w = 0 sur J(D\w), alors 'espace des fonctions test est un espace de

Hilbert, tel que :
W :={we (HY(D\w))?>, w=0 sur D\t}.

Donc :
/ ¥ (v,p).(V.w) dx — / of(v,p).w n’ do = / 7w dx
D\w a(D\w) D
=0
Et on a,
o' (v,p) == —pl + 2" ex(v)
Donc :

/ (—pI + 2ufex (v)).(V.w) dx = / ' w dx
D\& D\&
/ 2 ex(v) : e(w) dx — / p(V.w) dx = / ' w dx
D\& D\& D\&
Tel que : v € (HY(D\D))?, p € Q, £ € (L*(D\w))?, et Q est un espace de Hilbert, et :
Q= L(D\@) = {g € PX(D\@): [ qdo=0}
D\w
Donc :
ap(v,w) +bp(w,p) = F(w)
tel que les formes bilinéaire
ap(v,w) = / 21 ex(v) : e(w) dx
D\&
et;
bp(w,p) = — / p (V.w) dx
D\&
et la forme linéaire

F(w) = / ' .w dx.

D\@
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3.3.1 Formulation du fluide faible utilisant un domaine fictif

Pour un u € Bs donné, on définit la vitesse du fluide v. € W et la pression du fluide

pe € (Q, comme solution du probléme suivant :

1
ap(ve, W) + bp(w,p:) + B / X5 (vew + Vv, : Vw) dx = / " wdx YweW (3.4)
D\w D\w

br(ve,q) =0 VYge@ (3.5)

3.3.2 Formulation de la structure faible

Pour donné u € Bs, v. € W et p. € ), nous définissons le déplacement de la structure
u. € W¥° comme solution de :
ag(u., w®) = 5w dX +/ J(oF (vo,pe) o ) F 1 Vyxw® dX+
a5 2
1

g/ J((ve0p)w® + (Vv.op)F T Vyw’) dX
af

—/ J(E o) w® dX, vyw e W  (3.6)
a5

Ou: p(X) =X+ u(X), F(X) =I+Vxu(X), et J(X) = det F(X).
On peut prouver comme dans [17] que la somme des trois derniers termes de (3.6) est
égale aux forces fluides agissant sur la structure.
La forme bilinéaire ag est symétrique, continue et de 'inégalité de Korn on obtient 1'el-
lipticité (voir [10], Théoréme 6.3-4, p. 292). L’encastrement de H(25) dans L*(3) est
compact, alors on obtient que 'opérateur Ty : (L?(Q25))? — (L*(€5))?, défini par u = Tsf,
ou :

ag(u,w¥) = (f,w¥), vw® e Ww®
est compacte. Suivent [Voir [6], secte. IX.8], il existe une suite croissante de valeurs
propres :

0< A <\ < ,Zlilrczlox\Z =400

et une base orthonormée {¢',i € N*} de L?(Q3) constitué des fonctions propres normali-

sées vérifiant :

as(¢p', w) =\ [ ¢'w® dX, vw' e W (3.7)
a5
Et :
o' dX = 6. (3.8)
a5
O
1, sii=j;
5y = /

0, sii#j.
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Et 3] :
XH,TX? si X € [Xi, Xina];
¢Z(X) = X_A})l(i717 si X € [X7,717X1]7
0, sinon.

Tel que : h; = X;11 — X;, et h = max{h;} pour i = 1, N.
Soit m € N* étre donné. Soit u* la projection orthogonale de u. sur
portée(¢’ i =1,...,m)
dans L2(Q3), alors u™ := >"7" &', & € R.
Nous définissons :
B :={uec (W (Q))% u=0 sur 0w, [ufl1 00,08 <75, = ifigﬁ,fi eR.}
B (3.9)

Nous avons Bj* C Bs. Pour chaque u € Bj, on définit I'opérateur non linéaire :

T (u) = ul".

Soit u* un point fixe de 77" dans Bj'. Une solution du probléme pénalisé d’interaction
fluide-structure sera, par définition ,ul, v., p., ot v, p. est la solution de (3.4)-(3.5) pour

— m
u=u"

3.4 Estimations indépendantes de ¢

Lemme 3.2. Soit w CC Q CC D tel que 0S) ait la propriété de cone uniforme. Alors, il

existe un opérateur d’extension uniforme E de
V={ve (H'(O\®))?* V.v=0 dans Q\w, v =0 sur dw}
pour (Hj(D\w))? tel que :

V.E(v) =0, dans D\w
E(v) = v, dans Q\wW
1E@)hpe < Kllvlh,pe:

Ou la constante K > 0 est indépendante de ), mais elle dépend de la géométrie du cone.

Preuve. Soit le v un élément de V. Si nous étendons v par zéro dans w, nous obtenons
un élément de (H'(D))2.
On considére le domaine fixe Z vérifiant (2.6) et on suppose que 2 CC Z. Puisque 0f)
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a la propriété de cone uniforme, il découle de [9] que il existe un opérateur d’extension
uniforme e : (H*(Q))? — (Hy(2))?, tel que :

e(v) =0, dans @
e(v) = v, dans Q\w

leW)l,2w = lle(V)|liz < Kil[v]10w

ou la constante K; > 0 est indépendante de €2, mais elle dépend de la géométrie du cone.

On note :
— e(v), dans Z\w

e(v) = _
0, dans D\Z.

Puisque e(v) appartient a (H}(Z\w))?, alors e(v) est dans (H}(D\w))?.

Maintenant, on résout le probléme de Bogowskii en D\, voir par exemple [15]

Théoréme 3.3. Page 129. Il existe w € (HL(D\Q))? tel que :

V.w= V.e(v), dans D\Q (3.10)
w= 0, sur 0D
w= 0, sur 0N

—_—

lwll pya < Kl V-e(v)llo ma (3.11)

ot la constante Ky > 0 est indépendante de §). En effet, le domaine obtenu par petite
perturbation d’un domaine de Lipschitz est l'union d’une étoile domaines par rapport a
chaque point de certaines boules, tel que le rayon des les balles est indépendant de la

perturbation.

Nous introduisons :
~ w, dans D\Q
0, dans Q\w
Et nous avons w € (Hj(D\w))?.

L’opérateur d’extension uniforme & divergence libre est défini par

qui appartient a (H3(D\w))?%.

De plus, il vérifie :

e(v) =e(v)=v, dans Q\w
e(v) —w, dans D\Q.

Mais on a : V.v =0 dans Q\w, et de (3.10) on a : V.w = V.e(v) dans D\Q.
Alors :
V.E(v) =0 dans D\w.
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De plus, nous avons :

IEM)h.pe = [le(v) = Wllip

< lleMll.ove + IWllh.0\a

def
= lleW)lhz2w + [Wllpa

(3.11)
< lleW)lhzw + K2l V-e(v)llo p\a

de norme —

< e lhas + Kslle(W)lima
E Jle@)lh.zw + KslleW) s 2@
< leW)ll,2\w + Kslle(v) |12\

(1+ Ks)le() 2w

def
< (T+ Ka) Kq[[v]liow.

On suppose K = (1 + K3) K7, alors :

IEM)[l,pw < Kl[viiow-
Ce qui termine la preuve. O]

Remarque 3.4. Ce lemme et sa preuve peuvent étre principalement comparé a Corollaire
3.1, Chapitre 3, p. 136, de [15].

Proposition 3.5. Soit D et Q2 ensembles ouverts bornés vérification (2.6). Nous suppo-
sons que f € (L*(D\w))? et u € Bs. Il existe une solution unique de (3.4)-(3.5) tel que
v. € W et p. € Q. De plus, il existe une constante Cy indépendant de € > 0 et u € By,
tel que :

1vll.0& + [1Pello.pve < Callf ooy (3.12)

Preuve. A suivre par exemple [16], les propriétés ci-dessous sont vérifiés :

dMp >0, VWwswe W, |ap(v,w)| < Mp||v]10\w|lW|1,0\a (3.13)
Jap >0, Vvwe W, ap(w,w) > ap||w|i,ns (3.14)

dNp >0, Vwe W, Vg€ Q |br(w,q)| < Np||W||i,p\allqllo.p\e (3.15)
38 >0, inf sup br(w, q) (3.16)

=g ekt T pielldlone

Etant donné que le coefficient X est dans L=(D\@) et 0 < X5 < 1.

Nous mettons :

1
a,(v,w) = — X3 (v.w 4+ Vv : Vw) dx.
€ Jpo\w !
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On a a,(v,w) est bilinéaire, de plus,
la continuité de a,(v,w) :

Soient v,w € W

1

la,(v,w)| < - XS |(v.w + Vv : Vw)| dx
€ Jp\w
1

< —/ |(v.w 4+ Vv : Vw)| dx
€ JD\w

1 1
g||V||0,D\w||W||0,D\w + g||VVH0,D\wHVW||0,D\w

IN

IN

11
max{=, Z} [Vlo.pallWllo.p\e + [IVVllo.p\w [ VWlop\o |

IN

1 1 1
g[(”VH(Q),D\w + VY p0) 2 (WS oo + VWG o) 2]

1
= ZIVlupelwlipe.

Donc

|ax (v, W)| < Mp|[viswlwilw

Alors a, (v, w) est continue, avec Mp := % la constante de continuité.

La coercivité de a,(v,w) :

Soit w € W,
1
Ay (W, W) 1= — X5 (w.w + Vw : Vw) dx

€ Jo\w
1 1

= - X5 (w.w 4+ Vw : Vw) dx + — X5 (w.w + Vw : Vw) dx
¢ Jp\ag & Jag
1

= —/ (w.w+ Vw : Vw) dx
9 Qs
1 2 2

= [ (W) +(Vw)) dx
9 Qs
1

—2 [ (P () dx
€ Jpo\w
1

= ~[IVI6.0\ + IV V116, 0\
Lo

= Ljwl pa

Alors

Az (W, w) > o[ wliy

donc, a,(w, w) est coercive.

Alors la forme :
1
(v,w) = ap(v,w) + — X5 (v.w 4+ Vv : Vw) dx
€ Jpo\w
est bilinéaire, continu et coercive. Du théoréeme de Babushka-Brezzi, voir par exemple
[16], le probléme (3.4)-(3.5) a une solution unique v. € W et p. € Q. De plus, on suppose
w = v, dans (3.4) et en utilisant (3.5), on obtient :

1
ap(ve,ve) + — XS5 (veve + Vve : Vv,) dx = / ' v, dx.
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Et on a X2 > 0, en utilisant (3.14), et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

ap||vell po < ar(ve,ve) < I lo.palVello.ovs < I lo,p\a I Vellr,pve-
Alors :
apllvell; pa < I lo.pvall Vel

Donc;
ap|vellow < I lo,p\e-
Alors pour tout € > 0 et u € Bs, on a :
L er
IVelli.ove < — 1" lo,p\a- (3.17)
ap

Sous I’hypothése (2.7) pour tout u € Bj, et en utilisant le lemme 3.2 avec = QF Uw, il
existe E(v.) € W tel que :

V.E(v.) =0, dans D\w (3.18)
E(v.)=v., dans ° (3.19)
IEV)llove < K[velliog (3.20)

Ou la constante K > 0 est indépendante de ¢ > 0 et u € Bj.
En posant w = E(v.) dans (3.4), on obtient :
1
0 (v Bv) 1 [ SV B(v) + Vv. : VE(v.)) dx = / £ B(v.) dx.
D\w D\w
Alors :
1
- XS (v..E(v.) + Vv, : VE(v.)) dx = / 7. E(v.) dx — ap(v., E(v.)).
€ Jpo\w D\w
On a, X2 =1 dans Q7 alors :
1
-/ (vVo.B(v.) + Vv. : VE(v.)) dx :/ £ B(v.) dx — ap(ve, B(v.)).
of

€ D\w

De (3.19), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

1
g(HVng,Qg +IVvelgag) < I ool BV lopre + lar(ve, E(ve))].

Donc :
1
£
Et de (3.13), alors :

Vel s < 1" lo.0\w | E(va)lo.p\@ + lar (ve, E(ve))l-

1
gHVeHng < " lo.o\all E(v)llo.ove + Mre|[vell, ;e E(ve) |1 p\a-

Et pour (3.20), alors :

1
“lIvellf g < IE Moo K [IVellnog + MelVell oo Kl vells o
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Donc : )
lvelhos < K(|[£"lo.p\w + Mr|[velli,p\@)
Et de (3.17), Donc :

Mp

1
“lvellios < K1 lo.pw + —— I llo.0\a).
£ ap

On obtient que :
1
g“%”mg < Killfo.p\& (3.21)

tel que K7 = K(1+ ]g—;) est indépendant de € > 0, et u € Bs.
Maintenant, nous pouvons estimer la pression du fluide. De (3.4), en utilisant Cauchy-

Schwarz, et (3.13), alors on a :

1
\br(w, p)| = | " w dx — ap(v., w) — = X (vew + Vv, : Vw) dx|
D\w € JD\w

1
< / If".w| dx + |ap(v., w)| + —/ X% (vo.w + Vv, : Vw)| dx
D\w € JD\w

< ||fFHo,D\w||WHo,D\w + Mp|[velli,palWlli,oe + %HVHl,D\wHWHLD\w
< 1o, p\allWlh,p\@ + Mr||Velh, o\ Wl p\e + é”VHI,D\wHWHLD\w
< (1f"Mlo.p\@ + Mr|[velli,pa + §||Va||1,95)”W||1,D\w

En tenant compte des estimation (3.17) et (3.21), on obtient :

M
Vw e W, Ihr(w,p)| < (14 5 + K)IE fopialwlh.ow
F

allors si w # 0

‘bF<Wapa)‘

M
< (1+ =L+ KD o.p\e
Wll1,0\& ap

de inf — sup la condition (3.16), implique que :

br(W, pe
BHP&HO,D\E S sup g

M
<1+ ==+ K1) lop\w
in([)/ ||W||1,D\D ap

Alors : Y
F
BHPEHO,D\E S (1 + — + Kl)”fFHO,D\w

ap

Donc :
1Pello.pve < Kallf [lo,p\w (3.22)
142 4 K

tel que Ky = ——~E—— >0

En additionnant (3.17) par (3.22), on obtient :

IVells.ovw + [1Pello.ove < CLllE [lo.0\w-

Tel que : Cy = (é + K4). Alors, on obtient (3.12). O
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Proposition 3.6. Soient D et 25 des ensembles ouverts bornés vérifiant (2.6). Nous
supposons que f° € (L*(Q9))?, £ € (L2 (D\w))?, et u € Bs.

Siv. € W et p. € Q sont solutions de (3.4)-(3.5), alors le probleme (3.6) admit une
unique solution u. € W?, et il existe une constante Cy indépendant de € > 0 et u € Bs,

tel que :

e .0z + 1Pello.ovs + 1 llo.ova)- (3.23)

Preuve. On définit le second membre de (3.6) par :

< G,w° >= /S 7w’ dX + /S J(oF (ve,pe) o )F T Vyxw® dX
Q Qs

1
+E/ J(veo ) w® + (Vv o ) F 1 . Vxw®) dX
ag

—/ J(f o p).w® dX, vYw® e W¥.
QS

Définissons w° : Q5 — R? par w° = w® 0 o1 On comprend w° € (H'(Q5))2 et w° =0
sur Ow. Les trois derniéres intégrales de la définition de G peuvent étre écrites sur le

domaine Q7. Des détails sur ce type de transformation peuvent étre trouvés dans [10],

section 1.7.
~ 1 ~ ~
<Gw > = 5w dX +/ ol (vo,pe) : VW dx + —/ (vo.w® + Vv, : VW”)dx
Qs Qs € Jas
—~ / . W dx
of
£ widX + / o e(v.) : e(F)dx — / (V.5)p.dx
QF Qs Qs
1 ~ ~ ~
+ —/ (ve.w® + Vv, : VW°)dx — / 7w dx
€ Jas Qs

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

<@ wS >| = | / £ widX + / P e(v.) : e(F)dx — / (V.5)p.dx
QF Qs Qs

1 ~ ~ ~
+ —/ (v.w® + Vv.: Vw )dx—/ 7w dx|
0f
(

/ |fSWS|dX+/ 12uFe(v,) - e(W®

|(V5W + Vv, : V&) |dx+/ £ w7 dx

)| dx + / (V. %) p|dx

E

< Hfs||o,Q§HWS“0,Q§ + Mp || Vell,05 1% |1,05 + Nellp-llo.0s W7 1,08

1 _ _ _
+ g(HVsHo,sngwsllo,szg + IVVelloos IV llo.05) + I1E 10,0519 [lo 05

~9 ~
< ||fs||0,QOS||WS|IO,Q§ + Mp||vell1aslW” 1,05 + Nrllpelloos

~ 5 ~ 5
+E||Vs||1,95||w ||1,Q§+||fF||0,Q§HW 0,08
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De plus w° o o = w°. Alors I'égalité suivante est vraie :

/]vT/S|2dx ::/ w2 JdX,

Alors de Cauchy Schwarz : ||{7VVS||0@§ < HWS||O7Q(§||J||0@§.

mais on a J(X) = detF(X) = det(I + Vxu(X)) . Alors, on déduit de (3.1) que
HJHO,Qg =V1+0

Done : [|w* a5 < VI+0[wloggs-

De la régle de la chaine, nous avons : Vw® = (Vxw®)F .

De Cauchy Schwarz : ||V‘AA}S||O’Q§ < ||VXWS||07Qg||F_1||O’Q§.

Alors de (3.1), et u € By, on obtient :

V%7 lloas < M(8,95)|Vxw®|

0,98

Ou M (6,ns) est constante liée & § et 7.

Nous avons ¢a :
< G, w® > <1005l llo.0s + M IVellLasllWllLas + M2 ||p-llos|w® 108
M2Vl gl g+ M IE oo 9 oo
ou M, M?, M3, M* des constante. Donc :
< G,w® >| < ||fs||o,§z§||WS||1,Q§ + M1||Ve||1,95||WS||1,Q§ + M2||Pe||0,95||ws||1,9§
082wl gl g + M oo .0
< My([[8lo.05 + IVellnas + lpellogs + %HVeng + 1 o0 [W° 108

ou My = max{M?', M? M3 M*}.
Mais ||.[[o.0s < [-llo.o\@, €t [|.[[1,05 < [|-||l1,p\@, et (3.21), on obtient :

<G,w >
T < M1l + Ivelhovo + oo + I o), s € WS
ey
L’application w¥ —< G, w® >, tel que < G,w° >€ R et w® € W9, est linéaire et

continue, et ag bilinéaire continu, et coercive dans W¥.

Par conséquent, le probléme variationnelle (3.6) a une solution unique u, € W*.

Donc :
oW s |< S >

% < IS 2 My (|l IVl oot e oo HIE lopia), VoS € WS
[W=1]1,08 [W=1]1,08 0.0 TRl DA HIEENI0, DA DA

ol constante o > 0.
Alors :

||WS||1,Q§ < Cy(|If° 1o + 1pello.pe + IE lo,pg),  Yw® € W

008 T Vel
Donc
[ucllios < Collflo0s + 1Velli.ovg + IP:llo.ovs + £ lo.pv),  pour u, € W

ou Cp =22 > (. O



3.4. Estimations indépendantes de ¢ 41

Proposition 3.7. Si Qf est de classe C* et u. € W* est la solution de (3.6), alors
wh e C2Q) € WER(QS) et

[ l[1 00,05 < Cslluelloog- (3.24)

Preuve. De la régularité de la solution faible du déplacement linéarisé probléme de trac-
tion, voir [10], p. 298.

On a QF C R? est de classe C*, et le membre de droite de (3.7) est dans (L2(£25))2. Alors,
¢* appartient a (H?(€25))>.

Nous rappelons cette limite de 25 a deux parties distinctes dw et Ty, telles que :

Dans le cas contraire dw N Ty # ¢, cette régularité du déplacement linéarisé probléme de
traction peut échouer.

Par récurrence, si le second membre de (3.7) est dans (H2(€25))2, alors le fonction propre
@' appartient a(H*(Q5))?, et

”¢i’|4,ﬂg < sz¢ZHQ7Q§ = k;.

Ot la constante k; dépend de Q3 et \;.
Nous fixons K7 = max{k;, 1<i<m}, m e N*
D’aprés le théoréme d’encastrement de Sobolev [[1], p. 98] on a le compact encastrement

continu :
HYQS) © CX(Q5) © Wh>(Qs).
et on obtient que :
||¢1”1ng < K.

Ou la constante Ky dépend de QOS et K.
De plus on a : u := > " &' Alors :

[u” ”10095 = HZ&@ HlooQS < Z | & | “¢2H1OOQS < KQZ | &i |
=1

Et :

D =D &)= | D ()2 = [lulllogs < lucllons
i=1 i=1 i=1

Donc :

Hua”o,Qg

telles que C3 := Kyy/m. O
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3.5 Existence d’une solution pour l'interaction fluide-

structure

Lemme 3.8. Soit a € L>®(D\w), et a, € L>®(D\w), tel que :

lanllocopve <M, VneN

et a, converge vers a presque partout dans D\@w.
Soit h, g € L*(D\w), et g, € L*(D\w) tel que g, converge faiblement vers g dans
L*(D\w).
Alors :
lim angnh dx = / agh dzx.
N0 J D\w D\w

Preuve. Ce résultat est similaire au lemme 4.21 de [25].

De plus
lanllo,co,0\m < M, VneN
Et on a,
|an| < [|anlloo,p\m, VR €N
Alors
|an| S M, Vn e N
Donc

la,(z)] < M, VYxeR

D’autre part on a :
|an hf* = |an]?|R[?

Alors :

/ la, h|* dz ::/ |an|?|h|? dz
D\w D\w

< M?|h|? dz
D\w

_ M2/ B2 da
D\&

< +oo car h € L*(D\w).

Pour obtenir la limite ci-dessus, nous allons appliquer le Théoréme de la convergence
dominé de Lebesgue. En effet

1. La suite (a, h) mesurable par définition.

2. Comme lim,,_,, a, = a presque partout dans D\w.

Alors

lim a, h:=a h, presque partout dans D\w
n—oo
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Donc
lim (anh)? dz := / (ah)? dx.
e ) D\w D\w
En plus de :
lanh — b s = lauhll s + okl s — 2 < aih, ah >
= / (anh)? dx +/ (ah)? dw — 2/ anah? dx.
D\w D\w D\w
Alors :

lim ||a,h — ahHSD\E = lim (/ (anh)? dx +/ (ah)? dv — 2/ anah?® dr)
n—oo ’ n—oo D\w \E D\w

D
= lim (anh)? dr + lim (ah)*dz — 2 lim anah® dz
= Jp\w = Jp\w = Jp\w
:/ (ah)%i:x—l—/ (ah)Qd:B—Q/ (ah)? dx
D\w D\w D\w
=0

Donc :

. 2 o
lim [laph —ahl[5 pyg = 0.

Et on a g, converge faiblement vers g dans L?*(D\w). Et a,h converge fortement vers ah
dans L?*(D\w).

Donc :

lim angnhdx::/ lim angnhdx::/ aqghdr.
=0 ) D\w D\w " D\w

Théoréme 3.9. Si f et f° sont "petits", plus précisément, si :

CsC2((Cr+ DI Nlo.ove + 1P 1lo,05) < s,

ou Cy , Cy , et Cy sont les constantes des (3.12), (3.23), (3.24).

Alors l'opérateur non linéaire T" a au moins un point fize dans By".

Preuve. En utilisant le "Théoréme du point fixe de Schauder". On va montrer que
T!"(By*) C By, et Popérateur T est continue.
Etape 01 : T7/"(By*) C By

Pour u € Bs, on a :
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Alors :

1T (W) l1,00,05 = [0 [|1,00,08

(3.24)
< Csllucflp s

< Csfjuclly os
(3.23) -
< CsOa([[flo,05 + IVellove + [lpello.ovg + 1]10,00)

" I o5 + O s + 1 .010)
< G3Co((Cr + DI lo.ovs + 1 lo.5)
< 1s
De plus By* C B;, alors :
T"(B§") C B§".
Etape 02 : 7™ continue

L’opérateur 7" est la composition de trois opérateurs :

Fe:Bs = (W,Q), Fe(u) = (ve,pe),
S (B(57 W, Q) — WS, Sa(uy Vayps) = Ug,
P™ WS = Bs, P™(u.)=u"

£

Plus précisément :

T (u) == P™(S.(u, F.(u))).

Soit u,, € Bs, pour tout n € N, tel que :
u, — u fortement dans (W">(Q3))2.

Nous mettons :
fa(un) - (V’mpn)a S&(unvvnapn) = dn

Nous voulons prouver que : v,, — v, faiblement dans W, p, — p. faiblement dans @), et
d,, — u. faiblement dans W* :

En utilisant la proposition 3.5, la suite (v,,, p,) est bornée dans W x Q.

Alors il existe (v, p'), tel que (v, p,) converge faiblement vers une sous-suite (v, p’) dans
W x Q.

En utilisant le lemme 3.1, 2), et lemme 3.8 avec a,, = XUS

Alors il est possible de passer a la limite en (3.4)-(3.5) et on obtient que :
F. = (Vlvp/)

Mais le probléme fluide (3.4)-(3.5) a une unique solution.

Alors toute la suite (v, p,) converge faiblement vers (v, p.) dans W x @, i.e :

v, — Vv, faiblement dans W,

pn — p. faiblement dans Q).
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Maintenant, nous allons montrer que d,, — u. faiblement dans W* :

Utilisation des notations :

on(X) = X 4+ u,(X),
F,(X) =1+ Viu,(X),
J.(X) = det F,,(X).

Dénotons :
< G, W >= £ . wodX +/ (08 (Vs pn) 0 00 )F, T - Vxw®dX
Q5 ag
1
—I—E/ (Vi 0 ) W* 4 (Vv 0 0, )F; T - Vyw®)dX
QS

0

— / Jo(f 0 ) widX, Yw® e W5,
a5

S

P ~ 5 ~ S _
Définissons w, : an — R? par w, = w” o o !. On comprend ¢a :

W e (H'(925 ))? et W2 =0 sur Ow.
Comme dans la prouve du proposition 3.6, on peut écrire les trois derniéres intégrales de

G, sur le domaine Q .

Ensuite, en utilisant les fonctions caractéristiques, on les écrit sur le domaine D\ :

< G, W > = f‘g.deX+/
Qs Q

/
+_
€ Q

= / 5 wodX + X2 2pFe(v,) : e(W)dx — Xi(v.ﬁg)pndx
Q5 D\w D\w

2t e(vy,) : e(W)dx —/ (VW) ppdx
0

S S
Un Un,

(VW2 + Vv, : VW )dx — / 7 w5 dx
Q

S S
Un, un

1 ~ - ~
+ - X (Vo Wo + Vv, : VW) dxX; — XifF.Ws dx
Prenons par exemple le terme :
Xzivnﬁfs dx := X2 v (W o) dx
D\w D\w
Et nous alors prouver qu'’il converge vers [ D\& X5v_.(wS o )dx, si w¥ est assez lisse.
Précisons qu’il n’est pas possible d’appliquer le lemme 3.8 directement.
Six e D\ﬁi, du lemme 3.1, 2), on a :
lim X7 (x) = 0= X(x)

Alors :
lim X (x) (w0 ¢, 1)(x) = X7 (x)(w” 0 p~)(x) = 0

n—oo

SixeQ ona:

lim X7 (x) = 1= X7 (x)

n—oo

comme dans la prouve du proposition 3 [17], on a que :
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lim o, !(x) = ¢~ !(x) dans R?

n—oo

Ca suit :

lim (w° o ¢ 1)(x) = (W% 0 p71)(x), si w” est dans (D(ﬁg\aw))2

n—oo

Alors on obtient :

lim Ay (x) (W 0 ) (x) i= A (x) (W 0 7") (x).

n—oo

Et enfin :
X7 (w0, t) converge vers X7 (w0 1), Vx € D\w.

De plus w* est continu avec un support compact, [w” o ¢, | < [|[w]| qs-
En utilisant le théoréme de " convergence dominée de Lebesgue" et un argument similaire

comme dans le lemme 3.8. On obtient :
lim [| X (w0 ) — X5 (w0 ™) pyw = 0.
n—oo

Et nous avons aussi v,, — v, faiblement dans W'.

On obtient que :
fD\w X2 v,.(w® o, )dx converge vers fD\w X5v. . (w0 pdx.
Donc, on trouver que :

lim < G,,w° >=< G, w’ > pour w’ € (D(ﬁos\ﬁw)ﬂ

n—o0
: Sy _ S Sy _ s .
Mais ag(d,, w”) =< G, w> >, ag(u.,w’) =< G, w” >. Donc :

lim ag(d,, w®) = ag(u., w”), vw" e (D(ﬁg\ﬁw))Q.

n—o0

Et d,, est borné dans W¥.
Alors il existe d” € WS tel que :

’ . .
d, — d faiblement sur une sous-suite dansWW?.

Alors :
lim ag(d,, w¥) == ag(d, w®), VYw’ e (D(%\dw))

n—oo
Donc :
as(d, w9) = as(u., w¥), YwS e (D(Q\0w))%

Ce qui donné que d =u., et:

d,, — u, faiblement dans une séquence tout en W9,
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La carte P™ est linéaire, continue, a image de dimension finie, par conséquent elle est
compacte.
Alors l'opérateur 7" est continue et compacte.

Ce qui termine la prouve. O

Remarque 3.10. Nous remarquons que |[u:|ly o, |v:|l1,p\@; ||pe|li,p\z; correspondant a
u" le point five de T, sont bornés indépendamment de €. Ensuite, il existes u]' € BY",
d" ¢ W, v € W, et p"* € Q, et sur une sous-séquence, nous avons : u. — d."
faiblement dans W, v. — v faiblement dans W, p. — p™ faiblement dans Q.

De plus P™ est compact. Alors u™ — u™ fortement dans W5H>(Q5).

Nous remarquons ce u™ € B ainsi que (v, p™, d*) € W x Q x W¥ dépend du choix de
m € N.

Remarque 3.11. D’apres la Proposition 3.7, si Q5 est de classe C*, nous avons obtenu
m 2/0°

ul* € C*(8y).

Comme les coefficients de (3.7) sont des constantes, nous prouvons obtenir plus de régu-

larité de u™ en augmentant la régularité de €.

Proposition 3.12. Pour D Lipschitz, Q5 de classe C*, nous avons u* € (02(55))2.

Ce qui suit tient v]* € (H*(Qn))?* , pI' € H' (Qn), et (V]',pl") vérifier les équations
(2.11)-(2.14).

Concernant la structure, on a d.* € (H*(Q3))? vérifie (2.9) et (2.10).

Preuve. Par construction, u™ € C? (ﬁg ), u* € Bf". Et Bj* est inclus dans un espace de
dimension finie.

Alors u”* € C? (ﬁg ), et de plus QF est de classe C*, nous allons obtenir 2,, est de classe
2

Nous utilisons les mémes arguments que dans le prouve de la proposition 5 de [17].
Nous avons ¢a Qfgn — Qfm dans la métrique complémentaire de " Hausdorff-Pompéi ".
Et de méme Qf,, — Qf,. dans la méme topologie.

Utilisation dans (3.4)-(3.5) de certaines fonctions de test w € W et ¢ € @ avec leur

soutien dans Qﬁ;ﬂ Et passant a la limite € — 0, on obtient :
1
lir%[ap(vg,w) +b(w,pe) + — / X3 (vew + Vv, : Vw) dx = / ' . w dx],
e— £
D\w D\w

lim[bg(ve, q) = 0].
e—0

Alors :
1
limap(ve, w) +limb(w,p.) +lim - [ X%(v.w+ Vv, : Vw) dx = lim [ f.w dx,
e—0 e—0 e—=0 ¢ e—0
D\w D\w

limbp(ve,q) = 0.

e—0
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Et on a, v. = v et a(v,w) = [ 2ufex(v) : e(w) dx, et b(w,p) = — [ p (V.w) dx,
D\ D\
et p. — p', on obtent :

/ 2ufe(v™) : e(w) dx —/ (V.w)pl" dx = / ' w dx,
0F, L,

QF,,
—/ (V.vi')g dx = 0.
0F,

Pour tout w € (Hg(m))?, et pour tout g € L§(Qn).

De plus on a v. = 0 sur 9D, alors (2.13) est vérifie. D’aprés (3.21), on a v* = 0 dans
Q5. et on obtient (2.14) et vI* € (Hy(Qf))%.

Il découle de [24], Proposition 2.3, p. 25, qui v* € H*(Qn), et p* € H (Qf).

Par identité de Green, on obtient (2.11) et (2.12) a partir de la formulation faible du fluide
équations dans Qfm

Comme dans la preuve de la Proposition 5 de [17], soit v¥ € (H(Q25))? avec support
compact K dans QF. Alors W° = wSo ! appartient a (H (2 ))? avec support compact

dans 22,., ot (X) = X + u™(X) tel que :

m
ut

as(ue, w¥) = / 5w dX, vw® e (H}(K))? VK CQj.
af
En passant a la limite € — 0 sur une sous-suite, on obtien :

as(d)',w®) = [ £F.w®dX, vw®e (Hj(K))? VK CQ.
2
D’aprés les résultats standard pour la régularité intérieure de I’elliptique du second ordre
équation, il s’ensuite que d”* est de classe H?, de plus 7 (L*(Q5))%
Utiliser le formule de Green, nous pouvons conclure que d”* vérifie (2.9) au sens de L?(£25).

Par construction u, € W¥. Donc vaut pour d!* aussi. [

A propos de la continuité de la contrainte sur ’interface fluide structure

Discutons maintenant du la condition (2.15).
Soit v, p., u. les solutions de (3.4)-(3.6), et u* un point fixe de 7.

. =5 =S

Par construction, nous avons u” € C?(€)), alors Q.. de classe C*.
€

F

On emploie les notations : v pour la restriction de v, a Qm, v. pour la restriction de
V. A Q;j;n , et de méme pour p et p-.

Nous supposons que v € (H*(Q}n))? et vo € (H*(Q5))%, pf € H Q) et

p- € H' Q) et u. € (H*(9F))*.

Dans (23], pour le Probléme résolvant de Stokes, la régularité ci-dessus est obtenue si I'ym
est de classe C? , et D est de classe C2.

Dans [5], p. 326, pour le probléme d’interface de Stokes, le méme régularité est obtenue
pour Q;fgn, Qfgb de classe C*!.

D’aprés (3.4), en mettant w & support compact dans QF,

m
ugt?

on a :

~V.(c"(vI,pH)) =1, dans Qfgn ().
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S

m
ugt

Et en mettant w avec un support compact dans {2 on a :

1 1
~V.(cF(vo,po) + EVVQ) +ove = £, dans Q.. (%)

Soit w € W tel que w = 0 sur dw.
Nous multiplions (*) et (**) par la fonction test w. Puis on intégre respectivement Q)

QY. Puis en utilisant la formule de Green, on obtient :
/ ol (vi ph) : Vw dx = / ' .w dx+/ of (vi pHn" .w ds (3.25)
Qr QFr u
et

1
/ of(vi,p) : Vw dx + —/ (v . w4+ Vv, : Vw) dx :/ 7w dx+
Qs € Jag 2

1 ov_
Flo— »=\nS
/ua (v_,p- )n .wds—i-g ruf)nz

u

W ds. (3.26)

En additionnant (3.25) par (3.26) et en soustrayant (3.4), on obtient :

1ov;
§4 2% _ —of(vi pHn?, sur I, (3.27)

of'(vZ,p-)n

Notant w® : QF — R? par w*° = w|gs o ¢, I'équation (3.26) est ¢quivalent & celui écrit

dans le domaine non déformé €2 :

/ J(e"(vZ,pT) o p)F T V,w® dX
Qg

1
+ = / J(vZ o)W’ + (VvZ o) F T : V,w®) dX — | J(f" o). w® dX
0f a3

1
— [ IE 0w (0" (v2 p2 ) 0 ) w® dS o+ -
€

ov
JFTn%|g2 (== 0 ¢).w” dS
[ TF (2 o )

o

(3.28)

Des détails sur ce type de transformation peuvent étre trouves dans [10], Section 1.7.
Si w® € (H'(Q5))? a support compact K dans 3, alors la main droite une partie de
(3.27) s’annule. Mais la partie gauche de (3.6) est la somme des derniers trois termes dans

(3.26), par conséquent :

ag(u, w”) = . 5w dX, vw® e (H}(K))? VK cCQf.
Q0

Sous I’hypotheése u. € (H?(Q5))?, on a :
—Vy.0?(u,) =%, dans L*(Q3).
Et en utilisant la formule de Green, on obtient :

/ o%(u) : Vew? dX = [ f.w¥ dX +/ o (u.)n® . w* ds. (3.29)
Q5 Qs To
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En ajoutant (3.6) a (3.26) et en soustrayant (3.29), on obtient :

0% (u:)n® = [ JF 0|z (0" (v, p2 )0 0 @)

1 _ ov_
—i-gHJF TnSHRz(anS o), sur .

Compte tenu de (3.27), I'égalité ci-dessus montre que v., p., u. satisfont :
o (u)n® = —[|JF 0% (0 (v, pl)n") 0, sur L.
Pour tout e. Cette relation est similaire a (2.15).

Remarque 3.13. Contrairement aux constantes Cy et Cy des propositions (3.5) et (3.6),
la constante C3 = C3(m) de la proposition (3.7) dépend de m et ml_i}rJI:OO Cs5(m) = +oo. Le
théoreme (3.9) assure lexistence d’un point fize quand m — +o0o uniquement dans le cas
trivial f* =0 et f£ =0.
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