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Introduction

Les problémes de contact avec des matériaux déformables abondent en industrie et
en ingénierie. La modélisation de ces problémes conduit & des problémes aux limites
non linéaires, dans lesquels les inconnus sont le champ de déplacements et le champ de
contraintes. L’étude mathématique de ces problémes est réalisée en utilisant la formulation
faible, qui est généralement exprimée en termes d’une inégalité variationnelle ou hémi-
variationnelle. A cet égard, plusieurs travaux ont été réalisés dans les livres [4], [10], [1]

et plus récemment [12].

En paralléle de nombreux problémes provenant de la mécanique, physique et des
sciences d’ingénierie conduisent & des modeéles mathématiques exprimés en termes d’inclu-
sions non linéaires dépendantes du temps. Pour cette raison, la littérature mathématique
consacrée a ce domaine est vaste et les progrés réalisés au cours des derniéres décennies
sont impressionnants. Cela concerne les résultats sur I'existence et 'unicité, la régularité
ainsi que les résultats sur les approches numériques pour la résolution des problémes cor-
respondants. Les inégalités variationnelles et hémivariationnelles représentent une classe
d’inclusions non linéaires. Elles ont fait ’objet de divers livres et études, voir par exemple

7], 18], [10]—[12].

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a 'article de Samir Adly et Mircea Sofonea
[1] intitulé "Time-dependent inclusions and sweeping processes in contact me-
chanics". Le but des auteurs de cet article est double. Le premier est d’introduire une
nouvelle classe d’inclusions dépendantes du temps et du processus de rafle (sweeping pro-
cess) et d’étudier I'existence et I'unicité de leurs solutions faibles. La nouveauté se pose
dans la structure particuliére de ces problémes qui sont gouvernés par deux opérateurs
non linéaires, éventuellement de mémoire. Le deuxiéme but est d’illustrer I'utilisation de

ces résultats d’existence et d’unicité dans I'étude de modeéles mathématiques décrivant
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I’évolution quasi-statique des matériaux déformables en contact avec un obstacle, c’est

I'objet des sections 5 et 6 de 'article qu’on détaillera dans ce mémoire.

Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et notions de base qui
ont été utilisées dans les chapitres suivants. Nous présentons aussi trois résultats d’exis-
tence et d’unicité pour des inclusions dépendantes du temps.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons un domaine borné connexe 2 de R?
(d =1,2,3) avec une frontiére lipschitzienne I" divisée en trois parties disjointes I'y, I'y et
I's. Dans un intervalle de temps [0, 7] (7" > 0), nous étudions et établissons une formula-
tion variationnelle préliminaire d’un probléme mécanique avec des conditions aux limites
mélées, dont les inconnus sont le champ de déplacements u et le champ de contraintes o;
(¢ =1,2) qui peut prendre I'une des expressions suivantes

o1(t) = Ae(u(t)) + /B(t —s)e(u(s))ds  dans Q,

ou
t

oy(t) = Ae(u(t)) + Ee(ul(t)) + /B(t — s)e(u(s))ds dans €.
0
L’énoncé de ce probléme est

Div o;(t) + fo(t) =0 dans 2,
u(t) =0 sur I'y, (1)
oi(t)v = fa(t) sur I's.

e La premiére équation est I’équation d’équilibre qui signifie que le matériau est
soumis a des efforts volumiques a l'intérieur.
e La deuxieme équation est la condition aux limites de Dirichlet homogéne qui ex-
prime que le matériau est encastré sur I';.
e La derniére équation représente la condition aux limites de Neumann qui exprime
que le matériau est soumis a des efforts surfaciques sur I's.
e Les conditions sur I's seront précisées dans le chapitre suivant.
Dans le troisiéme chapitre, nous étudions trois problémes de contact viscoélastique,
établissons leurs formulations variationnelles et transformons ces formulations a des pro-
blémes d’inclusions dépendantes du temps faisant intervenir des opérateurs non linéaires,
afin d’appliquer des théorémes d’existence et d’unicité de la solution présentés dans le

Chapitre 1.
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e Le premier probléme correspond au probléme avec ¢ = 1 et les conditions
u,(t) <0, o,(t) <0, o,(t)u,(t)=0 sur I's,

o, (t)=0 sur I's.

e Le deuxiéme probléme correspond au probléme avec 1 = 1 et les conditions

\

—F(Oftuj(s)ds) <o,(t) <0,

0 siw,(t) <0, (sw s,
—0,(t) = ¢
F([fuf(s)ds) si wl(t)>0,
0 J
o, (t)=0 sur [s.

e Le troisiéme probléme correspond au probléeme avec ¢ = 2 et les conditions

u,(t) =0 sur I's,

o, (1)) < F(Oftum(s)nds),

sur I's,

—o,.(t) = F({HUT(S)HCZS) ||Z:Eg\| si 1, (t) #0

de plus,
u(0) = uy dans Q.

Nous avons arrivé a démontrer ’existence et 'unicité de la solution de ces problémes de
régularité

e C([0,T];U) pour le premier probléme.

e C([0,T); V) pour le deuxiéme probléme.

e C'([0,T]; V1) pour le troisiéme probléme.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et notions importantes pour
I’étude variationnelle des problémes traités dans les chapitres suivants. Ainsi, que des
théorémes d’existence et d’unicité pour trois modéles d’inclusions dépendantes du temps
démontrés dans [I]. Les définitions, les propositions et les théorémes présentés dans ce

chapitre ont été pris des références [2]—[6], [12], [13].

1.1 Espaces normés et espaces de Hilbert

Définition 1.1.1. (Espace normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corps R. L’application ||-|| : E — R, est une norme

sur E si elle vérifie :
1 ul| =0 = u=0,
2. VA ER, Yu € E, || Aul| = [N ||ul],

3. Yu,v € E, |lu+v| < |lul| + |[v] (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2. Un espace vectoriel normé réel est un couple constitué par un espace

vectoriel E réel et par une norme ||-|| sur cet espace.

Proposition 1.1.3. (Deuziéme inégalité triangulaire)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé réel. Alors
lull=llvllf <llu=vl Vu, ve E.

Définition 1.1.4. (Suite convergente)

Soit (E,||-]]) un espace vectoriel normé réel. On dit qu’une suite (u,)nen de E converge

9
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vers une limite u € E et on écrit lim u,, = u, si
n—o0o

Ve>0, dng e N: Vne N, n>ng= |lu, —u| <e.

Définition 1.1.5. (Suite de Cauchy)

Soit (E,||-]|) un espace vectoriel normé réel. Une suite (uy,)nen de E est dite de Cauchy si
Ve >0, I3ng e N: Vp,g €N, p,g>ng= |lu,—u,l <e.

Définition 1.1.6. (Espace complet)
Un espace vectoriel normé (E. ||-||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (u,)nen d’élé-

ments de E converge dans E.

Définition 1.1.7. (Espace de Banach)
Un espace vectoriel normé (E,||-||), qui est complet pour sa norme est appelé un espace

de Banach.

Définition 1.1.8. (Application continue en un point)
Soient (E, ||-||g) et (F,||||r) deuz espaces normés, f : E — F une application et u un

point de E. f est dit continue au point u si :
Ve>0,In>0,YweE:|v—ullg<n=|fv)— flu)|r<e.

Définition 1.1.9. (Application continue)
Soient (E,||-||g) et (F,||-||r) deuz espaces normés. Une application f : E — F sera dite

continue sur E, si elle est continue en tout point de E, c’est-a-dire :
YVue E,Ve>0,In>0,Yw e E:|u—v|pg<n=|f(u)— fv)|r<e.

Définition 1.1.10. (Espace préhilbertien)
Soit E un espace vectoriel sur R. Un produit scalaire sur E est une application de E X E
dans R, notée (-,-) possédant les propriétés suivantes :

1. Yu,v,w € E,Va, € R: (au+ fv,w) =a(u,w)+ B (v,w),

2. Yu,v € E, (u,v) = (v,u),

3. YueE, (uyu) >0 et (u,u)=0= u=0.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.1.11. (Espace de Hilbert)
Un espace préhilbertien (E, (-,-)) est dit de Hilbert s’il est complet pour la norme associée

a son produit scalaire

|lu|| =/ (u,u), Yu € E.
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Théoréme 1.1.12. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (E,(+,-)) un espace préhilbertien. Alors pour tout u,v € E on a :
|(u, v)[ <[[ulll|v]-

Théoréme 1.1.13. (Theorem 5.5 [3])(Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)
Soit (H,(-,-)u) un espace de Hilbert. Pour tout f € H', il existe un unique v € H tel que

<f,U >H/7H:(U,U)H VUGI‘L
ot < -,- > g est le produit de dualité entre H' et H. De plus,
11 =llull e,

o [|fllm = sup [ < f,v>pm |
lvllz=1
Proposition 1.1.14. (Espace produit)
Soit d € N tel que d > 2, et sotent Hy,--- , Hy des espaces de Hilbert muni des produits
scalaires (-, ) g, et des normes associées ||-||u,. L’espace produit H = Hy X -+ X Hy est un

espace de Hilbert pour le produit scalaire

d
(w,v)n = Z(Uz‘avi)m Vu = (ur, - ,uq),v = (v1,- -+ ,vq) € H,

=1

dont la norme associée est

d
ol = (o
=1

Exemples 1.1.15. Soit d € {1,2,3}. On note par S¢ ’espace des tenseurs symétriques

1

ﬁ)i Vo = (v, ,vq) € H.

d’ordre deuz sur R, ou de maniére équivalente, ’espace des matrices symétriques d’ordre
d. L’élément nul des espaces R? et S¢ sera noté par 0. Le produit scalaire et la norme sur

R? et S? sont définis respectivement par :

d
1
wv= ) ui o]l = (v-v)? Va = (u),v = (v) €RY,
=1
d
1
o= oymy Tl =(r-m)F Vo =(oy).m=(r) €S,
ij=1

ou les indices i, j varient entre 1 et d.
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1.2 Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 Espaces C(I; X) et C}(I; X)

On note par I l'intervalle borné [0,7] avec T' > 0 ou lintervalle non borné R, . Soit
(X, || - |lx) un espace vectoriel normé.
e On désigne par C(I; X) l'espace des fonctions continues définis de I & valeurs dans
X.
e On désigne par C'(I; X) I'espace des fonctions contintiment différentiables sur [
a valeurs dans X. On note que v € C*(I; X) si et seulement si v € C(I; X) et
v € C(I; X), ici et ci-dessous, ¥ représente la dérivée de la fonction v.
e Si K est un sous-ensemble de X, on utilise encore la notation C(I; K) et C'(I; K)
pour ’ensemble des fonctions continues et contintiment différentiables définis de I

a valeurs dans K respectivement.

Proposition 1.2.1. Soit I = [0,7].
e L’application

v = vllex) = tfgg};]ﬂv(t)ﬂx

est une norme sur C(I; X).
o Si X est un espace de Banach, alors lespace (C([0,T1; X), ||“|lcqo,r1:x)) est de Ba-

nach.

1.2.2 Espaces de Lebesgue

Soient d € {1,2,3} et © un ouvert de R?.

Définition 1.2.2. (Les espaces L*(f))
e On note par L'(Q) 'espace des fonctions mesurables et intégrables sur 2 a valeurs
dans R.

e On note pour p € R avec 1 < p < oo l’espace
LP(Q) = {f : Q= R; f est mesurable et |f|P € L*(Q)}.
e On note pour p = oo l’espace

f:Q = R; f est mesurable et il existe une constante C' telle que

L>(Q) =
) ()| < C p.p. sur Q
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On munit les espaces LP(2) des normes suivantes :

(Jolf @) Pde)’ si1<p<oo,
inf{C;|f(x)| < C p.p. sur Q} sip=oc.

[l =

Théoréme 1.2.3. (Theorem 4.8 [3])(Fischer-Riesz)
LP(Q2) est un espace de Banach pour tout p, 1 < p < oo.

Proposition 1.2.4. Pour p =2, l’espace L*()) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire
(9 = [ F@g(e)da
Q

de norme associée )

1 flloa= ( / If(w)|2drv)2-

Corollaire 1.2.5. L’espace L?(Q)¢ est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

d

(f>g>L2(Q)d = Z(fi:gi)[),ﬂa

i=1

dont la norme associée est

d 1
1z = (XlIfil)
i=1
Théoréme 1.2.6. (Theorem 4.9 [3]) Soit (f,) une suite de LP(S2) et f € LP(QY) tel que

Alors, il existe une sous-suite (f,,) et une fonction h € LP(Q) telles que

(a) fo,(®) = f(x) p.p. sur .
(b) |fu.(x)| < h(x) VE, p.p. sur Q.
Théoréme 1.2.7. (Theorem 3.3 [{l])(Théoréme de Bochner)
Soient T > 0 et (X,||'||x) un espace de Banach, et soit v :]0,T[— X une fonction

mesurable. Alors v est intégrable si et seulement si ||v(t)||x est intégrable. De plus, on a
T T
H/ v(t)dtH < / o (t)]|xdt.
0 X 0

1.2.3 Espaces des matrices symétriques a valeurs dans L*(Q)

Considérons 'espace () défini comme suit :

Q= {0 = (0y);0i =0 € L*(Q), 1 <i,j < d}.



2. Quelques espaces fonctionnels 14

L’espace () est un espace de Hilbert muni du produit scalaire et de la norme suivants

(o, 7)o = /0' - Tdx, ITllo= (T - ‘r)% Vo, T € Q.
Q

1.2.4 Espaces des tenseurs de quatriéme ordre

C’est I'espace défini par
Qo = {e = (eijur) leijm = €jir = erij € L>(Q), 1 < 4,4, k, 1 < d}.

C’est un espace de Banach muni de la norme

lellqm = m%%q”%kl”mo(a)
11 est facile de voir que
leT|lo < d|ellg.llTllo pour tout € € Qu, T € Q. (1.1)

1.2.5 Espaces de Sobolev

Soient d € {1,2,3} et © un ouvert de R?.

Espaces H'(Q), H'(Q)?

Définition 1.2.8. L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

ov
1 — 2 . ) oo [ 2
HY(Q) = {'U e LQVie (L. df grel (Q)}.
On munit cet espace du produit scalaire suivant :
ou Ov
(w0 = (u,v)oa + Z (8% (‘3@)09

=1

La norme correspondante est :

)

1
_ 2
[olio= (v,v)g (Hva} o

Proposition 1.2.9. (Proposition 4.5.2 [2])
Lespace (H (), |||l1.c) est un espace de Hilbert.
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Corollaire 1.2.10. L’espace H*(Q)? est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

d

d
0uZ 0122
()@ = Y (i, vi)10 = Z i voq + Z dx;’ 5%

=1 1,5=1

dont la norme associée est

d
ol = (Slula)’ (Zuw
=1

Ovi 2 \2
+ZII U”on) -

1,j=1
Théoréme de trace et formules de Green

On commence par rappeler la définition d’'un ouvert lipschitzien.

Définition 1.2.11. (Definition 1.2.1.1 [6])
Soit Q un ouvert de R?. On dit que sa frontiere I est lipschitzienne ou que §) est lipschitzien
si pour tout ® € T, il existe un voisinage V de = dans R? et des nouveaur azes de

coordonnées orthogonauz {y,- - ,ya} tels que

1. 'V est un parallélotope dans les nouveaux axes de coordonnées :
Vi={(y1,+ va), —a; <y; <a;,1 <j<d}.
2. 1l existe une fonction lipschitzienne o, définie dans
V' ={(y1, - Ya1), —a; <y; <a;,1 <j<d-—1},

et telle que
a
lo(y')] < Ed pour tout y" = (y1,...ya1) € V',
QNV={y="\ ) eV, ya<o)}
INV={y=. )<V, ya= ¥}

En d’autres termes, dans un voisinage de x, la frontiere I', est le graphe de .

Théoréme 1.2.12. (Théoreme 1.2 [9]) (Théoréme de trace)
Soit Q un ouvert borné de R? & frontiere lipschitzienne I'. Alors il existe une unique

application linéaire continue

Yo : HY(Q2) — L*(T)

U — You,

de sorte que, pour tout v € D(Q), on ait yov = v|r, i.e. yov(z) = v(x) pour tout x € T.
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Corollaire 1.2.13. Soit Q un ouvert borné de R% & frontiere lipschitzienne I'. Alors il

existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toute fonction v € H'(Q)?, on a

vl L2y < cllvll gy

Théoréme 1.2.14. (Theorem 1.5.3.1 [6])(Formule de Green)

Soit Q un ouvert borné de RY a frontiere lipschitzienne I'. Alors pour tout u,v € H*(Q),

/ Ouvdw+/uﬁv dw:/youyovyida V1 <1 <d,
o Ox; o Oz r

ot v; désigne la 1™ composante du vecteur unité normal o I dirigé vers lextérieur de §Q.

on a

Définition 1.2.15. On définit l'opérateur de déformation € : H'(Q)¢ — Q par

e(w) = (), eulu) = lusy ug)  1<ij<dw=(w) € H'(©O)

lindexe qui suit une virgule désignant la dérivée partielle par rapport a la composante

correspondante de la variable spatiale x, c’est-a-dire, u;; = gz?.
J

Corollaire 1.2.16. Soit Q un ouvert borné de R* a frontiére lipschitzienne I'. Pour les
fonctions o : Q© — S et v : Q — RY telles que o € H' Q)™ et v € HY(Q)?, la formule

de Green suivante est satisfaite :

/a~€(v)dw+/DiV0'-vda::/0'1/~vda, (1.2)

Q Q r

ict et ci-dessous, Div désigne l'opérateur de divergence, c’est-a-dire, Div o = (0yj ;).

L’espace de champ de déplacements

Considérons un domaine borné  C R¢, a frontiére lipschitzienne I' et laissons I'; étre
une partie mesurable de I" telle que mes (I';) > 0.
Pour I’étude variationnelle des problémes de contact dans les chapitres suivants, nous

aurons besoin de définir I’espace variationnel V' suivant :
V={ve H(Q)%v=0 sur T},
Proposition 1.2.17. V est un sous espace vectoriel fermé de H'(Q)<.

Proposition 1.2.18. Soit Q un ouvert borné connexe a frontiére lipschitzienne I'. L’ap-
plication v —||e(v)|| 2y est une norme sur V.

De plus, cette norme est induite du produit scalaire (u,v) € V? — [e(u)-e(v)de.
Q
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Notations 1.2.19. On note par

e(v)lle-

(woy = [ew @iz, [olv = (v-0); |

Q

Théoréme 1.2.20. (Inégalité de Korn)
Soit Q un ouvert borné de R? & frontiére lipschitzienne I'. Il existe une constante C' > 0

telle que, pour toute fonction v € HY(Q)?, on a

1
2
(Il + e @)lZz@a) " = Cllwllm e

Corollaire 1.2.21. Soit Q2 un ouvert borné connexe a frontiére lipschitzienne I'. Alors il

existe une constante cx > 0 telle que, pour toute fonction v € V', on a

[ollv= ek vl - (1.3)

Corollaire 1.2.22. Soit 2 un ouvert borné connexe a frontiére lipschitzienne I'. L’espace

(V,(+,-)v) est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.2.23. Soit Q) un ouvert borné connexe a frontiére lipschitzienne I'. Alors
V|l 2rye < collvlly pour tout 1 =2,3, v eV, (1.4)

ol ¢y 1= i est une constante positive.

Démonstration. Conséquence directe du Théoréme de trace (Corollaire [1.2.13)) et 'in-

égalite (|1.3)). [ |

1.3 Inclusions dépendantes du temps

1.3.1 Quelques rappels d’analyse convexe

Définition 1.3.1. (Domaine effectif, Fonction propre)
Soit X un ensemble et soit f: X — RU{%oo0}.
e Le domaine effectif de [ est l’ensemble défini par :

dom(f) ={z € X : f(z) < +o0}.

o [ est dite propre, si dom(f) # 0 et f(x) > —o0 pour tout x € dom(f).
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Définition 1.3.2. (Ensemble convexe)
Un sous ensemble C' d’un espace vectoriel X est dit convexe si pour tout x,y € C' et pour

tout A € [0, 1] nous avons

Ar+ (1— Ny e C.

Définition 1.3.3. (Fonction convexe)
Soit C' un ensemble convezxe et soit f : C — R U {F+oo}, on dit que f est une fonction

conveze si pour tout x,y € dom(f) et pour tout A € [0,1], on a

FOz+ (1 =XNy) < M(@) + (1= Nf(y).

Définition 1.3.4. (Céne)

Un sous-ensemble non vide C' de X est appelé un céone si pour tout x € C' et tout A > 0,

on a \x € C.

Remarque 1.3.5. L’ensemble C' est un céone convexe s’il est a la fois un céone et un

ensemble convexe.

Définition 1.3.6. (Céne normal)
Soit (X, (+,-)x) un espace préhilbertien. Le cone normal & un sous-ensemble convexe non

wide C' dans X en un point xg € C est défini par
Ne(zg) ={pe X : (p,x —x0)x <0,Vz € C}.

Définition 1.3.7. (Sous-différentiel)
Soit f : X — R U {400} une fonction convexe, propre et soit xg € dom(f). Le sous-

différentiel Of (xo) est le sous-ensemble défini par :

af(%) = {p € X7 (pwm_:EO)X < f(ZL‘) - f(:L‘O),VI € X}

1.3.2 Opérateurs fortement monotones, lipschitziens, de mémoire

Définition 1.3.8. (Opérateur fortement monotone)
Soit (X, (-,-)x) un espace préhilbertien de norme ||-|x et soit A: X — X un opérateur.

L’opérateur A est dit fortement monotone s’il existe une constante my > 0 telle que
(Au— Av,u—v)x = mallu —v|% Vu,v € X.

Définition 1.3.9. (Opérateur lipschitzien)
Soit (X, ||-]|x) un espace vectoriel normé et soit A: X — X un opérateur. L’opérateur A

est dit lipschitzien s’il existe une constante L, > 0 telle que

|Au — Av||x < La|lu — v||x Yu,v € X.
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Définition 1.3.10. (Opérateur de mémoire)
Soient (X, ||-|lx) et (Y| - |ly) des espaces normés.
On dit que Uopérateur S : C(I; X) — C(I;Y) est un opérateur de mémoire si pour tout

compact J C I il existe Lf7 > 0 telle que

¢
|Sui(t) — Sua(t)|ly < L%/ |lur(s) — uz(s)||xds pour tout uy, ug € C(1; X), t € J.
0

1.3.3 Premier probléme d’inclusion dépendante du temps

Considérons les espaces de Hilbert X et Y muni des produits scalaires (-, )x, (+,*)y
et des normes associées || - ||x, || - ||y respectivement. K et A des sous ensembles de X et
Y respectivement. Considérons de plus les hypothéses suivantes :

(K) K un cone convexe fermé qui contient Ox.

(
A X — Xest un opérateur fortement monotone et lipschitzien,

i.e., il existe my > 0 et Ly > 0 tels que
(Au—Av,u—v)x > mallu—v|%  VYu,veX.

|Au — Av||x< Lal|lu — v||x Vu,v € X.

|

)
S:C(I; X) — C(I; X) est un opérateur de mémoire,

(S) i.e., pour tout compact J C I, il existe L§ > 0 tel que

t
|Sui(t) — Sua(t)||x < LS [(lua(s) — ua(s)|| xds — Vui,us € C(I; X).
0

\

G j + K — R est une fonction convexe, positivement homogéne
1
(ie,jlax) = aj(x), Vo € K, a > 0) et lipschitzienne.

(f) fecC; X).

Commencons par prolonger la fonction j : K — R de I'ensemble K a l'espace X tout
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entier. Pour cela, nous introduisons la fonction J définie par :

J: X = RU{+o0}
J(v sive K,
J(v) = ) (1.5)
+o0 sivé¢g K.
Ensuite, en utilisant les hypothéses (K) et (j;), il vient que la fonction J est propre,

convexe, Oy € dom(J) et J(0x) = 0. Alors on peut définir 'ensemble C'; le sous-

différentiel de J au point Oy, i.e.,
C:=0J00x)={(eX:JWw)>({v)x Yve X}, (1.6)
qui est un ensemble non vide convexe fermé. Pour tout ¢ € I posons
C(t):= f(t) - C. (1.7)

L’ensemble C(t) est non vide convexe. Avec ces notations, on considére le probléme d’in-
clusion suivant :

Probléme 1 : Trouver u : I — X tel que :
—u(t) € New (Au(t) + Su(t)) Vtel.

Théoréme 1.3.11. (Corollary 3.9. [1])
Supposons que les hypothéses (K)—(f) sont satisfaites. Alors, le Probléme 1 admet une

unique solution u avec la régularité u € C(I; K).

La preuve est basée sur le lemme d’équivalence suivant :

Lemme 1.3.12. Soient X,Y des espaces de Hilbert et supposons que les hypothéses (K)
et (j1) sont satisfaites. De plus, soit f:1 — X, u, z€ X, t €I et soit J, C, C(t) définis
par (1.5), (1.6) et (1.7)) respectivement. Alors, I’équivalence suivante est satisfaite :

ve K, jw)—ju)>(f(t) —zv—u)x Yve K & —uc Newl(z).

1.3.4 Deuxiéme probléme d’inclusion dépendante du temps

En plus des hypotheéses (K), (A), (S) et (f), on ajoute les hypothéses suivantes :
R :C(I; X) — C(I; A) est un opérateur de mémoire,

(R) i.e., pour tout compact J C I, il existe L? > 0 tel que

| Ruy (t) — Rus(t)]|y < L% f||u1 —us(s)||xds  Vuy,ug € C(I; X).

\
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(

j: A x K — R satisfait :
(a) j(n,-): K — R est une fonction convexe, positivement homogéne
(j2) < et lipschitzienne, pour tout n € A.

(b) Il existe o; > 0 tel que pour tout 1,12 € A, v1,v9 € K

70, v2) = (s, v1) + 5 (02, 01) = 5(2, v2) < @llm = m2llv [l — e x-

Commencons par prolonger la fonction 7 : A x K — R. Nous introduisons alors la
fonction J définie par :
J:Ax X = RU{+o0}
j(v) sive K,
J(n,v) = Vn € A. (1.8)
+0o0 sivég K.

Ensuite, en utilisant les hypotheéses (K) et (j2), il vient que pour tout n € A, la fonction
J(n,-) est propre, convexe, Ox € dom(J(n,)) et J(n,0x) = 0. Alors on peut définir
I'ensemble C(n); le sous-différentiel de J(n,-) au point Oy, i.e.,

C(n) :==0J(n,0x) ={ € X : J(n,v) = (§,v)x Yve X}, (1.9)
qui est un ensemble non vide convexe fermé. Pour tout ¢t € I, posons

Cn,t) = f(t) = Cn). (1.10)

L’ensemble C'(n,t) est non vide convexe. Avec ces notations, on considére le probléme
d’inclusion suivant :

Probléme 2 : Trouver u : I — X tel que :
—u(t) € NC(Ru(t),t)(Au<t) + Su(t)) vt e I.

Théoréme 1.3.13. (Corollary 3.7. [1])
Supposons que les hypothéses (K), (A), (S), (f), (R) et (j2) sont satisfaites. Alors, le

Probleme 2 admet une unique solution u avec la régularité u € C(I; K).

La preuve est basée sur le lemme d’équivalence suivant :

Lemme 1.3.14. Soient X,Y des espaces de Hilbert et supposons que les hypothéses (K)
et (j2)(a) sont satisfaites. De plus, soit f : I — X, n€ A, u, z€ X, t €I et soit J, C(n),

C(n,t) définis par (1.8)), (1.9) et (1.10) respectivement. Alors, ’équivalence suivante est

satisfaite :

we K, jm,v)=imu) = (f(t) =z v—u)x Yoe K —uc Nopy(2).
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1.3.5 Troisiéme probléme d’inclusion dépendante du temps

Considérons les hypotheses (K), (A4), (S), (f), (R), (j2) et ajoutons les hypotheses

suivantes :
(B) B : X — X est un opérateur lipschitzien, i.e., il existe Lg > 0 tel que
|Bu — Bv||x< Lgl||lu —v||x Yu,v € X.
(up) up € X.

Considérons la fonction J et les ensembles C(n), C(n, t) définis par (1.8)), (1.9) et (1.10])

respectivement.
Le troisiéme probléme d’inclusion est le suivant :

Probléme 3 : Trouver u : I — X tel que :

—ﬂ(t) € Nc(Ru(t%t)(AiL(t) + Bu(t) + Su(t)) vVt eI,
u(0) = uy.

Théoréme 1.3.15. (Corollary 4.2. [1])
Supposons que les hypotheéses (K), (A), (S), (f), (R), (j2), (B) et (ug) sont satisfaites.
Alors, le Probléme 8 admet une unique solution u avec la régularité u € C*(I; X) et

uweC(l; K).



Chapitre

Probléme de contact

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de contact mécanique préliminaire
avec des conditions aux limites mélées. Ensuite, nous établissons sa formulation variation-
nelle et définissons quelques opérateurs. Nous démontrons que ces opérateurs satisfont a
certaines propriétés utiles pour la suite. Dans ce chapitre, I représente 'intervalle borné

[0,7] avec T > 0 de R.

2.1 Cadre physique et position du probléme

Considérons un matériau déformable occupant dans sa configuration de référence un
domaine borné connexe Q C R¢ (d = 1,2, 3), avec une frontiére lipschitzienne I, divisée
en trois parties disjointes mesurables I'1, 'y et I'g telles que mes (I'y) > 0. Nous étudions
le processus d’évolution de 1’état mécanique du matériau dans un intervalle de temps
[0,7], avec T > 0. Le matériau est encastré sur I'y, soumis a des efforts volumiques a
I'intérieur du matériau et des efforts surfaciques sur I';. L’équilibre du matériau dans ce
cadre physique peut étre décrit par divers modeéles mathématiques, obtenus en utilisant
différentes hypothéses mécaniques.

Le modéle mécanique que nous considérons ici est le suivant :

Trouver un champ de déplacements u : € x [0,7] — R? et un champ de contraintes

23
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o, Q2 x[0,T] —S% i=1,2, tels que, pour tout ¢ € [0, 7]

Div o;(t) + fo(t) =0 dans Q, (2.1)
u(t) =0 sur I'y, (2.2)
oi(t)v = fo(t) sur 'y, (2.3)
ou o;(t) peut prendre I'une des expressions suivantes :
o1(t) = Ae(u(t)) + /B(t —s)e(u(s))ds  dans Q, (2.4)
oo(t) = Ae(u(t)) + Ee(ul(t)) + /B(t — s)e(u(s))ds dans Q. (2.5)

0

Les conditions sur I'3 seront précisées dans le chapitre suivant selon le probléme traité.

L’équation ([2.4]) représente la loi constitutive dans laquelle A est I'opérateur d’élasticité,
supposé étre non linéaire, et B représente le tenseur de relaxation. Par contre, I’équation
(2.5 représente la loi constitutive dans laquelle A est 'opérateur de viscosité, £ est 'opé-
rateur d’élasticité et B représente le tenseur de relaxation. Ensuite, ’équation est
I’équation d’équilibre dans laquelle f; représente la densité des forces volumiques, suppo-
sée dépendre du temps. La condition représente la condition au bord de déplacement
qui signifie que le matériau est encastré sur la partie I'; de sa frontiére pendant le proces-
sus. La condition ([2.3|) représente la condition de traction qui signifie que des tractions

surfaciques de densité fy, supposée dépendre du temps, agissent sur I's.

Ici et ci-dessous, afin de simplifier la notation, souvent nous n’indiquons pas explicite-
) )

ment la dépendance des différentes fonctions par rapport a la variable spatiale x € QUT.

2.2 Hypothéses fondamentales pour le probléme méca-

nique

Pour I’étude variationnelle du probléme mécanique posé ci-dessus, nous considérons

les hypothéses suivantes :
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e L’opérateur A satisfait les hypothéses suivantes :

(
(a) A:QxS?— S
(b) Il existe L 4 > 0tel que
Az, 1) — Az, &2)|| < Laller — &2 Ver,e2 € S%pp. @ € Q.
(c) 1l existem 4 > 0tel que
(A(z,e1) — A(x,€2)).(e1 — €2) > muller — e2]|>  Vei,ea € S4pp. €

(d) La fonction & — A(x, €) est mesurable sur €2, pour tout € € S°.

[ (e) A(x,0) =0 p.p. ¢ € Q.
(2.6)

e Le tenseur de relaxation B et les densités de forces volumiques et de tractions de

surface satisfont les hypothéses de régularité suivantes :

B eC([0,T]; Qu). (2.7)
fo € C([0,T]; L*()"). (2.8)
£2 € C([0,T]; L*(To)%). (2.9)

e L’opérateur £ satisfait les hypothéses suivantes :

7

(a)E:Q xS — S
(b) 11 existe Lg > 0 tel que
1E(m,e1) — E(z,€2)[| < Leller — €2 Ver,e2 €S%pp. x € Q.

(¢) La fonction & — &(x, &) est mesurable sur €, pour tout &€ € S%

k(d)E(:c,O) =0 pp.xz €

(2.10)
Des hypothéses supplémentaires seront mentionnées dans le chapitre suivant selon les

conditions aux limites posées sur I's.

2.3 Formulation variationnelle du probléme mécanique

Dans cette section, nous établissons la formulation variationnelle du probléme posé
dans la Section 2.1l

Commencons par préciser I’ensemble des fonctions test

V={veH Q) :v=0surI'}.
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Rappelons que V' est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-, ) (Lemme |1.2.22)).
Ensuite, supposons que (u, o;) représente un couple de fonctions suffisamment réguliéres

qui satisfait (2.1)—(2.3)). Fixons t € [0, 7] et posons
wi (t) = u(t) et wa(t) = u(t),

soit v € V.
En multipliant I’équation par (v — w;(t)) (i =1 ou i = 2) et en intégrant sur €, il
vient que

/Div ot - (v — wyt dzc+/f0 (v — wi(t))da = 0.

Q
L’intégrale contenant la divergence est transformee en utilisant la formule de Green (1.2)) :

[ i) (eto) = etwitt m—/m (o= wit)de+ [ (b (o wi(b)da

On décompose alors I'intégrale sur T', et on utilise les conditions aux limites (2.2)) et ([2.3),

on obtient
[ i) (eto) - sty cm—/ﬁ (v — wi(t))da

/f2 (v — wilt ))da—i—/ai(t)y-(v—wi(t))da. (2.11)

L’intégrale sur I's sera traitée dans le chapitre suivant.

A cette étape, et vu les expressions de o (t) et o2(t), nous considérons les opérateurs

A et S définis comme suit
AV sV

(Au,v)y = /As(u) -e(v)dx pour tout u,v € V, (2.12)
0

S:C([0,T);V) = C([0,T]; V)

t

(Su(t),v)y = (/B(t — s)s(u(s))ds,e(v)> pour tout w € C([0,T]; V), v e V.

0 Q

(2.13)

On définit aussi la fonction
f:017) -V

(f(t),v)y = /fo(t) -vdx + /fQ(t) ‘vda pour tout v € V, t € [0,T].  (2.14)
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Lemme 2.3.1. Sous Uhypothese (2.6)), l'opérateur A défini par (2.12)) est :
1. bien défini,
2. fortement monotone,

3. lipschitzien.

Démonstration.

1. Soit u € V fixé, on a la forme linéaire v — [ Ae(u) - e(v)dx est continue sur V.

Q
En effet, soit v € V. On a A(x,0) = 0 d’aprés ’hypothése (e) de (2.6]), on obtient

alors
/Az—:(u) ce(v)dx = / (A(a:,s(u(a:))) - A(m,O)) -e(v(x))de.
Q 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans S?, ensuite, I'hypothése (b) de
(2.6), on trouve

| / e (u) - e(v)d| < / A, e(u(@)) — Az, 0)| e (v(@)) |dx
Q
<Ly / Je(ut@)ll(v(e)| da.

En utilisant encore une fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L*((2), il vient que

|/As v)dz| < Iy /||€ )|Pdz) /||€ ||2da:

= Lallullvllvflv.

Ceci prouve que la forme linéaire v — [ Ae(u) - e(v)dax est continue sur V, ce qui
Q
implique d’apres le Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet I'existence d’un

unique élément Au € V' qui satisfait

(Au,v)y = /Ae(u) -e(v)dx pour tout v € V.

2. Soient u,v € V, nous avons

(Au — Av,u — v)y = (Au,u —v)y — (Av,u —v)y

= / (Al e(u(@) - A@.e(v(@))) - (s(u(@)) - e(v() )de.

Q
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En utilisant 'hypotheése (c¢) de (2.6]), nous trouvons

(Au — Av,u — v)y > mA/He u(z)) — e(v(z))||*dz

—mA/ne u-v)(@)|de

= mullu — vy,

ce qui montre que I'opérateur A est fortement monotone.

3. Soient maintenant u, v, w € V, nous avons

(Au — Av,w)y = / (A(a:, e(u(z))) — Az, e(v(m)))) ce(w(z))dz.

Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans S¢, nous trouvons

(Au — Av, w)y < /||A(:v, e(u(z))) — A, e(v(x)))l|]le(w(x))l|d.
Q

En utilisant I'hypothese (b) de (2.6) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?((),

on obtient

(Au — Av, w)y < LA/HE(U(«’L')) —e(v(@))][|e(w(z))]|de

< L / le(ua)) - e |dw) ( / Je(w |dm)1

= Lallu —vfv[lwly.
Prenons maintenant w = Au — Awv, il vient que
[Au — Av|ly < Lallu —vl|v,

ce qui montre que 'opérateur A est lipschitzien.

Lemme 2.3.2. Sous Uhypothése (2.7)), Uopérateur S défini par (2.13) est :
1. bien défini,

2. de mémoire.
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Démonstration.
1. Soit w € C([|0,T];V). Fixons t € [0,T], soit v € V, en utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz dans @), on obtient

'(/BH ())ds, & )H\/Bt—s w(s)ds|| [le(®)]lo-

En utilisant le Théoréme de Bochner, ensuite, I'inégalité (1.1)), on trouve

‘(/tB@—S)S(U(s))ds,dv))Q’ < st(v)HQ/tHB@—s)HQoo\|e(u(s))\|st.

Ensuite, en utilisant 'hypothése ([2.7)), il vient que

‘(/ B“‘S>’°‘<“<S>>ds7€<v>)Q\ @ max 15(5) o /Hu Jlvds]livllv,

ce qui montre que la forme linéaire v — (f B(t—s)e(u(s))ds, e(v)) est continue
sur V. On applique le Théoréme de représgntation de Riesz-Fréchet, il résulte qu’il
existe un unique élément Su(t) € V qui satisfait (2.13).

Reste a montrer que Su est continue sur [0,7]. Pour cela, soient ¢,ty € [0,7] et

supposons que t > ty, NOUS avons

(Sult) — Sulty), v)y — (js(t—s ds—/B o — s)e(u(s))ds, s(v))

Q

to

= (] (B9~ Bt - 9))etutsnas s<v>)

rd Q

t

+ (/B(t - s)s(u(s))ds,e('v)) :

; Q
0

En utilisant les mémes argument précédents, on obtient

to
(Su(t) = Sulto), v)y < dH’vHv/ B(t —5) = Blto = s)|| , llu(s)llvds
0 S}

+ ol IBlequaan [ lu)lvs

Ensuite, comme u € C([0,7; V'), on obtient

¢S]

(Sult) = Su(ts).v)y < dlo]lv | 3= - Bto — )] _uts)1vas

d B . t— 1o
+ dl[ollv[[Blleqoryqu) max lu(s)livit —tol
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Finalement, prenons v = Su(t) — Su(ty) on obtient

|Su(t) — Sulty)|lv < d / |B(t ~ )~ B(to - 5) o llus) s

oo

+ d[|Blle(o,11:000) 1elleo.r10) [ — tol -
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers ¢y, on obtient

lim [|Sw(t) — Su(to)||y = 0.

t—to

On traite le cas ou t < tg de la méme maniére, ce qui montre que Swu est continue
sur [0, 7.
2. Soient uy, uy € C([0,T); V), w € V et t € [0,T], nous avons

(Sui(t) — Sus(t), w)y = (Sui(t),w)y — (Sus(t), w)y

- ( ] B(t—s)e(ul(s))ds,e(w)> - ( j B(t—s)s(ug(s))ds,s(’w)>

Q Q

t

= (] Bt (etus(6))  etuate) ds.etuw)

4 Q

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (), ensuite, en utilisant le théoréme

de Bochner, nous trouvons

(Suslt) = Sua(®).wlv < [le(w)lo [ [[Bie - 9)(stws(s) - sluas))| ds

Nous utilisons maintenant 'inégalité (|1.1]), ensuite, ’hypothése ([2.7) nous obtenons

(Sui(t) — Sus(t), w)y < d\ls(w)\lcz/lll?(t = s)llQulle(ur(s)) — e(ua(s))llods
< dlle(w)lleIBlleqo.r1:@u) /IIE(U&(S)) — e(ua(s))llqds

t
= dl[wllv[|Blleqo,r1:Qw) /Hul(é’) — us(s)llvds
0

Finalement, nous prenons w = Su;(t) — Sus(t), nous déduisons l'existence d’une

constante positive Ls := d||B|c(o,11:0..), telle que :

[Sus(t) = Sus(t)]lv < Ls/Hul(S) — uy(s)[lvds,

ce qui termine la preuve.
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Lemme 2.3.3. Sous les hypotheses (2.8) et (2.9), la fonction f définie par (2.14]) est :

1. bien défini,

2. continue.

Démonstration.
1. Pour ¢ € [0, 7] fixé, la forme linéaire v — [ fo(¢)-vdx + [ fo(t) v da est continue

Q )
sur V. En effet, soit v € V, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?($)¢

et L?(I'y)? respectivement, on trouve que

< oDl 2@allvll 2@y + [ F2(O)l 2oyl vl L2y

< N fo@)llz@yallvll ar@ye + | F2(E) [ L2rg)allv] L2 (ry)a-

En utilisant I'inégalité (1.3) et l'inégalité de trace (1.4]), on obtient

1
| / Folt) - vda + / £:0) - vdal < | fo®llulloll + ol £ zzeplloly
QO I

= ci|v]|v,

ot ¢ := W Fo(O)l r2cana + coll Fo ()|l 12(r.ya, ce qui montre la continuité de la forme
ol Fo) 2 | £2(D)]] 2(ry)a, ce q

lindaire v — [ fo(t) - vdx + [ fa(t) - vda sur V. Il résulte grace au Théoréme
Q Iy
de représentation de Riesz-Fréchet I'existence d'un élément unique f(t) € V, qui

satisfait (2.14]).

2. Soient t,ty € [0,T], on a

(f(t) — / — folto)) - 'vda:+/(f2(t) — f2(t)) - vda.
Q

I

En utilisant les mémes étapes dans la preuve ci-dessus, il vient que

(F(t) = f(to), v)v < %Hfo(t) — folto)ll2@ellvllv + coll f2(t) — Falto) |l 2rayallvllv

Prenons maintenant v = f(t) — f(to), on trouve

IF(t) = Fto)llv < illfo(t) = Jolto)ll 2@ + coll F2(t) = Falto) | L2(ry)e-
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En passant a la limite lorsque t tend vers tg, et en utilisant le fait que

fo€C(0,T]; L>(Q)4) et £, € C([0,T); L*(T'5)?), il vient que

lim || £(£) — £(to)lv = 0.

t—to

Ceci termine la preuve.



Chapitre

Trois problémes de contact

viscoélastique

A partir du probléme posé et de sa formulation variationnelle décrite dans le chapitre
précédent, nous spécifions trois modéles de contact mécanique viscoélastique et établissons
leurs formulations variationnelles dans ce chapitre. Ensuite, nous transformons ces formu-
lations & des problémes d’inclusions dépendantes du temps, afin d’appliquer les théoréemes
d’existence et d’unicité énoncés au premier chapitre.

Ici, nous désignons par v, et v, les composantes normales et tangentielles de déplacement

sur I' qui sont données par
v, =V U, V=V — U, V. (3.1)

Nous notons aussi par 0, et o, les contraintes normales et tangentielles sur I', définies
par

o, = (ov) - v, o, =0V —0o,U. (3.2)

En utilisant les relations (3.1]) et (3.2]), ensuite les relations d’orthogonalité v, - v = 0 et

o,-v =0 ([12]), nous obtenons la relation suivante :

ov-v=(o,w+o,;) (vW+v,)=0,0,+0, v, (3.3)

33
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3.1 Premier probléme mécanique

3.1.1 Position du probléme mécanique

Le modeéle de contact viscoélastique que nous considérons dans cette section est le pro-
bléme de contact sans frottement de Signiorini, qui modélise le contact avec une fondation
parfaitement rigide. L’énoncé de ce probléme est le suivant :

Probléme 1 : Trouver un champ de déplacements u : Q x [0,7] — R? et un champ de
contraintes o : Q x [0,T] — S? tels que, pour tout ¢ € [0, T
t
o(t) = Ae(u(t)) + /B(t — s)e(u(s))ds dans 2, (3.4)

0

Div o (t) + fo(t) =0 dans , (3.5)
u(t) =0 sur Ty, (3.6)

ot = f(t) sur Ty, (3.7)

w(t) <0, o) <0, o () =0  surTy, (3.8)
o.(t) =0 sur T, (3.9)

Les équations (3.4]), (3.5)) et les conditions aux limites (3.6|), (3.7)) ont été décrites dans
la Section . La condition (3.8]) représente la condition de Signiorini qui montre qu’en cas

de contact c’est le matériau qui se déforme et qu’il ne peut y avoir d’interpénétration entre
le matériau et la fondation. Enfin, la condition représente la condition de contact
sans frottement. Elle montre que la force de frottement o, disparait pendant le processus.
Il s’agit d’une idéalisation du processus, car méme des surfaces complétement lubrifiées
générent une résistance au cisaillement au mouvement tangentiel. Cependant, cette mo-
délisation est une approche suffisamment bonne de la réalité dans certaines situations,

particulierement lorsque les surfaces de contact sont lubrifiées.

3.1.2 Hypothéses fondamentales pour le probléme mécanique

Pour I'étude variationnelle du probléme mécanique (3.4)—(3.9), nous considérons les
hypothéses suivantes :

e L’opérateur d’élasticité A satisfait les hypothéses données par (2.6]).
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e Le tenseur de relaxation B et les densités de forces volumiques et de tractions de

surface satisfont les hypothéses de régularité (2.7)—(2.9)).

3.1.3 Formulation variationnelle du probléme mécanique

Dans cette section, nous établissons la formulation variationnelle associée au Probléme
1. On part de I'équation (2.11]) décrite dans le chapitre précédent aprés substitution de

I'équation (3.4]) dans l'intégrale du membre gauche, on trouve

/.As(u(t))~<s( ) — dw+//6t—s (s))ds - ( (v )—e(u(t)))da:

/fo (v—uf(t daz—l—/ fo(t)-(v—u(t )da+/ (t)v-(v—u(t))da YveV, tel0,T].

(3.10)

Ensuite, en utilisant la relation (3.3]), on obtient

/a(t)v (v —wu(t))da = /al,(t)(vy —u,(t))da + /O'T(t) (v, —u,(t))da.

I's T's I's

On suppose que v vérifie la méme hypothése v, < 0 sur I's que u(t), i.e., que v € U, on

U est ’ensemble des déplacements admissibles défini par
U={veV:v, <0 pp. surI's}. (3.11)
En utilisant la condition (3.9)), ensuite, les conditions de Signiorini ({3.8)), on trouve

/O'(t)l/ (v —u(t))da = /a,,(t)v,, da > 0, (3.12)

s s

puisque o, (t)u,(t) =0, 0,(t) <0 et v, <0 du fait que v € U.
En combinant (3.10]) et (3.12)), on obtient la formulation variationnelle suivante :

Probléme PV1 : Trouver un champ de déplacements w : [0, 7] — U tel que :

/.Ae(u(t))-(z—:( ) — da:+//8t—s ())ds - ( (v )—s(u(t)))da:
Z/fo(t)-( dw+/f2 (v—wu(t))da YveUtec|0,T].

(3.13)
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3.1.4 Probléme équivalent en terme du cone
Dans cette section, on va transformer le Probléme PV1 en un probléme en terme du
cone.

En utilisant les notations (2.12))—([2.14)), on peut écrire 'inégalité (3.13|) sous la forme

suivante :

0> (f(t) ~ Au(t) — Su(t),v — u(t))v Vv e U, te0,T). (3.14)

Lemme 3.1.1. L’ensemble U défini par (3.11)) est un cone convexe fermé qui contient
0y

Démonstration. Tout d’abord, il est clair que 0y € U.
Soient u, v € U et A € [0,1], on a Au+ (1 — A\)v € V puisque V est un espace vectoriel.

De plus, on a
(Au+ (1 =XNv), = A, + (1 — A)v, <0,

car u, < 0 et v, <0, ce qui montre que U est un ensemble convexe.

Ensuite, soit v € U, i.e., v € V et v, < 0 sur I's. Soit A > 0, alors Av € V et
(\v), = A, <0,

d’ott U est un cone.

Finalement, soit (v,,),en une suite de fonctions de U, qui converge vers v dans V. L’inéga-
lité de trace implique que la suite (v,),en converge vers v dans L?(I's)?. En utilisant
maintenant le Théoréme m, il existe alors une sous-suite (v, )ren qui converge presque

partout vers v lorsque k — co. Comme (v, )reny C U, on a
(Uny )y <0 p.p. sur I's, Vk € N.
Passant a la limite quand £ — oo, on obtient
v, <0 p-p. sur I's,
ce qui montre que v € U, et donc U est fermé. |

Proposition 3.1.2. Le Probleme PV1 est équivalent au probléeme suivant :

Probléme E1 : Trouver un champ de déplacements w : [0,T] — U tel que :

—u(t) € Noy(Au(t) + Su(t)) Ve [0,T]. (3.15)
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Démonstration. D’aprés ce qui précede, 'inégalité est équivalente a l'inégalité
. Il suffit alors d’appliquer le Lemme avec X =V, K =U et j est la fonction
nulle. Dans ce cas J = Iy, ou Iy est la fonction indicatrice (Iy(v) = 0si v € U et +00
sinon), C = dIy(0y) et C(t) = f(t) — dIy(0y) pour tout ¢t € [0,T]. L’hypothese (K) est

satisfaite grace au Lemme (3.1.1] [ |

3.1.5 Existence et unicité de la solution faible

Théoréme 3.1.3. Supposons que les hypotheéses (2.6)—(2.9) sont satisfaites. Alors, le
Probléme E1 (et donc le Probleme PV1 aussi) admet une unique solution w € C([0,T); U).

Démonstration. La preuve découle directement de I’application du Théoréeme
avec X =V, K =U et j est la fonction nulle.

L’hypothese (K) est satisfaite grace au Lemme [3.1.1]

Le Lemme garantie que ’hypothése (A) est satisfaite.

L’hypothése (f) est satisfaite grace au Lemme [2.3.3]

Le Lemme assure que I’hypothése (S) est satisfaite. La fonction nulle est une fonction

convexe, positivement homogéne et lipschitzienne. |

3.2 Deuxiéme probléme mécanique

3.2.1 Position du probléme mécanique

Le modéle mécanique que nous considérons dans cette section est un modéle mécanique
sans frottement basé sur une loi constitutive spécifique et des conditions aux limites
d’interface, qui seront décrites ci-dessous. L’énoncé de ce probléme est le suivant :
Probléme 2 : Trouver un champ de déplacements u :  x [0,T] — R? et un champ de

contraintes o : Q x [0, 7] — S? tels que, pour tout t € [0, T]]

o(t) = Ae(u(t)) + /B(t — s)e(u(s))ds dans €, (3.16)
Div o(t) + fo(t) =0 dans €, (3.17)
u(t)=0 sur I'y, (3.18)

o(t)v = fi(t) sur Iy, (3.19)



3.2. Deuxiéme probléme mécanique 38

0 si wu,(t) <0, (s s (3.20)
—0,(t) = t
F([uf(s)ds) si w(t) >0,
0 J
o.(t)=0 sur ['s. (3.21)

Nous désignons par la fonction v la partie positive de v, ¢’est-a-dire, v = max{0, v},
et par la fonction v~ la partie négative de v, c’est-a-dire, v~ = min{0, v}. Alors, on peut
écrire

v=0v"+0v". (3.22)

Les équations (3.16]), (3.17) et les conditions aux limites (3.18)), (3.19)) sont déja décrites
dans la Section[2.1] La condition (3.20) modélise le contact avec un corps rigide-déformable

avec des effets de mémoire. Enfin, la condition (3.21)), qui est la méme condition (3.9) dans

le Probléme 1, représente la condition de contact sans frottement.

3.2.2 Hypothéses fondamentales pour le probléme mécanique

Pour I'étude variationnelle du probléme (3.16) —(B.21)), nous considérons les hypotheses
suivantes :.
e L’opérateur d’élasticité A satisfait les hypothéses données par .
e Le tenseur de relaxation B et les densités de forces volumiques et de tractions de
surface satisfont les hypotheses de régularite (2.7)—(2.9).
e La fonction de mémoire F' satisfait aux hypothéses suivantes :

;

F . Fg X R — R+.
(a) 1l existe Ly > 0tel que
|F(£L',T’1) — F($,T2)| S LF|T’1 — T2| ‘v’rl,rg € R, pP-p. € Pg. (323>

(b) La fonction @ — F(x,r) est mesurable sur I's, pour tout r € R.

(¢) F(x,0) =0 p.p. x €T}j.

\
3.2.3 Formulation variationnelle du probléme mécanique

Dans cette section, nous établissons la formulation variationnelle associée au Probléme

2. On part de l'équation (2.11)) décrite dans le chapitre précédent aprés substitution de
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I’équation (3.16)) dans Iintégrale du membre gauche, on trouve

/ Ae(u(t)) - <€(v) - s(u(t)))dw + / / B(t — s)e(u(s))ds <€(v) - s(u(t)))dw

= /fo(t)~(v—u(t))dm+/ fz(t)~(v—u(t))da+/a(t)u-(v—u(t))da YoeV, tel0,T].

(3.24)

Ensuite, en utilisant la relation (3.3)), on obtient

/a(t)l/ (v — u(t))da = /O—V@)(UV — u(t))da + /O'T(t) - (v, — u. (t))da.

F3 FS F3

En utilisant la condition (3.21]), on obtient

/ ot - (v — ult))da = / oo (£) (v — 1y (£))da. (3.25)

s T's

Pour t € [0, T fixé, posons

Concernant l'intégrale I, on distingue deux cas :
e siu,(t) <0, alors uf(t) =0 dou v —uf(t) > 0.
En tenant compte de la condition (3.20)), il découle que

t

ou(B)(uf — ul (£)) > ~F( / ui ()ds) (v} — (1),

0

e siu,(t) >0, alors de (3.20) on a

o(t)(vy —uy (1)) = —F(/ uy (s)ds)(v) — uy (1))

Des deux cas précédents, on en déduit que

t

I > —/F(/ ul(s)ds) (v —ul(t))da. (3.26)

I's 0

Revenons a l'intégrale I,. On distingue aussi deux cas :
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e siu,(t) > 0, alors u, (t) = 0, comme v, < 0 et d’aprés (3.20) o0, (t) < 0, il vient

que

ou(t)(v, —u, (t)) = 0.
o siu,(t) <0, on ade (3.20)
ou(t)(v, —u, (t)) =0.
Des deux cas précédents, il vient que

I, > 0.

En combinant (3.26)) et (3.27)), on obtient

t

[otww-utydaz - [ F( [ uio)is)of - ui)da

I's I's 0

Substituons (3.28)) dans (3.24)), on trouve la formulation variationnelle suivante :
Probléme PV2 : Trouver un champ de déplacements w : [0, 7] — U tel que :

(3.27)

(3.28)

/ Ae(u(t)) - (s('v) . s(u(t)))da: + / / B(t — s)e(u(s))ds (s('v) . s(u(t)))da:

+ / F( / ut (s)ds)(vF —uf (t))da > / Folt) - (v — u(t))de

I's 0 Q

+/f2(t) (w—u®)da VYecUtecl0,T). (3.29)

3.2.4 Probléme équivalent en terme du cone

Dans le but de transformer le Probléme PV2 en un probléme en terme du cone,

considérons les opérateurs définis par (2.12)), (2.13)) et la fonction définie par (2.14)), en

plus des opérateurs R et 5 définis comme suit

R: C([Ov T]; V) — C([Ov T]; LQ(FS)—F)
Ru(t) = F(/ ul(s)ds) pour tout w € C([0,T]; V),

0

j:iL*T3) xV =R

jn,v) = /nvjda pour tout n € L*(I's)y,v €V,

s

(3.30)

(3.31)
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ou

L*(T3)y = {n € L*(T3);n > 0 p.p. sur ['3}. (3.32)

Lemme 3.2.1. Sous Uhypothese (3.23)), 'opérateur R défini par (3.30) est de mémoire.

Démonstration.

Commengons par démontrer I'inégalité suivante :
luy,(a) —v,(a)] < [[u(a) —v(a) pour tout w, v € V, p.p. a € I's. (3.33)
Soient w, v € V, a € '3 p.p. On a

|uy(a) —v,(a)| = [u(a) -v(a) - v(a) - v(a)|

Soient maintenant u, v € C([0,T]; V'), nous avons

Rut) - Ro(0) ey = [P [ uis)ds) = P [wispas)],
— / <F(a,/uj(a,s)ds) —F(a,/vj(a,s)ds))Qda

En tenant compte de 'hypothése (a) de (3.23), on trouve

t t

Rut) - Rot) e, < 2 [ ([ ui(asids — [ vi(a,)ds) da

:L%/ </t(uj(a,s) —U;L(a,s))ds)Zda
- I} / (wr(s) = ()as
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Grace au Théoréme de Bochner, on a

t

IRut) - Ro(t) e < L [ |

0

ds

L%(T3)

14

uf(s) = vl (s)

t
1

:LF/(/(uj(a, s)—vj(a,s))Qda>§ds

< LF/t</(ul,(a,s)—vy(a, s))Qda>§ds,

et par I'inégalité (3.33)), on obtient

t
1

[Ru(t) - Ro) e < Lr [ ([ lula.s) - vla.9)|*da)"ds

0
t

= L [ uls) = o) 2y ds.
0

Pour terminer la preuve, nous utilisons I'inégalité de trace (1.4)), nous trouvons

IRu(t) — Ro(®) | < cOLF/ () — w(s)|]  ds.

Lemme 3.2.2. La fonction j(n,-) définie par (3.31) est :
1. conveze,
2. positivement homogéne,

3. lipschitzienne de constante col[n||L2(ry)-
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Démonstration.

1. Soient n € L*(T'3)4,u, v € V et A € [0, 1], nous avons

J(mAu+ (1= MNv) = /77()\'& + (1= A)v)/da

I's

= [0+ (1= A) -v) " da

s

:/W(Au-u—i—(l—)\)v-ufda

s

- /n(AuV +(1—X\wv,) " da

s

< /n()\uj + (1= Nv))da

I's
ce qui donne la convexité de j(n,-).

2. Soient n € L*(T'3),, v € V et a > 0, on a alors

J(n, av) :/n(av)jda

I's

= /n(av -v)Tda

ce qui montre que j(n, ) est positivement homogeéne.
3. Soient u, v € V et n € L*(T'3),, nous avons

itn.w) = sn0)| = | [ n(a)uf(@)da~ [ nfa)v;(@)dal

I's
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En utilisant I'inégalité (3.33)), on obtient

[5(m, ) = 3 (n, v)] S/\n(a)\HU(G)—v(G)Hda-

Appliquons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans L?(T'3), nous trouvons

1
2

61.w) = 500)] < [l ( [ ula) = v(a) Pda)
I's
= |nlle2 gl = vl L2(ry)e.
Ensuite, on utilise I'inégalité de trace ((1.4)), on obtient

1700, w) = j (0, 0)] < collnll 2y [l = wllv-

Ceci montre que l'opérateur j(n,-) est lipschitzien.

Lemme 3.2.3. I] existe a; > 0 tel que la fonction j définie par (3.31) satisfait

J(m,v2) — (1, v1) + (2, v1) — 3(02, v2) < ||l — M| L2 g U1 — v2|lv
pour tout ny, 1y € L*(L3)4, vy, vy € V.

Démonstration. Soient ny,7, € L?(I's); et vy, vo € V, on a par définition de j ((3.31])
3(m,v2) = j(m,v1) + (e, v1) — j(02,v2) = 3 (m — n2,v2) — 3 (m — 12, v1).
En utilisant 3. du Lemme |3.2.2] on obtient

J(n,v2) = (01, v1) 4+ (02, v1) — J(n2,v2) < collm — N2l 2(ry) l|v1 — 2y

Grace a (2.12)—(2.14)), (3.30)) et (3.31)), 'inégalité (3.29)) peut étre écrite sous la forme :

J(Ru(t), v) — j(Ru(t), u(t)) > (f(t) ~ Au(t) — Su(t),v — u(t))v Yo eV, teloT].
(3.34)

Proposition 3.2.4. Le Probleme PV?2 est équivalent au probleme suivant :

Probléme E2 : Trouver un champ de déplacements w : [0,T] — V tel que :

—u(t) € Neragy (Ault) + Su(t)) vt e [0,T]. (3.35)



3.3. Troisiéme probléme mécanique 45

Démonstration. D’aprés ce qui précede, 'inégalité est équivalente a l'inégalité
(3-34). 11 suffit alors d’appliquer le Lemme avec X = K =V, Y = L*(I'3), A =
L2(Ty),, J = j, C() = 0j(,00) et C(n, 1) = £(£) — Cn) pour tout y € L2(T).

t € [0,T]. Il est facile de voir que I’hypothése (K) est satisfaite. De plus, 'hypothése
(j2)(a) est vérifice grace au Lemme [3.2.2] [ |

3.2.5 Existence et unicité de la solution faible

Théoréme 3.2.5. Supposons que les hypothéses (2.6)—(2.9) et (3.23) sont satisfaites.
Alors, le Probléme E2 admet une solution unique w € C([0,T]; V).

Démonstration. La preuve est une conséquence directe du Théoréme [1.3.13] avec
X =K=V,Y = L*I3) e¢ A = L*3);. 1l est facile de voir que 'hypothése (K)
est satisfaite. De plus, les hypothéses (A), (S) et (f) sont satisfaites grace aux Lemmes

2.3.3] Les hypothéses (j2), (R), sont vérifiées grace aux Lemmes [

3.3 'Troisiéme probléme mécanique

3.3.1 Position du probléme mécanique

Le modéle mécanique que nous considérons dans cette section est un modéle mécanique
avec frottement. L’énoncé de ce probléme est le suivant :
Probléme 3 : Trouver un champ de déplacements u :  x [0,T] — R? et un champ de

contraintes o : Q x [0, 7] — S? tels que, pour tout t € [0, T]

o(t) = Ae(u(t)) + Ee(u(t)) + /B(t —s)e(u(s))ds  dans Q, (3.36)
Div o(t) + fo(t) =0 dans Q, (3.37)

u(t) =0 sur I'y, (3.38)

o(t)v = fo(t) sur Iy, (3.39)

u,(t) =0 sur I's, (3.40)
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o (8)] < F(Oftuws)uds),

. sur I's, (3.41)
—o,(t) = F( 6f||uT(s)||ds) i sta(t) #0
de plus,
u(0) = ug dans €. (3.42)

Ce probléme correspond au probléme décrit dans la Section [2.1] avec i = 2, en plus des
conditions :
° représentant la condition de contact bilatérale ; elle montre qu’il n’y pas de
séparation entre le matériau et la fondation pendant le processus.
° qui représente une version de glissement total de la loi de frottement sec de

Coulomb. Ici F' représente la limite de frottement et la quantité

T(a,t) = / i (s)]ds,

représente le taux de glissement total au point @ € T's, au moment t €]0,T].

Considérer une limite de frottement F' qui dépend du taux de glissement total

décrit la réorganisation des surfaces de contact pendant le processus de glissement.

e La condition (3.42) représente la condition initiale dans laquelle u représente un
champ de déplacement initial donné.

Plus tard, pour établir la formulation variationnelle du probléme précédent, nous au-

rons besoin de définir I’espace variationnel suivant :
Vi={veV: v,=0 surls}.

Lemme 3.3.1. L’espace (V1,||||v) est un espace de Hilbert.

Démonstration. On commence par définir 'application linéaire suivante :

0:V — L*T3)

v —U,.
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Soit v € V', on a

[0 z2(rs) =

d 1
2
= (Dl
=1

= ||’U||L2(r3)d~

En utilisant I'inégalité de trace (1.4, on obtient

vl 2ra) < collvllv,

ce qui montre que I'application linéaire ¢ est continue sur V. D’ou ker(¢) = V; est un
sous espace vectoriel fermé de V' qui est un espace de Hilbert, on en déduit que V; muni

de la norme |||y est un espace de Hilbert. [ |

3.3.2 Hypothéses fondamentales pour le probléme mécanique

Pour 'étude variationnelle du probléme mécanique —, nous considérons
les hypothéses suivantes :
e [’opérateur de viscosité A satisfait les hypothéses données par .
e [’opérateur d’élasticité & satisfait les hypothéses .
e Le tenseur de relaxation B et les densités de forces volumiques et de tractions de

surface satisfont les hypothéses de régularité (2.7)—(2.9)).

e L’opérateur de limite de frottement F' satisfait les hypothéses ({3.23)).
e La condition initiale satisfait :
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3.3.3 Formulation variationnelle du probléme mécanique

Dans cette section, nous établissons la formulation variationnelle associée au Probléme
3. On part de l’équation (2.11)) décrite dans le chapitre précédent aprés substitution de
I'équation (3.36]) dans l'intégrale du membre gauche

/Ae(u(t)) : <s(’u) - e('a(t)))d:c + /&-:(u(t)) : (e(v) - s(ﬂ(t)))dm
Q

Q

+ //B(t — S)e(i(s))ds - ((v) — <(@lt) ) dz = /fo(t> (v —a(t)dw

/f2 ))da+/ (- (v—u(t))da YoeVi, tel0,T]. (3.44)

I's
Ensuite, en utilisant la relation (3.3]), on obtient
/a(t)l/ (v — a(t))da = /UV@)(UV — iy (t))da + /O'T(t) - (v, — 11, (t))da.
F3 FS F3
Gréace a la condition (3.40)), qui implique que w,(t) = 0 sur I's, on a
/a‘(t)u (v — a(t))da = /UT(t) - (vr — . (t))da,
F3 F3
puisque v, = 0 sur I's, car v € V.

Pour ¢ € [0, T fixé, on distingue deux cas :

e si u,(t) # 0, alors de (3.41)) on a

o (1) - (v, — i, (1)) = —F / i (5)ds) s - (0 = ()

i t) v,
/ i (9lds) 7 G

P / it ) s ) i 1)

Par l'inégalité 4, (t) - v, < ||@.(t)||||v.||, on trouve
t

72(t) - (v~ tr(6)) = ~F( [ ao(as) or ]|+ F( [l (5)1ds) i 0]
d’ou

or(t) - (v, (1) > —F / e ()]s ) (o | = e (1)) (3.45)
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¢
e si 4, (t) =0, d’apres (3.41)) F<f||u7(s)||ds> > ||lo(t)]], il vient que
0

o.(t) - (vr — 1, (t) = o.(t) v,

> —[lo+ (&)l

> = ( [la(o)lds) o],

d’ou
t
o2(t) - (v~ s (0)) = ~F( [ ()as) (oo~ Jar (). (340
0
En combinant et , on obtient

[otwyw-iwyaz— [ £ [lacs)lds)(orl - ficlhda. @a7)

I's s

Substituons (3.47)) dans (3.44)), on obtient la formulation variationnelle suivante :
Probléme PV3 : Trouver un champ de déplacements w : [0, 7] — V] tel que :

/Ae(u(t)) : <€('v) - e('a(t)))dac + /€s(u(t)) : (e(v) - e(u(t))>dm
Q

0

+ [ [ Bt=sjetats)as: (etw)etate)da+ [ F( [l ()lds)lor] - () )da

s

> /fo(t) (v — a(t))dz +/f2(t) (w—alt)da YoeVitelo,T]. (348)

3.3.4 Probléme équivalent en terme du céne

Avant de transformer le Probléme PV3 en un probléme en terme du cone, nous avons
besoin de considérer les mémes opérateurs définis par (2.12)), (2.13)) et la fonction f définie
par (2.14), mais avec V; au lieu de V, Pensemble L?(T'3), défini par (3.32), en plus des

opérateurs B, R et j qu’on définit comme suit

B:Vi—-WV

(Bu,v)y = /Es(u) -e(v)dx pour tout u, v € Vi, (3.49)
0
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R :C([0,T]; V1) — C([0,T7; LQ(F3)+)

Ru(t) = F(/HuT(s)Hds) pour tout w € C([0,T]; V4), (3.50)

j:L*T3) x Vi =R

i(n,v) = /nHvTHda pour tout n € L2(Ts),,v € i. (3.51)

s

Remarque 3.3.2. Les lemmes|2.5.1),|2.5.2 et|2.5.5 restent valables lorsqu’on remplace V

par Vi dans la définition des opérateurs A, S et de la fonction f, vu que Vi est muni de

la norme de V', de plus c’est un espace de Hilbert pour cette norme (Lemme .

Par des arguments similaires a ceux utilisés dans les preuves des Lemmes [2.3.1] [3.2.1],
et [3.2.3] on démontre facilement les lemmes suivants :

Lemme 3.3.3. Sous l’hypothése (2.10)), lopérateur B défini par (3.49) est :
1. bien défini.

2. lipschitzien.

Lemme 3.3.4. Sous l’hypothése (3.23)), Uopérateur R défini par (3.50) est de mémoire.

Lemme 3.3.5. La fonction j(n,-) définie par (3.51)) est

1. convexe,
2. positivement homogene,

3. lipschitzienne de constante col|n||L2(ry).

Lemme 3.3.6. Il existe aj > 0 tel que la fonction j définie par (3.51)) satisfast

J(,v2) = J(n1,v1) 4 (02, v1) — J(n2,v2) < gl — mell L2y V1 — v2lv
pour tout n1, 1z € L*(U3) 4+, v1, va € V1.

Gréce aux notations (2.12)—([2.14]) et (3.49)—(3.51)), I'inégalité (3.48)) peut s’écrire sous

la forme :

J(Ra(t), v) = (Raft), w(t) = (F(2) - Ad(t) - Bu(t) - Silt), v — i(t))

VoeVy, tel0,T] (3.52)
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Proposition 3.3.7. Le Probleme PV3 est équivalent au probléeme suivant :

Probléme E3 : Trouver un champ de déplacements w : [0,T] — Vi tel que :

—(t) € Nowaw.p (Aw(t) + Bu(t) + S(at)) vt € [0, T, (3.53)
u(0) = uy. (3.54)

Démonstration. D’aprés ce qui précede, 'inégalité est équivalente a l'inégalité
(3-52). 1 suffit alors d’appliquer le Lemme avec X = K =V, Y = L3(Iy),
A= L¥Ts)4, J=j, C(n) = 9j(n,0v) et C(n,t) = f(t) — C(n) pour tout n € L*(T's),
t € [0, 7). Il est facile de voir que (K) est satisfaite. De plus, I'hypothése (ja)(a) est vérifice

grace au Lemme |3.3.5] [ |

3.3.5 Existence et unicité de la solution faible

Théoréme 3.3.8. Supposons que (2.6)—(2.10), (3.23) et Uhypotheése (3.43) sont satis-

faites. Alors, le Probleme E3 admet une solution unique u € C*([0,T]; V1).

Démonstration. La preuve est une conséquence directe du Théoréme [1.3.15 avec
X =K =V, Y = L*I3) et A = L*T3),. Il est facile de voir que '’hypothése (K)
est satisfaite. De plus, les hypothéses (A), (S) et (f) sont satisfaites grace aux Lemmes

et la Remarque Les hypothéses (B), (R) et (ja) sont vérifiées grace aux
Lemmes [3.3.3143.3.6] L’hypothése (3.43) garantie que la condition (ug) est satisfaite. W
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