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INTRODUCTION

Les systéemes dynamiques sont des modéles mathématiques utilisés pour décrire les
comportements des phénomeénes de la vie réelle, qu’ils soient physiques, biologiques, éco-
nomiques ou sociaux. Généralement, un systéme dynamique est représenté par des équa-
tions différentielles classiques (d’ordre entier) qui décrivent 1’évolution temporelle de ces
phénoménes. Cependant, il existe des situations dans lesquelles des comportements non
locaux, non entiers ou a un effet mémoire sont observés, qui doivent étre caractérisés par

un modeéle d’ordre fractionnaire, basé en général sur l'intégration de I'ordre non entier.

Le calcul fractionnaire est un ancien sujet mathématique et développé comme un pur

domaine théorique des mathématiques depuis plus de 3 siécles.

Que signifie

d*f |
sip=— 7

dt” 2

Guillaume de L'Hospital

Gottfried Wilhelm von Leibniz

1661=02/02/1704 (01/07/ 1686=14 /11/ 1716)

FIGURE 1 — Historique du calcul fractionnaire
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Introduction

Les origines remontent a la fin du 17éme siécle, I’époque ot Newton et Leibniz ont
développé les bases du calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a introduit
le symbole di—nn () pour désigner la niéme dérivée d’une fonction f . Lorsqu’il rapporta
cela dans une lettre & "Hopital (apparemment avec I'hypothése implicite que n € N),

I’Hopital répondit : Que signifie Ji—nnf(m) sin=37.

Cette lettre de ’Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui communément admise comme

la premiére occurrence de ce que nous appelons aujourd’hui une dérivée fractionnaire [3].

Un siécle plus tard, de nombreux mathématiciens se sont concentrés sur le développe-
ment du cadre théorique et numérique traitant des équations fractionnaires. Par consé-
quent, de nombreux schémas et méthodes ont été développés pour comprendre les pro-

priétés fondamentales de ces modéles.

Aujourd’hui, le calcul fractionnaire est devenu I'un des domaines les plus importants
de la recherche mathématique et les systémes dynamiques fractionnaires sont apparus
comme des outils prometteurs capables de traiter les impacts complexes qui existent dans
certains domaines, tels que la physique, I'ingénierie de controdle, la réaction biochimique

et le traitement du signal.

L’objectif de cette étude est d’explorer le domaine du calcul fractionnaire et son ap-
plication aux systémes dynamiques, ce travail contribuera a une meilleure compréhension
des comportements complexes des phénomeénes réels et ouvrira de nouvelles perspectives

pour la modélisation mathématique.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres pour couvrir de maniére approfondie le sujet des
systémes dynamiques fractionnaires et leurs applications. Voici un apercu de la structure :

Chapitre 1 : Calcul fractionnaire

Ce chapitre présente les bases théoriques du calcul fractionnaire, y compris les défini-
tions des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo, les principales
propriétés et opérations, une comparaison entre les deux dérivées et quelques exemples.

Chapitre 2 : Systémes dynamiques fractionnaires

Ce chapitre explore les notions générales de systémes dynamiques fractionnaires, y
compris I’étude de stabilité locale (linéarisation) et globale (méthode de Lyapunov), la
bifurcation de Hopf, et la résolution numérique a l'aide de la méthode de prédiction-

correction.

viil



Introduction

Chapitre 3 : Applications

Ce chapitre met en évidence deux applications potentielles des systémes dynamiques

fractionnaires dans la biologie.
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CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1 Fonctions spéciales

Les fonctions spéciales sont des outils mathématiques essentielles dans I'étude des sys-
témes dynamiques fractionnaires. Dans cette section, nous rappelons quelques fonctions

que nous utilisons plus tard pour définir les dérivées fractionnaires [7].

1.1.1 La fonction Gamma

L’une des principales fonctions utilisées dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma T'(z) est définie par l'intégrale

“+o00
I(z) = /e‘ttz_ldt,z cC (1.1)

0

qui converge dans la moitié droite du plan complexe Re(z) > 0.

En effet, nous avons :



1.1. Fonctions spéciales

+o00 400
F(ZL‘ + zy) — /e—ttx—l-i-iydt _ /e—ttz—leiylog(t)dt
0 0
+o0
= /e_ttz_l[cos(ylog(t)) + i sin(y log(t))]dt. (1.2)

0

L’expression entre crochets dans (1.2)) est bornée pour tout t, la convergence a l'infini

t

est fournie par e*, et pour la convergence a t = 0 nous devons avoir x = Re(z) >0 .

Proposition 1.1.1. L’une des propriétés de base de la fonction Gamma est qu’elle satis-

fait I’équation fonctionnelle suivante :
L(z+1) =2I'(2), (1.3)

qui se prouve facilement en intégrant par parties :

—+00 —+00

I'(z+1)= / e "tdt = [—e_ttz}ti;;oo +z / e 't dt = 2T(2).

t=
0 0

Evidemment, T'(1) = 1, et en utilisant (1.3) on obtient pour z = 1,2,3, -

r2)=1I1)=1=1l,
I(3)=2I(2) =211=2!,
I'(4) =3I(3) = 3.2 = 31,

Exemple 1.1.1. I'(3) = /7

D’apres la définition de la fonction Gamma, nous avons :

1 +o00 +oo
()= /e—tt%—ldt: /e—tt-%dt. (1.4)
0 0

Posons t = y?, alors dt = 2ydy, nous obtenons maintenant :

2



1.1. Fonctions spéciales

De méme, nous pouvons écrire :

) = /eQCQd:c. (1.6)

Si nous multiplions ’égalité (1.5)) et (1.6) nous obtenons :

+

00 400

/ @497 dady. (1.7)
0

L
o

L’équation (1.7) est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées polaires

dxdy = rdrdf et r* = (2* + y*) pour obtenir :

2+oo

= 4// “rdrdf = . (1.8)

Ainsi, T'(3) = /.

1.1.2 La fonction Beta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction dite Beta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.1.2. La fonction Beta est généralement définie par :

B(z,w) = /Tz_l(l — 1) Ydr, (Re(z) > 0, Re(w) > 0). (1.9)

Pour établir la relation entre la fonction Gamma définie par (L.1)) et la fonction Beta
(11.9), nous utiliserons la transformée de Laplace.

Considérons [intégrale suivante :



1.1. Fonctions spéciales

t

h(t) = / #1(1 = )iy (1.10)

0

Evidemment, h.,(t) est une convolution des fonctions t*~* et t*~ et h,,,(1) = B(z,w).
Comme la transformée de Laplace d’une convolution de deux fonctions est égale au produit

de leurs transformées de Laplace, on obtient :

H. o (s) = F(z).lj(w) _ F(z)F(w)j (111)

) Ss% sW Sz—i—w

ou H,,(s) est la transformée de Laplace de la fonction h, ,(t).
D’autre part, comme I'(z)I'(w) est une constante, il est possible de restaurer la fonction
d’origine h. ., (t) par la transformée de Laplace inverse du membre de droite de (1.11)). En

raison du caractére unique de la transformée de Laplace, on obtient donc :

L'(z)'(w) _

Bow(t) = ——2——Lt=Twt 1.12
olt) = Tt (112)

donc pourt =1 on obtient ’expression suivante pour la fonction Beta :

L(z)(w)
B = 1.13
(z,w) I'(z+w)’ (1.13)
d’ot

B(z,w) = B(w, z). (1.14)

1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est un concept mathématique trés important dans la théorie
des systémes dynamique fractionnaires, cette généralisation de la fonction exponentielle
apparait souvent comme une solution des équations différentielles fractionnaires.

Dans cette partie nous explorons les définitions et quelques propriétés de cette fonction.

Définition 1.1.3. La fonction Mittag-Leffler a deux parameétres o > 0,3 > 0 est définie



1.1. Fonctions spéciales

par le développement en série suivant

+o0 Zk
Eop(z) = kz:% ok T3] (1.15)

1. Pour 8 =1, la fonction (1.15) est reduit a la fonction Mittag-Leffler a un

parametre :
400 Zk
E.(z)= —,a > 0. 1.16
(2) kz_;r(akﬂ) “ (1.16)

2. La fonction (1.15)) peut étre vu comme une généralisation d’autre fonction élemen-

taire par exemple :

400 k too k

z z
11(2) Zk:o T(k+1) ’; I 4

oo k +00 k +oo k+1 z
12 (2) Zk:o T(k+2) ,; (k+1)! Z,; (k+1)! 7 U
) +oo 52k +oo 52k

5 _ _ — cosh(2). 1.19
21 () Zko T(2k+ 1) kz; 21— Coshe) 1)

3. La transformée de Laplace de la fonction Mittag-Leffler :

s h

Gy (Bel) > A=A eR,z€R).  (1.20)

f{zﬂ’lEa,g (£X2)}H(s) =



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

1.2 Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

et Caputo

1.2.1 L’integrale de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1. [3] Soient « € Ry, a <z < b, f € L'([a,b]). L'opérateur I défini
par :

19f(x) = ﬁ / “w— 0 (1), (1.21)

est appelé l'opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.

Théoréme 1.2.1. [3] Soient 8,a >0 et f € L'([a,b]). Alors :
LIS f =17, (1.22)

vaut presque partout sur [a,b]. En plus f € C'la,b] ou f 4+ « > 1, lidentité vaut partout

sur [a, b].

Démonstration.

LIf =177 F,

on a

Par le théoréme de Fubini on peut échanger ’ordre d’intégration, et on obtient :
I°1of(2) = // (x — )7t — 7)*" L f(7)dtdr,

— —F(B)F(Oé) /a f(7) /T (x — t) Yt — 1) dtdr.



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

Par le changement de variable :
t=7+(x—17)s.
Alors on obtient :

1@ = i | F0) [ e =00 =9 e = ) (o = s

o ), 1, |
_ m / " i) /0 (x — 7)Pret /0 (1— 5)P s dsdr,

d’aprés la fonction Beta on a :

/1(1 o S)ﬁ—lsa—lds — F(B)F(Oé)

(a+5)
Et ainsi :
[Oz ,8+Oz 1d _ [ﬁ+a
21w = e [ O r= 1)
[ |

Corollaire 1.2.1. [3/
Sous les hypotheses du théoreme précédent

I°I1of = I°1° f. (1.23)

Il existe plusieurs définitions des dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette

partie les définitions de Riemann-Liouville et Caputo qui sont les plus utilisées.

1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2. [3/ Soit « = [m], la dérivée fractionnaire d’ordre o au point a par

rapport a4 x au sens de Riemann-Liouville de la fonction f est definie par :

dm

SEDLf(r) = I (@), (1.24)
a1 : o
" dam T(m—a) / (= )" f(t)dt, (1.25)



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

1.2.3 Exemples

Exemple 1.2.1.
e La fonction f(z) = 2°.

e em)], (1.26)

RLDQ B -
0 :r(x) dxm[o

on a l’expression d’intégrale d’ordre o :

1
I0(2%) = — Y Lebdt.
INEY! /
0
Par le changement de variable :
t=xT

on obtient :

— L a—1 a—1,_08,_0
o) 0/$ (1—71) xdr
+6 :
— x* a—1_p3
(o) O/(l T) dr
a+f3
= T~ B(a,f+1)

I'(a)

F@lB+1) s

I(a)l(a+B+1)

_ anw
Cla+p4+1) '

En remplacent o par m — o on obtient :

L+1) gmoeth (1.27)

m—a(.B) _
Iy (x)_F(m—oz+ﬁ+1) ’



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

en substituant (1.27) dans (1.26]), on obtient :

L o d Ig+1) m-a
é%Dm(xB):dxm F(m—a+ﬂ+1)x "

r'B+1) d [gm=a ]
F'm—-—a+pg+1)dem

r'p+1) (B+m—a)l 5,
Pm—atp+1) (B o)

I'p+1) PB+m—a+1) 5,

CT(m—a+B8+1) T(B—a+1)
I'B+1)
I'g—a+1)

2P,

Exemple 1.2.2.

e en particulier pour la fonction constante f(x) = ¢ en utilisant 'exemple précédent.

FDI(e) = o (1 (o)
_dan c'(1) I
~dam | T(m—a+1)
— ¢ -«
CI(1 - a)x
# 0.

Alors, la derivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-Lioville n’est

pas nulle.

1.2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La définition de dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un réle im-
portant dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires et ses
applications en mathématiques pures (solution d’équations différentielles pour des ordres
entiers, définitions de nouvelles classes des fonctions, sommation des séries,...).
Cependant, la technologie moderne, exigeraient certaines révisions bien établies pour une
approche purement mathématique. De nombreux travaux sont parus, notamment en théo-
rie de la viscoélasticité et en mécanique héréditaire des solides, ou les dérivées fraction-
naires sont utilisées pour une meilleure description des propriétés des matériaux. La mo-

délisation mathématique basée sur ’amélioration des modéles rhéologiques naturellement

9



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

meéne a des équations différentielles d’ordre fractionnaire et & la nécessité de la formulation
des conditions initiales de telles équations. La résolution de problémes concrets nécessitant
de définir des dérivées fractionnaires permettant 1'utilisation des conditions initiales in-
terprétables physiquement, qui contiennent f(a), f'(a), - -, cela motive le mathématicien

a définir une dérivée fractionnaire qui satisfait cette situation [7].

Définition 1.2.3. [7] Soit a« = [m], la dérivée fractionnaire d’ordre o au point a par

rapport a x au sens de Caputo de la fonction f est definié par :

D) = 177 | @) (129
_ [ pymeant pm)
N / (2 — £y Fm) (). (1.29)

Lemme 1.2.1. [3/ Soit a > 0 et m = [a]. Supposons que D f et BED2 f existent, donc,

sont liés par la formule :

m—1
c Do RL Da _ k—oz‘ 1.30
k=0
Théoréme 1.2.2. [3/ Si f est continue et o > 0, alors :
DI f =T (1.31)

Démonstration 1.2.1. [3] Soit ¢ = If et on a ¢ (a) = 0 pour k = 0,1,--- ,m — 1,

donce :

SDRILf =, D36 =1 Do =F DRI = f,

Théoréme 1.2.3. [3/ Supposons que a > 0, m = [a] . Alors :

D f(2)] = f(x) - (z—a)*. (1.32)

Démonstration 1.2.2. [3/ On a
dm
oer = | ).
Ainsi, en appliquant Uopérateur I¢ aux deux cotés de cette équation et en utilisant la

10



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

propriété du semi-groupe (1.22)) de l'intégration fractionnaire, nous obtenons
dm dm
[Dé CDOL — ]a ]m—oz _ — ]m _ .
spefl = 1 |1 (et )| = 1 4t

Par la version classique du théoreme de Taylor, on a :

m—1
f(l') - e k! (ZE - a) + Ia |:d$_mf:| )
implique
w4 ] <« /(a)
P gt | = 10 - R e
Alors -
m— k)
rEpss) = 1) - 3 W0 (183
k=0 )

Proposition 1.2.1. [11] Soient (f,g)(t) : [a,b] — R tels que DS f(t) et CDg(t) existent
presque partout, et soit ¢, co deuzx constante. Alors D (cif(t) + c2g(t)) existe presque

partout, et

oDy (cif(t) +cag(t)) = cro Dy f(t) + ca gDy g(t).

Définition 1.2.4. ( transformée de Laplace)

La transformée de Laplace d’une fonction f(t) est définie par :

+oo
F(s)=2{f(t),s} = f(t)e *tdt, t > 0. (1.34)
0
Théoréme 1.2.4. [3] soit f:[0,4+00) — R est une fonction tel que la la transformée de
Laplace de f, L{f}, existe sur [sg,+00), so € R. Soient a > 0 et [a] = m. Alors, pour

s > maxz{0,s0} on a : ,
L)) = - 2AT6)),
et .
L{EDf(s)} = 5" 2{f(s)} = D_s" " F40(0).

k=1

Démonstration. Soit g(z) = 2z '/T'(a). Alors, par la linéarité de la transformée de

Laplace, Z{g(s)} = 1/s* pour s > 0. De plus, par définition de 'intégrale de

11



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

Riemann-Liouville, I§ f est la convolution de f et g, et donc :

L5 f(s)} = Lg(s)}-L{f(s)} = Siai’{f(S)},

pour s > max{0, so}.

am

<o [, et donc au vu de ce que I'on vient de montrer

De plus, on rappelle que Dg f = I

et du théoréme de différenciation

20D f(s)} = 2L )

ds™

= (smz{ﬂs)} -3 sm—kﬂk—”(m)

=2 {f ()} = Y5 00)

k=1

Définition 1.2.5. (produit de convolution)
Le produit de convolution de deux fonctions f(t) et g(t) est défini par :

Fo=a = [ (b — 2)g(e)de. (1.35)

Théoréme 1.2.5. (Fubini) soit f une fonction continue sur [a,b] X [¢,d] & valeurs dans

o [ ([ stenan)aa= [ ([ staaz) o

12



1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

1.2.5 Exemples

Exemple 1.2.3.

e La fonction constante f(x) = c.

m—a dm
$Do(c) = 1) [ }

dzm

Alors, la deriveé fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Exemple 1.2.4.
e La fonction f(z) = 2°.

§D2 (%) = 1" [—dmm o’ } : (1.37)
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1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

on a : Lo (tF) = (ﬁﬂn)!xﬂ‘m.
Donc
(D3 »—Nmﬂayfu—wmalggaﬁﬁ
0
::mmiaL/“_”Wﬂlwﬁ;w“ﬁm“
0

0
T

I (RS s
_F(m—a)F(ﬁ—m+1)()/< A

_ F(ﬁ + 1) f m—o— o E m—a—1,6—m
_Hm—wﬂﬁ—m+U!x 1= Syrestpiomgy,

Par le changement de variable :

on obtient :

0DI(:zz:ﬁ):F(m ) = m+1 2™ — )y (pr) M adr

:F(ﬁ+1)ma1+ﬁm+l/1_7_mal )ﬁde
'm—-—a)l'(B—m+1

B (B + 1)zP~=
S T(m—a)D(B—m+1)
B (B + 1)zP~= Cim—a)l'(B—m+1)
CITm—a)T(B-—m+1) T(m—a+B8—-m+1)
_ I'(1+p) LB

I'l+8—a) '

B(m—a,f—m+1)

1.2.6 La comparaison entre la derivée de Riemann-Liouville et

Caputo

Bien que les dérivées de Caputo et de Riemann-Liouville soient toutes deux des généra-

lisations de la dérivée classique, elles différent dans leur définition et leur interprétation.
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1.2. Calculs fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo

Dans cette partie, nous ferons une petite comparaison entre ces deux dérivées.

e Riemann-Liouville :
- L’opérateur de dérivation entier composé avec I'intégration fractionnaire.
- La dérivée d’une constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas nulle.
- les conditions initiales dans le cas de la dérivée au sens de Riemann-Liouville sont
fractionnaires.
e Caputo :
- L’opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m — o composé avec la dérivée
d’ordre m.
- La dérivée d’une constante au sens de Caputo est nulle.
- les conditions initiales dans le cas de la dérivée au sens de Caputo sont entier.
La dérivée fractionnaire de Caputo est souvent préférée car elle est mieux adaptée a la
modélisation de phénomeénes physiques réels, et elle permet d’obtenir des solutions plus
réguliéres. Cependant, la dérivée fractionnaire de Caputo est plus difficile a calculer en

pratique que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
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CHAPITRE 2

SYSTEMES DYNAMIQUES FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, on va explorer quelques notions générales de systémes dynamiques
fractionnaires, y compris la définition de Flots, Orbites, Portrait de phases, ’étude de
stabilité locale (linéarisation) et globale (méthode de Lyapunov), la bifurcation de Hopf,

et la résolution numérique a 'aide de la méthode de prédiction-correction.

2.1 Systémes dynamiques fractionnaires

2.1.1 Flots, Orbites, Portrait de phases

Soit le systéme dynamique fractionnaire

6D (x(t)) = f(x(t)),
z(0) = zo,

(2.1)

ou 2 un ouvert de R", f: ) — R™ est continue et satisfait la condition de Lipschitz et
appelé champ de vecteurs de classe C*.
Ce systéme admet une solution maximale unique, cette solution est appelée trajectoire

du champ de vecteurs f.

Définition 2.1.1. (Flot)

On appelle flot du systeme précédent, la famille des applications
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2.1. Systémes dynamiques fractionnaires

(bt Xy X(LEo,t),

ot X (zo,t)est la solution du systéme dynamique passant par xy & instant t.

Proposition 2.1.1. (proprietés de flot)
1. ¢i(x0) est de classe C*Lsi f est se classe C¥,
2. ¢o(wo) = x0o tel que (¢o = Ia),
3. Ge(ds(w0)) = Prrs(wo)-

Remarque 2.1.1.

1. Si f est linéaire et « = 1, n = 1, on obtient [’équation du premier ordre suivante :

dx

i ax(t), a € R,

le flot dans ce cas est donné par

¢i(z0) = T ™.

2. Généralement si A € M,(R), on a :

dy(0) = 20 ™.

3. Dans le cas fractionnaire (0 < a < 1) :
oDie(t) = ax(t),

le flot est donné par :

(o) = xo Eolat?).

En effet :
oDi'x(t) = ax(t),

en utilisant la transformée de Laplace dans les deux cotés

L{GDie(t)} = L{ax(l)},
s*X(s) — s rwg = aX(s).

17



2.1. Systémes dynamiques fractionnaires

Alors :
Sa—l
X =
(s) To e
donc
g . Safl
t) = -
o{t) = 202 {1},

en utilisant (1.20) pour 5 =1 et A\ = a, on trouve :

x(t) = zot° By (at®),
= xoEy(at®).
Définition 2.1.2. (Orbite)

L orbite est la courbe tracée par la solution mazximale unique du systeme dynamique pas-

sant par xo ent =0,

Oy = {Pi(x0) : t € Ix,}.
Remarque 2.1.2.
1. Deux orbites distinctes ne peuvent pas ce croiser.
2. Tout point de 2 appartient a une et une seule orbite.
3. 81 Oy = {x0}, un tel point vérifie nécessairement f(xo) = 0, c’est ce que l'on
appelle un point d’équilibre.
Définition 2.1.3. (Portrait de phases du champ de vecteurs).

Une partition de €) en orbites s’appelle le portrait de phases du champ de vecteurs.

Définition 2.1.4. z* € R est un point d’équilibre (stationnaire, critique, five) du sys-

teme (2.1) s’l verifie l’équation f(z*) = 0.

Définition 2.1.5. [J/

o L’équilibre x* est dit stable si pour tous ¢ > 0, 30 > 0, tel que pour toute condition
initiale xoy € B(x*,0) la solution de (2.1)) est définie au moins sur [ty, +00| et vérifie
|lx(t) — x| <, i.e.

V t € [ty, +00], Ve >0, 36 > 0, ||a* — x|l < 6 = sup||z(t) —2*| <.

o L’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable et si de plus, 36 > 0 tel
que pour toute condition initiale xo € B(x*,4) la solution de converge vers xr* quand
t — 400, i.e. 30 > 0, ||z — || < § = limyy o x(t) = 2.

o [L’équilibre x* est dit instable s’il n’est pas stable.
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

2.2 Stabilité des systémes fractionnaires

2.2.1 Meéthode indirecte (Linéarisation)
Le cas linéaire [5]
Nous considérons d’abord le systéme fractionnaire linéaire suivant :

oDp ((t)) = Ax(),

z(0) = xo,

oul<a<letAecRM".

En effet, lorsqu’on résout un systéme d’équations différentielles linéaires d’ordre entier,
les valeurs propres du systéme sont généralement des exponentielles complexes.
Cependant, lorsqu’on considére un systéeme d’équations différentielles fractionnaires, les

valeurs propres peuvent étre modifiées et remplacées par des fonctions de Mittag-LafHer

(voir remarque [2.1.1] (3)).

Théoréme 2.2.1. Le systéeme linéaire (2.2)) est :
1- La solution z(t) = 0 du systeme (2.2)) est asymptotiquement stable si et seule-

ment si |arg(\;)| > %, pour tout i = 1,2,---,n, ot X; sont toutes les valeurs

propres de la matrice A. Dans ce cas, les composantes de [’état décroissent vers ()
comme t“.

2- La solution x(t) = 0 du systéme est stable si et seulement si les valeurs
propres de A vérifient |arg(X\;)| > 5, et toutes les valeurs propres vérifant |arg(A;)| =
% ont une multiplicité géométrique égale a 1.

3- La solution x(t) = 0 du systéeme (2.2)) est instable, si et seulement si : il existe

une valeur propre de A vérifiant |arg(\;)| < 5.
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2.2. Stabilité des systémes fractionnaires

Ce résultat peut étre représenté par la figure suivante :

> Re

I Région Instable I

Région stable

FIGURE 2.1 — Région de stabilité d'un systéme linéaire d’équations fractionnaires d’ordre
0<a<l

Le cas non linéaire (Linéarisation) [4]

Considérons maintenant le systéme non linéaire fractionnaire (2.1)), soit x* le point
d’équilibre de ce systéme, D5 (z*) = f(z*) = 0. i.e,
posant z(t) = x* + y(t), alors :

o D7 (y(t)) =5 Dy (x(t) — %) =5 Dy (x(t)) = f(=" +y(1)),
d’apres le développement de Taylor d’ordre 1 au voisinage de z*, on trouve :
fla™+y®) = f@) + f(@)y(t) + Oy*) = f(=" +y(t) = f'(a")y(t),
et donc en peut écrire ’approximation :

fl@™ +y(t) = Ay(d),
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

avec
oh Oh ., OA
o1 0o Oxn
A _ . .
Ofn  Ofn .. Ofn
ox1 Oxo Oxn/ g

On obtient le systéme linéaire fractionnaire :

6D (y(t)) = Ay(t),

y(0) = g — x*

(2.3)

ou A= % + est la matrice Jacobienne de la fonction f.

Théoréme 2.2.2.
- Le systeme (2.1), dont Uorigine est un point d’équilibre hyperbolique est linéaire-
ment stable, si chaque valeur propre A de A telle que |arg(\)| > 5.

- Le systeme (2.1)), est linéairement instable si |arg(\)| < % pour une valeur propre
A de A.

- Si|larg(X*)| = % alors \* est un point de Bifurcation.

Exemple 2.2.1. Considérons le systeme non linéaire suivant :

th%x =1+ 2%y — 4z,
SDt%y = 3r — 2%y.
Point fixe :
1+ 2%y — 42 =0,
3x — 2%y =0,

il existe un unique point fivre E=(1,3),

en linéarisant le systéme en E on obtient le systéme linéaire suivant :
!
ODtgu = J(l.’y)u,

tel que u = (x,y)

2oy —4  2?
3—2xy —a?
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

Alors pour u=(1,3)
2 1

Ja3) =
(13) P

Il est clair que det(Ja3)) =1 et tr(Jugs) =1,

Py =N —tr(Jug)A + det(J )

A = -3 <0, il existe deux solutions complexes

donc

Onaa= %, alors o = 7, donc

on en déduit que E est stable.

La bifurcation de Hopf est un phénoméne d’apparition d’un cycle limite (solution pé-
riodique) a partir d’un état stable.
Le lemme suivant nous donne des conditions sur I’existence de bifurcation de Hopf dans

le cas fractionnaire :

Lemme 2.2.1. [6] Soit A(1) la valeur propre de ’équation caractéristique, s’il existe p*

tel que

L arg(Mp))| = 5,

22



2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

d\
2. difb)‘lmu* 7é 0,

alors p* est un parameétre de bifurcation de Hopf.

2.2.2 Meéthode directe de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov est un concept utilisé dans la théorie des systémes
dynamiques pour étudier le comportement asymptotique des systémes, elle est basée sur
les travaux du mathématicien Aleksandr Lyapunov.

Cette méthode consiste a trouver une fonction appelée condidate de Lyapunov permettant
d’évaluer la stabilité des points d’équilibres d’un systéme non linéaire.

Notons que la méthode directe de Lyapounov nous donne une condition suffisante de stabi-
lité, c’est-a-dire que le systéme peut étre stable méme devant I'impossibilité de trouver une
fonction de Lyapounov car il n’y a pas de régle générale pour trouver une telle fonction.

Cependant, dans les problémes de mécanique, 1’énergie est souvent un bon candidat.

Commencons cette section par définir la stabilité au sens de Mittag-Lefler, cette notion

généralise naturellement la stabilité au sens Lyapunov [4], [10].

Définition 2.2.1. (Stabilité Mittag-Leffler)
Soit B C R™ un domaine contenant l’origine. La solution de l’équation différentielle frac-

tionnaire non-linéaire (2.1)) est dite Mittag-Leffler stable si :
lz ()] < {m(z(to)) Ea(=A(t = t0)*)}", (2.4)
ot ty est le temps initial, « € (0,1), A >0, b >0, m(0) =0, m(z) > 0 et m est localement

Lipschitz sur x € B C R".

Définition 2.2.2. (Stabilité Mittag-Leffler généralisée)
Soit B C R™ un domaine contenant [’origine. La solution du méme systeme (2.1)) est dit

stable au sens de Mittag-Leffler généralisée si :
lz ()] < {m((to))(t — to) 7 Baa—(=A(t — to)*)}", (2.5)

ol ty est le temps initial, o € (0,1),—a <y <1—a,A>0,b>0,m(0) =0,m(x) >0 et

m est localement Lipschitz sur x € B C R".

Remarque 2.2.1.
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

e La stabilité Mittag-Leffler et la stabilité Mittag-Leffler généralisée impliquent la stabilité

asymptotique.

Théoréme 2.2.3. Soit x* = 0 un point d’équilibre pour le systéeme (2.1) et D C R™ un
domaine contenant lorigine. Soit V (t, z(t)) : [0,00) x D — R une fonction continiment

différentiable et localement Lipschitz par rapport a x tel que :
nlll* <Vt x(t) < plle]®,

(C)D?V@vx(t)) S _73|’x|‘ab7

avect > 0, x € D, a € (0,1), 71, 72, 73, @ et b sont des constantes positives. Alors
x* = 0 est Mittag-Leffler stable si les hypothéses sont globalement sur R™, alors z* = 0
est globalement Mittag-Leffler stable.

Définition 2.2.3. Une fonction continue 7y : [0,t) — [0, +00) est dite de classe-K si elle

est strictement croissante et que y(0) = 0.

Théoréme 2.2.4. Soit x = 0 un point d’équilibre pour le systéme d’ordre fractionnaire
(2.1). Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V et des fonctions de classe-K
vi(i = 1,2,3) satisfaisant

nlzl) < V(E z) < yallll), (2.6)

et
oDV (t, ) < —ys([|]), (2.7)

ot « € (0,1). Alors le systeme (2.1)) est asymptotiquement stable.

Corollaire 2.2.1. [2] S’il existe une fonction de Lyapunov définie positive V(t,z) tel que
DV (t,x) <0,

alors la solution triviale de systéme (2.1)) est asymptotiquement stable.

La dérivée d’une fonction produit :

Contrairement a la dérivée entiére, la dérivée de Caputo ne vérifie pas directement la régle

de Leibniz (produit de deux fonctions). En effet, d’aprés 'exemple :
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

D) = ot
2! o
= ml’(t) . (2.8)
Alors que
2w (L) D x(t) = 2x(t)%x(t)l_a
= ﬁx(ty_a. (2.9)

C’est claire que (2.8]) # (2.9)

Cette section présente un lemme, qui permet d’éviter ce probléme et de trouver des
fonctions candidates de Lyapunov pour démontrer la stabilité de nombreux systémes

d’ordre fractionnaire, en utilisant l’extension de la méthode directe de Lyapunov [I].

Lemme 2.2.2. Soit x € R étre une fonction continue et dérivable. Puis, a tout instant
t >t

1
§§0D§‘aj2(t) < x(t)§ Dix(t), Vo € (0,1). (2.10)

Démonstration. Prouver que I'expression (2.10|) est vraie, équivaut a prouver que :

1
x(t)g, Difw(t) — éfon‘xQ(t) >0,V € (0,1). (2.11)

En utilisant ((1.29), on peut écrire que :

1 boa(r)
¢ D&z (t) = d 2.12
to tx() F(].-Oé) /to (t—T)O‘ T, ( )
et de la méme maniére :
1 1 Pa(r)a(r)
Z¢ DY) = d 2.1
2t0 tx ( ) P(l_O{) /to (t_T)a 7, ( 3)

L[ e, (2.14)
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

on définit la variable auxiliaire y(7) = () — z(7) ce qui implique que

De cette fagon, 'expression ([2.14) peut étre écrite comme :

1 t /
/ vy ) <, (2.15)
'l—oa) J, (t—7)

Intégrons par parties I'expression ([2.15]), définissant

du=y(r)y/ (T)dr, w= 2y (7)
1 o o «a —a—1
v:m(t—ﬂ , dv—m(t—ﬂ :

De cette fagon, 'expression ([2.15)) peut étre écrite comme :

{21“(1 —yza()T(zf — r)ar B 2F(1a_ a) /t: (t f;iﬂ <0,

to

- [21‘(1 —yl()T(i —~ T)Q}T:f [2P(1 —yl(;é)t)_ to)a} +2p(1a_ ) /t: t %Qgiﬂ > 0. (2.16)

Vérifions le premier terme de l'expression (2.16), qui a une indétermination en 7 = t,

analysons donc la limite correspondante.

lim y*(7) _ 1 @)
i 21— a)(t—7)° 20 —a)ri  (t—7)
__ U [P — 2e()a(n) + ()]
- lim — . (2.17)

Etant donné que cette fonction est dérivable, la régle de L'Hopital peut étre appliquée

(car elle donne 3). Alors :

1 lim [22(t) — 2z (t)x(T) + 22(7)] _ 1 lim [—2x(t)x(7) + 22(7)2(7)]
2F(1 — Oé) T—1 (t — T)o‘ 2F<1 — Oé) T—1 —a(t — 7—)04—1 !
1 R - 20l (- )
2I'(1 — ) 7t «
=0.
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2.2. Stabilité des systemes fractionnaires

Ainsi, Uexpression (2.16]) se réduit a :

2 t t 2
21 —a)(t —to)  2I'(1 —a) Jy, (t —71)oH!
L’expression (2.18)) est clairement vraie, ce qui conclut la preuve. |

Exemple 2.2.2. Considérons le systéme non linéaire d’ordre fractionnaire suivant, avec

0<a<l,z(t) = [zi(t), z2(t)]

§Df w1 (t) = —a1(t) + 23(1),

(2.19)
6DF 2 (t) = —x1(t) — 22(1).
Considérons la fonction candidate de Lyapunov suivante, qui est définie positive.
L 5 L,
V(z1(t), zo(t)) = §x1(t) + ZxQ(t). (2.20)

Maintenant, La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction de Lyapunov

peut étre décrite comme suit :

C (03 1C [0 1C (073
oDV (w1(t), wa(t)) = éth 23 (t) + ZODt z5(1).

Et en appliquant le lemme[2.2.3

= —23(t) — x3(t) < 0. (2.21)

Comme on peut le voir a partir de l’équation (2.21)), la dérivée fractionnaire de la fonction
de Lyapunov est définie négative, on peut donc conclure d’apres le corollaire que le

point d’équilibre x* = (0,0) est asymptotiquement stable.
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2.3. Un schéma numérique pour les systémes fractionnaires

2.3 Un schéma numérique pour les systémes fraction-

naires

Les méthodes numériques sont souvent nécessaires pour obtenir des solutions de sys-
témes fractionnaires en raison de la non-localité et de la nature singuliére de ces opérateurs.
Dans cette section, nous explorons la méthode de correction de prédiction souvent utilisée

pour expliquer le comportement de ces systémes [6].

2.3.1 Meéthode de prédiction-correction fractionnaire

On considére 'équation (2.1]) sur [0,7], 00T >0,n=1,0 < a < 1.
Appliquant l'intégrale de Riemann-Liouville, I’équation (2.1)) peut étre reformulée en

termes d’intégrale de Voltera comme suit :

I oD ()] = 15 f (¢, x(t)),

d’apreés le théoreme [1.2.3| on obtient :

(t) = xo = Ig f(t, 2(1)),

alors

I ot
z(t) = xo + m/o (t —s)* " f(s,2(s))ds. (2.22)

Soit t, = kh, k=1,--- , N une grille uniforme a N points ou h = % et N est un entier

positif, alors l'intégrale (2.22)) au point ¢ = ¢, peut s’écrire :

k

S5 [ s 9 s (223)

T(tht1) = 2o+ =——
i F(Oé) =0 tj

La partie non linéaire de I’équation (2.23)), dans chaque intervalle [t;,¢;41], peut étre
approximée par le polynéme du premier degré comme :

[, 2(tj)) — f(tjaﬂﬂ(fj))s N Sy, o)t — f(tjn, 2(ti))t
tiv1 — tiv1 — 1

f(s,x(s)) =

Y
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2.3. Un schéma numérique pour les systémes fractionnaires

en simplifiant cette équation on obtient :

F(s, () = T2 p (ks a(t) + —— 0 f(tn 2 (t4n). (2.24)

tiv1 — 1t tiy1 — 1t

En remplagant (2.24) dans (2.23)) :

k
1 f(t,2(t)) 1 Sty 2(tj))
2(tp1) = 20 + ’ )P e AR AR 2.25
( k-‘rl) 0 F(O&) ~ |: tj+1 _ t] J,k+1 tj+1 IR t] J,k+1 ( )
tel que
1 _ tat a—1
Liper = (o1 — )" (41 — 5)ds,
tj
et

2 b 1
Ly = / (thsr — 5)* (s — t;)ds,
¢

J

d’apreés I'intégration par parties on obtient :

I8 (trer = 85) (1 = 1) | (s — tir) T (e — )
Ll a ala+1) ala+1) 7’
et
2o e — )G =) (e = 800 (B — 8)"
Ll o' ala+1) ala+1)

En remplacant I} ikt €t []2“1 dans (2.25) et on a ¢, —t; = h.

1 f f j+1, X +1))
x(tk-i-l) =To+ F(Oé) Z ]+1 —t k+1 + Z J]+1 _Z ]jzvk-f'l )
j=0
Mk k+1
1 o f z(5))
ZSITO—Fm _j;o[jjc—&-l Z 1k+1— )
r k
1 f(ty,2(t;)) f kg1, 2(trgr))
=Ty + m [5k+1f (to, z(to)) + ; PRI o k+1)% + Il?,k—&—l = N =
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2.3. Un schéma numérique pour les systémes fractionnaires

On calcule maintenant 15y, (I, + 171 441) et I, en utilisant t; = k h.

e Pour j =0:
o (e =) —to) (e —8)* (B — 1)
0/k+1 a ala+1) ala+1) 7
B (]{ + 1)a ha—H k,a—H ha+1 B (/{5 + 1)a+1 ha—l—l
B a ala+1) ala+1)
het! +1
= — |k — (k- 1)%]. 2.2
am+1ﬂk (k—a)(k+1)7] (2.27)

e Pour j=k+1:

(trr — )%t —tj1) (e — )T (e — tj—1) ™!

I? S _
=Lkl a ala+1) ale+1)
2o e = b)) e =) (e = )™ (e — 8)7
kit a ala+1) ale+1)
ha+1
= —. 2.28
ala+1) (228)
ePour1 <j; <k
L4 | Goga =) (i1 — £5) n (terr =) (e — 1)
kAL T gLk a ala+1) ala+1)
I B ) 7 D U t)0 T (e — )
a ala+1) ala+1) ’
on obtient :
1 2 hott Natl ; +1 , +1
Ij7k+1+[j—1,k+1 = m [(k—j)a —2(k—j+1)a +<k—]+2)a ] . (229)

En remplagant (2.27)), (2.28)), et (2.29)) dans (2.26)), on trouve :

k
1
T+1 = To + F(Oz) aO,k‘—l—lf(tO) x(to)) + Z (lng_Hf(tj, C(Z(tj>) + ak+17k+1f<t/€+1, Ji(tk_H)) ,
j=1
(2.30)
tel que :
ket — (k — a)(k + 1), j=0,
ho
Qj k41 = m (k _])a—i-l _ Q(k —j + 1)a+1 + (l{ — + 2)04—&-17 1 S j S ]C, (231)

1, j=k+1.
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2.3. Un schéma numérique pour les systémes fractionnaires

L’équation est non linéaire puisque le terme x| apparait de part et d’autre,
ce qui rend difficile I'implémentation de ce schéma sur un ordinateur. Pour éviter cette
situation, on remplace xp,; dans la partie droite par une quantité préductrice, notée
x},, et dérivée simplement & partir de (2.23) en rapprochant f(s,z(s)) par f(tx,z)) dans

chaque intervalle. A partir de la discussion ci-dessus, le schéma correcteur est obtenu

k
1
5E§+1 = Zo + m JZ:; bjs1f(t),75), (2.32)
ou

ti+1 )
o
bjkt1 :/ (tepr —8)* ds,
t

J
(tegr — )% (trpr — tj1)”

« (0%

= O e 0 <<k
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

La dynamique de population étudie les changements quantitatifs et qualitatifs des po-
pulations d’étres vivants au fil du temps. Dans ce chapitre nous explorons 'application
des systémes dynamiques fractionnaires a ’étude de la dynamique des populations, en

mettant ’accent sur les interactions prédateurs-proies et mutualistes.

3.1 Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

Un modéle de population est un modéle mathématique utilisé pour décrire la dynamique
d’une population. Les équations décrivant les modéles de population peuvent prendre dif-
férentes formes telles que les équations différentielles. Il existe plusieurs types de modéles
de population tels que les modéles prédateur-proie jouent un role essentiel dans la compré-
hension des interactions dynamiques entre les espéces au sein d’un écosystéme. Dans cette
section, nous nous intéressons spécifiquement au modéle prédateur-proie fractionnaire de
type Gaussien présenté dans l'article [11], ce modeéle offre une représentation réaliste des
fluctuations et des intéractions complexes observées dans de nombreux systémes écolo-

giques. Le modéle prédateur-proie fractionnaire est donné par le systéme suivant :

Dy = fi(u,v) = ru(l — u) — /uv,
ngv:fQ(u,v)zﬁv(\/_—é), (3.1)

u(0) = ug > 0,v(0) = vy > 0.
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

Nous présentons dans cette partie une étude détaillée du modele (3.1), nous explorons
les propriétés et les comportements dynamiques de ce modeéle en utilisant des analyses

mathématiques (stabilité locale, Bifurcation de Hopf) et des simulations numériques.

3.1.1 Stabilité locale de points d’équilibres

1. Commencons d’abord par calculer les points d’équilibres, qui sont les solutions du

systéme suivant :
filu,v) =0,
fi(u,v) =0,
alors
ru(l —u) — Juw =0 (1),
fo(ya—6) =0 (2),
de (2) on obtient v = 0 ou u = ¢* on distingue deux cas :

Cas 1 : en remplagant v = 0 dans (1) on obtient :

ru(l —u) =0,
et done
u =0,
au bien
u=1,

alors on obtient dans ce cas deux points d’équilibres Fy = (0,0), E; = (1,0).

Cas 2 : L’équation (1) peut-étre simplifié comme suite :

7"\/76(1 —u) =1, (3:2)

en remplagant u = §? dans (3.2)) on obtient :

v=rd(1— 5.

Alors on obtient dans ce cas le point d’équilibre Fy = (6%, 76(1 — §2)).
Par conséquent il existe trois points d’équilibres Fy = (0,0), F; = (1,0),
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

Ey = (6%,16(1 — 6%)).
Mais FEy cause une singularité (le point(0,0) est un point singulier).

On va étudier seulement la stabilité des points E7, Es

. Linéarisation du modéle (3.1)) prés de E; on obtient :

oDiw = Aw
B 7"—2u7"—2\”/a —\/u U (3.3)
L NEDIAT
e Pour £, = (1,0)
d*w
die = A(El)w
—r -1
. ! (3.4)
0 pB(1-9) v
L’équation caractéristique de A(E}) est :
Py =\ — tr(A(E)A + det(A(EY)),
=N+ (BS—B+7r)A+ B0 —1)r=0. (3.5)

Sl 6>1:
det(A(Ey)) > 0,

tT’(A(E1>> < 0,
donc les deux racines de I’équation caractéristique de (3.5)) ont des partie réelles
négatives, donc F; est stable dans le cas entier (« = 1) .

Dauns le cas fractionnaire on note ces deux racines par A\ (E;) et Ao(F1), évidemment

comme ces deux racines sont négative alors :

AT
arg(M(Er)) > R

T
arg(Ra(Fr) > 5

on conclut d’aprés le théoreme que le point d’équilibre E; est aussi stable.
Sig<1:
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

det(A(Ey)) < 0,

I'une de ces deux racines de I'équation caractéristiques de (3.5 est un nombre réel

positive, qui pourrait étre notée parA;(E;). Donc :
arg(M(E1)) =0 < —.

Par conséquent, le théoréme [2.2.2] affirme que E; est instable dans les deux cas

fractionnaire et entier.

e Pour Fy = (62, r6(1 — 6%))

cDow = A(Ey)w

_ 2(1-30%) =0\ [u (3.6)
a-64 o) \v
L’équation caractéristique de A(FE3) est :
pa = A2 — tr(A(E))\ + det(A(Ey)),
:/\2+g(362— 1)A+?(1—5Z) =0. (3.7)
1
o 0 73 1
det(A(Es)) + + + 0 -
1
o 0 73 1
tr(A(E2)) + + 0 — -
- ‘
S1 = <o<1:

det(A(Es)) > 0,
tr(A(E,)) < 0,

donc les deux racines de I'équation caractéristique de (3.7) ont des partie réelles
négatives, alors dans le cas du dérivée premiére Fy est stable .

Si on note, ces deux racines sont négatives notées respectivement par A;(FEs) et
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

Ao(Esy) évidemment

arg(M(Ex)) >

(67
arg(a(E2)) > =

on conclut d’apres le théorme le point d’equilibre E5 est stable.
S10>1:
det(A(E3)) < 0.

L’une de ces deux racines de I’équation caractéristique de (3.7) a une racine de
partie réelle positive, donc E5 est instable.
. -
S10<6< ok
det(A(EQ)) > 0,

tr(A(E»)) > 0.

Les racines caractéristique de ont des partie réelle positive, alors le point F,
est instable dans le cas de dérivée premieére.

Cependant, en vertu du lemme[2.2.T] on peut trouver une région paramétrique telle
que le points Ej reste stable dans le cas fractionnaire, cette région dans I'extension
de stabilité entier. Pour cela, supposons que les racines de 1’équation caractéris-

tiques de (3.7) A = P +iQ, P,Q € R telle que :

M2(Es) = P+1Q,
A 2(Ey) = r(cos(f) + isin(h)),

donc

Q _sin(f)

= =tg(0
P cos(f) 9(0);
puis d’aprés le théoreme : B est stable si A; o(Es) verifier la condition suivant :

QT

0 = arg()\m(Eg)) > 7,

™

25 = 19%(0) = tg*(arg(Ma(F2)) > tg*(50). (38)
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

D’autre part on a :
A = tr*(A(Ey)) — 4det(A(E»)),

M) = tr(A(Eg))Qj: ¢M7
_ tr(A(E)) + i/=tr2(A(E3)) + 4det(A(E3))
2 )
_tr(A V/ tr2(A(Ey)) + 4det(A(Es))
= 2 2 )
alors
QA (A(B)) + 4det(A(E,))
WO == r(A(E)) |
_ [4det(A(E»))
_\/—W(( %) 1, (3.9)
donc , p
2 = 19°0) = taP argNED) = iy 1 (3.10)
det(A(B)) = 01— ),
et

2

tr2(A(E,)) = %(1 —36%)2,

alors on obtient :

865(1 — §2)
r(l—30%)

évidemment, F, est stable pour le systéme (3.1)) lorsque :

tg*(arg(M(Er))) = -1,

tg* (arg(M(E2))) > 19°(5),

835(1 — 6?) e%s
EUEE AT R
8B5(1 — 62) ar

2_
1 —sere - ()L

alors
r(1—36%)? [tg* (%) + 1]

p> 85(1 — 02) !
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

posons
g r(1—36%)? [tg* (%) + 1]
' 80(1 — 6?)
nous pouvons conclure le résultat suivant : Pour le systéme (3.1)).

Théoréme 3.1.1. :

(3.11)

(a) Si§ > 1 le point d’équilibre E; est stable, mais Ey est instable.
(b) Side (\/Lg, 1) le point d’équilibre E, est instable, mais Ey est stable .

(c) Sid € (0, \/Lg) quand [ > (%, qui est défini dans (3.11)), Ey est instable, mais

E5 est stable.

Donc 8* peut étre un Bifurcation de Hopf.

Remarque 3.1.1. Dans la région des paramétres 0 € (\/Lg, +00), la stabilité de Ey et de
E5 ne sont pas affectées par l’ordre fractionnaire de et indépendantes des paramétres
B et r. Dans ce cas, le résultat de la stabilité est la méme que le systéme du premier ordre
correspondant de. Lorsque § € (0, \/Lg), E5 est instable pour le systeme du premier
ordre correspondant de (3.1)) et paramétres arbitraires 5 et r. Cependant, lorsque [’ordre
fractionnaire o € (0,1), Ey pour est stable dans le cas de 6 € (0, \%) et 8> p*. Ce
résultat ne peut pas étre vérifié pour le modeéle correspondant du premier ordre de (3.1)).

Ainsi, l'ordre fractionnaire peut étendre la région de la stabilité.

3.1.2 Bifurcation de Hopf

L’étude de bifurcation de Hopf pour le systéme d’ordre fractionnaire est différente par
rapport au systéme du dérivé premiere. De la discussion ci-dessus, nous prenons le para-
meétre J comme paramétre de bifurcation de Hopf pour le systéme avec 0 € (0, \/Lg)
Selon la condition du Lemme [£* peut étre le point de bifurcation de Hopf du systéme
d’ordre fractionnaire , il suffit donc de vérifier que les racines de satisfont ou

non %(5’% g+ # 0 . Pour cela, on peut prendre la dérivée des racines de (3.7) par rapport

au paramétre 5. Par des calculs complexes, on obtient :

tr(A(E)) | /Met(A(Ey)) — 0 (A(E))

A12(B) = . |
d)‘lv—Q(ﬁ) — 4y 4%‘1615(14(5]2))
g 4\/4d6t(A(E2)) —trz(A(E2))7
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

d)\l’g(ﬁ) o £ det<A(E2))
g \/4det 2)) — tr2(A(E,))’

nous dérivons det(A(F3)) par rapport a § on obtient :

dha2(8) _ 50(1 =07
dg VAdet(A(Ey)) — tr2(A(Ey))’
M| B 20(1—6?)
ag """’ tr(A(E2))tg(%£)’

car \/4det(A(E,)) — tr2(A(E»))|p=p- = tr(A(E»))tg(%) d’aprés equation (3.9).

d\(B) B 51— 52)
a1 = ET gy
done dA(B) 501 — 62)

=+i ,
a1 T T ()
comme 6 € (0, %) alors §(1 — §2) # 0 et (1 — 36%) # 0,

donc

dA( )|B g # 0,

Ainsi, 5* défini dans (3.11]) est un point de bifurcation de Hopf de (3.1)).
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3.1. Modéle prédateur-proie de type Gauss fractionnaire

3.1.3 Résultats numériques pour le systéme (3.1

e On choisit 7 = 0.5 et 6 = 0.4. La figure 3.1 montre une courbe de relation entre 'ordre
fractionnaire «v et le paramétre 3 sous lequel E, est stable (rouge) ou instable (verte). Cela

implique que la stabilité dépend de l'ordre fractionnaire a et des paramétres du systéme

B1).

0.2 0.4 0.6 0.8
o

FIGURE 3.1 — Diagrame de Bifurcation de systéme (3.1)) en fonction de « et (.

e Le systéme est résolu en utilisant le schéma prédiction-correction et en mettant
les parameétres r = 0.5 et o« = 0.8 (d’apreés la figure précédente).

Alors en remarque 3 cas :

Cas 1 : Pour 6 > 1, alors nous prenons ¢ = 1.2, d’aprés le théoréme as (a),

E; = (1,0) est stable comme le montre la figure suivante :

0.5 1
04r 1 08F —_
031 1 06
-
02r 1 04
011 1 02
E
1
& S % S "
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 100 200 300 400 500
u Time

FIGURE 3.2 — La stabilité de F; pour le systéme ({3.1]). Les paramétres sont pris comme
r=0540=12 a=0.8et §=0.5.

Cas 2 : Pour \/Lg < 6 < 1, alors nous prenons § = 0.8, d’aprés le théoréeme as (b), le
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

point d’équilibre Ey = (0.64,0.144) est stable, ce qui est représenté sur la figure suivante :

0.5 1
—
0.4 08 v
0.3 0.6 |
-
0.2 0.4
01 0.2
0 5 g 4 3 0 * 5 § .
0 0.2 04 06 0.8 1 0 100 200 300 400 500
u Time ;

FIGURE 3.3 — La stabilité de E, pour le systéme (3.1). § = 0.8 et autres paramétres
comme dans la figure 3.2.

Cas3:0<0< \/Lg, alors nous prenons § = 0.4 puis * = 0.5267.

- Pour g > p*
en posant = 0.8, alors § > [* et donc E, est stable pour le systéme d’ordre

: nous choisissons le paramétre § comme parameétre de controle,

fractionnaire (3.1]) (voir figure 3.4 gauche), alors que pour les mémes paramétres

on observe un cycle limite dans le cas entier (o = 1, figure 3.4 droite).

0.5 0.5
" First derivative
S,
04r 04r ,/ 1
0.3} 0.3 1
> >
02r 0.2 1
I |xh_///
LW /’
0.1 0.1 1
_/ ¢

ok D 0

0 0.2 04 0.6 0.8 1

FIGURE 3.4 — La stabilité du systéme d’ordre fractionnaire (3.1)) avec @ = 0.8 et I'insta-
bilité du systéme (3.1 avec la dérivée du premiere ordre, r = 0.5.

- Pour 8 < * : E5 est instable.

3.2

Modéle de mutualisme & deux espéces fractionnaires

Le mutualisme est un type de relation d’avantage entre deux espéces biologiques dans

laquelle les deux individus bénéficient de leur interaction. Cette relation joue un réle im-
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

portant dans la facon dont ’abondance et la répartition des espéces se faconnent dans
I’écosystéme. Les modéles de mutualisme a deux espéeces sont des représentations ma-
thématiques utilisées pour étudier et comprendre les interactions mutualistes entre deux
espéces différentes telles que les taux de croissance, les taux de mortalité, les taux d’inter-
action et les ressources disponibles. Ces modéles sont généralement basés sur des équations
différentielles classiques qui décrivent la dynamique des populations des deux espéces au
fil du temps. Dans cette section, nous introduisons une version fractionnaire du systéme
de mutualisme & deux espéces classique (d’ordre entier) étudie dans l'article [9], comme
suit :

Dy = rmu [1 -t bl—w] —e1u,

. (3.12)

c o, — v baiu
aDtU—TQU[l—k—2+k—2]—€QU.

Nous analyserons ensuit les propriétés et les comportements de ce modéle de mutualisme
a deux espéces fractionnaires, en mettant ’accent sur la stabilité globale de 1’équilibre de

coexistence.

3.2.1 Les points d’équilibre

Commencons d’abord par calculer les points d’équilibre, qui sont les solutions du systéme

suivant,
iU [1—%+l’,1€—21”}—61u:0, (3.13)
roU [1—,%4—(’%—12“] — e =0,
rlu[(l—l—i-bl—w) —f—l] =0,
& N : (3.14)

rgvKl—k%%—bi—;“) —i—ﬂ =0.
1. (mu =20)et (rov =0) < u=0et v=0,donc le premier point d’equilibre est
Ey = (0,0).

2. <(1—k—“1+b1—2”)—e—1> =0et (v =0) & u=Fk(l—-2)etv=20on pose

k1 r1

A = (1 - %), donc le deuxiéme point d’equilibre est E; = (k1A;,0) tel que
0<e <nr.
3. (ru = 0) et <(1—;—2—|—b?€—12“)—f—§> =0 u=0etv=Fky(l—2)on pose

Ay = (1 — 2), donc le troisitme point d’equilibre est Ey = (0, kyAz) tel que

T2

0<ey <ry.
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

4. <(1—kll+bl_2v)_e_1 :Oet((l—k—‘;—k”i—;“)—e—?):o

1 T1 T2

k
avec A; = (1 —2), Ay = (1 — ). Alors :

u = Allﬁ + blgv (1) (3 15)

vV = Agk’g + bglu (2)

En remplacant (2) par (1) on obtient :

u = Alkl + le(AQkQ + bglu),
. Arky + b1 Ak

u =
1— b12b21

Maintenant, en remplagant (1) par (2) on obtient :

v = Aoky + b1 (A1ky + b1ov),

Aok + bo1 Arky
1 —bigby

*

Ar1k1+b10Asks  Asko+ba1 Ark )
1—612b21 ’ 1—b12b21 ’

Donc le quatriéme point d’equilibre est F3 = (

3.2.2 La stabilité globale de I’équilibre de coexistence Fj3

Le Lemme suivant est indispensable pour démontrer le résultat principal de cette section

Lemme 3.2.1. [§/ Soit z(t) € R* une fonction continue et dérivable. Alors, pour toute

mstant t > tg

0D |o(t) — 2" — $*ln$] < (1 — ;zt)) ¢ Dix(t), 2" € RY, Vo€ (0,1).  (3.16)

Démonstration. En apliquons la linéarité de la derivée fractionnaire de Caputo et

Iexemple On peut voir que (3.16)) est :

* % c a x(t
§OD§‘$(1€) — o Dia" —x"{ Dy {lnﬁ] < (

:L.*

x(t) —x

)55 it

(0, Dielt) — " a0, | 10212 | < (at0) = "), DEa0),

x(t)y, D x(t) — " x(t) § Dy {ln%} — (z(t) —2%);, Dyz(t) < 0.
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

Comme z* € R}, il est claire que pour montrer (3.16)) est equivalent & montrer :

x*

& Diw(t) — x(t) § Dy [ln@] <0. (3.17)

D’aprés la définition de dérivée de Caputo on a :

(& (03 1 ! ]' /
to Dy (t) = rl—a) ), z'(s)ds,

Wi [Z”Ig)] -3 / (RIS

Le terme gauche de (3.17)) est égale a :

r(ll_a) /t: (x(s?r(_s)x <t)> (tmi(?)ads (3.18)

Définissons maintenant la variable auxiliaire w = x(si&;”(t)

Ce qui implique que 4% = xz/((:)) . Ainsi, I'équation ([3.18)) peut s’écrire comme suite :

ﬁ /t:x(t) (1 - (8)1+ 1) (tw_/i))ads, (3.19)

(t—s)™ iy — at — s)_o‘_l’

I'l—a)’ I'(l—a)
du = x(t) <1 — m) w'(s), u=x(t) (w(s) — In(w(s) + 1)) .

v =

En utilisant I'intégration par parties, on obtient :

z(t) (w(s) — In(w(s) + 1))}t o /t z(t) (w(s) — In(w(s) +1)) ,
I'(l—a)/, (t — s)ot! ’
£ _[etste)= nluto) 1)
o=t (1 —a)(t —to)" ’
o /t z(t) (w(s) — In(w(s) + 1))d5. (3.20)
to t

On remarque que le premier terme de 'expression (3.20) a une indétermination en s = ¢.
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

Maintenant, nous analysons la limite correspondante :

lim x(t) (w(s) — In(w(s) + 1)) _ 1 lim x(t) (w(s) — In(w(s) + 1))
st L1 —a)(t—s)~ [(1—a) st (t—s)°
L [m(s) —a(t) — a(t)InZ)
L o (3.21)

Utilisons la régle de L’Hopital pour notre limite, (car elle donne %). En différenciant a la

fois le numérateur et le dénominateur, nous avons :

1 [ e —somsg] 0 [i- 5]
F(l — a) st (t — 3)06 - F(l _ a) 513% Oé(t — S)O‘_l )

e

Ainsi, I'inégalité (3.20]) se réduit a :

_[2@®) (wlto) = In(w(te) +1))] @ /t z(t) (w(s) — In(w(s) +1)) , .,
L(1—a)(t—ty) I'(l—a)/, (t — s)ot! T
(3.22)
équivalent a
(w(t0) = () — 2()in248)) o gt (2(9) = 2() — 2(t)inzd) s
a I'(1—a)(t—ty)> CT(1-a) /to (t — s)ott =
(3.23)
Voir que l'inégalité (3.23]) est vraie, ce qui conclut la preuve. |
Théoréme 3.2.1. 5% b12 < 1, b21 <1et
biaby1 < 1, 0<er<rmetl<e < 9,
ou
b12b21 < ]., 0<e; <retl<es <ry.
Alors, Uéquilibre E3 = (u*,v*) du systéeme (3.12)) est globalement stable.
Démonstration.
Etape 1 : On définit la fonction V : {(u,v) € R2 : u > 0,v > 0} — R par :
u 9 _ * v 0 _ *
V(u,v) —cl/ eu d9+02/ ev do, (3.24)
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

de sorte que (3.24) peut s’écrire sous la forme :

Vu,v) =¢ <u —u* = u*ln%) +c (v —v* — v*ln%) : (3.25)

ol ¢; > 0 et ¢y > 0. La fonction V est continue sur le domaine Ri et V' > 0 pour tout
(u,v) € RZ — {(u*,v*)}, alors que V(u,v) = 0 si u = u* et v = v*. Par conséquent, nous
pouvons voir que V' (u,v) est une fonction de Lyapunov.

Etape 2 : En appliquant la propriété de linéarité de la dérivée de Caputo et en utilisant
le Théoreéme [3.2.1, on obtient :

u v
c o o c a * * c a * *
& DV (u,v) = 14, Dy (u—u —u ln—u*> + a7, Ds (v —v*—v ln—v*> :

<e (1 - “-) ¢ Dfu+ e (1 - ”—) ¢ Dfv. (3.26)
u v
En peut simplifier le systéme (3.12)) comme suit :

fODfu =0 |:(k1 —Uu—+ 17127)) — %] ,

b (3.27)
;:OD?U = % |:(]{72 — v+ b21U/> — %} s
ona A =(1-%2)et Ay =(1— ) alors:
;:OD?UJ = % [k’lAl — U+ blzv} , (328)
EOD?U = % [l{ngl — U+ bglu] s
d’aprés (3.15)) on a Ajk; = u* — biov*, Agky = v* — byyu* alors :
o Diu = 5 (U —u = bia(v" =), (3.29)
L Div =" (v* — v — by (u* —w)).
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3.2. Modéle de mutualisme a deux espéces fractionnaires

En remplacant (3.29)) dans (3.26) on obtient :

D8V () < I (1= ) (00— )~ (e = )

< T ) (0 ) — bl )
F AT ) (0~ )~ b — ).

< —— (=(u—u)? + bia(u — u*) (v —v%))

+o (—(v = v")* + bar (u — w*) (v — v")) .
2
On pose : ¢ = :i:;gﬁ ,
c Mo 17 *\2 * * b12 *\2
0 DiV (u,v) < . —(u —u")* + 2bya(u —u*)(v—v )—b—(v—v )7 .
1 21

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient :

171
gthaV(u7v) S _1

(—(u — ) £ bia(u — u)? + bua(v — v*)? — 22y — v*)Q) |

by

donc

DYV (u,v) < —=W(u,v),

tel que W (u,v) = 45 ((1 — Do) (u — u*)? 4+ P2(1 — byy) (v — v*)2), W est continue sur le
domaine R2 et W (u,v) > 0 pour tout (u,v) € R2 — {(u*,v*)}, alors que W (u,v) = 0 si
u =u* et v =v*. Ainsi, W est une fonction définie positive.

Ainsi, § DYV (u,v) < =W (u,v).

D’apreés le Théoreme , le point d’équilibre (u*,v*) du systéme est globalement

uniformément asymptotiquement stable . |
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CONCLUSION

Au cours de ce mémoire, nous avons exploré le domaine des systémes dynamiques frac-
tionnaires et examiné leurs applications dans la modélisation de dynamique de population.
Tout d’abord, nous avons examiné les bases théoriques de calcul fractionnaire, en nous
concentrant sur la notion de dérivée fractionnaire au sens de Rimann Liouville et Caputo.
Ensuite, nous avons présenté les notions de base de systéme dynamique fractionnaire, no-
tamment la stabilité locale et globale, la bifurcation de Hopf et la méthode de prédiction-
correction pour la résolution numérique de ces équations.

Enfin, nous avons exploré ’application des systémes dynamiques fractionnaires a ’étude
de la dynamique des populations, en mettant ’accent sur les interactions prédateurs-proies
et mutualistes. Notre objectif était de mieux comprendre les dynamiques complexes qui
émergent dans ces systémes et d’identifier les mécanismes clés qui influencent leur stabilité

et leur évolution.

48



BIBLIOGRAPHIE

1]

2|

4]

[5]

17l

18]

19]

N. Aguila-Camacho, M. A. Duarte-Mermoud, J. A. Gallegos, Lyapunov
functions for fractional order systems. Commun. Nonlinear Sci Numer Simulat 19

2951-2957, (2014).

D. Chen, R. Zhang, X. Liu, X. Ma, Fractional order Lyapunov stability theorem
and its applications in synchronization of complex dynamical networks. Commun.

Nonlinear Sci. Numer. Simul. 19, 4105-4121, (2014).

K.Diethelm, The Analysis of Fractional Differential Equations, GNS Gesellschaft,
Am GauBberg 2, 38114 Braunschweig, Germany, (2004).

C. Li et F. Zhang. A survey on the stability of fractional differential equations. The
European Physical Journal Special Topics, 193, 27-47, (2011).

D.Matignon. Stability results for fractional differential equations with applications

to control processing. Comput. Eng. Syst. Appl, 2, 963-968, (1996).

N. Belmahi, Local and global solutions for time fractional reaction diffusion system,

PhD thesis, the university of jordan, (2021).

l. Podlubny, Fractional Differential Equations. Technical University of Kosice, Slo-
vak Republic, AcademicPress, (1999).

C. Vargas-De-Leon, Volterra-type Lyapunov functions for fractional-order epide-

mic systems. Commun. Nonlinear Sci.Numer. Simul. 24(1-3), 75-85 (2015).

C. Vargas-De-Leo6n, Lyapunov functions for two-species cooperative systems. Uni-
dad Académica de Matemdticas, Universidad Autéonoma de Guerrero, Chilpancingo,

Guerrero, Mexico, (2012).

49



Bibliographie

[10] L. Yan, C. Yang Quan. et I. PODLUBNY, Stability of fractional-order nonlinear
dynamic systems : Lyapunov direct method and generalized Mittag-Leffler stability.
Computers Mathematics with Applications, vol. 59, no 5, p. 1810-1821, ( 2010).

[11] H. Yin, X. Wen, Hopf bifurcation of a diffusive Gausse-type predator-prey model
induced by time fractional-order derivatives. Math Meth Appl Sci, 1-12, (2018).

50



Résumé :

Les systémes dynamiques fractionnaires sont des modéles mathématiques
impliquant une dérivée fractionnaire permettant de modéliser et comprendre des
phénomeénes naturels complexes. L’objectif principal de ce travail est de contribuer
a approfondir notre compréhension des systémes dynamiques fractionnaires et a

explorer leurs applications potentielles.

Abstract :
Fractional dynamical systems are mathematical models involving a fractional
derivative used to model and understand complex natural phenomena. The main
objective of this work is to contribute to deepen our understanding of fractional

dynamical systems and to explore their potential applications.
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