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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié un processus de rafle implicite impliquant un opé-
rateur avec mémoire. L’approche utilisée consiste, dans une premier temps, a réduire ce
processus de rafle & une équation différentielle non-linéaire puis démontrer le caractére
bien posé du probléme en utilisant la machine des équations différentielles et le théoréme
du point fixe pour les opérateurs avec mémoire. Ce résultat a été démontré sans aucune
condition sur le mouvement des ensembles par rapport a la distance de Hausdorff. Finale-
ment, le résultat abstrait a été utilisé pour étudier un probléme de contact quasi-statique
pour des matériaux visco-élastique ou la loi de comportement de ces derniers est donnée

via un opérateur avec mémoire.

Abstract

In this work we have studied a class of implicit state-dependent sweeping processes with
history-dependent operators. The well-posedness result is obtained, firstly, by reducing the
problem to a non-linear differential equation and then using a fixed point principal for
history-dependent operators to obtain the desired result. Finally, the theoretical results are

applied to prove the well-posedness of a history-dependent quasi-static contact problem.
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Notations générales

P-P presque partout.

ie., c’est a dire (identiquement équivalent).
resp. respectivement.

R I’ensemble des nombres réels.

min,max,inf,sup minimum,maximum,infimum et supremum respectivement.

H représente un espace de Hilbert.

X dual topologique d’un espace normé X.

(. produit scalaire sur H.

By la boule unité fermée de X.

(O cone polaire de C.

Ne (x) cone normal & un ensemble convexe C' au point z.

Proj ¢ (+) I’application de projection sur C.

Int (A), A I'intérieur et I'adhérence d’un ensemble A respectivement.
e (A, B) I'excés de 'ensemble A & 'ensemble B.

d(-,C) oudgc(-) la fonction distance.
F. X=Y désigne une application a valeurs ensemblistes

(multi-application) de X dans Y.

co () enveloppe convexe d'un ensemble €.

du(A, B) distance de Pompeiu-Hausdorff entre deux parties A et B.

\Y% I'opérateur de gradient.

Div I'opérateur de divergence.

o0 la frontiére d’un ensemble (2.

I I'opérateur d’identité.

L(X.Y) I’ensemble des opérateurs linéaires continus définis de X vers Y.
L(X) I'ensemble des opérateurs linéaires continus définis de X dans X.
C([0,7]; X) {f:10,T] = X} f est continue .

f* la conjuguée de Fenchel d’une fonction f.
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Ye(+),00(-) la fonction indicatrice (resp. support) d’un ensemble C.
of (x) sous-différentiel d’une fonction convexe f au point z.
Uy, Uy représentent, respectivement, la composante normale et la composante

tangentielle d’un vecteur v.



Introduction

L’étude systématique d’un processus rafle, ou sweping process en anglais, remonte aux
travaux de Jean Jacques Moreau au début des années 70 dans une célébre série de papiers
[18, 19], 20} 211, 22], en vue de 'étude de I’évolution des systémes élasto-plastiques. Moreau
a présenté son probléme sous la forme d’une inclusion différentielle d’évolution gouvernée

par le cone normal & un ensemble convexe :

—u(t) € New(u(t)) pp t € (0,71, (1)
u(0) = uy € C(0).

ot H est un espace de Hilbert, C': [0, 7] = H est une multi-application a valeurs convexes
fermées, Ne)(+) représente le cone normal & C(t) au point u(t) au sens d’analyse convexe
et u(t) est la dérivée de u au point t. Si on suppose que le point u(t) se trouve a l'intérieure
de I’ensemble C(t), le cone normal Ne)(u(t)) dans ce cas est réduit & zéro, ce qui signifie
que la vitesse est nulle et par suite le point ne bouge pas. Tandis que, tout contact du

point u(t) avec la frontiére conduit & un mouvement opposé a la normale & C(t) au point
u(t).

Un tel probleme a été utilisé pour étudier une large classe de modéles mathématiques
notamment en mécanique et en ingénierie, citons par exemple, les modéles de contact
unilatéral en élasticité, les problémes d’optimisation, la dynamiques des corps rigides
avec frottement, le controle optimal, modélisation de mouvement de foule, les circuits
électriques, planification en économie, etc ..., pour plus d’information, le lecteur se référe

a [8, 11, 12, 20, 23).
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Depuis les travaux de Moreau et vu les nouvelles techniques du traitement des inclu-
sions différentielles gouvernées par le cone normal, plusieurs nouvelles extensions et va-
riantes du probléme |1 ont été introduites et largement étudiées par nombreux chercheurs.
Beaucoup de ces nouvelles formes touchent principalement ’ensemble des contraintes C'(t),
en considérant des ensembles non nécessairement convexes et dépendent a la fois du temps
et 'état, i.e., de la forme C(t,u(t)). On trouve également les processus de rafle avec une
perturbation multivoque, les processus de rafle de second ordre et méme les processus de

rafle implicites ou la dérivée u(t) figure a la fois a intérieur et extérieur du cone normal.

L’objectif de ce mémoire est de détailler I'article de Shengda Zeng et Emilio Vilches [28]
intitulé "Well-Posedness of History/State-Dependent Implicit Sweeping Pro-
cesses" dans un espace de Hilbert séparable. Le but principale des auteurs de cet article

est d’étudier une nouvelle variante de donnée par le processus de rafle implicite suivant

—i(t) € Newa) (Ai(t) + Ba(t) + (Rx)(t), ppt € (0,T], @
z(0) = xo.
ou C:[0,T] x H= H est une multi-application a valeurs non vides fermées et convexes,
A : H — H est un opérateur linéaire, borné, symétrique et coercif, B : H — H est un
opérateur Lipschitzien et R : C'([0,T]; H) — C([0,T]; H) est un opérateur avec mémoire.
Une version récente de tel probléme a été étudiée dans [16] ou la famille d’ensembles

convexes dépend de temps seulement (time dependent). Ce travail se considére aussi

comme une extension de ceux réalisés dans |1, 2, 10].

On peut décrire le matériel présenté dans ce travail en trois chapitres, on commence par
un chapitre introductif qui rappelle et présente les résultats fondamentaux et les concepts
de base que 'on va utiliser dans les autres chapitres, notamment les notions de I'analyse

convexe, les cones normaux et des généralités sur les applications multivoques.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la classe des opérateurs avec mémoire en
citant quelques exemples illustratifs. Puis, on établit le résultat d’équivalence entre ce

processus de rafle (2)) et une équation différentielle ce qui nous aide a prouver l'existence
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de la solution. Ensuite, on passe & prouver le caractée bien posé du probléme. Ce résultat

vient aprés quelques lemmes auxiliaires qui sont également démontés.

Finalement, dans le dernier chapitre, on utilise ce résultat abstrait pour étudier un
probléme de contact quasi-statique pour des matériaux visco-élastique ot la loi de com-

portement (constitutive) de ces derniers est donnée via un opérateur avec mémoire.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler les résultats fondamentaux et les
consepts de base que I'on va utiliser dans les autres chapitres. Selon les problémes aux
quels nous sommes confrontés au cours de ce travail, on est amené & utiliser quelques
résultats et outils auxiliaires que 'on accepte (souvent) sans démonstration. Dans tout ce
qui suit, sauf mention contraire, X désigne un espace vectoriel topologique sur R et X*

représente son dual topologique formé de toutes les formes linéaires z* : X — R.

1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.1. On appelle produit scalaire sur X quelconques, toute forme bilinéaire

(-,) : X x X — R possédant les propriétés supplémentaires suivantes
(x,y) > 0 (positivité)
(r,x) =0 2=0

(x,y) = (y,x) (symétrie).



1.1. Définitions et premiéres propriétés 2

A titre d’exemple, Uespace L2(2) de fonctions de carrée intégrable est un espace de Hilbert

dont le produit scalaire est

mmm@:zjmmwm

WNMm=<AU@Wm)%

Le produit scalaire permet de mesurer I'angle formé par deux vecteurs x et y via

et la norme associée est

I’équivalence suivante

(z,v) © 0 — arccos (z,y)
][ |yl ]|y

cosf =

Cette derniéere expression est bien définie grace a I'inégalité de Cauchy-Schwartz qui donne

(=, )]
)] < el = eos(®)] = 10y
(vl
L’application || - || : * € X — |jz|| = y/(z,z) est une norme sur X appelée la norme

hilbertien ou la norme associée ou induite par le produit scalaire (-, -). L’espace X muni
du produit scalaire (-,-) s’appelle un espace pré-hilbertiens. Si de plus, X est complet
pour la norme induit, dans ce cas, (X, (-,-)) est dit un espace de Hilbert que 1'on note

généralement H.

Définition 1.2. Etant donnés un point xo € R et un réel v > 0, les sous ensembles de X

notés
Blzg,r] :={x € X : ||x — x| < r}
B(xg,r) :={z € X : ||z — x| <1}
Sleo, r] = H{x € X+ |lz — wo] =7}
sont appelés, respectivement

boule fermée de centre xq et de rayon r
boule ouverte de centre xq et de rayon r

sphere de centre xq et de rayon r
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En particulier, sir =1 et 1o = 0 alors B (resp. B) représente la boule unité fermée (resp.

ouverte).

Définition 1.3.

D
N

FIGURE 1.1 — boule unité || - ||2

FIGURE 1.3 — boule unité || - || oo

FIGURE 1.2 — boule unité || -

1

(a) Deux vecteurs x,y € H sont dits orthogonaux et on écrit x L y si (z,y) = 0. Cette

relation est bien sir symétrique.

(b) Deux ensembles A, B C H sont orthogonaux et on écrit A 1L B si (x,y) =0 pour

tous x € A ety € B.

(¢) Soit A C H, l'orthogonale de A que ’on note A+ est l’ensemble défini par

At ={z e H: (v,y) =0,Yy € A}.

Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de H, ceci entraine que si (x,y) = 0 pour

tout y € H alors x = 0.
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1.2 Quelques rappels d’analyse convexe

Définition 1.4. 1. On appelle segment joignant ou reliant deuzr points x,y € X l’en-

semble

[z,y] == { Az + (1 — Ny, A € [0,1]}.

2. Un sous ensemble C' C X est dit conveze si pour tous x,y € C le segment reliant x

a y reste dans C, i.e.,

Ax 4+ (1 =Ny C C pour tout A € [0, 1].

Cy

Non convexe

Non convexe

Convexe

FIGURE 1.4 — Ensembles convexes et non convexes

3. Une fonction f: X — RU{+o00} est dite conveze si, pour tous x,y € dom f et pour

tout A € [0,1] linégalité suivante, dit "l’inégalité de convezité "est vérifiée
YA€ [0,1]: fOz 4+ (1= Ny) < Af(x)+ (1= N f(y),
ou dom f est le domaine de f défini par
dom f = {zx € X, f(x) < +00}.

La fonction f est dite strictement convexe si [inégalité de convexité est stricte. La
définition de la convexité signifie que le segment reliant les deux points (x, f(z)) et

(y, f(y)) se trouve toujours au dessus de la courbe de f.
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4. Une fonction f: X — R est dite positivement homogéne (d’ordre 1) si

flax) = af(x), pour tout a > 0.

5. On appelle épigraphe de f : X — R le sous-ensemble de X xR noté et défini comme
suit

epi (f) ={(z,r) e X xR : f(x) <r}.

6. Soit Q un sous ensemble de X. L’enveloppe convexe (convex hull) de Q, que l’on

note co (L2), est le plus petit ensemble convexe contenant ). Autrement dit
co () = ﬂ{C’ | C' conveze et Q2 C C}.

Exemple 1.5.
1. Les boules Blxg, r| et B(xg,r) sont des ensembles convexe pour tous o € X,r € Ry.
2. Tout sous espace vectoriel de X est convexe.

3. La fonction f : x — x? est conveze, en effet, soient x,y € R et A € [0,1] alors

M@+ (1= Nf@) — FOx+ 1= Ny) = A+ (1 - Ay? — X
—2X(1 = Nzy — (1 — \)%?
= M1 = )\)(2* — 22y +97)
= AM1—=X)(z—y)?*>0.
Définition 1.6. Soit C' un ensemble non vide de X .

(a) La fonction distance associée a C, notée d(-,C) ou dc(-), est définie par

X3x—d(z,C):=inf d(z,y) = inf || — y||.
v d(z,C) = inf d(z,y) = inf |lz —y|
Les deux propriétés suivantes ont lieu

re€C&dxC)=0.

La fonction distance est lipschitzienne de rapport 1, i.e.,

|d(z,C) —d(y,C)| < ||lx — y|| pour tous z,y € X. (1.1)
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(b) Un élément y € C' est une projection (ou un projeté) de x € X sur C si
d(z, C) = ||z —yl|.
Cet élément y se note Proj (z,C) ou Po(x).
Le Théoréme suivant donne les conditions d’existence et d’unicité de la projection dans

un espace de Hilbert. On rappelle que ce Théoréme n’est plus valable dans un espace normé

général.

Théoréme 1.7 (Théoréme de la projection sur un convexe fermé).
Soit C' un ensemble convexe fermé de H, alors pour tout x € H, il existe une et une seule

projection de x sur C, i.e.,
Ve € H,Aly = Proj (z,C) € C : d(z,C) = ||z — y||.
De plus, la projection sur C se caractérise par I’ équivalence suivante

y="Proj(z,C) e yeCetVzel (z—y,x—y) <O0. (1.2)

Il est & noter que sil’ensemble C' est convexe alors, 'application de projection Proj (-, C')

est lipschitzienne de rapport 1, i.e.,

[Proj (z,C) — Proj (y, O)|| < ||z —yl|, Va,y € H (1.3)

1.3 Cones tangents et normaux a un ensemble convexe

fermé

Définition 1.8.
e Un sous ensemble K C X est dit un cone si A\K C K pour tout A > 0. Si de plus K

est conveze alors K est dit cone convexe, il est clair qu’un cone contient toujours

Vorigine (A =0:0K = {0} C K).
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e Le cone polaire (ou cone polaire négatif, ou cone dual) de K C X est l’'ensemble
K®:={y e X" (y,z) <0 pour tout z € K},

d’autres notations sont également utilisées pour le cone polaire de K : K—, K©,... etc.

Citons par exemple, le cone de Pareto de R™ (orthant positif)
K:={x=(21,...,2,) € R",2; > 0 pour tout i =1,...,n} =R}

alors

KO:—C:{_J/':(_IM7_xn)€Rn}:Rﬁ

En analyse convexe, les cones les plus couramment utilisés sont le cone tangent et le
cone normal. Soit C' un ensemble convexe non vide de X. Le cone tangent a C' au point
x € C que l'on note T(C;z) ou Te(x), est le cone fermé (de sommet 0) engendré par

C—uz,ie.,

T(C;x) = U AMC —z).

AeR,

Puisque C' est convexe, il est évident que T'(C’; x) est un cone convexe fermé. On remarque
que C Cz+T(C;x), et siz € Int(C) # 0 alors T(C;z) = X. On introduit maintenant
la notion du coéne normal a C' au point x, noté N(C;z) ou N¢(x), comme étant le cone

polaire du cone tangent, i.e.,
Neo(z) := (To(z))? ={a* € X*: (2", 2) <0,Vz € T(C;x)}.
La définition de T¢(z), nous permet d’écrire
No(z) = {z* € X* (2", y — z) <0, pour tout y € C'}

Il est facile de vérifier que si z € Int (C) avec Int (C') # 0 alors N¢(z) = {0}. En effet,
soit © € Int (C), alors il existe 7 > 0 tel que B(z,v) C C. Soient v € No(z) et t > 0

suffisamment petit, tel que = + tv € B(z,~) C C alors

(v,z+tv—12) <0= (v,tv) O=tV|* <0=v=0
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FIGURE 1.5 — Coéne normal a C

= N¢o(v) € {0} = Ne(v) = {0}
De plus pour tout z € —C' et y,z € X telsquey+ 2 € C
No(—z) = —=N_c¢(z), Ne(y + z) = Ne—:(y). (1.4)

Exemple 1.9.

Sur R on consideére le sous ensemble C' = [0, 1] alors

Tioy(1) =] — 00,0],  Npgy(1) = [0, +o0].

En effet
C—{1}={z—Laze01]}=[-1,0
=R (C—{1}) = {\z,z € C— {1}, ) > 0}
= A,z € [~1,0, A > 0} =] — 00, 0]
= To(1) = Ro(C — {1}) =] — 0,0] =] - 00,0}
alors

Nipyy(1) = (Toy(1))" = {veR: v(u) <0,Yy € [0,1]} = [0, +o00].

<0
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Dans un espace de Hilbert, le cone normal a un ensemble convexe (fermé) C' est forte-
ment lié a 'application de projection, ce que 'on peut voir clairement dans I’équivalence
suivante

y=Projc(z) & z—y € Ne(y). (1.5)

cette équivalence se justifie en utilisant la caractérisation de la projection sur un convexe

fermé énoncée dans (1.2)). II résulte de ([1.5) que
x—Proj o(x) € No(Proj o(x)) = = € (I+Ng(+))(Proj ¢(x)) < Projo(x) € (I+Na(-)) ().

ce qui montre que Papplication z + (I + Ng())7'(x) est a valeurs univoques et par
conséquent

(I + Ne(-)) Yx) = Proje(z), pour tout z € H (1.6)

Définition 1.10. Soit f : X — R U {400} une fonction convexe et finie en T € X. Le
sous-différentiel (de Fenchel) de f au point T, noté Of(T), est le sous ensemble de X*
défini par
of(@) ={ve X" : (v, —7T) < f(z) — f(T) pour tout x € X}. (1.7)
Si T ¢ dom f alors Of(T) = 0. Par exemple, si f(x) = |x| alors
[—1,1] sia=0
df(a) =19 {1} sia>0
{-1} sia<0.

Le sous-différentiel peut étre défini de maniére équivalente géométriquement via le cone

normal a l’épigraphe comme suit

0f(@) :={ve X" :(v,-1) € Nepi ¢ (T, f(T)) }.

La conjuguée de Legendre-Fenchel d’une fonction f : X — R est la fonction, notée f*,

définie sur le dual X* par

fi(z") = SIGI)p( ((z*,x) — f(z)) pour tout z* € X*.
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Par exemple, sur R, on définit la fonction f par f(z) = ax +b,a,b € R alors

—b siv=a
f*(v) = sup (vz — ax — b) =sup ((v —a)z — b) =
el el too siv#a.

En particulier, pour f = t¢(-) ot ¥¢ () est la fonction indicatrice de I’ensemble C' définie
par Yo(z) = 0si z € C et Po(r) = 400 sinon alors, la conjuguée de Fenchel de f dans

ce cas s’appelle la fonction support (d’appui) que 'on note o¢(+). De fagon plus précise

oo(-) : X" = RU{+o0}

¥ oo(a”) =Yi(a*) = sug(x*,x).
TE

Il est clair que le fonction support est convexe positivement homogéne. De plus, si 'en-
semble C' est convexe fermé alors la fonction o¢(+) est semi-continue inférieurement (s.c.i

en abrégé, voir la derniére section du ce chapitre pour la définition).

Le sous différentiel d’une fonction propre, convexe et s.c.i f peut se caractériser via la

conjuguée de Fenchel a travers I’équivalence suivante (voir [27])

et edf(x) & )+ fl2) = (@) =0e [1(@7) + f(z) - (&7 2) 2 0

& xedf(xr),
c’est a dire (0f)~1 = af*.

Lemme 1.11. (voir [17])
Soit f: H — R une fonction convexe et positivement homogene. On suppose que C' :=
2f(0) # 0. Alors

f (x") = ve(z*), pour tout v € H.

Pour plus d’informations sur la théorie des fonctions convexes vous pouvez

consulter les références [4, 9
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1.4 Généralités sur les applications multivoques

Etant donné deux ensembles E et Y. Si a chaque élément = de E, on associe un sous

ensemble éventuellement non vide de Y noté F'(z), on définit une application multivoque

Fde FversY etconnote FF: E=Y.

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multi-application,

multifonction, relations ou correspondances.

Définition 1.12. Soient E et Y deux ensembles non vides et F': E =Y une application

multivoque.

1.

2.

On appelle domaine de F, l’ensemble Dom F := {x € E : F(x) # (}.

Si A est un sous ensemble de E alors F(A) := UzeaF(x), en particulier, si A =

Dom F alors, R(F) := F(Dom F) est l'image de F.

On appelle image réciproque d’une partie non vide D de Y par F' [’ensemble
F YD) :={x € E,F(x)ND # 0},
d’autre part, pour tout y € Y on a
F'(y) ={re X :yeF(z)}
Le graphe de F' est le sous- ensemble de E XY défini par
gph (F) :={(z,y) € EXY :y € F(z)}.
On note F~1 .Y = E la multi-application inverse de F définie par
r€F ' (y) &yeF(x).

St E etY sont deux espaces topologiques alors, F' est dite semi-continue supérieu-

rement (s.c.s en abrégé), si F~1(U) est un fermé dans X pour tout fermé U C Y.
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Exemple 1.13. Considérons la multi-application F : R = R définie par :

0 sixz>0,

{—V—x,/—x} siz <0.

F(z) =

1l est clair que
DomF ={zxeR: F(zx)#0} =R_.
R(F)= |J F@)= |J{-vV-2z,v=2} =R
ze€Dom F' zeR_
gphF = {(z,v/—2x) : 2 <0} U{(z,—v—2z) : © < 0}.
De plus, la multi-application inverse est donnée par :

F':R=R_ telle quey € F(z) & x € F~ ' (y) avec F(y) = {—y*}.

Définition 1.14. Soit (E,X) un espace mesurable et soit F' : E = Y wune multi-
application a valeurs dans un espace métrique Y . La multi-application I est dite mesurable

ou Y-mesurable si F~1(O) € ¥ pour tout ouvert O de'Y .

La mesurabilité de F peut étre caractérisée par celle de la fonction distance via ’équi-

valence suivante : S1'Y est un Banach séparable alors
F est mesurable < E >z — d(y, F(x)) est mesurable pour tout y € Y.

Définition 1.15 (Sélection mesurable).
Soient (2, F') un espace mesurable, X un espace métrique et F' : Q = X une multi-

application. Une fonction f: Q — X est une sélection de F(-) si
fw) € F(w),Yw € Q
on dit que f est une sélection mesurable si elle est mesurable.
Pour passer a la version ensembliste de la continuité, on aura besoin d’introduire la

notion d’excés et la distance de Hausdorff qui sont deux outils importants en analyse

multivoque permettant d’évaluer (dans un certain sens) I’écart entre deux ensembles.
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Définition 1.16. Soit (X,d) un espace métrique et soient A et B deuzr sous-ensembles
de X.

(a) On appelle excés de A sur B Uexpression suivante, a valeur dans [0, 400

e(A, B) = supd(a, B) = sup inf d(a, b).

acA acA beB

1l est évidemment indifférent de remplacer les ensembles considérés par leurs adhé-
rences, i.c., (A, B) = e(A, B).
Notons que, si on prend A la partie vide de X on obtient, quel que soit B (éventuel-

lement vide lui-méme)
e(0, B) = 0.( ¢a revient au fait que le supremum sur un ensemble vide est 0)
En outre, pour tout a € X : d(a,() = +oo donc
A#(D=e(A D) = +oo.

Notons également que les quantités e(A, B) et e(B, A) ne sont pas nécessairement
égales. En effet, si A = [0,10] et B = [12,18] alors, e(A, B) = 12 tandis que
e(B,A) =8.

Une définition équivalente de l’excés se donne par
e(A,B)=inf{r >0: ACB+rB} ouB+rB= U Bz, 7]
zeB
(b) La distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff) entre A et B, est la quantité
dy(A, B) = max{e(A, B),e(B,A)}. (1.8)
De facon équivalente, cette quantité peut étre exprimée par
dy(A,B)=inf{r >0: AC B+rBy et BC A+rBx}.

Exemple 1.17. Soient A et B deuz ensembles de R? définis par

A={(z,y): 2*+y* <1} et B={(r,y):0<2<3,0<y <1},
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e(B,A) = du(B, A)
B

FIGURE 1.6 — la distance de Hausdorf entre A et B

alors e(A,B) =1
et

,%))zVTO—l,

donc di(A, B) = max(v/10 — 1,1) = v/10 — 1 (voir Figure 1.6).

e(B,A) =supd(b, A) = d((3,1),(

beB

[a)
[a)

1.5 Autres résultats et définitions

Définition 1.18.

Soient f: X = R et xg € X, on dit que f est

(a) propre si et seulement si
f(x) # —co,Vz € X et Jyo€ X : f(yo) # +o0.

(b) Semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé) si pour tout r €] — oo, f(xg)], il
existe un voisinage V' de xq tel que f(V) C]r,+o0].

La semi-continuité inférieure peut se caractérise par l'une des deux propriétés sui-
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vante : epi(f) est fermé dans X x R ou les ensembles de niveau [f < r] := {x €
X : f(z) <r} sont fermés dans X pour tout r € R.

(¢) Semi-continue supérieurement (s.c.s en abrégé) si pour tout r € [f(xq),+ool, il
existe un voisinage V' de xq tel que f(V) C [—oo,r].

(d) f est continue au point xq si et seulement si f est, a la fois, s.c.i et s.c.s au point

xo € X.

Définition 1.19. Soit u(-) une application définie sur un intervalle I C R dans un espace
normé X. On dit que u(-) est absolument continue sur [, 3] C I si pour tout e > 0, il
existe §(e) > 0, tel que pour tous s;,t; € |a,f],i = 1,...,k, avec s;—1 < r; < s; et

Zle(si —1;) <& on ait
k
D llusi) — ulry)| < e.
=1

1l s’ensuit que
— toute application Lipschitzienne est absolument continue.

— toute application absolument continue est uniformément continue.

Théoréme 1.20 (Voir [7]).

t
(a) Soitu(-) : I — H telle que u(t) = u(to)—i—/v(s) ds avec v(-) € LY(I; H), to,t € I alors

to
u(-) est absolument continue sur I et u(t) = v(t) pour presque tout t € I.
(b) Etant donné une application absolument continue u(-) : I — H, alors il existe une

application v(-) : I — H telle que

t
u(t) = u(to) + /v(s)ds pour tous tg,t € 1,
to
de plus, u(-) est presque partout dérivable et u(-) = v(-).
Théoréme 1.21 (Théoréme du point fixe de Banach).

Soit K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach (X, | -||x). Soit A: K —

K un opérateur contractant, i.e., il existe un réel o € [0, 1] tel que

Az — Ayl x < allz —yllx pour tous x,y € K,
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alors, A admet un seul point fize sur K, i.e.,

dze K: AT =7.

Le théoréme suivant présente les conditions suffisantes assurant le caractére bien
posé d'une inclusion différentielle non-nécessairement autonome gouvernée par une multi-
application multivoque F' : [0,7] x H = H. Pour cela, si on considére une fonction

w(+,+) : [0,T] x Ry — R alors, on dit que F(-,-) vérifie la condition (H.,) si
(F(t,x) = F(t,y),z —y) <w(t, ||z —yl)]z -yl (Huw)

Théoréme 1.22 (voir [6], Théoréme 10.5).
Soit F:[0,T] x H— H une multi-application a valeurs convexes fermés telle que
(a) Pour tout x € H, t — F(-,x) ait une sélection mesurable et F(t,-) soit s.c.s pour
tout t € [0, T,

(b) la condition de croissance suivante soit satisfaite
IF(t,2)]| < c(t)(1 + |lz]l) sur [0,T] x H oi c(-) € L'([0, T|; Ry)

(c) Il existe une fonction v(-) € L*([0,T];R) telle que la condition soit vérifiée
pour w(t, p) == v(t)p
alors, l'inclusion différentielle
u(t) € F(t,u(t)), p-ptel0,T],
u(0) = ug

admet une seule solution absolument continue u(-) : [0,T] — H.

On termine ce chapitre par le Lemme de Gronwall.

Lemme 1.23 (Inégalité de Gronwall, [3]).
Soient a, B : [0, T] — R deuz fonction continues et soit y(-) € L*([0,T],R,). On suppose

que
¢

B(t) < aft) + / A(s)B(s)ds, te[0,T)

0
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Chapitre 2

Probléme d’une inégalité variationnelle

d’évolution avec mémoire

On commence ce chapitre par un petit rappel sur les opérateurs avec mémoire (history
dependent operators en anglais) en citant quelques exemples illustratifs. Puis, on passe a
la démonstration du résultat principal de ce chapitre qui donne I’existence et 'unicité de
la solution pour un probléme donné sous la forme d’une inclusion dépendante du temps.

Ce résultat vient aprés une liste des lemmes auxiliaires qui sont également démontrés.

2.1 Opérateur avec mémoire

Définition 2.1. Soient (X, || - ||) et (Y.| - ||) deux espaces normés. Un opérateur R :
C([0,T]; X) — C([0,T];Y) est dit avec mémoire, history-dependent operator en anglais,
HD en abrégé, s’il existe une constante Ly > 0 telle que pour tous ui,uy € C([0,T]; X)

et tout t € (0,7

Rua () — Rua(8)]| < LR/O [ur (s) — ua(s)l|ds. (2.1)

Pour clarifier cette définition, on considére un point uy € H et un opérateur R :

18
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C([0,7); H) — C([0,T]; H) défini par
t
Ru(t) = / u(s) ds +uo, weC(0,T]; H),t € 0,T], (2.2)
0
alors, pour tous u,v € C([0,7]; H) et tout ¢t € [0, 7]

[Ru(t) = Ro(t)] S/O [u(s) = v(s)]],

ce qui signifie que R vérifie I'inégalité (2.1)) avec Lz = 1 et par conséquent R est opérateur

avec mémoireHD.

Le terme "Hisory-dependent operator" a été introduit pour la premiére fois dans I’ar-
ticle de Sofonea et Matei [24], et depuis ce travail, ce concept a fait 'objet de plusieurs
étude notamment [13, [14]. Cette terminologie se justifie & partir de 'exemple donné par
I’égalité ol on voit que la nouvelle valeur Ru(t) dépend de toutes les valeurs an-
térieures u(s),0 < s < t, ce qui montre bien I'existence d’une mémoire. Voici quelques

autres exemples.

Exemple 2.2. 1. Soient ug € X et R: X — Y un opérateur Lr-Lipschitzien. Alors,
Vopérateur S : C([0,T); X) — C([0,T];Y) défini par

t
Su(t) = R(/ u(s)ds + up),u € C([0,T]; X),t € [0,T],
0
est avec mémoire. En effet, soient uy,us € C([0,T]; X), alors

| Suy(t) — Sus(t)|ly = HR(/O uy(s)ds +u0) — R(/O us(s)ds +uo)Hy,
< Ll [unts)ds = [ ua(olas]
< Ln / s (5) — s (s)] xds,

ce qui traduit l'inégalité .
2. Soient R € C([0,T]; L(X,Y)) et S: C([0,T); X) — C([0,T);Y), on définit Uopéra-

teur dit de Volterra par

Su(t) = /OtR(t — s)u(s)ds,u € C([0,T]; X), t € [0,T].
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Soient uy,us € C([0,T]; X) et t € [1,T], alors
HSm@)—SW@Wy:HK;Rd—sMﬂ@ds—K;R@—sMﬂﬁdﬂ
< / |R(t = 5)(ur(s) — us(s))]] ds,

t
< / IR(t — )]l oo lun(s) — ua(s) |ds,
t

< R - d )
S IR ey l[ua(s) — ua(s)llds

t
— | Rlleqorpecery / s (s) — uals)] ds.

par conséquent, S est HD avec Ls = || R||c(jo,m;c(x,v)) -

Le théoréeme suivant montre une propriété fondamentale pour les opérateurs HD.

Théoréme 2.3. Soient (X, || - ||) un espace de Banach et S : C(I; X) — C(I;X) un

opérateur HD alors, S admet un seul point five sur C(I; X), i.e.,
A e C(I; X) : Sn* =n".
Démonstration. On utilise la norme dite de Bielecki || - || 5 définie sur l'espace de Banach
C([0,T]; X) par
Inlls = tfggﬁ{e_ﬁtﬂn(ﬂll} pour tout 7 € C([0, T]; X),

ot S > 0 est un réel positif. Il est clair que l'application || - ||z définit une norme sur

C([0,T]; X), en effet, pour tous u,v € C([0,T]; X) et tout réel «

lulls = 0« masx {e™lu()ll} 0©%HW>H 0,vt €[0,T]

& [u®)] = 0,Vt € [0,T] & u = 0.

= —Bt HIY =
Jouls = mas {e™ (o)} = ol

lu+vlls = max {e™[|u(t) +v(®)|I} < max {e™™([lu(t)]| + [lv(®)]) }

te[0,T] te[0,T]
= Ot @) ) < Pt Pt
ma (e Jato)] + o)) < e () + mas (o

= [lulls + llvlls-
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De plus, la normes || - [|5 et celle de la convergence uniforme || || ¢(jo,77;x) sont équivalentes.

En effet, pour tout 0 < ¢ < T et tout u € C([0,7T]; X)
0<Bt<BT=e T <eP<i
= e Mu@)l] < e [lut)l] < lut)l]

= e Mullcqorix) < llulls < llulleqomx)-

Par conséquent, 'espace (C([0,T]; X), || - ||s) est un espace de Banach. Comme S est un
opérateur HD alors, il existe une constante L > 0 telle que pour tous u,v € C([0,T]; X)

et tout ¢t € [0, T

|wmw—swwHSLAHM@—v@ww
:e%wsww—swwHSLfmzj@%mw@—w@mﬁ“w,

alors

max (e—ﬁfnsu(t) - 82}(1&)“) < Le Pt /0 t < max (e~7%||u(s) — U(s)n))eﬁsczs

t€[0,T] s€[0,T7]
t
L
= Le Pl [ eds = 51— Y=o
0 5 —

d’ou
L
|Su — Sv||z < EHU — vl|g, pour tous u,v € C([0,T]; X).
On choisit § > 0 tel que 8 > L ce qui rend contractant 'opérateur S dans (C([0,T]; X), ||-

||3). Finalement, en appliquant le Théoréme|1.21] on déduit 'existence et 'unicité du point
fixe. |

Lemme 2.4. Soit Q € L(H) un opérateur symétrique et inversible dans L(H). Soit
C :[0,T] x H = H wune multi-application & valeures non vides, fermées et convezes.
Supposons que les conditions suivantes soient vérifieés

(a) Pour tout x € H, la multi-application t — C(t,x) est mesurable telle qu’il existe

une constante p > 0 telle que

detwa(0) < p- (2 + 1) pp t € [0.7]. (2.3)
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(b) Le come normal a C est Pseudo-hypomonotone, i.e., pour tout r > 0, il existe

L, >0 (indépendant de t) tel que si
a; € Negu)(bi) avec ui, b, € TBi = 1,2 et t € [0,7T7,

alors

<a1 — ag,bl — b2> Z —ET||a1 — a2||||u1 — UQ” (24)

Alors les propriétés suivantes ont lieu
1) Pour tous x,y € H, application t — Proj gc(t.e est mesurable.
) P t Yy H, I licati t PjQ(7)y t bl
(it) Pour tout y € H et pour presque tout t € [0,T], Uapplication x — Proj oc(t.z)(y)

est |Q|| - L, Lipschitzienne sur rB, avec

p = max{[ly|| + p[|Q[l(r + 1)}

Démonstration.

(7) Tout d’abord, il est clair que les ensembles QC(t, z) sont convexes et fermés grace
a linversibilité de opérateur () et sa linéarité. D’autre part, la convexité et la
fermeture de QC(t,x), montrent que 'application de projection sur QC(t,x) est
univoque et bien définie. La premiére de mesurabilité découle du Théoréeme I11.41
de [5].

(1) Soit y € H et soient 1,72 € rB. On pose 2z; = Proj gowe,)(¥), ¢ = 1, 2.

Alors
[1il] < [[Proj go(tan (y) — Proj gee) (0| + [IProj oo,z (0)]]-

Comme 'ensemble QC(t, x) est convexe et fermé alors I'inégalité (1.3)) donne

Iz 1< lyll + [[Proj geen (0)]]-

Proj ) (0|l = doca;)(0) = inf = inf
IPro; gty (O = dacay @ = _inf ol =, inf ol

= inf Q7T < mf  (|QIQ7v])

QweC(t,x;) Q~lveC(t,x;)

<l  inf Q]
Q )

—lveC(t,z;
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= [ QI[lIProj ¢t (0],
donc
[zl < [lyll + [1QUIProj cwn (O = [yl + QI de (e (O)]]-
Selon la condition ({2.3]), on obtient
1zl < llyll + wl QU ]l + 1) < {lyll + Q[ + 1). (2.5)
De plus d’aprés la formule ([1.5)), on a
Yy—2z € NQC(t,x)i(zi)7 L= 17 2a

alors

y — Projqeqan(y) € Nocae) (Proj ooz (y))

& (y — Proj gco(t,e)(y), v — Proj ocz,(v)) <0, Vv e QC(t, x;)

& (y — Proj otz (%), QQ ™ (v — P1oj geran () <0, Vv € QC(t, ;)

& (Q(y — Proj ger.e) (¥)): (7' = Q7'Proj gopen () < 0, VQ™'v € O(t, x)

& (Q(y — Proj get,en) (¥) € Negen (Q7'Proj goen (v))-
En combinant cette derniére inclusion avec 'inégalité (2.4]) et (2.5)), on obtient
21 = 22]1* < L,|1Qll|21 — 22l |21 — 2],

ce qui traduit la propriété désirée.

2.2 Liste des hypothéses

Avant de présenter le résultat principal de ce travail, on donne ’ensemble des condition
que 'on va supposer dans la suite.
e Hypothéses sur 'opérateur A: H -+ H

(Ha) A: H — H est un opérateur linéaire, borné, symétrique et a-coercif, i.e.,

Ja > 0: (Az,z) > aljz||*, pour tout z € H.
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Sous I'hypothése (H,), il est connu que A peut se décomposer sous la forme A = PP o
P € L(H) est un opérateur inversible. Dans tout ce qui suit, on pose @ := (P)~'.
e Hypothéses sur 'opérateur B: H -+ H

(Hp) B : H— H est un opérateur Lipschitzien, i.e., il existe Lg > 0 tel que
|Bx — By|| < Lg||lx — y||, pour tous =,y € H.

e Hypothéses sur 'opérateur R : C([0,T];H) — C([0,T); H)
(Hr) R : C([0,T); H) — C([0,T]; H) est un opérateur evec mémoire, au sens de la

définition (22.1)), i.e., il existe Lz > 0 tel que pour tous z,y € C([0,T]; H) et tout t € [0, 7],

[(R)(t) = (Ry) ()] < LR/ [ z(s) = y(s)l|ds.

e Hypothéses sur les ensembles C':[0,7] x H = H
(He)
(a) Pour tout ¢t € [0,7]. et tout x € H, l'ensemble C(t,x) est non vide, fermé et
convexe. Pour tout = € H, la multi-application ¢t — C(¢,x) est mesurable, de plus,

il existe une constante p > 0 telle que pour tout x € H
dota) (0) < plllzfl + 1), p-pt €[0,T]. (2.6)

(b) Le come normal & C' est Pseudo-hypomonotone, i.e., pour tout r > 0, il existe un

réel L, > 0 (indépendant de t) tel que si
a; € Nequ,(bi) avec u;, b € rBi = 1,2 et t € [0,T7,

alors

(a1 — az, b1 — ba) > —L,|lar — aq||[Jur — us.
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2.3 Reésultat d’existence et d’unicité

L’objectif principal de cette section est de démontrer le caractére bien posé du probléme

suivant

—i‘(t) € NC(t,x(t))(Ai'(t) + B{E(t) + (Rx)(t)) p-p t e [0, T], (2 7)

JI(O) =x9 € H.

Pour démontrer le résultat d’existence, I'idée principale de la preuve consiste a réduire

le processus de rafle (2.7)) a I'équation différentielle ordinaire suivante

i(t) = — P~ (QBx(t) + Q(Rx)(t))

+ P7'Proj goa() (QBx(t) + Q(Rx)(t)) p.pte(0,T), (2.8)

avec A= PP, Q: =P letQC(t,x):={Qy:yeC(tx)}.
Cette belle astuce nous permet d’appliquer le Théoréme [1.22] Avant d’aller plus loin, on

rappelle le Lemme suivant

Lemme 2.5. Sous l’hypotheése (Ha), I'équivalence suivante a liew

£ € Nowew)(At(t) + Ba(t) + (Rx)(t) < P& € Noowr) (Pi(t) + QBx(t) + Q(Rx)(t)).
(2.9)

Démonstration. Soit £ € H alors

§ € Newa) (AL(t) + Bx(t) + (Rx)(t))

& (& y— (Az(t) + Bz(t) + (Rx)(t))) < 0,Vy € C(t,z(t))

& (QQ7E,y — (A (t) + Bx(t) + (Ra)(1)) < 0,¥y € C(t, x(t))

& (P€,Qy — (QPPx(t) + QBx(t) + Q(Rx)(1))) < 0,Vy € C(t, 2(1))
& (P¢,v— (Po(t) + QBx(t) + Q(Rx)(t))) < 0,Vv € QC(t, x(t))

& PE € Nocoaw) (Pi(t) + QBx(t) + Q(Rx)(1)).
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Proposition 2.6. On suppose que C(t,x) est conveze et fermé pour tout t € [0,T] et tout

x € H. On suppose également que l’hypothése (Ha) est vérifiée alors

x(-) est une solution de (2.7)) < x(-) est une solution du probléme de Cauchy (2.8).

(2.10)

Démonstration. Soit z(-) une solution de (2.7). En tenant compte de (2.9)), on obtient
pour presque tout ¢ € [0, 7]

—Pi(t) € Noc(tw)(PE(t) + QBx(t) + Q(Rx)(t)),

alors

QBx(t) + Q(Rx)(t) € (I + Noowxn () (Pi(t) + QBz(t) + Q(Rx)(?)),

ce qu’est équivalent a I'inclusion

Pi(t) + QBz(t) + Q(Rx)(t) € (I + Nocwaw(-)) ™ (QBx(t) + Q(Ra:)(t)).
Il est clair que l'ensemble QC(t, z(t)) est convexe. En effet, soient z,y € QC(t, z(t)) et
A €10, 1] alors, il existe ', y' € C(t, x(t)) tels que z = Qx’ et y = Qy’. Gréace a la linéarité

de opérateur @ et la convexité de C(t,x(t)), on aura

Ne+(1=A)y = AQz'+(1-N)Qy = Q) +Q(1-N)y) = Q' + (1 = Ny) € QC(t, (1),

-~

€C(t,x(t))

ce qui nous permet d’utiliser ((1.6)) et cela donne

Pi(t) + QBx(t) + Q(Rx)(t) = Proj oty (@Br(t) + Q(R)(1)),

d’ot, pour presque tout t € [0, 7]

i(t) = =P (QBx(t) + Q(Rx)(t)) + P~'Proj qc(ta) (@B (1)) + Q(Rx)(t)).

Ce qui montre que z est une solution de (2.8)). Réciproquement, soit x(-) est une solution

de (2.8)). Alors pour presque tout ¢ € [0, T

Pi(t) + QBx(t) + Q(Rx)(t) = Proj ooz (QBx(t) + Q(Rx)(t))

—Pi(t) € Noc(a) (Pi(t) + QBx(t) + Q(Rx)(1))

—j;(t) S NC(t,x(t))(Aj;(t) + B:L‘(t) + (RI) (t))
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Ce qui traduit I’équivalence désirée. |

Aprés avoir démontré I’équivalence entre les deux problémes et (2.8)), on va établir
a présent le résultat fondamental de cette section en montrant le théoréme d’existence et
d’unicité de la solution pour . Il est 4 noter que, contrairement aux résultats
classiques sur les processus de rafle, aucune condition a été supposée sur le

mouvement des ensembles C(¢, x) par rapport a la distance de Hausdorff définie

dans (|1.8)).

Théoréme 2.7. Supposons que les hypotheses (Ha), (Hp), (Hr) et (Hc) soient satis-
faites. Alors pour tout xog € H, le processus de rafle (2.7)) admet une seule solution abso-

lument continue z(-) : [0,T] — H. De plus, l’application
D) :xg € H i gy (),
est localement Lipschitzienne, ot x4,(+) est la seule solution du probleme (2.7) associée a

la valeurs initiale xg.

Démonstration. La preuve sera divisée en plusieurs étapes.
Etape 1:
Montrons que pour chaque w € C([0,7]; H), il existe une solution unique z :

[0,7] — H tel que z(0) = z( et
—jf(t) € NC(t’z(t))(AS'C(t) + Bw(t) + (Rw)(t)) PpPteE [O, T]. (2.11)

On fixe un réel positif R > 0 tel que ||w||cqomay < R. Soit F': [0,T] x H — H la

multi-application (en fait, F' est une application & valeurs univoques) définie par
F(t,x) := —P~'(2(t)) + P 'Proj octa)(2(1)), =2(t) := QBw(t) + Q(Rw)(t).

On va démonter que F(-,-) vérifie les hypothése du Théoréme [1.22]
(a) D’apres I'unicité de la projection sur ’ensemble convexe QC(t,x),t € [0,T],x €

H, on déduit que F(-,-) est a valeurs univoques donc, pour tout = € H, t — F(t,x)
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admet une sélection f définie par [0,7] 3t — f(t) = F(t, z).
De plus, cette sélection est mesurable grace aux hypotheses (H,), (Hg), (Hr), (Hc),

et le Lemme ([2.4)).

(b) La condition de croissance, i.e., est-ce-qu’il existe deux fonctions intégrables ¢(-), d(+) €
L0, T R, )?
IE @)l < c(@)=]] + d(t).

Soient z € H et t € [0,T]

1E'#, 2)| < [1P7HI12() = Proj gcg.a) (20 = 1P~ ldgowau (2(1))

< NP~ M\dgewaw) (2(t) — docar) (0)| + 1P~ ldge,a() (0)

()
< 1P~z + ||P7! inf
< 1P+ 1Pt ol

= ||P~! t P! inf
1P~ =N+ 1P _nf el

< P71 + 1P Qllde e.aw) (0)

) )
< PTHION + plPHIIQI ] + 1),

alors, en posant

c(t) = ul PRI, dt) = 1Pzl + ul P,
on en déduit I'inégalité désirée.
(c) La condition (H,)), i.e., est-ce-qu’il existe une fonction v(-) € L'([0,T],R) telle

que (H,)) soit vérifié avec w(t, p) = v(t)p?.
Soit 7 > 0 et soient z,y € rB. Il résulte du Lemme que pour presque tout

t €[0,7]

1E(t,z) = F(t, )]l < [P [[[Proj goa (2(1)) — Proj geqe) ((1) |

< P IQIL 1z — yll,

ot p := max,{R+u||Q|(r+1)} et L, est la constante donnée dans (H¢). On déduit
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que x — F(t,z) est localement Lipschitzienne et par conséquent s.c.s. De plus
< ||F(t,z) = F(ty)llllz —yll
< (IPHIQI L1z = yll) [l — ]

=w(t, ||z = ylDllz =yl

avec w(t, ) = ||P~Y|||QI|L,B, ce qui traduit la condition (H,).

Les conditions du Théoréeme sont donc toutes vérifiées et par conséquent, I’équation

différentielle
i(t) = F(t,x) := =P (2(t)) + P~"Proj gc(a)(2(1), 2(t) := QBw(t) + Q(Rw)(t),

admet une seule solution absolument continue x,,(-) : [0,7] — H. Grace a I’équivalence
établie dans la Proposition , on déduit que pour toute application w € C([0,T]; H), il
existe une seule solution x,(-) absolument continue du processus de rafle implicite (2.11)).

Cela nous permet de définir I'opérateur
S:C([0,T; H) — AC([0,T); H) C C([0.T]; H)
w = S(w) = Ty
On définit également I’ensemble de points fixes de S, noté Fix S, comme suit
FixS ={w e C([0,T]; H) : Sw = w}.

Etape 2 :

Montrons que ’ensemble FixS est borné dans C([0.7]; H), i.e.,
HMO >0: ||w||c([0’T};H) < M(),Vw € Fix S. (212)

Soit w € C([0.T]; H) alors, il existe une application z := x,, = Sw € AC([0.7]; H) telle
que z est la seule solution de (2.11)). Si de plus w € Fix S alors z := S(w) = w, ce qui

donne l'inclusion

—i(t) € Negwa)(Ai(t) + Ba(t) + (Ra)(t))  ppt € [0,T],2(0) = zo.
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En tenant compte de (2.10)), on trouve que pour presque tout t € [0.7]

—i(t) = P~ (QBx(t) + Q(Rx)(t)) — P~'Proj go(ra (@Bx(t) + Q(Ra)(t)).

Par intégration, on obtient que pour tout ¢ € [0.7]

t t

x(t) = 29— P! /(QB$(8)+Q(R$)(S))CZS+P_1/PYOJ 0C(s,2(s)) (QBx(s) +Q(Rx)(s))ds,

0 0

cela entraine que

l= @)1 <llzoll + (27|

\ - / (QBa(s) + Q(Ra)(s))ds

t

+ [ Projequuis) (@Ba(s) + QRa)(s))ds

0

<lzoll + 127 /t HQBSC(S) + Q(Rx)(s)

— Proj go(s,e(s) (@Bx(s) + Q(Rx)(s)||ds

= [lzoll + HP1H/dQC(s,x(s>>(Q3$(8) + Q(Rx)(s))ds,
0

la propriété 1-Lipschitienne de la fonction distance (1.1)) assure que

o)l <laoll + 1P [ 1QB(s) + (QRa)(s))ds + 1P [ daciuuio (0)ds

<Jlzoll + [Pl / |Ba(s) + (R)(s)[1ds + [|P 11 / destonts) (0)ds.
0 0

D’autre part, on a

j |Ba(s) + (Rer)(s)|ds < (HBx O + 1 (Re)s) = (RO)s) s
(

0)| + IR0l (0.1 )dS

(HB),(HR)
2 Ly 4 TLe) / l2(s)llds + TIBO)]| + ROl o).
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On a aussi
t

t
[ detoaio Ot < [ lats)lds + T
0 0

par conséquent

le@)]l < Ko+ 1P IIQI(Lp + TLr + 1) / [(s)l|ds,
0

ou

Ko = ||lzoll + TP QUIBO)I + ROl co.ryimmy + 12)-

En appliquant 'inégalité de Gronwall, on déduit que pour tout ¢t € [0, T
t
o011 < Koesp | 1P 1QI [ (L + LeT + p)ds |
0

ce qui implique l'inégalité (2.12)) avec

My = Koexp (TP QI(Ls + LrT + 1))

Avant de passer a I’étape 3, on introduit 'application Py, : C([0,T]; H) — C([0,T]; H),

définie par (
T si||zlleqorym < Mo,

Py () :=
L Hil?”iv\f% sizlleqom; ) > Mo.

L’application Py, (+) vérifie les deux propriétés suivantes

1. Py (+) est uniformément bornée. En effet, soit u € C([0,T]; H), on distingue deux
cas

e Si HUHC((QT);H) < My, alors
||PMO(U)||C([U,T];H) = ||UHC([O,T];H) S MO'

e Si HUHC((O,T);H)) > M, alors

Mou

_ Ao — M,
lulle o)1)

| Pty (W) oo,11:) = '
C([0,T);H)
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2. Py, (+) est Lipschitzien.
Considérons I'application Sy, : C([0,T]; H) — C([0,T]; H) définie par

S (w) == S(Py(w))  pour tout w € C([0,T]; H).

Cette derniere application vérifie I'inclusion suivante Fix S C Fix Syy,. En effet, soit w €

Fix S alors selon (2.12)
Sw =w et |w|lcqoma) < Mo = Smy(w) = S(Puy(w)) = S(w) = w = w € FixSyy,.

E‘tape 3:

Montrons que S);, est un opérateur avec mémoire.

Soit w; € C([0,T]; H) et on note x; = Sy, (w;) pour i = 1,2. D’apreés ce qui précéde, pour
tout w € C([0,T]; H)

| Pato (W) ||l o,;0) < M.

Alors, on peut trouver un réel r > 0 tel que pour tout w € C([0,7]; H)
max{[|Sa (W) lloo.ry:m); ([ A2 + B(Pagy (w)) + R(Prry(w))[|oo} <y i = 1,2 (2.13)

Soient z; € C([0,T]; H),i = 1,2 et soient v; := Py, (w;) € C([0,T); H),7 = 1,2 alors selon

I’Etape 1, il existe deux applications absolument continues
zi(-) = S(vi) = Spp(wy), i = 1,2, (2.14)
telles que
—&;(t) € N, (A (t) + Bui(t) + (Rv;)(t)) pptel0,T],i=1,2.

En combinant ces derniéres inclusions avec (2.13) et la pseudo-hypomonontonie du cone

normal donnée par I’hypothése (He) on obtient que pour presque tout ¢ € [0, T].

(=21(t) + @2(t), A1 (t) + Bui(t) + (Ru1) (1)) — (=21 (t) + 22(t), At2(t) + Bua(t) + (Ruz)(t))

> — Lyl () = da(t)|[l1(t) — 22 (2)]],
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cela donne
(A(21(2) — @2(1)), 21(8) + £2(1)) = (Ad1(t) — Ad(t), E1(2) + 22(¢))
< Lyl (8) — da(t)|[[|21(8) — w2 (8)]| + |81 (8) — d2(8) ||| Bur (t) — Bua(t)|
+ [|£1(8) — 2(O)[[[|(Ro1)(t) — (Rua) (1) ]]-

En utilisant la a-coercivité de A, la Lg-Lipschitzité de B et le fait que R est un opérateur

avec mémoire, on déduit que

. . f/r LB L’R
i () = 201 < 2o () = a0+ 2 n (1) = a0+ 22 [ o) =) s, (219
0
comme 'opérateur Py, (+) est Lp,,,-Lipschitzien alors
[v1(8) = v2 ()| := || Pase (w1) () — Page (w2) (0)|| < Ly, lwr () — w2 (D),
il résulte que
_ L, LpLp
l21() = Z2()]| < —ll2a(t) — z2(t)]| + = [l () = wa(1)]]
t
LrLp,
+ 2200 (5) — wa(o)ds,
0

en intégrant cette derniére inégalité entre 0 et t € [0, T'| tout en utilisant I'inégalité suivante

t

a1 (t) — za(t)] = / (i1(s) — da(s))ds| < / i1 (s) — a(s) | ds,

0

on obtient

t
LplL
B Py / s (s) — wa(s)|ds
«
0

2 (6) — o) < / 1 (s) — za(s) | ds +

LxTLp, |
+ T [ (5)) — was) s

On applique l'inégalité de Gronwall du Lemme on obtient que pour tout t € [0, 7]

l1(5) — 2:(0)] < —exp (%) (LaLry, + InLey,T) [ Jun(5) = us(s))ds.
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En vertu de (2.14)), on obtient que pour tout t € [0, T

~ t

[ Sazo (w1)(8) — Sy (w2) (B[] < éeXP (%) (LsLp,, + LrLp,,T) / [wi(s)) —wa(s))|lds,
0

ce qui montre bien que Sy, est un opérateur avec mémoire. Grace au Lemme (?7), 'opéra-

teur Sy, a un seul fixe que 'on note = € C([0,T]; H), i.e., Sy, = Z. Comme 'opérateur

S, prend ses valeurs dans I'espace AC([0,T]; H) (car les solution sont absolument conti-

nues), on déduit que ¥ € AC([0,T]; H).

Etape 4 :

D’aprés I’Etape 1, pour toute application w € C([0,7T]; H), il existe une seule solu-

tion S(w) du probléme (2.11)). En particulier, pour w := Py, (%), alors la solution est

S(Pr, (7)) = Say (T) = 7, alors
~8(t) € Nogswy (A1) + BPu,(@)(1) + (RPa(@)(1)  ppt € [0,7].
En suivant une approche similaire a celle utilisée dans I’Etape 2, on arrive & démontrer
que
12l o) < Mo.

Selon la définition de Py, on déduit que Py, (Z) = T et par conséquent
7 = Suy () = S(Pany (7)) = S(@),
ce qui montre que 7 est un point fixe pour les deux opérateurs S et Syy,. Mais,
FixSy, = {z} et FixS C FixSyy,

cela nous dit que T et le seul point fixe de S et par conséquent ¥ = S(7) est la seule
solution de processus de rafle (2.7)).

Etape 5

Montrons que ¢(:) : xg € H — xz,, € AC([0,T]; H) est localement Lipschitzienne.
Soient =, € H,i = 1,2 et soient x; = ®(xf) € AC([0,T); H),i = 1,2 les solutions du

robléme (2.7) associées aux valeurs initiales z%.7 = 1, 2 respectivement. Alors
0 )

19, —i:(t) € New i) (Adi(t) + Bay(t) + (Ra;)(t)) p.pt € [0,T),

z;(0) =z € H.
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Selon la méthode développée dans les étapes 1 et 2 et d’aprés I'inégalité (2.15)), on asure
I'existence de deux constantes 7 > 0 et L,, qui dépendent tous les deux de z) et a3, telles

que pour tout t € [0, 7]

maX{HIiHC([QT];H)? HAIZ + B(ZEZ) + (Rxl)||00} <ri=1,2,

et
i) ~ ax(0)] < 2 n(t) = )] + 22 [ (o)~ malolds, (210
alors
[ lnts) = dats)lds < 222 [ ants) = aa(s)lds + =2 [ [ loa(r) = aatr) ards,

d’autre part
t
lz1(t) = z2(0)]| < flzg — 5]l + / [41(s) — &2(s) | ds,
0

d’ou
L, +Lg+TLxr
0]

w1 () = 22()]] < flrg — g +

t
[ lleats) = za(s) s
0
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on trouve

~ L, +Lg+TL
ds, K, := + 5B T R,
0]

t ~
J Ky dr
65

t
e (8) = 22()]] < g — x5l + /KrHﬂSé — |
0

donc

|21 (t) — 2o(t)]] < Ko llas — 23], Koy :=1+TKe,

de plus, de (2.16)), il s’ensuit que
L.+ Lp Lz

li1() = d2(t)]| < Kopllaa(t) —wa(t)ll, Ky = — Ko, + TKo,.

e
Finalement, en combinant les deux derniéres inégalités, on déduit

1@ (25) — ®(29) || acorymy = o1 — zallacqorsm < (Koy + Kip)llzg — 23],
ce qui traduit la propriété désirée et termine la preuve du Théoréme. |

Remarque 2.8. Une analyse détaillée de la preuve précédente montre que le Théoreme
reste valable si on suppose que p € LY(0,T) et L, = L dans (H¢). On note ces

nouvelles hypotheéses par (H'¢).



Chapitre 3

Application : un probléme de contact
quasi-statique en visco-élasticité avec

mémeoire

Afin d’appliquer et illustrer le résultat abstrait établi dans le Théoréme [2.7, nous
allons étudier dans ce chapitre un probléme de contact quasi-statique pour des matériaux
visco-élastique ou la loi de comportement (constitutive) de ces derniers est donnée via un

opérateur avec mémoire.

On considére un corps visco-élastique qui occupe un domaine borné Q@ C R? (d = 2,3
pour les applications) dont la frontiére I' := 02 est Lipschitzienne et partitionnée en

quatre parties disjointes et mesurables I'p, 'y, ¢, et I'¢, telles que mes (I'p) > 0.

3.1 Cadre physique et quelques notations

Pour bien présenter le probléeme de contact impliquant de matériaux visco-élastiques,
on présente dans cette partie les notations usuelles liées a ce type de problémes ainsi que

I’espace de fonctions que 'on utilisera tout au long de cette section.

36
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On note par (S? || - ||s¢) espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R

Sur R? et S?, on définit les produits scalaires et les normes suivantes :

&-n=2E&mi, ||€llre = V(€€ pour & = (&),n = (n;) € RY,

0T = 044Tij, ||o]lse = /(0 :0) pour o = (045),7 = (745) € Sd, 1<4,5<d.

Pour un champ de vecteurs &, on note par &, et &, ses composantes normale et tangentielle
respectivement tandis que v représente le vecteur unitaire normal sortant de I'. Dans ce

cas, on a

=& v et &=8-§v
On pose

Q=0x]0,T[, ¥ =Tx]0,T[, Yp =T'px]0,T],

ZN = FNX]O,T[, 201 = F01X]0,T[, 202 = FCQX]O,T[.

On note par u = u(x,t) = (u;i(x,t)) : @ — R? le champ de déplacement, o = o(x,t) =

(0:j(x,t)) : Q — S? le champ des contraintes et

8ui

1< <d
axj =5J =

e(u) = (ij(u)), €ij(u) = %(Ui,j + uji) Ol U =

est le tenseur (opérateur) de déformations linéarisées. On note également par Div 1'opé-

rateur de divergence

Divo = (0y;,) = (axl-'> L 1<ij<d.
J

De plus, 0, et o, représentent les composantes normale et tangentielle du champ de

contraintes ¢ sur la frontiére I', i.e.,
o,=(ov)-veto,=ov—o,- .
ol ov = 0;;v; est le vecteur des contraintes de Cauchy.

A la lumiére de ce qu’est avancé ci-dessus, le probléme de contact visco-élastique se

formule comme suit
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Probléme 3.1.

Trowver un champ des déplacements u : Q@ — R et un champ des contraintes o : Q — S?

tel que
o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + /R(t — s)e(u(s))ds dans Q, (3.1)
Divo(t) + fo(t) =0 dans Q, (3.2)
u(t) =0 sur ¥p, (3.3)
o(t)v = fn(t) sur Yy, (3.4)

sur Yey, (3.5)

o.(t)=0
\
(

—o,(t) = F,

lor(B)llse < plow (B, sur Y, (3.6)

_ _ i (1) -
\ o-(t) = plow ()| T ®lga 50 u-(t) # 0,

u(0) = ug dans Q. (3.7)

Afin de bien comprendre le dernier probléme, on donne 'interprétation de chacune des
notations mentionnées ci-dessus :

e l'équation (3.1)) est une loi constitutive (de comportement) générale pour les maté-

riaux visco-élastiques & longue mémoire dans laquelle A est 'opérateur de viscosité,

B représente I'opérateur d’élasticité et R est le tenseur de relaxation,

L’égalité (3.2]) est 1’équation d’équilibre qui donne I'aspect quasi-statique du pro-

bléme.

I'équation(3.3)) dit que le corps est bloqué sur I'p (conditions aux limites de dépla-
cement),
e fo représente la densité des forces volumiques agissant qur le corps déformable,

e fy représente la densité de traction sur la surface I'y,

(3.5)) représente les conditions de compliance normale qui décrit le contact ot p est
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une fonction positive.
e F est une fonction positive, u > 0 est le coefficient de frottement et pF' représente
la borne de frottement,
e |’équation est la condition initiale dans laquelle ug signifie le champ de dépla-
cement initial.
Pour obtenir la formulation faible du Probléme|3.1], on introduit les espaces de fonctions
suivants :

H={ve H(QRY) :v=0sur I'p} et V=L*(QSY.
Notons que 'espace V muni du produit scalaire
(o, T)y = / o(x):7(r)dr = / oij(x)7j(x)dx, pour tous o,7 € V,
Q Q

est un espace de Hilbert dont la norme est |||y = /(-, -)v. De plus, en vertu de I'inégalité

de Korn et comme mes (I'p) > 0 alors H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u,v)g = (e(u),e(v))y = /5(u(w)) : e(v(z))dz, pour tous u,v € H,
Q

et |- |lm = +/(, )m est la norme associée. D’autre part, soit v : H — L*(T'¢;R?Y),T¢ =

I'c, UT'e, l'opérateur trace. Il résulte de I'inégalité de Korn que
[oll2emay < VI - [lolle,  pour tout v € H.
Finalement, on introduit ’espace de fonctions
Qoo =1{€ = (&ijwt) : Eijir = Ejim = Eriij € L(), 1 <14,5,k, 1 < d}.
L’espace Q. muni de la norme
I€llo =, max_ €l

est un espace de Banach.
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3.2 Liste des hypothéses

Afin d’établir le résultat d’existence du Probléme [3.1] on considére la liste des hypo-

théses suivante

H(A): A€ Q tel que

L4 >0:Ac-e > Lylle||2s, Ve e S™
B:QxS*— S?tel que
(a) il existe Lg > 0 tel que

H(B) |B(z,e1) — B(z,23)||se < Laller — eallge, Ver,e0 € S4 et pp z € Q,

(b) I'application x — B(x, ) est mesurable sur €, pour tout ¢ € S%.

(c) lapplication = — B(z,0) appartient a V.

HR):R € C([0,T]; Qu)-
Py o, X R — Ry tel que
(a) il existe L, > 0 tel que
H(py) lpu(x, 1) — po(x,re)| < Ly|ry —ra|, Vri,re €R, et ppax el
(b) lapplication x + p,(z,r) est mesurable sur I'c,, pour tout r € R,

(¢) pu(x,r)=0,Vr<Oetppaxelq.

p

fO S L2(O’Ta L2(QaRd))7 fN S L2<07Ta LQ(FN;Rd))u
Fel*T¢), F(z)>0 ppzeleg,

we L>®Tq,), wux)>0 ppzéelg,

ge L*(I'c,), g(z)>0 ppaele,.
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3.3 Formulation variationnelle

Avant d’aller plus loin, on rappelle la formule de Green suivante :

/ Div w - vdz = — / w - Vods + / (w - v)vdT. (3.8)

Q Q r

On suppose que (u, o) soient deux fonctions lisses (différentiables) vérifient (3.1)—(3.7).
Soit v € H et soit ¢ € [0, T], on multiplie I’équation (3.2]) par v — @(t) et on intégre sur €2,

on obtient

/(Diva(t) + folt) (v — a(t))dt = /Diva(t)(v — a(t))dt + / folt) (v — a(t))dt = 0,

Q Q Q
on applique la formule de Green (3.8)), on obtient

/ (Diva(t) + fo(t)) (v —a(t))dt = — /U(t)V(v —u(t))dt+ /(U(t)y)(v —u(t))dl’

Q Q r

Q
alors
/ o()V (0 — (t))dt = / folt) (v — i(t))dt + / (o)) (v — (),
. 1 (0v; Ov;, Ou; 0u, 1 (O0v; —1; Ov; — 1,
elv) —e@t)) = = 2 (&BJ ox; 8_35] a &Bi) 2 ( Oz, Ox; )
1 (O(w—u); Ov—1)
T2 ( 0z, * Ox; )
= & (V0 — () + V(o — ift)),),; = Vo — (1),
donc
/ o(t) (e(v) — e(i(t)))dt = / folt) (v — (b)) dt + / (o(ty)(v — i(t))dT
Q Q N
alors
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On utilise ’equation suivante

/(o(t)z/)(v —u(t))dl’ = /(a(t)u)(v —u(t))dl + /(o(t)y)(v —u(t))dl

T I'p I'n

on obtient

(o(t),e(v) —e(u®))y =(fo(t),v — ult)) 12 + /(O’(t)V)(v — a(t))dl

+ / (o(t)v)(v — a(t))dl + / (o(t)v)(v — a(t))dD
+ / (o(t)v) (v — a(t))dr. (3.9)

Lc,

Comme v € H alors par (3.3), on obtient

‘/w@wxv—wwmr:a

T'p

grace a (3.4), on a
/ (o (t)v)(v —a(t)dl = (fn(t), v = ult)) 20 yim),
N——

Iy =fn(t)

d’autre part, d’aprés (3.5]), on obtient

/ (o(t)v)(v — (t))dD = / (0, (£) (v, — @0, (£))dT + 0, (t) (v, — 1, (£))dT

Fey

et par , on a
/(a(t)y)(v —u(t))dl = / w(vy — U, (t)) + o (t) (v, — U, (t))dl

_ / Fli () — v,)dT + / o (8) (i (£) — v,)dT
= [ ity =+ [ ool inte) — var
oo ] el oo

Ty Tey Tec,
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donc

[otme -tz [ Faw -+ [ aPla @l - [ pFjosar.

e, e, e, e,

Avec ces intégrales, l'inégalité (3.9)) devient

(o(t),e(v) — e(i(®))y 2(f(t),v —u(t))u + / —pu(uy () = g(x))(vy — 1y (t)dT

IV

4 [ PGut) = o)d0+ [ gl lgadr — [ P or e

e, Te e

ot f € L?(0,T;H) est définie par

2 2

(ft),v—u(t)u = (fo(t),v —u(t)) 2ray + (fn(t), v —U(t)) L2(ry ray, Vo € H.

En utilisant 1’égalité (3.1]), on déduit la formulation variationnelle du Probléme [3.1| qui se

présente par le probléme suivant

Probléme 3.2. Trouver un champ des déplacements u : [0, T] — H tel que

(Actit) + Betutt) / Rt = s)2(u(s))ds, =) — e(it) )

v

+ / F(Uu_uu(t))dr+/MFHUT”RddF_ /MF"UT(t)||RddF

FC2 Ie NG}

4 / Pt (t) — 9(2)) (0, — i ()T > (F(E),0 — i(t))n

le

2 2

1

pour tout v € K, et pour presque tout t € [0, T,

u(0) = ug sur Q.

3.4 Solvabilité du probléme

Théoréme 3.3. Supposons que les hypothéses H(A), H(B), H(p,) et H(f) soient sa-
tisfaites. Alors, pour tout déplacement initial uy € H, il existe une seule solution u =
u(ug) € AC([0,T]);H) de Probleme[3.4 De plus, Uapplication uy + u(ug) définie de H

dans AC([0,T); H) est localement Lipschitzienne.
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Démonstration. L’idée de la preuve consiste a réécrire l'inégalité variationelle du Pro-
bleme sous une forme d’un processus de rafle avec mémoire de type ensuite, on
fait appel au Théoréme pour récupérer I'existence et I'unicité de la solution. A cette
fin, on introduit les opérateurs suivants A, B: H — H et R : C([0, T]; H) — C([0, T]; H)

tels que pour tous u,v € H et tout w € C([0,T]; H)

(Au,v)g = (A(e(u)),e(v))y, (3.10)
(Bu,v)g = (B(e(u)),e(v))y, (3.11)
(Ruw)(t </R (t — 8)e(w(s))ds, £(v )> | (3.12)

On définit également les fonctions ¢ : H — R et P : H — H par

p(v) = / wF (v, + ||vr||ga)dl’,  pour tout v € H,

INeN

(P(u),v) = /p,,(m,u,,(m) — g(z))v,(z)dl’,  pour tout v € H.

Pey

Avec ces derniéres définitions, il est facile de voir que le probléme peut étre écrit de

maniére équivalente au probléme suivant

(
Trouver un champ des déplacements w : [0, 7] — H tel que

(Ad(t) + Bu(t) + (Ru)(t) = f(t) + Pu(t), v — i(t))u + ¢(v) — (i(t)) = 0,

pour tout v € H et pour presque tout ¢ € [0, 77,

u(0) = up.

\

Ce dernier probléme, & son tour, est équivalent & l'inclusion différentielle gouvernée par

le sous-différentiel de la fonction convexe ¢(-) suivante (voir ((1.7)))

f(t) = Ai(t) — Bu(t) — (Ru)(t) — P(u(t)) € dp(i(t)), p.pte(0,T],
u(0) = wp.
D’autre part, la fonction convexe ¢ est propre, convexe et positivement homogéne avec

©(0) = 0. 11 découle du Lemme (1.11)) que

0" (v) =Yg, (v) avec Cy = 0p(0),  pour tout v € H.
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Alors
f(t) = Ad(t) — Bu(t) — (Ru)(t) — Pul(t) € dp(i(t))
& a(t) € 0p* ( F(t) — Au(t) — Bu(t) — (Ru)(t) — Pu(t))
& ult) € Mg, ( F(t) — Au(t) — Bu(t) — (Ru)(t) — Pu(t)>
& u(t) € Ng, ( F(t) — Au(t) — Bu(t) — (Ru)(t) — Pu(t)>
& () € Negspaw-s) (AU (t) = Bu(t) — (Ru)(t))
—i(t) € Neguy (Au(t) + Bu(t) + (Ru)(t))

C(t,u(t)) == f(t) = Co = Pu(t) = f(t) — 0p(0) — Pu(t).

Finalement, le Probléme [3.2] est équivalent au processus du rafle avec mémoire suivant

trouver une fonction u : [0, 7] — H telle que

—iL(t) € Nc(t’u(t))(Al'L(t) + Bu(t) + (Ru)(t)), ppteE [0, T]
u(0) = up.

Pour terminer la preuve et afin d’appliquer le Théoréme , il suffit que les opérateurs
A, B, R et les ensembles C(t,u(t)) vérifient ses hypothéses. Les conditions (H4) et (Hp)
sont des conséquences directes de (3.10),(3.11), H(A) et H(B) avec a = L4 et Lg = Lg.
Aussi, 'opérateur R défini par est un opérateur avec mémoire grace a ’hypothese
H(R).

Finalement, il reste de vérifice que C(t,u) vérifie 'hypotheése (H'c) (voir Remarque

2.8). Il est clair que t — C(t,u) = f(t) — dp(0) — Pu est mesurable, de plus

down(0) = inf = inf = inf t) — Pu—
o, )( ) velcn(t,u) ||U||H vEf(t)lElefPuHUHH UIGHC'O ||f( ) v UHH

< [[Pulle + [1f (®) | + deo (Om)- (3.13)
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D’autre part, d’aprés la définition de P et I'inégalité de Holder, on obtient

1Pulla < sup [ (o (o) = gla) )y a)ar
wEH,||w||:1FC
1

<l / o0 (2 () — () 2T

\Nel)

< |IL, / () — g(a)dT
Fcl

< IVIZV2( ulle + N9l 22, )-
En combinant la derniére inégalité avec , on obtient
deu(0) < p(t)(1+ ||lullm), pour tout uw € Het p.pte 0,77,
avec p € LY(0,T) est la fonction définie par

ult) = IV Lv2Zmax{ ||y, lgllzawe,) } + 11F (6) s + de, (0),

ce qui traduit la condition (H'¢)(a). Passant a (b), pour cela, on considére une réel r € R

et solent w; € Neu,) (Vi) avec u;, v; € rB,i = 1,2. Il résulte de (1.4)) que
w; € NC(t,ui)(Ui) = w; € Nf(t)_co(vi + PUJZ)

En tenant compte de la monotonie du cone normal a l'ensemble convexe f(t) — Cy on

obtient
(wy —wy, vy + Puy — vy — Pug)g > 0
= (wy — Wwa, V1 — Vo)u > — (w1 — w2, Puy — Pug)y
> —|lwi — wallul Pur — Pusllu
> —[|Y[* Ly [lwr — walmlur — ualls,
ce qui traduit la propriété désirée avec L, = ||v||*L, pour tout r € R,. Par conséquent,

toutes les conditions du Théoréme 2.7 sont vérifiées, alors, on est en position d’appliquer le
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Théoréme [2.7] pour démontrer que le Probléme [3.2] admet une solution unique absolument

continue avec une dépendance localement Lipschitzienne par rapport a le condition initiale

Uug. |
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