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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié un processus de rafle implicite impliquant un opé-

rateur avec mémoire. L’approche utilisée consiste, dans une premier temps, à réduire ce

processus de rafle à une équation différentielle non-linéaire puis démontrer le caractère

bien posé du problème en utilisant la machine des équations différentielles et le théorème

du point fixe pour les opérateurs avec mémoire. Ce résultat a été démontré sans aucune

condition sur le mouvement des ensembles par rapport à la distance de Hausdorff. Finale-

ment, le résultat abstrait a été utilisé pour étudier un problème de contact quasi-statique

pour des matériaux visco-élastique où la loi de comportement de ces derniers est donnée

via un opérateur avec mémoire.

Abstract

In this work we have studied a class of implicit state-dependent sweeping processes with

history-dependent operators. The well-posedness result is obtained, firstly, by reducing the

problem to a non-linear differential equation and then using a fixed point principal for

history-dependent operators to obtain the desired result. Finally, the theoretical results are

applied to prove the well-posedness of a history-dependent quasi-static contact problem.
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Notations générales

p.p presque partout.

i.e., c’est à dire (identiquement équivalent).

resp. respectivement.

R l’ensemble des nombres réels.

min,max,inf,sup minimum,maximum,infimum et supremum respectivement.

H représente un espace de Hilbert.

X∗ dual topologique d’un espace normé X.

〈·, ·〉H produit scalaire sur H.

BX la boule unité fermée de X.

C◦ cône polaire de C.

NC (x) cône normal à un ensemble convexe C au point x.

Proj C (·) l’application de projection sur C.

Int (A) , Ā l’intérieur et l’adhérence d’un ensemble A respectivement.

e (A,B) l’excès de l’ensemble A à l’ensemble B.

d (·, C) ou dC(·) la fonction distance.

F : X ⇒ Y désigne une application à valeurs ensemblistes

(multi-application) de X dans Y .

co (Ω) enveloppe convexe d’un ensemble Ω.

dH(A,B) distance de Pompeiu-Hausdorff entre deux parties A et B.

∇ l’opérateur de gradient.

Div l’opérateur de divergence.

∂Ω la frontière d’un ensemble Ω.

I l’opérateur d’identité.

L(X, Y ) l’ensemble des opérateurs linéaires continus définis de X vers Y .

L(X) l’ensemble des opérateurs linéaires continus définis de X dans X.

C([0, T ];X) {f : [0, T ]→ X} f est continue .

f ∗ la conjuguée de Fenchel d’une fonction f .
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ψC(·), σC(·) la fonction indicatrice (resp. support) d’un ensemble C.

∂f(x) sous-différentiel d’une fonction convexe f au point x.

vν , vτ représentent, respectivement, la composante normale et la composante

tangentielle d’un vecteur v.



Introduction

L’étude systématique d’un processus rafle, ou sweping process en anglais, remonte aux

travaux de Jean Jacques Moreau au début des années 70 dans une célèbre série de papiers

[18, 19, 20, 21, 22], en vue de l’étude de l’évolution des systèmes élasto-plastiques. Moreau

a présenté son problème sous la forme d’une inclusion différentielle d’évolution gouvernée

par le cône normal à un ensemble convexe : −u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) p.p t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 ∈ C(0).
(1)

où H est un espace de Hilbert, C : [0, T ] ⇒ H est une multi-application à valeurs convexes

fermées, NC(t)(·) représente le cône normal à C(t) au point u(t) au sens d’analyse convexe

et u̇(t) est la dérivée de u au point t. Si on suppose que le point u(t) se trouve à l’intérieure

de l’ensemble C(t), le cône normal NC(t)(u(t)) dans ce cas est réduit à zéro, ce qui signifie

que la vitesse est nulle et par suite le point ne bouge pas. Tandis que, tout contact du

point u(t) avec la frontière conduit à un mouvement opposé à la normale à C(t) au point

u(t).

Un tel problème a été utilisé pour étudier une large classe de modèles mathématiques

notamment en mécanique et en ingénierie, citons par exemple, les modèles de contact

unilatéral en élasticité, les problèmes d’optimisation, la dynamiques des corps rigides

avec frottement, le contrôle optimal, modélisation de mouvement de foule, les circuits

électriques, planification en économie, etc ..., pour plus d’information, le lecteur se réfère

à [8, 11, 12, 20, 23].

v
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Depuis les travaux de Moreau et vu les nouvelles techniques du traitement des inclu-

sions différentielles gouvernées par le cône normal, plusieurs nouvelles extensions et va-

riantes du problème 1 ont été introduites et largement étudiées par nombreux chercheurs.

Beaucoup de ces nouvelles formes touchent principalement l’ensemble des contraintes C(t)t

en considérant des ensembles non nécessairement convexes et dépendent à la fois du temps

et l’état, i.e., de la forme C(t, u(t)). On trouve également les processus de rafle avec une

perturbation multivoque, les processus de rafle de second ordre et même les processus de

rafle implicites où la dérivée u̇(t) figure à la fois à l’intérieur et l’extérieur du cône normal.

L’objectif de ce mémoire est de détailler l’article de Shengda Zeng et Emilio Vilches [28]

intitulé "Well-Posedness of History/State-Dependent Implicit Sweeping Pro-

cesses" dans un espace de Hilbert séparable. Le but principale des auteurs de cet article

est d’étudier une nouvelle variante de (1) donnée par le processus de rafle implicite suivant

 −ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t)), p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0.
(2)

où C : [0, T ]×H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides fermées et convexes,

A : H → H est un opérateur linéaire, borné, symétrique et coercif, B : H → H est un

opérateur Lipschitzien et R : C([0, T ];H)→ C([0, T ];H) est un opérateur avec mémoire.

Une version récente de tel problème a été étudiée dans [16] où la famille d’ensembles

convexes dépend de temps seulement (time dependent). Ce travail se considère aussi

comme une extension de ceux réalisés dans [1, 2, 10].

On peut décrire le matériel présenté dans ce travail en trois chapitres, on commence par

un chapitre introductif qui rappelle et présente les résultats fondamentaux et les concepts

de base que l’on va utiliser dans les autres chapitres, notamment les notions de l’analyse

convexe, les cônes normaux et des généralités sur les applications multivoques.

Dans le deuxième chapitre, on introduit la classe des opérateurs avec mémoire en

citant quelques exemples illustratifs. Puis, on établit le résultat d’équivalence entre ce

processus de rafle (2) et une équation différentielle ce qui nous aide à prouver l’existence
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de la solution. Ensuite, on passe à prouver le caractèe bien posé du problème. Ce résultat

vient après quelques lemmes auxiliaires qui sont également démontés.

Finalement, dans le dernier chapitre, on utilise ce résultat abstrait pour étudier un

problème de contact quasi-statique pour des matériaux visco-élastique où la loi de com-

portement (constitutive) de ces derniers est donnée via un opérateur avec mémoire.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler les résultats fondamentaux et les

consepts de base que l’on va utiliser dans les autres chapitres. Selon les problèmes aux

quels nous sommes confrontés au cours de ce travail, on est amené à utiliser quelques

résultats et outils auxiliaires que l’on accepte (souvent) sans démonstration. Dans tout ce

qui suit, sauf mention contraire, X désigne un espace vectoriel topologique sur R et X∗

représente son dual topologique formé de toutes les formes linéaires x∗ : X → R.

1.1 Définitions et premières propriétés

Définition 1.1. On appelle produit scalaire sur X quelconques, toute forme bilinéaire

〈·, ·〉 : X ×X → R possédant les propriétés supplémentaires suivantes

〈x, y〉 ≥ 0 (positivité)

〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

〈x, y〉 = 〈y, x〉 (symétrie).

1
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À titre d’exemple, l’espace L2(Ω) de fonctions de carrée intégrable est un espace de Hilbert

dont le produit scalaire est

〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx

et la norme associée est

‖f‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|2dx
) 1

2

.

Le produit scalaire permet de mesurer l’angle formé par deux vecteurs x et y via

l’équivalence suivante

cos θ =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

⇔ θ = arccos
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

Cette dernière expression est bien définie grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwartz qui donne

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖ ⇒ | cos(θ)| = |〈x, y〉|
‖x‖‖y‖

≤ 1.

L’application ‖ · ‖ : x ∈ X 7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉 est une norme sur X appelée la norme

hilbertien ou la norme associée ou induite par le produit scalaire 〈·, ·〉. L’espace X muni

du produit scalaire 〈·, ·〉 s’appelle un espace pré-hilbertiens. Si de plus, X est complet

pour la norme induit, dans ce cas, (X, 〈·, ·〉) est dit un espace de Hilbert que l’on note

généralement H.

Définition 1.2. Étant donnés un point x0 ∈ R et un réel r > 0, les sous ensembles de X

notés

B[x0, r] := {x ∈ X : ‖x− x0‖ ≤ r}

B(x0, r) := {x ∈ X : ‖x− x0‖ < r}

S[x0, r] := {x ∈ X : ‖x− x0‖ = r}

sont appelés, respectivement

boule fermée de centre x0 et de rayon r

boule ouverte de centre x0 et de rayon r

sphère de centre x0 et de rayon r
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En particulier, si r = 1 et x0 = 0 alors B (resp. B) représente la boule unité fermée (resp.

ouverte).

Figure 1.1 – boule unité ‖ · ‖2 Figure 1.2 – boule unité ‖ · ‖1

Figure 1.3 – boule unité ‖ ·‖∞

Définition 1.3.

(a) Deux vecteurs x, y ∈ H sont dits orthogonaux et on écrit x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0. Cette

relation est bien sûr symétrique.

(b) Deux ensembles A,B ⊂ H sont orthogonaux et on écrit A ⊥ B si 〈x, y〉 = 0 pour

tous x ∈ A et y ∈ B.

(c) Soit A ⊂ H, l’orthogonale de A que l’on note A⊥ est l’ensemble défini par

A⊥ = {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0,∀y ∈ A}.

Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de H, ceci entraine que si 〈x, y〉 = 0 pour

tout y ∈ H alors x = 0.
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1.2 Quelques rappels d’analyse convexe

Définition 1.4. 1. On appelle segment joignant ou reliant deux points x, y ∈ X l’en-

semble

[x, y] := {λx+ (1− λ)y, λ ∈ [0, 1]}.

2. Un sous ensemble C ⊂ X est dit convexe si pour tous x, y ∈ C le segment reliant x

à y reste dans C, i.e.,

λx+ (1− λ)y ⊂ C pour tout λ ∈ [0, 1].

Figure 1.4 – Ensembles convexes et non convexes

3. Une fonction f : X → R∪{+∞} est dite convexe si, pour tous x, y ∈ dom f et pour

tout λ ∈ [0, 1] l’inégalité suivante, dit "l’inégalité de convexité "est vérifiée

∀λ ∈ [0, 1] : f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

où dom f est le domaine de f défini par

dom f = {x ∈ X, f(x) < +∞}.

La fonction f est dite strictement convexe si l’inégalité de convexité est stricte. La

définition de la convexité signifie que le segment reliant les deux points (x, f(x)) et

(y, f(y)) se trouve toujours au dessus de la courbe de f .
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4. Une fonction f : X → R est dite positivement homogène (d’ordre 1) si

f(αx) = αf(x), pour tout α > 0.

5. On appelle épigraphe de f : X → R le sous-ensemble de X×R noté et défini comme

suit

epi (f) := {(x, r) ∈ X × R : f(x) ≤ r}.

6. Soit Ω un sous ensemble de X. L’enveloppe convexe (convex hull) de Ω, que l’on

note co (Ω), est le plus petit ensemble convexe contenant Ω. Autrement dit

co (Ω) =
⋂
{C | C convexe et Ω ⊂ C}.

Exemple 1.5.

1. Les boules B[x0, r] et B(x0, r) sont des ensembles convexe pour tous x0 ∈ X, r ∈ R+.

2. Tout sous espace vectoriel de X est convexe.

3. La fonction f : x 7→ x2 est convexe, en effet, soient x, y ∈ R et λ ∈ [0, 1] alors

λf(x) + (1− λ)f(y) − f(λx+ (1− λ)y) = λx2 + (1− λ)y2 − λ2x2

−2λ(1− λ)xy − (1− λ)2y2

= λ(1− λ)(x2 − 2xy + y2)

= λ(1− λ)(x− y)2 ≥ 0.

Définition 1.6. Soit C un ensemble non vide de X.

(a) La fonction distance associée à C, notée d(·, C) ou dC(·), est définie par

X 3 x 7→ d(x,C) := inf
y∈C

d(x, y) = inf
y∈C
‖x− y‖.

Les deux propriétés suivantes ont lieu

x ∈ C ⇔ d(x,C) = 0.

La fonction distance est lipschitzienne de rapport 1, i.e.,

|d(x,C)− d(y, C)| ≤ ‖x− y‖ pour tous x, y ∈ X. (1.1)
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(b) Un élément y ∈ C est une projection (ou un projeté) de x ∈ X sur C si

d(x,C) = ‖x− y‖.

Cet élément y se note Proj (x,C) ou PC(x).

Le Théorème suivant donne les conditions d’existence et d’unicité de la projection dans

un espace de Hilbert. On rappelle que ce Théorème n’est plus valable dans un espace normé

général.

Théorème 1.7 (Théorème de la projection sur un convexe fermé).

Soit C un ensemble convexe fermé de H, alors pour tout x ∈ H, il existe une et une seule

projection de x sur C, i.e.,

∀x ∈ H,∃! y = Proj (x,C) ∈ C : d(x,C) = ‖x− y‖.

De plus, la projection sur C se caractérise par l’ équivalence suivante

y = Proj (x,C)⇔ y ∈ C et ∀z ∈ C, 〈z − y, x− y〉 ≤ 0. (1.2)

Il est à noter que si l’ensemble C est convexe alors, l’application de projection Proj (·, C)

est lipschitzienne de rapport 1, i.e.,

‖Proj (x,C)− Proj (y, C)‖ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ H (1.3)

1.3 Cônes tangents et normaux à un ensemble convexe

fermé

Définition 1.8.

• Un sous ensemble K ⊂ X est dit un cône si λK ⊂ K pour tout λ ≥ 0. Si de plus K

est convexe alors K est dit cône convexe, il est clair qu’un cône contient toujours

l’origine (λ = 0 : 0K = {0} ⊂ K).
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• Le cône polaire (ou cône polaire négatif, ou cône dual) de K ⊂ X est l’ensemble

K◦ := {y ∈ X∗, 〈y, x〉 ≤ 0 pour tout x ∈ K},

d’autres notations sont également utilisées pour le cône polaire de K : K−, K	,...,etc.

Citons par exemple, le cône de Pareto de Rn (orthant positif)

K := {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, xi ≥ 0 pour tout i = 1, . . . , n} = Rn
+

alors

K◦ = −C = {−x = (−x1, . . . ,−xn) ∈ Rn} = Rn
−

En analyse convexe, les cônes les plus couramment utilisés sont le cône tangent et le

cône normal. Soit C un ensemble convexe non vide de X. Le cône tangent à C au point

x ∈ C que l’on note T (C;x) ou TC(x), est le cône fermé (de sommet 0) engendré par

C − x, i.e.,

T (C;x) :=
⋃
λ∈R+

λ
(
C − x

)
.

Puisque C est convexe, il est évident que T (C;x) est un cône convexe fermé. On remarque

que C ⊂ x + T (C;x), et si x ∈ Int (C) 6= ∅ alors T (C;x) = X. On introduit maintenant

la notion du cône normal à C au point x, noté N(C;x) ou NC(x), comme étant le cône

polaire du cône tangent, i.e.,

NC(x) := (TC(x))◦ = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, z〉 ≤ 0,∀z ∈ T (C;x)}.

La définition de TC(x), nous permet d’écrire

NC(x) = {x∗ ∈ X∗, 〈x∗, y − x〉 ≤ 0, pour tout y ∈ C}

Il est facile de vérifier que si x ∈ Int (C) avec Int (C) 6= ∅ alors NC(x) = {0}. En effet,

soit x ∈ Int (C), alors il existe γ > 0 tel que B(x, γ) ⊂ C. Soient v ∈ NC(x) et t > 0

suffisamment petit, tel que x+ tv ∈ B(x, γ) ⊂ C alors

〈v, x+ tv − x〉 ≤ 0⇒ 〈v, tv〉 ≤ 0⇒ t‖v‖2 ≤ 0⇒ v = 0
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Figure 1.5 – Cône normal à C

⇒ NC(v) ⊂ {0} ⇒ NC(v) = {0}

De plus pour tout x ∈ −C et y, z ∈ X tels que y + z ∈ C

NC(−x) = −N−C(x), NC(y + z) = NC−z(y). (1.4)

Exemple 1.9.

Sur R on considère le sous ensemble C = [0, 1] alors

T[0,1](1) =]−∞, 0], N[0,1](1) = [0,+∞[.

En effet

C − {1} = {x− 1, x ∈ [0, 1]} = [−1, 0]

⇒ R+(C − {1}) = {λx, x ∈ C − {1}, λ > 0}

= {λx, x ∈ [−1, 0], λ > 0} =]−∞, 0]

⇒ T[0,1](1) = R+(C − {1}) = ]−∞, 0] =]−∞, 0].

alors

N[0,1](1) =
(
T[0,1](1)

)◦
= {v ∈ R : v(y − 1︸ ︷︷ ︸

≤0

) ≤ 0,∀y ∈ [0, 1]} = [0,+∞[.
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Dans un espace de Hilbert, le cône normal à un ensemble convexe (fermé) C est forte-

ment lié à l’application de projection, ce que l’on peut voir clairement dans l’équivalence

suivante

y = Proj C(x)⇔ x− y ∈ NC(y). (1.5)

cette équivalence se justifie en utilisant la caractérisation de la projection sur un convexe

fermé énoncée dans (1.2). Il résulte de (1.5) que

x−Proj C(x) ∈ NC(Proj C(x))⇒ x ∈ (I+NC(·))(Proj C(x))⇔ Proj C(x) ∈ (I+NC(·))−1(x).

ce qui montre que l’application x 7→ (I + NC(·))−1(x) est à valeurs univoques et par

conséquent

(I +NC(·))−1(x) = Proj C(x), pour tout x ∈ H (1.6)

Définition 1.10. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe et finie en x ∈ X. Le

sous-différentiel (de Fenchel) de f au point x, noté ∂f(x), est le sous ensemble de X∗

défini par

∂f(x) := {v ∈ X∗ : 〈v, x− x〉 ≤ f(x)− f(x) pour tout x ∈ X}. (1.7)

Si x /∈ dom f alors ∂f(x) = ∅. Par exemple, si f(x) = |x| alors

∂f(a) =


[−1, 1] si a = 0

{1} si a > 0

{−1} si a < 0.

Le sous-différentiel peut être défini de manière équivalente géométriquement via le cône

normal à l’épigraphe comme suit

∂f(x) := {v ∈ X∗ : (v,−1) ∈ Nepi f (x, f(x))}.

La conjuguée de Legendre-Fenchel d’une fonction f : X → R est la fonction, notée f ∗,

définie sur le dual X∗ par

f ∗(x∗) = sup
x∈X

(
〈x∗, x〉 − f(x)

)
pour tout x∗ ∈ X∗.
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Par exemple, sur R, on définit la fonction f par f(x) = ax+ b, a, b ∈ R alors

f ∗(v) = sup
x∈R

(
vx− ax− b

)
= sup

x∈R

(
(v − a)x− b

)
=

 −b si v = a

±∞ si v 6= a.

En particulier, pour f = ψC(·) où ψC(·) est la fonction indicatrice de l’ensemble C définie

par ψC(x) = 0 si x ∈ C et ψC(x) = +∞ sinon alors, la conjuguée de Fenchel de f dans

ce cas s’appelle la fonction support (d’appui) que l’on note σC(·). De façon plus précise

σC(·) :X∗ → R ∪ {+∞}

x∗ 7→ σC(x∗) = ψ∗C(x∗) = sup
x∈C
〈x∗, x〉.

Il est clair que le fonction support est convexe positivement homogène. De plus, si l’en-

semble C est convexe fermé alors la fonction σC(·) est semi-continue inférieurement (s.c.i

en abrégé, voir la dernière section du ce chapitre pour la définition).

Le sous différentiel d’une fonction propre, convexe et s.c.i f peut se caractériser via la

conjuguée de Fenchel à travers l’équivalence suivante (voir [27])

x∗ ∈ ∂f(x) ⇔ f ∗(x∗) + f(x)− 〈x∗, x〉 = 0⇔ f ∗(x∗) + f(x)− 〈x∗, x〉 ≥ 0

⇔ x ∈ ∂f ∗(x∗),

c’est à dire (∂f)−1 = ∂f ∗.

Lemme 1.11. (voir [17])

Soit f : H → R une fonction convexe et positivement homogène. On suppose que C :=

∂f(0) 6= ∅. Alors

f ∗(x∗) = ψC(x∗), pour tout v ∈ H.

Pour plus d’informations sur la théorie des fonctions convexes vous pouvez

consulter les références [4, 9]



1.4. Généralités sur les applications multivoques 11

1.4 Généralités sur les applications multivoques

Étant donné deux ensembles E et Y . Si à chaque élément x de E, on associe un sous

ensemble éventuellement non vide de Y noté F (x), on définit une application multivoque

F de E vers Y et on note F : E ⇒ Y .

Dans la littérature, les applications multivoques sont aussi appelées multi-application,

multifonction, relations ou correspondances.

Définition 1.12. Soient E et Y deux ensembles non vides et F : E ⇒ Y une application

multivoque.

1. On appelle domaine de F , l’ensemble DomF := {x ∈ E : F (x) 6= ∅}.

2. Si A est un sous ensemble de E alors F (A) := ∪x∈AF (x), en particulier, si A =

DomF alors, R(F ) := F (DomF ) est l’image de F .

3. On appelle image réciproque d’une partie non vide D de Y par F l’ensemble

F−1(D) := {x ∈ E,F (x) ∩D 6= ∅},

d’autre part, pour tout y ∈ Y on a

F−1(y) := {x ∈ X : y ∈ F (x)}.

4. Le graphe de F est le sous- ensemble de E × Y défini par

gph (F ) := {(x, y) ∈ E × Y : y ∈ F (x)}.

5. On note F−1 : Y ⇒ E la multi-application inverse de F définie par

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x).

6. Si E et Y sont deux espaces topologiques alors, F est dite semi-continue supérieu-

rement (s.c.s en abrégé), si F−1(U) est un fermé dans X pour tout fermé U ⊂ Y .
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Exemple 1.13. Considérons la multi-application F : R ⇒ R définie par :

F (x) :=

 ∅ si x > 0,

{−
√
−x,
√
−x} si x ≤ 0.

Il est clair que

DomF = {x ∈ R : F (x) 6= ∅} = R−.

R(F ) =
⋃

x∈DomF

F (x) =
⋃
x∈R−

{−
√
−x,
√
−x} = R

gphF = {(x,
√
−x) : x ≤ 0} ∪ {(x,−

√
−x) : x ≤ 0}.

De plus, la multi-application inverse est donnée par :

F−1 : R ⇒ R− telle que y ∈ F (x)⇔ x ∈ F−1(y) avec F−1(y) = {−y2}.

Définition 1.14. Soit (E,Σ) un espace mesurable et soit F : E ⇒ Y une multi-

application à valeurs dans un espace métrique Y . La multi-application F est dite mesurable

ou Σ-mesurable si F−1(O) ∈ Σ pour tout ouvert O de Y .

La mesurabilité de F peut être caractérisée par celle de la fonction distance via l’équi-

valence suivante : Si Y est un Banach séparable alors

F est mesurable ⇔ E 3 x 7→ d(y, F (x)) est mesurable pour tout y ∈ Y.

Définition 1.15 (Sélection mesurable).

Soient (Ω, F ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : Ω ⇒ X une multi-

application. Une fonction f : Ω→ X est une sélection de F (·) si

f(ω) ∈ F (ω),∀ω ∈ Ω

on dit que f est une sélection mesurable si elle est mesurable.

Pour passer à la version ensembliste de la continuité, on aura besoin d’introduire la

notion d’excès et la distance de Hausdorff qui sont deux outils importants en analyse

multivoque permettant d’évaluer (dans un certain sens) l’écart entre deux ensembles.
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Définition 1.16. Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux sous-ensembles

de X.

(a) On appelle excès de A sur B l’expression suivante, à valeur dans [0,+∞]

e(A,B) = sup
a∈A

d(a,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b).

Il est évidemment indifférent de remplacer les ensembles considérés par leurs adhé-

rences, i.e., e(A,B) = e(A,B).

Notons que, si on prend A la partie vide de X on obtient, quel que soit B (éventuel-

lement vide lui-même)

e(∅, B) = 0.( ça revient au fait que le supremum sur un ensemble vide est 0)

En outre, pour tout a ∈ X : d(a, ∅) = +∞ donc

A 6= ∅ ⇒ e(A, ∅) = +∞.

Notons également que les quantités e(A,B) et e(B,A) ne sont pas nécessairement

égales. En effet, si A = [0, 10] et B = [12, 18] alors, e(A,B) = 12 tandis que

e(B,A) = 8.

Une définition équivalente de l’excès se donne par

e(A,B) = inf{r > 0 : A ⊂ B + rB} où B + rB =
⋃
x∈B

B[x, r]

(b) La distance de Hausdorff (Pompeiu-Hausdorff) entre A et B, est la quantité

dH(A,B) = max {e(A,B), e(B,A)} . (1.8)

De façon équivalente, cette quantité peut être exprimée par

dH(A,B) = inf
{
r > 0 : A ⊂ B + rBX et B ⊂ A+ rBX

}
.

Exemple 1.17. Soient A et B deux ensembles de R2 définis par

A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} et B = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 1},
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Figure 1.6 – la distance de Hausdorff entre A et B

alors e(A,B) = 1

et

e(B,A) = sup
b∈B

d(b, A) = d((3, 1), (
3√
10
,

1√
10

)) =
√

10− 1,

donc dH(A,B) = max(
√

10− 1, 1) =
√

10− 1 (voir Figure 1.6).

1.5 Autres résultats et définitions

Définition 1.18.

Soient f : X → R et x0 ∈ X, on dit que f est

(a) propre si et seulement si

f(x) 6= −∞, ∀x ∈ X et ∃y0 ∈ X : f(y0) 6= +∞.

(b) Semi-continue inférieurement (s.c.i en abrégé) si pour tout r ∈] − ∞, f(x0)], il

existe un voisinage V de x0 tel que f(V ) ⊂]r,+∞].

La semi-continuité inférieure peut se caractérise par l’une des deux propriétés sui-
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vante : epi (f) est fermé dans X × R ou les ensembles de niveau [f ≤ r] := {x ∈

X : f(x) ≤ r} sont fermés dans X pour tout r ∈ R.

(c) Semi-continue supérieurement (s.c.s en abrégé) si pour tout r ∈ [f(x0),+∞[, il

existe un voisinage V de x0 tel que f(V ) ⊂ [−∞, r[.

(d) f est continue au point x0 si et seulement si f est, à la fois, s.c.i et s.c.s au point

x0 ∈ X.

Définition 1.19. Soit u(·) une application définie sur un intervalle I ⊂ R dans un espace

normé X. On dit que u(·) est absolument continue sur [α, β] ⊂ I si pour tout ε > 0, il

existe δ(ε) > 0, tel que pour tous si, ti ∈ [α, β], i = 1, ..., k, avec si−1 ≤ ri ≤ si et∑k
i=1(si − ri) < δ on ait

k∑
i=1

‖u(si)− u(ri)‖ < ε.

Il s’ensuit que

– toute application Lipschitzienne est absolument continue.

– toute application absolument continue est uniformément continue.

Théorème 1.20 (Voir [7]).

(a) Soit u(·) : I → H telle que u(t) = u(t0) +

t∫
t0

v(s) ds avec v(·) ∈ L1(I;H), t0, t ∈ I alors

u(·) est absolument continue sur I et u̇(t) = v(t) pour presque tout t ∈ I.

(b) Etant donné une application absolument continue u(·) : I → H, alors il existe une

application v(·) : I → H telle que

u(t) = u(t0) +

t∫
t0

v(s)ds pour tous t0, t ∈ I,

de plus, u(·) est presque partout dérivable et u̇(·) = v(·).

Théorème 1.21 (Théorème du point fixe de Banach).

Soit K un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Banach (X, ‖ ·‖X). Soit A : K →

K un opérateur contractant, i.e., il existe un réel α ∈ [0, 1[ tel que

‖Ax−Ay‖X ≤ α‖x− y‖X pour tous x, y ∈ K,
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alors, A admet un seul point fixe sur K, i.e.,

∃!x ∈ K : Ax = x.

Le théorème suivant présente les conditions suffisantes assurant le caractère bien

posé d’une inclusion différentielle non-nécessairement autonome gouvernée par une multi-

application multivoque F : [0, T ] × H ⇒ H. Pour cela, si on considère une fonction

w(·, ·) : [0, T ]× R+ → R alors, on dit que F (·, ·) vérifie la condition (Hw) si

〈F (t, x)− F (t, y), x− y〉 ≤ w(t, ‖x− y‖)‖x− y‖. (Hw)

Théorème 1.22 (voir [6], Théorème 10.5).

Soit F : [0, T ]×H → H une multi-application à valeurs convexes fermés telle que

(a) Pour tout x ∈ H, t 7→ F (·, x) ait une sélection mesurable et F (t, ·) soit s.c.s pour

tout t ∈ [0, T ],

(b) la condition de croissance suivante soit satisfaite

‖F (t, x)‖ ≤ c(t)(1 + ‖x‖) sur [0, T ]×H où c(·) ∈ L1([0, T ];R+)

(c) Il existe une fonction v(·) ∈ L1([0, T ];R) telle que la condition (Hw) soit vérifiée

pour w(t, ρ) := v(t)ρ

alors, l’inclusion différentielle u̇(t) ∈ F (t, u(t)), p.p t ∈ [0, T ],

u(0) = u0

admet une seule solution absolument continue u(·) : [0, T ]→ H.

On termine ce chapitre par le Lemme de Gronwall.

Lemme 1.23 (Inégalité de Gronwall, [3]).

Soient α, β : [0, T ]→ R deux fonction continues et soit γ(·) ∈ L1([0, T ],R+). On suppose

que

β(t) ≤ α(t) +

t∫
0

γ(s)β(s)ds, t ∈ [0, T ],
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alors

β(t) ≤ α(t) +

∫ t

0

γ(s)α(s)e

t∫
s
γ(τ)dτ

ds.



Chapitre 2

Problème d’une inégalité variationnelle

d’évolution avec mémoire

On commence ce chapitre par un petit rappel sur les opérateurs avec mémoire (history

dependent operators en anglais) en citant quelques exemples illustratifs. Puis, on passe à

la démonstration du résultat principal de ce chapitre qui donne l’existence et l’unicité de

la solution pour un problème donné sous la forme d’une inclusion dépendante du temps.

Ce résultat vient après une liste des lemmes auxiliaires qui sont également démontrés.

2.1 Opérateur avec mémoire

Définition 2.1. Soient (X, ‖ · ‖) et (Y, ‖ · ‖) deux espaces normés. Un opérateur R :

C([0, T ];X) → C([0, T ];Y ) est dit avec mémoire, history-dependent operator en anglais,

HD en abrégé, s’il existe une constante LR > 0 telle que pour tous u1, u2 ∈ C([0, T ];X)

et tout t ∈ [0, T ]

‖Ru1(t)−Ru2(t)‖ ≤ LR

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖ds. (2.1)

Pour clarifier cette définition, on considère un point u0 ∈ H et un opérateur R :

18
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C([0, T ];H)→ C([0, T ];H) défini par

Ru(t) =

∫ t

0

u(s) ds+ u0, u ∈ C([0, T ];H), t ∈ [0, T ], (2.2)

alors, pour tous u, v ∈ C([0, T ];H) et tout t ∈ [0, T ]

‖Ru(t)−Rv(t)‖ ≤
∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖,

ce qui signifie queR vérifie l’inégalité (2.1) avec LR = 1 et par conséquentR est opérateur

avec mémoireHD.

Le terme "Hisory-dependent operator" a été introduit pour la première fois dans l’ar-

ticle de Sofonea et Matei [24], et depuis ce travail, ce concept a fait l’objet de plusieurs

étude notamment [13, 14]. Cette terminologie se justifie à partir de l’exemple donné par

l’égalité (2.2) où on voit que la nouvelle valeur Ru(t) dépend de toutes les valeurs an-

térieures u(s), 0 ≤ s ≤ t, ce qui montre bien l’existence d’une mémoire. Voici quelques

autres exemples.

Exemple 2.2. 1. Soient u0 ∈ X et R : X → Y un opérateur LR-Lipschitzien. Alors,

l’opérateur S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];Y ) défini par

Su(t) = R
( ∫ t

0

u(s)ds+ u0

)
, u ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ],

est avec mémoire. En effet, soient u1, u2 ∈ C([0, T ];X), alors

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y =
∥∥R( ∫ t

0

u1(s)ds+ u0

)
−R

( ∫ t

0

u2(s)ds+ u0

)∥∥
Y
,

≤ LR
∥∥∫ t

0

u1(s)ds−
∫ t

0

u2(s)ds
∥∥
X
,

≤ LR

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖Xds,

ce qui traduit l’inégalité (2.1).

2. Soient R ∈ C
(
[0, T ];L(X, Y )

)
et S : C([0, T ];X)→ C([0, T ];Y ), on définit l’opéra-

teur dit de Volterra par

Su(t) =

∫ t

0

R(t− s)u(s)ds, u ∈ C([0, T ];X), t ∈ [0, T ].
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Soient u1, u2 ∈ C([0, T ];X) et t ∈ [′, T ], alors

‖Su1(t)− Su2(t)‖Y = ‖
∫ t

0

R(t− s)u1(s) ds−
∫ t

0

R(t− s)u2(s) ds‖

≤
∫ t

0

‖R(t− s)(u1(s)− u2(s))‖ ds,

≤
∫ t

0

‖R(t− s)‖L(X,Y )‖u1(s)− u2(s)‖ds,

≤
∫ t

0

max
r∈[0,T ]

‖R(r)‖L(X,Y )‖u1(s)− u2(s)‖ds,

= ‖R‖C([0,T ];L(X,Y ))

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖ ds,

par conséquent, S est HD avec LS = ‖R‖C([0,T ];L(X,Y )).

Le théorème suivant montre une propriété fondamentale pour les opérateurs HD.

Théorème 2.3. Soient (X, ‖ · ‖) un espace de Banach et S : C(I;X) → C(I;X) un

opérateur HD alors, S admet un seul point fixe sur C(I;X), i.e.,

∃!η∗ ∈ C(I;X) : Sη∗ = η∗.

Démonstration. On utilise la norme dite de Bielecki ‖·‖β définie sur l’espace de Banach

C([0, T ];X) par

‖η‖β = max
t∈[0,T ]

{e−βt‖η(t)‖} pour tout η ∈ C([0, T ];X),

où β > 0 est un réel positif. Il est clair que l’application ‖ · ‖β définit une norme sur

C([0, T ];X), en effet, pour tous u, v ∈ C([0, T ];X) et tout réel α

‖u‖β = 0⇔ max
t∈[0,T ]

{e−βt‖u(t)‖} = 0⇔ e−βt︸︷︷︸
6=0

‖u(t)‖ = 0,∀t ∈ [0, T ]

⇔ ‖u(t)‖ = 0,∀t ∈ [0, T ]⇔ u = 0.

‖αu‖β = max
t∈[0,T ]

{e−βt‖αu(t)‖} = |α|‖u‖β

‖u+ v‖β = max
t∈[0,T ]

{e−βt‖u(t) + v(t)‖} ≤ max
t∈[0,T ]

{e−βt
(
‖u(t)‖+ ‖v(t)‖

)
}

= max
t∈[0,T ]

(
e−βt‖u(t)‖+ e−βt‖v(t)‖

)
≤ max

t∈[0,T ]

(
e−βt‖u(t)‖

)
+ max

t∈[0,T ]

(
e−βt‖v(t)‖

)
= ‖u‖β + ‖v‖β.
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De plus, la normes ‖·‖β et celle de la convergence uniforme ‖·‖C([0,T ];X) sont équivalentes.

En effet, pour tout 0 ≤ t ≤ T et tout u ∈ C([0, T ];X)

0 ≤ βt ≤ βT ⇒ e−βT ≤ e−βt ≤ 1

⇒ e−βT‖u(t)‖ ≤ e−βt‖u(t)‖ ≤ ‖u(t)‖

⇒ e−βT‖u‖C([0,T ];X) ≤ ‖u‖β ≤ ‖u‖C([0,T ];X).

Par conséquent, l’espace (C([0, T ];X), ‖ · ‖β) est un espace de Banach. Comme S est un

opérateur HD alors, il existe une constante L > 0 telle que pour tous u, v ∈ C([0, T ];X)

et tout t ∈ [0, T ]

‖Su(t)− Sv(t)‖ ≤ L

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖ds

⇒ e−βt‖Su(t)− Sv(t)‖ ≤ Le−βt
∫ t

0

(
e−βs‖u(s)− v(s)‖

)
eβsds,

alors

max
t∈[0,T ]

(
e−βt‖Su(t)− Sv(t)‖

)
≤ Le−βt

∫ t

0

(
max
s∈[0,T ]

(
e−βs‖u(s)− v(s)‖

))
eβsds

= Le−βt‖u− v‖β
∫ t

0

eβsds =
L

β
(1− e−βt)︸ ︷︷ ︸

≤1

‖u− v‖β,

d’où

‖Su− Sv‖β ≤
L

β
‖u− v‖β, pour tous u, v ∈ C([0, T ];X).

On choisit β > 0 tel que β > L ce qui rend contractant l’opérateur S dans (C([0, T ];X), ‖·

‖β). Finalement, en appliquant le Théorème 1.21, on déduit l’existence et l’unicité du point

fixe. �

Lemme 2.4. Soit Q ∈ L(H) un opérateur symétrique et inversible dans L(H). Soit

C : [0, T ] × H ⇒ H une multi-application à valeures non vides, fermées et convexes.

Supposons que les conditions suivantes soient vérifieés

(a) Pour tout x ∈ H, la multi-application t 7→ C(t, x) est mesurable telle qu’il existe

une constante µ ≥ 0 telle que

dC(t,x)(0) ≤ µ · (‖x‖+ 1). p.p t ∈ [0, T ]. (2.3)



2.1. Opérateur avec mémoire 22

(b) Le cône normal à C est Pseudo-hypomonotone, i.e., pour tout r > 0, il existe

L̃r ≥ 0 (indépendant de t) tel que si

ai ∈ NC(t,ui)(bi) avec ui, bi ∈ rB, i = 1, 2 et t ∈ [0, T ],

alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −L̃r‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖. (2.4)

Alors les propriétés suivantes ont lieu

(i) Pour tous x, y ∈ H, l’application t 7→ ProjQC(t,x)(y) est mesurable.

(ii) Pour tout y ∈ H et pour presque tout t ∈ [0, T ], l’application x 7→ ProjQC(t,x)(y)

est ‖Q‖ · L̃ρ Lipschitzienne sur rB, avec

ρ := max
r
{‖y‖+ µ‖Q‖(r + 1)}.

Démonstration.

(i) Tout d’abord, il est clair que les ensembles QC(t, x) sont convexes et fermés grâce

à l’inversibilité de l’opérateur Q et sa linéarité. D’autre part, la convexité et la

fermeture de QC(t, x), montrent que l’application de projection sur QC(t, x) est

univoque et bien définie. La première de mesurabilité découle du Théorème III.41

de [5].

(ii) Soit y ∈ H et soient x1, x2 ∈ rB. On pose zi = ProjQC(t,xi)(y), i = 1, 2.

Alors

‖zi‖ ≤ ‖ProjQC(t,xi)(y)− ProjQC(t,xi)(0)‖+ ‖ProjQC(t,xi)(0)‖.

Comme l’ensemble QC(t, x) est convexe et fermé alors l’inégalité (1.3) donne

‖zi ‖≤ ‖y‖+ ‖ProjQC(t,xi)(0)‖.

On a

‖ProjQC(t,xi)(0)‖ = dQC(t,xi)(0) = inf
v∈QC(t,xi)

‖v‖ = inf
Q−1v∈C(t,xi)

‖v‖

= inf
Q−1v∈C(t,xi)

‖QQ−1v‖ ≤ inf
Q−1v∈C(t,xi)

(‖Q‖‖Q−1v‖)

≤ ‖Q‖ inf
Q−1v∈C(t,xi)

‖Q−1v‖
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= ‖Q‖‖Proj C(t,xi)(0)‖,

donc

‖zi‖ ≤ ‖y‖+ ‖Q‖‖Proj C(t,xi)(0)‖ = ‖y‖+ ‖Q‖‖dC(t,xi)(0)‖.

Selon la condition (2.3), on obtient

‖zi‖ ≤ ‖y‖+ µ‖Q‖(‖xi‖+ 1) ≤ ‖y‖+ µ‖Q‖(‖r‖+ 1). (2.5)

De plus d’aprés la formule (1.5), on a

y − zi ∈ NQC(t,x)i(zi), i = 1, 2,

alors

y − ProjQC(t,xi)(y) ∈ NQC(t,xi)(ProjQC(t,xi)(y))

⇔ 〈y − ProjQC(t,xi)(y), v − ProjQC(t,xi)(y)〉 ≤ 0, ∀v ∈ QC(t, xi)

⇔ 〈y − ProjQC(t,xi)(y), QQ−1(v − ProjQC(t,xi)(y))〉 ≤ 0, ∀v ∈ QC(t, xi)

⇔ 〈Q(y − ProjQC(t,xi)(y)), (Q−1v −Q−1ProjQC(t,xi)(y))〉 ≤ 0, ∀Q−1v ∈ C(t, xi)

⇔ (Q(y − ProjQC(t,xi)(y)) ∈ NC(t,xi)(Q
−1ProjQC(t,xi)(y)).

En combinant cette dernière inclusion avec l’inégalité (2.4) et (2.5), on obtient

‖z1 − z2‖2 ≤ L̃ρ‖Q‖‖z1 − z2‖‖x1 − x2‖,

ce qui traduit la propriété désirée.

2.2 Liste des hypothèses

Avant de présenter le résultat principal de ce travail, on donne l’ensemble des condition

que l’on va supposer dans la suite.

• Hypothèses sur l’opérateur A : H → H

(HA) A : H → H est un opérateur linéaire, borné, symétrique et α-coercif, i.e.,

∃α > 0 : 〈Ax, x〉 ≥ α‖x‖2, pour tout x ∈ H.
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Sous l’hypothèse (HA), il est connu que A peut se décomposer sous la forme A = PP où

P ∈ L(H) est un opérateur inversible. Dans tout ce qui suit, on pose Q := (P )−1.

• Hypothèses sur l’opérateur B : H → H

(HB) B : H → H est un opérateur Lipschitzien, i.e., il existe LB ≥ 0 tel que

‖Bx−By‖ ≤ LB‖x− y‖, pour tous x, y ∈ H.

• Hypothèses sur l’opérateur R : C([0, T ];H)→ C([0, T ];H)

(HR) R : C([0, T ];H) → C([0, T ];H) est un opérateur evec mémoire, au sens de la

définition (2.1), i.e., il existe LR ≥ 0 tel que pour tous x, y ∈ C([0, T ];H) et tout t ∈ [0, T ],

‖(Rx)(t)− (Ry)(t)‖ ≤ LR

t∫
0

‖x(s)− y(s)‖ds.

• Hypothèses sur les ensembles C : [0, T ]×H ⇒ H

(HC)

(a) Pour tout t ∈ [0, T ]. et tout x ∈ H, l’ensemble C(t, x) est non vide, fermé et

convexe. Pour tout x ∈ H, la multi-application t 7→ C(t, x) est mesurable, de plus,

il existe une constante µ ≥ 0 telle que pour tout x ∈ H

dC(t,x)(0) ≤ µ(‖x‖+ 1), p.p t ∈ [0, T ]. (2.6)

(b) Le cône normal à C est Pseudo-hypomonotone, i.e., pour tout r > 0, il existe un

réel L̃r ≥ 0 (indépendant de t) tel que si

ai ∈ NC(t,ui)(bi) avec ui, bi ∈ rB, i = 1, 2 et t ∈ [0, T ],

alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −L̃r‖a1 − a2‖‖u1 − u2‖.
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2.3 Résultat d’existence et d’unicité

L’objectif principal de cette section est de démontrer le caractère bien posé du problème

suivant 
−ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t)) p.p t ∈ [0, T ],

x(0) = x0 ∈ H.
(2.7)

Pour démontrer le résultat d’existence, l’idée principale de la preuve consiste à réduire

le processus de rafle (2.7) à l’équation différentielle ordinaire suivante

ẋ(t) =− P−1(QBx(t) +Q(Rx)(t))

+ P−1ProjQC(t,x(t))(QBx(t) +Q(Rx)(t)) p.p t ∈ [0, T ], (2.8)

avec A = PP, Q := P−1 et QC(t, x) := {Qy : y ∈ C(t, x)}.

Cette belle astuce nous permet d’appliquer le Théorème 1.22. Avant d’aller plus loin, on

rappelle le Lemme suivant

Lemme 2.5. Sous l’hypothèse (HA), l’équivalence suivante a lieu

ξ ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t))⇔ Pξ ∈ NQC(t,x(t))(Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t)).

(2.9)

Démonstration. Soit ξ ∈ H alors

ξ ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t))

⇔ 〈ξ, y − (Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t))〉 ≤ 0,∀y ∈ C(t, x(t))

⇔ 〈QQ−1ξ, y − (Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t))〉 ≤ 0,∀y ∈ C(t, x(t))

⇔ 〈Pξ,Qy − (QPPẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t))〉 ≤ 0,∀y ∈ C(t, x(t))

⇔ 〈Pξ, v − (Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t))〉 ≤ 0,∀v ∈ QC(t, x(t))

⇔ Pξ ∈ NQC(t,x(t))(Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t)).

�
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Proposition 2.6. On suppose que C(t, x) est convexe et fermé pour tout t ∈ [0, T ] et tout

x ∈ H. On suppose également que l’hypothèse (HA) est vérifiée alors

x(·) est une solution de (2.7)⇔ x(·) est une solution du problème de Cauchy (2.8).

(2.10)

Démonstration. Soit x(·) une solution de (2.7). En tenant compte de (2.9), on obtient

pour presque tout t ∈ [0, T ]

−Pẋ(t) ∈ NQC(t,x(t))(Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t)),

alors

QBx(t) +Q(Rx)(t) ∈ (I +NQC(t,x(t)(.))(Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t)),

ce qu’est équivalent à l’inclusion

Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t) ∈ (I +NQC(t,x(t)(.))
−1

(
QBx(t) +Q(Rx)(t)

)
.

Il est clair que l’ensemble QC(t, x(t)) est convexe. En effet, soient x, y ∈ QC(t, x(t)) et

λ ∈ [0, 1] alors, il existe x′, y′ ∈ C(t, x(t)) tels que x = Qx′ et y = Qy′. Grâce à la linéarité

de l’opérateur Q et la convexité de C(t, x(t)), on aura

λx+(1−λ)y = λQx′+(1−λ)Qy′ = Q(λx′)+Q((1−λ)y′) = Q(λx′ + (1− λ)y′︸ ︷︷ ︸
∈C(t,x(t))

) ∈ QC(t, x(t)),

ce qui nous permet d’utiliser (1.6) et cela donne

Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t) = ProjQC(t,x(t))(QBx(t) +Q(Rx)(t)),

d’où, pour presque tout t ∈ [0, T ]

ẋ(t) = −P−1(QBx(t) +Q(Rx)(t)) + P−1ProjQC(t,x(t))(QBx(t)) +Q(Rx)(t)).

Ce qui montre que x est une solution de (2.8). Réciproquement, soit x(·) est une solution

de (2.8). Alors pour presque tout t ∈ [0, T ]

Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t) = ProjQC(t,x(t))(QBx(t) +Q(Rx)(t))

(1.5)⇐⇒ −Pẋ(t) ∈ NQC(t,x(t))(Pẋ(t) +QBx(t) +Q(Rx)(t))

(2.9)⇐⇒ −ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t)).
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Ce qui traduit l’équivalence désirée. �

Après avoir démontré l’équivalence entre les deux problèmes (2.7) et (2.8), on va établir

à présent le résultat fondamental de cette section en montrant le théorème d’existence et

d’unicité de la solution pour (2.7). Il est à noter que, contrairement aux résultats

classiques sur les processus de rafle, aucune condition a été supposée sur le

mouvement des ensembles C(t, x) par rapport à la distance de Hausdorff définie

dans (1.8).

Théorème 2.7. Supposons que les hypothèses (HA), (HB), (HR) et (HC) soient satis-

faites. Alors pour tout x0 ∈ H, le processus de rafle (2.7) admet une seule solution abso-

lument continue x(·) : [0, T ]→ H. De plus, l’application

Φ(·) : x0 ∈ H 7→ xx0(·),

est localement Lipschitzienne, où xx0(·) est la seule solution du problème (2.7) associée à

la valeurs initiale x0.

Démonstration. La preuve sera divisée en plusieurs étapes.

Étape 1 :

Montrons que pour chaque w ∈ C([0, T ];H), il existe une solution unique x :

[0, T ]→ H tel que x(0) = x0 et

−ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bw(t) + (Rw)(t)) p.p t ∈ [0, T ]. (2.11)

On fixe un réel positif R > 0 tel que ‖w‖C([0,T ];H) ≤ R. Soit F : [0, T ] × H → H la

multi-application (en fait, F est une application à valeurs univoques) définie par

F (t, x) := −P−1(z(t)) + P−1ProjQC(t,x)(z(t)), z(t) := QBw(t) +Q(Rw)(t).

On va démonter que F (·, ·) vérifie les hypothèse du Théorème 1.22.

(a) D’après l’unicité de la projection sur l’ensemble convexe QC(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈

H, on déduit que F (·, ·) est à valeurs univoques donc, pour tout x ∈ H, t 7→ F (t, x)



2.3. Résultat d’existence et d’unicité 28

admet une sélection f définie par [0, T ] 3 t 7→ f(t) = F (t, x).

De plus, cette sélection est mesurable grâce aux hypothèses (HA), (HB), (HR), (HC),

et le Lemme (2.4).

(b) La condition de croissance, i.e., est-ce-qu’il existe deux fonctions intégrables c(·), d(·) ∈

L1([0, T ];R+)?

‖F (t, x)‖ ≤ c(t)‖x‖+ d(t).

Soient x ∈ H et t ∈ [0, T ]

‖F (t, x)‖ ≤ ‖P−1‖‖z(t)− ProjQC(t,x(t))(z(t))‖ = ‖P−1‖dQC(t,x(t))(z(t))

≤ ‖P−1‖
∣∣∣∣dQC(t,x(t))(z(t))− dQC(t,x(t))(0)

∣∣∣∣+ ‖P−1‖dQC(t,x(t))(0)

(1.1)
≤ ‖P−1‖‖z(t)‖+ ‖P−1‖ inf

y∈QC(t,x(t))
‖y‖

= ‖P−1‖‖z(t)‖+ ‖P−1‖ inf
v∈C(t,x(t))

‖Qv‖

≤ ‖P−1‖‖z(t)‖+ ‖P−1‖‖Q‖dC(t,x(t))(0)

(2.6)
≤ ‖P−1‖‖z(t)‖+ µ‖P−1‖‖Q‖(‖x‖+ 1),

alors, en posant

c(t) := µ‖P−1‖‖Q‖, d(t) := ‖P−1‖‖z(t)‖+ µ‖P−1‖‖Q‖,

on en déduit l’inégalité désirée.

(c) La condition (Hw), i.e., est-ce-qu’il existe une fonction v(·) ∈ L1([0, T ],R) telle

que (Hw) soit vérifié avec w(t, ρ) = v(t)ρ ?.

Soit r > 0 et soient x, y ∈ rB. Il résulte du Lemme 2.4 que pour presque tout

t ∈ [0, T ]

‖F (t, x)− F (t, y)‖ ≤ ‖P−1‖‖ProjQC(t,x)(z(t))− ProjQC(t,y)(z(t))‖

≤ ‖P−1‖‖Q‖L̃ρ‖x− y‖,

où ρ := maxr{R+µ‖Q‖(r+1)} et L̃ρ est la constante donnée dans (HC). On déduit
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que x 7→ F (t, x) est localement Lipschitzienne et par conséquent s.c.s. De plus

〈F (t, x)− F (t, y), x− y〉 ≤ |〈F (t, x)− F (t, y), x− y〉|

≤ ‖F (t, x)− F (t, y)‖‖x− y‖

≤
(
‖P−1‖‖Q‖L̃ρ‖x− y‖

)
‖x− y‖

= w(t, ‖x− y‖)‖x− y‖,

avec w(t, β) = ‖P−1‖‖Q‖L̃ρβ, ce qui traduit la condition (Hw).

Les conditions du Théorème 1.22 sont donc toutes vérifiées et par conséquent, l’équation

différentielle

ẋ(t) = F (t, x) := −P−1(z(t)) + P−1ProjQC(t,x)(z(t)), z(t) := QBw(t) +Q(Rw)(t),

admet une seule solution absolument continue xw(·) : [0, T ] → H. Grâce à l’équivalence

établie dans la Proposition 2.6, on déduit que pour toute application w ∈ C([0, T ];H), il

existe une seule solution xw(·) absolument continue du processus de rafle implicite (2.11).

Cela nous permet de définir l’opérateur

S :C([0, T ];H)→ AC([0, T ];H) ⊂ C([0.T ];H)

w 7→ S(w) = xw.

On définit également l’ensemble de points fixes de S, noté FixS, comme suit

FixS = {w ∈ C([0, T ];H) : Sw = w}.

Étape 2 :

Montrons que l’ensemble FixS est borné dans C([0.T ];H), i.e.,

∃M0 > 0 : ‖w‖C([0,T ];H) ≤M0,∀w ∈ FixS. (2.12)

Soit w ∈ C([0.T ];H) alors, il existe une application x := xw = Sw ∈ AC([0.T ];H) telle

que x est la seule solution de (2.11). Si de plus w ∈ FixS alors x := S(w) = w, ce qui

donne l’inclusion

−ẋ(t) ∈ NC(t,x(t))(Aẋ(t) +Bx(t) + (Rx)(t)) p.p t ∈ [0, T ], x(0) = x0.



2.3. Résultat d’existence et d’unicité 30

En tenant compte de (2.10), on trouve que pour presque tout t ∈ [0.T ]

−ẋ(t) = P−1(QBx(t) +Q(Rx)(t))− P−1ProjQC(t,x(t))(QBx(t) +Q(Rx)(t)).

Par intégration, on obtient que pour tout t ∈ [0.T ]

x(t) = x0−P−1

t∫
0

(QBx(s)+Q(Rx)(s))ds+P−1

t∫
0

ProjQC(s,x(s))(QBx(s)+Q(Rx)(s))ds,

cela entraine que

‖x(t)‖ ≤‖x0‖+ ‖P−1‖
∥∥∥∥−

t∫
0

(QBx(s) +Q(Rx)(s))ds

+

t∫
0

ProjQC(s,x(s))(QBx(s) +Q(Rx)(s))ds

∥∥∥∥
≤‖x0‖+ ‖P−1‖

t∫
0

∥∥∥∥QBx(s) +Q(Rx)(s)

− ProjQC(s,x(s))(QBx(s) +Q(Rx)(s)

∥∥∥∥ds
= ‖x0‖+ ‖P−1‖

t∫
0

dQC(s,x(s))(QBx(s) +Q(Rx)(s))ds,

la propriété 1-Lipschitienne de la fonction distance (1.1) assure que

‖x(t)‖ ≤‖x0‖+ ‖P−1‖
t∫

0

‖(QBx(s) + (QRx)(s))‖ds+ ‖P−1‖
t∫

0

dQC(s,x(s))(0)ds

≤‖x0‖+ ‖P−1‖‖Q‖
t∫

0

‖Bx(s) + (Rx)(s)‖ds+ ‖P−1‖‖Q‖
t∫

0

dC(s,x(s)(0)ds.

D’autre part, on a

t∫
0

‖Bx(s) + (Rx)(s)‖ds ≤
t∫

0

(
‖Bx(s)−B(0)‖+ ‖(Rx)(s)− (R0)(s)‖

)
ds

+

t∫
0

(
‖B(0)‖+ ‖R0‖C([0.T ];H)

)
ds

(HB),(HR)

≤ (LB + TLR)

t∫
0

‖x(s)‖ds+ T (‖B(0)‖+ ‖R0‖C([0.T ];H)).
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On a aussi
t∫

0

dC(s,x(s)(0)ds ≤ µ

t∫
0

‖x(s)‖ds+ Tµ,

par conséquent

‖x(t)‖ ≤ K0 + ‖P−1‖‖Q‖(LB + TLR + µ)

t∫
0

‖x(s)‖ds,

où

K0 := ‖x0‖+ T‖P−1‖‖Q‖(‖B(0)‖+ ‖R0‖C([0.T ];H) + µ).

En appliquant l’inégalité de Gronwall, on déduit que pour tout t ∈ [0, T ]

‖x(t)‖ ≤ K0 exp

‖P−1‖‖Q‖
t∫

0

(LB + LRT + µ)ds

 ,

ce qui implique l’inégalité (2.12) avec

M0 := K0 exp
(
T‖P−1‖‖Q‖(LB + LRT + µ)

)
.

Avant de passer à l’étape 3, on introduit l’application PM0 : C([0, T ];H)→ C([0, T ];H),

définie par

PM0(x) :=


x si ‖x‖C([0,T ];H) ≤M0,

M0x

‖x‖C([0,T ];H)

si ‖x‖C([0,T ];H) > M0.

L’application PM0(·) vérifie les deux propriétés suivantes

1. PM0(·) est uniformément bornée. En effet, soit u ∈ C([0, T ];H), on distingue deux

cas

• Si ‖u‖C((0,T );H) ≤M0, alors

‖PM0(u)‖C([0,T ];H) = ‖u‖C([0,T ];H) ≤M0.

• Si ‖u‖C((0,T );H)) > M0, alors

‖PM0(u)‖C([0,T ];H) =

∥∥∥∥ M0u

‖u‖C((0,T );H)

∥∥∥∥
C([0,T ];H)

= M0.
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2. PM0(·) est Lipschitzien.

Considérons l’application SM0 : C([0, T ];H)→ C([0, T ];H) définie par

SM0(w) := S(PM0(w)) pour tout w ∈ C([0, T ];H).

Cette dernière application vérifie l’inclusion suivante FixS ⊂ FixSM0 . En effet, soit w ∈

FixS alors selon (2.12)

Sw = w et ‖w‖C([0,T ];H) ≤M0 ⇒ SM0(w) = S(PM0(w)) = S(w) = w ⇒ w ∈ FixSM0 .

Étape 3 :

Montrons que SM0 est un opérateur avec mémoire.

Soit wi ∈ C([0, T ];H) et on note xi = SM0(wi) pour i = 1, 2. D’après ce qui précède, pour

tout w ∈ C([0, T ];H)

‖PM0(w)‖C([0,T ];H) ≤M0.

Alors, on peut trouver un réel r > 0 tel que pour tout w ∈ C([0, T ];H)

max{‖SM0(w)‖C([0,T ];H), ‖Aẋi +B(PM0(w)) +R(PM0(w))‖∞} ≤ r, i = 1, 2. (2.13)

Soient xi ∈ C([0, T ];H), i = 1, 2 et soient vi := PM0(wi) ∈ C([0, T ];H), i = 1, 2 alors selon

l’Étape 1, il existe deux applications absolument continues

xi(·) = S(vi) = SM0(wi), i = 1, 2, (2.14)

telles que

−ẋi(t) ∈ NC(t,xi(t))(Aẋi(t) +Bvi(t) + (Rvi)(t)) p.p t ∈ [0, T ], i = 1, 2.

En combinant ces dernières inclusions avec (2.13) et la pseudo-hypomonontonie du cône

normal donnée par l’hypothèse (HC) on obtient que pour presque tout t ∈ [0, T ].

〈−ẋ1(t) + ẋ2(t), Aẋ1(t) +Bv1(t) + (Rv1)(t)〉 − 〈−ẋ1(t) + ẋ2(t), Aẋ2(t) +Bv2(t) + (Rv2)(t)〉

≥ −L̃r‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖‖x1(t)− x2(t)‖,
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cela donne

〈A(ẋ1(t)− ẋ2(t)), ẋ1(t) + ẋ2(t)〉 = 〈Aẋ1(t)− Aẋ2(t), ẋ1(t) + ẋ2(t)〉

≤ L̃r‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖‖x1(t)− x2(t)‖+ ‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖‖Bv1(t)−Bv2(t)‖

+ ‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖‖(Rv1)(t)− (Rv2)(t)‖.

En utilisant la α-coercivité de A, la LB-Lipschitzité de B et le fait que R est un opérateur

avec mémoire, on déduit que

‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖ ≤ L̃r
α
‖x1(t)−x2(t)‖+

LB
α
‖v1(t)−v2(t)‖+

LR
α

t∫
0

‖v1(s)−v2(s)‖ds, (2.15)

comme l’opérateur PM0(·) est LPM0
-Lipschitzien alors

‖v1(t)− v2(t)‖ := ‖PM0(w1)(t)− PM0(w2)(t)‖ ≤ LPM0
‖w1(t)− w2(t)‖,

il résulte que

‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖ ≤ L̃r
α
‖x1(t)− x2(t)‖+

LBLPM0

α
‖w1(t)− w2(t)‖

+
LRLPM0

α

t∫
0

‖w1(s)− w2(s)‖ds,

en intégrant cette dernière inégalité entre 0 et t ∈ [0, T ] tout en utilisant l’inégalité suivante

‖x1(t)− x2(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(ẋ1(s)− ẋ2(s))ds

∥∥∥∥∥∥ ≤
t∫

0

‖ẋ1(s)− ẋ2(s)‖ds,

on obtient

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤L̃r
α

t∫
0

‖x1(s)− x2(s)‖ds+
LBLPM0

α

t∫
0

‖w1(s)− w2(s)‖ds

+
LRTLPM0

α

t∫
0

‖w1(s))− w2(s))‖ds.

On applique l’inégalité de Gronwall du Lemme 1.23, on obtient que pour tout t ∈ [0, T ]

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ 1

α
exp

(
L̃rT

α

)(
LBLPM0

+ LRLPM0
T
) t∫

0

‖w1(s))− w2(s))‖ds.
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En vertu de (2.14), on obtient que pour tout t ∈ [0, T ]

‖SM0(w1)(t)− SM0(w2)(t)‖ ≤ 1

α
exp

(
L̃rT

α

)
(LBLPM0

+ LRLPM0
T )

t∫
0

‖w1(s))− w2(s))‖ds,

ce qui montre bien que SM0 est un opérateur avec mémoire. Grâce au Lemme (??), l’opéra-

teur SM0 a un seul fixe que l’on note x̂ ∈ C([0, T ];H), i.e., SM0x̂ = x̂. Comme l’opérateur

SM0 prend ses valeurs dans l’espace AC([0, T ];H) (car les solution sont absolument conti-

nues), on déduit que x̂ ∈ AC([0, T ];H).

Étape 4 :

D’après l’Étape 1, pour toute application w ∈ C([0, T ];H), il existe une seule solu-

tion S(w) du problème (2.11). En particulier, pour w := PM0(x̂), alors la solution est

S(PM0(x̂)) = SM0(x̂) = x̂, alors

− ˙̂x(t) ∈ NC(t,x̂(t))

(
A ˙̂x(t) +BPM0(x̂)(t) + (RPM0(x̂))(t)

)
p.p t ∈ [0, T ].

En suivant une approche similaire à celle utilisée dans l’Étape 2, on arrive à démontrer

que

‖x̂‖C([0,T ];H) ≤M0.

Selon la définition de PM0 , on déduit que PM0(x̂) = x̂ et par conséquent

x̂ = SM0(x̂) = S(PM0(x̂)) = S(x̂),

ce qui montre que x̂ est un point fixe pour les deux opérateurs S et SM0 . Mais,

FixSM0 = {x̂} et FixS ⊂ FixSM0 ,

cela nous dit que x̂ et le seul point fixe de S et par conséquent x̂ = S(x̂) est la seule

solution de processus de rafle (2.7).

Étape 5 :

Montrons que Φ(·) : x0 ∈ H 7→ xx0 ∈ AC([0, T ];H) est localement Lipschitzienne.

Soient xi0 ∈ H, i = 1, 2 et soient xi = Φ(xi0) ∈ AC([0, T ];H), i = 1, 2 les solutions du

problème (2.7) associées aux valeurs initiales xi0, i = 1, 2 respectivement. Alors

i = 1, 2 :


−ẋi(t) ∈ NC(t,xi(t))(Aẋi(t) +Bxi(t) + (Rxi)(t)) p.p t ∈ [0, T ],

xi(0) = xi0 ∈ H.
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Selon la méthode développée dans les étapes 1 et 2 et d’après l’inégalité (2.15), on asure

l’existence de deux constantes r > 0 et L̃r, qui dépendent tous les deux de x1
0 et x2

0, telles

que pour tout t ∈ [0, T ]

max{‖xi‖C([0,T ];H), ‖Aẋi +B(xi) + (Rxi)‖∞} ≤ r, i = 1, 2,

et

‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖ ≤ L̃r + LB
α

‖x1(t)− x2(t)‖+
LR
α

t∫
0

‖x1(s)− x2(s)‖ds, (2.16)

alors
t∫

0

‖ẋ1(s)− ẋ2(s)‖ds ≤ L̃r + LB
α

t∫
0

‖x1(s)− x2(s)‖ds+
LR
α

t∫
0

s∫
0

‖x1(τ)− x2(τ)‖dτds,

d’autre part

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x1
0 − x2

0‖+

t∫
0

‖ẋ1(s)− ẋ2(s)‖ds,

d’où

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x1
0 − x2

0‖+
L̃r + LB + TLR

α

t∫
0

‖x1(s)− x2(s)‖ds.

En appliquant l’inégalité de Gronwall, on trouve

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ ‖x1
0 − x2

0‖+

t∫
0

K̂r‖x1
0 − x2

0‖e
t∫
s
K̂r dτ

ds, K̂r :=
L̃r + LB + TLR

α
,

donc

‖x1(t)− x2(t)‖ ≤ K̂0,r‖x1
0 − x2

0‖, K̂0,r := 1 + TK̂eTK̂r ,

de plus, de (2.16), il s’ensuit que

‖ẋ1(t)− ẋ2(t)‖ ≤ K̂1,r‖x1(t)− x2(t)‖, K̂1,r :=
L̃r + LB

α
K̂0,r +

LR
α
TK̂0,r.

Finalement, en combinant les deux dernières inégalités, on déduit

‖Φ(x1
0)− Φ(x2

0)‖AC([0,T ];H) = ‖x1 − x2‖AC([0,T ];H) ≤ (K̂0,r + K̂1,r)‖x1
0 − x2

0‖,

ce qui traduit la propriété désirée et termine la preuve du Théorème. �

Remarque 2.8. Une analyse détaillée de la preuve précédente montre que le Théorème

2.7 reste valable si on suppose que µ ∈ L1(0, T ) et L̃r = L dans (HC). On note ces

nouvelles hypothèses par (H′C).



Chapitre 3

Application : un problème de contact

quasi-statique en visco-élasticité avec

mémoire

Afin d’appliquer et illustrer le résultat abstrait établi dans le Théorème 2.7, nous

allons étudier dans ce chapitre un problème de contact quasi-statique pour des matériaux

visco-élastique où la loi de comportement (constitutive) de ces derniers est donnée via un

opérateur avec mémoire.

On considère un corps visco-élastique qui occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 2, 3

pour les applications) dont la frontière Γ := ∂Ω est Lipschitzienne et partitionnée en

quatre parties disjointes et mesurables ΓD,ΓN ,ΓC1 et ΓC2 telles que mes (ΓD) > 0.

3.1 Cadre physique et quelques notations

Pour bien présenter le problème de contact impliquant de matériaux visco-élastiques,

on présente dans cette partie les notations usuelles liées à ce type de problèmes ainsi que

l’espace de fonctions que l’on utilisera tout au long de cette section.

36
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On note par (Sd, ‖ · ‖Sd) l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd.

Sur Rd et Sd, on définit les produits scalaires et les normes suivantes :

ξ · η = ξiηi, ‖ξ‖Rd =
√

(ξ · ξ) pour ξ = (ξi), η = (ηi) ∈ Rd,

σ : τ = σijτij , ‖σ‖Sd =
√
(σ : σ) pour σ = (σij), τ = (τij) ∈ Sd, 1 ≤ i, j ≤ d.

Pour un champ de vecteurs ξ, on note par ξν et ξτ ses composantes normale et tangentielle

respectivement tandis que ν représente le vecteur unitaire normal sortant de Γ. Dans ce

cas, on a

ξν = ξ · ν et ξτ = ξ − ξνν.

On pose

Q = Ω×]0, T [, Σ = Γ×]0, T [, ΣD = ΓD×]0, T [,

ΣN = ΓN×]0, T [, ΣC1 = ΓC1×]0, T [, ΣC2 = ΓC2×]0, T [.

On note par u = u(x, t) = (ui(x, t)) : Q → Rd le champ de déplacement, σ = σ(x, t) =

(σij(x, t)) : Q → Sd le champ des contraintes et

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i) où ui,j =

∂ui
∂xj

, 1 ≤ i, j ≤ d.

est le tenseur (opérateur) de déformations linéarisées. On note également par Div l’opé-

rateur de divergence

Div σ = (σij,j) =

(
∂σij
∂xj

)
, 1 ≤ i, j ≤ d.

De plus, σν et στ représentent les composantes normale et tangentielle du champ de

contraintes σ sur la frontière Γ, i.e.,

σν = (σν) · ν et στ = σν − σν · ν.

où σν = σijνj est le vecteur des contraintes de Cauchy.

A la lumière de ce qu’est avancé ci-dessus, le problème de contact visco-élastique se

formule comme suit



3.1. Cadre physique et quelques notations 38

Problème 3.1.

Trouver un champ des déplacements u : Q → Rd et un champ des contraintes σ : Q → Sd

tel que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +

t∫
0

R(t− s)ε(u(s))ds dans Q, (3.1)

Div σ(t) + f0(t) = 0 dans Q, (3.2)

u(t) = 0 sur ΣD, (3.3)

σ(t)ν = fN(t) sur ΣN , (3.4)
−σν(t) = pν(uν(t)− g)

στ (t) = 0

sur ΣC1 , (3.5)



−στ (t) = F,

‖στ (t)‖Sd ≤ µ|σν(t)|,

−στ (t) = µ|σν(t)| u̇τ (t)
‖u̇τ (t)‖Rd

si u̇τ (t) 6= 0,

sur ΣC2 (3.6)

u(0) = u0 dans Ω. (3.7)

Afin de bien comprendre le dernier problème, on donne l’interprétation de chacune des

notations mentionnées ci-dessus :

• l’équation (3.1) est une loi constitutive (de comportement) générale pour les maté-

riaux visco-élastiques à longue mémoire dans laquelle A est l’opérateur de viscosité,

B représente l’opérateur d’élasticité et R est le tenseur de relaxation,

• L’égalité (3.2) est l’équation d’équilibre qui donne l’aspect quasi-statique du pro-

blème.

• l’équation(3.3) dit que le corps est bloqué sur ΓD (conditions aux limites de dépla-

cement),

• f0 représente la densité des forces volumiques agissant qur le corps déformable,

• fN représente la densité de traction sur la surface ΓN ,

• (3.5) représente les conditions de compliance normale qui décrit le contact où p est
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une fonction positive.

• F est une fonction positive, µ ≥ 0 est le coefficient de frottement et µF représente

la borne de frottement,

• l’équation (3.7) est la condition initiale dans laquelle u0 signifie le champ de dépla-

cement initial.

Pour obtenir la formulation faible du Problème 3.1, on introduit les espaces de fonctions

suivants :

H = {v ∈ H1(Ω;Rd) : v = 0 sur ΓD} et V = L2(Ω;Sd).

Notons que l’espace V muni du produit scalaire

〈σ, τ〉V =

∫
Ω

σ(x) : τ(x)dx =

∫
Ω

σij(x)τij(x)dx, pour tous σ, τ ∈ V ,

est un espace de Hilbert dont la norme est ‖·‖V =
√
〈·, ·〉V . De plus, en vertu de l’inégalité

de Korn et comme mes (ΓD) > 0 alors H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

〈u, v〉H = 〈ε(u), ε(v)〉V =

∫
Ω

ε(u(x)) : ε(v(x))dx, pour tous u, v ∈ H,

et ‖ · ‖H =
√
〈·, ·〉H est la norme associée. D’autre part, soit γ : H → L2(ΓC ;Rd),ΓC =

ΓC1 ∪ ΓC2 l’opérateur trace. Il résulte de l’inégalité de Korn que

‖v‖L2(ΓC ;Rd) ≤ ‖γ‖ · ‖v‖H, pour tout v ∈ H.

Finalement, on introduit l’espace de fonctions

Q∞ = {E = (Eijkl) : Eijkl = Ejikl = Eklij ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d}.

L’espace Q∞ muni de la norme

‖E‖Q∞ = max
1≤i,j,k,l≤d

‖Eijkl‖L∞(Ω)

est un espace de Banach.
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3.2 Liste des hypothèses

Afin d’établir le résultat d’existence du Problème 3.1, on considère la liste des hypo-

thèses suivante

H(A) : A ∈ Q∞ tel que

∃LA > 0 : Aε · ε ≥ LA‖ε‖2
Sd , ∀ε ∈ Sd.

H(B)



B : Ω× Sd → Sd tel que

(a) il existe LB > 0 tel que

‖B(x, ε1)− B(x, ε2)‖Sd ≤ LB‖ε1 − ε2‖Sd , ∀ε1, ε2 ∈ Sd, et p.p x ∈ Ω,

(b) l’application x 7→ B(x, ε) est mesurable sur Ω, pour tout ε ∈ Sd.

(c) l’application x 7→ B(x, 0) appartient à V .

H(R) : R ∈ C([0, T ];Q∞).

H(pν)



pν : ΓC1 × R→ R+ tel que

(a) il existe Lν > 0 tel que

|pν(x, r1)− pν(x, r2)| ≤ Lν |r1 − r2|, ∀r1, r2 ∈ R, et p.p x ∈ ΓC1 ,

(b) l’application x 7→ pν(x, r) est mesurable sur ΓC1 , pour tout r ∈ R,

(c) pν(x, r) = 0,∀r ≤ 0 et p.p x ∈ ΓC1 .

H(f)



f0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω;Rd)), fN ∈ L2(0, T ;L2(ΓN ;Rd)),

F ∈ L2(ΓC2), F (x) ≥ 0 p.p x ∈ ΓC2 ,

µ ∈ L∞(ΓC2), µ(x) ≥ 0 p.p x ∈ ΓC2 ,

g ∈ L2(ΓC1), g(x) ≥ 0 p.p x ∈ ΓC1 .
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3.3 Formulation variationnelle

Avant d’aller plus loin, on rappelle la formule de Green suivante :∫
Ω

Divw · vdx = −
∫
Ω

w · ∇vdx+

∫
Γ

(w · ν)vdΓ. (3.8)

On suppose que (u, σ) soient deux fonctions lisses (différentiables) vérifient (3.1)−(3.7).

Soit v ∈ H et soit t ∈ [0, T ], on multiplie l’équation (3.2) par v− u̇(t) et on intègre sur Ω,

on obtient∫
Ω

(Div σ(t) + f0(t))(v − u̇(t))dt =

∫
Ω

Div σ(t)(v − u̇(t))dt+

∫
Ω

f0(t)(v − u̇(t))dt = 0,

on applique la formule de Green (3.8), on obtient∫
Ω

(Div σ(t) + f0(t))(v − u̇(t))dt = −
∫
Ω

σ(t)∇(v − u̇(t))dt+

∫
Γ

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ

+

∫
Ω

f0(t)(v − u̇(t))dt = 0,

alors ∫
Ω

σ(t)∇(v − u̇(t))dt =

∫
Ω

f0(t)(v − u̇(t))dt+

∫
Γ

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ,

mais

ε(v)− ε(u̇(t)) = =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi
− ∂u̇i
∂xj
− ∂u̇j
∂xi

)
=

1

2

(
∂vi − u̇i
∂xj

+
∂vj − u̇j
∂xi

)
=

1

2

(
∂(v − u̇)i
∂xj

+
∂(v − u̇)j

∂xi

)
=

1

2
(∇(v − u̇(t))i +∇(v − u̇(t))j)ij = ∇(v − u̇(t)),

donc ∫
Ω

σ(t)(ε(v)− ε(u̇(t)))dt =

∫
Ω

f0(t)(v − u̇(t))dt+

∫
Γ

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ

alors

〈σ(t), ε(v)− ε(u̇(t))〉V = 〈f0(t), v − u̇(t)〉L2(Ω,Rd) +

∫
Γ

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ.
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On utilise l’equation suivante∫
Γ

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ =

∫
ΓD

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ +

∫
ΓN

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ

+

∫
ΓC1

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ +

∫
ΓC2

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ,

on obtient

〈σ(t), ε(v)− ε(u̇(t))〉V =〈f0(t), v − u̇(t)〉L2(Ω,Rd) +

∫
ΓD

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ

+

∫
ΓN

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ +

∫
ΓC1

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ

+

∫
ΓC2

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ. (3.9)

Comme v ∈ H alors par (3.3), on obtient∫
ΓD

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ = 0,

grâce à (3.4), on a ∫
ΓN

(σ(t)ν)︸ ︷︷ ︸
=fN (t)

(v − u̇(t))dΓ = 〈fN(t), v − u̇(t)〉L2(ΓN ;R),

d’autre part, d’aprés (3.5), on obtient∫
ΓC1

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ =

∫
ΓC1

(σν(t)(vν − u̇ν(t))dΓ + στ (t)︸ ︷︷ ︸
=0

(vτ − u̇τ (t))dΓ

=

∫
ΓC1

−pν(uν(t)− g(x))(vν − u̇ν(t)dΓ,

et par (3.6), on a∫
ΓC2

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ =

∫
ΓC2

σν(t)︸ ︷︷ ︸
−F

(vν − u̇ν(t)) + στ (t)(vτ − u̇τ (t))dΓ

=

∫
ΓC2

F (u̇ν(t)− vν)dΓ +

∫
ΓC2

−στ (t)(u̇τ (t)− vτ )dΓ

=

∫
ΓC2

F (u̇ν(t)− vν)dΓ +

∫
ΓC2

µ|σν(t)|
u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖Rd
(u̇τ (t)− vτ )dΓ

=

∫
ΓC2

F (u̇ν(t)− vν)dΓ +

∫
ΓC2

µF
‖u̇τ (t)‖2

Rd

‖u̇τ (t)‖Rd
dΓ−

∫
ΓC2

µF
u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖Rd
vτdΓ
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donc∫
ΓC2

(σ(t)ν)(v − u̇(t))dΓ ≥
∫

ΓC2

F (u̇v(t)− vν)dΓ +

∫
ΓC2

µF‖u̇τ (t)‖RddΓ−
∫

ΓC2

µF‖vτ‖RddΓ.

Avec ces intégrales, l’inégalité (3.9) devient

〈σ(t), ε(v)− ε(u̇(t))〉V ≥〈f(t), v − u̇(t)〉H +

∫
ΓC1

−pν(uν(t)− g(x))(vν − u̇ν(t)dΓ

+

∫
ΓC2

F (u̇v(t)− vν)dΓ +

∫
ΓC2

µF‖u̇τ (t)‖RddΓ−
∫

ΓC2

µF‖vτ‖RddΓ,

où f ∈ L2(0, T ;H) est définie par

〈f(t), v − u̇(t)〉H = 〈f0(t), v − u̇(t)〉L2(Ω,Rd) + 〈fN(t), v − u̇(t)〉L2(ΓN ,Rd),∀v ∈ H.

En utilisant l’égalité (3.1), on déduit la formulation variationnelle du Problème 3.1 qui se

présente par le problème suivant

Problème 3.2. Trouver un champ des déplacements u : [0, T ]→ H tel que〈
Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +

t∫
0

R(t− s)ε(u(s))ds, ε(v)− ε(u̇(t))

〉
V

+

∫
ΓC2

F (vν − u̇ν(t))dΓ +

∫
ΓC2

µF‖vτ‖RddΓ−
∫

ΓC2

µF‖u̇τ (t)‖RddΓ

+

∫
ΓC1

pν(uν(t)− g(x))(vν − u̇ν(t))dΓ ≥ 〈f(t), v − u̇(t)〉H,

pour tout v ∈ K, et pour presque tout t ∈ [0, T ],

u(0) = u0 sur Ω.

3.4 Solvabilité du problème

Théorème 3.3. Supposons que les hypothèses H(A), H(B), H(pν) et H(f) soient sa-

tisfaites. Alors, pour tout déplacement initial u0 ∈ H, il existe une seule solution u =

u(u0) ∈ AC([0, T ]);H) de Problème 3.2. De plus, l’application u0 7→ u(u0) définie de H

dans AC([0, T ];H) est localement Lipschitzienne.
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Démonstration. L’idée de la preuve consiste à réécrire l’inégalité variationelle du Pro-

blème 3.2 sous une forme d’un processus de rafle avec mémoire de type 2.7 ensuite, on

fait appel au Théorème 2.7 pour récupérer l’existence et l’unicité de la solution. À cette

fin, on introduit les opérateurs suivants A,B : H → H et R : C([0, T ];H) → C([0, T ];H)

tels que pour tous u, v ∈ H et tout w ∈ C([0, T ];H)

〈Au, v〉H = 〈A(ε(u)), ε(v)〉V , (3.10)

〈Bu, v〉H = 〈B(ε(u)), ε(v)〉V , (3.11)

〈(Rw)(t), v〉H =

〈 t∫
0

R(t− s)ε(w(s))ds, ε(v)

〉
V

. (3.12)

On définit également les fonctions ϕ : H→ R et P : H→ H par

ϕ(v) =

∫
ΓC2

µF (vν + ‖vτ‖Rd)dΓ, pour tout v ∈ H,

〈P (u), v〉 =

∫
ΓC1

pν(x, uν(x)− g(x))vν(x)dΓ, pour tout v ∈ H.

Avec ces dernières définitions, il est facile de voir que le problème 3.2 peut être écrit de

manière équivalente au problème suivant

Trouver un champ des déplacements u : [0, T ]→ H tel que

〈Au̇(t) +Bu(t) + (Ru)(t)− f(t) + Pu(t), v − u̇(t)〉H + ϕ(v)− ϕ(u̇(t)) ≥ 0,

pour tout v ∈ H et pour presque tout t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

Ce dernier problème, à son tour, est équivalent à l’inclusion différentielle gouvernée par

le sous-différentiel de la fonction convexe ϕ(·) suivante (voir (1.7))
f(t)− Au̇(t)−Bu(t)− (Ru)(t)− P (u(t)) ∈ ∂ϕ(u̇(t)), p.p t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

D’autre part, la fonction convexe ϕ est propre, convexe et positivement homogène avec

ϕ(0) = 0. Il découle du Lemme (1.11) que

ϕ∗(v) = ψC0(v) avec C0 = ∂ϕ(0), pour tout v ∈ H.
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Alors

f(t)− Au̇(t)−Bu(t)− (Ru)(t)− Pu(t) ∈ ∂ϕ(u̇(t))

⇔ u̇(t) ∈ ∂ϕ∗
(
f(t)− Au̇(t)−Bu(t)− (Ru)(t)− Pu(t)

)
⇔ u̇(t) ∈ ∂ψC0

(
f(t)− Au̇(t)−Bu(t)− (Ru)(t)− Pu(t)

)
⇔ u̇(t) ∈ NC0

(
f(t)− Au̇(t)−Bu(t)− (Ru)(t)− Pu(t)

)
⇔ u̇(t) ∈ NC0+Pu(t)−f(t) (−Au′(t)−Bu(t)− (Ru)(t))

(1.4)⇐⇒ −u̇(t) ∈ NC(t,u(t)) (Au̇(t) +Bu(t) + (Ru)(t)) ,

où

C(t, u(t)) := f(t)− C0 − Pu(t) = f(t)− ∂ϕ(0)− Pu(t).

Finalement, le Problème 3.2 est équivalent au processus du rafle avec mémoire suivant

trouver une fonction u : [0, T ]→ H telle que
−u̇(t) ∈ NC(t,u(t))(Au̇(t) +Bu(t) + (Ru)(t)), p.p t ∈ [0, T ].

u(0) = u0.

Pour terminer la preuve et afin d’appliquer le Théorème (2.7), il suffit que les opérateurs

A,B,R et les ensembles C(t, u(t)) vérifient ses hypothèses. Les conditions (HA) et (HB)

sont des conséquences directes de (3.10),(3.11), H(A) et H(B) avec α = LA et LB = LB.

Aussi, l’opérateur R défini par (3.12) est un opérateur avec mémoire grâce à l’hypothèse

H(R).

Finalement, il reste de vérifiée que C(t, u) vérifie l’hypothèse (H′C) (voir Remarque

2.8). Il est clair que t 7→ C(t, u) = f(t)− ∂ϕ(0)− Pu est mesurable, de plus

dC(t,u)(0) = inf
v∈C(t,u)

‖v‖H = inf
v∈f(t)−C0−Pu

‖v‖H = inf
v∈C0

‖f(t)− Pu− v‖H

≤ ‖Pu‖H + ‖f(t)‖H + dC0(0H). (3.13)
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D’autre part, d’après la définition de P et l’inégalité de Hölder, on obtient

‖Pu‖H ≤ sup
w∈H,‖w‖=1

∫
ΓC1

pν(x, uν(x)− g(x))wν(x)dΓ

≤ ‖γ‖

∫
ΓC1

|pν(x, uν(x)− g(x))|2dΓ


1
2

≤ ‖γ‖Lν

∫
ΓC1

|uν(x)− g(x)|2dΓ


1
2

≤ ‖γ‖Lν
√

2(‖γ‖‖u‖H + ‖g‖L2(ΓC1
)).

En combinant la dernière inégalité avec (3.13), on obtient

dC(t,u)(0) ≤ µ(t)(1 + ‖u‖H), pour tout u ∈ H et p.p t ∈ [0, T ],

avec µ ∈ L1(0, T ) est la fonction définie par

µ(t) := ‖γ‖Lν
√

2 max{‖γ‖, ‖g‖L2(ΓC1
)}+ ‖f(t)‖H + dC0(0),

ce qui traduit la condition (H′C)(a). Passant à (b), pour cela, on considère une réel r ∈ R

et soient wi ∈ NC(t,ui)(vi) avec ui, vi ∈ rB, i = 1, 2. Il résulte de (1.4) que

wi ∈ NC(t,ui)(vi)⇔ wi ∈ Nf(t)−C0(vi + Pui).

En tenant compte de la monotonie du cône normal à l’ensemble convexe f(t) − C0 on

obtient

〈w1 − w2, v1 + Pu1 − v2 − Pu2〉H ≥ 0

⇒ 〈w1 − w2, v1 − v2〉H ≥ −〈w1 − w2, Pu1 − Pu2〉H

≥ −‖w1 − w2‖H‖Pu1 − Pu2‖H

≥ −‖γ‖2Lν‖w1 − w2‖H‖u1 − u2‖H,

ce qui traduit la propriété désirée avec L̃r = ‖γ‖2Lν pour tout r ∈ R+. Par conséquent,

toutes les conditions du Théorème 2.7 sont vérifiées, alors, on est en position d’appliquer le



3.4. Solvabilité du problème 47

Théorème 2.7 pour démontrer que le Problème 3.2 admet une solution unique absolument

continue avec une dépendance localement Lipschitzienne par rapport à le condition initiale

u0. �
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