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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté une analyse a posteriori d’'un modele de probleme
non linéaire. Nous effectuons ’analyse a priori de la discrétisation par éléments finis
de ce probleme. Ensuite, nous proposons deux algorithmes de résolutions itératif. Puis,
nous calculons les estimations d’erreur a posteriori des algorithmes itératifs proposés et
produisent des bornes supérieurs et inférieurs locaux. Alafin présente également des tests
numeériques.

Mots-Clés Probleme non linéaire, estimation d’erreur, estimation d’erreur a poste-
riori, probleme itératif.
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Introduction générale

La compréhension des phénomenes du monde réel et de notre technologie est au-
jourd’hui en grande partie basée sur les équations aux dérivées partielles qui modélisent

de nombreux phénomenes (problemes de la mécanique, de la physique, de la biologie, etc.)

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible de trouver des solutions exactes, analy-
tiques de ces équations. Par conséquent, des méthodes numériques, sont utilisées pour des
simulations. Ces méthodes numériques nécessitent de transformer le probleme continu
linéaire ou non linéaire) en un probleme discret linéaire en utilisant des méthodes de
discrétisation et des méthodes de linéarisation (dans le cas d’un probléme non linéaire).
La discrétisation de ces équations par ces méthodes numériques donne lieu en général a
des systemes de grandes dimensions. Comme la résolution des grands systemes est tres
couteuse en terme de temps de calcule,

deux questions d’'une importance essentielle sont :
(i) Quelle est la grandeur de l'erreur entre les solutions exacte et approchée ?
(ii) Quand est ce qu’il faut arréter l'itération afin d’éviter les itérations inutiles ?

La qualité des solutions numériques approchées est exprimée a 1’aide des estimations
d’erreur a priori et a posteriori. Les estimations d’erreur a priori peuvent étre évaluées
avant le début du calcul et donnent des bornes sur la différence entre la solution exacte et
la solution approchée. Cette borne dépend typiquement de la taille des mailles (qui tend
vers zéro avec le raffinement du maillage) et une constante inconnue qui dépend de la so-
lution exacte. Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence
de la méthode numérique concernée. Malheureusement, en pratique la borne supérieure
ne peut quasiment jamais étre évaluée et ne peut donc pas donner une réponse aux deux

questions énumérées ci-dessus.

Les estimations d’erreur a posteriori permettent le controle global de I’erreur. Cette er-
reur est majorée en fonction de la solution approchée qui nous pouvons calculer. L’analyse

a posteriori est I'outil de base pour la construction d’un maillage adaptatif, en effet, cette
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Introduction générale

analyse est basée sur des outils locaux appelés indicateurs d’erreur. De plus, les estima-
tions d’erreur a posteriori permettent aussi de distinguer les erreurs de linéarisation et de
discrétisation, ce qui est une étape assez importante dans notre analyse. Par conséquent,
en principe, les estimations d’erreur a posteriori peuvent étre utilisée pour donner des

réponses aux questions (i) et (ii) ci-dessus.

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’analyse a posteriori du probleme non linéaire
suivant :
2
{ —Au+A|ulPu=f dans  Q, 0

u =0, sur 0f),
ot 2 un polygone de R* . d =2, A >0,p>0et f€ H1(Q).

L’analyse a posteriori a été initiée par Babuska [4] pour des problemes paraboliques
et développée par Verfurth [16, 17]. Nous citons aussi Ainsworth et Oden [2], Zienkiewicz
et Zhu [19, 18] Strouboulis et Hague [15] et Repin [14]. L’analyse a posteriori peut fournir
des criteres d’arrét qui garantissent le controle global de 'erreur. Par conséquence, une
étape importante sera de concevoir des estimations d’erreur a posteriori en distinguant les
erreurs de linéarisation et de discrétisation. Ce type d’analyse a été initialisé par Chaillou
et Suri [5, 6] pour une certaine classe de problémes non linéaires et a été développé (dans
le cadre d’un algorithme itératif) par L. El Alaoui, A. Ern et M. Vohralik [12].

Dans ce mémoire, on a choisit de détailler un travail de C. Bernardi, J. Dakroub, G.
Mansour et T. Sayah [7] (ce travail est une partie de these de J. Dakroub).

Notre travail donc est composé de trois chapitres :

e Le but du premier chapitre est de donner un cadre fonctionnel commode pour notre
étude. Nous en rappelons les définitions des espaces de Sobolev et les principales
propriétés qui nous seront utiles par suite.

e Dans le deuxieme chapitre, nous discrétisons par la méthode des éléments finis notre
probleme et nous effectuons une analyse d’erreur a priori du probleme discret et
une analyse a posteriori du probleme itératif.

e Dans le troisieme chapitre, afin de valider les résultats théoriques obtenus dans le
Chapitre 2 nous effectuons quelques test numériques en utilisant le logiciel Free-
Fem++ [1].

2,/40



Chapitre 1
Notions préliminaires

Résumé

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du
mémoire. En particulier, les définitions et les propriétés de base des espaces
de Sobolev usuels. Pour les preuves des propositions et des théoremes énoncés

dans ce chapitre, le lecteur peut consulter par exemple [3, 9, 13, 11].

Sommaire

1.1 Notations . . . . . . . . . .
1.2 Les espaces de Sobolev H*(2) . . . . . . ... ... ... ...
1.3  Formules de Green sur un polygone . . . .. . ... ... ... ....
1.4 Lelemme de Lax-Milgram . . . . ... ... ... . ... .......
1.5 Discrétisations : (Triangulation) . . . . .. .. ... ... ... ....

1.6 Triangulation conforme . . . . . . . .. .. ... .0

0 N N O O ks W

1.7 Fonctions convexes . . . . . . . . v v v e e e e e

1.1 Notations

Soit © un sous-ensemble ouvert de R"™ de point générique (z1,xa, ..., T,). J; désigne la
dérivée partielle par rapport a la variable x;, 1 < i < n et pour tout a = (ay, ag, ..., ) €
N" on a D* = 07" 05%...0%".

On note aussi par D(2) (resp. D(Q)) l'espace de toutes les fonctions indéfiniment
contintiment différentiables et a support compact dans € (resp. l'espace des restrictions
a Q des fonctions de D(R™)). Pour tout entier k, on désigne par C*(Q) l'espace des
restrictions & (2 des fonctions de classe C* sur R" et par CF(€) le sous-espace de C*(9)
formé par les fonctions ayant un support borné dans €2 (rappelons que 2 peut étre non

borné).
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Notions préliminaires

On note L?(2) I'espace de toutes les fonctions de carré intégrable sur € - par rap-
port a la mesure de Lebesgue dx dans R" - muni de son produit scalaire usuel (u,v) =

Jo u( ) dz, la norme associée sera notée par || - ||o.q-

1.2 Les espaces de Sobolev H*(()

Définition 1.2.1. On note H*(Q2) l'espace des distributions u définies dans Q) telles que

i) D € L*(Q) pour |a| < m lorsque s =m est un entier positif.

i) ue H™() et
[e] _ a 2
[ [ g,
aJa |z — y|n 2o

pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positif avec m entier et o la

partie fractionnaire de s, 0 < o < 1.

H*(€) est un espace de Hilbert pour la norme définie par
1/2
el _( 3 / Do 2dx> |
|a|<m
dans le cas 1, et par

| D Du(y)[? 1/2
ol (1l + 3 [ [P 20 gy )

laj=m

dans le cas 2.
Définition 1.2.2. H{(2) note l'adhérence de D(Y) dans H*(2).

Remarque 1.2.3. H{(Q2) est un espace de Hilbert pour la norme || - ||sq, car H5(S2) est

un sous- espace fermé de H*()) donc complet.

Théoréme 1.2.4. Soit Q un ouvert de R™ a frontiere lipschitzienne. Alors D(S)) est dense
dans H*(2) quel que soit s > 0.

Définition 1.2.5. Pour s <0, H*(2) est le dual de H;*(S2).

Théoreme 1.2.6. (Inégalité de Poincaré) Soit Q2 un ouvert de R™ borné dans au moins

une direction de [’espace. Il existe une constante C' > 0 telle que

n 1/2
{Z/ |8iu\2dx} pour tout u € Hy(Q). (1.1)
i=1 /@
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Corollaire 1.2.7. Soit Q un ouvert de R" borné dans au moins une direction de [’espace

on a :
n 1/2
ull1.o < V1+ 02(2 Haiuug,ﬂ) pour tout u € H} (),
i=1
ou C' est la constante de [inégalité de Poincaré.

Un corollaire important de l'inégalité de Poincaré est le résultat suivant qui fournit

une norme équivalente plus simple dans H} ().

Corollaire 1.2.8. Soit €2 un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de l’espace.

n 1/2
ulia —(Z H@-ullﬁ,ﬁ)
=1

est une norme sur Hg () équivalente & la norme usuelle induite par celle de | - ||1.q-

Alors la semi-norme

Corollaire 1.2.9. L’espace H}(Q) muni de la norme | - |1 est un espace de Hilbert.
Théoréme 1.2.10. (Théoreme de trace) L’application
D) — C()
U — ur,

s’étend en une application linéaire continue de H*(QY) dans L*(T'), appelée opérateur de
trace et notée y. En particulier, il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute fonction
ve HYQ), on a

[ollor < Cllvll10.

Corollaire 1.2.11. Soit Q2 un ouvert borné de R", a frontiére I' lipschitzienne, alors
H(Q) ={uec H(Q); yu=0 surT}.
Définition 1.2.12. Pour u € H?(Q), sa dérivée normale sur T est définie par
ou - ou
Va—n = ;nﬁ 8_xi’

ot n; désigne lai°™ composante de la fonctionn (exprimée dans les coordonnées cartésiennes

{x1,29,...,2,} ) définie presque partout par
n:T'—R": 2+ n(x)

et g—z = Vu .n. Remarquons que y % € L*(T), puisque, grace au Théoréme 1.2.10,

tous les VS_Z sont dans L*(T') et que |n| < 1. Ceci prouve aussi que l’application
0
—  H*(Q) — L*(T
3 Q) — 1)
Ju
u —
’ 78717

est linéaire continue.



Notions préliminaires

1.3 Formules de Green sur un polygone

Rappelons d’abord les formules de Green usuelles qui sont valides dans tout domaine

lipschitzien borné suivant [9].

Théoréme 1.3.1. Soit Q2 un ouvert borné de R™ a frontiere lipschitzienne I'. Alors pour

u,v € H'(Q), on a :
/v@iud:p:—/u@ivdw+/vuvvmda.
Q Q r

Par conséquent, sous les mémes hypotheses sur €2, on a la demi-formule de Green

/uAvdx:—/Vqudx—i—/ Vuy(@) do Yuée H' (Q)etve H Q). (1.2)
Q Q lo) on

Lorsque € est un ouvert polygonal borné de R?, la formule précédente s’énonce de la

facon suivante :

(u, Av) + (Vu, Vo) = > (yju,7;0,,v)r, Vu€ H'(Q) etve HX(Q),  (1.3)

J

ou (.,.)r, désigne le produit scalaire dans L*(T';).

Lemme 1.3.2. En dimension d = 2, ["injection de Sobolev nous donne [’existence d’une

constante S; telle que, pour tout 1 < j < +o00, on a l'inégalité suivante

Yo e Hy (Q), [0l Ly < S5 lvligq - (1.4)

1.4 Le lemme de Lax-Milgram

Soit V' un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire notée (-, -), de norme associée

notée || - ||.
Définition 1.4.1. Une application

a(+,-): VxV,— R

(u,v) —  a(u,v),

est une forme bilinéaire sur V si elle est linéaire par rapport a chacune de ses deux

variables.

Définition 1.4.2. On dit qu’une forme bilinéaire a(-,-): V xV — R est
1. Continue sur V. x V s’il existe une constante C > 0 telle que
|a(u, v)] < Cllullllef,  Vu,veV.
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2. Coercive (ou V-elliptique) s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > allv]|?, Vv eV

Lemme 1.4.3 (Lemme de Lax-Milgrame). Soient :
e Une forme bilinéaire (u,v) — a(u,v) continue sur V x V et coercive.
e Une forme linéaire L continue sur V.

Alors le probléeme variationnel suivant :
Trouver w €V tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € V, (1.5)

admet une solution unique u € V.

1.5 Discrétisations : (Triangulation)

Définition 1.5.1. Soit Q un conneze de R:. On suppose que le bord O est polygonal (si
d = 2) ou polyédral (si d = 3). Une triangulation (ou maillage) Ty, sur Q0 est une partition
finie de Q formée des éléments de formes simples, par exemple des triangles (sid = 2) ou
des tétraédres (si d = 3). Pour K € Ty, on note hk le diamétre de K et px le diamétre
du cercle inscrit (d = 2) ou de la sphére inscrite (d = 3) dans K.

1.6 Triangulation conforme

Définition 1.6.1. On suppose que le bord 0N est polygonal (si d = 2) ou polyédral (si
d=3). On dit qu'une triangulation T;, sur Q0 est admissible ou conforme si l'intersection

entre deux €léments est soit vide, soit un sommet, soit un coté entier ou une face entiere.

noeud orphelin

FI1GURE 1.1 — a gauche : maillage non conforme en 2d, a droite : maillage conforme en 2d.

Lemme 1.6.2. Soient a,b et p trois réels positifs on a l'inégalité suivante :

lal” = pFP] < pla—=b (laf~" +[p]""").
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Notions préliminaires

1.7 Fonctions convexes

Définition 1.7.1. Soit X un espace vectoriel. On dit qu’une partie K de X est convexe
St

Ve,ye K, V8e€0,1], fz+(1—-0)ye K.

Lorsque K est convexe et J : K — R est une fonction on dit que J est conveze si :
Ve,ye K, V8e€|0,1], JOx+(1-0)y) <6J(x)+(1-6)J(y).

On dit que J est strictement convexe si pour tous z,y € K avec x # y et 6 €]0,1[ on a

J(0z + (1 — 0)y) < 0J(x) + (1 — 0)J(y).

Proposition 1.7.2. Soient X un espace de Banach et K C X un convere. Alors K est
fermé si, et seulement si, K est faiblement fermé. Pour A € R, on note :

[J < AN=ze€K;J(x) <X . On dit que J est semi-continue inférieurement (en abrégé
s.c.i.) lorsque pour tout A € R, les ensembles [J < A sont fermés dans X .1l est facile de
vérifier que si J est convexe, alors pour tout A € R les ensembles [J < \| sont convezes,

mais la réciproque est fausse.

Définition 1.7.3. Soient X un espace de Banach et w une partie de X. Une fonction
J i w — R est dite faiblement séquentielle-ment s.c.i. si pour toute suite (x,), de w

convergent faiblement vers x € w on a J(x) < liminf,— J(x,).

8,/40



— Chapitre 2

Analyse a posteriori pour un probleme

non linéaire

Résumé

On considere un probleme non linéaire et on s’intéresse a la dérivation d’es-

timations d’erreur a posteriori pour la discrétisation de cette équation par la

méthode des éléments finis P;.

Sommaire
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2.3.2  Algorithme de Newton . . . . ... ... ... ... ...... 19
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2.4.2  Analyse d’erreur a posteriori pour l'algorithme de Newton . . 25
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

2.1 Présentation du probleme

Soit € un domaine polygonal de l'espace R?, de frontiere 9 lipschitzienne. Dans ce

travail nous nous intéressons a la résolution du probléme non linéaire :

{ —Au+Nu/Pu=f, dans Q,

(2.1)
u =0, sur OS2,

ot f € H Q) et A, p deux nombres réels positifs.

2.1.1 La formulation variationnelle

Proposition 2.1.1. Le probléme non linéaire (2.1) admet la formulation variationnelle

suivante : Trouver u € H(Q) tel que

/Vquda:—{—/)\|u|2puvd:t:/fvdx, Vv € Hy (). (2.2)
Q Q Q

Preuve. Si u est solution du probléme non linéaire (2.1), on multiple I’équation par une

fonction test v € HI(Q) et on utilise la formule d’intégration par parties (formule de

—/Auvdz:/VqudaH—/ @vdv.
Q Q aa On

Or v = 0 sur 99 puisque v € Hj(f2), donc qui n’est rien d’autre que la formule (2.2).

Green)

Et soit u est la solution du probléme(2.1) nous avons au sens de distribution
Vo € D(Q), < —Au,v >=< Mu|*u,v >=< f v >, (2.3)

d’ou,

—/uAvdx—i—/Mu]quvdx =< f,uv>. (2.4)
Q Q
Nous obtenons alors I’équation suivante
Vo € D(Q), /Vqud:L’ + / Nu|*Puvdr =< f,v > . (2.5)
Q Q

La densité de D(2) nous permet de déduire que u est une solution de (2.2).
Réciproquement, soit u une solution du probleme(2.2),si nous prenons v = ¢ € D(Q)

comme fonction test, 1’équation(2.2) donne
Vo € D(Q), /Vqupdx + / Nu|*Pupdr = / fdz. (2.6)
Q Q Q

La fonction u est donc bien solution du probleme —Au + A |u[*u = f aux sens de
distribution.Le probleme (2.1) est alors équivalent a la formulation variationnelle (2.2).
O
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2.1.2 Existence et Unicité

Dans cette section, notre but est de montrer I'existence et I'unicité de la solution du
probleme (2.1). Pour cela, nous commengons par rappeler le résultat de minimisation de

I'énergie suivant (voir [11], Chapitre 3) :

Théoréme 2.1.2 (Résultat de minimisation de 1’énergie). Soient X un espace de
Banach réflexif, K un convexe fermé de X et J : K — R une fonction convexe semi-
continue inférieurement. Lorsque K est non borné, supposons qu’on a J(x) — 400 pour
toute suite (x,), de K telle que ||x,| — +oo lorsque n — +o00. Alors J est bornée

inférieurement et elle attient son minimum sur K :

Jue K, J(u) = in}f{J(v) = min J(v).
ve

veK
De plus, si J est strictement convexe alors u est unique.

Remarque 2.1.3. Si f est une fonction puissance f :— x9 alors [ est strictement

convexe pour q > 1.

Proposition 2.1.4. Soient K C Xun convexe et J : K — R une fonction convexe

G-dérivable en tout point de K. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) u € K pour toutv € K on a, E(u) < E(v);

ii) uw € K pour tout v € K on a < E'(u),v—u >> 0 .5 de plus pour tous v,w €
K,7 — E'(v+7(w—v)) est continue sur [0, 1] alors les propriétés (i) et (ii) sont

équivalentes a

iii) uw e K pour toutv e K < E'(v),v —u>> 0.

Lemme 2.1.5. Le probléme non linéaire (2.1) (et alors (2.2)) admet une unique solution
u e H(Q).

Preuve. Pour commencer, nous associons au probleme (2.1) la formulation d’énergie :

A 2p e
5 [ @) e = (futo))

Nous déduisons de la Remarque 2.1.3 que F(u) strictement convexe de classe C' sur

E(u) = %/vau(x)ﬁdﬁ "

HJ(€)) comme étant la somme de fonctions convexes et strictement convexe. Et comme

{(f,ul@)) < | fl-rellullie,
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

De plus, E est coercive sur V' on obtient alors la minoration suivante :
E(u) > l/ V() da + LIUI%’+2 — [[fll-rellullie
~— 2 /g 2p+2 o o

Par suite, E(u) tend vers l'infini lorsque |[u||1,0 + ||u||2r+2¢0) tend vers I'infini. Comme
H3(€) est un espace de Hilbert, nous déduisons d’apres le Théoreme 2.1.2 que E atteint

son minimum sur H} () en un unique point u, et nous avons

E'(u) = —Au+ Mu|*u — f =0, dans D'(Q).

Lorsque K est un sous-espace vectoriel de X,v := u + tw avec t € R et w € K dans la
caractérisation (ii), on voit que < E'(u),w >= 0 , pour tout w € K, c’est a-dire que
E'(u) € K+ C X. En particulier si K = X, on a E'(u) = 0; si de plus E est strictement
convexe, E'(v) = 0. Comme par ailleurs u = 0 au sens des traces nous obtenons ainsi une
solution faible du probleme (2.1). O

2.2 Probleme discret et estimation d’erreur a priori

2.2.1 Discrétisation

On discrétise maintenant le probleme (2.1). Soit (75), une famille de maillage de (2
au sens, on a pour chaque h :

Q - UKG’ThK

Les éléments du maillage sont par convention des fermés et ils sont tels que 'intersection
des intérieurs de deux éléments distincts est vide. Pour simplifier, on suppose que les
maillages sont triangulaires et conformes (dans le sens ou ils ne contiennent pas des ”
neeuds orphelins”, voir Figure 1.1. L’espace des éléments finis P; est noté Vj, et est défini

par
Vi, = {’Uh € H& (Q) ,VK € Th, Unlk € P (K)},

ot Py(K) représente 'espace des restriction a k de la fonction affine sur R2.

Nous considérons ensuite la discrétisation du probleme (2.2) par la méthode des

éléments finis

Trouver uy € Vj,, Tel que :
h h q (2.7)

Yo, € Vi, fQ Vu,Vupdx + fQ /\|uh|2puhvh =< f,up > .
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2.2.2 Existence et estimation d’erreur

Dans cette partie, notre objectif est de montrer 'existence et 1'unicité de la solution
du probleme variationnel discrétisé (2.7) et de calculer I'estimation d’erreur a priori cor-

respondante. Pour cela, nous utilisons le théoreme de Brezzi-Rappaz-Raviart [11].

Théoreme de Brezzi-Rappaz-Raviart

Soient V et W deux espaces de Banach, G : V. — W une application de classe C* et

S : W — V une application linéaire continue. On pose
Fu)=u—SG(u).

On suppose que :
(Hy) DG est une application lipschitzienne.
(Hz) Pour tout u € V, l'opérateur SDG(u) € L(V') est compact.
(H3) Pour tout u € V, DF(u) est un isomorphisme dans V.

Posons aussi, pour tout up € Vh
Fh(uh) = Up — ShG(’LLh),

ou S, est une application linéaire continue définie sur W a valeurs dans V},. De plus, nous

introduisons un opérateur linéaire continu Il défini sur V' a valeur dans V}, tel que
lim ||v —1I =0 2.8
lip o — Tyl (28)

Théoréme 2.2.1. soit G une application de V dans W de classe O, telle que l'opérateur
DG soit borné sur tout sous-ensemble borné de V. Nous supposons de plus que (Hy), (Hs), (H>)

et (2.8) soient satisfaites. S’il existe une constante C' > 0 tel que,
1Skl cowvy < C, (2.9)

et, si nous avons

111£>n0 ||Sh — SHE(W,V) =0 (2.10)

alors, il existe un voisinage O dans V' et il existe hy > 0 tels que, pour tout h < hg, le

probléme Fy(uy) = 0 admet une solution unique tel que up, —u € O. De plus, nous avons

o = ull < & (Jlu = Ty + 155 = )Gl ), (211
ou K est une constante indépendante de h.
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

Application du Théoreme de Brezzi-Raviart

e Dans notre cas, nous prenons les espaces : V = H}(Q), W = H}(Q).

e On définit I'opérateur S linéaire continu, comme suit

S W=V
f-5f=uw,
ou w est solution du probleme
—Aw=f dans €2,
w=0 sur 0S).

En effet, le lemme de Lax-Milgram assure I’existence et ['unicité de la solution w.

e On introduit de méme l'opérateur G' par
G:V-W
w — G(w) = f — Mw|*w,

Remarque 2.2.2. Nous remarquons que la solution u € H}(Q) du probléeme (2.1)

s’écrit de facon équivalente comme suit
F(u) =u— SG(u) = 0.
e Par ailleurs, on définit 'opérateur S), linéaire et continu
Sy ow — Vi,
= Suf = wa,
ol w satisfait
Yy, € Vh,/ Vw,Vupdx = / fopdz. (2.12)
Q Q
Remarque 2.2.3. Nous remarquons que solution uy € Vj, de l’équation
Fy (up) = 0. (2.13)

ot
Fh(wh) = Whp — ShG(U}h), th S Vh.

Dans le but d’appliquer le théoreme de Brezzi-Rappaz-Raviart,
nous montrons en premier lieu que SDG(u) est un opérateur compact. En effet,

S est une application continue. De plus,
DG(u):V - W
v — DG(u)v,
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est une application compacte. En effet, c’est la composée des deux applications suivantes
V =H(Q) = L*(Q) - W =H ().

Nous pouvons ainsi conclure que SDG(u) € L(V) est compacte puisque c’est la compo-

sition d’un opérateur compact et d’un opérateur linéaire continu.

Montrons de plus que DF(u) est un isomorphisme dans V. On a
DF(u) =1 — SDG(u).

Comme SDG(u) € L(V) est compact, I’Alternative de Fredholm nous affirme que DF'(u)
est un isomorphisme dans V' si I'équation (I — SDG(u)).w = 0 admet une solution unique

w = 0. Comme,

DG (u).w = —A(2p + 1)|ul*w.
Alors on considere le probleme

2p—1

—Aw 4 22p [u|* " uw + AMu[Pw = g dansQ,

(2.14)
w = (0 sur o).

Lemme 2.2.4. L’équation (I — SDG (u))w = 0 admet une unique solution w = 0.

Preuve. Tout d’abord, il est clair que la solution de I'équation (I — SDG (u)).w = 0 est

une solution du probléme (2.14). Nous posons :
a(w,v) = / VwVo+2plo*  ow+ o[ w.
0
L(v)=0.

La forme a(.,.) est bilinéaire continue et coercive sur V' x V. D’apres le théoreme de LAX-
Milgram, le probleme (2.14) admet unique solution w dans V. Comme w = 0 est bien
solution du probléeme (2.14) nous déduisons alors que c’est c’est la solution unique de ce

probleme. O]

Lemme 2.2.5. Soit u la solution du probleme (2.7). L’application SDG(u) est lipschit-

zienne. En effet, il existe un réel L > 0 et un voisinage V dans Hj(Q) tel que
Vi € VIS (DG (1) ~ DG (1)) | p(ycan) < Ll — whra

Preuve. Pour tout w,z € O U H}() et comme 'opérateur S est linéaire continu de

H(Q) dans H~(9), alors
|S(DG(u)z — DG(w)z||1.0 < ||DG(u)z — DG(w)z||-1.0-
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

Et comme

|< DG (u) z — DG (w) z,v >|

|DG (u) .2 — DG (w) .2||_; o= sup : (2.15)
’ veHE(Q) ’U|1,Q
Pour tout z € H} ()
DG (u).z — DG (w).z = 2Ap(|w|*? — [u[*)z — A(2p + 1)(Jw|** — |u|*?)z (2.16)
Par le lemme 1.6.2
[l — Juf*] < 2plw — ul (Jw~" + [u**71).
Et alors
| < DG(u) — DG(w) > | < 2Ap(2p)(|w ™" + [ul* ) |w — 4l
= A@2p + 1)) (|0~ = [u)w — u| (2.17)
On combinant ces deux inégalités précédentes, on obtient
IDG (u) .2 = DG (w) 2|y o < (220 = 22p) (|w]* ™" + [u[*~")|w — u|
< L|w — u|
O

Théoréme 2.2.6. Supposons que G € C* de V dans W avec DG Lipschitz-continues,
SDG (u) est compact et DF (u) est un isomorphisme que pour tout v € V.

lim |jv — -
Jim |l — o[y =0,

Pour un opérateur linéaire m, € L(V,V}) et

I - — 0.
J [[Sp = S]lzwr) =0

alors, 1l existe hg > 0 et un voisinage 0 de l'origine en V, tels que pour tout h < hg

probléme (2.13) admet une unique solution uy, telle que u, — u pour 0

De plus, on a pour une constante M > 0 indépendant de h
[ = unll < M ([l = mpully + || (Sh = 5) G (u) [[v)-

Nous énongons maintenant le corollaire suivant qui dérive du Théoreme 2.2.6 et qui

donne 'estimation d’erreur a priori.
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Corollaire 2.2.7. Soit u la solution de (2.2). Il existe un voisinage O de l'origine dans V
et un nombre réel hy > 0, tel que, pour tout h < hg, le probléme (2.7) admet une unique
solution uy, avec up, —u € O. De plus, si uw € H*(Q), on a lestimation d’erreur a priori

sutvante

lun = ullv < M{Hu — muullv + [} (Sh = 5) G (u) ||v}7

Ou M est une constante indépendante de h.

en plus, si u € H? (Q) nous avons

|un — ull1,0 < Chllul20.

2.3 Probléme itératif

Dans cette partie, nous utilisons une méthode itérative afin de résoudre le probleme
discret (2.7).Dans une premiere étape, nous montrons l'existence et l'unicité de la so-
lution du probleme itératif. Par suite, nous montrons la convergence de cette méthode.

Finalement, nous calculons I'estimation d’erreur a posteriori du probleme linéarisé.

2.3.1 Algorithme du point fixe

Soit u) une approximation initiale arbitraire, la méthode du point fixe consiste a

trouver ul tel que
(Vuit, Vo) + A <‘“h! P it vh> = (f,vn), You € V. (2.18)
Remarque 2.3.1. Le probléme linéaire (2.18) admet une unique solution, et de plus
|ut 0 < Il -1.0- (2.19)

En effet, on pose

2p
upt o) /V ul™t Vo + )\/ | h‘ uptt vpde,

L (vn) = (f,vn) -

Comme

VRS A A H—l 2p H—l
a(u 't uptt) = /( +)\/‘uh‘
i+1)2
> Juy ‘1 Q-
alors a(.,.) est coercive, d’ot 'existence et l'unicité de solution du probléme et l'inégalité

(2.19).
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

Théoréme 2.3.2 (Convergence du probléme itératif)). Soit u,™ la solution du

probléeme itératif et soit uy la solution du probléeme discret. Alors on a l’estimation suivante
™ = unlo < CTHCy uj, — unlo,
ou :
Cr =1 = AS:SuSg || fII 0
Cy = 4ApS25,45S. 2p2p11 ||f|| 1,00
De plus, le schéma (2.18) converge si C; > 0 et C;'Cy < 1.
Preuve. Tout d’abord, en remplacant v, par uh ! dans 'équation (2.18), on obtient

(2.20)

On passe maintenant a démontrer la convergence du probleme itératif. On commence par
soustraire (2.18) a (2.7), on obtient

(V (u}fl h) ,V’Uh) = A (|uh\2puh — |u§l|2pu§flvh) Yu, € X, (221)
En intercalant +|uf|?” dans (2.7), on obtient I'égalité suivante

A (Junl un = [up | wpt on) =X (Jun]® = |ug, | wnsvn) + X (Jup | (un —ujtt) ,on) -

(2.22)
D’apres le Lemme 1.6.2, on a
[ G = 1 7) wnonde < 2 [ (P + 7)o, = ]
Q Q
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (1.4), on trouve

]Q(h%Pp—ﬂuﬂ%)ummdm < 2, PP+ Jun PP sy, — wnllzs o) lunll o llvnll 22

< 2pSsSuSs||[up |+ JunPH sy U,

On prend vy, égale a uffl — uy, dans la derniére inégalité et on utilise les inégalités (2.19)

et (2.20), on obtient l'estimation suivante du premier terme

M(Junl™ = [y [ un, o) < 4ApS2SaSsSela,- 1 LF 17 alu,

o upa. (2.23)

11 nous reste donc a estimer le second terme du membre de droite de (2.22). Par I'inégalité

de Cauchy Schwarz, on a :

(fr (un = ™) o) < M1 s ™ = wnllaoyllonll 2

i+1

< lup | o 1™ = unllzagey lonll 22y
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Car
i||2p _ 2\ _ i\8p ] ||2P
H“hHLsm) = /Q <<“h) ) dx = /Q (uh) ™ dr = H“hHL8(9)7
En prenant v, = u},"" — uy, et en utilisant les inégalités (1.4), (2.19) et (2.20), on obtient
A ([ [P (un = up™) vn) < AS2SuSeb I FI* qlup™ — unlialvalio- (2.24)

La conclusion découle des estimations (2.23) et (2.24). D’ou le probleme itératif (2.18)
converge si C; > 0 et (C;'Cy) < 1. En effet, le schéma de point fixe converge seulement

pour des petites données. O

2.3.2 Algorithme de Newton

Soit uf) une approximation initiale arbitraire, la méthode de Newton consiste & trouver

u’;’l, tel que
(T, Veon) + A 2+ 1) ((uh) ™ ™) = 22 ((ud) ™ swn) + < fron >, (2:25)
pour w € Vj,.
Lemme 2.3.3 (Existence et Unicité). Le probleme (2.25) admet une unique solution.
Preuve. Pour A > 0, on pose
Bu, (un, vn) = (Vup, Vor) + A2p + 1) (w;Pup, vp),
Luy, (o) = 2Xp(w,”™ o) (f, vn).

D’une part, on a par l'injection de Sobolev et 'inégalité de Cauchy-Schwarz

Bu, (un,vn) < |(Vup, Vou)| + M2p + )| (w;Pup, vp)|
< NVunllrz@ | Vonll 2y + A2p + D1wi?| o) llunll 2o llvnll 22

< (L A2+ Dllwy’ @) Silushalvnl o

D’ou la continuité de By, (.,.). Pour la coercivité, en prenant uj, = vj, dans By, (.,.), on
obtient

By, (v, vn) > |val? g,
d’ou l'existence et 1'unicité par le Lemme de Lax-Milgram. O]
Théoréme 2.3.4 (Théoréme de convergence). Soit u," la solution du probléme
itératif (2.25) et soit up, la solution du probleme discret (2.7). Alors, on a l’estimation

d’erreur suivante

(Cs — C’5)|UZ+1 —uplro < (Cy+ C'5)|u§1 — Up|1q-
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

avec,
C3 =1— CAS»S8453,

Cy = 4CA\pS2S,SsS28 !

(2p—1)

C5 = 20ApS2S4S3L.

De plus, la méthode de Newton converge si C3 — Cs > 0 et (Cs5 — C5)71(Cy — C5) < 1.

2.4 Analyse d’erreur a posteriori

Le but de cette section est de dériver une estimation d’erreur a posteriori/ Notre
estimation borne l'erreur calculée en norme H}(f2) entre la solution exacte u est la solution
uﬁl“. Pour cela, nous rappelons tout d’abord quelque notations utiles.

Pour tout K € Ty, on désigne par £(K) (resp. N(k)) ensemble de ses arétes (resp.
I'ensemble des ses noeuds). Ensuite, on désigne par &, (resp. N,) Pensemble de toutes les
arétes (resp. les noeuds) de Ty, par Thq (resp. N o) Uensemble des arétes (resp. noeuds)
situées a l'intérieure de T, et Traa (resp. Npoq) ensemble des arétes (resp. noeuds)

situées a 'extérieur de Ty,.

En=Ena U&hsa et Nj = NpuaUEhaq.

Pour un élément K, on définit le patch de K (noté wg ) par ’ensemble de tous les éléments

qui ont une aréte commune avec K (voir la Figure 2.1). Pour une aréte E, on désigne

K

AN

FIGURE 2.1 — Patch d’un élément K.

le vecteur normal orienté vers l'extérieur par n. On note [v;] le saut d’une fonction v a
travers une aréte F. Finalement, on note R, 'opérateur d’interpolation de Clément. On

rappelle les deux inégalités suivantes :
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Lemme 2.4.1. Pour tout v € H}(Q)

|lv — Rpvl| 2 k) < Chi|vl|iak,

v = Ruvllzzqe) < Chlols.ac.
Ou Ag et Ag sont les ensembles suivants :
A =K' en :K'NK#0}, et Ap=|J{K' en: K NE#0}.
On rappelle maintenant les propriétés suivantes qui ont été démontrées dans [8].

Proposition 2.4.2. Pour toutv € P, (K), on a

1
C vl < il < lvllee i, (2.26)

vk < Chi ol 2. (2.27)

Ou r un entier positif et Vg désigne la fonction bulle sur le triangle K (produit des

coordonnées barycentriques associées auxr sommets du triangle K ).

Remarque 2.4.3. Soit uj" la solution du probléme itératif (2.25) et u la solution du

probléme continu (2.1). Alors, on a

/V ol Vudx—/Vu}fled:E%—)\/ |u|2puvdx—/fvdx. (2.28)
0 Q 0

2.4.1 Analyse d’erreur a posteriori pour ’algorithme de Point-

fixe

Dans cette partie, notre objectif est de calculer ’estimation d’erreur a posteriori du

probleme linéarisé (2.18). Pour cela, on introduit les notations suivantes :

, . . . - . . L . .
e on définit l'indicateur d’erreur de linéarisation 77%2 et lindicateur d’erreur de

discrétisation anDZ.) par

L
n§<2 = |uy

2 . .
() = Bkllf+ A it = Mep e G + Y b

Ee€ep 0

i+1 7
uh|17K7

i+1 |2
8uh

]

LQ(E)'

e f;, est une approximation de la donnée f qui est constante sur chaque élément K
de Tp,.
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

En prenant la différence entre (2.2) et (2.18), on dérive I’équation résiduelle suivante :

/V“V“dx+>\/ |U|2puvd$—/Vul+1Vvd9:—>\/ |y | Py oda

/(f fu) (0 —vp)dz + > / (fn + Ayt = Mup[Putt) (v —vp) dao

KeTy

PN A ST

Nous intercalons £\ [, [ujt'|[*u; ™ vdz, nous obtenons

/V“v”dl’Jr)‘/WPpuvdX /VuZ“Vvdx— /|u *Puiods
Q

/ (f = fo) (0 —wvp) do + Z / (fn + Aup™ = Mup Puptt) (v —vp) do

KeTy,

a z+1 | |
9 Z / Un (v —vp) dT} + )\/ (|22 = [uit 20) wioda. (2.29)
0

Eea

Hypothése 2.4.4. Nous considérons une solution ui" du probleme (2.18) est tel que
Vopérateur Id + SDG (uj™) soit isomorphisme de Hg ().

Remarque 2.4.5. Grice au Théoréme de convergence 2.3.2, avec C1 > 0 et Cy C;' < 1,
I’Hypothese 2.4.4 découlent facilement du fait que Id + SDG (u) est un isomorphisme

lorsque h est suffisamment petit.

Théoréme 2.4.6 (Borne supérieure de V’erreur). Soit uit' la solution du probléme
itératif (2.18) et soit uy, la solution du probleme discret (2.7). On suppose que I’Hypothése
2.4.4 est vérifiée, alors il existe un voisinage O de u tel que, pour tout uZ+1 € O ona

l'estimation d’erreur suivante
1

1 2
. D\ 2 2 I\ 2
i e <0 Y (<n§<,2) +hi||f—fhlliz<x)) + (Z () )
KeTy KeTh
Preuve. En utilisant le Lemme 2.2.5 et I'Hypothese 2.4.4, on a grace a [10] l'existence

d’un voisinage O de u tel que, pour tout uj' € O, on a
it —uly g < Clluptt + SG(u )| -1.0. (2.30)

En introduisant F'(u) dans (2.30) et en utilisant I’équation (2.29), on obtient
<f—=frnv—v,>+<jpv—v, >

Wttt — ol < C( sup inf 2.31
" |1’Q veHE(Q) vhEHG () |vly Q ( )
)\fQ <|U2|2p ‘UZ—H 2p> Z+1vdm)
+ sup .
veHL(R) |"U|1,Q
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Ou

< 90— >— f —|—A i+1 Y 2p 'L+1 ( o )d
J, U — Up %{/(h Uy, ‘uh‘ )v vy ) dx
uz+1
_ Z /{6 h } U—Uh)dT}.

EEEh Q

Grace au Lemme 1.6.2, on a
ul |2 — |t vy vdx D ul — ul ul [P | Do ude
(A Sl = fa e < 200 fy (1 = () -+ o1

En utilisant (2.19) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient une majoration du deuxiéme

terme du membre droite de (2.31) par ny.

En prenant vy, = Rjv comme fonction test dans (2.31), on obtient

<f — fhv — th> + <J,U - Uh> < ||f - fh||L2 ||U - RhUH
O+ A = Mg P = Ry

KeTy,
+ > Ryll.
EEgh,Q
Le résultat découle en utilisant la premiere inégalité du Lemme 2.4.1. O

Théoréme 2.4.7 (Borne inférieure de ’erreur). Pour tout K € Ty, on a l'estimation
survante

L
) < = o + 1™ = ]

7mz§C<W%—th+WWH—UMWW‘E:hﬂU—JWmmO-

KCwg
Preuve. On a, par I'inégalité triangulaire

(L)

nKz ’U A

ik o= Jultt —udu— |k

< Jup™ = ulik e = gk
Et alors la premiere estimation. On passe maintenant a démontrer la deuxieme estimation.
Pour cela, nous intercalons £\ [, [u},|*u} vdz et £ [, |up™|*u} vdz dans (2.28). En

utilisant l'intégration par parties, on obtient

Z/ (fn + Aupt = Mup|*Puj ode)

KeTh
ouit?
:/V(“rl Vvdx—Z/f fhvda:+—2h2/{ h]vdT
K KeT, Ecepn
+ )\/ <|u|2pu — |yt 2 u’h“) vdz + )\/ uptt (}uﬁfl o ‘u’h|2p> vdz. (2.32)
Q Q
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

En prenant v = vg dans (2.32), tel que

(fo+ Aup™ = Nug | up™) v sur K,
0 sur Q\ K.
ol Y est la fonction bulle sur le triangle K. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(1.4), on obtient
o+ A = Ao 0 B
< L+ ACIAZ @l =i bk foxch g + 1 = Fallezao ok e
+ACI 2 gl + ik |UK|1 K- (2.33)

En appliquant les inégalités (2.26) et (2.27) a I’équation (2.33) nous obtenons I'estimation
suivante :
% i|2P i %
hicll fo+ Dt = Xup [Py oy < L+ ACHFIZ o)l — w0kl 2y
+If = fulleco vl 22 )
FACI I g, + i ok ol 2y (2:34)

Par conséquent, nous obtenons I’estimation suivante du premier terme de I'estimateur de

discrétisation locale 77%?.

i i|2P i
hKHf + AuhH — )\ ‘Uh| puh—’_lHLQ(K)
< C (Ju—ui™M ik +hellf = fullza) + Cn), (2.35)

. 2
ou " = AC| fl|I % q
On estime maintenant le deuxieme terme de 7p x. De méme en utilisant (2.32), on

trouve

- Z / 8u2+1 Jodr

EE&‘}—L Q

:/V (u—up) Vvda:—l—Z/ o+ A X Ju | ZH)UdSU—/(f—fh)de
Q Q

Kem,
2p 2p 2 i+1]2p
— )\/ (‘u”l up™ = |uj,| ’“) vdz — )\/ <|u| Pu— [upt! u”;:rl) vdz.
Q Q

Nous choisissant v = v dans cette derniere égalité, tel que

Lix ([6% } ¢E> K e {K,K'},
0 O\ (KUK').

UVE
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En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, (1.4), on obtient

i1
Ouy,

Il an ]¢5||%2(E)

< (1 + ACHsz,lg) lu —u |l wore [ve|,koke + 11f = fullze &ur) Vel L2 (kUK

7 2 7
+ || fn + Aujt! )\’Uh| . HHL? kur||vellr2 KUK’)+CnKz|UE‘1KuK’
En utilisant les inégalités (2.26) et (2.27), on trouve

i+1
Ouy,

s
<

Iz2(m)
L+ ACNfI121 ) llu = w i ore lvsllee) + hellf = fallc2acorn lvsll e

+ hpl|fa+ Aujt — M“h‘p up M| 2 oo |ve | 2 acure) +C'n Z”UEHLQ . (2.36)

Par les deux inégalités (2.35) et (2.36), on a I'estimation suivante :

o) < C (Hu U o + Y hK||f—fh||L2<K>) + O,

KCwg
Puisque :

U&(DZ }UZH < |UZJrl + ‘u}z - ull,K’

i
uh‘u{ u|1,K

nous obtenons le résultat final

nic; < C (! il + 1w = e + Y hKHf—thLZ(K)> :
KCwg

]

2.4.2 Analyse d’erreur a posteriori pour ’algorithme de Newton

Dans cette partie, notre objectif est de calculer 'estimation d’erreur a posteriori du

probleme linéarisé (2.25). Pour cela, on introduit les notations suivantes :

, . . . . . . L . .
e on définit l'indicateur d’erreur de linéarisation 77}{2 et l'indicateur d’erreur de

discrétisation 77§<Di) par

(L)

Nki — ‘UHl—Uﬂl,K,
2 .
() = kIl + A gt = AP+ Dk i + 2200
out - |I?
D oy ]
EEE}LQ LQ(E)
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

e f, est une approximation de la donnée f qui est constante sur chaque élément K
de Tp,.

En prenant la différence entre (2.2) et (2.25), on dérive I’équation résiduelle suivante :

/ VuVodr + X (2p + 1)/ Jul* uvdx — 2)\p/ u?Pode
Q Q

/ Vul''Vodr — A (2p + 1) / |up,| Py yde + 2)\p/ (u )2p+1 vdx
Q

Z/ (f — fn) (v —vp) dx + Z {/ (fn + Aujt — )\(2p+1)‘u§1]2pu§f1
r=n KeTs
+ 2Xp (uj >H)@_Uhm*“'§:u/{&@j U_%ﬁh} (2.37)
Ecep 0

Nous intercalons +A (2p + 1) [, |up™ 2 uj odz et £2Xp [, (u Z+1) "vdzx nous obtenons

/Vqudx+>\(2p+ )/ |u|”? wvdx — 2)\p/ w?odr — /Vuﬁl“Vvdx

—A(2p+1 /{u”l 2 Z+1vdx+2)\/ (u?l)%“vdx
0

- [U-me-ws Y {/K ot A = A (2t 1) [

KeTh KeT,
i+1
+ 2\p (uj )2p+1 (v —vp)) dx+ Z h2/ {auh :|(U—Uh)d7'}
KGY
+ 2)\]9/ <<u2)2p+1 _ (u2+1)2p+1> vdz + A (2p + 1)/ i+1 <‘u2+1|2p B |u2‘2p> vl
@ Q

(2.38)

Avant de commencer a démontrer ’estimation d’erreur a posteriori , on besoin d’introduire

quelques notations.
On considere 'application suivante :
Gv—w
w— G(w)=f—A2p+1)|w®w+ 22pw**, (2.39)

et on pose

F(u) =u—SG (u).

Lemme 2.4.8. [] existe un voisinage +/ tel que 'application SD@(U) est lipschitzienne.

En effet | il existe un nombre réel L>0 tel que
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Preuve. Nous avons
15 (DG (w) = DG ()) Il g(my(e) < I1DG () = DG (@) | 1. (2.40)

Pour tout z € H} ()

IDG () 2 — D& (w) 2| 1o = sup L=PEWz=DEw)2>]
2EHG(Q) |2]1,0

et

DG (u)z — DG (w) z = 22p(2p + 1) (Jw[*~! = [u|* 1)z = 22p(2p + 1)(Jw|? — |u|?)=.

(2.41)
Par le lemme 1.6.2.
PPt — 7] < (2 — 1) oo — ] (Jwf??? — fuf? %),
[l — [u*] < 2p Jw — ul (™" = [u**71).
Et alors
| < DG (w) = DG (w) > [ <2 p(2p+1) (2p = 1) |w —u| (Jw[*™> = [u*?)
—22p(2p+1) 2p |w —u| (Jw[*~" = |u|*") (2.42)
On combinant ces deux inégalités précédentes, on obtient
15 (DG (w) = DG (@) ll¢ s
< (4\® +2X p) (Jul*! = w|*7) (Jul® — [w|*) [u - w]i0 < Llu — w0
O

Hypothése 2.4.9. la solution u'!
ID + SDG (uit!) est un isomorphisme de H3 (Q) (voir remarque 2.4.5).

Maintenant on indiquer la premuier résultat de cette section :

du probléme (2.25) est telle que l'opérateur

Théoréme 2.4.10. (Borne supérieure de l’erreur)

Soit u et uﬁjl sont la solution du probléeme continue et du probléme itératif respectivement,

nous avons l’estimation suivante :

1
i D 2 L
i = o < 30 ((00) + WIS = fallig) "+ D ((nz,z)

KeTy KeTy

ou C' est un constante que dépend de \, p, f et ug.
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

Preuve. En raison de Lemme (2.4.8) et ’hypothese (2.4.9), pour tout u,"" dans le voisi-

nage approprié O de u

i+l _ < C" i+l _ G (it . 9 44
i U}IQ (uh™) 10 (2.44)
En introduisant F' (u) dans (2.44) et de Péquation (2.38), nous obtenons
<f- —up >+ < 70— v >
U?l—uhﬂﬁc( — uf J = fnv—vp >+ <J0—uy
’ veHE(Q) vhEHG () |v], Q
/\(2])“‘ 1 fQ Ouh‘?p . | i+1 QP) i+1 v de
+ sup
veHL(Q) vl Q
2 A p fo (b = [ ) v da
+ sup : (2.45)
veHL(Q) |U|1,Q
Ou
< Qv — v >= Z { (fh +Au = X(2p+1) ‘uﬁfp L 2ap (u )2p+1> (v —wp)dz
KeTy
o i+1
- = Z / [ U ] U—Uh)dT}.
EeS

Nous estimons maintenant les deux derniers termes du cote droit de 1'équation (2.45)

Comme précédent
A(2p + 1)/Q uptt <}u2+1‘2p — ’u2|2p> vdzx.
est estimé comme suite
A(2p + 1)/Q AR (‘u’“!zp |uj, |2p> vdr < X(2p+ 1) S'c|uj — uﬁl‘lg vl g, (2.46)

avec S’ = 4p525'4585 2p 1
(1.6.2) et I'inégalité (1.4) on a

2)\])/ ((uz)gp+1 - (u;fl) ) vdr <2(2p+1) cApS2 S Jupt' — u}L‘l olVlg (247
0 : :

De plus, en utilisant 1inégalité de Cauchy-Schawrz, Lemme

En prenant v,= Rpv,comme fonction test dans(2.45) on obtient

(f = fnyv = Rpv) + Gov —on) < ||f = fullz@llv — Rao|
+ Z I fn+ A wltt — X(2p + 1)|ul |Puitt + 2\p(ul )| 2 @llv = Ryv||

KeTy,
+ >

Eegh,g

RhU”-

le résulta découle. O
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Théoréme 2.4.11. (Borne inférieure de l’erreur)
Pour chaque K € Ty, on a l'estimation suivante

(L) i+1

Nki < ||U;z — Ul + U = 1w,

g™ = w1+ Z hic|lf — fh||L2(K)> :

KCwg

Preuve. On a, par 'inégalité triangulaire

(L)

771(1 ’u A

o wlh g = Ut —utu— |k

< Juptt = ulk e — ug ke

Et alors la premiere estimation. On passe maintenant a démontrer la deuxieme esti-
mation. Pour cela, nous intercalons +2Ap |, |t | vda, £ (2p + 1) ) Jo Jui | uTodr et
A (2p+1) [, lup + 1 uj T vdr dans (2.28).En utilisant intégration par parties , on ob-

tient

Z / fn+ Au’“ +A(2p+1 ‘uh‘ o ZH —2\p (uﬁl)zpﬂ)vdx
KeTy,

:/Qv(u;'jl de-Z/ (f = fa) vd:v—— > h2/

KeT, EES E

{8 u;:rl ] vdt

+ )\/ (\u|2pu }u‘“ o ”1> vdx + N\(2p + 1)/ w (Juf ) — Jug | )vdz
Q 0
+ 2/\p/ <(uz)2p+1 — (u?j’l)%ﬂ) vdx. (2.48)
Q
En prenant v = v dans (2.48) tel que

(fi+ D™ + X 2p+ 1) Juf [T ™ = 22p (u) ") sur K,
0 sur Q\ K.

ou Y est la fonction de bulle sur le triangle K . En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
et (1.4),on obtient

Hfh"’AuH_l FA(2p+1) ‘Uh’ 2p 2+1 —2\p (u2>2p+1¢[§(

< (1+X0O) ||u ZHHlK k|, KT If— thL?(K ||UK||L2(K
+AC(4p+1) Huh—u”lH1K|vK|1K (2.49)

En appliquant les inégalités (2.26) et (2.27) a I’équation (2.49) nous obtenons 'estimation
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire

suivant

[+ a0 P =2 ()7

< (14 Xeo) Hu — uZHHl K vkl KT If — fh||L2(K ||UK||L2(K)

+ A C(4p+ 1) [|lug, —up™ ||, lor|ux (2.50)

Par conséquent, nous obtenons 'estimation suivante de premier terme de ’estimateur de

discrétisation local nE(DJ.).

| o+ T 2 25 1) [ 0 — 20 )

L*(K)
=C <Hu o UZ+IH1 KT hic|1f = fall 2 K)) +AC4p+ 1)7722 (2.51)

On estime maintenant la deuxiéme terme 77% ). De méme, en utilisant (2.48),on trouve

1 8U2+1
- Z h2/ h_JodT = /V (u—up™) Vodz + Z/fh+AuZ+1

EES Ke&y,

+A(2p+1) |uy] 2 uptt = 22p (u )2p+1 vdr — /Q (f — fn) vdzx
_ )\/Q (|uh‘2p — Juit! 2p z+1> vdz + A (2p + 1)/9 U (‘u2+1’2p B ]u2|2p> vda
+ 2)\p/Q <(u2)2p+1 — (u?l)QpH) vdx. (2.52)
Nous choisissons v = vg dans cette derniere égalité , tel que

Vg = Lex ([8 i 1] wE) ke{K K},
0 sur Q\ (K UK').

avec la méme notation que dans la preuve du Théoreme 2.4.11 | en utilisant de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz , I'inégalité (1.4), (2.26) et (2.27), nous obtenons

8u§l+1
on
< (U X0) [lu—uy™M|, eor 0Bl 2gmy + he | f = fall 2 omen 108 2y

+hEH(fh+Au’“+)\(2p+1 ‘uh|p up™t = 2Xp (u )2p+1)

2

h2

L2(E)

L2(KUK?) HUEHLQ(KUK’)
L
+AC (4p + 1)y VBl ok - (2.53)

Par les deux inégalités (2.51) et (2.53) on a Iestimation suivante

ne) <C (Hu— U | + > hllf - fh||L2(Q)> +20C (4p + 1) )

KCwg
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Puisque :

(L) _ |, i+1 i i+1 i
Nki = }“h - uh‘l,K < |uh - u’l,K + |uy, — u|1,K’

nous obtenons le résultat final

ey < C (Hu = |y =+ D NS - fh||L2<K>> -

KCwg
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Chapitre 2. Analyse a posteriori pour un probleme non linéaire
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Chapitre 3
Application numérique

Résumé

Afin de valider les résultats théoriques du Chapitr 2, nous proposons quelques

tests numériques.

Sommaire

3.1 Exemple 1 : L’estimation d’erreur a priori par ’algorithme de point fixe 33

3.2  Exemple 2 : L’estimation d’erreur a posteriori pour l'algorithme de

point-fixe . . . . ... 35

Considérons le probleme non linéaire (2.1). Dans chaque test proposé, on commence
par choisir dans (2.1) le domaine Q. Et ensuite comme la recherche de la solution exacte
pour ce type de probleme n’est pas triviale, la vérification des résultats abstraits se fera
en choisissent une solution exacte arbitraire, notée u, de fagon a obtenir la fonction f

(second membre).

3.1 Exemple 1 : L’estimation d’erreur a priori par

I’algorithme de point fixe

Le domaine Q sera le carré |0, 1[*C R?, comme le montre la Figure 3.1.

Nous prenons comme solution exacte

u(z,y) = x(z — Dy(y — D((z* +y*))e™.

La fonction w satisfait clairement la condition aux limites v = 0 sur la frontiere du

domaine, i.e., sur chaque coté du carré. En calculant directement le second membre f, on
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Application numérique

(0.1) (1.1)

(0,0) (1,0)

FIGURE 3.1 — Le domaine 2 en 2d.
obtient

fle,y) = —Du+A|u[*u
= —(2+y2z—-1)(=*+y*) + 222z — 1)) (y* — y)e™
+(2+ 22y — 1))(@* + ) +2y(2y — 1)) (¢ — z)e™
Az = Dyly — D +y)e 7 (e(z - Dyly — D + y)e™).

Ici, nous utilisons I'élément fini de Galerkin sur un maillage régulier 7, obtenu en
divisant chaque segment par n,1 < n < N, sous intervalles et divisant chaque carré

obtenu en deux triangles (voir Figure 3.2).

FIGURE 3.2 — Maillage régulier du carré Q = (0,1)? pour n = 5.
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Pour le calcul de I'estimation d’erreur, nous définissons ’erreur suivante :

i+1 %

et en utilisant le critére d’arrét classique erry, < 1077. La Figure 3.3 montre la solution

approchée u/! par le schéma itératif (2.18), avec A= 1,p=1et h = 0.1.

o
0.0039067
0.0078134
0.01172
0.015627
0.019534
0.02344
0.027347
0.031254
0.03516
0.039067
0.042974
0.04688
0.050787
0.054694
0.058601
0.062507
0.066414
0.070321
0.074227
0.078134

FIGURE 3.3 — La solution approchée par le schéma itératif (2.18), avec A = 1,p = 1 et
h=0.1.

Nous vérifions maintenant la convergence de la solution approchée uﬁfl donnée par
le schéma itératif (2.18) vers la solution exacte. Les résultats numériques obtenus sont
cohérents, comme le montre la Figure 3.4. D’apres ces résultats, 'ordre de convergence

est a peu pres égale a 1, ce qui vérifie 'estimation d’erreur théoriques du Théoreme 2.3.2.

3.2 Exemple 2 : L’estimation d’erreur a posteriori
pour ’algorithme de point-fixe

Dans cette exemple, nous considérons comme solution exacte
u(x,y) — 67100(x2+y2).
donc
f(z,y) =200 [2 —200(2* + y2)}8—100($2+y2) + \e10001+p) (@2 +y?)

Le domaine ( sera le carré | — 1, 1[%. Notons que u est presque nulle sur la frontiere de Q.
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Application numérique

—eo— Courbe d’erreur

—1.55 s

—1.65 s

—2.082.062.042.02—2-1.981.961.94
F1GURE 3.4 — Courbe d’erreur en échelle logarithmique

On définit l'indicateur d’erreur global de discrétisation par

)\ 2
= (X (2))

Ker,
ou

; ‘ ‘
mel = Juit =l

(W) = Bl + A ™ = N P e + > R ]

EG&]LQ

i+1
Ouy,
n

0

N Ze (-

Soit 7 un parametre positif. L’objectif du notre algorithme adaptatif est de construire

le maillage 73, de facon que
(D)

7

erry, < m

Alors nous introduisons 'algorithme adaptatif suivant

i) Considérer un maillage initial 7;.

(1) Résoudre le probleme sur 7;.
(D)

(2) Pour tout K € T;, calculer I'estimateur d’erreur de discrétisation 7, et l'es-

(L)

i .

timateur de linéarisation 7

ii) Silerreur globale est suffisamment petite, alors, arréter. Sinon, choisir les éléments

a raffiner et reprendre a l'étape (2).

La Figure 3.6 montre I’évolution du maillage au cours des itérations. Nous remarquons
que le maillage se concentre de plus en plus au centre du carré la ou la solution n’est pas

nulle.
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1.0091
0.9586
0.90815
0.8577
0.80724
0.75679
0.70634
0.65588
0.60543
0.55498
0.50453
0.45407
0.40362
0.35317
0.30272
0.25226
0.20181
0.15136
0.10091
0.050453
3.9118e-066

FIGURE 3.5 — La solution approchée par le schéma itératif (2.18), avec A = 2,p = 1 et
h =0.0125.

(a) 2230 sommets (b) 5090 sommets

(c) 9970 sommets

FIGURE 3.6 — Maillage apres le raffinement adaptatif a avec A =2 et p = 1.
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Application numérique

—e— avec maillage uniforme
—04 —=— avec maillage adaptatif |

—0.6 |-

—0.8

—1.2+

FIGURE 3.7 — Courbes d’erreur en fonction du nombres de sommets

La Figure 3.7 montre les deux courbes relatives a ’estimation de I’erreur en fonction
du nombre de sommets. La premiere courbe (rouge) correspond a un maillage uniforme
avec n allant de 10 & 100 par pas de 10, alors que la seconde (bleue) correspond a un
maillage adaptatif avec A = 50,p = 10 et v = 1073. Nous remarquons que l'erreur avec
un maillage adaptatif est beaucoup plus petite que celle avec un maillage uniforme, d’otu

Pefficacité de notre méthode.
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