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Introduction

La mécanique des fluides est la branche qui étudie 1’équilibre et le mouvement des fluides
(liquide ou gaz), c’est a dire, I’écoulement d’un fluide. Un fluide est tout corps qui prend la
forme de son contenant, ce fluide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une
masse donnée ne varie pas en fonction de la pression exterieure, comme les liquides (eau,
huile, ...). Contrairement au fluide compressible qui change son volume selon son contenant
et on peut considérer les gazs comme des fluides compressibles (oxygene, hydrogene, ...).
L’étude des milieux poreux est un domaine de recherche tres important dans la mécanique
des fluides, pour cela les chercheurs ont essayé toujours d’améliorer les équations physiques
qui interviennent dans la modélisation de différents phénomenes.

H. C. Brinkman introduisait en 1947 ’équation qui permet de décrire de maniere
continue le passage d'un écoulement de type Darcy a un écoulement de type Stokes, en
combinant 1’équation de Darcy avec celle de Stokes. L’équation de Brinkman [10] s’écrit sous
la forme :

%u—ueffAu—i-Vp:O, (1)

ou u représente la vitesse, p représente la pression, v est la viscosité dynamique du fluide, K
est la perméabilité du milieu et v.sf est la viscosité effective ou bien le terme de Brinkman.
L’équation (1) permet de décrire précisement I’écoulement dans un milieu poreux si la porosité
reste superieure a 95% [14]. L’équation de Darcy s’obtient en prenant une viscosité effective
nulle dans I’équation (1). Par contre, si la viscosité dynamique est nulle, on obtient 1’équation
de Stokes. Brinkman a considéré la viscosité dynamique effective comme étant égale a la
viscosité du fluide considéré.

Dans ce travail, on s’intéresse au probleme d’écoulement de fluides incompressibles régis
par I’équation de Brinkman lorsque la viscosité est constante et lorsqu’elle est variable. Nous
optons pour les méthodes spectrales comme méthode d’approximation pour I’équation de
Brinkman avec viscosité constante.

Les méthodes spectrales, en tant que technique de discrétisation d’équations aux dérivées
partielles, ont été initialement proposées en 1944 par Blinova, d’abord mis en ceuvre en
1954 par Silberman, pratiquement abandonné au milieu des années 1960, ressuscité en 1969-
1970 par D. Gottlieb [15] et S. Orszag [20] et par Eliason, Machenhauer et Rasmussen,
développé par C. Bernardi et Y. Maday [5][6]. La méthode repose principalement sur 1’emploi
de bases associées a des polynomes orthogonaux (les polynomes de Chebyshev, les polynomes
de Legendre) et son avantage principal réside dans la convergence rapide et dans leur haute
précision.

L’objectif de ce mémoire est d’établir I’analyse mathématique des équations de Brinkman
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avec viscosité constante puis variable. On s’intéresse ensuite a l’estimation d’erreur a priori
entre la solution exacte et la solution approchée en utilisant une méthode spectrale pour le
probléeme de Brinkman avec viscosité constante.

Ce travail est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons les principales propriétés des espaces de So-
bolev [1], quelques rappels d’analyse fonctionnelle et les principales propriétés des espaces
discrets [5][6][7]. Nous donnons aussi dans ce chapitre les principales estimations d’erreur
d’approximation et d’interpolation polynomiale aux noeuds de la formule de quadrature de
Gauss-Lobatto en normes des espaces de Sobolev usuels sur | — 1, 1[¢ [5][8].

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons le probleme de Brinkman dans un domaine
borné tri-dimensionnel, muni de conditions aux limites de Dirichlet sur la vitesse. D’abord,
nous commencons par présenter le probleme de Brinkman avec viscosité constante. Nous
proposons pour le probleme continu une formulation variationnelle qui comporte trois in-
connus : la vitesse, le tourbillon et la pression, puis nous démontrons l’existence et 1'unicité
de la solution grace aux théorémes de Banach-Necas-Babuska [4][19] et de Babuska-Brezzi
[17]. Ensuite, nous présentons le probleme de Brinkman avec viscosité variable, en particu-
lier, nous détaillons la premiere partie de I'article [3]. La formulation variationnelle comporte
également les trois inconnus, la vitesse, le tourbillon et la pression. Puisque la viscosité est
variable, il apparait des termes supplémentaires dans la formulation variationnelle et par
conséquent cette formulation devient non-symétrique et cela pose un probleme de manque
de coercivité. Afin de remédier a ce probleme, nous écrivons une formulation variationnelle
augmentée équivalente a la formulation variationnelle initiale, afin de démontrer 'existence
et I'unicité de la solution en utilisant les théoremes de Lax-Milgram [2] et de Babuska-Brezzi.

L’objet du troisieme chapitre est la discrétisation du probleme de Brinkman avec vis-
cosité constante quand le domaine est le cube unitaire. Pour discrétiser ce probleme, nous
utilisons une méthode spectrale, c¢’est-a-dire, nous remplacons l’espace continu par un es-
pace de dimension finie et les intégrales exactes par une formule de quadrature [8][11][13].
Nous démontrons que le probleme discret est bien posé, c’est a dire, qu’il admet une solution
unique grace aux théoremes de Banach-Necas-Babuska et de Babuska-Brezzi. Finalement,
nous établissons des majorations d’erreur a priori pour les trois inconnus, entre la solution
continue et la solution discrete.



Chapitre 1

Préliminaires

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques nécessaires pour une bonne
compréhension de 1’étude du probleme traité dans ce mémoire.

1.1 Espaces fonctionnels

Nous introduisons ici les propriétés, les lemmes et les corollaires utilisés dans ce mémoire.
Les démonstrations figurent dans les ouvrages de références [1], [12], [16], [18] et [21].

d
— Soit le multi-indice a = (o, ..., g) € N¢ avec |a| = >~ a4, nous introduisons la dérivée
i=1
partielle

olel
0= ———.
oxit...0xy"

— Nous introduisons D(2) I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans 2 et I'espace D'(£2) le dual de D(£2), désigne l'espace des distributions
sur €.

— Pour p > 1, nous introduisons les espaces de Lebesgue définis par :

LP(Q) = {v mesurable dans ) ;/ lv(x)|Pdx < oo},
Q

o= ( |v<x>|pdx);. (1)

— De plus, on introduit l'espace L>(€2) défini par :

muni de la norme :

L>(€2) ={v mesurable dans  telle qu'il existe une constante C' > 0 :
lu(x)| <C p.p dans Q},
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muni de la norme :
[|v]|oe =inf{C; |v(z)| < C p.p dans Q}. (1.2)

— Pour p = 2, on introduit I'espace de Hilbert :

[2(9) = {v € 12(Q) ;/Qv(x)dac - o},

muni de la norme de L?(2), c’est a dire :

feton = ([ |v<x>12dx)%. (13)

— Pour un m > 0 et un p > 1, on introduit I'espace de Sobolev :
WP (Q) ={v e LP(Q) ; V]a| <m, 0°v € LP(Q)},

muni de la norme :

ol {/ S 0%u(a } (1.4)

la|<m
— En particulier, pour p =2 et m > 1, U'espace W™P(Q) sera noté H™({2), tel que :
H™Q) ={v e L*(Q) ; V]a| <m, 0% € L*(Q)},

muni de la norme :

ol ={ [ 3 0ete } (15)

la|<m

— On note l'espace H} (2) 'adhérence de l'espace D(Q2), c’est a dire, H} () = D(Q)
L’espace Hj () est donc un sous espace fermé de I'espace H*(Q).

Lemme 1.1.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs)
Soit Q un ouvert borné de R?, alors il existe une constante C, > 0 ne dépend que de la

géométrie de () telle que :

d 1

ov; 2

Vv € Hy(Q) : HUHO’QSCP(/Z<3$) ) |
Q

=1

Grace a cette inégalité nous obtenons le résultat suivant :
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Corollaire 1.1.2. La semi norme

e ([5(3)0)

)

est une norme dans l'espace H} () équivalente a la norme usuelle de espace H ().

1.2 Opérateur trace

On suppose que l'ouvert () étant assez régulier, il existe en presque tout point de la
frontiere 02, un vecteur unitaire normal a 9€) et dirigé vers 'extérieur de €2, que nous le
notons n.

Théoréme 1.2.1. [17]
L’application vo : u € D(Q) — vo(u) = ulog € L*(0) se prolonge de maniére unique,
et de fagon continue a l'espace de Sobolev H'(2). On appelle l'opérateur ~y ainsi obtenu :

Uapplication de trace de H'(Q) dans Hz(9%).

La définition de l'espace Hj(2) est donnée au moyen du théoréme de traces comme suit :

Proposition 1.2.2. [16]
Soit 0 un ouvert borné de R?, a frontiere O assez réquliére, une fonction v appartient a

Uespace HY(Q) si et seulement siv € H'(Q) et v|asg =0, c’est a dire
Hg(Q) = {’U S Hl(Q) ; U|8Q = O}

Proposition 1.2.3. (Formule de Stokes) [17]
Soit Q un ouvert assez régulier de RY. L application v, qui a u € (C*(Q))? associe (u- n)aq
se prolonge en une application linéaire continue de H'(Q)® dans H=2(09) et on a la formule

de Stokes suivante :

/u-Vw dx—l—/ w - dive dz = (yau, yow), 1 1, Vuec H' (2),Yw e H' (2). (1.6)
Q Q ’

1.3 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Théoréme 1.3.1. (de Lax-Milgram) [2]
Soit H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilinéaire continue et coercive pour

la norme de H et l: H — R une forme linéaire et continue. Alors il existe un unique uw € H
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tel que
Yu € H, a(u,v) =1(v).

Théoréme 1.3.2. (de Banach-Neéas-Babuska) [4][19]
Soient H etV deuz espaces de Hilbert, a(-,-) une forme bilinéaire continue sur H x V. Alors

les propositions suivantes sont équivalentes :

1) Pour toute forme linéaire continue l(-) sur V, il existe un unique u € H tel que
a(u,v) =1l(v), Yv € V. (1.7)

2) Les deux conditions suivantes sont vérifiées :

Jda >0 : sup a(v, w) >
wev [[o]luflwllv

?

sup a(u,v) >0, Yo € V.
ueH

Nous considérons deux espaces de Hilbert X et M de normes respectives || - ||x et || - ||as,
de produits scalaires respectifs (-, -)x et (-, ) et de duals X’ et M" avec le crochet de dualité

(-,). Nous donnons une forme bilinéaire continue : b : X x M — R, et nous lui associons
l'opérateur B tel que, pour tout v € X et ¢ € M, nous avons :

b(’l), Q) - <BU7 q>M’,M = <BIQ7 U>X’,X'
Nous introduisons les espaces suivants :
V={veX;Vqge M, blv,q) =0},

Ve={le X' ;WweV, (,v)y.x =0}

Théoréme 1.3.3. (de Babuska-Brezzi) [17]

Les deuz affirmations suivantes sont équivalentes :

1) I existe une constante > 0 telle que

b
inf sup 09
geEM vEX ”UHXHQHM

2) L’opérateur B’ est un isomorphisme de M dans V° et

Vg€ M, ||B'qllx = Bllallu-

Théoréme 1.3.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) 9]
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Soit Q un ouvert de R?, soient f € L*(Q) et g € L*(Q), alors fg € L'(Q) et

I fallcr) < N flleze gl z2@)- (1.8)

Théoréme 1.3.5. [9]
Soient (E,||-||g) et (F,||||r) deux espaces vectoriels normés, alors E x F' est un espace vec-

toriel normé muni de la norme || - ||pxr, définie par :

-l =l +I- ][ -

1.4 Espaces discrets
Les preuves des théoremes et les propositions de cette section se trouvent dans les références
de base suivantes [5], [6], [7] et [8].

Notation 1.4.1. Soit Q un owvert de R:. Pour tout entier n > 0, on définit P, comme
Iespace des polynomes sur RY a valeurs dans R de degré < n. On note P,(Q) lespace des

restrictions a ) des fonctions de ’ensemble IP,,.

Notation 1.4.2. Soit Q un ouvert de R?. Pour tout entier n > 1, on note P2(Q2) l'espace

des polynomes de P, () qui s’annulent au bord de €.

1.4.1 Polynomes de Legendre

On note par A l'intervalle | — 1, 1].

Définition 1.4.3. On appelle famille des polynomes de Legendre la famille (L), de po-
lynomes sur A, deuz & deuzx orthogonaux dans L*(A) et tels que, pour tout entier n > 0, le

polynome L,, soit de degré n et vérifie : L,(1) = 1.

1.4.2 Formule de Gauss-Lobatto

On rappelle la formule de quadrature de Gauss-Lobatto.

Proposition 1.4.4. Soit N un entier positif fité. On pose ng = —1 et ny = 1. Il existe un
unique ensemble de N — 1 points { de A, 1 < j < N —1, et un unique ensemble de N + 1
réels p;, 0 < j < N, tels que l’égalité suivante ait lieu pour tout polynome pn de Poy_1(A) :

/_ on (e =Y on(n)ps. (1.9)

1 iz0
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Les mj, 1 < j < N —1, sont les zéros du polynome L'y. Les p;, 0 < j < N, sont appelés les

poids, ils sont positifs et donnés par :

2
P NN+ )IAG)

0<j<N.

1.4.3 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

Pour simplifier les notations et les théoremes de cette partie, on présente les résultats
uniquement pour la dimension d = 3.

Notation 1.4.5. On note Il opérateur de projection orthogonale de L*(A3) sur Py(A?)

pour le produit scalaire associé a la norme ||-|o.q-

Théoreme 1.4.6. V. m > 0, 4 ¢ > 0 ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction v

de H™(QY), on ait :
HU — HN'UHLQ(AB) < CNim”UHHm(AB). (110)

Notation 1.4.7. On note 11" Uopérateur de projection orthogonale de HY(A®) sur PO (A3)

pour le produit scalaire associé a la semi norme | - |1 as.

Théoreme 1.4.8. Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant

que de m telle que, pour toute fonction v de H}(A3), on ait :
v — H}\}OU|H1(A3) < N g asy- (1.11)

Notation 1.4.9. On note Iy lopérateur d’interpolation aux points de Gauss-Lobatto, c’est

a dire, pour toute fonction v continue sur Q, Iyv appartient ¢ Py (A?) et vérifie :

(INU)(nianjank):U(ni>77j>77k)a ngvjakSN

Théoreme 1.4.10. Pour tout m > 2, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de

m telle que, pour toute fonction v de H™(A3), on ait
HU_INUHLQ(A3) < CNimH'UHHm(AS). (112)

Proposition 1.4.11. Tout polynome oy € Py (A3) vérifie 'inégalité

N
HQONH%?(AS) < Z %D?V(fj)Pj <3 ||90NH%2(A3)~ (1.13)
5=0



Chapitre 2

Probleme de Brinkman

L’objectif de ce chapitre est l'analyse mathématique de 1’équation de Brinkman avec
viscosité constante puis avec viscosité variable, munie de conditions aux limites de
Dirichlet sur la vitesse. Le probleme que nous considérons est stationnaire, c¢’est a dire, il ne
dépend pas du temps. Ce probleme modélise 1’écoulement d’un fluide incompressible dans
un milieu poreux. Les formulations variationnelles considérées comportent trois inconnus, la
vitesse, le tourbillon et la pression. Tout le long du chapitre, C désigne une constante positive
qu’elle peut varier d’une ligne a une autre.

2.1 Probléeme de Brinkman avec viscosité constante

Dans cette section, nous appliquons le théoreme de Banach-Necas-Babuska (Thé.1.3.2)
pour démontrer 'existence et 1'unicité de la solution vitesse-tourbillon puis le théoreme de
Babuska-Brezzi (Thé.1.3.3) pour déduire l'existence et I'unicité de la pression.

2.1.1 Probleme continu

Soit € un ouvert borné de R?, de frontiere assez réguliere I' := 9. Le systéme considéré
est donné par :

vK'u+vrotw+ Vp=f dansQ,

divu =0 dans €2, (2.1)
w—rotu=0 dans €2,
u=20 sur I,

ou les inconnus sont w qui représente la vitesse, w représente le tourbillon, p représente la
pression. La donnée f correspond aux forces extérieures appliquées au fluide, v est la viscosité
cinématique du fluide et K représente le tenseur de perméabilité.

On suppose que f est une fonction de L*(Q)3, v € R, et K € L>(Q)3*3 est une matrice

13
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symétrique définie positive et qu’ils existent o,in, Tmaez > 0 tels que :

Omin| V> < VTK 0 < 01paa|v|?, Vo € R?. (2.2)

Formulation variationnelle

Une formulation variationnelle associée au probleme aux limites (2.1) est donnée par :

;

Trouver ((u,w);p) € (HF () x L*(Q)3, LE(Q)) tel que :

a((u,w);v) + b(v,p) =l(v), Vv € HL(Q)3,
(2.3)
b(u,q) =0, Vg € L§(),

c((u,w);0) =0, VO € L*(Q)3,

\

ou les formes a((+,-);-), b(+,-), ¢((+,-);-) et I(-) sont données par

a((u,w);v) = 1// K v(x)dx + V/Qw(:v) -rot v(x)dx,
w.p) = [ pla) divo(a) do

c((u,w);0) = /Qrot u(x) - 0(x)dx — / w(x) - 0(x)dx,

Q

et

:/Qf(;c) v(z) dw

Proposition 2.1.1. Les problémes (2.1) et (2.3) sont équivalents au sens des distributions.

Démonstration. On commence par montrer que toute solution du probleme aux limites
(2.1) est solution du probleme (2.3). Soit ((u,w),p) € (HA(Q)? x L2(2)3, LZ(Q)) solution du

probleme aux limites, nous avons alors

vK'u + vrotw + Vp = f,
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nous travaillons au sens des distributions, nous avons pour tout v € D(2)? :

< l/I<_1’l,l/7 v >D’(Q)3,D(Q)3 + < vrotw,v >D’(Q)3,D(Q)3+ < Vp, v >D’(Q)3,D(Q)3

=< f,v >prap,p@)3;

en utilisant la dérivation au sens des distributions, nous obtenons
< Vp,v >prap.pep= — < p,divo >pra po)s,
et
<vrotw, v >pray pp=< Vw,rot v >pi(q)3 pa)s -

Comme ((u,w);p) € (HJ(Q)? x L2(Q)?, L3(Q)), f € L*(Q)? et K € L>(2)3*3, alors tout les
termes sont dans L?*(2)? ou bien L?(2), nous pouvons rempalcer les crochets de dualité par

les intégrales sur €2, c’est a dire

I//QKl(az)u(m) ~v(x)dx + 1//

g w(x) - rotv(x)dx — / p(x)divo(x)de

Q

_ /Qf(:c)-v(a:)d:c, Yo € D(Q)*,

par densité de D(Q)? dans HJ ()3, nous obtenons

I//QKI(QZ)’U,(ZIZ) -v(x)dx + 1//

g w(x) - rotv(x)dr — / p(x)divv(x)dx

Q
= [ f(z) v(z)dz, Vv € Hy(Q)>.

Q
La deuxieéme et la troisieme équation du probleme (2.3) sont clairement vérifiées puisque
divu = 0 dans Q et w — rotw = 0 dans Q. Dot ((u,w),p) € (HJ ()3 x L*(Q)3, L3(Q)) est

solution du probleme (2.3).
Réciproquement : soit ((u,w);p) € (HL(Q)? x L2(Q)3, L3(2)) solution du probleme (2.3),

nous avons pour tout v € H} ()3

V/QK_l(ac)u(w) cv(x)dx + V/ w(x) - rot v(x)dx — / p(x)divo(x)de

Q

= | f(@)- v(z)da,
Q

en particulier, cette derniere identité est valable pour tout v € D(Q2)? (car D(Q)* C Hg(2)?).
Comme ((u,w);p) € (HA(Q)? x L2(Q)3, L3(Q2)), f € L*()? et K € L>(Q)>*3, nous pouvons



2.1. Probleme de Brinkman avec viscosité constante 16

donc remplacer les intégrales sur € par les crochets de dualité entre D'(Q2)? et D(Q)3, c’est

a dire

< l/:[(il’l.l,7 v >D’(Q)3,D(Q)3 + < rw, rot v >D’(Q)3,D(Q)3 — <Dp, div v >D’(Q)3,D(Q)3

=< f,'v >D(Q)3,D(Q)3) Vv € D(Q)3,

en utilisant la dérivation au sens des distributions, nous obtenons

< l/I(il’u,7 V >pr)3,.pe)3 + < vrot w, v >pr@)3,p)s + < Vp,v > Dr(Q)3,D(Q)3

=< f,v >prap,pey Yo € D(Q)?,
par conséquent
vK 'u + v rot w+ Vp = f dans D'(Q)?,
en utilisant le fait que f € L*(Q)3, nous obtenons
vK'u + v rot w+ Vp = f dans L*(Q)?,
et par suite
vK'u +vrot w+ Vp= f p.p dans Q.

De plus, nous avons

/Qq(az)div u(z)dz =0, Vg € L(Q),

en particulier, pour ¢ = divu, puisque divu € LZ(Q)(en effet, il suffit d’utiliser la formule

de Stokes (1.6) pour w=1), nous obtenons
Idiv ulfg.q =0,

c’est a dire

divu = 0 dans .

Nous avons aussi

/ rotu(x) - 0(x)dxr — / w(x) - O(x)dx =0, VO € L*(Q)3,
Q Q
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en particulier, pour @ = rotu — w € L*()3, nous obtenons
rotu —w|3q = 0.

c’est a dire
rot u = w dans Q.

3

Finalement, 'appartenance de u & H}(Q)? assure la quatriéme équation du probleme (2.1).

Do ((u, w);p) € (HJ(2)? x L2(2)3, LZ(Q)) est solution du probléme aux limites (2.1). W

2.1.2 Existence et unicité de la solution

Le probleme (2.3) est un probleme de point selle. La solvabilité de ce probléeme entre dans
le cadre d’application du théoréeme de Banach-Necas-Babuska (Thé.1.3.2) et de Babuska-
Brezzi (Thé.1.3.3). Nous commengons tout d’abord par introduire ’espace de Hilbert
(H}(2)3,]|1.0). La semi norme |-|; o peut s’écrire sous la forme suivante :

Proposition 2.1.2. Pour tout v € H}(Q)?
[0} o =lldiv |5 o+lrot ][5 0. (2.4)

Démonstration. On commence par démontrer cette identité pour une fonction v € D(Q)3.

Nous avons

. 8’01 2 81)2 2 8’03 2 81}1 a’l}g
divol2q = || =2 =2 = 2 [ (2222 )(z)d
H IV’UHO’Q ‘ 8x1 0,0 ‘ 6%2 0,0 8x3 0,0 * /Q 61’1 8x2 (CL'> r
81)1 81)3 / 82]2 81}3
2 [ (2= 2 | (222
+ /Q (8951 ax?)) (x)dx + g (&CQ 8953) (x)dz,
9 81)2 2 81)3 2 6’01 2 81)3 2 81)1 2 8?}2 2
[rotvl2g = || o2 9us 90 Ovs 9 vz
’ 813 0,0 (%g 0.0 8:1:3 0.0 61’1 0,0 8902 0,0 8[E1 0.0
8’02 (91)3 / 0@1 82]3 / 81}1 8’02
2 (2222 —2 | (=22 —2 (2=
/Q (8.1'3 8%2) (w)dw Q (a.flfg 8%1) (w)dw Q 81’2 8:1:1 (w)dw7
(2.5)

8’Ui . . ez
puisque o € D(Q) qui est inclu dans L?(Q), on peut remplacer les intégrales sur ) dans
x<

j
(2.5) par les crochets de dualité entre D'(2) et D(Q2). En utilisant la dérivation au sens des
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distributions, on obtient alors

(), (28, (G

0xs’ Oxs D/(Q).D() Oxy O D/(Q).D(Q) o \ 0o 013 ’

o
Oxs’ O, D)D) Ox, O D/@Q).DQ) o \ Oz 0x3 ’

) (e
Oxy’ O0xq DI(Q),D(©Q) 0xy1’ 0x9 D/(9),D(Q) q \ 01 09

par conséquent

[v[iq =ldivolgo+irotv]gq, Yo € D(Q),
comme D(0)? est dense dans H{(2)?, on déduit donc

vl =ldivollgo+irotvlgg, Yo € Hy ()",

ce qui termine la preuve. |

Maintenant, nous introduisons 1’espace noyau V' de la forme b(-,-), c’est a dire
V ={v e Hy(Q); Vg € Li(Q), b(v,q) =0},

en choisissant ¢ = div u, nous obtenons que cet espace coincide avec I’espace des fonctions a
divergence nulle dans H} ()3, c’est a dire

V ={ve H;(Q)?; dive = 0},

cet espace muni de la semi norme |-|; o est un espace de Hilbert, car c’est le noyau d’une
application linéaire et continue. Nous introduisons ’espace noyau W de la forme ¢((-,-); ),
c’est a dire

W= {(0,0) € V x IAQ)° ; Yoo € LX), c((v,0);¢) = 0},

cet espace coincide avec 1’espace
W ={(v,0) €V x L*(Q)*; 8 =rotv},

cet espace muni de la norme ||-| Hi(@)3x L2 est un espace de Hilbert, car c’est le noyau d'une
application linéaire et continue. Nous observons que si ((u,w);p) est solution du probleme
(2.3), alors (u,w) est solution du probleme réduit suivant :

Trouver (u,w) € W tel que :
(2.6)
a((u,w);v) =1l(v), Yo € V.
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Pour montrer que le probleme (2.6) admet une solution unique, nous avons besoin de
quelques propriétés des formes a((-,-);-) et ().

Lemme 2.1.3. La forme bilinéaire a((-,-);-) et la forme linéaire l(-) sont continues sur W

et V' respectivement, c’est a dire, il existe une constante C' > 0 telle que
|a((u, w);v)| < Cll(w, w)llmy@pxrz@plvhe, Y((u,w);v) € W XV, (2.7)
et
[l(v)| < Clv|iq, Vv € V. (2.8)

Démonstration.

e Pour tout ((u,w);v) e W x V

|a((u, w);v)| =

V/QK—1<w)u(m)-v(m)dw+y/w(a:) rot v(z)dz|,

Q

en utilisant I'inégalité triangulaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, l'inégalité (2.2) et I'inégalité

de Poincaré respectivement, nous obtenons

|a((w, w); )| < Vomaslluloalvllon + vilwloalrot v]oge,

< Vo-maa:CgH(ua w)||H3(Q)3xL2(Q)3|U|1,Q + v (u, w)||H3(Q)3><L2(Q)3|U 1,05

par conséquent

|a((w, w); V)| < (VOmaCy + )| (1, W) g (@) x220)3 V] 1.0,

d’ou la continuité de la forme a((-,-);-).

e Pour tout v eV

i) = | [ £ vlaita].

en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Poincaré respectivement, nous

obtenons

[(v)] <|If

< Gl flloalvlie,

0,2 |'UH0,Q7

d’ou la continuité de la forme I(-). [ |
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Lemme 2.1.4. Pour tout v € V\{0}
sup a((u,w);v) > 0.
(u,w)eW
Démonstration. Soit v € V\{0}, nous choisissons u = v, c’est a dire, (u,w) = (v,rotv) €
W, nous obtenons
a((v,w);v) = V/ K™ x)) dm+y/(rotv(a:))2d:c,
Q
en utilisant 'inégalité (2.2), nous obtenons
a((v,w);v) > vOminl|v5 0 + virot v o,
>0,
par conséquent
sup a((u,w);v) > 0.
(u,w)ewW
[

Lemme 2.1.5. Pour tout (u,w) € W, il existe une constante o > 0 telle que :

AW 9)0) 5 o (ufyotwlon)-
veV ”UlLQ

Démonstration. Soit (u,w) € W, nous choisissons v = u, nous obtenons
al(x, _V/K )2dm+u/( (z))da,
Q
en utilisant I'inégalité (2.2), nous obtenons

a((u,w);u) = vom|ulls o+ viwlgo,

v v
= vomin||ullog + Flwllie + 5lirot ulge,

le fait que divu = 0 conduit a

[uli g =[rot ullgo,
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par conséquent

14 1%
ol(w,)w) = min (v, 5 )l + 5l
. v 14
> i (v 3 ) [ufl + Sl
. v 14
= Imin (I/O'm,m, 5) |’U;’1’Q|U‘LQ + 5”&)”0&”1‘01‘; uHO,Q;
. v 14
= i (v, ) ol + Sllwloslulin
d’ou
of(w,0): 0) > ([l oHwloo) ul o (2.9
avec

. . v\ v
a=min [ min { Vopin, = |, = |.
2/ 2

Proposition 2.1.6. Le probléme (2.6) admet une solution unique (u, w) € W. De plus, cette

solution satisfait
1(w, @)l 2 s x 2@ < Cllfllog. (2.10)

Démonstration. D’apres les Lemme 2.1.3, Lemme 2.1.4 et Lemme 2.1.5, toutes les hy-
potheses du théoreme de Banach-Necas-Babuska (Thé.1.3.2) sont satisfaites, alors le probleme

(2.6) admet une solution unique. De plus, nous avons de (2.6)
a((u,w);v) =l(v), Vo eV,

en choisissant v = w et en utilisant (2.8) et (2.9), nous obtenons

C
[(w, W)l 5@ x 2@ < EHf

0,5

ce qui termine la preuve. |

Maintenant, nous nous intéressons a l’existence et I'unicité de la pression p, pour cela
nous avons besoin de quelques propriétés de la forme b(-,-).

Lemme 2.1.7. La forme bilinéaire b(-,-) est continue sur Hj(Q)? x LE(Q), c’est a dire, il
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existe une constante C' > 0 telle que :
b(v,p)| < Clplloglvlie, Y(v,p) € Hy(2)? x Li(Q).

Démonstration. Pour tout (v, p) € H}(Q)? x L3()

o) =| - [ po)aivoe) da.
Q
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et identité (2.4), nous obtenons

[b(v, p)| <lplloclldivvllos

<[Ipllo,0lv|i0,

d’ou la continuité de la forme b(-,-). [ |
Lemme 2.1.8. [l existe une constante 5 > 0 telle que :

b
sup b(v, )|
vemi@? |VlLe

> Bllgllo, Yq € L3(R).

Démonstration. Soit ¢ € L3(€), d’apres [17, Chap 1, Cor 2.4], il existe un unique v € V+
tel que

q = —div v,
et
[vle < Cliglloe, (2.11)
par conséquent
[b(v, a)| =llall5 0.

en utilisant (2.11), nous obtenons

1
b(v, )| = Fllalloolvlie, (2.12)
d’ou
b(v,q 1
sup o | > —|lqllo.0
veHL(Q)3 [v]1.0 C
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Proposition 2.1.9. I existe un unique p € L3(Q2) vérifiant le probléme (2.3) et satisfaisant

Iplloe < C| f

0,9 (2.13)
Démonstration. Nous avons d’apres (2.3) et (2.6)
b(v,p) =1(v) —a((u,w);v) =0, Vv € V,

c’est a dire

v — (v) = a((u,w); v),

est dans le polaire V°, d’ou d’apres le Lemme 2.1.7 et le Lemme 2.1.8, nous déduisons du
théoreme de Babuska-Brezzi (Thé.1.3.3) qu’il existe un unique p € LZ(Q) vérifiant le probleme
(2.3) tel que :

b(v,p) = l(v) — a((u,w); v), Yo € HY(Q)?,

en utilisant I'inégalité triangulaire, (2.7) et (2.8), nous obtenons

b(v.p) < C(H(U,w)HHg(Q):ﬂxLZ(Q):ﬂ’U 1,Q+ufuo,9\vh,a),

en utilisant (2.12) et (2.10) respectivement, nous obtenons

C
Ipllo,0 < EHf

0,95

ce qui termine la preuve. |

3

Proposition 2.1.10. Le probléme (2.3) admet une solution unique ((u,w);p) € (HL(Q)? x

L2(2)3, L3(2)). De plus, cette solution satisfait
[(w, @) | @2 x 2202 FlIpllog < Clifllog-

Démonstration. De la Proposition 2.1.6 et la Proposition 2.1.9, nous déduisons que le

probleme (2.3) admet une solution unique. De plus, nous avons d’apres (2.10) et (2.13)

(e, )l 3 pxz2@p FHlIplloa < Cllfllog,

ce qui termine la preuve. |
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2.2 Probléeme de Brinkman avec viscosité variable

Nous intéressons toujours a la formulation variationnelle qui comporte les trois inconnus :
la vitesse, le tourbillon et la pression. Puisque la viscosité est variable, on va voir que ce
probleme souffre d’'un manque de coercivité, pour cela nous utilisons une formulation va-
riationnelle dite augmentée afin de pouvoir appliquer le théoreme classique de Lax-Milgram
(Thé.1.3.1) pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution vitesse-tourbillon, nous ap-
pliquons ensuite le théoreme de Babuska-Brezzi (Thé.1.3.3) pour démontrer l'existence et
I"unicité de la pression.

2.2.1 Probleme continu

Soit 2 un ouvert borné de R3, de frontiere assez réguliere I' := 9€). Le systéme considéré
est donné par :

VK 'u +vrotw — 2e(u)Vv +Vp=f dans Q,
divu =0 dans €2, (2.14)
w—rotu=0 dans 2,

u =20 sur I,

ou les inconnus sont w qui représente la vitesse, w représente le tourbillon, p représente la
pression. La donnée f correspond aux forces extérieures appliquées au fluide, v est la viscosité
cinématique du fluide, K représente le tenseur de perméabilité et e(u) est le tenseur de
déformation, c'est & dire : e(u) = 5(Vu + Vul).

On suppose que f est une fonction de L?(Q2)3, v € W1>(Q) et qu'ils existent vy, vy > 0
tels que :
vy <v(x) < vy, Ve € R, (2.15)

K € L*(Q)33 est une matrice symétrique définie positive. En particulier, ils existent
Omin, Omaz > 0 tels que :

Tmin| V> < V'K ' < 000 |v|?, Vo € R?, (2.16)
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Formulation variationnelle

Une formulation variationnelle associée au probleme aux limites (2.14) est donnée par :

( Trouver ((u,w);p) € (HJ(2)3 x L2(2)3, LE(Q)) tel que :

/Q W@ K (@)u(@) - v(@)ds — 2 / e(w(x))V(x) - v(a)dz

Q

—|—/Qz/(az)w(zc) -rotv(x)dx + /Qw(zc) - (Vrv(z) x v(x))de

(FV)
—/Qp(a:)divv(w)dsc = /Qf(:c) -v(x)dx, Yo € Hy(Q)?,

/Qq(a:)div u(x)dx =0, Yq € L3(Q),

\/Q v(z)rotu(x) - 0(x)dx — / v(z)w(zx) - 0(z)dx =0, VO € L*(Q2)>.

0

Proposition 2.2.1. Les problemes (2.14) et (F'V) sont équivalents au sens des distributions.
Démonstration. On commence par montrer que toute solution du probleme aux limites
(2.14) est solution du probleme (FV). Soit ((u,w),p) € (Hy(Q)* x L*(Q)3, L3(Q)) solution
du probleme aux limites, nous avons alors

vK 'u +vrotw — 2¢(u)Vv + Vp = f,

nous travaillons au sens des distributions, nous avons pour tout v € D(2)3 :

< VK_l'u, UV >DprQ)3,D(Q)3 + < vrotw,v > Dpr(Q)3,D(Q)3 —2< E;‘(’U,)VV, UV >Dpr(Q)3,D(Q)3

+ < Vp,v >pr(Q)3,D(Q)3=< f,v > Dr(Q)3,D(9)35
en utilisant la dérivation au sens des distributions, nous obtenons

< Vp,v >p/(Q)3,DQ)3= — <P, divo > D/(Q)3,D(Q)35
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et si nous supposons que v € D(£2), nous obtenons

< vrotw,v >D/(Q)3,D(Q)3 =< rot w, vv > D/(9Q)3,D(Q)35
=< w,rot (V'v) > D/(Q)3,D(Q)3
=< w,vrotv + Vv X v >pra)3 po)3,

=< w,vrot v >prap p)p + < w, VIV X U >pro)s pe)? -

Comme ((u,w);p) € (H3(Q)> x L*(NQ)3, L3(N)), f € L2 ()3, K € L®(Q)>3 et v € WH>(Q),
alors tout les termes sont dans L?*(2)® ou bien L?(£2), nous pouvons rempalcer les crochets

de dualité par les intégrales sur €2, c’est a dire

e(u(x))Vv(x) - v(x)dr + / v(z)w(x) - rot v(x)dx

Q Q

+/Qw<m)-(vy(x) xv(w))dw—/

Q

/Q V(@)K (2)u(x) - v(@)ds — 2 /

p(@)div v(z)dz = / F(@) - v(@)de, Yo € D(Q),
Q
par densité de D(Q)? dans HJ(2)?, nous obtenons

e(u(x))Vv(z) - v(x)dx + /Q v(z)w(x) - rot v(x)dx

/QV(:B)K_1<LB)U(CC) cv(x)dr — 2/

Q

+ /Qw(az) (Vy(x) x v(x))dx — /Qp(ac)div'v(a:)dw = /Qf(az) -v(x)dx, Yo € Hi(Q)>.

La deuxieme et la troisieme équation du probleme (FV) sont clairement vérifiées puisque
divu = 0 dans Q et w —rotu = 0 dans Q. D'ou ((u,w),p) € (H3(Q)? x L2(Q)3, L3(Q)) est
solution du probleme (FV).

Réciproquement : soit ((w,w);p) € (HJ ()3 x L2(2)3, L(Q)) solution du probleme (FV),

nous avons pour tout v € H} ()3

e(u(x))Vv(x) - v(x)dr + /Q v(z)w(x) - rot v(x)dx

/Q V(@)K (2)u(x) - v(@)ds — 2 /

Q

—|—/Qw(m)~(V1/(w) ><v(a;))da:—/ﬂp(a:)divv(w)dw:/Qf(w)-v(w)dw,

en particulier, cette derniere identité est valable pour tout v € D(Q)? (car D(Q)* C H}(Q)3).

)
Comme ((u,w);p) € (HF ()3 x L*(Q)3, L3(N)), f € L2 ()3, K € L*(Q)>3 et v € WH>(Q),

nous pouvons remplacer les intégrales sur € par les crochets de dualité entre D'(2)? et D(€)3,
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c’est a dire

< VK_lu, V >DrQ)3,D(Q)3 —2< E(’U,)VI/,’U >pr(Q)3,p(Q)3 T < VW, rotv > pr(Q)3,D(Q)3

+ <w,Vvxw >pr(Q)3,DQ)3 — <D, divv >pr(Q)3,D(Q)3=< f,v >D/(Q)3,D(Q)3) Yv € D(Q)g,

en utilisant la dérivation au sens des distributions

< VKil’U,, v >D’(Q)3,D(Q)3 + < vrot w,v >D’(Q)3,D(Q)3 -2 < E(U)VV, v >D’(Q)3,D(Q)3

+ < Vp,v >prap,pep=< f,v >paps pes, YU E D(Q)3>
par conséquent
VK™ 'u + v rot w — 2e(u)Vv 4 Vp = f dans D'(Q)?,
le fait que f € L?(2)3, entraine
VK 'u + v rot w — 2e(u)Vv + Vp = f dans L*(Q)3,
et par suite
vK™'u + v rot w — 2e(u)Vv + Vp = f p.p dans Q.

De plus, nous avons
/ q(z)divu(z)de = 0, Vg € L (),
Q

en particulier, pour ¢ = divu, puisque divu € LZ(Q)(en effet, il suffit d’utiliser la formule

de Stokes (1.6) pour w=1), nous obtenons
Idiv ullg.q =0,

c’est a dire

divu = 0 p.p dans €.

Nous avons aussi

/ v(z)rotu(x) - 0(x)dx — / v(z)w(x) - 0(x)dx =0, VO € L*(Q)?,
Q Q
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en particulier, pour 8 = rot u — w € L?(Q2)3, nous obtenons
/ v(z)(rotu(z) — w(x))* =0,
Q
en utilisant (2.15), nous obtenons
0 < vpl|rotu — w2, <0,

par conséquent

rotu — w = 0 p.p dans Q2.

3

Finalement, Pappartenance de w & H{(2)? assure la quatrieme équation du probleme (2.14).

Dou ((u,w);p) € (HE(Q)? x L2(2)3, LZ(Q)) est solution du probleme aux limites (2.14). W

Formulation variationnelle augmentée

La non-symétrie de la formulation variationnelle (FV) da au fait que la viscosité est
variable, entraine que ce dernier probleme souffre d'un manque de coercivité, pour cela nous
procédons a 'augmentation de la formulation variationnelle (FV) avec les termes résiduels
issus de la troisieme et la quatrieme équation de (2.14), en effet

K1l /Q(rot u(x) — w(x)) - rotv(x)dr =0,

ﬁg/divu(m) divo(x)dx =0,
Q

ou K1, Ko sont deux constantes positives qui seront préciser ulterieurement. La formulation
variationnelle augmentée est donnée par

(

Trouver ((u,w);p) € (HJ ()3 x L2(2)3, LE(Q)) tel que :

A((u,w); (v,0)) + B((v,8): p) = L(v, 8), ¥(v,0) € HY(Q)? x L*(Q)?, (2.17)

| B((u,w);q) =0, Vg € L§(Q),
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ou les formes A((-,); (+,-)), B((+,-);-) et L(+,-) sont données par

Alu.w); (v.6)) = [

Q

+ /Qy(:c)w(m) -rotv(x)dx — /Q v(z)rotu(x) - 0(x)dx

+ K1 / rot u(x) - rot v(x)dx + ko / divu(x) divv(x)dx
0 Q

v(iz)K ! (z)u(z) - v(z)de + /Q v(iz)w(x) - 0(x)dx

- /ﬁVO/Qw(IB) -rotv(x)dxr — Z/Qr-:(u(zc))Vu(w) -v(x)dx
+ /Qw(a:) (Vv x v)(x)dex,

B((v,0);p) = —/Qp(a:) divv(x) de,
et
L(v,0) = /Qf(:c) -v(x) dx.

Proposition 2.2.2. La formulation variationnelle (FV) est équivalente a la formulation

variationnelle augmentée (2.17).

Démonstration. La premiere implication est triviale.

Réciproquement : soit (v,0) € H(Q)* x L*(2)?, nous avons que la deuxieme équation de
(FV) est vérifiée par définition de (2.17). Comme (2.17) est valable pour tout (v,0) €
H}(Q)? x L*(Q2)3, en particulier pour (v,80) = (0, ) nous obtenons

/Qu(zc)w(a:) - 0(x)dx — / v(z)rotu(x) - 0(x)dx =0,

Q

d’ou la troisieme équation de (FV). Ceci donne aussi la premiere équation de (FV), ce qui

termine la preuve. |

2.2.2 Existence et unicité de la solution

Le probleme (2.17) est un probleme de point selle. La solvabilité de ce probleme entre
dans le cadre d’application du théoreme de Lax-Milgram (Thé.1.3.1) et de Babuska-Brezzi
(Thé.1.3.3).

Remarque. L’espace H}(Q2)? est muni de la norme usuelle de 'espace H'(Q2)3, ot cette
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norme s’écrit grace a (2.4) sous la forme suivante :

1

ol = ( Foliatldiv ol oot ol ), vo < (0"
Maintenant, nous introduisons 'espace noyau V' de la forme B((-,-);-), c’est a dire
V ={(v,0) € Hy(Q)’ x L*(Q)*; Vg € L§(Q), B(v.q) = 0},
cet espace coincide avec 'espace des fonctions a divergence nulle dans H} ()3, c’est a dire
V ={(v,0) € H}(Q)* x L*()*; divwv = 0},

cet espace muni de la norme ||| 1 )3 £2(q)s est un espace de Hilbert, car c’est le noyau d’une
application linéaire et continue. Nous observons que si ((u,w);p) est solution du probleme
(2.17), alors (u,w) est solution du probleme réduit suivant :

Trouver (u,w) € V tel que :
(2.18)
A((u,w); (v,0)) = L(v,0), V(v,0) € V.

Pour montrer que le probleme (2.18) admet une solution unique, nous avons besoin de
quelques propriétés des formes A((+,); (+,-)) et L(,-).

Lemme 2.2.3. La forme bilinéaire A((-,-);(+,-)) et la forme linéaire L(-,-) sont continues

sur V.xV etV respectivement, c’est a dire, il existe une constante C' > 0 telle que :

‘A((u,w), (U,O))| < CH(ua"‘-’)”H(}(Q)?’XL?(Q)SH(Ua0)||H5(Q)3><L2(Q)37
V((u,w), (v,0)) e VXV, (2.19)

et
L(v,0)] < CJl(v,0)]| 3 w1205, (v, 8) € V. (2.20)

Démonstration.



2.2. Probleme de Brinkman avec viscosité variable 31

e Pour tout ((u,w); (v,0)) €V xV

[A((u,w): (v,0))| =

/Ql/(w)K_l(w)u(:c) -v(x)dx + /Q v(iz)w(z) - 6(x)dx
+ /Q v(z)w(x) - rot v(x)dr — /Q v(z)rotu(x) - 0(x)dx
+ K1 /Q rot u(x) - rot v(x)dx — K11y /Q w(x) - rot v(x)dx

Y

— 2/9:—:(u(m))Vu(m) -v(x)de + /Qw(a:) (Vv x v)(x)dx

en utilisant I'inégalité triangulaire, I'inégalité (2.15), celle de Cauchy-Schwarz et 'inégalité

(2.16) respectivement, nous obtenons

|A((u, w); (v,0))] < viomaulloallvlon + nlwloallflloe + villwlloalrot vl
+ vy||rot u||o.al|@jo.a + Kivo|rot ul|oqllrot v|o
+ mivgl|wllo.allrot v]joa + 2[| V| walle(w)lloallv]oo

+2[|Vvfl1ollwlloellvlo.;
NouUS avons

1
le(@)llog < 5 ( IVulloatIVu'llog |,
2

=[IVulloe,

<[lulll..0;
par conséquent
]A((u,w); ("J>9))| < CH(uaw)|\H3(Q)3xL2(Q)3H(U70)’|H5(Q)3xL2(Q)3,
ol
C = V0pmar + 301 + 26115 + 4| V| w0-

e Pour tout (v,0) € V

L(v,0)| = \ | #(@)-via)aal,
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en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

|1L(v,0)] <[ fllocllvlog,
<l flloalllv[ll.e;

< fllo.all (v, 0)l 2 )3 x L2 (23

d’ou la continuité de la forme L(-, ). [

Lemme 2.2.4. Si on suppose que

AIVv|Ze 1 13 "
el ke (2, 2) et hy > 2, 2.21
O minVe TR (2 2) “h2=y (221)

alors la forme A((+,); (+,-)) est coercive, c’est a dire, il existe une constante o > 0 telle que :
A((0,0): (0,6)) > | (0,0) sy 20y V(0. 0) € V. (222)
Démonstration. Pour tout (v, ) € V, nous avons

Al(0,0):(0.0) = |
+I€1V0/Q(I'Ot v(az))Qdm—i-/ig/Q(divv(w))de
— K1l /Q 0(x) - rot v(x)dx — Q/Qe(v(w))VV(m) -v(x)dx

+ /QO(CIJ) (Vv x v)(x)de. (2.23)

V(@)K () (v(x))2de + / v(2)(0(x))2dz

Q

a2 2
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young ab < > + Bl respective-

ment, nous obtenons

‘ — /ﬁyo/ O(x) - rotv(x)dz| < K11%(|0]0.0llrot v||oq,
Q

R1lo

< "0 (618 oot ol ).

1
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et celle de Young ab < §a2 + 2—b2 respectivement,
€

nous obtenons

‘ - Q/Qe(v(a;))vy(a;) v(@)dz

< 2||Vrllwalle(@)loallvlloo;

1
<e|Vrale@lliae + ZlvllGe, (2.24)
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/ 0(z) - (Vv xv)(x)dz| < 2|Vv|wal@loclvloe,
Q

1
<& VrlEalbllie + ZlvlEe: (2.25)

nous choisissons & = dans (2.24) et (2.25), nous obtenons

Omin0
AIVrlZ o Ominl0
2 [ ol V@) ol@da] < 20 E0e(o) g + P2 ol
Q Omin0
AVl o OminV0
< 0, t 2 di 2 min 2
< S0 ot ol ldivola ) + 5 ol
4HVV||<2>OQ Ominl0
[ 06@): (w0 xaita] < Lol 4 T o,

min0 4

nous combinons ces dernieres inégalités avec (2.23) et en utilisant (2.15) et (2.16), nous

obtenons

A((v,0): (v,8)) = Lomin|[v][50 + 10l0]15 o + Fivolrot v][§ o + Kalldivollg o

K1l K1l 4 Vv Q .
- 10150 — ——llrot v|[§ o — ————= [[rot v][§ o+[|divo|Fq
min?0
4| Vvl|? ,
- ey, otz
mn

_ 3U0min 9 K1l 4||VV||C2>O,Q 2
= ST o3 + (0 - S ot o

V2 N e AV
+(K2——Q)||leU||(2),Q+(V0— o _ ’”)uenaﬂ,

Ominl0 2 Ominl0

par conséquent

A((U7 9)7 (’U, 0)) > a”(vv 0)||§{5(Q)3><L2(Q)3’
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ou

. { . {3V00mm (HlVo 4||VVHgoQ> ( 4||VV||goQ)}
« = min < min , — | Ry — ——222 ’

Rilp 4Hv’/|’go,§z }
)

2 Ominl0

Vg —

la condition (2.21) assure la positivité de la constante «, d’ou la coercivité de la forme
Proposition 2.2.5. Si la condition (2.21) est vérifiée, alors le probléme (2.24) admet une

solution unique (u,w) € V. De plus, cette solution satisfait

[(w, W)l g @p3xr2p < Cllfllog- (2.26)

Démonstration. D’apres le Lemme 2.2.3 et le Lemme 2.2.4, toutes les hypotheses du
théoreme de Lax-Milgram (Thé.1.3.1) sont satisfaites, nous déduisons donc que le probleme
(2.24) admet une solution unique. De plus, nous choisissons (v, 0) = (u,w) dans (2.18) et en

utilisant (2.20) et (2.22), nous obtenons

C
[(w, W)l 5@ x 2@y < EHf

0,

ce qui termine la preuve. |

Nous nous intéressons maintenant a 1’existence et 'unicité de la pression p, pour cela nous
avons besoin de quelques propriétés de la forme B((:,-);-).

Lemme 2.2.6. La forme bilinéaire B((-,);-) est continue sur (H}(Q)* x L?(Q)? L3(Q)),

c’est a dire, il existe une constante C' > 0 telle que :

| B((v,0);p)| < Cllplloall(v, 0)ll s <2y Y((v,0);p) € (Hy(2)* x L* ()%, L§(%)).

Démonstration. Pour tout ((v,0);p) € (Hy(Q)* x L*(Q2)3, L3())

IB((0,0): )| = \ - [ @) divo(a)da,

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

|B((v,0):p)| <llpllo,elldiv oo,
<llpllocllvll10,

<lplloall(v, )l a2y x>
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d’otut la continuité de la forme B((-,);). [ |

Lemme 2.2.7. [ existe une constante 8 > 0 telle que :

. B((v,6);0)

0 > Bllallog, Vg € Lj(). (2.27)
(v,0)eHL(Q)3x L2(Q)3 | (v, )||H3(Q)3xL2(Q)3

Démonstration. De [17, Chap 1, Cor 2.4], nous avons

/ q(x)divv(x)de
0 > Clldlloo, Vg € L§(Q),

nous pouvons écrire donc

/Q ¢(z)div v(z)dz

[loll[10+0lo.0

> Bllqllos, Ya € Li(Q),

par conséquent

- ‘/QCJ(w)divv(:n)dm § ‘/ﬂq(a})divv(ag)dm

= Z /BHQHO,QJ \V/q S LQ(Q)v
woyeri@pxrz@p [Vl tl0]oq [[v[]1,2+]0]0,0 ’

d’ou

. B((v,0):0)

0 > Bllallog, Vg € Li(5).
(v,0)€HL (Q)3x L2(Q)3 (v, )HH&(Q)3XL2(Q)3

Proposition 2.2.8. Il existe un unique p € L(Q) vérifiant le probléeme augmenté (2.17) et

satisfaisant

Ipllog < Cllfllo0- (2.28)
Démonstration. Nous avons d’apres (2.17) et (2.18)
B((v,6); p) = L((v,60)) — A((w,w); ((v,8))) =0, ¥(v,8) €V, (2.29)

c’est a dire

(v,0) — L((v,0)) = A((u,w); ((v,0))),

est dans le polaire V°, d’ou d’apres le Lemme 2.2.6 et le Lemme 2.2.7, le théoreme de Babuska-
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Brezzi (Thé.1.3.3) assure 'existence et I'unicité de p tel que

B((v,0);p) = L((v.0)) — A((u,w); ((v,8))), ¥(v,0) € Hy(2)° x L*(Q)°, (2.30)
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, (2.19) et (2.20), nous obtenons
|B((v,0);9)| < C(H(ruww)HH(}(Q)?’xL?(Q)?’H(Ua 0l 113 )2 x 2203+ F lloell (v, 9)\|H5(Q)3xmm)3),
en utilisant (2.27) et (2.26) respectivement, nous obtenons

C
Ipllog < EHfHo,sz-

3

Proposition 2.2.9. Le probléme (2.17) admet une solution unique ((u,w);p) € (HJ () x

L*(Q)3,L3(2)). De plus, cette solution satisfait
(e, )3 y2x 2@ HIplloa < Cllfllog-

Démonstration. D’apres la Proposition 2.2.5 et la Proposition 2.2.8, nous déduisons que le

probléeme (2.17) admet une solution unique. De (2.26) et (2.28) nous obtenons

(@, )| 3 @y2x 2@ +lIPlloe < Cllf o
0



Chapitre 3

Discrétisation spectrale du probleme

de Brinkman avec viscosité constante

3.1 Probléme discret

Nous nous intéressons a 1’étude de la discrétisation spectrale de la solution du probleme
variationnel (2.3), pour cela nous commengons par introduire les espaces discrets Xy et Yy
associés aux espaces Hj () et L*(Q2)? respectivement :

Xy = H&(Q)g’ N PN,N—LN—I(Q) X PN—1,N,N—1(Q) X PN—l,N—l,N(Q)a

Yn = Pyv_1nn(92) X Py y_1,n(2) X Py oy v-1(€2),

nous approchons l'espace LZ(Q2) par lespace L(2) N Py_1(€2) noté My.

On définit sur les fonctions continues u et v sur Q le produit scalaire discret :

N N N
(w, 0y =D > > (&, &, G)v(&, & &) pipipr-
i=0 j=0 k=0
Dans ce qui suit, on suppose que le domaine € est le cube unitaire | — 1, 1[* et la constante

C > 0 est indépendante de N qui peut varier d’'une ligne a une autre.

3.1.1 Présentation du probleme

Soit N un entier > 2, la fonction f est supposée continue sur {2, nous proposons le
probleme discret suivant, construit de la formulation variationnelle (2.3) en utilisant la

37
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méthode de Galerkin avec intégration numérique

/

Trouver ((uy,wn);pn) € (Xny X Yy, My) tel que :

an((un,wn);vn) + by (vn,pn) = In(vn), Yon € Xy,
(3.1)

by(un,qn) =0, Vgn € My,

(en((un, wn);On) =0, VOy € Yy,
ou les formes an((+,);-), by (), en((+,+);-) et In(-) sont données par
an((un,wy);vN) = V(KfluN, vy)N + v(wy, rot vy)y,
bn(vn, pn) = —(pn, divoy)w,
cen((uy,wn); 0y) = (rotuy,On)y — (wn, On) N,
et
In(vn) = (f,vn)N.

Remarque. Grice au choix des espaces discrets et la formule d’exactitude (1.9), nous avons

by(vn,qn) = b(vn, qn), Y(vn,qn) € Xy x My. (3.2)

3.1.2 Existence et unicité de la solution

Pour analyser le probléme (3.1), nous commengons tout d’abord par introduire I'espace
noyau Vy de la forme by (-, ) défini par

Vv = {vy € Xy ; Vgn € My, by(vy,qn) =0},

grace a la formule de Stokes (1.6), nous avons divvy € L3(Q), alors en choisissant gy =
div vy, nous obtenons que cet espace coincide avec I'espace des fonctions a divergence nulle
dans Xy, c’est a dire

VN = {’UN € XN ; VqN € MN, div VN = O},
et 'espace noyau Wy de la forme cx((-,-);-) défini par

Wy ={(vn,0n) € Vv X Y ; YVoon € Y, en((vn, 0n); n) = 0},
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en choisissant ¢pn = rot vy — Oy (car rot vy € Yy ), nous obtenons que cet espace coincide
avec l’espace :
Wy = {(vn,0n) € Vv X Yy ; Oy =rot vy},

nous observons que si ((uy,wy);py) est solution du probleme (3.1), alors (uy,wy) est
solution du probleme réduit suivant :

Trouver (uy,wy) € Wy tel que :

aN((uN,wN);'vN) = lN(’UN), V’UN € VN.

Pour démontrer que le probleme (3.3) admet une solution unique nous avons besoin de
quelques propriétés des formes ay((-,-);-) et In(+).

Lemme 3.1.1. La forme bilinéaire an((-,-);-) et la forme linéaire Iy (-) sont continues sur

Wy et Vi respectivement, c’est a dire, il existe une constante C' > 0 telle que :
lan ((un, wn);on)| < Cll(un, wn) gz @pex 2@z lvn e, Y((uy, wy);vy) € Wy x Vy,
et

VN(UN)‘ <ClZyf

0,0 'UN‘LQ, Yoy € V. (34)

Démonstration.

e Pour tout ((uyn,wy);vn) € Wy x Vy

Y

‘aN((uN,wN); ’UN)‘ = ‘I/(K_luN,'vN)N + v(wy,rotvy)y

en utilisant l'inégalité triangulaire et l'inégalité de Cauchy-Schwarz respectivement, nous

obtenons

1 1 1 1
}aN((uN, wN); 'UN)| < v(K 'uy, K 'uy) 3 (v, on) 3 + v(wy, wy) 3 (rot vy, rot vy) 3,

en utilisant la relation d’équivalence (1.13), I'inégalité de Poincaré et 'identité (2.4) respec-

tivement, nous obtenons

lan ((un, wn); ON)| < 270000 Crlun|1olvn|ia + 27| wnlolvn e,
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par conséquent
|CLN((’LLN, wN); ’UN)I < max (27V0-max057 271/) ||(’U,N, wN)||Hé(Q)3><L2(Q)3|,UN|1,Qa

d’ou la continuité de la forme ay((,-);").

e Pour tout vy € Vy

)

lIn(vn)| = ‘(favN)N

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation d’équivalence (1.13) et l'inégalité de

Poincaré respectivement, nous obtenons

lIn(on)| < VITC,(£, £ llvn oo,
— V2TC(In f InF) b oo,

par conséquent

|ZN(’UN)| < 27C,[| Zn fllo.olvn e,

d’ou la continuité de la forme [y (-). [

Lemme 3.1.2. Pour tout vy € Vy\{0}

sup an((uy,wy);vn) > 0.
(un,wn)EWN

Démonstration. Soit vy € Vy\{0}, en choisissant uy = vy, c’est a dire, (uy,wy) =

(vy,rotvy) € Wy, nous obtenons

an((vy,wn);vN) = 1/(K’1'UN7 vy)N + v(rot vy, rot vy)y,
> VO min||vn ||y + vrot un |,

> 0,

par conséquent

sup CLN<<UN,(.|)N>;UN) > 0.
(’U,N,wN)EWN
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Lemme 3.1.3. Pour tout (uy,wy) € Wy, il existe une constante o > 0 telle que :

sup GN((UN, WN); 'UN)

> o (Junliotlwnllog)-
vNEVN ‘,UN‘LQ

Démonstration. Soit (uy,wy) € Wy, en choisissant vy = uy, nous obtenons

an((uy, wy);un) = V(K 'un, un)y + v(wy, wn)w,
> VO min|[unliy + vlwn |,

v v
= V0min|[uniy + §||"‘JN||?V + 5 lrot un|[y,
en utilisant la relation d’équivalence (1.13), nous obtenons
2 v 2 v 2
an((un, wn);vN) > Vomin|lun|lso + §||WN||0,Q + §||1“0t un||o.0;
le fait que divuy = 0 conduit a
[unli o =[rot un |3 q.
par conséquent
v
lunllia + 5llwxlEo
2

an((uy,wy);vy) > min | Vo,

v
VOmin, ’IU'N‘%,Q + §”wNHg,Q’

v
VO min, lun|iolun|io+ §HWNHO,QHI'Ot unloq;

NI NIRRT IR NIR

N— — N S

v
lun|iolun|io+ §||wNH0,Q|UN\1,Q7

N
S
E
3

i1

I
2
=
S~ N/ N -7 N N

d’ou

an((uy,wn);vn) > a” (|UN|1,Q+HWNH0,Q) lun1a; (3.5)

. . ) v\ v
o =min [ min ( vOmin, = |, = |-
2/ 2

Proposition 3.1.4. Le probléme (3.3) admet une solution unique (uy,wy) € Wy. De plus,

avec
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cette solution satisfait
[(wn, wn)l[ @222 < CllZnflog- (3.6)

Démonstration. D’apres les Lemme 3.1.1, Lemme 3.1.2 et Lemme 3.1.3, toutes les hy-
potheses du théoreme de Banach-Necas-Babuska (Thé.1.3.2) sont satisfaites, alors le probleme
(3.1) admet donc une solution unique. De plus, nous avons de (3.4) et (3.5), en choisissant

VN = UN

C

||(UN7WN)HH1(Q)3xL2(Q)3 < _*HINf“O,S%
0 Q

ce qui termine la preuve. |

Maintenant, nous nous intéressons a l’existence et 'unicité de la pression py, pour cela
nous avons besoin de quelques propriétés de la forme by(-, ).

Lemme 3.1.5. La forme bilinéaire by (-,-) est continue sur Xy x My, c’est a dire, il existe

une constante C' > 0 telle que :
bx (vn, pv)| < Cllpnlloglon e, V(vn,py) € Xy x My.

Démonstration. Pour tout (vy,py) € Xy x My

Y

o (v, piv)| = ‘(pN, divoy)n

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation d’équivalence (1.13) et I'identité (2.4)

respectivement, nous obtenons

|on (v, pwv)| < 27|lpw[lo.elldiv onloq,

< 27[|pnlloalvn|ie;
d’ou la continuité de la forme by (-, -). [

Hypothese 3.1.6. Il existe une constante 5* > 0 indépendante de N telle que :

by (v, N
sup ox (o, an)] > N7"8%lgn o0, Yan € My. (3.7)

vNEXN ”UN|1,Q

avec v > 0.
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Proposition 3.1.7. Sous [’Hypothese 3.1.6, il existe un unique py € My vérifiant le probleme
(3.3) et satisfaisant

N7 pwllo.e < ClIZy Flloo- (3.8)
Démonstration. Nous avons d’apres (3.1) et (3.3)
by(vn,py) = In(vn) — an((uy, wn);vn) =0, Yoy € Vy,

c’est a dire
VN —— lN<'l)N) — aN((uN,wN);'vN),

est dans l'espace Vy et d’apres le Lemme 3.1.5 et si I’'Hypothese 3.1.6 est vérifiée, nous
déduisons du théoreme de Babuska-Brezzi (Thé.1.3.3) qu’il existe un unique py € My

vérifiant le probleme (3.1) tel que :
bn(vn,pn) = In(vy) — an((un, wn); vn), Yo € Xy.
en utilisant I'inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
(o) 1= (12 Flbaloslua s, Lgosessoplovlio )
en utilisant la conditon inf-sup (3.7) de ’'Hypothese 3.1.6 et I'inégalité (3.6), nous obtenons
Y C
N7 pnlloa < E”INfHO,Qa

ce qui termine la preuve. [ |

Proposition 3.1.8. Le probléeme (3.1) admet une solution unique ((uyn,wy);py) € (Xy X

Y, My). De plus, cette solution satisfait
[(un, wn)l 5 @)pxcz@p + N pwlloa < ClIZy flloeo,

Démonstration. De la Proposition 3.1.4 et la Proposition 3.1.7, nous déduisons que le

probleme (3.1) admet une solution unique. De plus, nous avons d’apres (3.6) et (3.8)

||(UN7WN)||H5(Q)3xL2(Q)3 + N7 Ipnllo.e < CIZn fllogq;

ce qui termine la preuve. |
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3.2 Estimation d’erreur

Le but dans cette section est d’estimer ’erreur commise en approchant la solution du
probleme variationnel (2.3) par la solution du probleme discret (3.1).

Proposition 3.2.1. [l existe une constante C > 0 telle que :

: In—1)(z
lu — uy 17Q+||UJ_WN||O’Q§C{ inf |u—vy|10+ sup M}, (3.9)

vNEVN_1 zZNEXN |ZN’179

et sous I’Hypothése 3.1.6, nous avons

N-—-1

+ sup M} (3.10)

vy EXN ’,UN‘LQ

N7"p = pnlloga < C{ inf |lp—aqnlloo+ inf |Ju—ovy|ig
gNEM N vNEV]

Démonstration. Soient vy € Vy_1 et {x € Yy, grace a l'inégalité triangulaire, nous avons
) )

lu — un|iot]|w — wylloo <|u —vn|ot+ vy — un|iot|w — ooty — wn oo,

en prenant {y = rot vy, nous obtenons

lu — un|iot]|w — wylloo <|u —vn|ot+ vy — un|iot|rot(u — vy)|oa

+||I‘Ot UN —wN||0,Q,
en utilisant (2.4), nous obtenons
|’LL — 'u,N|1,Q—|—Hw — wN||07Q S 2|’LL — ’UN’LQ—H’UN — ’UJNlLQ—FHI'Ot UN — wNH(m, (311)

nous devons maintenant estimer le terme |vy —uy|1 o+||rot vy —wn|o.o. D’apres (3.3) nous

avons
GN((’U:Nwa); Uy — ’UN) = ZN('UIN - ’UN)a
nous ajoutons et nous retranchons ay((vy,rotvy); uy —vy) et [(uy — vy), nous obtenons

CLN((’U,N — UN,WN — rot ’UN);’U,N — ’UN) = ZN(’U,N — ’UN) — l(’U,N — ’UN)

— CLN((’UN, rot ’UN>; uN — 'UN) + l(’U/N — ’UN>,
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grace a la formulation variationnelle (2.6), nous obtenons

(ZN((’U,N — UN,WN — rot ’UN); uN — ’UN) = lN(’U,N — ’UN) — Z(UN — ’UN)

—ay((vn,rot vy );uy — vy) + a((u, w), uy — vy),
nous ajoutons et nous retranchons a((vy,rot vy); uny — vy), nous obtenons

CLN((’U,N — UN,WN — rot 'UN); uN — 'UN) = (lN — l)('U,N — ’UN)
+ (a — ay)((vn, rot vy ); uy — vN)

+a((u — vy, w —rotovy), uy — vy),
puisque vy € Viy_1, grace a la formule d’exactitude (1.9), nous obtenons
a((vy,rotoy);uy —vy) = an((vy,rot vy); uy — vy),

et par suite

any((uy — vy, wy —rotoy);uy —vy) = (Iv — ) (uny — vy)

+a((u —vy,w —rotoy),uy — vy),

en combinant cette derniere identité avec (3.5) et le fait que les formes a((-,-);-) et (Iy —1)(+)

sont continues, nous obtenons

: In—1)(z
lvy —un|iat|lrot vy — wiloq < C{ inf |u—vy|io+ sup M}’
UNEVN-1 zNyeXN |ZN‘1,Q

finalement, en combinant cette derniere inégalité avec I'inégalité (3.11), nous obtenons

. Iy —D(z
[u —uy|iot|lw —wylloe SC{ inf |u—wvy|io+ sup _(N ) N)}
UNEVN-1 zNEXN ’zN|1,Q

D’autre part, pour établir I'estimation (3.10), nous appliquons I'inégalité triangulaire

lp — pnlloe <llp — anlloo+llany — pnllo, Yan € My, (3.12)

nous devons estimer le terme ||gny — pnljoo. D’apres (3.1) nous avons

by (v, pn) = In(vn) — an((un, wn); o),
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nous ajoutons et nous retranchons by (vy, gn) et [(vy), on trouve

bn(vn,pv — qn) = In(vn) — l(vn) — bnv(vn, gn) — an((un, wy); vn) + (o),

en utilisant la premiére équation du probleme (2.3) et I'identité (3.2), nous obtenons

by (vn,py — qn) = (Iv — )(vn) — an((uy, wn); vN)

+ a((u,w);vn) + bn (v, D — qn),

nous ajoutons et nous retranchons a((uy,wy); vy), nous obtenons

by (v, oy — qn) = (In — ) (vy) + (@ — ay)((uy, wn); vN)

+a’<<u_uN7w_wN);’vN>+bN<vN7p_qN)7 (313)

on prend vy € Vy_1, grace a la formule d’exactitude (1.9), nous obtenons

bN(vNupN - CIN) = (ZN - l)('UN) + a((u —Un,w — wN); ’UN) + bN(’Uz\hp - QN)u

si 'Hypothese 3.1.6 est vérifiée, on utilise la condition inf-sup (3.7), on trouve

N7lpy — anlloe < C’{ sup

((ZN —D(vy)  a((u—uy,w—wy);vN)

CINAER lun|ie

+6N®mp—qm>},

|’UN|1,Q

la continuité des formes (Iy —1)(+), a((+,+)) et by(+,-), entraine

_ In —1)(vN
Nlpy — anlloe < c{ sup WY DON s o o) s essa

vNEXN ‘,UN|1,Q

+HP—QN||0,Q}7 (3.14)

finalement, en combinant cette derniere inégalité (3.14) avec les inégalités (3.12) et (3.9),

nous obtenons

N7||p — <C inf — inf
lp — pnlloga < {qugMNHP QNHO,Q‘i‘leeI‘l/

+ sup (lN—l)(UN)}

vNEXN |’UN|1,Q

lu —vn|iq
1

d’ou I'inégalité désirée. [ |
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Proposition 3.2.2. [l existe une constante C > 0 telle que :

|u—uN|1,Q+||w—wN||ovggc{NV inf  Ju—ox 1hot|f — Infllon

vnN_1€XN_1

inf — fn- 1
# ot F = fealn (3.15)

FN-1€PN_1

et

vN-1EXN -1

N7p —pnllogo < C{ inf |lp—gqnlloo+ N7 inf |u—vn_ilio+]|f —ZnFllog
gNEMN

Fn_1€PN_1(2)3

Démonstration. De [8, Chap 4, Rem 2.7], il existe une constante C' > 0 telle que :

o

N
inf |u—oy1o<C(l+— inf lu — vn|10,
vNEVN_1 ﬁ* vNEP_; ()3

puisque Xy_; C P%_,(22)3, nous obtenons

N
inf |u—'UN|1,Q§C(1+_) inf |u—vn|ia,

vyeEVN_1 ﬂ* vNEXN_1

comme N > 2 et donc N7 > 1, ce qui implique

1
inf |u—'UN|1’Q§CN'Y(1—|—E) inf |u—vn|ia, (3.17)

vNEVN_1 vNEXN_1

il nous reste donc & majorer le terme (Iy — [)(zx). Nous avons pour tout fy_; € Py_1(Q)3

(fN—l, ZN) = (.fN—la ZN)N>

d’ou
((f.2n) = (Fo2n)n| = |(Ff = Fv-1.28) + (Fvo1 — F 2n)

comme (f,zy)ny = (Znf, zn) N, en utilisant U'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation

d’équivalence (1.13) et I'inégalité de Poincaré respectivement, nous obtenons

|(f.zn) — (F.2n)n | <IF = Fv-illoellzalloe + 27 fv-1 — In Flloellzy
< 28| f — fy-illoollznlloq + 27| f — Zn fllocllzxloo
< 28C, || f — fv-1lloalzlia +27C| f — Zn Fllool2z|10,

0,2
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on divise les deux membres par |zy|; o, nous obtenons

sup (Ivn = D(zn)
zZNEX N ’zN|1,Q

< O{Hf ~ fuilootlf - szno,Q}, (3.18)

de (3.17) et (3.18) nous déduisons

U —un|io+||w—wn|oo < C{NV inf |u—vn_aletH|f —ZInFlloo

vN-1€EXN_1

o ||f—fN1Ho,Q}~

Fn_1€PN_1(2)3

Maintenant, pour estimer l'inégalité (3.16), en utilisant (3.17), nous majorons le terme (I —

[)(zn) et en combinant avec (3.10), nous obtenons

N7p —pnllogo < C{ inf |lp—gqnlloo+ N7 inf |u—vn_ilio+]|f —ZnFllog
gNEMN

vN-1EXN -1

+ inf |[f— .fN—1||0,Q}>

FN_1€PN_1()3
d’ou I'inégalité désirée. |

3

Corollaire 3.2.3. Si on suppose que la solution (u,w) du probléme continu est dans H™ () x

H™YQ)? (m > 1+ 7) et la donnée f € H™ (Q)* (m’ > 2), alors il existe une constante
C > 0 telle que :

lu —uyliot+||w —wnlloo + N7p - prloe < C{Nlﬂ_mﬂ’u“m,ﬂ + N7"|pllm-1.0

+N-m’||f||mf,n}.

Démonstration. Nous choisissons vy_; = H]l\}(llu et comme f € L*(Q)? alors IIy_1 f €

Py_1(Q)3, c’est a dire

inf |f — Fyv-illoo <IIf — On-1flloq, (3.19)

FN_1€PNn_1(Q)3

en combinant avec I'inégalité (3.15), nous obtenons

lu — un|iot]|w —wylloa < C{NV\U — T ulio | f — ZnFlloa+l f — HNl.fHO,Q}v
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en utilisant (1.11), (1.12) et (1.10) respectivement, nous obtenons

lu —unfiot]lw —wylloe < O{NW(N — 1) fwflma + (N =17 f g

+N-m’||f||mf,g}.

D’autre part, nous avons

No1\'""™ N1\
uuhatho = wxloa < C{ (557 ) N ulat (Y0) N s
+N_m,Hme’,Q}>
comme N > 2, nous obtenons
o — unliatlw — wlog < c{Nlﬂ-muuum,g +N-m’|rfum/,g}. (3.20)

Maintenant, nous choisissons vy_; = Iy, u dans (3.16) et en utilisant (3.19), nous obtenons

N7p = pwloga < C{ inf |lp—anllog + N7|u— Iy uli o+ f — In fllog
gNEMpN

HIF ~ x-Sl -
D’autre part, nous avons
inf ||p — gnlloa <llp — Un_1pll0.0, (3.21)
gNEMN

en effet, comme p € LZ(Q) et donc p € L?(2), par définition de la projection orthogonale de
L2(Q) sur Py_1(Q), on déduit

(p —Hy_1p,on-1) =0, Yon_1 € Py_1(Q),
c’est a dire
[ o= ) (@)ons(@)de =0,
Q

en particulier, pour ¢n_; égale a une constante c differente de zéro, on obtient

c/(p —y_1p)(x)dx =0,
Q
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ce qui implique

/Q pla)dz — / My p(@)da =0,

donc IIy_1p € My. Nous utilisons I'inégalité (3.21), nous obtenons

N7p —pnllogo < C{Hp — Oy 1plloa + NVu — T3 julio+ ]| f — Zn flloo

+|f — HN—l,fHO,Q}a

en utilisant les inégalités (1.10), (1.11) et (1.12), nous obtenons

N7 p = pwlloa < C{N”(N =D ullmo + (N =17 [pllm-r,0 + N £ w0

. 1>-m’||f|rm/,ﬂ}.

D’autre part, nous avons

N -1 N -1

1-m —m
Nl = pvlos < O (M) N b+ (S5 ) Nl

/

—m/ N -1 - —m!
Nl (F) N e

comme N > 2, nous obtenons
N="lp — pxllos < c{Nm—muunm,a Nl + N_mlllfllm',n}, (3.22)

en sommant les inégalités (3.20) et (3.22), nous obtenons 'inégalité désirée. [



Appendice

Quelques opérateurs differentiels

— Soit f(x1, xa, x3) un champ scalaire, 'opérateur gradient a valeurs vectorielles, agissant
sur des fonctions a valeurs scalaires :

oy (2,2 20

9y’ s’ D

Soient u et v deux champs vectoriels :
— L’opérateur gradient a valeurs matricielles, agissant sur des fonctions vectorielles pour
la dimension 3 :

Qv Qv duy

VUl Or1 Oxo O3

— — | Gva Ova Ovy
Vo = VUQ - Ox1 Oxo Oxg
Vs vz vz Oug

Oxr1 Oxg Oxs

— L’opérateur divergence a valeurs scalaires, agissant sur des fonctions vectorielles :

d
8vi

i—1 81‘,

dive =

— L’opérateur rotationnel pour la dimension 3 est défini par :

Oug _ Ovg

Oxs Oz

— | Bvs _ Ou
rotv = or s
Jui _ Ove

Oz oz

— Le produit scalaire est défini par :

d
Uu-v= E U;V;.
i=1

51
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92

— Le produit vectoriel pour la dimension 3 est défini par :
UoV3 — VU3
u X v=|vus— uvs

UV — VU2
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