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Introduction Générale

La programmation mathématique est une branche de 'optimisation qui s’occupe de la
minimisation ou de la maximisation sous contraintes d’une fonction & plusieurs variables,
ainsi que la conception et la mise en ceuvre des algorithmes de résolution.

La programmation quadratique est le plus simple probléme d’optimisation non linéaire
sous contraintes. Théoriquement, elle présente un aspect trés intéressant, car elle est inter-
médiaire entre 'optimisation linéaire et non linéaire. En effet, les méthodes développées
pour l'optimisation quadratique sont une extension directe de celles congues pour le cas
linéaire. De plus, les modéles quadratiques sont utilisés comme sous-problémes a résoudre
a chaque itération pour le calcul d’une direction admissible dans les méthodes de pro-
grammation non linéaire, dites méthodes de programmation séquentielle [26].

La résolution numérique d’un probléme quadratique nécessite 1'utilisation des mé-
thodes spécifiques. La plupart de ces méthodes sont itératives et générent une suite de
vecteurs x;. Les itérations successives sont construites de fagon a faire converger cette
suite vers la solution optimale du probléeme z*.

Plusieurs méthodes ont été développées pour la résolution de ce type de problémes.
Barankin et Dorfman [3] furent historiquement les premiers a remarquer qu’en combinant
les conditions d’optimalité de Lagrange avec celle du systéme original, la solution optimale
était une solution de base d'un systéme élargi ayant la propriété que seuls certains couples
de variable figuraient dans ’ensemble de base. De son c6té, Markowitz [22] montra qu’il
était possible de modifier le systéme élargi et d’engendrer paramétriquement une classe
de solutions de base ayant la propriété particuliére ci-dessus et convergeant vers 1’opti-
mum en un nombre fini d’itérations. Enfin, Wolfe [33] montra qu’en modifiant légérement
'algorithme du simplexe [9] de fagon & ne pas autoriser I'introduction d’une variable dans
I’ensemble de base si sa variable complémentaire s’y trouvait déja, on parvenait aisément
a 'optimum recherché. Ainsi, en modifiant seulement quelques instructions de la méthode
du simplexe, il a été possible de résoudre un programme quadratique convexe.

D’autres approches ont été proposées pour résoudre ce genre du probléme telles que :
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les méthodes d’activation des contraintes|15], les méthodes de points intérieurs [25], la
méthode du gradient avec projection|20], ainsi que la méthode adaptée de support de
R.Gabasov et F.M.Kirolova [17, 16], qui font 'objet de notre travail.

La méthode adaptée de support [19, 17, 18] est une méthode intermédiaire entre les

méthodes d’activation des contraintes et celles de points intérieurs. Elle appartient a la
classe des méthodes primales-duales, basées sur des informations du probléme primal et
et d’autres du probleme dual. Elle traitent les problémes linéaires et quadratiques tels
qu’ils se présentent et utilisent un critére d’arrét de suboptimalité.
Le principe de cette méthode est simple : partant d’une solution réalisable de support ini-
tiale, chaque itération consiste a trouver une direction d’amélioration et un pas maximal
le long de cette direction en améliorant la valeur de la fonction objectif tout en veillant a
ne pas sortir du domaine réalisable déterminé par les contraintes du probléme.

L’objectif de ce mémoire consiste a résoudre un probléme quadratique convexe & va-
riables bornées par la méthode adaptée. L’avantage de cette méthode par rapport a la
méthode de simplexe réside dans I'utilisation d’une métrique adaptée qui change tous les
indices non-optimaux a la fois, généralisant ainsi la méthode du simplexe. En effet, la
méthode adaptée est basée sur la notion de support qui est un concept plus général que
le concept de base en programmation linéaire. Contrairement a une solution réalisable de
base, la solution réalisable et le support dans la méthode adaptée peuvent étre construits
indépendamment 'un de 'autre. Il est a noter qu’une solution réalisable de support peut
étre un point extréme, un point frontiére ou un point intérieur, alors qu’une solution réa-
lisable de base est toujours un point extréme.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre présente quelques rappels mathématiques sur ’algébre matri-
cielle, des propriétés des formes quadratiques, et des éléments d’analyse convexe.

Le deuxiéme chapitre traite la programmation quadratique convexe (P.Q.C.) sous
contraintes, ainsi que quelques définitions et des théorémes sur les conditions d’optimalité
pour un P.Q.C. sous contraintes d’égalité, et enfin la notion de la dualité.

Le troisiéme chapitre présente la méthode adaptée pour la résolution d’un pro-
bléeme de la programmation quadratique convexe a variables bornées, et un application
numeérique sur cette méthode.

Le quatriéme chapitre consacre 'implémentation de la méthode adaptée sous le
langage MATLAB, exécutée sur des exemples générés aléatoirement, ainsi qu’une appli-
cation simple de la méthode adaptée sur le probléme des machines a vecteurs de support
(SVM).

Enfin, ce mémoire se termine par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Rappels sur l'algébre linéaire et
I’analyse convexe

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons mentionner quelques définitions et propriétés de ’algébre
matricielle, des formes quadratiques et des notions importantes sur les ensembles et les
fonctions convexes.

1.2 Algébre matricielle

1.2.1 Vecteurs et matrices

Définition 1.1. Soit n,m € N*. Une matrice d’ordre m x n a coefficients dans R est un
tableau a deux dimensions, ayant m lignes et n colonnes, écrit sous la forme suivante :

11 Q12 - Qip
. . Q21 Q22 -+  Q2p

A=Al J)=(ayiel jel) =] S e
Am1 Am2 - Qmp

avec I = {1,2,....m} et J = {1,2,...,n} représentent respectivement l’ensemble des
indices des lignes et colonnes de A. La matrice A, pour des calculs pratiques, se mote
ausst :
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alj

N . aQ' . . / .
ova;=A(I,5) = | 7 | estunvecteur-colonne de dimension m, A; = A(i, J) = (a1, @iz, ..., Gin)

Qg
est un vecteur-ligne de dimension n.
Le symbole (') est celui de la transposition.
Chaque vecteur, noté¢ x = x(J) = (x;,7 € J), sera ainsi considéré comme un vecteur
colonne, tandis que le vecteur ligne sera noté x .

e La matrice transposée de A sera notée :
A=A = (a,j€ Jicl).

e Un wecteur colonne de dimension n peut étre considéré comme une matrice d’ordre
(n X 1), tandis qu’un vecteur ligne de dimension n peut étre considéré comme une matrice
d’ordre (1 X n).

e On dit que la matrice A est carrée sin = m ; de plus, si A = A, la matrice est dite
symétrique.

e La matrice didentité d’ordre n sera notée I,,.

1.2.2 Matrices et vecteurs partitionnés

On peut effectuer le produit d’une matrice A et d’'un vecteur x aprés les avoir parti-
tionnés. Alors, on dit qu’on a effectué le produit par blocs. En effet, si ’'on a :

A= [A1|A2], Tr = [ﬂ]

€2

Alors, on peut écrire :
Ax = [A]_‘AQ] [I—ﬂ = Al.l?l + AQ.Q?Q.

T

De méme, pour
A Ap x b
A: (AZI A22 = |ix_;i|7 b - [éiL
I’équation Az = b peut alors s’écrire :

Anzy + Apzy = by,
Agll’l + AQQI‘Q = Z)Q.

Vous pouvez diviser la matrice au hasard. Par exemple, si A = A(I,J) est une matrice
d’ordre ( m x n), J; et Jo sont deux sous-ensembles quelconques de J, tels que :
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|J1]:m, J1UJ2:J, JlmJQZQ
Alors, on peut diviser A comme suit :
A = (al,ag, ...,Clj, ...,an) = [Al’AQ],

et A2 ([ JQ)
L], avec 21 = z(J1), ¥ = 2(J;). Done, on obtient :

ou A1 (

1
Siz=ux(J [

h)

=

Az = ZCLJ%j = Z Q;T; -+ Z ;T4 = A(I, Jl)I(Jl) + A([, JQ)I(JQ)

Jj=1 jeh JjeJ2

= AlfL'1 + AQ[EQ.

1.2.3 Noyau et image d’une matrice

Définition 1.2. Soit A une matrice d’ordre m X n.
Le noyau de la matrice A est définie par l’ensemble :

N(A) = {z € R", Az = 0}.
L’image (I’espace image) de la matrice A est définie par ’ensemble :

Im(A)={y e R": Jz € R", Az = y}.

1.2.4 Rang d’une matrice

Définition 1.3. On appelle rang d’une matrice A, noté rg(A), la dimension de [’image
de la matrice A :

rg(A) = dim(Im(A)).

1.2.5 L’inverse d’une matrice

Définition 1.4. Soit A une matrice d’ordre n. On dit que A est inversible ou réguliére s’il
existe une unique matrice notée A~', tel que AA™ = A7'A = I,. A™! est alors appelée
la matrice inverse de A.

Définition 1.5. Une matrice carrée A est inversible si son déterminant est non nul, sinon
elle est dite singuliere.

1.3 Les formes quadratiques

Définition 1.6. Une fonction F(z) : R" — R est dite forme quadratique de n variables
X1, X9, ..., T, Sielle s’écrit de la maniére suivante :

n

F(z) = Z Zaija:ixj = 2’ Az, (1.1)

i=1 j=1

9
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)

avec ¥ = (1,2, ...,T,) est n-vecteur colonne; A = (a;;,1 <i,j <n) est une matrice

carrée d’ordre n.
Pour i # j, le coefficient du terme x;x; s’écrit a;; + aj;. En vertu de cela, la matrice A
peut étre supposée symétrique. En effet, en définissant de nouveaux coefficients :

. Q5 + Qj;

1<7,9<n.
2 ) —1/7j—n

dij = dj;
On trouve une nouvelle matrice D = (d;;,1 <i,j > n) symétrique. 1l est clair qu’apres
une redéfinition des coefficients, la valeur de la forme quadratique F(x) reste inchangée :
F(z)=2'Ar =2'Dx, VzeR"

Pour cela, il est naturel de considérer que la matrice d’une forme quadratique est toujours
symeétrique.

Exemple 1.1. Soit la forme quadratique suivante :
F(z) = 327 + x5 — 4x129 + 42973

La matrice symétrique associée o F(x) est :

1.3.1 Gradient et Hessien d’une forme quadratique

Définition 1.7. Soit une fonction de classe C', F : R® — R. Le gradient de la fonction
F est défini par :
g(x)=VF(x)=| | =2Dz.

oF
L Oz,

Avec % est la dérivée partielle de F' par rapport a x;, i = 1,2, ..., n.

Définition 1.8. Soit une fonction de classe C*, F : R® — R. Le hessien de la fonction
F est défini par :

9*F 9*F 9*F
0221 81:]281’2 te Bac]zazn
9*F 9*F 9*F
— 5 A
H(SL’) — V2F<ZE) _ Oxo0x1 0%xo ' 0120y
9*F 9°F 0*F
0xn0x1  Orndxs " 02zy

10
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Définition 1.9. [8/ Soit F' : R™ — R une fonction de classe C*. La dérivée directionnelle
de F' dans la direction d au point x est :

oF, . . F(z+td) — F(x)
%(x) N thino t ’
OF

oF
= 8_951($ +td) [0 d1 + -+ a—xn(:p +td) |4=0 dn,

— d'VF(x).
1.3.2 Formes quadratiques définies et semi-définies positives

Soit la forme quadratique F'(z) = 2’Dx [28].

Définition 1.10.
e On dit que F(x) est définie positive si ¥’ Dx >0, Vo € R et x # 0. Elle est dite
semi-définie positive ou définie non négative si ' Dx > 0, Vo € R™.
e On dit que F(x) est définie négative si v’Dx < 0, Vo € R" et x # 0. Elle est dite
semi-définie négative ou définie non positive si ' Dx < 0, Vo € R™.

Définition 1.11. Soit D une matrice symétrique n X n. On dit que D est semi-définie
positive ou définie négative et on note D > 0, lorsque :

xDx' > 0,VeER" et x#0.
On dit que D est définie positive et on note D > 0, lorsque :

D' >0,VeR" et x#0.

1.3.3 Propriétés des formes quadratiques définies et semi-définies
positives

Les matrices symétrique définies ont des propriétés trés intéressantes. En voici quelques
unes :

Propriétés 1.12. Un élément de la diagonale d’une matrice symétrique D définie non
négative ne peut s’annuler que si les autres éléments de la méme ligne et colonne s’annulent
aussi.

Propriétés 1.13. Soit D une matrice symétrique définie non négative. Si x est un point
quelconque mais fizé de R™ tel que x’ Dx = 0, alors nous avons Dx = 0.

Propriétés 1.14. Soit la matrice D par blocs de la maniére suivante :
Dy Dag
D =
(D21 Day

11
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Si D >0 (D >0), alors les sous matrices principales Dy et Doy sont aussi définies
positives (non négatives).

On générale, toute sous matrice principale d’une matrice définie positive (non négative)
est définie positive (non négative).

Propriétés 1.15. Soit D matrices symétrique n x n. On note {\;}i=1, . ses valeurs
propres réelles. On a les équivalences suivantes :

e D>0& N>0,1=1,...,n.

e D>0& N>0,i=1,...,n.

e D est indéfinie si et seulement si certains \; sont positifs et d’autres négatifs.

Définition 1.16. On dit que F(z) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-
définie positive), si la matrice D est définie positive (resp. semi-définie positive).

1.4 Eléments d’analyse convexe

La convexité dans les problémes de minimisation avec ou sans contraintes joue un role
trés important. Elle représente un outil indispensable pour la recherche des conditions a
la fois nécessaires et suffisantes d’optimalité.

1.4.1 Ensembles convexes

On dit que un ensemble C' C R"™ est convexe si et seulement si pour deux points
quelconques z et y on a :

Ve,y e C,VA € [0,1] = Az + (1 — Ny € C.

Géométriquement, pour tout segment reliant deux points quelconques x et y de C, le
segment [x,y| doit étre aussi dans C.

Non convexe
Non convexe

Convexe

12
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Exemple 1.2. Soit R™ est convexe. On a les ensembles suivants :
o X ={(z,y) € R, 2* +y? < 1} est un ensemble conveze.
o V ={(z,y) € R", 2> +y? > 1} est un ensemble non convere.

FIGURE 1.1 — Illustration d’ensemble convexe.

Définition 1.17. Un ensemble de points C' de R™ est convexe si et seulement si toute
combinaison convexe de points de l’ensemble est aussi un point de [’ensemble.

Théoréme 1.18. Soit C et Cy deux ensembles convexes de R™. Alors :
e (1 NCy est convexe ;
o )+ ={x £ xs|xy € C1,x9 € Ca} est convere.

Définition 1.19. On dit que un ensemble C' est un come si x € C' implique que Ax € C
pour tout X > 0. Si, de plus, C' est convexe, alors C' est appelé cone conveze.

1.4.2 Fonctions convexes

Soit C' C R™ un ensemble convexe et F': C — R une fonction.

Définition 1.20. La fonction I est dite convexe si elle vérifie :

Ve,y e C,VA € [0,1]: F(Az + (1 — N)y) < AF(z)+ (1 — \)F(y).

Définition 1.21. La fonction F' est dite strictement conveze si l'inégalité stricte suivante
est vérifiée :
Va,y € Cyx #y, YA €]0,1[: F(Ax + (1 — N)y) < AF(z) + (1 = N F(y).
Définition 1.22. La fonction F' est dite concave si l'inégalité suivante est vérifiée :
Ve,y e C,VA€[0,1]: F(Az + (1 = N)y) > AF(z) + (1 = N F(y).

C’est a dire F' est concave si seulement si —F est convexe.

13
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©fir+(1-Nfty)

fihe+(1=Njy) \

v

X ¥

Fonction convexe Fonction non convexe

FIGURE 1.2 — [llustration de la convexité des fonctions.

Définition 1.23. Soit C C R™ un ensemble non vide. L’ensemble
{(z,F(z)) :z € C} C R™,
est appelée le graphe de la fonction F.

Propriétés 1.24. Soit F' une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C C R", F
est convexe si et seulement si son épigraphe, noté epi(F), est un conveze :

epi(F)={(z,a) e R"" xR:z € C,F(z) < a}.

FIGURE 1.3 — L’épigraphe de la fonction est la zone grisée au-dessus du graphe de la
fonction (en noir).

Démonstration. Supposons que F' est convexe.
Soient (x1, ), (2, 8) € epi(F).
D’aprés les définitions de I'épigraphe et de la fonction convexe, on a :

FOz + (1= Naw) < AF(z1) + (1= N EF(22) < Aa+ (1= N)B, YA€ [0,1].

14
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Comme C' est un ensemble convexe, alors
Az + (1= Nag € C.
D’ou
(Az1 4+ (1 = XN)zo, Aa+ (1 — N\) ) € epi(F).

Donc epi(F) est convexe.

Réciproquement, supposons que epi(F') est convexe.
Soient (1, F(x1)), (w2, F(x2)) € epi(F).

Alors, d’aprés la convexité de epi(F'), on a :

)
(A1 + (1 = Nag, \F(x1) + (1 — N F(x2)) € epi(F), VA€ |0,1].

Donc

D’ou F est convexe. O]

Propriétés 1.25. Soit F' une fonction réelle définie sur un ensemble convexe C' C R™.
Alors F est convexe si et seulement si :

k

F(Z Ai;) < Z Al (),

i=1

avecx; € Cyi=1,...,k,A >0, Zlex\i =1.

Démonstration. On raison par récurrence, pour k = 2 on a :
F()\ll'l + )\21’2) S )\1F(£L'1> + )\gF(xz),

avec A\; + Ay = 1 est vrai.
Supposons que la propriété est vrai pour k et on la démontre pour (k + 1) alors

k+1 k+1

avec Y7\ =1. On a:

k+1 k
F(Z )\le) = F(Z )\zxz + >\k+1xk+1>
=1 =1
— F((1— ) )zk:Lx.M Tip1)
k+1 - 1— >\k+1 i k+14k4+1
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Chapitre 1 Rappels sur I'algébre linéaire et programmation mathématique

comme F’ est convexe, alors :

k k
Ai Ai
F((1=Meg1) Y T %t Aenen) < (1 M) F(Y T %)+ At F (@)
— k+1 p k+1
k
< (1- )\ — 2 F(x:) 4 M F (@)
(=2 3 3 P+ A Pl
k
= Z )\ZF(iL'Z) + )\k+1F<£Ek+1).
=1
k1

D’ou

k+1 k+1

F(Z Nizg) < Z N F ().

Théoréme 1.26.

e Soit F' une fonction convezre sur un ensemble convere C' C R™, et un nombre réel a > 0.
Alors, aF est aussi une fonction convexe sur C.
e Soient Iy, Fy deux fonctions convezres sur un ensemble convere C' . Alors, Fi + F5 est
une fonction convezxe sur C.
e Soient Fy, I, ..., F,, des fonctions convexes sur I’ensemble convexe C' et aq, s, . .
des nombres réels. Alors, > " | o, F; est encore une fonction convexe sur C.

Q>0

Théoréme 1.27. Les conditions (1) et (2) ci-dessous sont équivalentes si F' est contind-
ment différentiable. De plus, les condition (1), (2) et (3) ci-dessus sont équivalentes si F
est deux fois contindment différentiable :

(1) F est conveze.

(2)Vx e C,VyeC, Fly)— F(z) > VF(x) (y — x).

(3) Vx € C, le hessien V?F(z) est une matrice semi-définie positive.

Remarque 1.1. D’apres le théoreme précédent, on déduit facilement qu’une fonction
quadratique F(x) = x'Dx est conveze si et seulement si sa matrice associée D est semi-
définie positive.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les notions de ’algébre matricielle, les formes qua-
dratiques et leurs propriétés, et nous avons présenté des notions sur la convexité, avec les
ensembles et les fonction convexes et leurs propriétés.
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Chapitre 2

La programmation quadratique convexe

(PQC)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons rappeler briévement les définitions des problémes quadra-
tiques sous contraintes d’égalités, les conditions nécessaires et suffisantes pour 'optimalité
des problémes quadratiques convexes, et la notion de la dualité.

2.2 Programmation quadratique sous contraintes

2.2.1 Formulation du probléme

Un probléme de programmation quadratique sous contraintes d’égalités est formulé de
la maniére suivante :

min F(zx), 21)
gi(z)=Ax—b=0,Vi=1,...,m. '

Avec F': R™ — R est un fonction deux fois contintiment différentiable, elle représente la
fonction objectif du probléme. b est un vecteur de R™, A est une matrice d’ordre m X n,
elle se compose des vecteurs colonnes et des vecteurs lignes suivants :

Al b 91(x)

/ AIQ ! 92<m>
A" = (ay,a9,...,a,) = : b=+ 1, g(x)= : ,

Al bm gm ()

est une fonction vectorielle définie de R — R.
Pour que 'ensemble des solutions réalisables, noté X, ne soit pas vide ou ne soit pas réduit
a un point isolé, on considére que rg(A) = m < n.

X ={z] g¢gi(x)=0, i=1,....m}.

17



Chapitre 2 La programmation quadratique convexe (PQC)

Définition 2.1. (Minimum local)
e On dit que la fonction F' admet un minimum local x* € X s’il existe un réel € > 0
tel que :
F(z*) < F(x), VereX avec |xz—z"||<e.

e On dit que la fonction F' admet un minimum local strict x* € X sl existe un réel
e >0 tel que :

F(z*) < F(z), VzeX avec |x—z%|<e.

Définition 2.2. (Minimum global)
e On dit que la fonction F' admet un minimum global x* € X si :

F(z*) < F(z), VxeX.
e On dit que la fonction F' admet un minimum global strict x* € X si :
F(z*) < F(z), VreX.

Exemple 2.1. Soit F(z) =3¢ 4 ¢~ (*=3°,

@
(0]

Maximum global

w

\OI\TI\?IIQ;\I?\I%\\?\

]

Maximum local

[=]

Minimum local

[=]

T T T T T T T T T T T T T T
=] o] =] 10

FIGURE 2.1 — Exemple de minima et maxima locaux et globaux pour la fonction F'.

2.3 Conditions d’optimalité pour un probléme quadra-
tique sous contraintes d’égalités
Considérons le probléme quadratique (2.1) et la fonction F' de classe C*.

Définition 2.3. La fonction L(z,\) = F(x)+ ", \igi(x) est dite fonction de Lagrange
associée au probleme (2.1), ou le vecteur X = (A1, Aay ..., Ay) € R™, formé des multiplica-
teurs de Lagrange.

18
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Théoréme 2.4. (Théoréme de Lagrange)
Soit x* un minimum local (ou global) pour le probleme (2.1). Il existe alors un vecteur
multiplicateur de Lagrange \* € R™, tel que :

V)\*E(SL’*, /\*>
Vo L(x*, A¥)

8’ (2.2)

VL(z*\') =0« {
Le couple (x*, \*) est appelé point stationnaire de la fonction de Lagrange.

2.3.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Théoréme 2.5. [21] Soit x* un minimum du probléme (2.1), alors il existe nécessairement
un vecteur A\ € R™ wvérifiant :
VE(z*) + A'\ = 0. (2.3)

Si, de plus, A est de rang complet en lignes, c-a-d, rg(A) = m, alors A est unique,
comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.6. Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange N* est unique si et seulement
sirg(A) =m.

En utilisant la fonction de Lagrange, la condition (2.3) peut étre donnée comme suit :
V.L(z,\) =VF(x)+ A'X=0. (2.4)

D’autre part, un minimum local est tout d’abord un point réalisable du probléme (2.1),
qui vérifie :

Ar —b=0= V,\L(z,\) = Az —b=0. (2.5)

Donc, d’aprés les relations (2.4) et (2.5), on trouve la condition nécessaire d’optimalité
du premier ordre pour le probléme (2.1).

2.3.2 Conditions d’optimalité du second ordre

Considérons le probléme (2.1) et, de plus, la fonction F' de classe C?.

Théoréme 2.7. [21](Condition nécessaire d’optimalité du second ordre)

Soit x* un minimum du probleme (2.1) et \* un vecteur multiplicateurs de Lagrange
vérifiant (2.5). Alors, la matrice V?F(z*) est semi-définie positive sur [’ensemble des
points de la variété linéaire Ay = 0. En d’autres termes :

Y V2F(2x*)y > 0,Vy € N(A) = {y € R" : Ay = 0}.

Théoréme 2.8. (Condition suffisante d’optimalité du second ordre)
Soit un couple de vecteurs (x*, \*) qui satisfait la condition nécessaire d’optimalité du
premier ordre du probléme (2.1), tel que :

VL(z", ) =0.

Pour que x* soit un point minimum local du probléeme (2.1), il est suffisant que la matrice
V2F(x*) soit semi-définie positive sur le sous-espace vectoriel N(A).
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2.4 Programmation convexe

L’hypothése de la convexité apporte I'élégance et la simplicité a la théorie de 1’'op-
timisation. En particulier, les conditions nécessaires d’optimalité deviennent également
suffisantes.

Un probléme de programmation mathématique est convexe(respectivement strictement
convexe), s’il consiste & minimiser une fonction convexe (respectivement strictement convexe)
sur un domaine convexe.
L’étude des problémes convexes et des algorithmes de résolution correspondants est ’objet
de la programmation convexe. LL’hypothése de la convexité est cruciale en optimisation.
Notons que :
e Les problémes convexes sont synonymes de minimisation.
e Les problémes convexes sont les meilleurs problémes de la théorie : ceux pour
lesquels il existe des algorithmes de résolution efficaces.
e L’hypothése de convexité ne garantit cependant ni I'existence ni 1'unicité d’une
éventuelle solution.

Définition 2.9. Le probleme (2.1) est dit convexe si la fonction objectif F' est conveze.
Pour tous les problémes de programmation convexe, on a les propriétés suivantes [4, 23] :

Propriétés 2.10. Soit F' une fonction convexe définie sur un ensemble convere C' C R"™.
Alors, l'ensemble des points ou F' atteint son minimum est conveze.

Propriétés 2.11. Soit F' : C C R" — R une fonction convexe. Alors tout minimum
local est un minimum global.

Propriétés 2.12. Tout probléme strictement convexe admet au plus une solution.

Propriétés 2.13. Si la fonction F' est strictement convexe, alors son minimum global,
lorsque qu’il existe, est atteint en un seul point x*.

Considérons maintenant le probléme avec contraintes donnée sous la forme (2.1), ou
F est une fonction convexe de classe C*.

Théoréme 2.14. (Théoréme de Karush-Kuhn-Tucker 1951)[1] Si x* est un mini-
mum local de F sur X, alors il existe \* = (A}, A5, ..., \5) € R™ tel que :
o VF(z*)+ > MiVgi(x*) = 0 (condition de stationnarité) ;

1=

Théoréme 2.15. [2/] Soient F' une fonction convexe et un couple (z*,\*) de vecteurs
vérifiant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker suivante :

o VL, (z*,\*) =0,\" ¢ R™,
Alors, le vecteur x* constitue un minimum global de F sur X.

Ainsi, les conditions de K KT sont donc & la fois nécessaires et suffisantes de minimalité
c’est le théoréme de -convexe).
’est le théoréme de K KT
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2.5 Dualité en programmation quadratique convexe

Dans nombreux cas, il est plus facile de traiter la forme duale de notre probléme
que son primal, ainsi les variable duales ont des interprétation trés utiles, par exemples :
courant/tension dans les réseaux électriques, consommation/prix dans les modéles écono-
miques, tensions/ déplacements dans la statique... etc.

On rappelle tout d’abord quelques définitions.

Définition 2.16. (Probléme Primal)
Le probleme primal est un probléeme de minimisation qui consiste a trouver un vecteur x*,
s’il existe, tel que

(2.6)

F(z*) = min F(x),
e X ={r eR"g(z) =0,i=1,....,m},

avec la fonction F' est convexe sur [’ensemble C'.

Définition 2.17. (Probléme dual)
Le probléeme dual du (2.6) est défini comme un probléme de mazimisation, qui consiste a
trouver deux vecteurs k* € R™ et \* € R™, s’ils existent, tel que

{ﬁ(m*, X)) =maz L(k, N), (2.7)

(k" X)) eV ={(k,A\) e R" xR™"/V,.L(k,A\) =0, AeR™}
Avec L(Kk,\) = F(x) +y'g(x) est la fonction de Lagrange associée au probléme (2.6).

Les relations existantes entre le programme primal et son dual sont données par les
deux théorémes suivants [32] :

Théoréme 2.18. (Théoréme faible de la dualité, Wolfe 1961)
Soient F(x) et L(k,\) les fonctions objectifs du programme primal et de son dual respec-
tivement. Nous avons alors

L(k,\) < F(z), V(k,\) €V, VxelX.

Théoréme 2.19. (Théoréme fort de la dualité, Wolfe 1961)
Soit z* une solution optimale du probléeme primal (2.6). Alors il existe \* € R™, tel que
(K*, A*) est une solution optimale du dual (2.7) et on a

F(z*) = L(K", \").

2.6 Domaines d’application de P.Q.C.

L’application de la programmation quadratique convexe est de plus en plus en expan-
sion croissante et on trouve beaucoup d’applications dans plusieurs domaines, on peut
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citer :

e La gestion des portefeuilles [22].

e L’analyse structurelle [14].

e Les machines a vecteurs de supports (SV M) [29, 27, 7|.
e Le control optimal [14].

e L’économie mathématique [2, 10].

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les conditions d’optimalité pour un probléme
quadratique convexe sous contraintes d’égalité, la notion de la dualité, et les applications
de la programmation quadratique convexe.
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Chapitre 3

Méthode adaptée pour la résolution
d’un probléme quadratique convexe a
variables bornées

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter la méthode adaptée de Gabassov [19, 17, 18, 5]
pour la minimisation d’un programme quadratique convexe sous la forme standard, ou
la matrice de la forme quadratique est semi-définie positive, et les variables du probléme
sont bornées.

3.2 Position du probléme

Le probléme de programmation quadratique convexe a variables bornées se présente
sous la forme standard suivante :

1
min F(x) = §x'Dx +dux, (3.1)
Az = b, (3.2)
[ <z <u. (3.3)

Ou D est une matrice carrée symétrique d’ordre n et semi-définie positive, b est un m-
vecteur, A est une matrice d’ordre m x n, avec A = A(I,J) et rg(A) =m <n;c, x, [ et
u sont des n-vecteurs.

I ={1,2,...,m} : Pensemble des indice des linges de A.

J =1{1,2,....,n} : Pensemble des indice des colonnes de A.

Soit les partitions suivantes :

J:{l,Q,...,n}ZJBUJN avec JBQJN:®,|JB|=m,
JN:JSUJNN,JsﬂJNN:@.
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Nous pouvons alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A comme suit :
r=uz(J) = (z;,j € J),
T = (i_f])u‘rB - $(JB) = (xjuj € JB),IN - x<<]N) - (xj7j € JN)7

Cc= <§_]€)’CB = C(JB) = (Cj7.j € JB)7CN = C(‘]N) = (Cj’j S JN>7

A=A,J)=(a;;,1 <i<m,1<j<n);A=(a;,j €J),a; = -,

amj

A= (Apl|AN),Ap = (1,JB), An = (I, JN).

Les conditions de Kuhn-Kuhn-Tucker (K KT) [1] sont des conditions nécessaires d’op-
timalité, valables dans le cadre général de l'optimisation non linéaire sous contraintes
avec une fonction objectif différentiable. Elles s’appliquent donc bien str a la program-
mation quadratique et elles sont méme suffisantes grace a la propriété de convexité. Ici,
on abordera le probléme (3.1) — (3.3) par une approche constructive.

3.3 Définitions

Définition 3.1. (Solution réalisable)
Un n- vecteur x est dit solution réalisable du probléme (3.1)—(3.3) s’il vérifie les contraintes
(3.2) — (3.3).

Définition 3.2. (Solution optimale)
Une solution x* est dite optimale st :
* 1 *\/ * !k . 1 / /
F(z*) = §($ ) Dz* + c'z* = min §xDx+cx,
ou x est pris parmi tous les vecteurs vérifiant les contraintes (3.2) — (3.3).

Définition 3.3. (Solution suboptimale)
Une solution x¢ est dite e-optimale ou suboptimale si :

F(zf) — F(z*) = (§(x€)’Dxe +dxf) — (%(x*)’Dm* +dx*) <,

avec x* est une solution optimale du probléme (3.1)-(3.3) et € est un nombre arbitraire
positif ou nul.

Définition 3.4. (Support)

e L’ensemble Jg C J, |Jp| = m est appelé support des contraintes du probleme (3.1)-(3.3)
St :
det(Ap) = det(A(I, Jg)) # 0.
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o L’ensemble Jg C Jy est appelé support de la fonction objectif du probléme (3.1)-(3.3) si
la sous matrice Mg = M(Jg, Js) de M est non singuliére, i.e,

det(M(Jg, Js)) 7é 0,

o

a1
M=M(Jy,Jy)=2'DZ,Z = Z(I, Jy) = ( A]B AN) ,
N
In étant la matrice identité d’ordre (n —m).

o L'ensemble J, = {Jp,Js}, ou Jp est le support des contraintes et Jg support de la
fonction objectif, est appelé support du probléme (3.1)-(3.3).

Définition 3.5. (Solution de support)

Le couple {x, Jp}, formé d’une solution réalisable x et d’un support Jp, est appelé solution
réalisable de support (SRS) du probléme (3.1) — (3.3).

Définition 3.6.

o Le vecteur g(x) = Dz + ¢ représente le gradient de la fonction objectif F' au point x, tel
que :

9 =(95,9x5), 95 = 9'(Jp) = (95,5 € JB), gy = ¢'(Jn) = (95, € JIn).
e Le vecteur m tel que ' = ngAgl est dit vecteur des potentiels.
e Le vecteur E tel que E' = g — ' A, représente le vecteur des estimations ou vecteur des
cotts réduits, tel que :
B = (E/B’EZSWE;VN%E% = E/(JB) = (Ej7j < JB) = OvEfS‘ = E,(JS) = (Ej’j € JS)’
Eyxy = E'(Jvn) = (Ej,j € Inn).
Définition 3.7. (Solution de support non dégénérée)
Une SRS est dite non dégénérée si :
lj<$j<Uj,j€JB.
Une SRS est dite accordée si Eg = E(Jg) = 0.

Définition 3.8. Soit d € R". Le vecteur d est dit direction admissible du probleme (3.1) —

(3.3) st Ad = 0. Une direction admissible d est dite direction d’amélioration au point x si
E'd < 0.
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3.4 Formule d’accroissement de la fonction objectif

Soit {z, Jg} une SRS et Z = = + Ax une autre solution réalisable quelconque. Alors
I’accroissement de la fonction objectif s’écrit comme suit :

1

1
AF = F(z) — F(z) = (37D + 7) — (§w’D3: + cx)

—_
[\

= —(x + Ax)D(x + Az) + ' (z + Ax) — %x'Da: —dx

\)

1
= Az'(Dz +¢) + iAx’A:c
1
= ¢'(z)Az + §Ax'DA$.

De plus, on a

Az —b
{A"f L ©AT=Ar=b= A7 - Av=ADr = 0= ApAry + AyAey =0,
xr =

ou

A(EB = A{L’(JB), AJZN = A{L’(JN)

Donc

A.CEB = —AglANAZL’N.

En remplacant dans la formule d’accroissement, on trouve :
AF = ggAzp + gyAxy + %AI/DAJ]
= gp(—AZ'AnAzy) + ghAzy + %Ax’DAx
= (9v — 9pAG An)Azy + %Ax'DAx.

Alors ]
AF = EyAxy + iAm’DAx. (3.4)

D’autre part, nous avons :

’ . A:L‘B ' AfB
seose— (30) b (32)

_ (-ABlANAxN)’ D (—ABlANAxN>

Axry Axy
! ! !
:Afo( Ap AN) D( A AN) Arx
Iy Iy
= AmN/Z'DZAxN.
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D’ou
Az'DAz = Ax’yMAxy. (3.5)

En utilisant (3.5), la d’accroissement (3.4) prend la forme finale suivante :
1
AF = F(z) — F(z) = EyAxy + §Am§VMAa:N, (3.6)

avec M est une matrice semi-définie positive.

3.5 Critére d’optimalité

Théoréme 3.9. [18, 6/ Soit {x, J,} une SRS accordée du probléeme (3.1) — (3.3). Alors
les relations

E; >0, st x; =1

E; <0, st x5 = uy;

E; =0, st l;<x;<wuy,je€ JIyn,

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence de {x, J,}, elles sont aussi né-
cessaires pour l'optimalité de la solution réalisable x.

3.6 Critére suboptimalité

Définition 3.10. Soit {x, J,} une SRS accordée du probléme (3.1) — (3.3). Le nombre
Bla, )= > Eiw—L)+ Y., Bl —u)
jeJN,Ej>0 jEJN7Ej<0

est dit estimation de suboptimalité.
De plus, on a toujours l’inégalité :

F(z)— F(z") < B(x, Jp).

Théoréme 3.11. Soit {z,J,} une SRS accordée du probléme (3.1) —(3.3) et € un nombre
arbitraire positif ou nul. Si B(z,J,) < €, alors {x, J,} est une solution e-optimale de ce
probleme.

Démonstration. Soit z* une solution optimale du probléme (3.1) — (3.3). En remplagant
Z par x* dans la formule d’accroissement (3.6) et en minorant I’expression, on aura :

1 1
F(x*) — F(x) = EyAxy + éAx’NMAJ:N + Z Ej(x} —xj) + QAI%VMAIN

JE€JIN
>N Bi(al — ).
Jj€In
Fla)=F) <) Ejfwj—a)) = > BElg—z)+ >  Elz—)
jeJIN jEJN,Ej>0 jEJN,E]‘<O
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Mais [; <z < u;, j € Jy, ce qui implique :
Ej(z; —x}) < Ej(z; = 1;), E; >0,
Ej(zj —2}) < Ej(z; —uy), E; <0.
Alors
Fla)=F@)< Y EBilw,—lL)+ Y. BEilz;—u)<e

Jj€JIN,E; >0 Jj€JN,E;<0

Donc

e si B(x) =0, alors x est une solution optimale.
e si f(x) <, alors = est une solution suboptimale.
e si f(x) > ¢, il faut améliorer la solution z.

3.7 Une itération de la méthode adaptée

Soient {z, Jp} une SRS accordée du probléme et ¢ un nombre arbitraire positif ou nul
choisi a ’avance. Une itération de 'algorithme de la méthode adaptée consiste a passer
d'une SRS {z,Jp} vers une autre SRS {z, Jp} telle que F(z) < F(z) en suivant les
directions d’améliorations primale et duale respectivement d et t, ot Z = =z + 0d, FE =
E+ 0t

3.7.1 Calcul des directions d et t

Si la condition de suboptimalité 5(z, Jp) < € n’est pas vérifiée, alors on construit une
direction d’amélioration adaptée primale d tel que d' = (d’z, ds, dy ), o1
e les composantes du vecteur dyy seront calculées comme suit :
lj — Ty, si Ej > 0,
dj = Uj — Tj, si Ej < 0, (37)
0, si Ej =0, j€Jyn;
e les composantes du vecteur dg seront déduites de telle sorte que les composantes
d’indices j € Jg du vecteur E(x 4 0d) soient nulles. En effet, on a

En(z) = Ex(x) + 0Mdy.
On en déduit :
Eg(z) =0= Es+0M(Js, Jn)dy =0
= M(Js, Jn)dy =0
= M(Js, Js)ds + M(Js, Jny)dyn =0
Alors
ds = —M(Jg,Js) "M (Jg, Jnn)dnn. (3.8)
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e les composantes du vecteur dg seront déduites a partir de la formule Ad =0 :
dp = —AZ' (Asds + Axyndnn)- (3.9)
D’autre part, on calcule la direction duale ¢ telle que t = (tp,tg, tyn), avec
ty = Mdy,
et

tp=0, ts=0, tyn=D(Iyn,J)d—1A\y, 7=[A5"]D(Jp,J)d. (3.10)

3.7.2 Changement de la solution et du vecteur des estimations

La nouvelle solution réalisable T et le nouveau vecteur des estimations £ sont construits

comme suit : B B
.T:%—f—ed, EN:EN+9tN, EBZO, (311)

ou d est la direction d’amélioration primale définie par les formules (3.7)-(3.9), tandis que
t est la direction d’amélioration duale définie par la formule (3.10).

3.7.3 Calcul du pas ¢

Le nombre 0 doit étre pris comme suit :
6 = min(1,6;,,0;.,0¢).

e Le nombre # = 1 représente le pas correspondant aux indices de Jyy.
e Le nombre 0, est calculé de telle sorte que les contraintes de borne sur le vecteur
T p soient satisfaites, c-a-d :

lj—{L‘jSdeSJZj—Uj,jGJB.

e Le nombre 0, est calculé de telle sorte que les contraintes de borne sur le vecteur
ZTg soient satisfaites, c-a-d :

lj—xjgedjng—uj,jEJg.
Donc 0;, =mind;,j5 € Jg et 0;, =minb;,j € Jg, avec

—(“j;jmj), si d; >0 ;
siodj<0 (3.12)

0] — (ZJ;:E])’
] . .
0, si dj=0 ,5€JpUlJs.
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e Le nombre oy se calcule de telle sorte le passage de z a T assure une diminution
maximale de la fonction objectif tout en gardant le méme signe pour Ej; et Fj,
j € Jyn. Par conséquent, en vertu de la formule (3.11), on aura :

of =0j, =mino;,j € Jyn,

avec

—E; ot .
%= { mo o S B<D (3.13)
0, sinon ,j € Jyn

Si § = 1, alors la nouvelle solution = x + d est une solution optimale du pro-
bléme (3.1)-(3.3). Sinon, on calcule la nouvelle estimation de suboptimalité de la nouvelle
solution Z.

3.7.4 Calcul de la nouvelle estimation de suboptimalité

La nouvelle estimation de suboptimalité sera sous la forme suivante [16] :

car
ity = dyMdy > 0.

Si B(z,Jp) < €, alors T est une solution suboptimale. Sinon, on fait le changement de
support.

3.7.5 Changement du support
e Si 0 =0, alors on pose
Jp=Jg, Js=Js\Js, Jnn = JInnU{js};
e 5i 0 =0y =0y, alors on pose
Jp=1Jp, Js=JsU{jo}, Jnv=Jnv\{jo}:

e Sif=0;,alors on a
e Si Jg = (), alors on pose

Jp=JpU{jo\{i}, Js=0, Jvn=JIvn UL\ o}

e Si Jg # (), pour 'indice j;, on a

dj, ==Y ¢ Aglajd; == Y wjd; # 0,

JEJIN JEJIN

ou e;, est m-vecteur unitaire. Alors, 3j, € Jy tel que z;,;, # 0.
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e Si dj. € Jg tel que z;,;, # 0, alors on pose

Tp=JaU NG} Js = Js\jes T = Jww U L},

e Siz;; =0,Yj € Jg, alors on pose
Jg=JpU o \{i}, Js=Js, Jnn = JInn\do U {G}

Poser v = 2, Jp=Jg, Js=1Js, Jvnv = Jyn, Jp = {Jp,Js} et faire une autre
itération avec la nouvelle SRS {xz, Jp}.

3.7.6 Schéma de la méthode adaptée

Soit {x, Jp} une SRS accordée du probléme (3.1)-(3.3). Le schéma de la méthode
adaptée pour la résolution du programme quadratique convexe a variables bornées est
décrit dans les étapes suivantes :

Algorithme 1. (Algorithme de la méthode adaptée)
(0) Soit un nombre réel positif ou nul quelconque € et un solution de support initiale
{z,Jp} tel que Jp = {Jp, Js}, avec Jg =) pour plus de facilité ;

e
(1) Calculer les matrices : Z = Z(J, Jy) = ( A}B An ) et M =M(Jy,JIy)=2'DZ,
N

(2) Calculer les vecteurs : g(z) = Dz +c¢, w =ghAg', EyN=gy—mAx;
(3) Calculer Uestimation de suboptimalité avec la formule :

Bla,Jp) = > Eilz;—l)+ > Ej(x;—u)

jEJNN,Ej>0 jEJNN,Ej<0

(4) Si B(x, Jp) =0, alors lalgorithme s’arréte avec {z, Jp} une SRS optimale.
(5)Si B(z, Jp) < €, alors lalgorithme s’arréte avec {x, Jp} une SRS e-optimale.
(6) Sinon, calculer le vecteur dny = (dj,j € Jnn) -

lj — Zj, % Ej > 0,
d; = u; —xj, st E; <O,
0, S1 Ej:O ,jEJNN,

(7) Calculer les directions d et t en utilisant les relations :
ds = —M(Js, Js) "M (Js, Jyn)dnn, dp=—Ag' (Asds + Axndyn);
tg =0, ty= Mdy;
(8) Calculer 6;, =0;,j € Jg et 0;, =minb;,j € Jg, ot 0; est déterminé par la formule :

(=) : .
JTf, st dj >0 ;

b S, st d; <0 ;

00, si dj=0 ,j€ JgUlJg;
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(9) Calculer oy = 0j, =mino;,j € Jyy, ot o; est déterminé par la formule :

_E.; i )
o { L st Eit; <0
J

0, sinon  ,j7 € Jyn

(10) Calculer 0 = min(1,0;,,0;,,0y) ;
(11) Calculer z =x+60d et Eny = Ey+ 0ty;
(12) Si 0 = 1, alors l'algorithme s’arréte avec {z, Jp} une SRS optimale.
(13) Sinon, calculer 5(z, JJp) = (1 —0)5(x, Jp) — 0(1 — 0)tydn ;
(14) Si B(z, Jp) <€, alors lalgorithme s’arréte avec {Z, Jp} une SRS e-optimale.
(15) Appliquer le changement de support :
(15.1) Si 0 = 0;,, alors poser
Jg=Jp, Js=Js\js, Jnn=JInvnU{i};
(15.2) Si 0 = o = 0, alors poser
Jg=Js, Js=JsU{jo}, Jnn=Jnvn\{jo}:
(15.83) Si 6 =40,,, alors
(15.3.1) Si Jg =0, alors poser
Je=JsU{jo}\{i}, Js=0, Jnnv=JnvnvU{i\{do};

(15.3.2) Si Js # 0, alors
(15.3.2.1) On a

d;, = E e;, Apg ajd; = g zj,d; # 0,
JeEJIN JjeIN

Alors, 3j, € Jy tel que xj,;, # 0.
(15.3.2.2) Si 3j. € Jg tel que x;,;, # 0, alors poser

Je=Je U{i N\t Js=Jds\je,  JIvn = I U {Us}-
(15.3.2.3) Si xj,; = 0,Vj € Jg, alors poser

Jg = JsULio\{n}, Js=Js,  JInn = Jvn\do U {v}-
(16) Poser v =z, Jp = Jg, Js = Js, Iy = Inn, Jp = {Jp, Js} et aller a Uétape (1).

3.8 Application numérique

On illustre la méthode adaptée sur I'exemple suivant :

min F(r)=4x? + 23 — 4v 29 — 13 + 624,

Ty — To +x3 =4,

—x1 + 229 + x4 = —2,
0<21<6,0<2,<2,-1<23<3,-9<x,<1.

(3.14)
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On a

8 —4 0 0 0 0 6

-4 2 00 0 4 0 2
P=10o 0 00| ’b_(—z)l_ =

0O 0 00 6 -9 1

On pose € = 107, On commence par la SRS{x, Jp}, tel que

xr = (6,2,0,0)/,JB = {3,4},JS = @,JN = {172}>JNN = {1,2}

On obtient :

F(ZL’) = 100,AB = (0{5,@4) =

e (Calculer les matrices Z et M :

a1
Z = 72(J,Jx) = ( A}BNAN) _

10

_ o _
]\4—ZDZ—(0 11

e (Calculer le vecteur gradient :

g(x) =Dx +c=

avec

(

0 1
1) iy = (e = ()

o O O O

e Calculer le vecteurs des cotits réduits :

Ey = (E1, E») = gy — (9545 An)

e

40

(%

e Calculer I'estimation de suboptimalité :

B(xv Jp) EJ'(xj -

2.

jeJNN,Ej>O

l;) +

o O O O

2.

00\ /1 0
oollo 1] /8 -4
00]|-1 1 —(—4 2)
00/ \1 —2

6 0 40

2 o] [-20

ol Tl 7| =1 |°

0 6 6

jEJNN,Ej<0
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Itération 1 :

e Calculer les directions d’amélioration d et ¢ :
Ej>0:d1:l1—$1:—6,
Ej<0:>d2:"l,L2—.T2:0.

donc dyy = <_6) )
0
. _ -1 1 —6 6
dp = (d;,j € Jp) — Ag' Anndyn = ( 1 _2) ( 0 ) = (—6) :
Et
(t) (8 =4\ [(-6) [—48
e () == (55 () - ()
e Calcul du @ le long des directions :
e Pour j € Jyy,ona:60=1.
e Pour j € Jgon a: 0, =minjc;,0; = min{fs, 0,4} tel que :
03 == %
6, =3,
.13 1 ,
0, = mm{i, 5} =05 = 5 = jp = 3.
e Pour je Jg,ona: Jg=0=0; =oc.
e Pour oy, on a g, = min{oy, 03} tel que :
_ —FE _ 47
g1 = 5 R
{02 =2 =3
. {47 33} 47 Ny
o = min — — =
o 487247 LT g T
Donc, on trouve :
_ 1 47 1
0 = min{1, 5290 @} =0;, = 3
e Calculer de la nouvelle solution réalisable et du nouveau vecteur des estimations :
3
_ 2 — 23
T=x+60d= 3 ,EN:EN+9tN:<_21>.
-3

e (Calcul de la nouvelle valeur 'estimation de suboptimalité :

B(z, Jp) = (1-0)p(, Jp) —0(1 - Q)tgde
=69 > e.

Comme §(z,.J,) > €, donc on applique le changement de support :

Jp={1,4},Js = Js =0, Jy = {2,3}, Inn = {2,3}, Jp = {JB, Js}.
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Itération 2 : On commence la deuxiéme itération par SRS{z, Jp}

1 0 -1 1
Ona:AB:(a17a4>:(_1 1)7AN:(G27G3):<2 0)

e Calculer le vecteur gradient :

avec

we(5) - ()

e Calculer le vecteurs des cotts réduits :
!/ / —1 / 2
By = (o B2 = gx — Gt Ax) = ().
e Calculer la nouvelle valeur ’estimation de suboptimalité :

B(f, jp) = Eg(i‘g - lQ) + Eg(ii‘g - Ug) =4 >e.

e Calculer les matrices Z et M :

1 -1
_ C(—AGANY 10
2=z () [}
-1 -1
8 —4 0 0 1 -1
o, (1 10 -1\[-4 2 00 1 0| (2 -4
M_ZDZ_<—101—1> 0 0 0o0f|lo0 1 (—4 8)
0O 0 00 -1 -1

e (Calculer les directions d et ¢ :

- (0)-(2)
d(Jp) = (dj,j € Jp) — Ag' Axndny = (_11 :D (_02) = (_22) .

= (i) e (23) () ()

e Calculer 0 le long des directions :
e Pour j € Jyn,ona:f=1.

Bt
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e Pour j € Jgona: 60, =min;c5,0; =min{6;,04} tel que :
0 =3.
0, =2.
3 3
e Pour j € Jg,ona: Jg=0 =0, =oo.
e Pour oy, on a 0, = min{oy, 03} tel que :

0-2:_t_§2:%'
o= =B,
o223 2 .
Ujo:mm{lg :UQZZ:>]0:2'

Donc, on trouve :

3 2 2
min{ ,2,00,4} o9 1

e Calculer la nouvelle solution réalisable et du nouveau vecteur des estimations :

T+0d=

Kl
I

= 0
,EN == EN +9t]\/’ == (_19> .

—2
e Calculer la nouvelle valeur 'estimation de suboptimalité :

B(E, J,) = (1—0)3(x, J,) — 0(1 — 0)thdy = 0.

Comme f(z, J,), étant nulle, le critére d’optimalité est vérifié.

W = DN

D’ou z* = est une solution optimale, avec F'(z*) = —6.

-2
3.9 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons vu certaines définitions dont nous avons besoin dans les

étapes de la méthode adaptée, 'algorithme de résolution par la méthode, et enfin nous
avons fourni un exemple numérique.
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Mise en ceuvre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter les résultats numériques de la comparaison entre
la méthode adaptée présentée dans le chapitre précédent et la méthode d’activation des
contraintes du solveur quadprog, défini sous Matlab. La comparaison est faite sur des
problémes quadratiques convexes générés aléatoirement. La caractéristique de chaque pro-
bléme est que la solution optimale z*, ainsi que la valeur de la fonction objectif F* a 'op-
timum sont connues a ’avance. Enfin, on va faire une simple application de la méthode
adaptée sur le probléme de classification binaire par SVM [31, 11].

4.2 Générateur d’exemples

Afin de bien tester et comparer l'efficacité de la méthode étudiée dans le chapitre
précédent, nous avons développé un générateur de problémes quadratiques convexes a
variables bornées. Ensuite, résoudre ces problémes générés avec la méthode adaptée ainsi
que la méthode d’activation des contraintes (ASM) du Matlab. Puis, comparer les résul-
tats obtenus.

Le programme du générateur aléatoire est une fonction appelée generation exemples tests :
[xopt, fopt, D, c, A, b,l,u] = generateur exemple test(m,n);

Parameétres d’entrées :

n : nombre de variables.
m : nombre de contraintes.

Parameétres de sorties :

A : matrice d’ordre m X n, notée la matrice des contraintes.
D : matrice carrée symétrique d’ordre n, elle est semi-définie positif.
¢ : n-vecteur.
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b : m-vecteur.
generer : est une fonction qui génére des nombres aléatoires dans U'intervalle [—1, 1], sui-
vant une loi uniforme. En Langage Matlab Urand.

4.3 La méthode d’activation des contraintes pour la
résolution de P.Q.C.

La méthode activation des contraintes (ASM : Active set method) ([15]) est une mé-
thode classique développée au début des années soixante-dix pour la résolution des pro-
blemes linéaires et quadratiques; elle s’applique pour des problémes d’optimisation avec
contraintes linéaires de types inégalités ou mixtes.

Dans notre application, on a appelé la méthode d’activation des contraintes du solveur
quadprog (disponible sous Matlab pour les versions), en I'appelant ainsi :

tic

options = optimset(' Algorithm’, Active — set');

(X, f_act,e_act,output _act] = quadprog(D,c,|], ], A, b,1,u)

toc

Pour avoir en sortie le nombre d’itérations on aura a composer le code suivant : output.iterations.
Pour avoir le temps d’exécution de la méthode on utilise la commande tic-toc.

Pour plus d’informations sur ce solveur, vous composez ce code : help quadprog.

4.4 Implémentation de la méthode adaptée sous Mat-
lab

La fonction implémentée sous MATLAB est un programme permet de résoudre des
problémes quadratiques convexes & variables bornées avec la méthode adaptée de support
définie précédemment. Voici 'appel de ce programme :
tic
[f, xopt,nbr _iter, Jg| = support _adaptee(D,c, A,b,l,u, Jp)
toc

4.4.1 Exemple d’exécution

Nous avons déja trouvé la solution du probléme (3.14), et maintenant nous allons
résoudre ce probléme sous MATLAB par l'algorithme implémenté :
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Méthode Adaptée pour 1 ariables Bornées 3
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Itération
nbr iter =

JB
1

FIGURE 4.1 — Résolution de 'exemple en Matlab

4.4.2 Comparaison entre la méthode adaptée et ASM

Notation :

e C'PU : Le temps d’exécution des problémes tests en secondes. On a utilisé la fonction
Matlab tic-toc.

e nit : Le nombre d’itérations requis pour la résolution des problémes tests.

e AF : Clest la différence entre la valeur de la fonction objectif optimale et celles
obtenues par les deux méthodes.

4.4.3 Discussion des résultats

Le tableau (4.4.2) présente les résultats comparatives des deux méthodes sur des pro-
bléemes générés sous Matlab. Les critéres de comparaison sont le temps d’exécution, le
nombre d’itérations ainsi que la différence AF entre la solution optimale du probléme et
celles données par les deux méthodes.

D’apreés le tableau, on remarque que les deux méthodes sont compétitives en termes de
temps d’exécution et AF pour presque tous les problémes générés.

En terme de nombre d’itérations, on remarque que la méthode ASM converge dans des
cas avec 0 itération, cela le fait que la méthode utilise une technique de présolving qui per-
met de détecter une solution optimale avant d’entamer ’algorithme de résolution. D’autre
part, la méthode adaptée trouve la solution avec quelques exemples de test aprés une seule
itération, cela le fait de la métrique adaptée qui permet de changer tous les indices non
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Taille Méthode Adaptée ASM

m n | AF CPU nit | AF CPU nit
1 2 194242 x 1073 0.3991 1 0 0.6149 O
2 3 ]6.6613 x 10716 05129 1 0 0.3291 0
2 4 122204 x 1071 0.4620 1 5.7070 x 10719 0.3854 5
3 5 93480 x 107 0.4559 1 9.6655 x 107  0.3832 4
3 6 |4.4408 x 10716 0.4648 1 2.7093 x 10~®  0.3573 4
5 10| 1.7763 x 10~ 0.6560 4 3.5527 x 1071 0.4309 4
6 10| 4.7961 x 10~'* 0.6686 7 8.8817 x 10716 0.4123 4
6 12| 8.5265 x 107* 0.6193 4 0 0.3349 0
10 15| 4.6146 x 1071 0.7353 8 [9.3223 x 1077  0.3459 4
10 20 | 2.7414 x 10719 1.1459 26 | 1.5276 x 1072 0.3586 5

TABLE 4.1 — Les résultats de comparaison entre la méthode adaptée et ASM.

optimaux a la fois, ce qui permet d’accélérer la convergence de I'algorithme.
Une autre particularité de I'algorithme est qu’il utilise I’estimation de suboptimalité qui
permet d’arréter I'algorithme avec une précision désirée et donc améliorer la convergence.

4.5 Application de la méthode adaptée sur les machines
a vecteurs de support(SVM)

Les machines a vecteurs de support (SVM) (|31, 30, 13]) est une méthode de classifi-
cation par apprentissage supervisé. Elle fut introduite par Vapnik en 1995 [29, 30]. Elle
est devenue une technique d’apprentissage omniprésente dans les divers domaines de la
communauté académique, ainsi que dans l'industrie.

La discrimination par SVM consiste & séparer les données en fonction de leurs étiquettes
en deux (ou plusieurs) classes.

Dans le cas binaire, il n’y a que deux étiquettes possibles (par exemple, +1 ou -1). Ainsi,
les SVM cherchent & déterminer une frontiére (hyperplan séparateur) entre les deux ca-
tégories. Cette frontiére est tracée en fonction d’exemples connus appelés vecteurs de
support.

Un algorithme résolvant les SVM identifie parmi les exemples d’apprentissage quels sont
les vecteurs de support, et il construit la frontiére avec une combinaison linéaire de cette
sélection.

Résoudre ce probléme équivaut a résoudre un programme quadratique convexe avec une
contrainte d’égalité et des variables bornées. Ce dernier peut étre résolu par les techniques
d’optimisation numérique.

Dans cette section, nous allons présenter la possibilité d’application de la méthode adap-
tée présentée dans le chapitre précédent pour la résolution du probléme dual quadratique
convexe d'un SVM. Cette idée d’application est le résultats des travaux [5, 11, 12, 13|
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pour résoudre les problémes de classification binaire SVM par la méthode adaptée.

4.5.1 Algorithme d’apprentissage

La recherche d’un hyperplan séparateur H (voir la figure), entre les deux classes
de I’échantillon d’apprentissage par SVM revient & résoudre un programme quadratique
convexe.

La formulation duale de ce probléme d’optimisation est convexe, i.e., la fonction objectif

—— = -

Marge

P

B Hyperplan
: optimale

FI1GURE 4.2 — Illustration de la séparation binaire par SVM

et I’ensemble de contraintes sont convexes. Par conséquent, le probléme SVM ne posséde
pas plusieurs optima locaux, mais un minimum global assurée par une matrice hessienne
semi-définie positive.

En effet, le probléme de classification binaire par SVM est sous la forme suivante :

1

min —o'Da — €'a, (4.1a)
ya=0, (4.1b)
0<a<Ce, (4.1¢)

ol le n-vecteur « est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes
du probléme primal, e est un n-vecteur dont chaque composante est égale a 1, y est un
n-vecteur et n la taille de I’ensemble d’apprentissage. La matrice D est carrée d’ordre n,
symétrique et semi-définie positive, définie par ses éléments d;; = y;y;z,x;, et 4,7 € I =

{1,...,n}.
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En comparant la formulation du probléme pgsvm par la formulation du probléme (3.1) —
(3.3) que nous avons vu dans le chapitre précédent, on trouve :

L=Fa=xe=c,
y=Ab=0,
Ce=u,l=(0,...,0).

Alors, la formulation du probléme SVM est adéquate pour appliquer la méthode adaptée,
avec la particularité |Jg| = 1. En effet, on a une seule contrainte d’égalité. Donc, 1'ap-

plication de la méthode adaptée sur cette formulation est plus simple que la formulation
standard de la P.Q.C.

4.5.2 Exemple de résolution d’un SVM linéaire par la méthode
adaptée

La base de données linsep contient des données de classification linéaire par SVM
représenté par les vecteurs X et Y, tel que :
e X représente les caractéristiques des individus;
e Y représente la classe des individus.
Pour charger la base de données dans I’espace de travail en Matlab on tape la commande
load linsep.
On applique la méthode adaptée pour séparer les individus en deux classes. La figure (4.3)
représente une capture des résultats obtenus.
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Chapitre 4

Mise en ceuvre
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FIGURE 4.3 — Résolution d'un exemple simple de SVM par la méthode adaptée.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons comparé numériquement la méthode adaptée et celle d’ac-
tivation des contraintes implémentées sous ’environnement Matlab. Cette comparaison
est faite sur des problémes de minimisation quadratiques convexes générés aléatoirement.
Ensuite, on a présenté un cas d’application de la méthode adaptée pour la résolution du
probléme de classification par SVM.
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Conclusion Générale

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier la méthode adaptée de Gabassov pour
la résolution des problémes de minimisation quadratiques convexes. Elle appartient a la
classe des méthodes primales-duales. Elle prend en compte les spécificités des contraintes
et les traite comme elles se présentent, sans chercher a les transformer. Cela permet d’évi-
ter d’étendre les dimensions du probléme et préserve donc 1’espace mémoire

Dans un premier temps, nous avons rappelé dans le premier chapitre les notions fon-
damentales d’algebre linéaire et de la convexité. Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous
avons présenté 'optimisation quadratique convexe avec contraintes.

Puis, dans le troisieme chapitre, nous avons étudié la méthode adaptée de résolution
des problémes de minimisation quadratiques convexes, avec une illustration numérique.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons présenté des expérimentations numériques de
la méthode étudiée implémentée sous I’environnement MATLAB en comparaison avec la
méthode ASM appelée a travers le solveur quadprog. Pour cela, nous avons implémenté
un générateur des problémes de minimisation quadratiques convexes. Puis, appliquer les
deux algorithmes implémentés et faire des comparaisons numériques entre les résultats en
termes de temps d’exécution, de nombre d’itérations, ainsi que AF'. Enfin, nous avons vu
un cas d’application de la méthode adaptée pour la résolution des problémes de classifi-
cation par SVM.

Perspectives

e Résoudre un probléme de minimisation quadratique convexe par d’autres méthodes
telles que : la méthode directe de support, la méthode du gradient projeté, la méthode
du simplexe,...,etc.

e Appliquer la méthode adaptée pour résoudre d’autres cas pratiques comme : la
gestion de portefeuille, la gestion de la production,... etc.
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