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Introduction

Le terme neurosciences, est utilisé pour désigner ’ensemble des sciences qui permettent
I’étude du fonctionnement du systeme nerveux.

Dans ce travail, nous nous sommes d’abord intéressés au fonctionnement d’un constituant
du systeme nerveux, le neurone. Comme la plupart des phénomenes naturels, physiques ou
biologiques par exemple, le fonctionnement d’un neurone peut étre représenté par des équations
décrivant I’évolution de ses caractéristiques principales dans le temps ou par rapport a un autre
parametre.

On doit le premier modele mathématique décrivant le comportement d’un neurone a Hodg-
kin et Huxley. C’est la découverte dans les années cinquante des principaux mécanismes
ioniques qui régissent le fonctionnement électrique d’'un neurone qui leur a permis de mettre
en équation I’évolution des différents acteurs de ces mécanismes. Ce modele a par la suite été
simplifié, mais également généralisé et le modele générale basé sur la conductance est 'un des
systemes qui en découlent.

Le courant M est un courant potassique dépendant du voltage et non inactivant, dont 1’exis-
tence a été démontrée dans de nombreux types de neurones, y compris les neurones excitateurs
du cortex et les neurones inhibiteurs de ’hippocampe. Son nom vient du fait que ce courant
est régulé a la baisse par la présence du neuromodulateur acétylcholine par son action sur le
récepteur muscarinique. Cependant, ce courant a été impliqué dans de nombreux aspects de
I’activité des cellules individuelles et des réseaux.

Nous adoptons dans notre recherche une approche différente et considérons I'effet du courant
M dans un modele général basé sur la conductance. Nous étudions les bifurcations du modele
dans l'espace des parametres de deux parametres communs a tout modele basé sur la conduc-
tance avec un courant M, le courant appliqué I,,, et la conductance maximale du courant M
noté gps. Nous dérivons des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de deux bifur-

cations de codimension deux du point d’équilibre au repos : la bifurcation de Bogdanov-Takens
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(BT) et la bifurcation cuspide (CP)(i.e bifurcation de fronce ou plisser).

La bifurcation de Bogdanov-Takens (BT) est associée a un point d’équilibre qui a une
valeur propre nulle avec une multiplicité algébrique de deux et une multiplicité géométrique
de un. La bifurcation cusp se produit lorsque trois points d’équilibre fusionnent en un seul, et
peut étre considérée comme 'apparition simultanée de deux points d’équilibre. Lorsqu’'un point
d’équilibre subit simultanément une bifurcation BT et une bifurcation cuspide, on obtient une
Bogdanov-Takens-cusp (BTC). qui est une bifurcation de codimension trois.

Dans la litérature Les neurones et les modeles neuronaux sont souvent classés en fonction de
leur classe d’excitabilité membranaire. Les neurones ayant une excitabilité de classe I ont une
courbe de fréquence-courant (F/I) continue parce qu'ils commencent a effectuer des signaux
de facon répétitifs a une fréquence nulle a partir de ’état de repos. En revanche, la courbe
fréquence-courant des neurones de classe II est discontinue, parce qu’ils commencent a émettre
avec une fréquence non nulle a partir de I’état de repos.

Présentation du travail

Ce mémoire est une analyse détaillée d'un systeme dynamique non-linéaire qui modélise un

probleme neuronal.

Cette analyse est basée sur l'article de Isam Al-Darabsah et Sue Ann Campbell.

”M-current induced Bogdanov—Takens bifurcation and switching of neuron

excitability class [16]”.

Le travail, dans ce mémoire se présentera de la maniere suivante.

Nous donnerons une analyse détaillée des systemes dynamiques et de leur stabilité dans le
premier chapitre, nous présentons le théoreme d’existence et d’unicité, et les résultats sur
I’équivalence topologique entre les systeme linéaires et leur systeme linéarisé. En suite on donne
une classification des bifurcation.

Dans le chapitre 2 nous présentons le modele générale qui est un modele basé sur
la conductance avec 'inclusion du courant M sensible a 1’acétycholine. Nous étudions les bi-
furcations dans l'espace des parametres constitué du courant appliqué I,,,, de la conductance
maximale du courant g, et la conductance du courant de fuite ¢g;,. Nous donnons des conditions
précises pour que le modele assure I'existence d'un point Bogdanov-Takens (BT) et nous mon-
trons qu’un tel point peut apparaitre en faisant varier/,,, etgs; . Nous discutons le cas lorsque
le point BT devient un point Bogdanov-Takens-cusp (BTC) et finalement, nous vérifions qu'un

tel point peut apparaitre dans I'espace tridimensionnel des parametres.
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Dans le chapitre 3, comme dans I'article [16], nous allons donner une illustration par I’ana-
loge d’'un modele typique proposé par Wang et Buzsaki. Puis nous examinons le changement

de classe d’excitabilité neuronale du modele et nous tragons un diagramme de bifurcation.



Chapitre 1
Systemes dynamiques et stabilité

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons aux systemes dynamiques, terminologie
regroupant les systemes d’équations différentielles ordinaires (EDO) et les systemes d’évolution

discrets [3] [4], 6], @, 15, 19} 20].

1.1 Notations et définitions

On note z = (x1,xa,...,x,) un élément de U tel que U un ouvert de R", sa norme ||x||gn
sera I'une quelconque des normes usuelles sur R".
Soient D un ouvert de R® x R et f: D — R" une fonction continue.
Pour tout (z,t) € D, on notera f(z,t) = (fi(x,t), ..., fu(x,t)) o chaque fonction f; est continue
de D dans R.

Définition 1.1.1. (Systéme dynamique)
On appelle systeme dynamique un systéme physique représentable par une équation différentiable

de la forme (cas continue) :

dx

== =flaty), v€U, pek (1.1)

T

Avec f un champ de vecteurs, R™ est l’espace des phases, RP est [’espace des parameétres et t la
variable temporelle.

Ou par des applications (cas discret) :
Tpy1 = flag,p), zx €R", peRP, ke N. (1.2)

Avec f la fonction de récurrence, R™ est l’espace des phases, RP est [’espace des paramétres.
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Définition 1.1.2. (Systéme dynamique autonome)
Lorsque le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps, on dit que le systéme

dynamique est autonome, et on a :

,_dx

T = f(z), ze€R™ (1.3)

==
Définition 1.1.3. (Point singulier)

On appelle point d’équilibre (ou point fize ou stationnaire ou point critique) de , le point
T de lespace des phases qui vérifie (1.6)) :

f(z)=0. (1.4)

Par le changement de variable £ = x — &, on peut ramener le point & a [’origine.

1.1.1 Théoréeme d’existence et d’unicité

Définition 1.1.4.

1) Une solution de l’équation est un couple (p,J) ou J est un intervalle de R et
© = (Q1, 2, ..., ) est une fonction dérivable sur J a valeurs dans R™ telle que

(p(t),t) € D pour tout t € J et d“”d;'t(t) = fi(p(t),t), Yte J, Vi=1,...,n.

2) Soient x : I, — R", T : I, — R™ des solutions de , tel que I, C R™. On dit que

Z est un prolongement de x si I, C INx et x|y, = .

3) On dit qu’une solution x : I, — R™ est mazimale si x n’admet pas de prolongement

f:]; — R" qvec I, g];.

Remarque 1.1.1. On remarque que f et ¢ étant deux fonctions continues, par composition

o' = (o), @by ..., 0l est également continue sur J et ¢ est de classe C sur J.

Définition 1.1.5. Soit (xg,ty) € D. Résoudre le probléeme de Cauchy

dx
%:f(xat% (PC)

x(to) = 2o,

consiste a déterminer un couple (@, J) ou J est un intervalle de R contenant ty et ¢ est une

fonction dérivable de J dans R™, telle que

1) (p(t),t) € D pour tout t € J.
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2) dfl—ffﬂ = f(@(t),t), pour tout t € J et p(ty) = xo.

Définition 1.1.6. On appelle solution locale du probléeme la donnée d’un couple (v, Jy) ot Jy
est un intervalle qu’est voisinage de ty dans J et ¢ est une fonction appartenant a C*(Jy) tel
que

dyp
T f(e(t), ) (1.5)
pour tout t € Jy et

p(to) = xo

Définition 1.1.7. On dit que (¢, Jy) est solution global du probléme dans J (on que ¢ est

solution du probléme si (@, Jy) est une solution locale et si Jy = J
On donne maintenant le théoréme d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 1.1.1. (Cauchy-Lipschitz)
Soit (zo,t0) € D et soit a >0 et b > 0 tels que le cylindre C = {|t — to| < a, ||z — xo||rn < b}

soit inclus dans D. on note

b
M = sup ||f(x,t)||gn et a=min(a,—),
(t,x)eC M

telle que f est continue et lipschitzienne en x.
Alors il existe une unique solution maximale ¢ du probleme de Cauchy sur lintervalle

[to —Oz,t()—FOK].

1.1.2 Flot et trajectoires

Soit le systeme dynamique autonome :

Z—f = f(z), z€U. (1.6)

Définition 1.1.8. (flot)
Soit x(xo,t), tel que (xo,t) € D ,une solution de (1.6) avec conditions initiales x(ty) = xo. On
appelle flot de (1.6)), ou du champ de vecteurs f, l'application ¢, : R — R™définie par

(bt*to (x(J) = x(*TOv t)

10



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

Remarque 1.1.2. Si f est linéaire, i.e, f(x)=Ax, A € M, (R), le flot est donné par l’expo-
nentielle de A :

¢i(0) = erxg,  V(xo,t) € D.

Ainsi, le flot est une généralisation de [’exponentielle d’une matrice. Il posséde des propriétés
similaires.
Proposition 1.1.2. Pour tous t, s € R on a les propriétés suivantes :

1) ¢_1o0¢; = id, c’est -a-dire (¢) L=y,

2) (bo - Zd,

Oy

3) — = foqgy,

4) bres = ¢i 0 @s.
Définition 1.1.9. (trajectoire)

On appelle trajectoire passant par xo ’ensemble :

l9350 = {¢t(x0) o te Im}

Autrement dit, la trajectoire passant par xo est la courbe tracée sur R™ par la solution mazimale

de l’équation @ passant par xo en t = 0.

1.2 Stabilité des systemes dynamiques
Dans cette section nous nous intéressons a la stabilité d’un systeme autonome :

dx
pri flx), zel. (1.7)

Définition 1.2.1. (Notion de la stabilité)

1) Nous dirons qu’un équilibre T de est stable si pour tout € > 0, V ty il existe oy, tel

que :
|0 — Z|| < o1y = ||0(0,t0) — Z|| <&, ¥Vt >to.

2) Nous dirons qu’un équilibre T de est uniformément asymptotiquement stable s’il
est uniformément stable et s’il existe un voisinage de T ot ¢(xg,t) a pour limite T,
c’est-a-dire qu’il existe p > 0 : ||xg — || < p = tlir+n (¢(z0,t0)) = T.

—+400

3) Un équilibre qui n’est pas uniformément stable est dit instable.

11



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

Définition 1.2.2. (Cycle limite)

Soit le systeme différentiel de de dimension deuz suivant :

(1.8)

Ou f et g sont des fonctions continues.

Un cycle limite C du systéme (1.8) est une trajectoire fermée isolée dans l’éspace de phases,

c’est a dire qu’il existe un voisinage de C dans lequel il n’a pas d’autres courbes fermées.

Phase portrait of the Van der Pol oscillator

FI1GURE 1.1 — Cycle limite de l'oscillateur de Van der Pol

Définition 1.2.3. (Orbites homocline et hétérocline)

Soit une orbite ., telle qu’il existe deux points d’équilibre a et b vérivant :

lim ¢i(xg) =aet lim ¢p(zg) =b
t— 400 t——00

est dite orbite hétérocline si a # b et homocline si a=b.

12



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

‘ Homoclinic Orbits ‘ ’ Heteroclinic Orbits ‘

N2 Pl
\: '~ saddle-loop /o\ /0\
240

saddle-saddle-connection

saddle-node-loop

FIGURE 1.2 — Illustration d’orbites homocline et hétérocline

1.2.1 Stabilité des systémes linéaires

Considérons le cas particulier d’'une équation différentielle autonome linéaire

d
—x:A:E, xeU,
dt

ou A € M,(R). L’origine est toujours un équilibre de cette équation (mais il peut y en avoir

d’autres tout élément de Ker(A) est un équilibre).
x
Théoreme 1.2.1. Soit i Ax, soient \i, Ag, ..., N, les valeurs propres distinctes de A.

1) L’origine est un équilibre uniformément stable si et seulement si Re(\;) <0, Vi = 1,n.

2) L’origine est un équilibre uniformément asymptotiquement stable si et seulement si

Re(\;) <0, Vi =1,n. Dans ce cas on dit que [’origine est un équilibre hyperbolique.

3) S’il existe une valeur propre X telle que Re(\) > 0, l'origine est instable.

Cas affine

Considérons maintenant 1’équation

dx
 — Ar+ B 1.9
pr r+ B, (1.9)

ou A € M, (K) et B € R" un vecteur constant.
Proposition 1.2.2. La stabilité et la stabilité asymptotique d’'un équilibre de [’équation

sont équivalentes respectivement a celles de l’origine pour l’équation A Ay.

dt

13



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

Dans la pratique pour un systeme de dimension deux on a la remarque suivante :

Remarque 1.2.1. Pour une équation différentielle Z—f = Ax dans R?, le signe des parties
réelles des valeurs propres se déduit directement des signes du déterminant et de la trace de
A. En effet, det A est le produit des valeurs propres de A et trA est la somme de leurs parties
réelles. Ainsi, en notant A\ et Ay les valeurs propres de A, on a

1) SidetA < 0, alors Ay et Ay sont réelles de signe opposé (elles ne peuvent étre complexes, car
dans ce cas detA = |\|?).

2) SidetA >0, alors A1 et \y sont réelles de méme signe, soit complezes conjuguées, dans les
deux cas, les parties réelles de A\ et Ay sont de méme singe, qui est celui de trA.

Notons que, si trA = 0. Ay et Ay sont forcément complexes conjuguées de partie réelle nulle.

3) Si detA = 0, l'une des valeurs propres est nulle, l'autre étant égale a trA. On note que
q:=det A, p:= X

Spirale asymp. 1 r Spirale instable
stable

Centre
@ stable .
A

A=p'—49=0

Neeud impropre Neeud impropre

asymp. stahle %g,v \ instable
e -

Point selle instab|e’ _ p

A=p?-4q>0 :‘77_
f Y

FI1GURE 1.3 — Diagramme de la stabilité.

1.2.2 Stabilité des systémes non linéaires. Linéarisation

Le développement de Taylor du champ de vecteurs f de (1.7) en & s’écrit :

flz) =df(z)(x — ) + %de(x)(x —T,x—1I)+ %d‘{f(x)(:v —r,x—%,x—x)+... (1.10)
olt 'on a posé f = (f1,..., fu)l o= (21,...,2,)7,
0 0?
(@) = Z( ) 0y, ta)(o) = ) (552) 2

14



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

3
& f(x)(x,z,7) = Z (855—1;(?;%) LT T (1.11)
i,k v
La matrice 5
i = (7)),

s’appelle matrice jacobienne de f (son déterminant est le jacobien). Pour z petit, (1.10)) montre

que le comportement du systeme au voisinage de & est celui du systeme linéarisé :
& =df(z)(x — ). (1.12)

Dans le cas ou la matrice df (Z) posseéde n valeurs propres A;, i = 1,...,n distinctes, la solution

de ([1.12)) est :

n

r=Y caleM, (1.13)

i=1
ot a' est le vecteur propre correspondant & la valeur propre \; et les ¢;, i =1,...,n sont des

constantes (déterminées par les conditions initiales).

Définition 1.2.4. (E’quil’ib’r’e hyperbolique)

Soit T le point d’équilibre du systéeme dynamique autonome (1.7)) :

d
d—f:f(x), zeUl.

T est dit hyperbolique, si tout les valeures propres de df (Z) ont une partie réelle non-nulle
(Re(A) #0).

On peut énoncer le résultat d’équivalernce topologique suivant

Théoréme 1.2.3. (Hartman-Grobman)
Soit U un ouvert de R"™ contenant 0 et f une fonction de classe C' sur U a valeurs dans R™.

Pour tout x € U, on note ¢(t, ) la solution de l’équation autonome (|1.7))

dx
E = f(‘r)a

qui vérifie ¢(t,z) = . On suppose que f(Z) = 0 et que pour toute valeur propre \ de la
matrice A = df (z), Re(\) # 0. Alors il existe deux ouverts Vi et Vo de R™ contenant T et un
homéomorphisme H de Vy dans Vs tel que, pour tout x € V,

H(p(z,t)) = H(z), Vtel,

15



1.2. Stabilité des systémes dynamiques

ou I, est un intervalle ouvert de R contenant x. En particulier H envoie les trajectoires du
systeme

dx
E = f(x)a

sur les trajectoires du systeme linéaire a coefficients constants
dx
— = A(x — 7).
o = Ale —7)
Corollaire 1.2.4. (Stabilité en premiére approrimation)
dz
Soit — = f(x) un systéme d’équations différentielles tel que f € CY(R™,R"). Soit * € R un

dt
équilibre de f. Si T est un équilibre asymptotiquement stable du systeme linéarisé

b = (&) (w ~ )

alors c’est un équilibre asymptotiquement stable du systéme (|1.7)).
Si on suppose que df (Z) a une valeur propre de partie réelle strictement positive. Alors, T n’est

pas un équilibre stable pour le systeme ((1.7)).

Remarque 1.2.2. (Systéme dynamique de dimension deux)

Soit un point singulier hyperbolique T du systeme différentiel

i = f(z,y),
1.14
{ v =g(z,y). )

ot f et g sont de classe C?sur un ouvert U C R? .

Soit p1 et \ les valeurs propres (dans C ) de la jacobienne associée au champ de vecteurs en ce
point singulier, On a donc Re(A\) # 0 et Re(p) # 0. le tablau suivant résume les différents cas
des points singuliers et illustre le portrait de phase local au voisinage du point singulier (point
singulier en violet, les orbites bleues appartiennent a W?* | les orbites rouges a YW*, les orbites
noires completent illustration du portrait de phase, les fleches indique le sens du flot). notons

que W? c’est la sous variété stable et W* c’est la sous variété instable.
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1.2. Stabilité des systémes dynamiques

Points hyperboliques ApeR
¥
R(A) < 0, R(u) < 0 N
stable
dim(W*) = 2 fol
dim{W") =0 Noeud attractif
R(A)=0,R(u)=0 f_;;_
instable P
dim(W*) =0 AR
dim(W") = 2 Noeud répulsif Foyer répulsif
R(A) <0,R(p) =0 3
instable 5“'[{— Impossible !
dim{W*) = 1 il
dim{W") = 1 Col ou Point selle (“saddle”)

FI1GURE 1.4 — lustration du portrait de phase local

1.2.3 Fonction de Lyapunov

Dans ce paragraphe, on étudie la stabilité d’un systeme a l'aide d’une fonction convena-
blement choisie, appelée fonction de Lyapunov. Cette méthode, dite directe, est utile pour les
systemes non linéaires. Plus précisément, 1'idée de base de cette méthode est de chercher une
fonction définie positive, dépendant de I'état du systeme, et qui est décroissante le long des

trajectoires du systeme, quand le systeme évolue.
Définition 1.2.5. Une fonction V définie sur une région €2 qui contient & est une fonction de
Lyapunov pour le systeme et le point d’équilibre T si

1. V est continue et ses dérivées partielles sont continues.

2.V admet un minimum unique en T sur S).

3. La fonction V(x) = VV (z)f(x) satisfait V(z) < 0 sur Q.

o
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1.3. Théorie des bifurcations

utilisant (1.7)), on obtient

ov
o0x,,

. ov ov
V(QZ) = a—xl‘ﬁ(l') + 8—‘%2f2($) + -+ fn(l')
avec f = (f1,"+, fo)yx = (21, -+ ,2,)7 et fi : R" — R.

Théoréme 1.2.5. Sl existe une fonction de Lyapunov V (x) associée au systéme (1.7) dans
une boule B(Z, Ry), alors le point d’équilibre T est stable. Si, de plus, la fonction V(z) < 0 en

tout point sauf au point T, alors T est asymptotiquement stable.

Pour la démonstration de ce théoreme, voir par exemple [2].

1.3 Théorie des bifurcations

1.3.1 Notion d’une bifurcation

L’aspect fondamental de I’étude des systemes dynamiques est la notion de bifurcation. Un
terme qui a était introduit par Henri Poincaré au début du X X°¢ siecle dans ces travaux sur les

systemes différentiels. Soit le systeme dynamique non linéaire

dx
E:f(x,t,,u) reR" uelRP (1.15)
avec p le parametre de controle, et z. la solution de ce systeme.

Définition 1.3.1. Une bifurcation d’un systeme dynamique est un changement qualitatif de sa

dynamique produit en faisant varier les parameétres.

Définition 1.3.2. Un diagramme de bifurcation est une portion de l’espace des paramétres sur

laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.

Définition 1.3.3. La codimension d’une bifurcation est le nombre de parametres qui doivent

étre modifiés pour la bifurcation de se produire.

1.3.2 Classification des bifurcations

La théorie des bifurcations consiste a classer les différents types de bifurcation en classes. Il

y a deux classes principales : bifurcations globales et bifurcation locales.
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1.3. Théorie des bifurcations

1.3.3 Bifurcations locales

1.3.4 Bifurcations de codimention un

Dans ce paragraphe, nous étudions les quatre bifurcations de codimension un : bifurcation

noeud-col, bifurcation transcritique, bifurcation fourche et bifurcation de Hopf. Considérons le

systeme (1.15]).
a- Bifurcation noeud-col

Considérons le systéme (1.15]). Si on peut réécrire la fonction f sous la forme :

flz,p) = p—a® (1.16)
On appelle la fonction ([1.16) la forme normale de la bifurcation noeud-col.
Nous allons étudier le comportement de cette équation selon le parametre de controle p :

f(x»/ub):0<:>lu’:x2

oSi 1 < 0, I'équation f(x,u) = 0 n’admet pas une solution. Alors n’existe pas un point
d’équilibre.
eSiu>0o0na:

Le = \/ﬁa
Te = _\/ﬁa

Par conséquent 1'équation ((1.16|) admet deux solution, alors il existe deux points d’équilibres,

p= 1’ =

leur stabilité est déterminée par :

d
f (@, 1) _ o
dx
alors
df (z, 1)
= -2 = -2 0
dx v Te=\/p \/ﬁ <5
et
df (z, j1)
dx v Te=—/li V=0,
par suit

T, =/ est stable,

Te = —y/p est instable,
e Si 1t = 0 le seul point d’équilibre est z. = 0 par intégration de (|1.16]) et grace & la condition

initiale x(ty) = o tel que xy # 0 on obtient :
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1.3. Théorie des bifurcations

Alors le point z, = 0 est semi-stable. (Stable sizy > 0 et instable si zy < 0)

Remarque 1.3.1. Méme étude faite lorsque f(x,p) = —p — 2%, f(z, 1) = p+ 22,
flo,p) = —p+ a2

dr 3

FI1GURE 1.5 — Diagramme de bifurcation noeud-col

b- Bifurcation transcritique

Considérons le systeme (|1.15]). Si on peut réécrire la fonction f sous la forme :

fla, p) = pa — (1.17)

On appelle la fonction ([1.17)) la forme normale de la bifurcation transcritique.

Nous allons étudier le comportement de cette équation selon le parametre de controle p :
flz,p) =0<=z(p—2z) =0,
alors
ze =0,
Te = [d.

Par conséquent ’équation (|1.17)) admet deux solution, alors il existe deux points d’équilibres,

leur stabilité est déterminée par :

df (z, )
JAE) 9
d]? ILL x?
alors
d
W — o -
ua Te=0
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1.3. Théorie des bifurcations

et

CEt =, =
Donc : le point d’équilibre x. = 0 stable pour u < 0, instable pour u > 0 et . = p est stable
pour p > 0, instable pour p < 0
e Si = 0 le seul point d’équilibre est x. = 0 par intégration de et grace a la condition
initiale z(ty) = zo tel que xy # 0 on obtient :

() =

b+ L

Alors le point z, = 0 est semi-stable. (Stable sizg > 0 et instable si zy < 0)

FI1GURE 1.6 — Diagramme de bifurcation transcritique.

c- Bifurcations fourches

Considérons le systéme (1.15]). Si on peut réécrire la fonction f sous la forme :

flo,p) = p — a° (1.18)

On appelle la fonction (1.18) L’équation générique d'une bifurcation fourche (sur-critique).

Et pour sous-critique est :
fla, p) = pw + 2° (1.19)
Nous calculons ses points d’équilibres

eDans le cas d'une bifurcation fourche sur-critique on a f(x, ) =0
P, m) = 0 = a(u —2%) =0,

alors

21



1.3. Théorie des bifurcations

Donc : Si 4 < 0, on a un seul point d’équilibre z, = 0.

Sip >0, on a: trois points d’équilibres :

Te = O,
Te = /10
Nous étudions la stabilité de ces points d’équilibres :

df (z, 1)

00— — 322,
dx a v
alors
d
f(‘%.?u) :_21, :M,
dx Le=0
et
d
fz, ) = —2x = —2u.
dx Te=%pu
par suit

x Si < 0 on a le seul point d’équilibre x, = 0 est stable.
* Si > 0 on ale point d’équilibre :

r. =0 estinstable,
Te = /1 est stable.

Si = 0 le seul point d’équilibre est x. = 0 par intégration de ([1.18]) on obtient :
1

2t 4 &
0

Alors le point z, = 0 est semi-stable. (Stable sizg > 0 et instable si xy < 0)

x(t) ==+

Remarque 1.3.2. Méme étude faite lorsque f(x,u) = px + x* (sou-critique).
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1.3. Théorie des bifurcations

F1GURE 1.7 — Diagramme de bifurcation fourche sur-critique.

d- Bifurcation de Hopf
Donnons un exemple simple d’un point de bifurcation de Hopf. Considérons le systeme ([1.15]).
Si on peut réécrire la fonction f sous la forme :

t=y+ (p—ax*—y*), (1.20)

g=—x+(p—a*—y)y,
oupeR
C’est trivial que 'origine (0,0) est un point d’équilibre de se systéme non linéaire, étudions tout
d’abord son stabilité.

La matrice jacobienne correspondant a (|1.20))

p— 3% — 2 1 —2xy
Df(x,y) = ( :

—1—2vy p—a®—3y?

alors

alors A\jo = p £
oSi ;1 > 0 l'origine est instable.

oSi 1 < 0 lorigine est stable.
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1.3. Théorie des bifurcations

eSi p1 =0, on peut rien conclure par la méthode de linéarisation, on pose v(z,y) = 3(2* + y?)

v(0,0) = 0,
v(z,y) > 0,¥(x,y) # (0,0),
, ov. Ov,
) = G+ i = (a4 <0,

donc v est strictement décroissante le long des trajectoires, alors v est une fonction de Lyaponov
strict.D’ou 'origine est assympptotiquement stable.
«En effectuant un changement en coordonnées plaire (r, 0), soit x = rcos, et y = rsinf, sachant
que 22 4 y? = 72, il vient que

icost) — rfsinf = rsinf + (u — r2)rcosb,

_ (1.21)

rsinf + rfcos) = —rcosd + (1 — r*)rsind,

multiplions la premiere équation pat cosf et la deuxeéme pa sinf, et additionnons les deux

équations, sachant que cos? + sin?0 = 1, on obtient
7 =r(p—r?).

De méme, multiplions la premiere équation pat sinf et la deuxeme pa cosf, et additionnons les

deux équations, on obtient
f=—1.

Alors ([1.20]) en coordonnées polaires s’écrit donc

7;:70(“_7’2)7 (1 22)
6 =—1.
Remarquons tout d’abord que 0 = Z—f = —1 est constant , alors ’angle varie avec une vitesse

angulaire constante.
Cherchons maintenant les points d’équilibres de ((1.22))
r(p—r)=0<=r=0o0ur’=yu

e Sip < 0 le seule point d’équilibre est (0,0) qui est assymptotiquement stable.
e Si > 0ils y a deux pointx d’équilibres (0,0) qui est instable et le deuxiéme correspond a un

cycle limite de rayon r = /i qui est assymptotiquement stable.

Remarque 1.3.3. Pour la bifiurcatipn de Hopf il faut voir le coefficient de r® dans r(u — r?)
s’il est mon nul, alors il existe un cycle limite. De plus si se coefficient est negative, ce cycle

limite est assymptotiquement stable, inversement s’il est positive, ce cycle limite est instable.
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1.3. Théorie des bifurcations

w<0 n>0

Tim(z) Tm(z) Tmi(z)

b) c)

FIGURE 1.8 — Présentation de la bifurcation de Hopf supercritique.

G\
)
"/

1.3.5 Bifurcations de codimension deux

IIs y a cinq types de bifurcations de codimensions deux bifurcation de : Bautin, Bogdanov-
Takens, Cusp, Fold-Hopf et Hopf-Hopf.

On s’intéresse a la bifurcation de Bogdanov-Takens et la bifurcation Cusp.

Définition 1.3.4. (Bifurcation de Bogdanov-Takens)

La bifurcation de Bogdanov-Takens (BT) est une bifurcation d’un point d’équilibre dans une
famille a deux parametres d’EDO autonomes a laquelle [’équilibre critique a une valeur propre
nulle de multiplicité algébrique deux et géomitrique de un. Pour les valeurs de parametres
proches, le systeme dispose de deux équilibres (une selle et une non-selle) qui entrent en colli-
sion et disparaissent via une bifurcation selle-nceud. L’équilibre sans selle subit une bifurcation
d’Andronov-Hopf générant un cycle limite. Ce cycle dégénere en une orbite homoclinique a la

selle et disparait via une bifurcation homoclinique de selle.
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1.3. Théorie des bifurcations

F1GURE 1.9 — Différent types de dynamique d’une bifurcation de Bogdanov-Takens.

Définition 1.3.5. (Bifurcation Cusp)

La bifurcation cuspide (CP) est une bifurcation d’équilibres dans une famille a deux parameétres
d’EDO autonomes ou I’équilibre critique a une valeur propre nulle et le coefficient quadratique
pour La bifurcation selle-neud disparait. Au point de bifurcation de la cuspide, deux branches de
la courbe de bifurcation du neud de selle se rencontrent tangentiellement, formant une parabole
semi-cubique. Pour les valeurs de parametres proches, le systéme peut avoir trois équilibres qusi
entrent en collision et disparaissent par paires via les bifurcations selle-neeud. La bifurcation de

la cuspide implique la présence d’un phénomene d’hystérésis.

FIGURE 1.10 — Hlustration de la bifurcation Cusp
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1.3. Théorie des bifurcations

1.3.6 Bifurcations de codimension trois

Ils y a plusieures types de bifurcations de codimensions trois, dans notre travail on s’intéresse

au bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp.

Définition 1.3.6. (Bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp)

La bifurcation Bogdanov-Takens-Cusp (BTC) est une bifurcation d’équilibres dans une famille
a deuzx parameétres d’EDO autonomes ou l’équilibre critique a une valeur propre nulle. [’état
d’équilibre devient un point Bogdanov-Takens dégénéré (ou "point Bogdanov-Takens-Cusp”-

BTC) lorsqu’un point BT se combine avec un point cusp.

1.3.7 Bifurcations globales

Bifurcation homoclinique
bifurcation homocline dans laquelle un cycle limite entre en collision avec un point de selle.
Les bifurcations homoclines peuvent se produire de maniere supercritique ou sous-critique.

Bifurcation hétéroclinique

Homoclinic Bifurcation

\\D/’ \0/’ x:i/,
< \9 <N @ Saddle- * \
Loop
Bifurcation

P <PsL P=PsL

\o/ N A 7/'
\o/ \@ /D\ o
TN \9 ddle-
L Node
Invariant
Circle

FIGURE 1.11 — Présentation de la bifurcation homoclinique.

Bifurcation hétéroclinique dans laquelle un cycle limite entre en collision avec deux points de

selle ou plus, elle implique un cycle hétéroclinique.
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Heteroclinic Bifurcation

\/—\

\//W\o/

AN PN
—

\
<N

FIGURE 1.12 — Présentation de la bifurcation hétéroclinique.
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Chapitre 2

Etude qualitative d’un modele

dynamique neuronal

Dans ce chapitre, nous nous sommes d’abord intéressés au fonctionnement d’un constituant
du systeme nerveux, le neurone, et de comprendre les processus de base intervenant dans la
transmission de I'information au sein d’'un neurone. Le fonctionnement d’un neurone peut étre
représenté par des équations décrivant 1’évolution de ses caractéristiques principales dans le
temps ou par rapport a un autre parametre. Cette représentation, appelée modele. On doit le
premier modele mathématique décrivant le comportement d’un neurone a Hodgkin et Huxley.
Ce modele a par la suite été simplifié, mais également généralisé[10], 22], C’est ce que nous
allons voir dans la deuxieme partie du chapitre.

Dans la troixeme partie du chapitre nous présentons un modele général de neurones basé
sur la conductance. Nous étudions les bifurcations dans ’espace des parametres constitué du
courant appliqué Iy, de la conductance maximale du courant g, et la conductance du courant
de fuite g;. Nous donnons des conditions précises pour que le modele assure 'existence d’un
point Bogdanov-Takens (BT) et montrons qu’un tel point peut apparaitre en faisant varier/,,, et
gnr- Nous discutons le cas lorsque le point BT devient un point Bogdanov-Takens-cusp (BTC) et

montrons qu'un tel point peut apparaitre dans I’espace tridimensionnel des parametres [16, 23].

2.1 Electrophysiology des Neurones

Les messages nerveux sont transportés a travers du systéme nerveu par des unités indi-

viduelles appelées neurones (voir figure [2.1)), sont des cellules spécialisées pour transmettre
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2.1. Electrophysiology des Neurones

I'information a l'autre cellules nerveuses, musculaires et glandulaires. cette information a une
nature élctrique.

Nous rappelons d’abord les composantes du neurone ainsi que leurs propriétés. Le neurone est
composé d'un corps cellulaire, de dendrites, d’'un axone et de terminaisons axonales. Le corps
cellulaire contient le noyau ainsi que les organites de la cellule. Le contour de tout le neurone,
des dendrites aux terminaisons axonales est délimité par le membrane cellulaire (Voir figure
. A travers les dendrites, le corps cellulaire recoit I'information nerveuse provenant des neu-

rones pré-synaptiques, L’information est propagée via I’axone aux neurones post-synaptiques.

Terminaisons
axonales

Dendrites

Corps cellulaire

FIGURE 2.1 — Schéma d’un neurone.

Milieu extra-cellulaire

TESSRISSPIRIIISIIIISIIS eSS

Membrane cellulaire

sasssessesssssssesssassse

Milieu intra-cellulaire

FIGURE 2.2 — Schéma d’une membrane de neurone, composée d'une double couche de cellules

lipidiques.

2.1.1 Potentiel de repos

Pour toute cellule de 'organisme, il existe une différence de potentiel entre 'intérieur et
I’extérieur, ce potentiel est appelé potentiel membranaire de repos. Les principaux solutés du

liquide extra cellulaire sont les ions sodium et chlore. Le liquide intracellulaire contient de fortes
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2.1. Electrophysiology des Neurones

concentrations de potassium et de molécules ionisées non diffusibles. ’amplitude du potentiel
membranaire de repos varie de -5 a -100 mv suivant le type de cellule. Il s’explique par un léger
surplus d’ions négatifs a l'intérieur et un léger surplus d’ions positifs a I'extérieur. En général,
les ions sodium et potassium sont les principaux déterminants du potentiel de repos.
L’amplitude du potentiel de repos dépend principalement de la différence de concentration
des ions spécifiques dans les liquides intra et extra-cellulaires et des différences de perméabilité
membranaires aux différents ions. En fait, il y a un mouvement constant d’ions entre l'intérieur
et 'extérieur de la cellule. Par exemple, les différences de concentration du sodium et du po-
tassium sont déterminées par la pompe sodium-potassium, d’autre part certaines protéines
peuvent constituer des canaux ioniques et laisser passer certains ions. Les ions diffusent alors
sous 'effet des gradients électro-chimiques. Supposons qu’il n’y ait qu’un seul ion libre de cir-
culer, alors sa circulation au travers de la membrane, est déterminée d’une part par le gradient
de concentration, et d’autre part par la différence de potentiel de cet ion. Pour un ion donné,
la valeur d’équilibre de la différence de potentiel relative au gradient de concentration de cet
ion est donnée par 1’équation de Nernst :
Ce
.

ou K = 60 est une constante dépendant de la constante universelle des gaz parfaits, de la

V = Klin

température, de la valence de l'ion et de la constante électrique de Faraday. C. et C; sont
les concentrations extra et intracellulaires de l'ion. Certaines cellules, comme par exemple les
cellules nerveuses et musculaires, peuvent générer des potentiels d’action. Ces cellules sont dites

excitables.

2.1.2 Potentiel de d’action

Les potentiels d’action sont initiés par une modification transitoire de la perméabilité mem-
branaire permettant la diffusion des ions sodium et potassium le long de leur gradient de
concentration. Au repos, ce sont principalement les canaux potassiques qui sont ouverts et le
potentiel de repos est proche du potentiel d’équilibre du potassium. Suite a un stimulus, une
dépolarisation graduelle est initiée par des mouvements d’ions sodiques et potassique. Lorsque
la dépolarisation atteint un seuil donné, des canaux sodiques potentiels dépendants s’ouvrent
sous 'action de protéines. Le potentiel de membrane s’inverse alors et se rapproche du potentiel
d’équilibre du sodium sans I'atteindre. Au sommet du potentiel d’action, les canaux potassiques

se ferment, les canaux potentiels dépendants potassiques s’ouvrent, et le potentiel se rapproche
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2.2. Modele de Hodgkin-Huxley

de la valeur de repos. A la fermeture des canaux sodiques, certains canaux potassiques sont
encore ouverts ce qui induit une hyper-polarisation. Une fois les canaux potassiques fermés le
potentiel retrouve sa valeur de repos. A noter que la fermeture des canaux potassiques est due
a la fermeture de I'extrémité intracellulaire du canal par une portion de 'une des protéines du
canal. L’ouverture des canaux potassiques est elle déclenchée par les détecteurs qui répondent
a la méme dépolarisation qui ouvrent les canaux sodiques mais avec du retard. Ces potentiels

d’action se propagent le long des tissus excitables.

membrane
potential (mV)

-

ACTION POTENTIAL :
I : Resting state

30

I-11 : Stimulation

H&IT : Depolarization

IV : Repolarization & hyperpolarization
V : Resting state

[ONIC SCALE :
I1 : Sodium channels open
III : More sodium channels open
II-IV : Sodium channels close
III-IV : Potassium channels open
IV-V : Potassium channels close

-50

=70

time (ms)'

FIGURE 2.3 — Evolution du potentiel de membrane dans le temps lors de ’émission d’un

potentiel d’action.

2.2 Modele de Hodgkin-Huxley

Les flux de circulation des ions a travers la membrane influe directement sur le comporte-
ment du potentiel membranaire. En 1952, Hodgkin et Huxley ont établi un modele qui lie
le potentiel membranaire avec les conductances des ions de potassium et de sodium par des
équations différentielles.

Le modele présente I'activité électrique neuronale comme 'activité d’un circuit électrique.

La membrane est d’abord considérée comme un condensateur. Notons C' la capacité du conden-
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2.2. Modele de Hodgkin-Huxley

sateur donnée en Farad, le courant /- est alors donné par :

[ aQ AV
T ar T Tdt
De méme, les deux savants ont assimilé les canaux par lesquels passent les ions aux résistances
électriques variables, car ces canaux ont deux états, soit ouvert, donc la résistance dans ce cas
est tres faible jusqu’a ce qu’elle permette aux ions de se croiser, soit fermée, donc la résistance
est élevée.
Puisque le canal potassium permet la sortie des ions Kt et que le canal sodium permet

Pentrée des ions Na™, le flux d’ions de cette maniere est représenté par la batterie électrique

dans le circuit.(Voir figure

Milieu extra-cellulaire

NI

++4 |+

Ex EL

Milieu intra-cellulaire

FIGURE 2.4 — La membrane cellulaire peut étre vue comme un circuit électrique.

En notant g, Iy, et I, sont les intensités des courants électriques du potassium, sodium et le

courant fuite, on a :

INa = gNa(V - ENa);
I, = gx(V — Ek),
I, =gu(V - Eyp),

avec
gk est la conductance du canaux a potassium,

gz, est la conductance du canaux de fuite,
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2.2. Modele de Hodgkin-Huxley

Jgne est la conductance du canaux a sodium,
V est le potentiel du membrane,

En, est le potentiel d’équilibre de sodium,
Ex est le potentiel d’équilibre de potassium,
Ep, est le potentiel d’équilibre des ions fuites.

Le bilan des charges électriques est donné par 1’équation,

av
I = C%‘FOQINQ‘FOKQIK—'—O@IL.

On a donc

av
—C% = CtlfNa—l-OégIK—l—CYg[L—I

Dans I’éxpérimentale, Hodgkin et Huxley ont postule I'existence de 2 types des canaux ioniques,
les premiers étant toujours ouverts sont dus aux courant de fuite, les deuxiemes sont des canaux
potentiels dépendants. Ces derniers sont les canaux a potassium et les canaux a sodium.
Canaux a potassium Chaque canal comporte 4 portes avec une probabilité d’ouverture
n € [0,1]. L’ouverture et la fermeture de chaque porte du canal potassique dépendent des
coefficients «,, et [3,, eux mémes dépendants du potentiel de membrane. On note (1-n) la

probabilité qu'une porte est fermée, I’équation d’évolution de variable n est la suivante :

dn
— =a,(l—n)— G,n.
= aa(l =) = 5
Posons,
© o an+ B
et
1
Ty = ———.
an + B

Neo Nest autre que la valeur n d’équilibre et 7,, 1la constante de temps d’approche de cet équilibre.

On peut alors réécrire I’équation décrivant 1’évolution de n comme suit,

dn. N, —n
dt 7,

Canaux a sodium Comme les canaux a potassium il y a quatre composantes pour chaque
canal, une qui représente l'activation controlée par la variable m € [0, 1] avec trois portes et

l'autre 'inactivation controlée par la variable h € [0,1]. On note «,, et 3, les coeflicients
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2.2. Modele de Hodgkin-Huxley

de transition de 1’état ouvert a 1’état fermé pour la composante m, et on note «y et 5, les
coefficients de transition de l’état actif a 1’état inactif pour la composante h. Les équations

d’évolution de m et h sont les suivantes :

d
d—T = an(1 —m) — Bnm,
dh
— = ap(1 — h) — Byh.
= (1= h) =
De la méme facon que pour n, les évolutions de m et h sont données par les équations
différentielles,
dm  me —m
dt T
et
dh he —h
dt N Th ’
Na channel K channel
m gates n gates
I h gate

FIGURE 2.5 — Canal ionique a sodium (rouge) et canal ionique a potassium (bleu).

Combinons les équations (2.1, (2.1)), (2.1). Ainsi, le modele d’influx nerveux proposé par
Hodgkin et Huxley est le suivant

( Ina Iy I,
/_/% - A - P <
—CL = m3hgna(V — Exa) +1' gic(V = Ext) +90(V — Br) 1,
Czli_?tl - an(l - n) — Pan = no:n—n’ (2‘1)

I — (1 —m) — Byym = M=

Tm

& = an(l —h) = Bph = ==t

\dt Th
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2.3. Présentation du Modele général

Les valeurs des parametres sont déterminées expérimentalement
C = 1uF/em?, Exg = 120mv, gna = 120mOhms ™" /em?, Ex = —12mu

gx = 36mOhms™ /em?, B, = 10.6mv, g1, = 0.3mOhms ™" /cm?,

0.01(V + 10 0.01(V +25 1
a, = %,/Bn = ()_1256%’0% = %,ﬁm = 46%,% = 0.0076%,& = Vim0
e 10 — e 10 — e 10

Remarque 2.2.1. Dans la littérature, toutes modifications du modéle de Hodgkin-Huxley, sou-

vent appelées modeéles de type Hodgkin-Huxley, ou modéles basés sur la conductance.

2.3 Présentation du Modele général

Un modele général de neurone basé sur la conductance avec inclusion du courant M peut

étre écrit comme suit :

O dv o _ Loy — 9.(V —=V) — guw(V — Vi) + Lipn(V, a)

medg
% = T(%/) (Woo (V) — w) (22)

U — (V) (axlV) — a)

dt

tel que
a=(a an)’, as(V) = (a300(V), -+, an oo (V)T 77 HV) = diag Lo !
3y -y UN) 5 Uoo 3,00 ) » WN 00 ) 7‘3(‘/)’ ’TN(V) )
et
N .
Iion(V> a) = Zgz(vz - U) H a§]7
=3 JED;

ou I,p, est le courant appliqué et ¢; est I'ensemble des indices qui représentent les identités
des variables de déclenchement présentes dans un courant ionique donné. Dans la suite, nous
supposons que toutes les conductances g; sont positives. Et que les activations a I’état d’équilibre

Woo €6 aj o tel que j=3,--- N, sont des fonctions bornées non négatives, monotones, C*(R, R).

2.4 Existence des points d’équilibre

Nous allons montrer que le systeme (2.2)) posseéde au moins un point d’équilibre. Nous
établirons les conditions pour les quelles une bifurcation de codimension deux apparit de type

Bogdanov-Takens et de cette derniere une bifurcation de type Bogdanov-Takens-cusp se produit.
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2.4. Existence des points d’équilibre

En appliquant le changement de variable t — CL, le systeme ([2.2]) peut étre écrit comme
suit :

dd_\; = Lopp — gL(V - VL) - ng<V - VK) + Iion(V7 a) = fl(V, w, @),

%U = ff% (Woo (V) —w) = fo(V,w), (2.3)
da — Coyr (V) (ase(V) — a) := f5(V, ).

ou f3(V,a) = (fs3(V,as), -, fan(V, aN))T .

Théoreme 2.4.1. Le syseme (2.2) admet toujour au moins un point d’équilibre non trivial

E* = (V* w*,a*).
Démonstration. A partir du systeme , un tel point vérifie,
Woo (V) =w™ et ax(V*) =a",
ou V™ satisfait a
I.(V*)=0. (2.4)
Avec I, est la courbe en régime permanent [10],[13] définie par
Ioo(V)) = Lupp — 9p.(V = Vi) = guwoe (V)(V = Vi) + Lign,oo(V),
tel que Lipn (V) a*) = Lion(V, 0o (V")) = Lion.o(V) et de on a
Tap = 90 (V* = Vi) = gaitonc (V) (V* = Vi) + Lign (V" %) = 0,
pour assurer 1’existence au moins d’un point d’équilibre, on pose
Lopp = 90 (V* = V1) + gpwoe (V) (V= Vi) — Lion (V™ al) == U(V7),
Maintenant, nous écrivons U(V*) sous la forme
UVT) =g.V" = grVi + guwes(VI)V' = grwes (V) Vi = Lion,co (V")
d’ou
UV*) = (9 + guwes(V))V" = grwee (V) Vi = 91V = Lion,eo (V)
Quand V* — 400, on obtient

lim U(V*) =400

V*—+o0
car toutes les conductances maximales et les variables d’activation sont positives et bornées.
Ainsi, I"équation (2.4) a au moins une solution. Par conséquent, le systeme ([2.2)) possede au

moins un point d’équilibre non trivial. |
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

2.5 Bifurcation de Bogdanov-Takens

Dans ce qui suit, nous examinons le point de Bogdanov-Takens (point BT) de codimension
deux dans le plan (1,,,,9n ), lorsque tous les autres parametres du modele sont fixés. Supposons

que V* est une solution de ({2.4)), alors il existe des parametres (I;,,, gi,) tels que

I =g (V"= VL) + gyweo (V" = Vi) — Lion (V™ al,). (2.5)

app » Yoo

Rappellons que le point d’équilibre V* est un point BT si la valeur propre zéro a une

multiplicité algébrique de deux et une multiplicité géométrique de un.
Théoréme 2.1. Soit V* une solution de (2.4) a (I;,,, g3;) et définissons

of _ (0h  on\" 0k _ (0fa  0fw\"
8(137 ’aaN ’8‘/ GV’ ’0‘/

da

Supposons que

d
(V)| =0 (2.6)
r? Of1] Ofs 1 (0fi 2 (0f3 _
L+ @ a0 E*Wﬁ@(% E> <W E> =0 (2.7)

Alors E* est un point BT ordinaire de codimension deu.

Démonstration. Soit F' = (f, f2, f3)T. La jacobien du (2.3)) est alors

of1 of ofr
ov ow da
DF(‘/v wva) = % _C’Mfri1 O )
% 0 —C’]\47'_1
N -1 1 -1 _ s 1 1
ol r™t = iy = diag(ay, o )

Dans la suite, on a besoin d'un résultat algebrique suivant

Proposition 2.5.1. (Composition de schur)

B, B
A 1 b2
Bs B,

ot les blocs By € R™™ ", By € R™™™ By € R™" By € R™ ™., Si on suppose que By inversible,

On considérons la matrice par blocs

on décompose la matrice A comme suit

A I, ByB;'\ (B, — ByB;'B; 0 I, 0
0 I, 0 By) \B;'Bs I,
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

En déduire que

B, B
det< ' 2) = (detBy)det(B, — BBy By)

Bs By
—_————
=A
[ |
- . T
Dans notre cas, on a A = DF(V* w*,a*) — A\ prenant alors B; = (% —A), By = (% %)
Bs = (% %)Tet By = diag(—Cyr=t — X\, —=Cy7=1 — XI), Nous avons le polynome ca-
ractéristique
pa(N) = AN) = A1(N)Az(N)
Ou
A1(\) = det(By)
—CMT_I - A 0
B 0 —Cyrst = A 0
' 0
0 0 —COutyt — A
N
A(A) = (DN A+ Cur ) [+ G,
=3
de plus
—1
—CMT’_l - A 0
_ of  Off 0 —Curs =X - 0 ofs 0fs
BoBy'By = (22 211 SCLENCEA
2P (8w Oa) : 0 (8V 8V)
0 0 con =CyTt = A
(2.8)
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

Alors
-1
—Cur~t =\ 0 9
. ofi 0fi  Ofs 0 —Cury ' = A - 0 %
BB 'B. = =X 2L ... 2
24 s <8w’8a3’ ’aaN) : : 0 :
0 0 —Cuty' — A s
Ofa
oV
RN} L 0f LG Oh ) | B
o o 1 1~7JL 1 1~J/1 . 1 1~/
= (( Cyr A) 8w’< Cus A) B0’ , (—Cury A) Dan f
Ofsn
oV
_ _10f10fs _ _10f10f33 _ _10f1 Ofsn
_(_ 1 1-7J1~J2 o 1 1~7J1>~Joo . 1 1~J/1
—( OMT’ )\) Jw 8V+( CMT3 /\) aa3 oV + +( OMTN )\) @aN oV
_ 1 _10f10f>  Off _1-10f3
ByBy'By = (=X — D222 2L ()T — =122,
2B By = (=A = Cur ) 505y T e (M -G )5y
Alors
AQ()\) = det(31 — BQB4_1B3)
_ of _ -1 —1af1 dfs af1T -1 _16f3
=57 A A+ Cur™) 8wav+ % (M +Cyt™) 5

Par concéquent, nous avons

A(0) = A1(0)A2(0)

_ afl -1 aflaf2 _1af1T afs
= 24(0) (av Oy T 5 Ty )
Ainsi en E*, nous avons 1’équation

Oft | 1 0f10fs | 1 Off Ofs
ov T ey T 5 Ty — O (2.9)

est équivalente & —L I (V)]y+= 0, ainsi A(0) = 0 lorsque (2.6) est satisfaite.
De plus on a

A'(0) = A1(0)AL(0) + A7(0)Az(0)
N ) e )

C2, 0w dV ' C2, da OV

(0f . 0ROk L Off Of
T e T
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

Ainsi en E*, on obtientA’(0) = 0, lorsque ([2.6)) et ( sont satisfaites. Alors A = 0 est une
racine double de A(\)et par conséquent A = 0 est une valeure propre double de A.

Nous montrons maintanant qu'un bloc de Jordan apparai pour A = 0. En d’autre termes,
lorsque et sont satisfaites, nous exigeons l'existence de quatre vecteures propres

généralisées qg, q1, po, p1 de A tels que
Ago =0, Aqi = qo, ATpy =0, ATpo = p1.

Soit q; = (%1, T 7QiN)T et p; = (pz'h ce ,piN) pour ¢ € {0, 1}-

Premierement, Agy = 0, on a

af af af

W ow Pa qo1 0

% —Cyr~! 0 | =1 ,V=LN
gi‘j’ 0 —CMTfl qo; 0

On obtient

24 ofi | Off

T
ZJ1 =0 2.10
qo1 o> v + Qo2 D + - 9 (qos, , QoN) ( )
0 fs ,
e 0, Cur i =0 2.11
qo1 E1% Go2CpmT ( )
0 f3; _ .
o axi Cutilqy; =0,  j=3,--,N. (2.12)
D’apres ) et - nous avons
. T (9f2
qo2 = qo1 Cur oV’
et
Tj af3g .
= =3,---,N.
q =dqo1—~— CM av J ) )
Alors
1
do = qo1 CLM%
_r Ofs
Cat OV

Et il découle de (2.10) que

(2.13)

df1 _ 8f13f2 LOf 8fB _
o (av N g oy T a oy ) =

41



2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

Ensuite, pour A¢; = qg, on a
% % % q11 1
# —Cur™t 0 qi2 | = o | g5 | Vi=1LN
w0 —Curt) \ay &5
On obtient
0 0 0
o 8{/1 + Q128_f1 + 8{; (q03, -+ ,qon)" = qo (2.14)
afg -1 r an
hULNPNG: = o] — —— 2.15
q11 E1% q120 T qo1 Chy OV ( )
6f T af:a
- C =3,---,N. 2.16
8V MT qu qo1 ~— Cor 8V J ) ) ( )
De ) et - on trouve
(g1 — T ) r 8f2
12 = (q11 — Qo1 ~— Cui’ Cor 8\/
et
T . T Ofs ,
Q1j:<Q11[N73_QO10M)CMaV J=3,-,N.
Donc
q11
- _ r \_r_Ofs
q1 (911 qdo1 CM)CM oV )
(aIn-3 —qo1g- ) iv
et il découle de ([2.14]) que
df1 1, 0f10f L Off 8f3
+ C Cyy 7=
(av M 9w av M 9a T v
r 0fi af2 1 8f1 af:),
— 1 — 7= =0 2.17
q01(+026 v T o0 v (2.17)
De méme pour ATp; = 0, on trouve
% % % P11 0
% —Cyr! 0 P2 | = Vj=1N
e 0 —Cut™' ) \pyy 0
On obtient
df1 dfs (9f3J
—= =0 =3, - N. 2.18
P11 55 av +p12 av + = av ) J ) ) ( )
dfi 1
L O =0 2.19
b1 9w P12y ) ( )
af T B
pua—al — CMT]- 1p1j = 07 ] = 3, s ,N. (220)
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

e (2.19) et (2.20)) on obtient

T 0f1
P12 = CMPH w0’
et .
T of; J—
= =D, Vi=1,N
DP1j C,Mpn a J
Alors
1
P1 = P11 ﬁ% 3
r Off
Cy Oa

Et il découle de (2.18) que

df1 1. 0f10f L Off af3 B
(av N Gway O e Ty ) =0

Finalement, A”py = p1, on a

ofr fa Ofs 1
E1% F1% v P11
% —Cyr! 0 P12 | =Pn CLM% V=1,
0 — r off
G0 —Curt) \py o
On obtient
dfi Ofy  Ofs; .
p018V+p02W+0_Vjp0j:pn’ j=3,--+,N.
oo ot = pyy O
Ui 020 s 11CM w0’
8f1T T Off
2ot L =3,---,N.
P11 9a MT; Pij = pllc 90 )
Alors de et (| on obtient
B r r 8f1
Po2 = | Po1 — pHCM CM 8w
et
T T O0f
I — — Vi=1,--- N
P1j <p01 N-3 puCM) Cur Oa J
alors
DPo1
Po = (p01_pllc7;w)oh %
T O0f1

(Pordn—3 — pnc )@—a
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2.5. Bitfurcation de Bogdanov-Takens

Et il découle de (2.22) que
Ofi | o1 0h0fs  Off Ofs
Pou (av Oy T B Tav
2 T
(1 20000 0t 0n

TR L IS WS et £ 2.25
C2,0wdV  C% da OV (2.25)
Comme les vecteurs propres généralisés doivent étre non nuls(i,e. AX = AX tq X # 0), nous
laissons qg1 et p1; étre des constantes arbitraires non nulles. Ainsi, lorsque (2.6 et (2.7)) sont

satisfaites, les équations (2.13)), (2.17), (2.21)) et (2.25) sont satisfaites. Il existe donc quatre

vecteurs propres généralisés. Par conséquent, V* est un point de Bogdanov-Takens. |

Remarque 2.5.1. Avec la condition supplémentaire suivante

1 si i=j
0 si i#]

nous pouvons garantir ['unicité des vecteures généralisées qq, q1, po, p1de A car sont des vecteurs

pig; =

d’une base orthonormée.
Lorsque V* est un point de BT, le systeme (2.3)) a deuz sous variété centrale, dont la forme

normale est donnée par [Voir l'anneze]

d§o
% - 517
dg
= 065+ fatoa + o ([1(&0. €D (2.26)
Ou
1 o
Qo = §p1 G (90, q0);
B2 = p1 G(go, 1) — Pi hao. (2.27)
O hyy est la solution de l’équation
Ahgy = 200q1 — G(qo, q0), (2.28)
et la fonction G définie comme suit
Z{szl(v*>22
G(Zl, 22) = leD2f2(V*)z2
Z?szg(v*>22

\ 2 . . .
Ou D?*f = (%)Kmﬁv est la matrice hessienne d’une forme quadratique en V*.
K2 ] - -
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2.6. Bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp

2.6 Bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp

Rappellons que I'état d’équilibre V* devient un point Bogdanov-Takens dégénéré (ou ”point
Bogdanov-Takens-Cusp”’-BTC) lorsqu’un point BT se combine avec un point cusp. Un point
BTC est une bifurcation de codimention trois et elle se produit dans les deux cas suivants :

as =0et B £ 0ouay#0et[y=0.

Théoreme 2.2. Supposons que V* est un point BT ordinaire. Si de plus

d2

—1
av:? =(V)

e =0, (2.29)

alors on a ap =0 et By # 0, c’est-a-dire que V* devient une cuspide. .

2

v (V)

dv?2

Démonstration. On veut montrer que si v« =0, alors ag = 0 et By # 0.

Les composantes de G(qo, go) sont donneés par

oy gn s (o
\% Vow Voa
1 T 12 % 1 r 8f2 T 3f3 92 f a2 f 92 f o
=4 D" [1(V) @0 = —-qo1 (1 A A A 550 oot sose | o | 5%
401 401 Cy OV Cy OV D R LM%
0adV  Oadw Oa? Cyr OV
T A
ov Vow Voa
=11 L% L% 9% f1 92f 0 _r_Ofs
OM ov CM oV OwdV ow? Cy OV
% f1 0 % f1 7 Ofs
dadV Oa? Cyr OV
alors
1 . O%f1 2 0%fy Ofs 12 O%f (Of)\?
T(Jgszl(V )0 = ;—F ! —2+—2 5 L(Z2
@& avVE " CyaVowdv | CZ, 92w \ oV
2
21 Off O0fs v ([S)OR (2.30)
Cy OVoadV — C3, \0V ) da?’ '
de méme
&fg % f 9% fa 1
°1% oV ow oV oa
Loro 1 r dfs T 0fs 92 2 2
_ * - - ZJa - ZJe f2 0% f2 9% f2 r_ Ofo
4o 4o M M 2 9 5 1, s
0adV  Oadw Oa? Cyr OV
Ch Prog 1
ov?2 oV ow
= (1 L% L% % fa 0 0 _r Ofs
CM oV OM oV OwdV Cy OV

of:
o0 o) \go
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2.6. Bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp

alors

. 82f2 2 dr 8f2

I
— gl D* f,(V*)qo = = 2.31
20 D72V )a0 = a0 + Con Gy (2:31)
de méme
A
L 7o % 1 r 0fy T Ofs 8;/f a‘gfw a;/fa of
—qo D f3(V*)qo = —-qo1 (1 A A Ao oV owr swes | D01 | 2=
d01 9o Cun OV Cor OV %fs  0%fs  9%fs LM%
0adV  Oadw Oa? Cyr OV
0% f3 0 92 f3 1
_(y ok mopN |0 T e
CM ov OM ov Cp OV
02 fs 0 0 T 0fs
adV Crt OV
alors
1 T 82f3 2 dT (9f3
= DQ V* — - 2 232
20 DIV a0 = 505 + 2an gy (2:32)
<92 (8% 92 f
ou 8a21 - <8a§1’”. ) 8a§\,1> :
De plus, combinons ([2.30)), (2.31))et (2.32]), on obtient,
1 1
2 ay = 22— =p{ G(qo, g
gy o g2 (40: o)
1 1 T afl T 8f1
—2—— = T Oh T 9 g
p11q81 21?11 ( Ch 0w Cay Oa (QOaQO)
1 r dfi T 0f
=—(1——— ——— | @G
) ( Crr 0w Oy 9a ) G0 @)
O2fy 4 2r O2h 0fy 4 2 DN (%)2
ov: T Ty oVow oV T CZ 62w2 vV
r Off o T F oft
_ A (0 T RN o | () W
) Cy Ow Cy da ) ™! fy 4 2dr 0f>
avz T rdv av
9 [ + 2dr 0fs
avz T Tdv av
donc
9 1 anl T 27“ (92f1 (9f2 7”2 82f1 afg 2 27’ (9f1T afg
g = A R il = 49
pu@ - V2 CydVowdV | C% Pw \ OV Cr OV da OV
LT (BN Ph 2 drohoh
C2,\0V ) 0a>  Cp0V?2  CydV OV dw

T a2f3 2 dT afg afl
4T 9Js 9N 2.
toLov: T, dvay oo’ (2.33)
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2.6. Bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp

de plus, on a

fQ(V’w) = T‘A/{)(wooa/) - w)v

alors

8fs  Cu dws(V)  Cu dr(V)

W) v vy av W~

alors pour £ = E*

dfs Cy dws (V)
oV le — r(V) ov e’ (2:34)
et de plus
D?fy Cy Pw(V)  Cy dr(V) weev) Cy d [dr(V)
vz~ r(V) ovz  r2(V) AV 4V r2(V)dv { v (W) =)
Cy [ dr 2
+ 7’_4 (W) (U)OO — w)
d’ou
Pfy Oy dPws(V) Cy dr(V)weevy  Chr d?r(V) Cy  dr dwy
V) v R0 Ay av 2 avE e T T gy v
Cu dr \?
it ) o =)
alors pour £ = E*
anZ‘ _ Cu dPwse(V) _9 Cy dr(V) woo(v) (2.35)
ovzig- r(V) 0V? r2(V) dv  dv ’ '
et on a
fs(Vea) = (V) ~ a)
; 7y e )
on procede de la méme maniere, on obtient
0fs Cy das (V)
oVle 7(V) oV (2:36)
et de plus
% _ CM dZCLOO(V) _9 OM dT(V) aoo(v)‘ (2 37)
ov2ie- 7(V) oV2 2(V) dV 4V e~ '

On remplace (2.34)), (2.35)), (2.36]) et (2.37) dans (2.33) avec V = V*, on obtient
1 d*f1 L2 9% f1 [Odeoo} N r2 02f, C3, (dwoo>2

T Tepavow | av | Tz o e Uav
L2 % f1 {CMdaoo] N 2 C2, <daoo)282f1
CyoVoa | T dV C3, 2 \ dV ) 0a?
r Of1 [Cy d*we (V) Ch dr dws 2 Of dr Cy dws
@8_10{ rodv?: Tz dv dV} CruowdV r dV
P L [Cutenll) O drdn, 2 Oh i
Cy Oa | 7 dV?2 72 dV dV Cy Oa dV 7 dV’
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d’ou

1 0% f1
2o—5an| =
P11901

— +2 82fl dwoo + a2f1 dwoo 2_'_2 afl daoo + 82]01 daoo ?
v 0V?2 oVow dV ow? \ dV oVoa dV oa? \ dV
Ofi *ws  20f1 dr dwse 20f1 dr dws

Ow dV2  rdwdV dV | rdwdV dV
%dzaOo 20f1 dr dase 2 0f1 dr das

Oa dV? 71 0adV dV 1 0a dV dV'’

apres simplifications, on trouve

82fl dwoo a2f1 dwoo ? afl daoo a2]61 daoo ?
* (dv) +2avaadv+aa2(dv)

1 9 fi
25| =
P114p;

_ 5
ve T oV favew dv | ou?

Ofi d*ws  Of1 d*ase
ow dV? da dV?’

alors

1 d?
2 « =—] .
P1145, 2y T a2y,
Ainsi ap = 0 si et seulement si ,
d
_dV2 Ioo(V) - = 0.
Par conséquent, d’apres (2.28)), nous avons Ahoy = —G(qo, qo), qui a des solutions infinies.

Alors, hyy peut étre choisi de telle sorte que B2 # 0 dans ([2.27)). Ceci complete la preuve. W

2.7 Existence de bifurcations

Notons que ces théoremes et (2.2) impliquent l'existence des trois bifurcations BT,
CP et BTC, caractérésées par les équations , , )et . Dans la suite nous
discutons la garantie de cette existence, on suppose que les conditions sont vérifiée et on
donne explicitement les expressions des parametres qui engendre la bifurcation BT et BTC

respectivement. Posons

Xi(V) = w' + (V" — vk)—dw;‘ﬁv)

. d
XQ(V ) = W]ion,oo(\/)

V*

V*
et
. AW
V=V
[ d daoo(V)]
v

“r
aa mn,oo(V,a)T(V) dV
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2.7. Existence de bifurcations

et

o o dws(V) PPw (V)
2V =2V =V
* dz[ion,oo(v)
V)= —na .

Théoreme 2.7.1. Supposons qu’il existe V* qui satisfait

tel que au moins X (

g2, — Xo(V)IVA (V) + X, (V) (Ya(VF) + 1) = 0 (2.38)
Yo(V*) + 1121 (V") = Y1(V*) Zo(V*) =0 (2.39)
lgr = Xo(V))Z1(V*) + X1 (V) Z(V*) = 0 (2.40)

V*) #£ 0 ou Yi(V*) £ 0, Yi(V*) # 0 ou Z1(V*) £ 0, X1(V*) # 0 ou

Zy(V*) #£ 0, alors il existe un équilibre non trivial E* = (V*,w*,a*) qui subit une bifurcation

de Bogdanov-Takens a (Iapp, grr) = (I, 9ir), une bifurcation de Cusp a (Lapy, gnr) = (L3, 931)

app

et une bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp pour (Lapp, gar, 9r.) = (L 9317 97) -

tels que

XV —g Ya(V7)+1

MEZTXV T RV
v XNV =g Z(VY)
M=TX v T Z(ve)

g = (V) +1 _ Z(V7)
" nw= o (V)
g1 = X5 (V) = g Xa (V7),

et Iy, est donnée par (2.5).

Démonstration. De (2.6), on a

tel que

alors on a

=1,

= —9gL — ngoo(V) - QM(V - W)

dL.(V)
A%

V*:Oa

app — gLV = Vi) = guw(V)(V = Vi) + IionpO(V)a

d

= v Hopp = 91V = Vi) = gartsc(VI(V = Vi) + Lion o0 (V)]

dw (V) d
feolV) |, “ _
dV + dV ion,00(V)
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2.7. Existence de bifurcations

Pour V' =V"* on a we (V) = w* et

dl (V) . . dws (V) d
—av |y~ "9 9u {w + (V' =VWi) v v + Wliomoo(\/) e
donc ([2.6)) est satisfaite lorsque
gr = Xo(V*) — g3 X0 (V) (2.41)
tel que
dwso (V)
X K\ 0k *
(V) =w* + (V" = V) A
. d
X2(V ) - Wlion,oo(\/) v
De la méme facon, on a
Lo PRORY DR (R L (05 )
Cyy Ow lv=0V lv=  C5, \ Oa lv+ oV lyx
tel que
fl(‘/a w, CL) = Iapp - gL(V - VL) - ng(V - VK) + ]iona/a a)7
alors
dfr
—_ = — 2.42
D v - W), (2.42)
df1 0
L T 2.4
9a da ion,00(V,a) s ( 3)
et
dw CM
h(Viw)=—= m(woo(v) —w),
alors W) )
Ofs dweo (V) 1 dr(V) (wee(V) — w
— = V - C 2.44
oy~ vy V) Moav r(V): (244)
et
da 1
F5(V20) 5 = Car ™ (V) ase(V) — ),
e V) (V) (ax(V) ~ a)
dfs _das(V dr(V) (axe(V) — a
43 _ — 2.4
5 = Cnr(V) 7 =2 Cn— TE (2.45)
combinons (2.42)), (2.43)), (2.44)) et (2.45)), on obtient
r? 0f10fy, 1 0fi ,0fs r?
1+ 47" =14+ = (— —
T awav e oa av LTz (ComV = Ve))

dw.o (V) . dr(V) (wee (V) — w)
(OM av VO )
1 0
"% 0

[z'on,oo(v;a)TZ (CMT(V)1M —Cy dr(V) (s (V') — a)> '

dv av (V)

50



2.7. Existence de bifurcations

Pour V = V" on a we(V*) = w* et a(V*) = a* et (2.7) devient

r? 0f10f, 1 0fi_,0f3

14 0hof, 1 Ok dweo (V)

14— (—gu(V = Vi)

C3, 0wV  C3% da OV . Cu av
T 0 das (V)
A —0.
T G da v gy . 0
Par conséquent
r(V) dweo (V) (V) 0 dao (V)
1-— V_V T _Iionoo a :Oa
9M[0M< D= qy }V*—i_[CM da VN gy ]V*
alors
— g Y1 (V) + Yo (V") = —1, (2.46)
tel que
r(V*) dwee
Yi(V*) = V= Vi) ——
1) Cu ( O
110 das (V)
Yo(V*) = _[i(moo a vV .
2( ) CM [aa 5 (V7 )T( ) dv ]V*
Comparons (2.41)) et (2.46)), on obtient,
Xo(V*) =g Yao(V*) 41
£ _ — , 2.47
WETXE T i) 240
De plus il est facile de vérifier que la dérivée seconde de I, est donnée par
d? dw d*w d?
—IOOV‘ = g |25 |V = V) |+ s Tiomee
a2l = =on 1 207+ | o) |+ gy tioneev] .
En effet, on a
Ioo - Iapp - gL(V - VL) - ngOO(V)(V - VK) + Ii0n700<v)'
Alors
d dw.o (V) d
_IooV—_ — ooV_ V-V Iionoo
v (V) gr. — gnweo(V') — g ( k) v qy " ien: (V)
Donc
2 dweo (V) dweo (V) Pwe (V) | d*Lion,e0(V)
— I V)=—gy———guy—— — V-V :
el V) = =g —=gp== = g5 = oV = Vo) =35+ =i
dwee (V) Pwo(V)] P Lionoo(V)
= —av 2 _ :
w2 (V= av?
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2.7. Existence de bifurcations

Ainsi, (2.29) est valable lorsque

dweo (V) d*woo (V) d*Lion.oo (V)
— 2 V-V ’ =0
o [T - v |
c’est a dire pour
—guZy (V¥ + Zy(VF) =0 (2.48)
tel que
dw.o (V) d*wae (V)
Z,(V*) = 228 B VA Nl N
(V) vy TV =V
dZIion oo(V)
Z * — ’
(V") avz v
De (2.41)) et (2.48]), on obtient
v _ Xo(V*) =g _ Za(V7)
*— = ) 2.49
M X1(V¥) Z1(V*) (2:49)
De plus de (2.46)) et (2.48)), on obtient,
V) +1 _ Z(V7)
= = 2.50
N U A 20
et I, est donnée par (2.5)).
Et de (2.41) on a
g1 = X5 (V) —gu X2 (V7) (2.51)

Alors il existe un équilibre non trivial E*

Takens a (lapp, gnr) = (I, 93r), une bifurcation de Cusp a (Lapp, gu) = (I

bifurcation de Bogdanov-Takens-Cusp pour (Luyp, gar; 9) = Ly 931

preuve.
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Chapitre 3

Simulation numérique : modele de

Wang-Buzsaki

Dans ce chapitre, comme dans article [16], nous allons donner une illustration par ’analoge
d’un modele typique proposé par Wang et Buzsaki. Pour étudier les oscillations neuronales
rapides dans le néocortex et I’hippocampe pendant l’excitation comportementale. Le modele

est basé sur une cellule corbeille inhibitrice dans I’hippocampe de rat.

3.1 Présentation du modele

Le modele avec l'inclusion du M-courant est de dimension cing et peut étre écrit comme

suit
Cr sy = Lapp—9(V-V1)=garw(V-Vi )—gnami,(V)MV — Via) — gen*(V-Vi),
W — 5 (wee(V) —w), (3.1)
do — ij) (0o(V) —0),0 € {h,n,m},

tels que

I, est le courant appliqué.

C' la capacité du condensateur donnée en Farad,
gk est la conductance du canaux a potassium,
gz, est la conductance du canaux de fuite,

gna est la conductance du canaux a sodium,

V est le potentiel du membrane,
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3.2. Mise en oeuvre numérique

Ve est le potentiel d’équilibre de sodium,
Vi est le potentiel d’équilibre de potassium,

V1, est le potentiel d’équilibre des ions fuites.

3.2 Mise en oeuvre numérique

Dans cette section, nous allons présenter les résultats données dans I'article [16]. Citons
que lauteur a utilisé le package MATCONT qui est un packages de continuation numérique
MATLAB pour I'analyse interactive de bifurcation de systemes dynamiques, pour vérifié les
résultats théoriques et les complétés avec des diagrammes de bifurcation numériques.

Les tableaux suivants regroupent les valeurs expérimentales du modele ({3.1)).

Conductance | Potentiel | Capacité | Autres
gr, =0.1 Vi=—65| Cy=1 | ¢=5
gNa = 3D VNa =55 / /

g =9 Vik =-90 / /

TABLE 3.1 — Les valeures des parametres du modele de Wang-Buzsaki

UOO To’ aa 50’
_ 1 _ 1
Woo = _V42r Tw = V163 —(V+63) / /
e 7 0.003( e 15 +e 15

- ap - 1 - _ V458 o 1
hoo = an+Bn Th = 4B ap = 0.007e™ 20 Br = =0 1(VF28)+1
= —9n = 1 — _ 001(V+34) - -V
Neo = 545 Tn = 315 n = ——sisn g | Bn = 0.125e %0
L a - 0.1(V+35) V460
Moo = 515 / Om = — Zo1(v+3s) 1 pm = 4e” 1

TABLE 3.2 — Les valeures des des fonctions d’infinité du modele de Wang—Buzsaki

o4



3.2. Mise en oeuvre numérique

Etiquettes Bifurcation

LP point d’équilibres : foyer ou noeud

red/black H super-critique Andronov—Hopf

LPC cycle limite

BT Bogdanov-Takens
CP Cusp

GH Hopf Généralisé¢ (Bautin)

TABLE 3.3 — Etiquettes utilisées pour marquer les points de bifurcation dans les diagrammes

de bifurcation a un et deux parametres

Remarque 3.2.1. Notons que l’équation (2.6)) est I’équation (6), I’équation (2.7)) est I’équation
(7) et Uéquation (2.29)) est I’équation (20) dans larticle [16].

La figure montre le tracé des contours des équations (2.6)), (2.7) et (2.29) représentées

dans l'espace (V, gar). Dans la figure , il y a deux intersections (points rouges) des équations
et a gy = —0.0368 et gy = 0.1455. Alors il existe deux points de Bogdanov-Takens
(V* I 93r) = (—40.9926, —6.7925, —0.0368) et (V*, I; ., 93,) = (—59.6978,0.2000, 0.1455).
De plus, il existe une intersection entre et , ce qui implique que le point de cus-
pide est (V. Iopp, gar) = (—51.5531,1.2382,2.3316).
Et pour un g, suffisamment grand, nous devrions obtenir un seul point d’intersection des
trois courbes correspondant a un point BTC. La figure confirme que lorsque nous augmen-

tons gy, a 0,7507, nous trouvons le point BTC (-46.6416, 7.75907, -0.0166046).

T T
3 3
2 2
= =
& 5
1 1
O 0 [\
-1 -1
-70 -60 =50 -40 =70 -60 -50 -40
\ A
(a) BT and CP points (b) BTC point

FIGURE 3.1 — Existence de points de bifurcation de codimension deux et trois dans le modele

de (B1).
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3.3. Changement de classe d’excitabilité neuronale du modéle de Wang-Buzsaki

FIGURE 3.2 — Diagramme de bifurcation dans l'espace des parametres (I,,,,gn) pour le

modele(3.1)).

Les courbes vertes sont des bifurcations de point selle, les courbes bleues sont des bifurcations
d’Andronov-Hopf, les courbes violets sont des bifurcations homocliniques et les courbes rouges

sont des bifurcations de point limite des cycles limites.

3.3 Changement de classe d’excitabilité neuronale du

modele de Wang-Buzsaki

Nous examinons dans cette section le changement de classe d’excitabilité neuronale du
modele a mesure que gy, augmente. Nous tragons un diagramme de bifurcation dans la zone
(Lapp> grr) pour le modele (3.1]), voir figure et .

Dans la litérature Les neurones et les modeles neuronaux sont souvent classés en fonction de
leur classe d’excitabilité membranaire. Les neurones ayant une excitabilité de classe I ont une
courbe de fréquence-courant (F/I) continue parce qu'’ils commencent a effectuer des signaux
de facon répétitifs a une fréquence nulle a partir de ’état de repos. En revanche, la courbe
fréquence-courant des neurones de classe II est discontinue, parce qu’ils commencent a émettre

avec une fréquence non nulle a partir de I’état de repos.
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3.3. Changement de classe d’excitabilité neuronale du modéle de Wang-Buzsaki

0 o al
a .1:1I- 5 -r__—::l 2l
_;__I st el il | g —
_H - L
& -.‘::—— r— -5l .-I ] L
&0 B ol sl
5 § e 15 25 b A Ly A [TE it 0 1, 40 TR B
al gag =i (] gas 1.75 (c) gar = 3

FIGURE 3.3 — Diagrammes de bifurcation a un parametre pour le modele de ({3.1)).
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57

FIGURE 3.4 — Courbes F/I du modele (3.1)) correspondant & la Figurd3.3|




3.3. Changement de classe d’excitabilité neuronale du modéle de Wang-Buzsaki
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FIGURE 3.5 — Illustration des détails pour les Courbes F /T du modele ({3.1)) correspondant a la

Figurd3.3]

Diagrammes de bifurcation a un parametre pour le modele , montrant le changement
de la structure de bifurcation lorsque g, varie.

dans la figure Comme prévu par 'analyse de la forme normale, il existe une courbe
de bifurcations homoclines, une courbe de bifurcation de Hopf et une courbe de noeud-selle
d’équilibres émanant du point BT. La bifurcation de Hopf est sous-critique et il existe donc
une orbite périodique instable pour tout parametre situé entre les courbes homoclines et de
Hopf. Voir la figure [3.2b. Ces courbes sont associées a la transition dans la classe d’excitabilité
neuronale et montrent trois cas.
® gy < g3 ¢ Dans la figure , lorsque gy = 0 et Iy, < 0,16 il existe un point d’équilibre
stable qui détermine I’état de repos et deux équilibres instables. Lorsque le courant appliqué
augmente, le point fixe stable et un point fixe instable entrent en collision dans un point de
bifurcation a nceud selle (LP). Par conséquent, un cycle limite nait simultanément et émane
du point de bifurcation, c’est-a-dire que le cycle limite est créé via un noeud-selle sur cercle
invariant. Comme prévu, les oscillations sur le cycle limite apparaissent avec une fréquence

arbitrairement lente, voir figure [3.4h, ce qui indique une excitabilité de classe I.

® gy > giy Pour des gy assez grands, on observe une séquence de bifurcations différente.

Dans la figure 3.2, lorsque gar = 3 & I, = 1 une bifurcation de point limite des cycles (LPC)

o8



3.3. Changement de classe d’excitabilité neuronale du modéle de Wang-Buzsaki

se produit, donnant lieu a une orbite périodique instable et a une orbite périodique stable.
Ensuite, a I,,, = 1,1416 l'orbite périodique instable disparait dans une bifurcation de Hopf
sous-critique (subHopf) du point d’équilibre solitaire, le déstabilisant. Par conséquent, des tirs
avec une fréquence positive apparaissent via le LPC, et ’excitabilité neuronale de classe II se
produit. Voir les figures [3.3k{3.4k.

e gi; < gu < gu : Dans ce cas, il y a a la fois subHopf et LP. Le point d’équilibre stable
disparait par subHopf, et le LP se produit lorsque deux équilibres instables entrent en collision.
La dynamique du modele présente deux modeles différents, qui ne se distinguent que par les

bifurcations des orbites périodiques instables.

1. Lorsque g}, < gu < 2.1 (Voir la Figure et Figur), un cycle limite instable

est créé par une bifurcation homocline (la courbe magenta dans la Figure ) et dis-
parait dans la sous-Hopf. Dans ce cas, le cycle limite stable apparait via un LPC avec
un cycle limite instable différent qui disparait via une bifurcation d’orbite homoclinique
(non représentée sur la figure [3.2p).

2. Lorsque 2.1 < gM < gy la séquence de bifurcations est tres similaire a celle de gy >
g Une bifurcation LPC crée des orbites périodiques & la fois instables et stables. La
premiere est perdue dans le subHopf, voir la Figur Pour tous les gy € (g3, gar) il
existe une région de bistabilité entre un cycle limite stable et un point d’équilibre stable,
entre les bifurcations LPC et subHopf. Par conséquent, lorsque g3, < gyn < gar une

excitabilité neuronale de classe II se produit.
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.1. Annexe

.1 Annexe

.1.1 Sous-variété centrale et formes normales

Proposition .1.1. Tout systeme linéaire continu, = Ax est décomposable de la facon

dt
suivante :
d C
CZ — Acxc’
dz" Ahogh (2)
% = xT".

A¢ 0
0 A"
non nulle (la partie hyperbolique de A) et A° aux wvaleurs propres sur l'aze imaginaire (la

Avec v = (2¢,2"), A = (

) et ou A" correspond auz valeurs propres & partie réelle

partie centrale de A). Les ensembles (espaces vectoriels) définis par ¢ = 0 (resp. x"=0) sont
invariants par le flot de (@ L’ensemble x¢ = 0 n’est autre que la somme directe des espaces

vectoriels rentrant et sortant, E° ® E', figure @

A<
Au—' 7-_ (9] —~—
A A

FIGURE 6 — Portrait de phase d’un systeme linéaire hyperbolique, de dimension 3.

Remarque .1.1. 1) Une telle séparation entre la partie hyperbolique et la partie centrale
du linéarisé tangent se prolonge également au non linéaire, de la méme facon que les
espaces vectoriels stable et instable, E° et E°, s’étendent aux sous-variétés invariantes
stable et instable, W3 . et Wi .. Comme pour le linéaire, si la partie hyperbolique est
stable asymptotiquement, la stabilité autour de T peut étre directement analysée a partir
de la dynamique sur une sous-variété (non nécessairement unique comme nous le verrons

plus loin), appelée sous-variété centrale, dont l’espace tangent en T est égal 4 E°.

2) En linéaire, tous les calculs, changement de base et matrices A° et A", sont explicites

et reposent sur la décomposition d’une matrice en sa forme de Jordan. En non linéaire,
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.1. Annexe

les calculs sont nécessairement approchés et donnent, de maniere itérative, les termes
des développements limités autour de T des équations de la sous-variété centrale et de
la dynamique sur cette sous-variété. En pratique, on arréte les calculs a [’ordre a partir
duquel le portrait de phases n’est plus modifié de maniere qualitative par les termes

d’ordre supérieur.

.1.2 Sous-variété centrale

Nous énongons d’abord les résultats généraux, dont les démonstration se trouvent, pour
I’essentiel.
Le théoreme de décomposition en sous-variétés stable et instable autour d’un point d’équilibre
hyperbolique, ainsi que le théoreme de Grobman-Hartman se généralise comme suit aux points

d’équilibre non hyperboliques [14].

Théoréme .1.2. (Sous-variété centrale pour les systémes continus)

Sotent un champ de vecteurs f sur un ouvert U de R™, r fois continiment dérivable s’annulant
en T € U, V un petit voisinage de T dans U, et ¢, le flot. Considérons E*, E¢ et E', les es-
paces propres généralisés correspondants aux valeurs propres de df (T) a partie réelle strictement
négative, nulles et strictement positive, respectivement : £°, E¢ et E' sont des espaces vectoriels

stable par df (z) et R" = E* @ E¢ @ E'. Alors, les sous-espaces rentrant,
Wlsoc = {.Z' € | thin ¢t($) =7 et Vt 2 0 ¢t($) c V},
—+oo

et sortant,

re={reVv: tliEn G(x) =T et VE <0 ¢y(x) € VI,

possedent des structures de sous-variétés différentiables de classe C" autour de T et admettent
pour espaces vectoriels tangentes en T, E° et E*, respectivement. Il existe aussi une sous-variété
différentiable de classe C"~1, W¢  (non nécessairement unique contrairement a Wi, et Wi ),
invariante par le flot, et dont l’espace tangent en T est égal a E°. Wi . est appelée sous-variété
centrale. Elle est définie localement autour de T. Soient x¢ des coordonnées locales sur Wi, et

fé(x€) le champ de vecteurs induit par f sur W¢ . (cela a un sens car f est tangent a Wi ).

c
loc
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.1. Annexe

dx
Alors i f(z) est, autour de Z, topologiquement équivalent au systéme suivant :

dx©
Ju = [1(),

mS

dt - _‘7;87 (3)
dx’ ;

=X s
dt

ot les dimensions de x° et x' sont égales a celles de E° et E°.

Remarque .1.2. En particulier, le théoréme précédent implique que, si df (Z) n’a pas de valeurs
propres a partie réelle strictement positive, la stabilité de T est alors conditionnée par celle la

dynamique sur la sous-variété centrale, plus précisément :

dx©
1) Si i “(z¢), est stable (resp. asymptotiquement stable) au sens de Lyapounov en T,
d
alors le systeme complet d—j = f(x) est aussi stable (asymptotiquement stable) au sens
de Lyapounov.
dx° , _ .
2) Si Tl fe(x¢) n’est pas stable au sens de Lyapounov en T, alors le systéme complet
dx

pri f(x) n'est pas stable au sens de Lyapounov.

.1.3 Formes normales

Approximation de la partie centrale Il ne reste plus qu’a compléter les résultats

précédents par le calcul de f¢ sur la sous-variété centrale. Pour cela, il suffit de connaitre

C

Y
loc N'est autre que

les équations de étant donné que le champ de vecteurs f restreint a W

C

loc?
f¢. Il est, en général, impossible d’obtenir les équations exactes définissant W7, ., d’autant plus
que cette sous-variété n’est pas unique. Ainsi, on peut se contenter d’une connaissance approxi-

mative, au sens des développements limités, des équations de Wy . et donc de f¢. Considérons

d
donc le (C* par exemple) d—j = f(z), pour z € U, ouvert de R" et un point d’équilibre z. On

note A = df(z) la matrice jacobienne de f en Z. La décomposition en blocs de Jordan de A

conduit a la factorisation suivante

A 0 0
A=P| o0 45 o | P,
0 0 A
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ou A€ a ses valeurs propres sur I'axe imaginaire, A® a ses valeurs propres stables aux parties
réelles négatives, A® a ses valeurs propres instables aux parties réelles positives et P est une

matrice inversible. Le changement affine de coordonnées,
r— PNz —7),

permet de se ramener au voisinage de 0 et de découpler le linéarise tangent. Sans changer de

x
notation, on peut donc supposer que i f(z) s’écrit, au voisinage du point d’équilibre z = 0,

de la manieére suivante :

j;; — ACZEC + gc(l.c’ (l’s,l'i)),

;; — ASQZS + gs(xc’ (xs’xi))’ (4)
dxt o . ,

d‘i — Azxz + gz(xc, (iL‘S,iL'Z)).

Avec x = (z¢ 2%, 2%) et on ¢¢, ¢°, ¢' sont des fonctions régulieres de x, nulles ainsi que leurs

dérivées en 0. On note 2" = (2%, %) la partie hyperbolique de z et

[0
0 A )’

Le systeme s’écrit alors

Avec g" = (¢°,9").
W¢ est, par définition, tangente en 0 & E°, I'espace vectoriel d’équation " = 0. Il est donc
normal de cherche une équation de W¢,_ sous la forme de 2" = h(z¢) avec h(0) =0 (0 € W¢ )
et dh(0) = 0 (E° tangent en 0 & W7, ). La dynamique sur la sous-variété centrale est alors, dans
les coordonnées locales x¢, donnée par :
dz°
dt

:ACxC_'_gC(xC, h(x6)> — fC(I,C)'
Comme h(z¢) = O(|| 2° ||*) et g°(2¢,2") = O(]| 2° || + [ 2" ||?), on a

fo(a%) = A%® + g°(2%,0) + O([| 2° |I°).
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Ainsi, la projection de f sur le plan 2 = 0 fournit une approximation jusqu’a ’ordre 2 inclus
de dynamique sur la sous-varié¢té centrale. Le vecteur f est tangent a Wj . cette condition de

tangence s’exprime par les égalités suivantes ou intervient le Jacobien dh de h :

da" d c ¢ dz* c ¢ .c c( c
—r = 2 (h(%)) = dh(a)—— = dh(a)(A2" + g°(*, h("))),
de plus
dl’h h h h/ ¢ _h h c h(,.c c

Cette derniere expression est appelée forme normale du systeme (1.18).

Ainsi, h vérifie ’équation aux dérivées partielles suivantes
N (h(x€)) = dh(z¢) (A2 + g°(a¢, h(z¢)) — APh(z¢) — g"(2¢, h(z°)) = 0. (6)

Cette équation aux dérivées partielles ne peut pas, en général, étre résolue de maniere exacte.
En revanche, elle permet de calculer de fagon récurrence les termes successifs du développement

limité de h en x¢ = 0 grace au résultat d’approximation suivant :

Théoréme .1.3. (Approximation de la sous-variété centrale)
Si une fonction p(z€), telle que p(0) = 0 et dp(0) = 0, est autour de x° de l’équation aux
dérivées partielles(@

N(p(z)) = O] = 1),

alors p est également une approximation a l'ordre k de h :

h(z©) = p(z©) + O(|| 2° ||*).
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