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INTRODUCTION

Le sujet de ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la combinatoire. La combinatoire est
un domaine passionnant de recherche qui étudie les structures discrétes et les configurations
d’objets finis. Elle explore les combinaisons, les arrangements et les dénombrements d’en-
sembles finis, offrant ainsi des outils puissants pour résoudre des problémes complexes. La
combinatoire trouve des applications dans de nombreux domaines, tels que les mathéma-
tiques, 'informatique, la physique, la biologie et 'optimisation. Elle joue un roéle essentiel
dans la résolution des problémes pratiques et théoriques, en permettant de comprendre
et de quantifier les possibilités de combinaisons et de configurations. Les techniques et
les outils pratiques de la combinatoire ouvrent de nouvelles perspectives pour la résolu-
tion des problémes dans divers domaines et promettent des avancées significatives dans la
compréhension des structures discretes.

Le concept des fonctions symétriques est un concept fondamental en mathématiques
qui trouve des applications dans de nombreux domaines, tels que 'algébre, I'analyse et
la combinatoire. Elles jouent un roéle essentiel dans I’étude des propriétés symétriques des
objets mathématiques. Elles sont utilisées pour décrire les relations entre les racines d’un
polyndéme, les coefficients d’une équation, et bien d’autres propriétés mathématiques. La
fonction symétrique est un outil puissant et essentiel pour comprendre et résoudre des
problémes mathématiques complexes, et son étude continue a susciter un grand intérét et
de nouvelles découvertes.

Les nombres de Stirling de premiére espéce et de deuxiéme espéce furent introduits
par Stirling [14] et nommés par Nielsen [13] en I'honneur de ce premier. Ces nombres se
manifestent dans de nombreux problémes de combinatoire et sont reliés a pleins d’autres
nombres tels que les nombres de Bernoulli, les nombres Eulérien, etc. Les nombres de Stir-
ling de premiére espéce, notés c(n, k), comptent le nombre de permutations d’un ensemble
de n éléments avec exactement k cycles. Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce, notés
S(n, k) comptent le nombre de fagons de partitionner un ensemble de n éléments en k
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sous-ensembles non vides.

L’objectif de ce mémoire est 1’étude d’une nouvelle généralisation des nombres de Stir-
ling de deuxiéme espéce a I’aide d’une nouvelle classe des fonctions symétriques (le travail
de Bazeniar et al [5]).

Notre mémoire est composé de trois chapitres et une conclusion générale.

Le premier chapitre, contient trois sections. La premiére section regroupe les notions et
les outils de base essentiels de la combinatoire nécessaires a la compréhension des chapitres
suivants, tels les fonctions génératrices, la factorielle, les permutations, les arrangements,
les chemins dans le plan N x N et les fonctions symétriques. Dans la deuxiéme section, nous
abordons les coefficients binomiaux et les coefficients multinomiaux. La derniére section est
consacrée pour les nombres de Stirling des deux espéces.

Au deuxiéme chapitre, nous abordons une nouvelle généralisation des fonctions symé-
triques élémentaire et compléte. En particulier, nous présentons la fonction symétrique
élémentaire généralisée E,gs) et la fonction symétrique compléte généralisée H ,gs) ainsi leur
interprétation combinatoire. Comme application, nous utilisons la fonction symétrique élé-
mentaire généralisée pour interpréter les coefficients bi*nomiaux.

Dans le dernier chapitre, nous considérons aussi une nouvelle généralisation des fonc-
tions symétriques classiques. Plus précisément, nous donnons la définition de la fonction
symétrique modulaire notée M. ,gs). Puis nous montrons que cette fonction peuvent étre ex-
primée en termes des fonctions symétriques élémentaire et compléte, et en termes aussi de
leur généralisation E,gs) et H ,gs). Aprés nous considérons quelques interprétations combina-
toire pour la fonction symétrique modulaire a travers les chemins et les pavages. Enfin,
comme application de la fonction symétrique modulaire, nous introduisons les nombres de
s-Stirling modulaires de deuxiéme espéce et nous donnons leur interprétation combinatoire.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions et les définitions de base essentielles
pour la compréhension de la suite de ce travail. Nous abordons les outils de base nécessaires
de combinatoire comme les factorielles, les arrangements, les permutations et les chemins
dans le plan. Ensuite, nous présentons les définitions des fonctions symétriques monomiales,
élémentaires, complétes et fonction symétrique somme des puissances avec des exemples
explicatifs pour chaque notion. Puis nous exposons la notion des coefficients binomiaux et
des coefficients multinomiaux. Enfin, nous terminons ce chapitre par la présentation des
nombres de Stirling de premiére et de deuxiéme espéce. Les principales références utilisées
pour la rédaction de ce chapitre sont [7-12].

1.1 Outils de base de combinatoire

1.1.1 Fonction ou série génératrice

Soient (a,), une suite et f, une fonction. On appelle fonction génératrice ou série
génératrice de la suite (a,), la série formelle

A@) = anful).

On dit qu'une fonction génératrice est une série génératrice ordinaire si elle est de la
forme

+0o0
A(z) = Z anx".
n=0

3



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

De méme, une fonction génératrice est dite exponentielle si la fonction f,(z) est de la
forme

+00 n
A(z) = Z -y
n=0

+o0
Deux fonctions génératrices ordinaires (ou exponentielles) A(z) = E apx"
n=0

+oo n +o0 +o0o n a
<A(x) = Zan%> et B(z) = Z byx" (B(x) = an%> sont égaux si et seulement
n=0 ) n=0 n=0 )

si a,, = b, pour tout n > 0.
Le produit de convolution de deux séries génératrices ordinaires A(x) et B(z) est une
+oo n
série génératrice ordinaire C'(x) = g cpx™, ol ¢, = E a;b,_;, n > 0. De méme, le produit
n=0

=0

de deux séries génératrices exponentielles, appelé produit de convolution binomiale, est une

+o0o n n
série génératrice C'(z) = A(x)B(z) = Z cnI—', ol ¢, = Z (n) a;bp—i,m > 0.
n! i

n=0 =0

1.1.2 Factorielle, factorielles montante et descendante

Définition 1.1. (Factorielle montante) Soit x un nombre réel et n un entier positif, la
factorielle montante (croissante) de x d’ordre n notée x™, est définie par

- {x(x—l—l)---(x—l—n—l) n >0, (1.1)

1 n = 0.

Définition 1.2. (Factorielle descendante) Soit x un nombre réel et n un entier positif,
la factorielle descendante (décroissante) de x d’ordre n notée x™, est définie par

o zx—1)---(x—n+1) n>0, (12)
1 n = 0.
Remarque 1.1. 1. On peut exprimer la factorielle montante en fonction de la facto-

rielle descendante comme suit :
2" = (r+n-—1)>~%
(~a)7 = (-1

2. Pour x =1 dans l’équation (1.1), ou pour x = n dans (1.2), on obtient la factorielle
classique 1™ = n* = n!.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1.3 Objets combinatoires

Définition 1.3. (Arrangement) Soit [n] = {1,...,n}, on appelle arrangement de k
éléments, toute suite de k éléments distincts de [n].

Remarque 1.2. Le nombre d’arrangements de [k] dans [n] noté A, est compté par la

factorielle descendante, on écrit
App = (n)E. (1.3)

Lorsque k = n le terme dédié est "permutation” (bijection).

Exemple 1.1. Soit [4] = {1, 2, 3,4}.
e (2,4,3) est un arrangement de trois éléments, mais (2,1,2) n’est pas un arrange-
ment.

Définition 1.4. (Permutation) Soit n € N, on appelle permutation toute bijection o de
[n] dans [n]. Une permutation o de [n] est,

o={(i,0()) | i €n]}.

On peut représenter la permutation ¢ par une forme matricielle
o 1 2 ... n
- \o(1) o2) -+ o(n))

Le nombre de permutations de ’ensemble [n] est n!.

On note 'ensemble des permutations de [n] par S(n).
Exemple 1.2. Soit l’ensemble [3]. Le nombre de permutations est 3! = 6.
S(n) = {123,132,213,231,312, 321}.

La forme matricielle de la permutation o =3 21 de [3] est ,

(123
7=\ 321 /)

Définition 1.5. On appelle orbite O; de i € [n] U'ensemble des images de i, obtenues en
appliquant successivement la permutation o sur l’élément i, ¢’est a dire O; = {o?(i),p € N}.

L’orbite de I’élément 1 dans Exemple 1.2 est O; = {1,0(1) = 3}.

Définition 1.6. Une permutation o de taille n est un cycle si tous ses éléments appar-
tiennent a la méme orbite.
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Dans Exemple 1.2, on remarque que O; = O3. Ces éléments {1, 3} pris dans cet ordre,
forment un cycle noté (1, 3) ot chaque élément est I'image du précédent par o (1 est 'image
de 3, 3 est I'image de 1). Une permutation o peut étre écrite comme un produit de cycles,

par exemple, la permutation
(1234
7=\ 2134 )

o=1(1,2),(3)4).

Cette représentation est appelée : écriture en cycles. Nous conviendrons d’appeler k-
permutation toute permutation ayant k£ cycles.

o T® ® O

FIGURE 1.1 — Une 3-permutation de [4].

peut étre écrite

Définition 1.7. (Partition) Soit n € N.
— Un block (ou part) B de [n] est un sous-ensemble non vide de [n].

— Une partition © de [n| est une famille de blocks By, ..., By disjoints deux a deux,
tels que \J\_, B; = [n].

Exemple 1.3. Soit l’ensemble [3] = {1, 2,3}, les partitions de [3] sont
{125 33 {25 33y ({13 {2k {{2.3h {111 {{1,2,3}}.

Aussi, nous conviendrons d’appeler k-partition toute partition de [n] en k parts.

Exemple 1.4. Les 2-partitions de [4] sont :
{{1,2}{3,4}

{{1,3}{2,4}}

{{1,4}{2,3}}

{{13{2,3,4}}

{{2H{1,3,4}}

{{3H1,2,4}}

{{43{1,2,3}}

Notez qu’une k-permutation peut étre considérée comme un partitionnement de [n] en
k cycles.
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$600000000000%

FIGURE 1.2 — Une 2-partition de [4].

1.1.4 Chemins dans le plan N x N

Définition 1.8. Le plan (ou réseau combinatoire) N x N est ’ensemble des points a coor-
données entiéres positives (ou nulles) du plan cartésien.

Comme illustré a la figure suivante :

N

(0,0) N

FIGURE 1.3 — Le plan N x N.

Définition 1.9. Un chemin dans le plan N x N est une suite w = {s;}o<i<n des points
s; = (zi,y;) dans N x N et n € N*| tels que :
e Le point sy est la source (point de départ) du chemin w, et le point s, est son but
(point d’arrivé).
o Les couples (s;, Si41) sont appelés les pas élémentaires du chemin w.

e L’entier n est la longueur du chemin w, que nous noterons |w|. Par exemple, la
figure 1.4 montre un chemin dans le plan N x N.

]

S5

S0

FIGURE 1.4 — Un chemin dans le plan N x N.
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1.2 Fonctions symétriques

Définition 1.10. Soit Z[zy,xs, ..., x,] 'anneau des polyndomes en n variables indetermi-
nées a coefficients entiers. Un polynéome de cet anneau est dit symétrique, si pour tout
permutation o de {1,2,....,n} on a :

of(@1,.n) = [(Toq), ooy Tom)) = f(T1, -0, Tn)- (1.4)

Définition 1.11. Soit n € N, une partition de n est une suite décroissante finie d’entiers
positif notée par X = (A1, Aa, ..., \p) vérifiant :

A=A =2 A
Al =38 A =n.

ol A1, Ag, ..., A\ Sont les parts de .

On appelle la longueur de X le nombrer des parts de X notée par [(A) = k. Si X est une
partition de n, on écrit A 4 n.

Exemple 1.5. On a
A= (4,2,1) la partition de T en trois parts. |\| =7 et [(A\) =3, on écrit X4 7.

Définition 1.12. Si A a m; parts de taille i, on écrit encore \ par \ = 1"12™2 . .n™"  qvec
m; est la multiplicité de la parts © dans X\, donc :

m; = m;(\) = card{j, \; = i}.

Exemple 1.6. Pour A = (2,2,2,1) on a A\ = 2°1.

1.2.1 Fonctions symétriques monomiales

Définition 1.13. Soit A = (A, X, ..., \x) une partition de m. La fonction symétrique
mondémiale correspondante est

ma(n) = my(x1,xo, ..., T,) = Zx?ﬁx;\k", (1.5)

ot la somme est pour toutes les permutations distinctes des entrées de la partition.

1.2.2 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.14. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique élémentaire ex(n), la fonc-
tion définie par

ex(n) = ep(xy, ..., x,) = Z Ty Ty -+ Ty, = Mmy(N), (1.6)

1< <in...<ip<n

8
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avec eg(n) =1, et ex(n) =0 si k >n ou k < 0.
Pour toute partition X = (A1, Aa, ..., M), on définit ex(n) par
ex(n) = ey (n)ex,(n) - - ey, (n), (1.7)
Exemple 1.7. Pour k=3, n=4 on a

es(r1, Ta, T3, T4) = T1T2%3 + T1ToTy + T1T3T4 + ToX3Ty4.

Cas particulier On peut montrer d’une autre fagon qu'une fonction est élémentaire,
s’il est possible de I’écrire sous la forme d’un polynéme de degré n, c’est a dire

(x —x1)(x —22) -+ (x — ) =0,

a n racines réelles ou complexes x1, xs, ..., z,. Si on développe le membre de gauche, on
trouve :
n n—1 n—2 n—3 n _
" —ex" et —ezx" 4+ (—1)", =0,

ou ¢; sont des polynémes en fonction des x; qui représentent des fonctions symétriques
élémentaires.

Proposition 1.1. Soit k > 0, alors

ex(n) =ep(n — 1) + xpep_1(n —1). (1.8)
Preuve. On a
ex(n—1)+zpep_1(n—1) = E Tiy Tiy -+ Ty, + Ty E Tiy iy * - Ty,
1< <ia...<ip<n—1 1<i1 <ig...<ip_1<n—1
= E LigLijg =+ + Ty, + § : Ty Tjy » Ty T
1<i1<i2... <t <n—1 1<i1<i2... <t _1<n—1
= E TiyTiy *** Tiy, + E TiyTijg =+ Ty, T
1< <i2.. . <ip_1<ip<n 1<i1<i2..<ip_1<n

= E I’le‘ZQ DY I'Lk

1<i1<i2...<tp_1<ip<n

= ex(n).

Proposition 1.2. La série génératrice pour ey, est

E(t) =) exn)t = H(1 + ;). (1.9)
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Preuve. Montrons par récurrence sur n.

Pour n=2on a:
2

[T+ zit) = 1+ 21) (1 + 2t)

=1
=1 + (Zlfl + l’Q)t + ZL’1I2t2
=e(2) + e1(2)t + ex(2)t?

=> en(2)t".

k=0

Supposons que la propriété est vraie pour n

S entn) =[]+ wt)

k>0 i=1
et montrons que la propriété est vraie pour n + 1
n+1

k>0 =1

n+1

[+ )

i=1

I

@
Il
—

er(n)t* (1 + 2p41)

|
Eo
WV
o

er(n)t* + zp11 Z ep(n)th !
k>0

er(n)th + x4 Z ep_1(n)tk
k>0

(ex(n) 4 Tnyrep_1(n))t*

I Il
> ko
WV WV
o o

>
WV
o

er(n + 1)t*.

>
WV
o

La preuve est compléte. ]

1.2.3 Fonctions symétriques complétes

Définition 1.15. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique compléte hy.(n), la fonction
définie par

hi(n) == hg(x1, ..., ) = Z my(n) = Z Tiy Tiy -+ Tiy s (1.10)

A=k 1<i1 <io...<ip<n

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

ot ho(n) =1, hy(n) = e1(n) et hy(n) =0 si k < 0.
Pour toute partition A = (A1, Aa, ..., \g), on définit hy(n) par
ha(n) = hy, (n)hy,(n) - - - hy, (n).
Exemple 1.8. Pour k=3, n=3 on a
hy(1, 29, T3) = T} + 117973 + T3 + T5.
Proposition 1.3. Soit k € N* |, on a
hi(n) = he(n — 1) + z,hg_1(n).

Preuve. On a :

hk(n — ]_) —+ xnhk—l(n) = E Tiy Tig * " Ty, + Ty E Ly Tig *
1<y <z <ip<n—1 1<ii <z . <ig—1<n
= g TiyTig *+* Ty, + E LiyTig -
1<ig <ig...<ip<n—1 1<iy <ig...<ig—_1<n

— E xilwh...xik _|_ E xilxh...

1<ig i i1 <ip<n 1<i <o i1 <n

= § LiyLig *** Ly,

1<i1<io. . i1 <ip <N

Proposition 1.4. La série génératrice pour hi(n) est

n

H(t) =Y hp(n)t" =[]0 —zt)™".

k>0 i=1
Preuve. On montre par récurrence sur n. Pour n =2 on a :
D hi(2)tF = ho(2) + hy ()t + ha(2)t* + -
k>0
=1+ (z1 + z2)t + (23 + 21700 + 232 + - -
=(1+azt+a3t® + ) (1 +agt + a5t + )

(g (g

k>0 =
1
(1 —x1t)(1 — 2ot)
B 1
- H?:1(1 —ait)

11

(1.11)

: $ik,1xn

(1.13)
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Supposons que la propriété est vraie pour n

n

> hi(n)tt =T —2it) ™,

k=0 i=1
et montrons que la propriété est vraie pour n + 1

n+1

> hi(n+ DtF =T —ait) "

k=0 i=1
On a
hi(n+ 1) = hi(n) + pi1hg—1(n + 1),

alors

D hi(n+ DtF = "(he(n) + zaihror (n+ 1)tF

k>0 k>0

= Z hk(n)tk + Tn+1 Z hk_1<n + 1)tk

k>0 k=0

= Z hk(n)tk + Tn+1 Z hk._l(n + ].)tk

k>0 k>1

k>0 k>0

— Z hk(n)t’C + Tyt Z hi(n + 1t*,

k>0 k>0

donc

Dk DI = @t Y huln + 1)t = ﬁ(l —ait) 7,

k=0 k=0 1=1

ce qui équivalent a

k_ H?:1(1 - xit)_l

Z hig(n+ 1)t

>0 (]_ — [En+1t)
n+1

= H(l — ;)"
i=1

]

Les liens entre les fonctions symétriques élémentaires et complétes sont donnés dans la
proposition suivante.

12
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Proposition 1.5. 1.

H(t)E(—t) = 1. (1.14)
2. Pour tout k> 1, on a .
> (—1)fephy, =0. (1.15)
r=0
Preuve. 1. On utilise la proposition 1.2 et la proposition 1.4.

2. On a

HHE(—t) =Y hit! Y e (—t)"

Jj=20 r=0
7=0 >0

On pose k = j + r, on trouve

HOE(—t)=>_ > (—1) ey t*

k>0 k=j+r

Il
=
—~
|
—_
~—
3
Q)
3
>
T
<
~
B

D’autre part, on a

1.2.4 Fonctions symétriques somme des puissances

Définition 1.16. Soit k € N*, on appelle fonction symétrique somme de puissance pi(n),
la fonction définie par

pr(n) == pr(z1, ..., zp) = Z zF = my(n). (1.16)

0<igsn
Pour toute partition X = (A1, Ao, ..., Ar), on définit
pa(n) = pa, (n)pay(n) - - - pa. (n), (1.17)

13
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Exemple 1.9. Pourn =2, on a

1.3 Coefficients binomiaux et multinomiaux

Les coefficients binomiaux forment I'un des triangles le plus ancien de I'histoire des
mathématiques. L’étude de leurs propriétés, leurs interprétations et leurs applications a
intéressé les mathématiciens depuis longtemps, comme : Omar Khayyam (1048-1131), Tar-
taglia (1499-1557), Pascal (1623-1662), Newton (1643-1727) , Euler (1707-1783) et bien
d’autres.

1.3.1 Coefficients binomiaux

Définition 1.17. Soit n, k€ N avec k < n. Le coefficient binomial est le nombre noté (Z)

qui égale de sous-ensembles a k éléments d’un ensemble de n éléments. La formule explicite
est donnée par

n _nE_ #lk), st 0<k<n,
k) k' 10 st k>nou k<O.

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)" appelée relation du
binéme de Newton qui a été découvert par Issac Newton (1646-1727) en 1676, ou a et b
sont des nombres réels ou complexe.

(a+b)" = (g) a" + (T) S (n " 1) b + <Z) b = é (Z) bk, (1.18)

Remarque 1.3. 1. (3) =1 car O est la seule partie de E a zéro élément.
2. (Z) =1 car E est la seule partie de E a n éléments.
3. Sik>n, (Z) =0 car il ne peut y avoir des parties de k éléments d’un ensemble en
contenant n.

Proposition 1.6 (Formule de Pascal). Le coefficient binomial satisfait la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :

B-GoD-() o

14
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Preuve. (Z)est le nombre de sous-ensemble de [n| de cardinalité k . Ce nombre est la
somme de nombre de sous-ensemble de [n] de cardinalité k qui contiennent le nombre"n",
avec le nombre de sous-ensemble de [n] de cardinalité k qui ne contiennent pas le nombre"n".

. . -1 . . .
1. Le nombre de sous-ensembles qui contiennent "n" est (Z_l) (car sinon suprime"n" il

reste n — 1 élement dans I’ensomble principale et £ — 1 éléments dans cas sous-
ensombles)

2. Le nombre de sous-ensombles qui ne contiennent pas le"n" est (";1) . Donc (Z) =
(1) + (")
]

Proposition 1.7 (Formule de Vandermonde ou Chu-Vandermonde). Le coefficient
binomial satisfait la relation suivante :

= ()67 = O OG-+ ()= (3 o

J

Preuve. Soient A et B deux ensembles tels que |A| = n, |[B| = met A(\B =&, on a
alors |[A|J B| =n+ m.

On a ("3™) est le nombre des sous ensembles de I'ensemble A|JB & k éléments. On
choisit un certain élément j de ’ensemble A, et les k — j éléments restants de ’ensemble B,

puis considérer toutes les situations possibles pour j = 0, ..., k, on obtient le résultat. [J

A partir de la formule de Pascal nous pouvons construire le triangle de Pascal. Voir
la table 1.1

n/k]0 1 2 3 4 5 6 7 89
0 |1

1 |11

2 |1 21

3 (133 1

4 |1 46 4 1

5 (1510 105 1

6 [16 152 15 6 1

7 |1 7203 3 21 7 1

8 [1 8 28 5 70 56 28 8 1
9 [1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

TABLE 1.1 — Triangle de Pascal.

15
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Remarque 1.4. On remarque que les lignes du triangle de Pascal sont symétriques, c’est

a dire.
(Z) - (nﬁk) (1.21)

En effet, le fait choisir k personnes parmin est équivalent a ne pas choisir n—k personnes.

1.3.2 Coefficients multinomiaux

Soient n € N et ki, ko,.... ks € N tels que k1 + ko + -+ + k; = n, le coefficient
multinomial (k1 k: kt) est le nombre de partitions ordonnées d’un ensemble de taille n en
t sous ensembles Si, S, ..., S; de tailles respectives ky, ks, . . ., k¢, dont la formule explicite

est donnée par
n n!
= T 1.22
(k:l,kQ,...,k) kol -+ k! ( )

Ces coeflicients apparaissent dans le développement de (z1+x9+- - -+ 2;)™ appelée formule
du multinome de Newton, qui a été formulée pour la premiére fois par G.W. Leibnize (1646-
1716) et plus tard prouvé par Johan Bernoulli (1667-1748).

n
(ot oot tm) = Y (kk k) o (123)
1y 2y -y

k1+ko+-+ki=n
ol x1, s, ..., x; sont des nombres réels ou complexes.

Exemple 1.10. On peut développer (x +y + 2)%.
(:L‘ + v+ 2)4 = Z 4 xk’lykzzk’:s
kl? k27 k3
k1+k2+k3

zt iy + 1 32
400 3,1,0 3,0,1
4
3 3 2
(1 3 o>xy +<1 0 3)“ +(2,1,1>”Z
4
4 2.2 2 2
(040>y +<0 2 Q)yz +(2,2,0>Iy
+ (! N TV R . ?
z z Ty Z TYyz
0,0,4 0,1,3)" 0,3,1)7 1,2.1)" 1,1,2)%Y

= o' + 423y + 4232 + day® + 122y2°
+ 422 + 122%y2 + y* + 6y%2 + 12292
+ 62%y% + 2t + 4y + 4Pz

16
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1.4 Nombre de Stirling

1.4.1 Nombre de Stirling de premiére espéce

Définition 1.18. Les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k) sont les coef-
ficients du développement de la factorielle décroissante x™, c’est-a-dire,

r=xz—1)(r—2)--(zr—n+1) :Zs(n,k‘)xk. (1.24)
k=0
22=1 car il s’agit d’un produit vide.

Les nombres de Stirling de premiére espéce mon signés c(n, k) (valeurs absolues des
précédents) comptent le nombre de k-permutations de [n]. Ils apparaissent comme coeffi-
cients du développement de la factorielle croissante x™, c¢’est-a-dire que ;

n

xﬁ:x(x+1)(x+2)~~(x+n—1):Zc(n,k)xk. (1.25)

Exemple 1.11. B
() = 2(zx —1)(z — 2) = 2° + 32° + 22
d’o,

¢(3,0) = 0,c(1,3) = 2,¢(3,2) = 3,¢(3,3) = 1.

Relation de récurrence Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés ont une
relation de récurrence triagulaire d’ordre deux,

c(nk)=cln—1,k—1)+ (n—1)c(n —1,k)

avec ¢(n,0) = d,0 ot J est le symbole de Kronecker, et pour n # 0,s(n, k) = 0 lorsque
k ¢ [n]. Tls satisfont aussi une relation de récurrence verticale

cn+1,k+1) :izj;c(n,i)(li).

A partir de la formule de récurrence nous obtenons un tableau des valeurs de ¢(n, k),pour
les premiers nombres n et k. Voir le tableau 1.2

17
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n/k | 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
0 |1
1 10 1
2 |0 1 1
3 10 2 3 1
4 10 6 11 6 1
5 |0 24 20 35 10 1
6 |0 120 274 225 85 15 1
7 10 720 1764 1624 735 175 21 1

TABLE 1.2 — Les nombres de Stirling de premiére espéce non-signés.

Série génératrice

Théoréme 1.1. 1. La fonction génératrice exponontielle double est
ZZc(n, k)y o Ao (1.26)
n=0 k=0

2. La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiére espéce est

o) iL’n 1)k
> eln, h)— = (=1) In*(1 - z). (1.27)

n=0

Preuve. 1. On a la fonction génératrice exponentielle double des nombres de Stirling
de premiére espéce signés est

n

> sin, k)ykZ—T => (Z s(n, k)?/“) %

n=0 k=0 ’ n=0 \k=0

n

= Z y—Tx"(par la relation (1.18))
n!

18
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D’autre part

n=0 k=0 n=0 k=0

) IR O [
n=0 k=0

(-2

B 1

S (L—ay

2. De la relation (1.26), on obtient
)yt — =
c(n, k)y"— A=)y
n=0 k=0

=(1—x)"

il
k=0
B i (—1)FIn(1 —2)* ,
B k! v
k=0

Donc

Formes explicites

Théoréme 1.2. Une forme explicite des nombres de Stirling de premiére espéce non signés
est donnée par :

c(n,k):Z—: - L (1.28)

! 7/ ... Z
11+-+ig=n 1 k
Remarque 1.5. Les nombres de Stirling de premiére espéce signés et non-signés sont liés

par la relation swivante :
s(n, k) = (—=1)"c(n, k). (1.29)

Remarque 1.6. Les nombres de Stirling de premiére espaces non signés une cas spéciale
de la fonction symétrique élémentaire

cn,k)=e,(1,2,....,n — 1)
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1.4.2 Nombre de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 1.19. Les nombres de Stirling de deuxieme espéce S(n,k) (n,k € N,k < n)
comptent le nombre de k-partitions de [n], et qui figurent dans le développement de x"
comme combinaison linéaire des polynomes 2% (0 < k < n). On a précisément pour tout
neN,

" = iS(n,k)azk (1.30)

Relation de récurrence Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce ont une relation
de récurrence triangulaire d’ordre deux,

S(n,k)=Smn—-1,k—1)+kS(n—1,k), (1.31)

avec S(n,0) = 0,0, et pour n # 0 S(n, k) = 0 lorsque k ¢ [n]. Ils ont aussi, une relation de
récurrence verticale .

Stn+1,k+1) = X; (;) S(i, k).
A partir de la formule de récurrence nous obtenons le tableau des valeurs de S(n, k), pour
les deuxiémes nombres n et k.

n/k | 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 |1
1|0 1
2 |0 1 1
310 1 3 1
410 1 7 6 1
5 10 1 15 25 10 1
6 |0 1 31 90 65 15 1
710 1 63 301 350 140 21 1
8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

TABLE 1.3 — Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce.

Forme explicite

Proposition 1.8. Deux formes explicites des nombres de Stirling de deuxiéme espéce :

n! 1
Sk =5 > o (1.32)

fbtip=n 11: %
et .
S(n.k)=>" ) (1.33)
i=0 ’
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Série génératrice

Théoréme 1.3. 1. La série génératrice ordinaire associée auxr nombres de Stirling de
deuxieme espéce est donnée par

i {Z}x”k - li : _1x (1.34)

n==k

2. La fonction génératrice exponentielle des nombres de stirling de deuziéme espéce est

ank n— (" ];1) . (1.35)

3. La fonction génératrice exponentielle double est
DD S k)" = exply(e” — 1)), (1.36)
k=0 n=0 ’
Preuve. 1. Posons

folz) = f {Z}x"

n=k

De la relation de récurrence (1.31), on trouve

wo=3 () -

n=~k n=k—1
+o00
==z Z { _1}36 —|—/<:Q:Za:”
n=k—1 n=~k
= rfr1(x) + kx fi(x).
On obtient donc .
file) = T fia (@), (1.37)

Alors si on procéde la relation (1.37) sur k, on aura

T T T

T = T T ¢ T

fo(@)
ou fo(x { }a: = 1. D’ou le résultat.
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2. Soit k € N, en utilisant la forme explicite (1.33), on a :

S S, k)’”? =3 S(n k)
Sl [k "
Sl o)z
1S (K (k= d)z)"

1 t k x\k—t
G Z-)(e)

1 xT
= =1

]

Remarque 1.7. Les nombres de Stirling de deuxieme espéce sont des spécialisation de la
fonction symétrique compléte

S(n, k) = hoi(1,2, ..., k), (1.38)
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CHAPITRE 2

FONCTIONS SYMETRIQUES
GENERALISEE

Dans ce chapitre, on présente des nouvelles généralisation des fonctions symétriques
classiques. On commence par présenter les définitions et les propriétés de la fonction sy-
métrique élémentaire généralisée et de la fonction symétrique compléte généralisée. On
y présente leur interprétation combinatoire et citons quelques exemples explicatifs pour
chaque notion. Dans la derniére section on présente les coefficients bi*nomiaux comme ap-
plication de ces fonctions symétriques. Les principales références utilisées pour la rédaction
de ce chapitre sont |1, 3].

2.1 Fonctions symétrique élémentaire généralisée

2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Soit s un entier positif, la fonction symétrique élémentaire généralisée
notée B\ (n) est définie par :

E,gs) (n) = E,gs) (1, .y ) = Z rhrl i (2.1)
i1tinttin=k

0<iq,i9, " ,in<s

ot B (n) =1 et B (n) =0 si sn <k ouk < 0.

Exemple 2.1. Pour s=2.
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L, Ef(1) =, E3(1)=af;
2. E§(2) =1, E}(2) =z1+1xs, FE3(2)=af+ a3+ z120.

La fonction symétrique élémentaire généralisée E,ES)(n) est le k-iéme coefficient du dé-
veloppement en série de la fonction suivante :

n o0

[T +at+ o+ @t)) = B ()t (2.2)

=1 k=0

Propriété 2.1. La fonction symétrique élémentaire généralisée satisfait la relation de ré-
currence suivante :

EX(n) =Y "2l BY (n—1). (2.3)
7=0
Preuve. On a
EI(CS)(n) = E,is)(x1,---,xn) — Z 2l i

i14iottin=k

0<iq,i9,+,in<s

et
E(S) —1) = E(S) _ i1 12 in—1
k(1 ) =By (x1, 22, 1) = Ty Ty T,
i1+ig+Fin_1=Fk
(USRI
Donc,
S S
Jj () _ — J 1,42 | dn—1
§ o b7 (n—1) = § L E Ly Ly vt Ty
3=0 J=0  dirtiotetipn_1=k—j
01,89, »in 18
= E gl pin-1g
- D) Lp—1 T
i1t+ig+Fin_1+j=k—j+j
0<iq,82, 4l —1,JS8
On pose i, = J

i1+io+Fin_1+in=Fk

0<i1,29, " ,ip—1,in <S8

s

J (s) _ _ 11,02 in—1 _in
§ :‘InEk—j<n 1) - E : Ty Ty Lp—1Ty
j=0

=B (n).
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2.1.2 Interprétation combinatoire de la fonction symétrique élé-
mentaire généralisée

Théoréme 2.1. La fonction symétrique généralisée E,(:) est interprétée comme une fonc-
tion génératrice des poids des chemins de réseau entre les points uw = (0,0) et v = (k,n—1),
avec au plus s pas dans la direction horizontale.

Preuve. 1l est facile de voir que la fonction symétrique élémentaire généralisée est une
fonction génératrice des poids de chemin de réseau entre deux points. Pour chaque variable
unitaire z; dans E,gs) on associe un pas horizontal unitaire, et si nous supposons que chaque
chemin de réseau commengant par v = (0, 0), il se termine par v = (k,n — 1) avec au plus
s pas dans la direction horizontale. O

Exemple 2.2. Les chemins de (0,0) a (3,2) associés a E§2)

2 2 2
T5x3 + L1203 + ToT3 + T1ToT3.

(3) = 232y + 23w3 + 2123 +

xs3

1 U1 1
T2 T T2
T1  T1 r1  T1 I
Uy Uy Uy
xs3 xr3 T3 xr3 X3
U1 U1 1
Ty Ty i
o
Uy Uy Uy
xs3
U1
X2
I
e —
Uy

FIGURE 2.1 — Les chemins de (0,0) a (3,2) associés a E§2)(3).
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2.2 Fonction symétrique compléte généralisée

2.2.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 2.2. La fonction symétrique compléte généralisée notée H,gs)(n) est définie
comme étant le k-iéme coefficient du développement :

n

[Ja—ait+- 4 (—at) iHS (2.4)

i=1 k=0
ou s est un entier positif.

Propriété 2.2. La fonction symétrique compléte généralisée satisfait la relation de récur-

rence suivante :
S

HO(n—1) =Y (=12, H (n). (2.5)

J=0

Preuve. D’aprés (2.4) on a

o0 n—1
STHI -1t =T -t + -+ (—ait))
k=0 =1

= (1= 2t + -+ (—aat)?) ! i HE (n)*

= Zt’“D— T H, )

k>0  j=0

Par identification, on obtient

S

H (n—1) =Y (=12l HY ().

J=0

26



CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES GENERALISEE

Théoréme 2.2. Considérons un entier faositif k et un entier positif n. Soit s un autre
entier positif. Définissons la fonction H,gs (n) comme suit :

s ) imod(s
HOm)= 3 (S)MESAme i, (o). (26)

Ak
X;={0,1}mod(s+1)

Preuve. De la relation (2.4) on a

STHIE =T -t + + (—ait)") ™
k=0 i=1
n 1 ‘I— C(,’Zt n [e'e] "
Tl = [ = oy Sy
i=1 i=1 j=1
_ H (Z(_x t)j(8+1) o Z(_xit>j(s+l)+1>
i=1 \j=1 j=1
I X e
=1 \ ,;={0,1}mod(s+1)
_ Z Z (_1)k+z§gg Aimod(s+1) (n)t.
k=0 Mk
X;={0,1}mod(s+1)
D’ou le résultat. ]

Remarque 2.1. Lorsque s est impair, la formule H,gs) (n) peut etre reformulée de la ma-

niere suivante :
)= > mn). (2.7)

Ak
A;={0,1}mod(s+1)

2.2.2 Interprétations combinatoire de la fonction symétrique com-
pléte généralisée
On utilise le théoréme 2.2 pour interpréter combinatoirement la fonction symétrique
compléte généralisée.

Soit Py, 'ensembles des chemins de réseau entre les points u = (0,0) et v = (k,n — 1)
ou le nombre de pas dans la direction horizontale est congru a 0 ou 1 modulo s + 1. Pour
P = (p1,p2; -+ Pntk-1) € P}, nous considérons
n;(P) :=le nombre de pas horizontal modulo s + 1 au niveau 1.

On pose le H®)-¢tiquetage qui attribue 1’étiquette pour chaque pas horizontal comme suit

L(p;) :=(le nombre de pas nord qui précédent p;)+1.

Donc la fonction symétrique compléte généralisée a I'interprétation suivante.
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Théoréme 2.3. Soient n, k et s trois entiers positifs, alors

SooXP st s impair,
PEP:
H(S) n) = k,n )
e () (=D > (=17 XP  sinon,
Pep;

ot XP =T[, z1p0), et P' =3, ni(P).

Preuve. D’aprés la relation (2.6), il est facile de voir que la fonction symétrique compléte

généralisée H ,is) est une fonction génératrice des poids des chemins de réseau entre deux
points. Pour chaque variable unitaire x; dans cette fonction symétrique, nous associons un
pas horizontal unitaire, et si nous supposons que chaque chemin de réseau commencant
par u = (0,0) alors il se termine par v = (k,n — 1) ou le nombre de pas dans la direction
horizontale est égale a 0 ou 1 modulo s + 1. ]

Exemple 2.3. Figure 2.2 montre l'interprétation de Hf’)(B) par chemin de réseau ou

H£3)(3) =2} 4+ x5+ xé.

v T3 T3 T3 T3 o U

Ty Tp | T1 T l

FIGURE 2.2 — Les trois chemins de u & v associés a Hf’)(?)).

2.3 Applications

2.3.1 Coefficients bi*nomiaux

Les coefficients bi*nomiaux sont une généralisation des coefficients binomiaux classiques,
qui permettent de déterminer le k-iéme terme du développement de (1 + x)", avec un
paramétre supplémentaire s > 1. Plus précisément, le coefficient bi*nomial (Z)S, est le
coefficient du terme en z* dans le développement.

(1+x+x2+---+xs)”:z(Z)Sx’“, (2.8)

k>0

avec la convention que (Z)S =0 pour k£ < 0 ou k > sn.

28



CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES GENERALISEE

Interprétation combinatoire Le coefficient bi*nomial (Z)s compte le nombre de ma-
niéres de distribuer k£ boules dans n urnes de sorte que chaque urne contient au plus s
boules.

Propriété 2.3. [}/ Il existe des propriétés largement connues et établies :

(0,1,

2. La relation de récurrence longitudinale

(1), -2 (). @0

3. La relation de récurrence diagonale

(Z) - mzzo <:L> <k i%ml_l‘ (2.11)

Remarque 2.2. Les coefficients bi*nomiauz, comme c’est le cas pour les coefficients bino-
miaux classiques, sont construits pour le triangle de Pascal connu sous le nom de s-triangle
de Pascal.

1. La relation de symétrie

Pour illustrer la relation de récurrence longitudinale, nous présentons le triangle des
coefficients bi?nomiaux (c’est a dire le 2-triangle de Pascal). Voir la table 2.1.

n/k |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 |1

1 |1 1 1

2 |1 2 3 2 1

3 |1 3 6 7 6 3 1

4 11 4 10 16 19 16 10 4 1

o |1 ) 15 30 45 51 45 30 15 5 1

6 |1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

TABLE 2.1 — Triangle des coefficients bi?nomiaux (2)2

Remarque 2.3. D’aprés les relations (2.2) et (2.8) il est facile de voir que les coefficients

. . P - - . P . 21 2 . - - Nyl S
bi*nomiauzx sont des spécialisations de la fonction symétrique élémentaire généralisée E,(f)

EY1,1,..,1) = (Z) (2.12)

Alors d’aprés le théoréme 2.1, on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 2.1. Pour 0 < k < sn, soient u = (0,0) et v = (k,n — 1) deux points, le
nombre de chemins entre les point u et v avec au plus s pas dans la direction horizontale
est exactement le coefficient bi®nomial (Z)S

Proposition 2.1. Les coefficients bi* nomiaux s’expriment en termes des coefficients bino-
miaux comme suit :

(- () (e e

ol a = exp(ZL).

Preuve. On pose a = exp(f%), on a

Sx (O (e
k=0 \ji+j2+ 17 \J2 Js

et gis=k

par identification avec la relation (2.8), on arrive au résultat. O
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CHAPITRE 3

FONCTION SYMETRIQUE MODULAIRE
ET NOMBRE DE S-STIRLING
MODULAIRE

Dans ce chapitre, on présente quelque définitions et propriétés de la fonction symétrique
modulaire et ses interprétations combinatoires par chemin et par pavage. Enfin on présente
le nombre de s-Stirling modulaire de deuxiéme espéce comme application de cette fonction
symétrique. Tous les résultats donnés dans ce chapitre sont dues & Bazeniar et al [5] et [1-3].

3.1 Fonction symétrique modulaire

3.1.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1. Soit s > 1 un entier positif. Nous définissons la fonction symétrique
modulaire par la formule suivante :

MIES)(”) = Mzgs)(l’bil?z, e Tn) = Z R (3.1)

n
ai+az+--+an=k
ay,-,an=(0,1)mod(s+1)

avec M,gl)(n) = hi(n) et M,is)(O) = ko 0 Ok est le fonction delta de Kronecker.

Exemple 3.1. Pour s=n =2, on a
MP(2) =1, M{P(2) = a1 + w9, M (2) = 122, M§P(2) = 2% + 2.
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A partir de la définition de M, ,Es)(n), nous obtenons le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. Soient s et n des entiers positifs. Alors,

s L 14t
Mt =Tl = (32)

k>0 =1

Preuve. De la relation (3.1), on a

Més)(n) — M,ES)(IL’1,332>"' L Tn) = Z L

ai+az+--+an=k
ay, - ,an=(0,1)mod(s+1)

Alors

Z M,Es)(n)tk = Z tF Z it

k>0 k20 artasttan—k
ay,-,an=(0,1)mod(s+1)

B S SRR

k=0  ai1tax+-+an=k
ay, - ,an=(0,1)mod(s+1)

= H Z (.I‘it)ai

1 a;=(0,1)mod(s+1)

= H (Z(xit)(sﬂ)j + Z(xit)(sﬂ)jﬂ)

1 \j=0 j=0
=IO +ait)> (wit)e+
1 >0

1+ z;t
1—([[)t>5+1

I
==

i=

D’ou le résultat. O

La fonction symétrique modulaire satisfie les relations de récurrence suivantes.

Théoréme 3.2. Soient s et n des entiers positifs. Alors,

1.
M,gs)(n) = Z xﬁLM,gs_)](n —1). (3.3)
0<j<k
7=(0,1)mod(s+1)
2.

MP(n) = 25 MY (0) + 2, M (n— 1) + M (n - 1) (3.4)
pour k > s+ 1.
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Preuve. 1. A partir de (3.1) et le théoréme 3.1, on a
s “ 1 —|— xzt - Y
St =TT s = T 140 o)
k>0 i=1 =1 720
= H azt (s+1)7 4 Z (z:t) s+1)]+1>
i=1 \j=0 3=0

I
famE

=1

[
(2

1={0,1}mod( s+l)

n—1

= (znt)? > (wat)

j={0, 1}mod(s+1) =1 \1={0,1}mod(s+1)

= > () i M® (n = 1)t

j={0,1}mod(s+1)

=3 Y M-

k>0 jHI=k
7=(0,1)mod(s+1)

= Ztk Z xiLM,gi)](n— 1).

k>0 0<j<k
7=(0,1)mod(s+1)

En comparant le k-iéme coefficient des deux cotés, nous obtenons la relation (3.3).
2. On utilise la relation (3.3), on trouve
MPm)= > aM0n 1)

0<j<k
7=(0,1)mod(s+1)

= a:?LM,gS_)O(n - 1)+ m,llM,ES_)l(n —-1)+ Z xfl]\/[lg‘s_)](n —1)

2<j<k
j=(0,1)mod(s+1)

=M -1+, M (n—1)+ Y M (n—1).

s+1<j<k
7=(0,1)mod(s+1)

On pose j' = j — s — 1, on obtient
MO () = M7 (0= 1)+ M =)+ Y0 el M (=)

0<j/<k—s—1
3'=(0,1)mod(s+1)

=M (n—1) + 2, M (n— 1)+ N MY (n—1)

0<j/ <k—s—1
7'=(0,1)mod(s+1)

= M (n—1) 4 2, M, (n — 1) + 25 M (n).
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D’ou le résultat.

Remarque 3.1. Prenant s = 1 dans la relation (3.3), nous avons l’égalité

k
hi(n) = folhk_j(n —1).

On peut exprimer la relation entre la fonction symétrique modulaire et la fonction
symétrique élémentaire généralisée comme suit.

Théoréme 3.3. Si s est impair. Alors pour tous entiers positifs n et k, l'identité suivante
est vérifiée :

S (-1'EP (n). M (n) = 0.

=0

Preuve. Comme s est impair, on a

Z M(S)(n)tj _ ﬁ 1-— (l‘it)8+1 _ ﬁ 1-— (—ZL‘ﬂf)SH'

>0 i1 1+ (L’Zt 1— (—fL’Zt)

D’autre part on a

EP () =T+ it + - + (2it)?)
1=0 i=0
B ﬁ 1— (xit)s+1
=0
Ce qui donne
ns L I (—x-t)SH
E® (n)(—t) :

Alors,

34



CHAPITRE 3. FONCTION SYMETRIQUE MODULAIRE ET NOMBRE DE

S-STIRLING MODULAIRE

On pose k =1+ 7, on obtient

S S B )M ) = 1.

k=0 =0

Comparant le coefficient de t*, pour k > 1, des deux cotés de la derniére équation on

obtient i
Z éS)z< ) =0.

=0

]

Nous pouvons exprimer la fonction symétrique modulaire M, ,58) en termes de convolu-

tions impliquant les fonctions symétriques complétes et élémentaires.

Théoréme 3.4. Soient k, n et s des entiers positifs et soit x1, o, ,x, variables indé-
pendantes. Alors,

lk/s+1]
M]ES)(wlafo" y & Z h 8+1 8+1a"' 7x2+1)€k7(s+1)j(x171‘27'" rxn)-

Preuve. Selon I’équation (3.2), nous avons l’expression suivante :

n

o (s " 1
ZM; )(:pl,x27 o A (1:[ W) (H(l +:pit)>

k=0 i=1
) [e%S)
_ s+1 s+1 s+1 s+1 1
- Zhj('rl y Ly 0, Ty Zej T1,T2, " 7xn)tj
Jj=0 J=
oo [ lk/s+1]
o s+1 3+1 s+1 k
- E E h IR )ek (s+1)5 (*%171'27 7xn) .
k=0

Comme désiré.

Inspirés par le théoréme 3.4, nous proposons la généralisation suivante.

Théoréme 3.5. Soient k, n et s trois entiers positifs et xq,x2,--- , T, des variables indé-
pendantes. Alors,

k(s+1)

h; (xL;Jrl ngrla T 7xfb+1) = Z (_1)jhj(x1>$2> T 7$n>M(2+1) J(mhx% 7nn)
=0
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et

Lk/s+1]
er(T1, Ta, o+ ny) = Z (—=1)ej(w1, 29, - )M;ESJ s+1) (x1, 22, n)

§=0
si k n’est pas congru a 0 modulo s + 1. Alors
k
Z (21, 22, - ,xn)M,gs_)j(xl,:cg,~~ ,xp) = 0.
7=0

Preuve. La relation (3.2) peut étre réécrite de la maniére suivante :

o0 n 1
M ce )t = e —
1 + I»t ; k (Ilyx27 7x ) H 1 _ (xzt>(s+1)

i=1 P k= i=1
ou
H( )+ ZM Ny, g, )t = H(l + (zt)).
i=1 k=0 ‘

Donc, on déduit que

Z hk: s+1 s+1 . s+1)tk(s+1)

) TL

]:O =0
0o oo
- E E (s) i+
- xlax% >$n)Ml (1‘1,3327 T axn)t I,
j=0 =0

On pose k =1 + 7 dans le coté droite, on obtient

Z hk s+1 s+1, . s+1)tk(s+1)

) n

0 k
= Z Z ]h l’l,l'g,' ;xn)Mk—j(l'lvx%"' ,IL‘n).

k=0 j=0
(3.5)

La comparaison du coefficient de t*(**+1) des deux cotés nous donne

(s+1)k
hk($i+l $§+17 e 7xf1+1) = Z (_1)jhj(x17 Loy 7xn)M(s+1)kfj<x17 Loy ,l’n)-
7=0
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Alors si k n’est pas congru & 0 modulo s+ 1, le coefficient de t* du coté droite de (3.5) est
nulle, c’est a dire

Z(—l)jhj(xl, T, Tp) My_j (21,20, ,2,) = 0.

oo o0
_ s+1 s+1 s+l (s+1) 7
= E (=1 ej(z5t astt - )t E M @y, 29, -+ w0t
=0 i=0
o0 oo
_ s+l ,.s+1 s+1y p 7(s) j(s+1)+i
= E g Yej(ait as™ - aSTYM (2, 2, - -+, @, DT
j=0 =0

On pose k = j(s + 1) + i dans le coté droite, on trouve
o0
Zek(xl, Ty, T )
k=0
0o |k/s+1]

- Z Z e] (xla Ta, - )MIEJS)](S-i-l) (ml? T2, ’nn)’
k=0 Jj=0

En comparant les coefficients de ¥ des deux cotés de cette équation on arrive au résultat.
O

Le résultat suivant nous permet d’exprimer une convolution de la fonction symétrique

modulaire M ,Es) comme convolution impliquant les fonctions symétriques complétes et élé-

mentaires.
Théoréme 3.6. Soient k,n et s trois entiers positifs et x1,xo, -+ ,x, des variables indé-
pendantes. Alors,
k k
ej(z1, 2, ,wp)hi—j(x1, 0, - -+ | ZM (21, 29, - ,xn)E,is_)j(xl,xQ,~- L)
Jj=0 J=0

Preuve. On a
1+t
1= (wit)
1+ x;t " (1—(:)3175)5“)

T 1= (x t)stt 11—zt

tﬂz ()

120

> ety hi(n)t

=0 i=0

‘ﬂz: =

<.
WV
o
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Ce qui donne

I IIITGIEES 3) PIAGLAI

j>0 >0 j20 >0

On pose k =1 + j dans les deux cotés, on trouve
S S e () = S ().
k>0 7=0 k>0 7=0

Par identification on trouve

Mpr

k
(s)
ej(z1, 2, ,wp)hp—j(x1, 0, -+ | E M (21, 29, - ,xn)Ek_j(xl,J:Q, Cee Ty).
Jj=0 Jj=0

]

3.2 Interprétations combinatoires de fonction symétrique
modulaire

3.2.1 Interprétation par chemin

Le but de cette section est de présenter une interprétation combinatoire pour les fonc-
tions symétriques modulaires a ’aide des chemins de réseau pondérés sur le plan Z x Z. Un
chemin de réseau I' dans le plan de réseau Z x Z, avec des pas dans un ensemble donnée
S C 72, est une concaténation des pas dirigés de S, c’est-a-dire ' = s;55...5;, ol 5; € S,
pour chaque 1 < i <. Soit P, ; 'ensemble des chemins de réseau du point (0,0) au point
(k,n—1), avec 'ensemble des pas S = {H = (1,0),v = (0,1)}, tels que les pas horizontaux
sont étiquetés avec le poids z;, o i — 1 est le niveau de pas. Soit 73( & les chemins de réseaux
pondéré dans P, i, tel que le nombre des pas horizontaux a chaque niveau soit congruent a
0 ou 1 modulo s+ 1. Etant donné un chemin pondéré I' dans 73 x> nous désignons par w(I')
le poids associé au chemin I'. Par exemple, dans la figure 3.1, nous montrons un chemin

‘ (2) : 4o 6
de réseau dans Pg 1, du poids rjr37,7s.
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Te

——o

Ty Ty Ty Ty Xy Ty

xs3

X1 1 T X1

FIGURE 3.1 — Chemin de réseau pondéré dans Pé?l)z.

A partir de la relation (3.1), on obtient I'interprétation combinatoire suivante.

Théoréme 3.7. Soient k,n et s des entiers positifs et soit des x1, xo, ..., x, variables indé-
pendantes. Alors,

M]Es)(l’l,l'g,...,xn): Z w(l).

FePij

La figure 3.2 montre I'interprétation par des chemins de réseaux pondérés pour M. f’) (1,29, x3) =
4 4 4
T] + x5 + x5,

v T3 T3 T3 T3 o

Ty Ty | Ty xQI

Ty T1p  T1 T l
U U U

FIGURE 3.2 — Les trois chemins associés a Mf) (21, T2, T3).

3.2.2 Interprétation par pavage

Dans cette section, nous utilisons des pavages pondérés pour donner une interprétation
combinatoire supplémentaire de la fonction symétrique modulaire. Nous définissons un
pavage pondéré comme un pavage d'un ruban (ou tableau) de longueur n (ruban de taille
n) avec des carrés grises et noires, de sorte que chaque carré noire regoit le poids z, 1,
ou m est égal au nombre de carrés gris a gauche de ce carré noir dans le pavage. Soit 7;(‘2
’ensemble des pavages pondérés d’un ruban de taille (n + k& — 1) en utilisant exactement
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k carrés noires et n — 1 carrés grises, de sorte que le nombre successifs de carrés noires
sont congruent & 0 ou 1 modulo s + 1. Pour un pavage 7', nous désignons w(7T) le poids

de T'. Par exemple, dans la figure 3.3 nous montons un pavage pondéré dans 7},(?2 de poids

ZE%Ig[Egl’ﬁ.

Il existe une bijection entre les ensembles 737(151)g et 7;(‘2 En effet, chaque pas verticale V'
est remplacé par un carré gris et chaque pas horizontale est remplacée par un carré noir.

FIGURE 3.3 — Un pavage pondéré dans 7%@2

Comme la bijection entre les chemins de réseau et les pavages préserve le poids, nous
obtenons la résultat suivant.

Théoréme 3.8. Soient k, n et s des entiers positifs et x1,x9,- -+ ,x, variables indépen-
dantes. Alors,

TeTn(f,z

La figure 3.4 montre l'interprétation du pavage pour M\> (21, 2», r3) = xf + x5 + 3.
HEEN HEEN HEEN

FIGURE 3.4 — Les trois pavages associés a Mf’)(xl, To, T3).

3.3 Application

3.3.1 Nombre de s- Stirling modulaire de deuxiéme espéce

Dans cette partie, Nous introduisons un nouveau type des nombres de Stirling comme
appplication de la fonction symétrique modulaire comme suit.

Définition 3.2. Pour tout entier n > 0 et tous k tels que 0 < k < n, les nombres de s-
Stirling modulaire de deuzieme espéce, notés {Z}(S), sont définis par [’expression suivante :

) @
{k} = MY, (1,2, k). (3.6)
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Il est clair que pour s = 1, nous retrouvons les nombres de Stirling de deuxiéme espéce,
c’est-a-dire {Z}(l) = {Z}

A partir du théoréme 3.2, nous avons la relation de récurrence suivante :

(s) (s) (s) (s)
n n—1 n—2 n—s—1
= k kst .

avec les conditions initiales {3}(8) = 0o, €t {2}(8) = 0k0-

De plus, d’apreés la relation (3.2) nous avons le fonction génératrice suivante :

(s) k s
n ek L+rz
Z{k} & _Hl_(m)sﬂ'

n>k r=1

On sait que le nombre de Stirling de deuxiéme espéce vérifie la relation suivante :

{"Jrk}:hku,---,n): Yoo (3.8)

n
a1taz2+-+an

L’équation (3.8) peut étre interprétée en considérant I’algorithme suivant :

Algorithme Interprétation de (3.8)
1. Commencez par la partition de [1] donnée par {1}.

2. Prenez tous les entiers de 2 & 1 4+ a; et les placez dans le bloc de 1, de sorte que
vous obtenez {1,2,--- 1+ a;}.

3. Ensuite, vous placez 2+ a; dans un nouveau bloc et pour chaque entier entre 3 4 a;
et 34 a; + as vous avez 2 options, soit vous placez ce nombre dans le premier bloc,
soit dans le deuxiéme. Vous placez 3 + a; + as dans un nouveau bloc et vous avez
maintenant 3 options.

4. Vous continuez ainsi jusqu’a ce que vous ayez placé n + k éléments.

Exemple 3.2. Pour n = 3 et k = 5, le terme 122132 correspond & une partition qui
ressemble a {1,2,3,x}, {4,x}, {6,%}, ot 5 peut aller dans l'un ou 'autre des 2 premiers
blocs et 7,8 peuvent aller dans n’importe quel bloc (il y en a 3). Ce qui donne un total de
2132 options.

On remarque alors que les entiers a; ont une relation directe avec les éléments minimaux
dans chacun des blocs d’une partition. Pour s’en convaincre, considérons la construction
suivante :

Définition 3.3. Soit Il(n, k) l'ensemble des partition de [n] ayant k blocs. Soit w € II(n, k)
représenté par m = By/Bs/ ... /By, ot B; désigne le i-éme bloc avec min(By) < min(Bs) <
... < min(By). Appelons m; = min(B;) et définissons le vecteur des différences consécu-
tives par

d(m) == (dy,...,dx) = (mag—mq —L,mg—mo—1,...,mp —mgp_1 — 1,n —my).
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Remarque 3.2. Dans l'exemple 3.2, on remarque que d; correspond a a; car il s’agit
exactement du nombre d’éléments que nous devons placer dans i blocs et qu’il y a donc un
total de i% facons de le procéder. Remarquez en outre que, puisque m; = 1, nous avons
di +dy + -+ dp=n — k. St nous imposons les condition de modularité sur les d;, nous
obtenons la fonction symétrique modulaire définie par la relation (3.1).

Dans le théoréme 3.2 nous donnons une interprétation combinatoire pour le nombre s-
Stirling modulaire.

Théoréme 3.9. Le nombre de partitions d’ensemble w dans I1(n, k), telles que les éléments
du vecteur d(m) satisfont d; = 0, 1(mod s + 1) pour chaque 1 < i < k est donné par le

nombre de s-Stirling modulaire, notés {Z}(S).

Preuve. En imposant les condition de modularité sur le vecteur des différences consécu-
tives donné ci-dessus et en appliquant 1’algorithme page 41 le théoréme s’ensuit. O

Exemple 3.3. Pourn=5etk=2ona

2)
3
B
2

correspondant aux partitions d’ensemble
1234/5,1345/2,134/25,135/24, 13 /245

145/23,14/235,15/234,1/2345
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CONCLUSION

Dans ce travail nous avons étudie une nouvelle généralisation des fonctions symétriques
lassi N défini la foncti Gt dulai ce M '
classiques. Nous avons défini la fonction symétrique modulaire, notée M, ", et montré sa
relation avec les fonctions symétriques élémentaires et complétes, et leurs généralisations
E,(CS) et H ,gs). Nous avons exploré différentes interprétations combinatoires de la fonction
symétrique modulaire, notamment a travers les concepts des chemins et de pavage. Enfin,
nous avons présenté les nombres de s-Stirling modulaires de deuxiéme espéce en tant qu’ap-
plication de la fonction symétrique modulaire, et fourni leur interprétation combinatoire.
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