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INTRODUCTION

Ce mémoire est une contribution au domaine des équations aux différences. Ce type

d’équations est souvent utilisé pour l’étude des phénomènes discrets, mais aussi dans la

discrétisation des problèmes gouvernés par des dérivées dans le cas continue et dont la

résolution explicite est quasi-impossible. Notons que beaucoup de chercheurs ont travaillé

dans ce domaine, voir par exemples les références suivantes [1], [3, 4, 5, 6], [10], [13, 14,

15, 16].

Dans notre travail, on s’intéresse à des systèmes de trois équations aux différences de

type rationnal d’ordre deux. Le choix de ces systèmes est motivé par les travaux réalisés

dans les références [2], [9], [11], [12] et [17]. Nos systèmes peuvent être regardés comme

étant des extensions de ceux étudiés dans [2], [9], [10], [17], cela explique que nous suivons

pratiquement les mêmes techniques que dans ces références.

Le mémoire se compose d’une introduction, trois chapitres, une conclusion et se ter-

mine par une liste de références.

Le premier chapitre est réservé aux notions et résultats connus nécessaires pour la réali-

sation de ce travail.

Dans le deuxième chapitre, on étudiera la stabilité des points d’équilibre du système

d’équations aux différences suivant

xn+1 =
a1xn + b1xn−1
α1 + yp1n y

q1
n−1

, yn+1 =
a2yn + b2yn−1
α2 + zp2n z

q2
n−1

, zn+1 =
a3zn + b3zn−1
α3 + xp3n x

q3
n−1

, n ∈ N,

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0, z−1, z0 et les paramètres ai, bi, αi, i = 1, 2, 3, sont

des nombres réels positifs, pi, qi ∈ N∗, i = 1, 2, 3.
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Introduction

La motivation principale pour l’étude de ce système, est le système

xn+1 =
xn + xn−1
α1 + ynyn−1

, yn+1 =
yn + yn−1
α2 + xnxn−1

, n ∈ N,

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 et les paramètres α1, α2 sont des nombres réels

positifs, étudié dans [17] et le système

xn+1 =
xn + xn−1
α1 + ypny

q
n−1

, yn+1 =
yn + yn−1
α2 + xpnx

q
n−1

, n ∈ N,

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 et les paramètres α1, α2 sont des nombres réels

positifs, p, q ∈ N∗, étudié dans [2].

Enfin dans le troisième chapitre, on s’intéresse à la résolution explicite du système d’équa-

tions aux différences suivant

xn+1 =
xnyn−1
yn − α

+ α, yn+1 =
ynzn−1
zn − α

+ α, zn+1 =
znxn−1
xn − α

+ α, n ∈ N,

où le paramètre α et les valeurs initiales x−i, y−i, z−i, i = 0, 1 sont des nombres réels non

nuls. Ce système peut être regardé comme une extension tridimensionnelle du système

xn+1 =
axnyn−1
yn − α

+ β, yn+1 =
bxn−1yn
xn − β

+ α, n ∈ N,

où les paramètres α, β et les valeurs initiales x−i, y−i, i = 0, 1 sont des nombres réels non

nuls, déjà étudié dans [9], [11] mais avec β = α et a = b = 1. Notre système peut être

regardé aussi comme une variante du système étudiè dans [12].
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Avant d’entamer l’étude de nos systèmes, nous rappelons quelques notions et résultats

connus sur les équations aux différences, pour plus de détails nous recommendons les deux

références [7, 8].

1.1 Systèmes de trois équations aux différences d’ordre

deux

Définition 1.1.1. Un système de trois équations aux différences d’ordre deux et un sys-

tème de la forme 
xn+1 = f(xn, xn−1, yn, yn−1, zn, zn−1),

yn+1 = g(xn, xn−1, yn, yn−1, zn, zn−1),

zn+1 = h(xn, xn−1, yn, yn−1, zn, zn−1),

n ∈ N, (1.1)

avec f, g, h sont des fonctions definies (continues) sur E6 à valeurs dans E, x0, x−1, y0,

y−1, z0, z−1 ∈ E, sont les valeurs initiales et E une partie de R.
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1.1. Systèmes de trois équations aux différences d’ordre deux

Remarque 1.1.1. 1. Si le système (1.1) s’écrit sous la forme
xn+1 = a1xn + a2xn−1 + a3yn + a4yn−1 + a5zn + a6zn−1 + r,

yn+1 = b1xn + b2xn−1 + b3yn + b4yn−1 + b5zn + b6zn−1 + s,

zn+1 = c1xn + c2xn−1 + c3yn + c4yn−1 + c5zn + c6zn−1 + t,

(1.2)

avec r, t, s et ai, bi, ci, i = 1, 2, · · · , 6, sont des constants, alors le système est dit

linéaire, et si de plus r = t = s = 0, le système est dit homogène.

2. Si h ≡ g ≡ f et z−i = y−i = x−i, i = 0, 1 le système (1.1) se réduit à l’équation

aux différences

xn+1 = f(xn, xn−1), n ∈ N,

et ses versions linéaire et homogène s’ecrivent

xn+1 = a1xn + a2xn−1 + r, (1.3)

xn+1 = a1xn + a2xn−1. (1.4)

Rappellons qu’une solution du système (1.1) et le triplet (xn, yn, zn)n≥−1, avec (xn)n≥−1,

(yn)n≥−1, (zn)n≥−1 sont des suites de E, telle que (xn, yn, zn)n≥−1 satisfait (1.1).

Maintenant, on donne la définition des solutions périodiques.

Définition 1.1.2. Une solution (xn, yn, zn)n≥−1 du système (1.1) est dite éventuellement

périodique de période p ∈ N∗, s’il existe n0 ≥ −1 tel que

xn+p = xn, yn+p = yn, zn+p = zn, ∀n ≥ n0.

De plus si n0 = −1, la solution est dite périodique de période p.

Le lemme suivant sera très utile pour la suite du mémoire.

Lemme 1.1.1.

1. Considérons l’équation aux différences du premier ordre (cas particulier de (1.3),

a2 = 0)

xn+1 = a1xn + r, n ∈ N.
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1.2. Stabilité d’un point d’équilibre du système (1.1)

Alors,

xn =

x0 + rn, a1 = 1,

an1x0 +
(
an1−1
a1−1

)
r, a1 6= 1.

, n ∈ N.

2. Considérons l’équation aux différences de second ordre (1.4), alors toute solution

s’écrit sous la forme :

xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 , n ≥ −1, λ1 6= λ2

xn = c1λ
n
1 + c2nλ

n
1 , , n ≥ −1, λ1 = λ2

avec c1 et c2 ∈ C sont des constantes qui peuvent être exprimées en fonction des

valeurs initiales x−1 et x0, et λ1, λ2 sont les racines du polynôme caractéristique

associé à l’équation (1.4), i.e.,

P (λ) = λ2 − a1λ− a2.

1.2 Stabilité d’un point d’équilibre du système (1.1)

Définition 1.2.1. Un point (x̄, ȳ, z̄) ∈ E3 est dit point d’équilibre du système (1.1), s’il

est solution du système 
x = f(x, x, y, y, z, z).

y = g(x, x, y, y, z, z).

z = h((x, x, y, y, z, z).

Afin de faciliter notre étude on va écrire le système (1.1) sous une forme vectorielle,

pour cela soit :

F (U) = (f(U), f1(U), g(U), g1(U), h(U), h1(U)) ,

avec

U = (u1, u2, v1, v2, w1, w2)
t ∈ E6,
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1.2. Stabilité d’un point d’équilibre du système (1.1)

et

f(U) = f(u1, u2, v1, v2, w1, w2), f1(U) = u1,

g(U) = g(u1, u2, v1, v2, w1, w2), g1(U) = v1,

h(U) = h(u1, u2, v1, v2, w1, w2), h1(U) = w1,

dans ce cas le système (1.1) s’écrit sous la forme vectorielle equivalente suivante :

Xn+1 = F (Xn), n = 0, 1, · · · , (1.5)

avec

Xn = (xn, xn−1, yn, yn−1, zn, zn−1)
t ∈ E6,

et

X0 = (x0, x−1, y0, y−1, z0, z−1) ,

le vecteur(initial) des valeurs initiales.

Remarque 1.2.1.

1. Les points d’équilibres du système (1.5) sont les solutions dans E6 de l’équation

X̄ = F (X̄).

2. Il résulte que (x̄, ȳ, z̄), est un point d’équilibre du système (1.1), si et seulement si

(x̄, x̄, ȳ, ȳ, z̄, z̄), est un point d’équilibre du système (1.5).

Définition 1.2.2. Soit ‖.‖ une norme quelconque sur R6 et soit X̄ un point d’équilibre

du système (1.5).

1. Le point d’équilibre X̄ est dit stable (ou localement stable) si pour tout ε > 0, il

existe δ > 0 telque ‖X0 − X̄‖ < δ ⇒ ‖Xn − X̄‖ < ε pour n ≥ 0, sinon le point X̄

est dit instable.

2. Le point d’équilibre X̄ est dite asymptotiquement stable (ou localement asymptoti-

quement stable) s’il est stable, et s’il existe γ > 0 tel que

‖X0 − X̄‖ < γ ⇒ lim
n→+∞

Xn = X̄.
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1.3. Le système linéaire associé au système (1.5) autour d’un point d’équilibre

3. Le point d’équilibre X̄ est dit globalement attractif, si pour tout X0 ∈ Ek on a

lim
n→+∞

Xn = X̄.

4. Le point d’équilibre X̄ est dit globalement asymptotiquement stable(globalement

stable) s’il est stable et globalement attractif.

1.3 Le système linéaire associé au système (1.5) autour

d’un point d’équilibre

Supposons que F est une fonction de classe C1 sur E6, et soit X̄ un point d’équilibre

du système (1.5), alors on associe au système (1.5), le système linéaire suivant

Wn+1 = JF (X̄)Wn, n = 0, 1, · · · ,

avec

Wn = Xn − X̄,

avec JF (X̄) la matrice Jacobienne de la fonction F evaluée au point d’équilibre X̄.

Théorème 1.3.1 (Stabilité par linéarisation).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne JF (X̄) sont de modules < 1,

alors le point d’équilibre X̄ du système (1.2) est asymptotiquement stable.

2. S’il existe une valeur propre de la matrice Jacobienne JF (X̄) avec le module > 1,

alors le point d’équilibre X̄ du système (1.2) est instable.
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CHAPITRE 2

SUR LE COMPORTEMENT D’UN SYSTÈME

TRIDIMENSIONNEL D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES

DE TYPE RATIONNEL

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement des solutions du système tridi-

mensionnel d’équations aux différences de type rationnel suivant

xn+1 =
a1xn + b1xn−1
α1 + yp1n y

q1
n−1

, yn+1 =
a2yn + b2yn−1
α2 + zp2n z

q2
n−1

, zn+1 =
a3zn + b3zn−1
α3 + xp3n x

q3
n−1

, n ∈ N, (2.1)

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0, z−1, z0 sont des nombres réels positifs et les

paramètres ai, bi, αi, i = 1, 2, 3, sont des nombres réels sterctement positifs, pi, qi ∈ N∗,

i = 1, 2, 3.

2.1 Points d’équilibre et écriture vectorielle du système

(2.1)

Il est facile de voir que les points d’équilibre du système (2.1), i.e., les solutions du

système

x̄ =
(a1 + b1)x̄

α1 + ȳp1+q1
, ȳ =

(a2 + b2)ȳ

α2 + z̄p2+q2
, z̄ =

(a3 + b3)z̄

α3 + x̄p3+q3
,
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

dans [0,+∞[3 sont E1 = (0, 0, 0) et lorsque ai + bi > αi, i = 1, 2, 3,

E2 =
(

p3+q3
√
a3 + b3 − α3,

p1+q1
√
a1 + b1 − α1,

p2+q2
√
a2 + b2 − α2

)
.

Le système (2.1) peut s’écrir sous la forme vectorielle suivante

Xn+1 = F (Xn), n ∈ N, (2.2)

avec

Xn = (xn, xn−1, yn, yn−1, zn, zn−1)
t,

et

F : [0,+∞[6→ [0,+∞[6,

est la fonction donnée par

F (U) = (f1(U), f2(U), g1(U), g2(U), h1(U), h2(U)) ,

avec

U = (u1, u2, v1, v2, w1, w2)
t,

et

f1(U) =
a1u1 + b1u2
α1 + vp11 v

q1
2

, g1(U) =
a2v1 + b2v2
α2 + wp21 w

q2
2

, h1(U) =
a3w1 + b3w2

α3 + up31 u
q3
2

,

f2(U) = u1, g2(U) = v1, h2(U) = w1.

2.2 Stabilité du point d’équilibre E1

Théorème 2.2.1.

1. Supposons que αi > ai + bi, i = 1, 2, 3. Alors, le point d’équilibre E1 = (0, 0, 0) du

système (2.1) est asymptotiquement stable.

2. Supposons que αi < ai + bi, i = 1, 2, 3. Alors, le point d’équilibre E1 = (0, 0, 0) du

système (2.1) est instable.

Preuve. Le système linéaire associé au système (2.1) autour du point d’équilibre

E1 = (0, 0, 0) ,
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

est donneé par

Xn+1 = JF (Ē1)Xn,

avec JF (Ē1) est la matrice Jacobienne de F évaluée au point d’équlibre Ē1 = (0, 0, 0, 0, 0, 0).

On a

JF (Ē1) =



∂f1
∂u1

(Ē1)
∂f1
∂u2

(Ē1)
∂f1
∂v1

(Ē1)
∂f1
∂v2

(Ē1)
∂f1
∂w1

(Ē1)
∂f1
∂w2

(Ē1)

∂f2
∂u1

(Ē1)
∂f2
∂u2

(Ē1)
∂f2
∂v1

(Ē1)
∂f2
∂v2

(Ē1)
∂f2
∂w1

(Ē1)
∂f2
∂w2

(Ē1)

∂g1
∂u1

(Ē1)
∂g1
∂u2

(Ē1)
∂g1
∂v1

(Ē1)
∂g1
∂v2

(Ē1)
∂g1
∂w1

(Ē1)
∂g1
∂w2

(Ē1)

∂g2
∂u1

(Ē1)
∂g2
∂u2

(Ē1)
∂g2
∂v1

(Ē1)
∂g2
∂v2

(Ē1)
∂g2
∂w1

(Ē1)
∂g2
∂w2

(Ē1)

∂h1
∂u1

(Ē1)
∂h1
∂u2

(Ē1)
∂h1
∂v1

(Ē1)
∂h1
∂v2

(Ē1)
∂h1
∂w1

(Ē1)
∂h1
∂w2

(Ē1)

∂h2
∂u1

(Ē1)
∂h2
∂u2

(Ē1)
∂h2
∂v1

(Ē1)
∂h2
∂v2

(Ē1)
∂h2
∂w1

(Ē1)
∂h2
∂w2

(Ē1)


,

avec 

∂f1
∂u1

(Ē1) = a1
α1
,

∂f1
∂u2

(Ē1) = b1
α1
,

∂f1
∂v1

(Ē1) = 0,

∂f1
∂v2

(Ē1) = 0,

∂f1
∂w1

(Ē1) = 0,

∂f1
∂w2

(Ē1) = 0,



∂f2
∂u1

(Ē1) = 1,

∂f2
∂u2

(Ē1) = 0,

∂f2
∂v1

(Ē1) = 0,

∂f2
∂v2

(Ē1) = 0,

∂f2
∂w1

(Ē1) = 0,

∂f2
∂w2

(Ē1) = 0,



∂g1
∂u1

(Ē1) = 0,

∂g1
∂u2

(Ē1) = 0,

∂g1
∂v1

(Ē1) = a2
α2
,

∂g1
∂v2

(Ē1) = b2
α2
,

∂g1
∂w1

(Ē1) = 0,

∂g1
∂w2

(Ē1) = 0,



∂g2
∂u1

(Ē1) = 0,

∂g2
∂u2

(Ē1) = 0,

∂g2
∂v1

(Ē1) = 1,

∂g2
∂v2

(Ē1) = 0,

∂g2
∂w1

(Ē1) = 0,

∂g2
∂w2

(Ē1) = 0,
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

et 

∂h1
∂u1

(Ē1) = 0,

∂h1
∂u2

(Ē1) = 0,

∂h1
∂v1

(Ē1) = 0,

∂h1
∂v2

(Ē1) = 0,

∂h1
∂w1

(Ē1) = a3
α3
,

∂h1
∂w2

(Ē1) = b3
α3
,



∂h2
∂u1

(Ē1) = 0,

∂h2
∂u2

(Ē1) = 0,

∂h2
∂v1

(Ē1) = 0,

∂h2
∂v2

(Ē1) = 0,

∂h2
∂w1

(Ē1) = 1,

∂h2
∂w2

(Ē1) = 0.

Ainsi

JF (Ē1) =



a1
α1

b1
α1

0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 a2
α2

b2
α2

0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 a3
α3

b3
α3

0 0 0 0 1 0


.

Soit P (λ) le polynôme caractéristique de la matrice JF (Ē1).

On a

P (λ) = det(JF (Ē1)− λI6)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
α1
− λ b1

α1
0 0 0 0

1 −λ 0 0 0 0

0 0 a2
α2
− λ b2

α2
0 0

0 0 1 −λ 0 0

0 0 0 0 a3
α3
− λ b3

α3

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

=

(
λ2 − λa1

α1

− b1
α1

)(
λ2 − λa2

α2

− b2
α2

)(
λ2 − λa3

α3

− b3
α3

)
,

donc

P (λ) =
3∏
i=1

Pi(λ), (2.3)
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

avec

Pi(λ) = λ2 − λai
αi
− bi
αi
, i = 1, 2, 3.

Nous avons pour i = 1, 2, 3,

Pi(0) = − bi
αi
, Pi(1) =

αi − ai − bi
αi

, Pi(−1) =
αi + ai − bi

αi
.

Il est clair que

Pi(0) < 0.

1. Supposons que αi > ai + bi, i = 1, 2, 3. Alors,

Pi(1) > 0.

De plus en utilisant le fait que : αi > ai + bi, i = 1, 2, 3, il s’en suit que

αi + ai − bi > 2ai > 0, i = 1, 2, 3,

donc

Pi(−1) > 0, i = 1, 2, 3.

Donc d’après le théoèreme de la moyenne ∃λi,1 ∈ (0, 1) et ∃λi,2 ∈ (−1, 0), telsque :

Pi(λi,1) = 0, Pi(λi,2) = 0.

C’est-à-dire, les six racines du polynôme caractéristique (2.3) sont de module in-

férieur à 1, d’où le point d’équilibre E1 = (0, 0, 0) du système (2.1) est asymptoti-

quement stable.

2. Supposons que αi < ai + bi, i = 1, 2, 3. Dans ce cas

Pi(1) =
αi − ai − bi

αi
< 0, i = 1, 2, 3,

et

lim
λ→+∞

Pi(λ) = +∞.

Il résulte que ∃ δi ∈ [1,+∞[, i = 1, 2, 3, telque :

Pi(δi) = 0.
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

Comme δ1, δ2 et δ3 sont de module > 1 d’aprés le Théorème 1.3.1, le point d’équi-

libre E1 = (0, 0, 0) est instable.

�

Théorème 2.2.2. Supposons que αi > ai + bi, i = 1, 2, 3. Alors, Le point d’équilibre

E1 = (0, 0, 0) du système (2.1) est globalement attractif.

Preuve. On a

xn+1 ≤
a1
α1

xn +
b1
α1

xn−1, yn+1 ≤
a2
α2

yn +
b2
α2

yn−1, zn+1 ≤
a3
α3

zn +
b3
α3

zn−1, n ∈ N.

Considérons la première inégalité, c’est-à-dire

xn+1 ≤
a1
α1

xn +
b1
α1

xn−1, n ∈ N,

et soit l’équation aux différences linéaire de second ordre définie par

Un+1 =
a1
α1

Un +
b1
α1

Un−1, n ∈ N, (2.4)

avec U−1 = x−1 et U0 = x0.

Alors,

xn ≤ Un, n = −1, 0, · · ·

Montrons cette inégalité par récurrence.

Pour n = 0, on a

U1 =
a1
α1

U0 +
b1
α1

U−1,

U1 =
a1
α1

x0 +
b1
α1

x−1.

En utilisant le fait que

x1 ≤
a1
α1

x0 +
b1
α1

x−1.

Il résulte que

x1 ≤ U1, (car
a1
α1

x0 +
b1
α1

x−1 = U1).

Supposons la propriété est vraie pour n− 1 et n et montrons pour n+ 1.
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2.2. Stabilité du point d’équilibre E1

On a

xn+1 ≤
a1
α1

xn +
b1
α1

xn−1,

≤ a1
α1

Un +
b1
α1

Un−1 = Un+1,

d’où le résultat.

Soit (Un)n≥−1 une solution de l’équation aux différences (2.4), alors

Un = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 , n = −1, 0, · · · ,

avec c1, c2 sont des constantes réelles qui peuvent être exprimées à l’aide de U−1, U0 et

λ1, λ2 sont les racines du polynôme caractéristique associé à l’équation (2.4), i.e.,

P1(λ) = λ2 − a1
α1

λ− b1
α1

.

On a | λ1 |< 1, | λ2 |< 1 , il s’en suit que

lim
n7→+∞

Un = 0.

Maintenant, en utilisant le fait que 0 < xn ≤ Un,∀n ≥ −1. Nous déduisons que

lim
n7→+∞

xn = 0.

D’une manière analogue on démontre que

lim
n7→+∞

yn = lim
n 7→+∞

zn = 0.

Donc

lim
n7→+∞

(xn, yn, zn) = (0, 0, 0).

Ainsi le point d’équilibre E1 = (0, 0, 0) est globalement attractif. �

Le Théorème suivant est une conséquence du Théorème 2.2.1 partie (1) et du Théorème

2.2.2.

Théorème 2.2.3. Si αi > ai + bi, i = 1, 2, 3. Alors, le point d’équilibre E1 = (0, 0, 0) du

système (2.1) est globalement stable.
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre E2

2.3 Remarques sur la stabilité du point d’équilibre E2

Dans cette partie, on prend ai = bi = pi = qi = 1, i = 1, 2, 3.

Le système linéaire associé au système (2.1) autour du point d’équilibre

E2 =
(√

2− α3,
√

2− α1,
√

2− α2

)
,

est

Xn+1 = JF (Ē2)Xn,

avec JF (Ē2) est la matrice Jacobienne de F évaluée au point d’équilibre

Ē2 =
(√

2− α3,
√

2− α3,
√

2− α1,
√

2− α1,
√

2− α2,
√

2− α2

)
.

On a

JF (Ē2) =



∂f1
∂u1

(Ē2)
∂f1
∂u2

(Ē2)
∂f1
∂v1

(Ē2)
∂f1
∂v2

(Ē2)
∂f1
∂w1

(Ē2)
∂f1
∂w2

(Ē2)

∂f2
∂u1

(Ē2)
∂f2
∂u2

(Ē2)
∂f2
∂v1

(Ē2)
∂f2
∂v2

(Ē2)
∂f2
∂w1

(Ē2)
∂f2
∂w2

(Ē2)

∂g1
∂u1

(Ē2)
∂g1
∂u2

(Ē2)
∂g1
∂v1

(Ē2)
∂g1
∂v2

(Ē2)
∂g1
∂w1

(Ē2)
∂g1
∂w2

(Ē2)

∂g2
∂u1

(Ē2)
∂g2
∂u2

(Ē2)
∂g2
∂v1

(Ē2)
∂g2
∂v2

(Ē2)
∂g2
∂w1

(Ē2)
∂g2
∂w2

(Ē2)

∂h1
∂u1

(Ē2)
∂h1
∂u2

(Ē2)
∂h1
∂v1

(Ē2)
∂h1
∂v2

(Ē2)
∂h1
∂w1

(Ē2)
∂h1
∂w2

(Ē2)

∂h2
∂u1

(Ē2)
∂h2
∂u2

(Ē2)
∂h2
∂v1

(Ē2)
∂h2
∂v2

(Ē2)
∂h2
∂w1

(Ē2)
∂h2
∂w2

(Ē2)


,

avec 

∂f1
∂u1

(Ē2) = 1
2
,

∂f1
∂u2

(Ē2) = 1
2
,

∂f1
∂v1

(Ē2) = µ,

∂f1
∂v2

(Ē2) = µ,

∂f1
∂w1

(Ē2) = 0,

∂f1
∂w2

(Ē2) = 0,



∂f2
∂u1

(Ē2) = 1,

∂f2
∂u2

(Ē2) = 0,

∂f2
∂v1

(Ē2) = 0,

∂f2
∂v2

(Ē2) = 0,

∂f2
∂w1

(Ē2) = 0,

∂f2
∂w2

(Ē2) = 0,
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre E2



∂g1
∂u1

(Ē2) = 0,

∂g1
∂u2

(Ē2) = 0,

∂g1
∂v1

(Ē2) = 1
2
,

∂g1
∂v2

(Ē2) = 1
2
,

∂g1
∂w1

(Ē2) = β,

∂g1
∂w2

(Ē2) = β,



∂g2
∂u1

(Ē2) = 0,

∂g2
∂u2

(Ē2) = 0,

∂g2
∂v1

(Ē2) = 1,

∂g2
∂v2

(Ē2) = 0,

∂g2
∂w1

(Ē2) = 0,

∂g2
∂w2

(Ē2) = 0,

et 

∂h1
∂u1

(Ē2) = δ,

∂h1
∂u2

(Ē2) = δ,

∂h1
∂v1

(Ē2) = 0,

∂h1
∂v2

(Ē2) = 0,

∂h1
∂w1

(Ē2) = 1
2
,

∂h1
∂w2

(Ē2) = 1
2
,



∂h2
∂u1

(Ē2) = 0,

∂h2
∂u2

(Ē2) = 0,

∂h2
∂v1

(Ē2) = 0,

∂h2
∂v2

(Ē2) = 0,

∂h2
∂w1

(Ē2) = 1,

∂h2
∂w2

(Ē2) = 0.

Ainsi

JF (Ē2) =



1
2

1
2

µ µ 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1
2

1
2

β β

0 0 1 0 0 0

δ δ 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 1 0


,

avec

µ = −
√

(2− α1)(2− α3)

2
.

β = −
√

(2− α1)(2− α2)

2
.

δ = −
√

(2− α2)(2− α3)

2
.
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre E2

Calculons maintenant le polynôme caractéristique de la matrice Jacobienne. On a

P (λ) = det(JF (Ē2)− λI6)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2
− λ 1

2
µ µ 0 0

1 −λ 0 0 0 0

0 0 1
2
− λ 1

2
β β

0 0 1 −λ 0 0

δ δ 0 0 1
2
− λ 1

2

0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

d’où

P (λ) = λ6 − 3

2
λ5 − 3

4
λ4 +

1

8
(11− (α1 − 2)(α2 − 2)(α3 − 2))λ3

+
3

8
(1− (α1 − 2)(α2 − 2)(α3 − 2))λ2 − 3

8
(1 + (α1 − 2)(α2 − 2)(α3 − 2))λ

− 1

8
(1 + (α1 − 2)(α2 − 2)(α3 − 2)) .

? Si α1 = α2 = α3 = 1
2
, alors

P (λ) = λ6 − 3

2
λ5 − 3

4
λ4 +

115

64
λ3 +

105

64
λ2 +

57

64
λ+

19

64
.

En utilisant Maple, on trouve que ce polynôme admet une racine de module

1.690536345, donc le point d’équilibre E2 =
(√

3
2
,
√

3
2
,
√

3
2

)
est instable.

? Si α1 = α2 = α3 = 3
2
, alors

P (λ) = λ6 − 3

2
λ5 − 3

4
λ4 +

89

64
λ3 +

27

64
λ2 − 21

64
λ− 7

64
.

En utilisant Maple, on trouve que ce polynôme admet une racine de module

1.203254736, donc le point d’équilibre E2 =
(√

2
4
,
√

2
4
,
√

2
4

)
est instable.

? Si α1 = α2 = α3 = 1
5
, alors

P (λ) = λ6 − 3

2
λ5 − 3

4
λ4 +

263

125
λ3 +

1281

500
λ2 +

453

250
λ+

151

250
.

En utilisant Maple, on trouve que ce polynôme admet une racine de module

1.840687045, donc le point d’équilibre E2 =
(

3
√
5

5
, 3
√
5

5
, 3
√
5

5

)
est instable.
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre E2

? Si α1 = α2 = α3 = 6
5
, alors

P (λ) = λ6 − 3

2
λ5 − 3

4
λ4 +

1439

1000
λ3 +

567

1000
λ2 − 183

1000
λ− 61

1000
.

En utilisant Maple, on trouve que ce polynôme admet une racine de module

1.344617902, donc le point d’équilibre E2 =
(√

4
5
,
√

4
5
,
√

4
5

)
est instable.

Remarque 2.3.1. D’aprés ce qui précede on conjecture que dans ce cas le point d’équilibre

E2 =
(√

2− α3,
√

2− α1,
√

2− α2

)
,

du système (2.1) est instable.
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CHAPITRE 3

SUR LES SOLUTIONS DU SYSTÈME D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES

XN+1 =
XNYN−1
YN−α

+ α, YN+1 =
YNZN−1
ZN−α

+ α, ZN+1 =
ZNXN−1
XN−α

+ α

Ce chapitre est consacré à la résolution explicite du système d’équations aux différences

d’ordre deux suivant

xn+1 =
xnyn−1
yn − α

+ α, yn+1 =
ynzn−1
zn − α

+ α, zn+1 =
znxn−1
xn − α

+ α, n ∈ N, (3.1)

où le paramètre α est un nombre réel et les valeurs initiales x−i, y−i, z−i, i = 0, 1 sont

des nombres réels non nuls.

3.1 La forme et la périodicité des solutions du système

(3.1)

Notre but dans cette partie est de donner une forme explicite des solutions bien définies

du système (3.1). En se basant sur les formules obtenues, on étudiera aussi l’existence des

solutions périodiques de notre système.

Définition 3.1.1. On dit qu’une solution du Système (3.1) est bien définie si

(xn − α)(yn − α)(zn − α) 6= 0, n ∈ N.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

Le lemme suivant justifie pourquoi on doit choisir les valeurs initiales non nuls, et

montre également que les solutions bien définies ne s’annulent jamais.

Lemme 3.1.1.

1. Si l’une des valeurs initiales x−1, y−1, z−1, x0, y0, z0 est nulle, alors la solution du

système (3.1) n’est pas définie.

2. Toute solution bien définie du système (3.1) vérifie :

xn 6= 0, yn 6= 0, zn 6= 0, ∀n ≥ −1.

Preuve. 1. • Si x−1 = 0, alors

z1 =
z0x−1
x0 − α

+ α = α,

et comme

y2 =
y1z0
z1 − α

+ α,

donc, y2 n’est pas définie.

• Si x0 = 0, alors

x1 =
x0y−1
y0 − α

+ α = α,

et comme

z2 =
z1x0
x1 − α

+ α,

ainsi, z2 n’est pas définie.

• Si y−1 = 0, alors

x1 =
x0y−1
y0 − α

+ α = α,

d’où

z2 =
z1x0
x1 − α

+ α,

et donc, z2 n’est pas définie.

• Si y0 = 0, alors

y1 =
y0z−1
z0 − α

+ α = α,

et comme

x2 =
x1y0
y1 − α

+ α,

donc, x2 n’est pas définie.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

• Si z−1 = 0, alors

y1 =
y0z−1
z0 − α

+ α = α,

d’où

x2 =
x1y0
y1 − α

+ α,

et donc, x2 n’est pas définie.

• Si z0 = 0, alors

z1 =
z0x−1
x0 − α

+ α = α,

et comme

y2 =
y1z0
z1 − α

+ α.

donc, y2 n’est pas définie.

2. • Supposons qu’il existe un n0 ≥ 1 telque

xn0 = 0,

alors nous obtenons

xn0+1 =
xn0yn0−1

yn0 − α
+ α = α,

d’où

zn0+2 =
zn0+1xn0

xn0+1 − α
+ α.

donc, zn0+2 n’est pas définie.

• Supposons qu’il existe un n1 ≥ 1 telque

yn1 = 0,

alors nous obtenons

yn1+1 =
yn1zn1−1

zn1 − α
+ α = α,

d’où

xn1+2 =
xn1+1yn1

yn1+1 − α
+ α,

donc, xn1+2 n’est pas définie.

• Supposons qu’il existe un n2 ≥ 1 telque

zn2 = 0,
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

alors nous obtenons

zn2+1 =
zn2xn2−1

xn2 − α
+ α = α,

et comme

yn2+2 =
yn2+1zn2

zn2+1 − α
+ α.

donc, yn2+2 n’est pas définie.

�

3.1.1 Solution du système un+1 = 1
vn
, vn+1 = 1

wn
, wn+1 = 1

un

Le théorème suivant est consacré à la résolution du système d’équations aux différences

un+1 =
1

vn
, vn+1 =

1

wn
, wn+1 =

1

un
, n ∈ N, (3.2)

avec u0, v0, w0 ∈ R∗.

Théorème 3.1.1. Soit (un, vn, wn)n≥0 une solution du système (3.2), avec u0v0w0 6= 0.

On a :

un+6 = un, vn+6 = vn, wn+6 = wn, n ∈ N.

C’est-à-dire, la solution est périodique de période 6, et elle est donnée pour tout n ∈ N,

par

u6n = u0, v6n = v0, w6n = w0.

u6n+1 = u1, v6n+1 = v1, w6n+1 = w1.

u6n+2 = u2, v6n+2 = v2, w6n+2 = w2.

u6n+3 =
1

u0
, v6n+3 =

1

v0
, w6n+3 =

1

w0

.

u6n+4 =
1

u1
, v6n+4 =

1

v1
, w6n+4 =

1

w1

.

u6n+5 =
1

u2
, v6n+5 =

1

v2
, w6n+5 =

1

w2

.

Preuve. Soit (un, vn, wn)n≥0 une solution du système (3.2). On a

un+1 =
1

vn
, vn+1 =

1

wn
, wn+1 =

1

un
, n ∈ N,
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donc

un+2 =
1

vn+1

, vn+2 =
1

wn+1

, wn+2 =
1

un+1

, n ∈ N,

alors

un+2 =
1
1
wn

= wn, vn+2 =
1
1
un

= un, wn+2 =
1
1
vn

= vn, n ∈ N.

De plus

un+3 = wn+1, vn+3 = un+1, wn+3 = vn+1, n ∈ N,

d’où

un+3 =
1

un
, vn+3 =

1

vn
, wn+3 =

1

wn
, n ∈ N.

Aussi

un+4 =
1

un+1

, vn+4 =
1

vn+1

, wn+4 =
1

wn+1

, n ∈ N.

Donc de (3.2), on trouve

un+4 =
1
1
vn

= vn, vn+4 =
1
1
wn

= wn, wn+4 =
1
1
un

= un, n ∈ N.

On a

un+5 = vn+1 =
1

wn
, vn+5 = wn+1 =

1

un
, wn+5 = un+1 =

1

vn
, n ∈ N.

Enfin

un+6 =
1

wn+1

=
1
1
un

= un, vn+6 =
1

un+1

=
1
1
vn

= vn, wn+6 =
1

vn+1

=
1
1
wn

= wn, n ∈ N.

D’où, pour tout n ∈ N nous obtenons

un+6 = un, vn+6 = vn, wn+6 = wn, n ∈ N.

C’est-à-dire, la solution est périodique de période 6.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

Ainsi :

{
(un, vn, wn)n≥0

}
= {(u0, v0, w0) , (u1, v1, w1) , (u2, v2, w2) , (u3, v3, w3) , (u4, v4, w4) , (u5, v5, w5) ,

(u0, v0, w0) , (u1, v1, w1) , (u2, v2, w2) , (u3, v3, w3) , (u4, v4, w4) , (u5, v5, w5) , · · · } .

De ce qui précède, on obtient :

{
(un, vn, wn)n≥0

}
= {(u0, v0, w0) , (u1, v1, w1) , (u2, v2, w2) ,(

1

u0
,

1

v0
,

1

w0

)
,

(
1

u1
,

1

v1
,

1

w1

)
,

(
1

u2
,

1

v2
,

1

w2

)
, (u0, v0, w0) , · · ·

}
.

Ou d’une manière équivalente :

u6n = u0, u6n+1 = u1, u6n+2 = u2, u6n+3 =
1

u0
, u6n+4 =

1

u1
, u6n+5 =

1

u2
.

v6n = v0, v6n+1 = v1, v6n+2 = v2, v6n+3 =
1

v0
, v6n+4 =

1

v1
, v6n+5 =

1

v2
.

w6n = w0, w6n+1 = w1, w6n+2 = w2, w6n+3 =
1

w0

, w6n+4 =
1

w1

, w6n+5 =
1

w2

.

�

3.1.2 Formules explicites de solutions du système (3.1)

Le théorème suivant décrit la forme explicite des solutions du système (3.1).

Théorème 3.1.2. Soit
{

(xn, yn, zn)n≥−1
}

une solution bien définie du système (3.1).

Alors pour tout n ∈ N,

x6n = x0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n.

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n+ α.

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n+ α

(
z0 + z−1 − α

z−1

)
.

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n+ α

(
x−1(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1

(x0 − α)z−1

)
.

22



3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

x6n+4 =
x−1(z0 − α)x0
(x0 − α)z−1

+ α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α)

(x0 − α)y−1z−1

)
.

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0 + α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + (x0 − α)y−1(z0 − α)

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
.

y6n = y0 + α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n.

y6n+1 =
z−1

z0 − α
y0 + α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n+ α.

y6n+2 =
(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n+ α

(
x0 + x−1 − α

x−1

)
.

y6n+3 =
(x0 − α)y−1z−1y0
x−1(y0 − α)(z0 − α)

+ α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n+ α

(
y−1(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)

x−1(y0 − α)

)
.

y6n+4 =
(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α)

x−1(y0 − α)z−1

)
.

y6n+5 =
y−1

y0 − α
y0 + α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)(y0 − α)z−1

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
.

z6n = z0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n+ α.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0 + α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n+ α

(
y0 + y−1 − α

y−1

)
.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1z0

(x0 − α)y−1(z0 − α)
+ α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n+ α

(
z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)

y−1(z0 − α)

)
.
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z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α)

x−1y−1(z0 − α)

)
.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0 + α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 − α)

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
.

avec

A = y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α).

Preuve. On a

xn+1 =
xnyn−1
yn − α

+ α, yn+1 =
ynzn−1
zn − α

+ α, zn+1 =
znxn−1
xn − α

+ α, n ∈ N,

alors

xn+1 − α =
xnyn−1
yn − α

, yn+1 − α =
ynzn−1
zn − α

, zn+1 − α =
znxn−1
xn − α

, n ∈ N,

donc, le système (3.1) s’écrit comme suit

xn+1 − α
xn

=
yn−1
yn − α

,
yn+1 − α

yn
=

zn−1
zn − α

,
zn+1 − α

zn
=

xn−1
xn − α

, n ∈ N.

Posons

un =
xn − α
xn−1

, vn =
yn − α
yn−1

, wn =
zn − α
zn−1

, n ∈ N, (3.3)

ainsi

un+1 =
xn+1 − α

xn
, vn+1 =

yn+1 − α
yn

, wn+1 =
zn+1 − α

zn
, n ∈ N.

=

xnyn−1

yn−α + α− α
xn

, =

ynzn−1

zn−α + α− α
yn

, =

znxn−1

xn−α + α− α
zn

, n ∈ N.

D’où

un+1 =
yn−1
yn − α

, vn+1 =
zn−1
zn − α

, wn+1 =
xn−1
xn − α

, n ∈ N.
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Donc

un+1 =
1

vn
, vn+1 =

1

wn
, wn+1 =

1

un
, n ∈ N. (3.4)

D’après le Théorème 3.1.1, la solution du système (3.4) est périodique de période 6 et elle

est donnée pour tout n ∈ N, par

u6n = u0, u6n+1 = u1, u6n+2 = u2, u6n+3 =
1

u0
, u6n+4 =

1

u1
, u6n+5 =

1

u2
. (3.5)

v6n = v0, v6n+1 = v1, v6n+2 = v2, v6n+3 =
1

v0
, v6n+4 =

1

v1
, v6n+5 =

1

v2
. (3.6)

w6n = w0, w6n+1 = w1, w6n+2 = w2, w6n+3 =
1

w0

, w6n+4 =
1

w1

w6n+5 =
1

w2

. (3.7)

De (3.3), on aura

xn = unxn−1 + α. (3.8)

yn = vnyn−1 + α. (3.9)

zn = wnzn−1 + α. (3.10)

Remplaçons n respectivement par 6n, 6n + 1, 6n + 2, 6n + 3, 6n + 4 et 6n + 5 dans

(3.8), nous obtenons :

x6n = u6nx6n−1 + α.

x6n+1 = u6n+1x6n + α.

x6n+2 = u6n+2x6n+1 + α.

x6n+3 = u6n+3x6n+2 + α.

x6n+4 = u6n+4x6n+3 + α.

x6n+5 = u6n+5x6n+4 + α.
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Les relations (3.5), nous donne :

x6n = u0x6n−1 + α. (3.11)

x6n+1 = u1x6n + α. (3.12)

x6n+2 = u2x6n+1 + α. (3.13)

x6n+3 =
1

u0
x6n+2 + α. (3.14)

x6n+4 =
1

u1
x6n+3 + α. (3.15)

x6n+5 =
1

u2
x6n+4 + α. (3.16)

Résolvons maintenant les équations (3.11)-(3.15).

Commençons par l’équation (3.11). Pour cela, remplaçons n par n+ 1.

Ainsi, nous obtenons

x6(n+1) = u0x6n+5 + α.

En utilisant (3.16), on trouve

x6(n+1) = u0

(
1

u2
x6n+4 + α

)
+ α,

x6(n+1) =
u0
u2
x6n+4 + α (u0 + 1) .

De l’équation (3.15), on obtient

x6(n+1) =
u0
u2

(
1

u1
x6n+3 + α

)
+ α(u0 + 1),

x6(n+1) =
u0
u1u2

x6n+3 + α

(
u0
u2

+ u0 + 1

)
.

De (3.14), on aura

x6(n+1) =
u0
u1u2

(
1

u0
x6n+2 + α

)
+ α

(
u0
u2

+ u0 + 1

)
,

x6(n+1) =
1

u1u2
x6n+2 + α

(
u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
.
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En utilisant (3.13), on trouve

x6(n+1) =
1

u1u2
(u2x6n+1 + α) + α

(
u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
,

x6(n+1) =
1

u1
x6n+1 + α

(
1

u1u2
+

u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
.

Enfin de l’équation (3.12), on obtient

x6(n+1) =
1

u1
(u1x6n + α) + α

(
1

u1u2
+

u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
,

d’où

x6(n+1) = x6n + α

(
1

u1
+

1

u1u2
+

u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
. (3.17)

Posons

Rn = x6n, n ∈ N. (3.18)

Alors, l’équation (3.17) devient l’équation aux différences linéaire du premier ordre sui-

vante :

Rn+1 = Rn + α

(
1

u1
+

1

u1u2
+

u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
, n ∈ N.

Du Lemme 1.1.1, on obtient

Rn = R0 + α

(
1

u1
+

1

u1u2
+

u0
u1u2

+
u0
u2

+ u0 + 1

)
n.

De la relation (3.18), on aura, pour tout n ∈ N,

x6n = x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u1u2

)
n. (3.19)

Nous allons maintenant résoudre les équations (3.12)–(3.16).
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En utilisant (3.19), on obtient

x6n+1 = u1x6n + α,

= u1

(
x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u1u2

)
n

)
+ α,

= u1x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u2

)
n+ α. (3.20)

On a,

x6n+2 = u2x6n+1 + α.

Donc par (3.20), on aura :

x6n+2 = u1u2x0 + α (1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2)n+ α (u2 + 1) . (3.21)

On a,

x6n+3 =
1

u0
x6n+2 + α,

Par (3.21), on trouve que :

x6n+3 =
u1u2
u0

x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u0

)
n+ α

(
1 + u0 + u2

u0

)
.

(3.22)

On a,

x6n+4 =
1

u1
x6n+3 + α,

En utilisant (3.22), on obtient

x6n+4 =
u2
u0
x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u0u1

)
n+ α

(
1 + u0 + u2 + u0u1

u0u1

)
.

(3.23)
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On a,

x6n+5 =
1

u2
x6n+4 + α.

La formule (3.23), nous donne

x6n+5 =
1

u0
x0 + α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2 + u1u2

u0u1u2

)
n+ α

(
1 + u0 + u2 + u0u1 + u0u1u2

u0u1u2

)
.

(3.24)

Maintenant, on va résoudre l’équation (3.9). Remplaçons n respectivement par 6n, 6n+

1, 6n+ 2, 6n+ 3, 6n+ 4 et 6n+ 5 dans (3.9), on trouve :

y6n = v6ny6n−1 + α.

y6n+1 = v6n+1y6n + α.

y6n+2 = v6n+2y6n+1 + α.

y6n+3 = v6n+3y6n+2 + α.

y6n+4 = v6n+4y6n+3 + α.

y6n+5 = v6n+5y6n+4 + α.

Les relations (3.6), nous donne :

y6n = v0y6n−1 + α. (3.25)

y6n+1 = v1y6n + α. (3.26)

y6n+2 = v2y6n+1 + α. (3.27)

y6n+3 =
1

v0
y6n+2 + α. (3.28)

y6n+4 =
1

v1
y6n+3 + α. (3.29)

y6n+5 =
1

v2
y6n+4 + α. (3.30)

Résolvons maintenant les équations (3.25)-(3.29). Commençons par l’équation (3.25). Pour

cela, remplaçons n par n+ 1.

Ainsi, nous obtenons

y6(n+1) = v0y6n+5 + α.
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En utilisant (3.30), on trouve

y6(n+1) = v0

(
1

v2
y6n+4 + α

)
+ α,

y6(n+1) =
v0
v2
y6n+4 + α (v0 + 1) .

De l’équation (3.29), on obtient

y6(n+1) =
v0
v2

(
1

v1
y6n+3 + α

)
+ α(v0 + 1),

y6(n+1) =
v0
v1v2

y6n+3 + α

(
v0
v2

+ v0 + 1

)
.

De (3.28), on aura

y6(n+1) =
v0
v1v2

(
1

v0
y6n+2 + α

)
+ α

(
v0
v2

+ v0 + 1

)
,

y6(n+1) =
1

v1v2
y6n+2 + α

(
v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
.

En utilisant (3.27), on trouve

y6(n+1) =
1

v1v2
(v2y6n+1 + α) + α

(
v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
,

y6(n+1) =
1

v1
y6n+1 + α

(
1

v1v2
+

v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
.

Enfin de l’équation (3.26), on obtient

y6(n+1) =
1

v1
(v1y6n + α) + α

(
1

v1v2
+

v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
,

d’où

y6(n+1) = y6n + α

(
1

v1
+

1

v1v2
+

v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
. (3.31)

Posons

Ln = y6n, n ∈ N. (3.32)

Alors, l’équation (3.31), devient l’équation aux différences linéaire du premier ordre sui-
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vante

Ln+1 = Ln + α

(
1

v1
+

1

v1v2
+

v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
n, n ∈ N.

Du Lemme 1.1.1, on obtient

Ln = L0 + α

(
1

v1
+

1

v1v2
+

v0
v1v2

+
v0
v2

+ v0 + 1

)
n.

De la relation (3.32), on aura, pour toutn ∈ N,

y6n = y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v1v2

)
n. (3.33)

Nous allons maintenant résoudre les équations (3.26)–(3.30). En utilisant (3.33), on

obtient

y6n+1 = v1y6n + α,

= v1

(
y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v1v2

)
n

)
+ α,

= v1y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v2

)
n+ α. (3.34)

On a,

y6n+2 = v2y6n+1 + α,

donc par (3.34), on aura :

y6n+2 = v1v2y0 + α (1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2)n+ α (v2 + 1) . (3.35)

On a,

y6n+3 =
1

v0
y6n+2 + α,

par (3.35), on trouve que :

y6n+3 =
v1v2
v0

y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v0

)
n+ α

(
1 + v0 + v2

v0

)
. (3.36)
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On a,

y6n+4 =
1

v1
y6n+3 + α,

en utilisant (3.36), on obtient

y6n+4 =
v2
v0
y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v0v1

)
n+ α

(
1 + v0 + v2 + v0v1

v0v1

)
.

(3.37)

On a,

y6n+5 =
1

v2
y6n+4 + α,

la formule (3.37), nous donne

y6n+5 =
1

v0
y0 + α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2 + v1v2

v0v1v2

)
n+ α

(
1 + v0 + v2 + v0v1 + v0v1v2

v0v1v2

)
.

(3.38)

D’une manière analogue à celle de xn et yn, on obtient

z6n = z0 + α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2

w1w2

)
n. (3.39)

z6n+1 = w1z0 + α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2

w2

)
n+ α. (3.40)

z6n+2 = w1w2z0 + α (1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2)n+ α (w2 + 1) . (3.41)

z6n+3 =
w1w2

w0

z0 + α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2

w0

)
n+ α

(
1 + w0 + w2

w0

)
.

(3.42)

z6n+4 =
w2

w0

z0 + α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2

w0w1

)
n+ α

(
1 + w0 + w2 + w0w1

w0w1

)
.

(3.43)

z6n+5 =
z0
w0

+ α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2 + w1w2

w0w1w2

)
n+ α

(
1 + w0 + w2 + w0w1 + w0w1w2

w0w1w2

)
.

(3.44)
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De (3.3), on a :

u0 =
x0 − α
x−1

, u1 =
y−1

y0 − α
, u2 =

z0 − α
z−1

.

v0 =
y0 − α
y−1

, v1 =
z−1

z0 − α
, v2 =

x0 − α
x−1

.

w0 =
z0 − α
z−1

, w1 =
x−1

x0 − α
, w2 =

y0 − α
y−1

.

Remplaçons ces quantitées dans les formules (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24)

(3.33), (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) et (3.44)

on obtient :

x6n = x0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n.

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n+ α.

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n+ α

(
z0 + z−1 − α

z−1

)
.

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n+ α

(
x−1(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1

(x0 − α)z−1

)
.

x6n+4 =
x−1(z0 − α)x0
(x0 − α)z−1

+ α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α)

(x0 − α)y−1z−1

)
.

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0 + α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + (x0 − α)y−1(z0 − α)

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
.

y6n = y0 + α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n.

y6n+1 =
z−1

z0 − α
y0 + α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n+ α.

y6n+2 =
(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n+ α

(
x0 + x−1 − α

x−1

)
.

y6n+3 =
(x0 − α)y−1z−1y0
x−1(y0 − α)(z0 − α)

+ α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n+ α

(
y−1(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)

x−1(y0 − α)

)
.
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y6n+4 =
(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α)

x−1(y0 − α)z−1

)
.

y6n+5 =
y−1

y0 − α
y0 + α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)(y0 − α)z−1

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
.

z6n = z0 + α

(
A

x−1(y0 − α)z−1

)
n.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α

(
A

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
n+ α.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0 + α

(
A

(x0 − α)y−1z−1

)
n+ α

(
y0 + y−1 − α

y−1

)
.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1z0

(x0 − α)y−1(z0 − α)
+ α

(
A

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
n+ α

(
z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)

y−1(z0 − α)

)
.

z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0 + α

(
A

x−1y−1(z0 − α)

)
n

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α)

x−1y−1(z0 − α)

)
.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0 + α

(
A

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
n

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 − α)

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
.

avec

A = y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α).

Cela termine notre démonstration. �

3.1.3 Existence des solutions périodiques du système (3.1)

Les deux corollaires suivants donnent la forme des solutions bien définies du système

(3.1), lorsque α = 0 ou A = 0.

Corollaire 3.1.1. Soit (xn, yn, zn)n≥−1 une solution du système (3.1).
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Supposons que α = 0, alors la solution est périodique de période 6 est prend la forme,

x6n = x0, y6n = y0, z6n = z0.

x6n+1 =
y−1
y0
x0, y6n+1 =

z−1
z0
y0, z6n+1 =

x−1
x0

z0.

x6n+2 =
y−1z0
y0z−1

x0, y6n+2 =
x0z−1
x−1z0

y0, z6n+2 =
x−1y0
x0y−1

z0.

x6n+3 =
x−1y−1z0
y0z−1

, y6n+3 =
x0y−1z−1
x−1z0

, z6n+3 =
x−1y0z−1
x0y−1

.

x6n+4 =
x−1z0
z−1

, y6n+4 =
x0y−1
x−1

, z6n+4 =
y0z−1
y−1

,

x6n+5 = x−1, y6n+5 = y−1, z6n+5 = z−1,

avec n ∈ N.

Preuve. C’est une conséquence directe du Théorème 3.1.2.

�

Corollaire 3.1.2. Soit (xn, yn, zn)n≥−1 une solution bien définie du système (3.1) avec

α 6= 0. Supposons que A = 0, c’est-à-dire,

A = y−1(z0−α)(x0 +x−1−α)+(x0−α)z−1(y0 +y−1−α)+x−1(y0−α)(z0 +z−1−α) = 0.

Alors, la solution est éventuellement périodique de période 6, et prend la forme :

x6n = x0.

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α.

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0 + α

(
z0 + z−1 − α

z−1

)
.

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α

(
x−1(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1

(x0 − α)z−1

)
.

x6n+4 =
x−1(z0 − α)x0
(x0 − α)z−1

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α)

(x0 − α)y−1z−1

)
.

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + (x0 − α)y−1(z0 − α)

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
.
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y6n = y0.

y6n+1 =
z−1

z0 − α
y0 + α.

y6n+2 =
(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0 + α

(
x0 + x−1 − α

x−1

)
.

y6n+3 =
(x0 − α)y−1z−1y0
x−1(y0 − α)(z0 − α)

+ α

(
y−1(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)

x−1(y0 − α)

)
.

y6n+4 =
(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α)

x−1(y0 − α)z−1

)
.

y6n+5 =
y−1

y0 − α
y0

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)(y0 − α)z−1

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
.

z6n = z0.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0 + α

(
y0 + y−1 − α

y−1

)
.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1z0

(x0 − α)y−1(z0 − α)
+ α

(
z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)

y−1(z0 − α)

)
.

z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α)

x−1y−1(z0 − α)

)
.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 − α)

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
.

De plus si :

x0 + x−1 − α = 0, y0 + y−1 − α = 0, z0 + z−1 − α = 0,
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alors, la solution (xn, yn, zn)n≥−1 est périodique de période 2 et prend la forme

{
(xn, yn, zn)n≥−1

}
= {(x−1, y−1, z−1) , (x0, y0, z0) , (x−1, y−1, z−1) , (x0, y0, z0) , · · · } .

Preuve. En prenant A = 0 dans le théorème 3.1.2, on obtient

x6n = x0.

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α.

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0 + α

(
z0 + z−1 − α

z−1

)
.

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α

(
x−1(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1

(x0 − α)z−1

)
.

x6n+4 =
x−1(z0 − α)x0
(x0 − α)z−1

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α)

(x0 − α)y−1z−1

)
.

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0

+ α

(
x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + (x0 − α)y−1(z0 − α)

(x0 − α)y−1(z0 − α)

)
.

y6n = y0.

y6n+1 =
z−1

z0 − α
y0 + α.

y6n+2 =
(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0 + α

(
x0 + x−1 − α

x−1

)
.

y6n+3 =
(x0 − α)y−1z−1y0
x−1(y0 − α)(z0 − α)

+ α

(
y−1(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)

x−1(y0 − α)

)
.

y6n+4 =
(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α)

x−1(y0 − α)z−1

)
.

y6n+5 =
y−1

y0 − α
y0

+ α

(
y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 + z−1 − α) + (x0 − α)(y0 − α)z−1

(x0 − α)(y0 − α)z−1

)
.
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z6n = z0.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0 + α

(
y0 + y−1 − α

y−1

)
.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1z0

(x0 − α)y−1(z0 − α)
+ α

(
z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)

y−1(z0 − α)

)
.

z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α)

x−1y−1(z0 − α)

)
.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0

+ α

(
(x0 − α)z−1(y0 + y−1 − α) + y−1(z0 − α)(x0 + x−1 − α) + x−1(y0 − α)(z0 − α)

x−1(y0 − α)(z0 − α)

)
.

Ainsi la solution est éventuellement périodique de période 6.

Supposons maintenat que

x0 + x−1 − α = 0, y0 + y−1 − α = 0, z0 + z−1 − α = 0.

Alors, A = 0, et on a

x6n = x0, y6n = y0.

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α, y6n+1 =

z−1
z0 − α

y0 + α.

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0, y6n+2 =

(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0.

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α, y6n+3 =

(x0 − α)y−1z−1
x−1(y0 − α)(z0 − α)

y0 + α.

x6n+4 =
x−1(z0 − α)

(x0 − α)z−1
x0, y6n+4 =

(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0.

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0 + α, y6n+5 =

y−1
y0 − α

y0 + α,
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et

z6n = z0.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1

(x0 − α)y−1(z0 − α)
z0 + α.

z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0 + α.

En utilisant le fait que

x0 + x−1 − α = 0, y0 + y−1 − α = 0, z0 + z−1 − α = 0,

c’est-à-dire,

x0 − α = −x−1, y0 − α = −y−1, z0 − α = −z−1,
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on trouve

x6n = x0, y6n = y0,

x6n+1 =
y−1

y0 − α
x0 + α, y6n+1 =

z−1
z0 − α

y0 + α,

=
y−1
−y−1

x0 + α, =
z−1
−z−1

y0 + α,

= −x0 + α, = −y0 + α,

= x−1, = y−1,

x6n+2 =
y−1(z0 − α)

(y0 − α)z−1
x0, y6n+2 =

(x0 − α)z−1
x−1(z0 − α)

y0,

=
y−1(−z−1)
(−y−1)z−1

x0, =
(−x−1)z−1
x−1(−z−1)

y0,

= x0, = y0,

x6n+3 =
x−1y−1(z0 − α)x0

(x0 − α)(y0 − α)z−1
+ α, y6n+3 =

(x0 − α)y−1z−1
x−1(y0 − α)(z0 − α)

y0 + α,

=
x−1y−1(−z−1)x0

(−x−1)(−y−1)z−1
+ α, =

(−x−1)y−1z−1
x−1(−y−1)(−z−1)

y0 + α,

= −x0 + α, = −y0 + α,

= x−1, = y−1,

x6n+4 =
x−1(z0 − α)

(x0 − α)z−1
x0, y6n+4 =

(x0 − α)y−1
x−1(y0 − α)

y0,

=
x−1(−z−1)
(−x−1)z−1

x0, =
(−x−1)y−1
x−1(−y−1)

y0,

= x0, = y0,

x6n+5 =
x−1

x0 − α
x0 + α, y6n+5 =

y−1
y0 − α

y0 + α,

=
x−1
−x−1

x0 + α, =
y−1
−y−1

y0 + α,

= −x0 + α, = −y0 + α,

= x−1, = y−1,
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du système (3.1)

et

z6n = z0.

z6n+1 =
x−1

x0 − α
z0 + α,

=
x−1
−x−1

z0 + α,

= −z0 + α,

= z−1.

z6n+2 =
x−1(y0 − α)

(x0 − α)y−1
z0,

=
x−1(−y−1)
(−x−1)y−1

z0,

= z0.

z6n+3 =
x−1(y0 − α)z−1

(x0 − α)y−1(z0 − α)
z0 + α,

=
x−1(−y−1)z−1

(−x−1)y−1(−z−1)
z0 + α,

= −z0 + α,

= z−1.

z6n+4 =
(y0 − α)z−1
y−1(z0 − α)

z0,

=
(−y−1)z−1
y−1(−z−1)

z0,

= z0.

z6n+5 =
z−1

z0 − α
z0 + α,

=
z−1
−z−1

z0 + α,

= −z0 + α,

= z−1.

Donc, la solution (xn, yn, zn)n≥−1 est périodique de période 2 et prend la forme

{
(xn, yn, zn)n≥−1

}
= {(x−1, y−1, z−1) , (x0, y0, z0) , (x−1, y−1, z−1) , (x0, y0, z0) , · · · } .

�
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3.2. Exemples Numériques

3.2 Exemples Numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples numériques pour confirmer nos

résultats obtenus.

Exemple 3.2.1. Considérons les paramètres

α x−1 x0 y−1 y0 z−1 z0

0 −2 1/2 4 −3 1 −5

Alors, puisque α = 0 (cas du Corollaire 3.1.1), la solution est périodique de période 6

et prend la forme suivante :

{
(−2, 4, 1) ,

(
1

2
,−3,−5

)
,

(
−2

3
,
3

5
, 20

)
,

(
10

3
,− 3

20
,−15

)
,

(
−40

3
,
1

5
, 3

)
,

(
10,−1,−3

4

)
,

(−2, 4, 1) ,

(
1

2
,−3,−5

)
,

(
−2

3
,
3

5
, 20

)
,

(
10

3
,− 3

20
,−15

)
,

(
−40

3
,
1

5
, 3

)
,

(
10,−1,−3

4

)
, · · ·

}
Voir, Figure (3.1) pour (xn)n≥−1, Figure (3.2) pour (yn)n≥−1 et Figure (3.3) pour (zn)n≥−1.

Figure 3.1 –
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Figure 3.2 –

Figure 3.3 –

Exemple 3.2.2. Considérons les paramètres
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3.2. Exemples Numériques

α x−1 x0 y−1 y0 z−1 z0

1 2/3 1/3 3/2 −1/2 −3/2 5/2

On a :

x0 + x−1 = α, y0 + y−1 = α, z0 + z−1 = α

est donc A = 0 (cas du Corollaire 3.1.2), alors la solution est périodique de période 2 et

elle est donnée par :{(
2

3
,
3

2
,−3

2

)
,

(
1

3
,−1

2
,
5

2

)
,

(
2

3
,
3

2
,−3

2

)
,

(
1

3
,−1

2
,
5

2

)
, · · ·

}
Voir, Figure (3.4) pour (xn)n≥−1, Figure (3.5) pour (yn)n≥−1 et Figure (3.6) pour (zn)n≥−1.

Figure 3.4 –
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Figure 3.5 –

Figure 3.6 –
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on a étudié les deux systèmes d’équations aux différences d’ordre

deux suivants :

xn+1 =
a1xn + b1xn−1
α1 + yp1n y

q1
n−1

, yn+1 =
a2yn + b2yn−1
α2 + zp2n z

q2
n−1

, zn+1 =
a3zn + b3zn−1
α3 + xp3n x

q3
n−1

, n ∈ N, (3.45)

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0, z−1, z0 et les paramétres ai, bi, αi, i = 1, 2, 3, sont

des nombres réel positifs, pi, qi ∈ N∗, i = 1, 2, 3.

xn+1 =
xnyn−1
yn − α

+ α, yn+1 =
ynzn−1
zn − α

+ α, zn+1 =
znxn−1
xn − α

+ α, n ∈ N, (3.46)

où le paramètre α et les valeurs initiales x−i, y−i, z−i, i = 0, 1 sont des nombres réels non

nuls. Pour le système (3.45), on s’est intéressé à la stabilité de ces deux points d’équilibres.

Pour le point (0, 0, 0) des conditions suffisantes pour la stabilité globale ont été établis,

cependant une conjecture sur l’instabilité du deuxième point d’équilibre

E2 =
(

p3+q3
√
a3 + b3 − α3,

p1+q1
√
a1 + b1 − α1,

p2+q2
√
a2 + b2 − α2

)
a été mise en évidence.

Pour le système (3.46), on a réussi à donner des formules explicites des solutions bien

définies. De plus, on se basant sur ces formules on a donné des conditions pour l’existence

des solutions périodiques.
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