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INTRODUCTION

Ce mémoire est une contribution au domaine des équations aux différences. Ce type
d’équations est souvent utilisé pour 1’étude des phénomeénes discrets, mais aussi dans la
discrétisation des problémes gouvernés par des dérivées dans le cas continue et dont la
résolution explicite est quasi-impossible. Notons que beaucoup de chercheurs ont travaillé
dans ce domaine, voir par exemples les références suivantes [1], [3, 4, 5, 6|, [10], [13, 14,

15, 16).

Dans notre travail, on s’intéresse a des systémes de trois équations aux différences de
type rationnal d’ordre deux. Le choix de ces systémes est motivé par les travaux réalisés
dans les références [2], 9], [11], [12] et [17]. Nos systémes peuvent étre regardés comme
étant des extensions de ceux étudiés dans [2], [9], [10], [17], cela explique que nous suivons

pratiquement les mémes techniques que dans ces références.

Le mémoire se compose d’une introduction, trois chapitres, une conclusion et se ter-
mine par une liste de références.
Le premier chapitre est réservé aux notions et résultats connus nécessaires pour la réali-
sation de ce travail.
Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera la stabilité des points d’équilibre du systéme
d’équations aux différences suivant

a1 Ty, + b1, asYn + bayn—1 aszp + bsz,_1

In+1 - 9 yn+l - ) Z’n+1 - 9 n e NJ
ap +yntyt ag + 2722 az + el

ou les valeurs initiales x_1, zo, ¥_1, Yo, 2_1, 20 €t les paramétres a;, b;, a;, 1 = 1,2, 3, sont

des nombres réels positifs, p;,q; € N*, i =1,2, 3.
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Introduction

La motivation principale pour I’étude de ce systéme, est le systéme

Tn + Tn-1 Yn + Yn—1

Yn+1 = neN
a1+ YnYn-1’ m Qg+ Tply_1 7

Tnt1 =

ou les valeurs initiales x_q, xg, y_1, yo et les paramétres a;, as sont des nombres réels

positifs, étudié dans [17] et le systéme

T, + Tn—1 Yn + Yn—1

p.q Ynt1 = q
oy + YnlYp_1 n—1

Tpt1 = ,TLGN,

oy + b

ou les valeurs initiales x_1, xg, y_1, yo et les paramétres oy, ay sont des nombres réels
positifs, p, ¢ € N*, étudié dans [2].
Enfin dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a la résolution explicite du systéme d’équa-

tions aux différences suivant

TnYn—1 YnZn—1 ZnTp—1
xn+1:—+a> yn+1:—+04, Zn+1:—+a> HEN,
Yn — & Zn — QU Ty — A

ou le parameétre « et les valeurs initiales x_;, y_;, z_;, « = 0,1 sont des nombres réels non

nuls. Ce systéme peut étre regardé comme une extension tridimensionnelle du systéme

AT pnYn—1 bxn—lyn
xn+1:—+ﬁ7 Ynt1 = ———4

, n €N,
Yn — O T, —

ol les paramétres a, [ et les valeurs initiales x_;, y_;, 2 = 0,1 sont des nombres réels non
nuls, déja étudié dans [9], [11] mais avec 5 = a et a = b = 1. Notre systéme peut étre

regardé aussi comme une variante du systéme étudie dans [12].
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Avant d’entamer ’étude de nos systémes, nous rappelons quelques notions et résultats
connus sur les équations aux différences, pour plus de détails nous recommendons les deux

références |7, §|.

1.1 Systémes de trois équations aux différences d’ordre
deux

Définition 1.1.1. Un systéeme de trois équations aux différences d’ordre deuz et un sys-

teme de la forme

Tnt1 = f(xna Tn—1yYnyr Yn—1, Zn, Zn—l)a
Yni1 = 9(Trs Tn 1y Yns Y1, Zns Zn1), N EN, (1.1)

Zn4+1 = h<xn7 Tn—1,Yn) Yn—1, Zn, Zn71)7

avec f,qg,h sont des fonctions definies (continues) sur E® & valeurs dans E, xg, x_1, o,

Y_1, 20, 21 € E, sont les valeurs initiales et E une partie de R.



1.1. Systemes de trois équations aux différences d’ordre deux

Remarque 1.1.1. 1. Si le systéme (1.1) s’écrit sous la forme

Tpt1 = ATy + Q2Tp_1 + A3Yy + QalYn—1 + G52p + Ge2p—1 + T,
Ynt1 = D1y, + Doy + b3yp + bayn—1 + bs2, + be2n—1 + 5, (1.2)

Zn41 = C1Ty + C2Tp—1 + C3Yn + CalYn—1 + C52y + C62pn—1 + t,

avecr, t, s eta;, b;, c;, 1 =1,2,--- .6, sont des constants, alors le systéme est dit

linéaire, et si de plus r =t = s =0, le systeme est dit homogéne.

2.85h=g=fetz,; =y ;=x_,i=01Ile systétme (1.1) se réduit a l’équation

aux différences
Tpt1 = f(Tn,Tpn1), nEN,
et ses versions linéaire et homogéne s’ecrivent

Tpil = 1Ty + A2Tp_1 + T, (1.3)

Tpil = Q1 Ty + A2Tp_1. (1.4)

Rappellons qu'une solution du systeéme (1.1) et le triplet (2, Yn, 2n),,>_ 1, avec (z,),5_;,

(Yn)p>_1> (#n)p>_, sont des suites de F, telle que (2, Yn, 2n),>_, satisfait (1.1).
Maintenant, on donne la définition des solutions périodiques.

Définition 1.1.2. Une solution (T, Yn, 2n),>_, du systeme (1.1) est dite éventuellement

périodique de période p € N*, sl existe ng > —1 tel que

Tontp = Tny  Yntp = Yny  Zntp = Zn, Vn > ng.

De plus si ng = —1, la solution est dite périodique de période p.

Le lemme suivant sera trés utile pour la suite du mémoire.

Lemme 1.1.1.

1. Considérons l’équation aux différences du premier ordre (cas particulier de (1.3),

(12:0)

Tpt1 =@ Ty +1, n €N



1.2. Stabilité d'un point d’équilibre du systéme (1.1)

Alors,

To + TN, a; =1, N
Tp = . an—1 , nelN
ayTo + (al_—l) r, ax 7& 1.

2. Considérons [’équation auz différences de second ordre (1.4), alors toute solution

s’écrit sous la forme :
Ty = AT + ), n>—=1, A\ # X\

Tp = AT +canA},, n>—1, A\ =\

avec ¢ et co € C sont des constantes qui peuvent étre exprimées en fonction des
valeurs initiales x_q et xg, et A\, Ay sont les racines du polyndme caractéristique

associé a l’équation (1.4), i.e.,

P()\) = )\2 —al/\—ag.

1.2 Stabilité d’un point d’équilibre du systéme (1.1)

Définition 1.2.1. Un point (T,7,z) € E? est dit point d’équilibre du systéeme (1.1), sl

est solution du systeme

v = f(r,2,,y,2,2).
y=g(x 1,9,y 2 2).

z = h((x7 x? y) y’ Z? Z).

Afin de faciliter notre étude on va écrire le systéme (1.1) sous une forme vectorielle,

pour cela soit :

FU) = (f(U), A(U),9(U), 9:(U), h(U), i (U)) ,

avec

t 6
U — (U17U2,U1,U2,w17w2) S E )



1.2. Stabilité d'un point d’équilibre du systéme (1.1)

et
f(U) :f(u17u27vl7v27w17w2)7 fl(U) = Uy,
g(U) = g(uhUQ,Ul,UQ,wth)’ gl(U) =y,
h(U) :h(ul,UQ,Ul,Ug,wl,wQ), hl(U) = wy,

dans ce cas le systéme (1.1) s’écrit sous la forme vectorielle equivalente suivante :
Xp1=F(X,), n=0,1,---, (1.5)

avec

t 6
Xy = ("L‘naxn—hynvyn—hzmzn—l) ek ,
et
XU - (.Z’()’ T-1,Y0,Y-1, %0, Z—l) )

le vecteur(initial) des valeurs initiales.

Remarque 1.2.1.

1. Les points d’équilibres du systeme (1.5) sont les solutions dans E°® de I’équation
X = F(X).

2. 1l résulte que (Z,7,z), est un point d’équilibre du systeme (1.1), si et seulement si

Définition 1.2.2. Soit ||.|| une norme quelconque sur RS et soit X un point d’équilibre

du systéme (1.5).
1. Le point d’équilibre X est dit stable (ou localement stable) si pour tout ¢ > 0, il
existe § > 0 telque || Xo — X|| < § = || X,, — X|| < & pour n > 0, sinon le point X
est dit instable.

2. Le point d’équilibre X est dite asymptotiquement stable (ou localement asymptoti-

quement stable) s’il est stable, et s’il existe v > 0 tel que

[Xo— X||<vy= lim X,=X.
n——+0o00



1.3. Le systéme linéaire associé au systéme (1.5) autour d’un point d’équilibre

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif, si pour tout X, € E* on a

4. Le point d’équilibre X est dit globalement asymptotiquement stable(globalement
stable) s’il est stable et globalement attractif.

1.3 Le systéme linéaire associé au systéme (1.5) autour
d’un point d’équilibre

Supposons que F est une fonction de classe C! sur ES, et soit X un point d’équilibre

du systéme (1.5), alors on associe au systéme (1.5), le systéme linéaire suivant
W1 = Jp(X)W,, n=0,1,---,
avec
W, = X, — X,
avec Jp(X) la matrice Jacobienne de la fonction F evaluée au point d’équilibre X.

Théoréme 1.3.1 (Stabilité par linéarisation).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne Jg(X) sont de modules < 1,

alors le point d’équilibre X du systéeme (1.2) est asymptotiquement stable.

2. S’il existe une valeur propre de la matrice Jacobienne Jp(X) avec le module > 1,

alors le point d’équilibre X du systéeme (1.2) est instable.



CHAPITRE 2

SUR LE COMPORTEMENT D’UN SYSTEME
TRIDIMENSIONNEL D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
DE TYPE RATIONNEL

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement des solutions du systéme tridi-

mensionnel d’équations aux différences de type rationnel suivant

g = @Tn + b1y Uit = a2Yn + bayn—1 L G8Fn + 0321 neN, (2.1)
n+l — p1,oqn 0 Intl — P2 g2 0 ~ntl — P3, 43 ) .
o1+ Yn' Yoy Qo+ 2020 ag + oy T

ou les valeurs initiales z_1, xg, y_1, Yo, 2_1, 20 sont des nombres réels positifs et les
parameétres a;, b;, ay;, 1 = 1,2, 3, sont des nombres réels sterctement positifs, p;, ¢ € N*,

i=1,2,3.

2.1 Points d’équilibre et écriture vectorielle du systéme

(2.1)

Il est facile de voir que les points d’équilibre du systéme (2.1), i.e., les solutions du

systéme

(a1 + bl)f (ag + bg)gj

_ _ (ag + bg)f
aq + gt y= 2=

T = —~= I ~ = 7
Qg + zZP2ta2’ Qg + pstas’



2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

dans [0, +oo[? sont F; = (0,0,0) et lorsque a; + b; > o, i = 1,2, 3,

E2 — <p3+q§/a3 + bg _ 043, pﬁ-qa /a1 + bl _ O-’l; p2+q€/a2 + b2 _ a2> .

Le systéme (2.1) peut s’écrir sous la forme vectorielle suivante
Xny1 = F(X,), neN, (2.2)

avec

t
Xﬂ = (;Cn, Tn—15Yn, Yn—1, Zn; Zn71> )

et
F : [0, +oo[f— [0, +00[®,

est la fonction donnée par

F(U) = (fl(U>a f2(U)=91(U)»g2(U)7 h1(U), ha(U)) ,

avec
U= (u17u27U17U27w17w2)t7
et
aiuy + b1U2 asv1 + bQUQ aswi + bg’LUg
U) = L2 U)= =122 pU) = 202
hU) ap + oitod! 9 (U) ag + wiwd 1(U) az + uPud?
fo(U) = uy, 92(U) = vy, ho(U) = wy.

2.2 Stabilité du point d’équilibre E;

Théoréme 2.2.1.

1. Supposons que a; > a; + b;, i = 1,2,3. Alors, le point d’équilibre E; = (0,0,0) du

systeme (2.1) est asymptotiquement stable.

2. Supposons que o; < a; + by, i = 1,2,3. Alors, le point d’équilibre F1 = (0,0,0) du

systeme (2.1) est instable.

Preuve. Le systéme linéaire associé au systéme (2.1) autour du point d’équilibre

El = (070a0)7

7



2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

est donneé par
Xn+1 == JF(El)Xna

avec Jr(E}) est la matrice Jacobienne de F évaluée au point d’équlibre E; = (0,0,0,0,0,0).
On a

S(E) (B YE) (E) UE) LB
BRE) () BB SRR SR(E) ()
el — | BEED BB SR(B) B(B) (E) BB |
GE(B) GR(B) SR(E) F(B) JR(B) GE(B)
D) G SR SR H(B) S(E)
RAE) FA(E) BHE) BB HHE) FE

avec

o (B1) =2, ai(B) =1,
g—ﬁ(El) = 2—117 %(51) =Y
g—ﬁ( ) =0, g—ff( ) =0,
LB =0, L(E) =0,
a—lﬁ(El) =0, ﬁ(El) =0,
|F(B) =0, |52(E) =0,

( B ( _

an(By) =0, [52(E) =0,
g_u;(-E_l) = 07 a_zz(El) = 07
a_gi( _1> = Z_zv 8_19,?( _1) =1,
8_5;( _1) = 2_227 a_gi( _1) = 07
%(Eﬁ =0, 8—3,21(51) =0,
\%<E_1> =0, \%(E_l) =0,




2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

et
(8h nl (Bh nl
a_ui(El) =0, a_u?(El) =0,
Tu(E) =0, Pa(Fy) =0,
g_ili( _1) =0, g_?,f(E_’l) =0,
SL(EB) =0, 9 (Fy) =0,
g_l’f}ll(E_1> - Z_za g_llz(E_l) =1,
\g—gé(E1> == (I))é_?s’ \g_E(El) == 0
Ainsi
a o9 0 0 0
o aq
1 0 0 0 0 0
_ 0 0 2 2 ¢ 9
TrlEh) = 0 0 12 2 0 0
0 0 0 0 = &
0O 0 0 0 1 0

Soit P(A) le polynome caractéristique de la matrice Jr(E)).

On a

a oo 0 0 0
a1 [e%1

1 .\ 0 0 0 0

I R I
0 0 A0 0l

0 0 0 @_)\ &

a3 a3

0 0 0 1 .\

donc

(2.3)



2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

avec
2 a; b; )
PN =N —-)A\——-—— i=1,2.3.
a; (073
Nous avons pour ¢ = 1,2, 3,
bi Q5 a; — bz o; +a; — bz
P’L 0 = PL 1) = ) P’L -1) =
0)=—2 (1) =22 (1) = 2
Il est clair que
P;(0) <0

1. Supposons que «; > a; + b;, 1 = 1,2, 3. Alors,

Pi(1) > 0.
De plus en utilisant le fait que : o; > a; + b;, i = 1,2, 3, il s’en suit que
a; +a; —b; >2a;, >0,1=1,2,3,
donc

P(=1)>0,i=1,23.

Donc d’aprés le théoéreme de la moyenne 3 \; 1 € (0,1) et I\, 5 € (—1,0), telsque :
Pi(Nip) =0, Pi(Ni2) = 0.

C’est-a-dire, les six racines du polynome caractéristique (2.3) sont de module in-
férieur a 1, d’ou le point d’équilibre £; = (0,0,0) du systéme (2.1) est asymptoti-

quement stable.

. Supposons que «; < a; + b;, i = 1,2,3. Dans ce cas

a; —a; —b;
(2 3 Z<

P(1) = 0, i=1,23,

a;
et

lim P;(\) = +o0.

A—+400

Il résulte que 36; € [1,+o0[, i = 1,2, 3, telque :

P;(6;) = 0.

10



2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

Comme 01, 05 et d3 sont de module > 1 d’aprés le Théoreme 1.3.1, le point d’équi-

libre E4 = (0,0,0) est instable.
|

Théoréme 2.2.2. Supposons que o; > a; + b;, i = 1,2,3. Alors, Le point d’équilibre
E, =(0,0,0) du systéme (2.1) est globalement attractif.

Preuve. On a

a by a2 by a3 b3
Tn+1 S —Tn + —Tp—-1, Yn+1 S —UYn + —Yn—1, Zn+1 S —Zn + —RZp—1, nc N
a7 a7 6%)] 6%) a3 a3

Considérons la premiére inégalité, c’est-a-dire

et soit I’équation aux différences linéaire de second ordre définie par

b
Ups1 = 20, + 2U,_;, neN, (2.4)
(03] (0%}

avec U_i=ux_1 et Uy= x.
Alors,
z, <U, n=-10,---

Montrons cette inégalité par récurrence.

Pour n =0, on a

Uy =—Uy+ —U_y,

En utilisant le fait que
r < —Xo+ —T_1.

Il résulte que

a b
xr1 < Uy, (car a—lxg + a—laz_l =U).
1 1

Supposons la propriété est vraie pour n — 1 et n et montrons pour n + 1.

11



2.2. Stabilité du point d’équilibre £}

On a
a1 by
Tp+1 S —Tn + —Tp-1,
51 a1
ai by
S _Un — Un-—-1 — Un—l—l;
Qq aq

d’ou le résultat.

Soit (Uy),,»_, une solution de I'équation aux différences (2.4), alors
U,=cA +c)y, n=-10---,

avec cp, ¢y sont des constantes réelles qui peuvent étre exprimées a 'aide de U_q, Uy et
9 y Y0

A1, A2 sont les racines du polyndme caractéristique associé a 1’équation (2.4), i.e.,

Ona| A |<1,|A|<1,ils’en suit que

lim U, =0.

n——+00

Maintenant, en utilisant le fait que 0 < x,, < U,,,Vn > —1. Nous déduisons que

lim =z, =0.
n—-+00

D’une maniére analogue on démontre que

lim y, = lim 2z, =0.
n——+00 n——+00

Donc
nbl—l>r—l{loo(xn7 UYn,y Zn) = (07 Oa O)
Ainsi le point d’équilibre F; = (0,0, 0) est globalement attractif. [ |

Le Théoréme suivant est une conséquence du Théoréme 2.2.1 partie (1) et du Théoréme

2.2.2.

Théoréme 2.2.3. Si«; > a; + b;, i = 1,2,3. Alors, le point d’équilibre E; = (0,0,0) du
systeme (2.1) est globalement stable.

12



2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre Fs

2.3 Remarques sur la stabilité du point d’équilibre £,

Dans cette partie, on prend a; =b; =p;=¢;=1,1=1,2,3.

Le systéme linéaire associé au systéme (2.1) autour du point d’équilibre

Ey=(V2—a3,V2—1,vV2 — ),
est
Xn—l—l - JF(EQ)X'M

avec Jp(E3) est la matrice Jacobienne de I évaluée au point d’équilibre

EQ - (\/2—0[3,\/2—0437\/2—@1,\/2—011,\/2—0627\/2—0é2) .

On a
Sh(Ey) SL(Ey) $R(Ey) GH(Ey) 8B, FL(Ey)
LB SE(E) $2(E) SL(E) SL(Ey) $2(E)
Jr(By) = G2 (Ey) GL(Ey) §2(Ea) §2(Es) 52(Es) §2(E»)
02 (EBy) $2(By) $2(E) $2(Ey) 22(Ey) $2(E)
CUu(Fy) SB(Ey) SH(Ey) S2(Ey) S(E,) SM(E)
(B Ui(Fy) Ua(By) LBy Y(Br) Pa(B)
avec
(o (5 N
a_ui( 2) - a_uj< 2) =1,
B =3 |(E) =0
L(E)) =p |FEE) =0,
8_32( _2) = W, g_QJZ( _2) = 0;
3_1];11( _2) =0, a_ﬁ(E2) =0,
(s (B2) =0, |Giz(By) =0,
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre Fs

g_ui( 72) =0, g_uzl( 72) =0,
oo [\ _ 092 (7
g (E2) =0, | g2(E) =0,
a—fﬁ( _2) = %7 ) 8_19)3( _2) =1,
a_gé( _2) = %7 LZ;( _2) =0,
%(EZ) = ﬂa 3_5)21( _2) = 07
\%(E2) :57 \g_g;( 72) :07
et
(ah n) (Bh n)
ﬁ( 2) =4, a_u?( 2) =0,
g%( %) =0, 2—22( ) =0,
g%< %) =0, 2—’;3( ) =0,
%< %) =0, 3—’;3( ) =0,
%( 72) = %7 3_3121< 72) =1,
\%( ) =3, \3—5};< y) =0,
Ainsi
5 3 kop 00
10 00 0 O
_ o0 11
JF(EQ):ooiéig’
§ 600 11
000 0 1O0
avec
V(2 —)(2 - as)
H= = 9
B:_\/(2—0412)(2—042)
5__\/(2—042)(2—043)
2
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre Fs

Calculons maintenant le polynéme caractéristique de la matrice Jacobienne. On a

P()\) = det(JF(Eg) — )\[6)

%—)\ % 1 1 0 0

1 —A 0 0 0 0

_ 0 0 %—)\ % I} 15}

o 0 1 -x 0 of

56 0 1oyl

0 0 0 0 1 —A

d’ou
6 3y5 Bya 1 3
3
+ 2 (1= (1 = 2)(ag = 2)(a3 = 2)) A = = (14 (1 — 2)(a — 2) (a3 — 2)) A

8
(14 (a1 —2) (g — 2) (a3 — 2)).

| =00l W

* Sl =g =az = %, alors

3 3 . 115. 105, 57. 19
PO = A6 20 - 2y Moy 1004, 00y 19
() N T TN T et Tt T

En utilisant Maple, on trouve que ce polynéome admet une racine de module
1.690536345, donc le point d’équilibre Ey — (N/g,x/g,w/§>eﬁtinsmﬂﬂe

* Sl =g = a3 = %, alors

3 3 89 27 21 7
P — 6 “3y5 _ T4 Zy3 i Ve -
(A=A 2)\ 4)\ + 64)\ + 64)\ 64)\ o1
En utilisant Maple, on trouve que ce polynéome admet une racine de module

1.203254736, donc le point d’équilibre Fy = <\/g, \/%, %) est instable.

* Sl =g =az = %, alors

3 3 263 1281 453 151
PA) =X — XN — M TN N A —.
() 2 4 * 125 * 500 * 250 * 250

En utilisant Maple, on trouve que ce polynéome admet une racine de module

1.840687045, donc le point d’équilibre Fy = (%5, %5, %5) est instable.
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2.3. Remarques sur la stabilité du point d’équilibre Fs

* Sia; = ag = ag = 2, alors

alo

1439/\3 . 567 ., 183 \ 61
1000 1000 1000 1000°

P(\) =\ — ;)\5 - %X‘ -

En utilisant Maple, on trouve que ce polynéome admet une racine de module

1.344617902, donc le point d’équilibre Fy, = <\/% , \/g , \/§> est instable.

Remarque 2.3.1. D’aprés ce qui précede on conjecture que dans ce cas le point d’équilibre

E2 = (\/2_0537\/2_0517\/2_&2)7

du systeme (2.1) est instable.
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CHAPITRE 3

SUR LES SOLUTIONS DU SYSTEME D’EQUATIONS AUX

DIFFERENCES

XNYN_1 YNZN_q ZNXN_1
XNt1 = Vy—a T Ynir = Tn—a TG ZN+1 = Xy-a T O

Ce chapitre est consacré a la résolution explicite du systéme d’équations aux différences
d’ordre deux suivant
TnYn—1 YnZn—1 ZnTp—1

+a,  Ypt1 = +o,  Zpy =
Yn — Q0 Y Ty — O

+a, neN, (3.1)

Tni1 =

ou le paramétre o est un nombre réel et les valeurs initiales x_;, y_;, z_;, ¢ = 0,1 sont

des nombres réels non nuls.

3.1 La forme et la périodicité des solutions du systéme

(3.1)

Notre but dans cette partie est de donner une forme explicite des solutions bien définies
du systéme (3.1). En se basant sur les formules obtenues, on étudiera aussi l’existence des

solutions périodiques de notre systéme.

Définition 3.1.1. On dit qu’une solution du Systéme (3.1) est bien définie si
(0 — @) (yn — @) (20 — ) #0, n € N.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Le lemme suivant justifie pourquoi on doit choisir les valeurs initiales non nuls, et

montre également que les solutions bien définies ne s’annulent jamais.

Lemme 3.1.1.

1. Si l'une des valeurs initiales x_1, y_1, Z_1, o, Yo, 2o est nulle, alors la solution du

systéme (3.1) n’est pas définie.

2. Toute solution bien définie du systéme (3.1) vérifie :

tn#0, Y, #0, 2z,#0, Vn>-—1.

Preuve. 1. e Sixz_1 =0, alors
20T -1
Z] = +a=aq,
o — &
et comme
Y120
Y2 = + «,
21 —
donc, y, n’est pas définie.
e Si g =0, alors
LoY-1
Ty = +o=aq,
Yo — &
et comme
2120
Z9 = s
1T —«
ainsi, z n’est pas définie.
e Si y =0, alors
ToY-1
Ty = +a=aq,
Yo — «
d’ou
2120
R = + a,
r —«
et donc, zo n’est pas définie.
e Si yo =0, alors
Yoz-1
1= +a=q,
20 —
et comme
T1Yo
Ty = + «,
Y1 — o

donc, zo n’est pas définie.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

e Si z 1 =0, alors

Yo<—1
1 — + = Q,
20 —
d’ou
Z1Yo
Lo = + )
Y —
et donc, x5 n’est pas définie.
e Si 2o =0, alors
20T -1
z = a = q,
To — &
et comme
Y120
o=t
21 —

donc, y, n’est pas définie.

e Supposons qu’il existe un ng > 1 telque

Tny = 0,
alors nous obtenons
xnoyng—l
Tno+1 = +a=q,
Yno — &
d’ou
Zno+1Lng
Znot2 = —————— + «
Tng+1 — &

donc, 2,42 n'est pas définie.

e Supposons qu’il existe un n; > 1 telque

Yny = 07
alors nous obtenons
ynlznlfl
Yni+1 = +a = q,
Zn, —
d’ou
Tny+1Yny
Tppg2 = —— + Q,
Yni+1 — &

donc, x,, 12 n'est pas définie.

e Supposons qu’il existe un ny > 1 telque
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

alors nous obtenons

anxng—l
Rng4+1 = +a=aq,
ng (07
et comme
yn2+lzn2
Yngv2 = ——— T«
Rng+1 — &

donc, y,,+2 n'est pas définie.

. ~ _ 1 — 1 N 1
3.1.1 Solution du systéme u, ; = 2 Unl = 5oy Wnal = o

Le théoréeme suivant est consacré a la résolution du systéme d’équations aux différences

1 1 1
Up+1 = —, Up+1 = —, Wp+1 = —, n € N, (32)

avec ug, Vg, wo € R*.

Théoréme 3.1.1. Soit (un, vy, Wn),>, une solution du systeme (3.2), avec ugvowo # 0.

On a :

Un+6 = Unp, Un+6 = Un, Wp+6 = Wn, n € N.

C’est-a-dire, la solution est périodique de période 6, et elle est donnée pour tout n € N,

par

Uen = Uy, Ven = o, Wen = Wo-
Uen4+1 = U1, Ven+1 = V1, Wen+1 = Wi-
Uen+2 = U2, Ven+2 = V2, Wen+2 = W2.

1 1 1
Uen4+3 = —, V6n+3 = —, Wen+3 = —-
Uo Vo Wo
1 1 1
Uen+4 = —, Ven+4 = —, Wen+4 = —-
Uy (%1 w1
1 1 1
Uen+5 = —, Vén+5 = —, Wen+5 = —-
U2 V2 W2

Preuve. Soit (u,, vy, wy),, une solution du systéme (3.2). On a

1 1 1
Up4+1 = —, Un+1 = —, Wpt1 = —, ne N7
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

donc
1 1 1
Unp42 = s Un42 = 5 W2 = 5 n e N7
Un+1 Wn+1 Un+1
alors
1 1 1
Upt2 = T = Wn, Unt+2 = — = Un, Wpt2 = — = Up, n € N.
Wn Un Un
De plus
Up4+3 = Wp41, Un+43 = Un+1, Wn+3 = Un+1, n e Na
d’ou
1 1 1
Unp4+3 = —, Un43 = —, Wp43 = ’ n € N.
U, Un, W,
Aussi
1 1 1
Unpt4 = ) Up+4 = ) Wptq = ) n €N
Up+1 Un+41 Wn+1
Donc de (3.2), on trouve
1 1 1
Upts = T = Up, Untq = T = Wp, Wpis = T = Up, n € N.
Un wn Un
On a
1 1 1
Up+s5 = Unt1 = ——, Un4s5 = Wpt1 = —, W45 = Unt1 = —, n € N.
n u’l’l n
Enfin
1 1 1 1 1 1
Unt6 = =1 = Up, Upye = = 1 = Un, Wpt6 = =5 =w, neN.
w’n+1 E un+1 E ’Un+1 w_n
D’otu, pour tout n € N nous obtenons
Uptg = Un, Unt6 = Un, Wptg = Wn, n € N.

C’est-a-dire, la solution est périodique de période 6.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Ainsi :

{(Um Un,s wn>n20} = {(Um Vo, wo) ) (Uh U1, wl) ) (U27 V2, w2) ) (u3, U3, w3) ) (U4, Uy, w4) ) (U57 Us, w5) )

(u07 Vo, wO) y (ula VU1, wl) ) <u27 U27w2) ) (Ug,vg,wg) 3 (u4,v4,w4) b (u5,v5,w5) P } .

De ce qui préceéde, on obtient :

{(Un,vn, wn)nZO} - {(Uo, Vo, wO) ) (ulu Ulvwl) ) ('LLQ,UQ,/LUQ) )
1 1 1 1 1 1 1 1 1
T Ty T o Ty Ty T s Ty Ty T ,(UO,U(),U)()),"' .
Ug Vg Wy Uy V1 Wy Ug Vg W

Ou d’une maniére équivalente :

1 1 1

Uen = U, Uen+1 = U1, Uen4+2 = U2, Uen+3 = —, Uen+4 = —, Uen+5 = —
0 Uy Uz

1 1 1
Ven = Vo, U6n+1 = V1, Ven+2 = V2, Vén+3 = —, Vbn+4a = —, Vén+5 = —-
Vo U1 %

1 1 1
Wen = Wo, Wen+1 = W1, Wen4+2 = W2, Wen4+3 = —, Wen4+4 = —, Wen+5 = ——
Wo wq w2

|

3.1.2 Formules explicites de solutions du systéme (3.1)

Le théoréme suivant décrit la forme explicite des solutions du systéme (3.1).

Théoréme 3.1.2. Soit {(a:n,yn,zn)nz_l} une solution bien définie du systéme (3.1).
Alors pour tout n € N,

(ea)
Ten = To + n.
z1y-1(20 — @)

A

Tont+1 = . $o+0é( )714-04-
Yo — r_1(yo — a)(z0 — @)

T6 +2:—y1(zo—a)$o+a( A >n+a<—20+zl_a>
" (Yo — )z z_1(yo — a)z_y Z_1

(Zo_l—y;él)((;; : Z))zol a ((130 - 04)(1;0 - 04)21> nra (LI(ZO : Z(_xlo_—agé;(lxo - O‘)Z‘1> '
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

~ w_1(20 — a)wo A
Tenps = —————— +a n
(xo — )z (o — @)y_12_1

4G ($-1(yo —a)(20 + 2—1@— Ci);;y(ﬁoz— a)z_1(Yo +y-1 — a)) .

s = 2ot o (o )
N (xl(yo —a)(zo+ 221 —a) + (2o — a)z_1(yo + y—1 — @) + (xo — @)y_1(z0 — Oé)) .
(o — a)y_1(20 — @)

A
Yen = Yo + < ) n.
(o — @)y-121
Z-1
Yen+1 = Yo + n+ .
20— @ (xo—aylzo—a

To — Q)Z_ To+ 21—«
y6n+2:gy0+a( >n+06<0 L )
I—l(zo—a) T_1Y-1 20—04 T—1

A

Yores = xf(()y;f)g)_(ﬁ)_iygﬁ) e (x 1(yo — a) (20 — a)) e (y o x$i1_(yj>—+oj o a)) '

_ (o — @)y ( A )
Yon+a = —————— Yo+« n
r_1(yo — ) 1 (yo — @)z
(y 1(z0—a)(wo+2_1 — ) +x_1(yo — ) (20 + 221 — a))
T_1(Yo — a)z1 .

Yorrs = yoy— Oéyo e ((5’50 - 04)(1;0 - 04)21) !
o (y—l(zo —a){motz1—a)+ I—l(_yo - 04)(_20 + 21— )+ (zo — a)(yo — Oé)z—l) .
(o — ) (yo — @)z

(o )
Zen = 2o + @ n.
x—l(yo - 04)2—1

T_1
Zen+1 = Zo+Oé( )
Ty — (xo — a)( yo—a
Ny 2::v_1(yo—a)Z0+a< ) <o+y 1—a)
" (o — @)y (900—& Y-12-1 Y1

ot = <foi<i°>;_f?;fl> e ((xo —a)y ; (a0 — a>> e ( o yy;‘(;)ja?; e a)) |
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

A
—_— 2y + « n
y-1(z0 — a)ZO (x—ly—l(zo - 04))

o ((mo — a)z_1 (Yo + y—1 — @) + y_1(z0 — @) (o + 7_; — a)) |

$—1y—1(2‘0 - 04)

w—at e (x_1<yo —i)(zo = a)) !

+ a ((370 )z (Yo Yy — o)+ Z_l((?;—_z))(éz J_r Z)l —a)+a1(yo — a)(20 — O‘)) ‘

_ (Yo — a)z_1
Zen4+4 =
Z-1
Z6n+5 —
avec

A=y (z0—a)(wo+x_1—a)+ (xg — a)z_1(yo + y-1 — @) + x_1(yo — @) (20 + 21 — ).

Preuve. On a

TnYn—1 Yn’n—1 ZnLn—1
Tp1 = +a, Yn+1 = + a, Zn+l = Q, n e Na
Yp — Zn — Q@ Ty, — «
alors
xnynfl ynznfl ZnLp—1 N
Tpt1 — = ) Yny1 — O = ) Zp+1 — Q= ) nely,
Yp — Zn — Q@ Ty — Q
donc, le systéme (3.1) s’écrit comme suit
xn+1 — ynfl yn+1 — Zn—1 ZnJrl — Tp—1
= , = , = , n €N
Ty, Yp — & Yn Zn — & Zn Ty —
Posons
Ty — UYp — Zn — Q@
Uy = , Uy = , w, = , n €N, (3.3)
Tn—1 Yn—1 Zn—1
ainsi
_ Tpypl — @ _ Ynp1 — @ _ Rntl — O N
U’n-i—l — 3 Un+1 - ) wn—}—l - ) nec .
X —_ _ _
;yjal +a—a il o —a il 4o — o
= = = , = = , neN.
Tn Yn Zn
D’ou
Yn—1 Zn—1 Tn—1
Upy1 = ) Upt1 = ; Wpt1 = ) n €N
yn — n — O n — O
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Donc

1 1 1
Up+1 = —, Un+1 = w_, Wn+1 = u—, n e N. (34)

D’aprés le Théoréme 3.1.1, la solution du systéme (3.4) est périodique de période 6 et elle

est donnée pour tout n € N, par

Uen = U0, U6n+1 = U1, U6n+2 = U2, U6n+3 = —5 Uent+a = ——5 Upn4+s5 = - (3-5)
Uop Ui U2
1 1 1
VUsn = Vo, Uen+1 = V1, Usn+2 = V2, Usn+3 = —5 VUen+4 = —, VUbn+s — - (3-6)
Vo U1 V2
1 1 1
Wep = Wo, Wen+1 = W1, Wen+2 = W2, Wen+3 = —, Wen+a = — Wen45 = - (3-7)
Wo wh Wa
De (3.3), on aura
Tp = UpTp_1 + . (3.8)
Yn = UnYp—1 + Q. (39)
2 = WpZn_1 + . (3.10)

Remplagons n respectivement par 6n, 6n + 1, 6n + 2, 6n + 3, 6n + 4 et 6n + 5 dans

(3.8), nous obtenons :

Ten = UenTen—1 T Q.
Ten+1 = U6n+1Ten + Q.
Ten+2 = Upn+2Ten+1 T O
Ten+3 = U6n+3Tent+2 T Q.
Ten+4 = Upn+4Ten+3 T O

Ten+5 = U6n+5T6n+4 T O
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Les relations (3.5), nous donne :

Ten = UoTen—1 T Q.
Tent+1 = U1Ten + Q.

Ten+2 = U2Ten+1 + Q.

1

Tents = —Tent2 + Q.
Ug

Tonta = —Tent+3 + Q.
Uy

1
Ton+5 = ——Ten+4a + Q.
U2

Résolvons maintenant les équations (3.11)-(3.15).

Commengons par I’équation (3.11). Pour cela, remplagons n par n + 1.

Ainsi, nous obtenons

T(n+1) = U0Ten+5 T .

En utilisant (3.16), on trouve

1
L6(n+1) = Uo (u—2$6n+4 + Oé) +a,

To(n+1) =

u
—OIL‘6n+4 + (UQ + 1) .
Ug

De I’équation (3.15), on obtient

Uo 1

To(nt+1) = — (—$6n+3 + 04) + a(up + 1),

Uz \ U1

Ug
To(nt+1) = w

1U2

De (3.14), on aura

Ug 1
T(n+1) = —Tpn42 T Q
U1U2 Uo
1
To(n+1) = = Tont2 + o
1U2

Uo
Tents + <——|—u0+1> i
Ug

>+a(@+u0+1),
Uz

U
+ =2y + 1

U U2



3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

En utilisant (3.13), on trouve

1

UUg

Ug

u
To(n+1) = + = + ug + 1) s

(ugTgni1 + ) + « (
U1Us (%)

1 1 Uo Ug
Te(nt1) = —Tent1 + Q + +—+u+1]).
U1 U1U2 U U2 U2

Enfin de I’équation (3.12), on obtient

1 1 U U
Ton+1) = — (W1Zen + @) + + +—4u+1],
U1 Uiz  UiU2 U2

d’ot

1 1 U U
To(nt+1) = Ten T O (— + + 2 4+ 24 Uug + 1) . (3.17)
Ul U1U2 U1U2 U9

Posons

R, = x6,, meN. (3.18)

Alors, 'équation (3.17) devient ’équation aux différences linéaire du premier ordre sui-

vante :

U

1 U
Rn+1:Rn+a(—+ + +—0—|—u0+1>, n € N.
Uq U U9 U1 U2 U2

Du Lemme 1.1.1, on obtient

Ug

1 U
Rn:R0+a(—+ —I——O+u0+1>n.
U1 U1U2 U1U2 U9

De la relation (3.18), on aura, pour tout n € N,

1+ ug + uo + uguy + g g + Uiu
0 2 oWl oWl w2 1 2)7’L (319)

Ten = To +
UUsz

Nous allons maintenant résoudre les équations (3.12)—(3.16).
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

En utilisant (3.19), on obtient

Tent+1 = U1Ten + Q,

( (1 + Ug + U + UgU1 + UgUTU2 + u1u2> )
=u | vo + « n| +a,
U U2

1+ + uguy +
= uy T+ @ ( Up + U + Ugly + UgUiU + U1U2) —— (3.20)
U2
On a,
Tent2 = U2Ten+1 T Q.
Donc par (3.20), on aura :
Tenta = UrUao + a (1 4+ ug + ug + uguy + uougug + ugug) n + a (ug + 1) . (3.21)
On a,
1
Ten+3 = —Tent+2 T Q,
Uo
Par (3.21), on trouve que :
U1U2 1 + Uo + uy + UgU1 + UoU1UY + UjUs 1 + Ug —+ U9
Ten43 = To + « n+aoa| ———— .
Uo Ug Ug
(3.22)
On a,
Tentd = —Ten+3 T A,
Uy
En utilisant (3.22), on obtient
U 14+ ug 4+ ug + uguq + ugui s + Ui s 1+ wp + ug + vpuy
Lenta = —Tp + Q0 n-+ o .
Ug UoU7 UpU1
(3.23)
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

On a,

1
Tents = —Tenta T Q.
U2

La formule (3.23), nous donne

Tents = —Xp +

1 (1 + ug + U + UgUy +U0U1U2+U1U2) n4 o (1 + ug + uz + uguy +UOU1U2)
Uo ’

UoU1 U2 UoU1 U2

(3.24)

Maintenant, on va résoudre I’équation (3.9). Remplagons n respectivement par 6n, 6n-+

1,6n 4 2,6n 4 3,6n + 4 et 6n + 5 dans (3.9), on trouve :

Yon = VnlYen—1 + Q.
Yon+1 = Yen+1Yen + Q.
Yen+2 = Usn+2Y6n+1 + a.
Yén+3 = Usn+3Yen+2 T Q.
Yén+da = Usn+4Yen+3 + Q.

Yén+5 = Un+5Y6n+a T Q.

Les relations (3.6), nous donne :

Yon = VoYen—1 T Q. (3.25)
Yon+1 = V1lYen + Q. (3.26)
Yent2 = V2Yent1 + Q. (3.27)
Yon+3 = Uioyamz +a. (3.28)
Yont+a = Uilyﬁnm +a. (3.29)
Yon+s = U%%nﬂ +a. (3.30)

Résolvons maintenant les équations (3.25)-(3.29). Commengons par I’équation (3.25). Pour
cela, remplacgons n par n + 1.

Ainsi, nous obtenons

Y6(n+1) = VoY6n+5 + Q.
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

En utilisant (3.30), on trouve

1
Y6(n+1) = Vo (v_y6n+4 + a) +a,
2

v
Y6(n+1) = U_Zy6n+4 +a (Uo + 1) .

De l'équation (3.29), on obtient

Vo 1

Y6(n+1) = v (U_1y6n+3 + Oé> + a(vo + 1),

Vo Vo
Yo(n+1) = = Yon+3 + (U— + vp + 1) .
102 2

De (3.28), on aura

Vo 1 Vo
Y6(n+1) = —— (—yﬁn+2 + Oé) +« (— + v + 1) ;
V1V2 \ Vo Vg

1 Vo Vo
Yo(nt1) = —Yenp2 ta | — + —+vo+ 1.
V1V2 V1V9 Vg

En utilisant (3.27), on trouve

1 Vo Vo
Yo(n1) = —— (V2Yont1 + ) +a | — + —Fvo+ 1],
V1V2 V1V2 Vg

1 1 Vo Vo
Yo(n+1) = —Yen+1 T | — + ——+—Fv+1].
(%1 (%
Enfin de ’équation (3.26), on obtient

1 1 Vo Vo
Yotn+1) = — (V1¥Yen + ) +a | — 4+ —+ —+vp+ 1),
U1 U1y V12 U2

d’ou
1 1 ) v
yﬁ(nﬂ)=y6n+a<—+—+—0+—°+vo+1). (3.31)
U1 V1U2 V1V2 (%)

Posons
Ly, = Yen, n € N. (3.32)

Alors, I’équation (3.31), devient I’équation aux différences linéaire du premier ordre sui-
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

vante

1 1 v v
Ln+1:Ln+a(——|——+—0+—0~l—vg—|—1)n, n €N,
(o V1V9 V1V2 Vg

Du Lemme 1.1.1, on obtient

1 1 v v
anLo+a(—+——|——0+—0—|—vo+1)n.
(%1 V1V2 V1U2 (%)

De la relation (3.32), on aura, pour toutn € N,

(3.33)

1+ Vg + V2 + VgU1 + VgU1V2 + V1V2
n
V1V2

Z/ﬁn:yo+06(

Nous allons maintenant résoudre les équations (3.26)—(3.30). En utilisant (3.33), on

obtient

Yon+1 = V1Yen + Q,

1+U0+U2+U01}1+U0U11}2+U1?}2
=v1 (Y + o n |+ «,
102

ot (1 + v + vp + vozl + vguivg + ’U1U2) - (3.34)
2
On a,
Yent+2 = V2Yen+1 T O,
donc par (3.34), on aura :
Yonre = U102y + @ (1 4+ vg + Vg + vovy + Vo1V + V1V9) N+ (Vg + 1) . (3.35)

On a,

1
Yén+3 = U_y6n+2 + a,
0

par (3.35), on trouve que :

V1V2 1 + vy + v2 + Vo1 + VeU1V2 + V1V 1+ vy + vo
?/6n+3:v—?/0+04 n+o| ———
0

) . (336)

Vo Vo
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

On a,

1
Yonta = U_y6n+3 + a,
1

en utilisant (3.36), on obtient

V2 14+ vy 4+ vo 4+ vov1 + VU1V + V1V 1+ v9 + v2 + vouy
U—yo + a n+ o .
0

Yont4 =
VoV1 Vo1
(3.37)
On a,
1
Yen+s5 = —Yen+4a + O,
V2
la formule (3.37), nous donne
1 1 + Vo + vy + Vo1 + VoU1V2 “+ V1V2 1+ Vo —+ vy + Vo1 + VoU1V2
Yén+5 = —Yo + n+ o .
Vg VoU1V2 VpV1V2
(3.38)
D’une maniére analogue a celle de z,, et y,, on obtient
1+ + + + +
Zen = 20 + ( Wo T W2 7 Wotth T Wotth 2 w1w2> n (3.39)
wW1W2
1+ wo + we + wowy + wowiwe + Wyw
26n+1=w120+04< 0 2 oW1 oW1W2 1 2>n+a (3.40)
Wa
Zont2 = Wiwazo + a (1 4+ wo + wy + wowy + wowywe + wywe) n + a (wy + 1) . (3.41)
w1W2 1 + Wo —+ wy + WoW1 + WoW1W2 + wiwsy 1 + Wo =+ Wy
Z6n+3 = 20+« n+a| ———— | .
Wo Wo Wo
(3.42)
Wo 1 4+ wo + we + wowy + wowiwe + wiws 1+ wo + we + wow
Zon+d = — 20 T+ n—+ o .
Wo WoW1 WoW1
(3.43)
20 1 + Wy + wy + WoW1 + WoW1W2 + wiwsy 1 + Wo =+ wy + WoW1 + WoW1W2
Zents — — T« n+ o« .
Wo WoW1W2 WoW1W2
(3.44)

32



3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

De (3.3), on a

. Ty — & . Y1 . 20 — &
Uy = T ) Uy = Y 067 Ug = > .

-1 0 — -1
Yo — & Z_1 Top — &
Vo = ) v = ) Vg = .

Y- 20—« T—1
k) —« T Yo —
Wy = ) wr = ) Wy = —.

21 Ty — « Y-

Remplagons ces quantitées dans les formules (3.19), (3.20), (3.21), (3.22), (3.23), (3.24)
(3.33), (3.34), (3.35), (3.36), (3.37), (3.38), (3.39), (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) et (3.44)

on obtient :

()
Ten = Lo+ Q n.
r1y-1(20 — @)

A

Tepr1l = xo+a( )n—i—a.
Yo — @ z-1(yo — a)(z0 — @)

$6+2=—y1<20_a>$0+o‘( 2 )n+a<ZO+Z1_a>'
" (yo - a)z—l 93—1(90 - CY)Z—l Z_1

Tomis — (513/1(% —a)xg ta ((% _ @)(1;10 — ) - (:cl(zo + z(;o—_ao)é; (o — 04)21> ‘

 r_1(20 — a)wg A
Tepia = —————— +« n
(xo — a)z_q (o — @)y_12_1

L a (x_l(yo —a)(z0 + 2_1<I— i);;y(xoz_ a)z_1(yo +y-_1 — a)) .

tmss = ot ( < )n
Lo — o (2o — a)y—1(z0 — @)
L a ($_1(y0 —a)(zo+ 21— a)+ Eiz : Z;ngz %_— 3;_)1 —a)+ (xo — a)y_1(20 — a)) '

A
y6n2y0+a< )n
(-’Bo—a)y 12-1

Z_
Yén+1 = yo+a( n 4+ a.
20 — & (-’Eo—@yl 20 —

Tog — Q)zZ_ To+r_1—«
y6n+2:—<0 ) 1y0+a( >n+a<0 ! )
56'71<20—04) T_1Y-1 Zo—Oé T

A

Yorvs = xf(()y; Eé)014/)_(1/;01%:%) e (UC 1(yo — a) (20 — 04)> e (y et xxil_(y?):roj e O‘)) '
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

(@0 — a)y-1 A
Yontsa = —F— Yot n
z_1(yo — @) T1(Yo — )z
y-1(20 — a)(wo + 21 — ) + 2_1(yo — @) (20 + 21 — CY))
T-1(Yo — )21 .

S o A n
o =y —a (m — ) - a)z_l)
N (y1(20 —a)(ro+z_1—a)+x_1(yo —a)(z0+ 2-1 — @) + (0 — @) (yo — 04)21)
(o — ) (yo — @)z '

Y-

)nJra (Z—l(yo+y—1 — ) +y-1(20 —a)) '

Y-1(z0 — @)

90—1(90 - a)Z—1Zo L a (

Z6n =
ot ($0 - a)y_l(zo - a)

(o — @)y—1(20 — @)

ot %ZO e (fﬁ—ly—lj(élzo - 04)) !
N ((a:o —a)z_1(yo + y;;;z_);(rzﬂy_l (j;) —a)(zo+ -1 — a)) .

Z_q A
s 20— o e (371(1/0 —a)(z0 — 04)) !
N ((xo — )z (Wo+ty1—a)+y_1(z0—a)(xo+x1—a)+x_1(yo— )(20 — a)) .
z-1(yo — @) (20 — @)

avec
A=y (zo—a)(wo+ 21 — )+ (vo— )21 (Yo + y—1 — @) + v_1(yo — @) (20 + 2-1 — ).

Cela termine notre démonstration. |

3.1.3 [Existence des solutions périodiques du systéme (3.1)

Les deux corollaires suivants donnent la forme des solutions bien définies du systéme

(3.1), lorsque &« =0 ou A = 0.

Corollaire 3.1.1. Soit (T, Yn, 2n),,>_, une solution du systeme (3.1).
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Supposons que o = 0, alors la solution est périodique de période 6 est prend la forme,

Ten = Lo, Yen = Yo, Z6én = 20-
Y Rl T
Ten+1 = —Xo, Yon+1 = — Yo, Z6n+1 — ——X0-
Yo 20 Zo
_Y-120 _ Tor-1 _ T-1Y0
Tent2 = Lo, Yen+2 = Yo, Z6n+2 = — 20-
YozZ-1 T_1%p ToY-1
_ T-1Y-1%0 _ ToY-12-1 _ T-1Y0%-1
Ten4+3 = — Yon+3 = ———» Zen+3 = —— -
Yoz-1 T_120 ToY-1
_ T-1%0 _ ToY-1 _ Yoz
Len44 = ) Yén+4 = ) Z6n+4 = s
Z_1 T_1 Y-
Ten+s — T—-1, Yon+5 = Y—1, Z6n+5 = Z—1,
avecn € N.

Preuve. C’est une conséquence directe du Théoréme 3.1.2.
[ |

Corollaire 3.1.2. Soit (2, Yn, 2n),>_, une solution bien définie du systeme (3.1) avec

a # 0. Supposons que A =0, c’est-a-dire,
A=y_1(20—a)(xo+r_1—a)+(xo—a)z_1(yo+y-1—a)+x_1(yo — @) (20 +2-1 — ) = 0.

Alors, la solution est éventuellement périodique de période 6, et prend la forme :

Ten = Xo.
Y-1
Tont1 = To + Q.
Yo — &
y_1(z0 — @) 20+ 21—«
Tepgo = ————— 29+ | —— | .
(Yo — @)z -1

r_1y_1(20 — @)z N <x_1(z0 +z1—a)+ (g — oz)z_l)

Tenis =
3 (g — @) (yo — )2y (xo — )z

x_1(20 — @)z

Lon+4 = (Zo — @)z
1 @ (5’71(2/0 —a)(z0+ 21 —a) + (2o — @)z 1(yo + Y1 — a))
(zo — @)y—12-1
T_1
Lén+5 = o — afb“o

N (I—l(yo —)(20 + 21— a) + (0 — )21 (Yo + y-1 — @) + (2o — a)y—1(20 — a))
(zo — a)y-1(20 — @) '
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Yen = Yo-

Z-1
Y6n+1 = Yo + .
20 —

(o —a)z_ly fa (xo—i—x_l —a)
Al il YPH Sl et S I

Yén+2 =

r_1(z0 — @) T_q
(xo - a)y—lz—lyo (?J—1(Io +r_q— Oé) + 96—1(?/0 - a))
Yen+3 = + .
r_1(yo — a)(20 — @) z_1(yo — @)
To — a)y—1
Yon+a = ——F—— Y
!E—1(yo - a)
LG y_1(z0 —a)(xo+2_1 —a) +x_1(yo — @) (20 + 21 — a))
l'fl(yo - 06)271 '
Y-1
Yon+s5 = Yo
Yo — &

y_1(z0—a)(xo+ 21 —a)+x_1(yo — a)(z0 + 2-1 — @) + (0 — @) (Yo — )24
T ( (w0 — )0 — A)os ) |

Z6n = 20-
Tr—1
Zen+1 = oo — azo + a.
z_1(yo — @) (yo+y1 —a)
Zen4+2 = 20 +a|———— ).
T (w0 — @)y Yo

r_1(Yyo — @)2_120 ta (Zl(yo +y_1—a)+y_1(z0 — 04))

Z6n43 =
onts (330 - a)y—l(zo - 04) y—l(zo - 04)

(yo - 04)271 .

Z6n+4 = 0
y-1(z0 — @)
P ((Io —a)z-1(yo +y-1 —a) +y-1(20 — &) (zo + 21 — a))
r_1y-1(20 — ) ‘
Z1
Z6n+5 — 20
20 —
L oa ((mo — )z (ot y1—a)+y1(z0—a)(zo+x1—a)+x_1(yo — a)(z0 — a))
z-1(yo — a)(z0 — @)
De plus si :

ro+r1—a=0, y+y1—a=0, z+z2.1—a=0,
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

alors, la solution (x,, Yn, Z”)nZ—l est périodique de période 2 et prend la forme

{(-Tna Yn, Zn)nZ—l} = {(SL’_l, Y-1, Z—l) ) <x07 Yo, ZO) s (x—la Y-, Z—l) ; (-T07 Yo, ZO) s T } .

Preuve. En prenant A = 0 dans le théoréme 3.1.2, on obtient

Ten — Xo-
Tont1 = axo +
0 —
y_1(z0 — @) 20+ 21—«
Tent+2 = ot
(Yo — @)z Z-1

e e (PR ).

x_1(20 — @)z

I (1‘1(1/0 —a)(20+ 21 —a) + (10 — )z 1 (Yo + Y1 — 04))
(0 — @)y—12_1
T_1
Ten+s5 = Zo
Ty — &
L (f—l(yo —a)(z0+ 201 —a) + (@0 — a)z1 (Yo + y-1 — @) + (@0 — )y-1(20 — a))
(900 - a)y—l(ZO - 04) '
Yen = Yo-
Z-1
Yon+1 = o ayo + a.
x — _ _ —
y6n+2:—< 0= )z o+« Tofraza .
r_1(20 — @) T_1
(w0 — @)y_12_1y0 (y1<$o +z 1 —a)+x (Yo — 04))
Yon+3 = + .
z_1(Yo — a)(20 — @) z_1(Yo — @)
Y _ (330 - O‘)y—ly

L a (y_1(20 —a)(xo+r_1 —a)+x_1(yo — a)(z0 + 221 — a)) .

T_1(Yo — )21
Y—1
Yon+s5 = Yo
Yo — &
L a (y1(20 —a)(zo+r 1 —a)+x 1(yo—a)(z0+2-1 — @) + (v0 — @) (yo — a)zl)

(o — a)(yo — @)z
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

Z6n — 20-
T
Zon41 = Zp + Q.
Top — &
r_1(yo — @) <y0+y_1—a>
Z6nt2 = 0T«
* (300 - Oé)y—l Y-1

1 (Yo — @)2_120 ta <Z—1(?/0 +y-1—a)+y-1(z0 — a))
y-1(20 — @) '

(yo - a)z_l .

Z6n+4 — T A0
y-1(20 — a)
N ((370 — )21 (Yo + Y1 — @) +y-1(20 — @) (o + 21 — 04))
T_1y-1(20 — @) '
Z1

R6n+5 = 70 — azo

P ((Io — @)z (Yo +y-1—a) +y-1(z0— ) (@t r1 —a) + a1 (yo — @) (20 — @)

z-1(yo — @) (20 — @)

Ainsi la solution est éventuellement périodique de période 6.

Supposons maintenat que

ro+rx_1—a=0, y+y1—a=0, z+z,—a=0.

Alors, A=0, et on a

Ten = To, Yen = Yo-
_ Z_
Ten+1 = o1 To + Yon+1 = . Yo + .
Yo — & 20 —
. _ y_1(z0 — a)x y _ (g — )24
T_1y_1(z9 — )z To — Q)Y_12—
Ten+3 = 1y-1(2 )Zo + a, Yen+3 = (o Jy-12-1 Yo +
(o — @) (yo — )21 z-1(yo — a)(20 — @)
x2_1(20 — @) (o — )y
Tonta = 77— L0, Yont+d = ———— Yo-
(w0 — @)z1 z-1(yo — @)
X1 Y-1
Tents = To + Yon+s5 = Yo +
To — Yo — &
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

et
Z6n — 20-
T_1
Z6n+1 = 20 1 .
Top —
. r_1(yo — )
Zen+2 — 7~ <0
(zo — a)y_1
T_ —a)z_
Z6n+3 = 1(yo ) : Zo + .
(w0 — a)y-1(20 — @)
o = (Yo — Q)Z—lzo
g = 27
y-1(20 — @)
Z-1
Z6n+5 = 20 + .
20 —
En utilisant le fait que
x0+$71—6¥20, y0+y71—0620, Zo+271—0420,
c’est-a-dire,

To—O=—T-1, Yo —X=—"Y-1, 20— &=—%2_1,
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3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

on trouve

Ten

T6n+1

T6n+2

T6n+3

Ten44 =

Ten+5

= Ty,

- Y1 X + «,
Yo — &

= Yo Ty + «,
—Y-

= —2o + «,

= X1,

_ y-1(20 — @)
= ——~_ %o,
(yo — @)z
_ yfl(—?«’fl)m07
(—y_1)2_1

= Xy,

z-1y-1(20 — @)z
(350 - 04)(3/0 - 04)2—1
$—1y—1(—2’—1)x0

= + (8
(—2-1)(=y-1)2—1 ’
= —Xo + «,
=T_1,
T_1(Zy — &
— 1( 0 )33’0,
(g — )z
r_1(—%2_—
= 1( 1)x07
(—z_1)2
= Ty,
xT_
= Zo + «,
Tog —
xT_
= Ty + «,
= —Xo + «,
=T,
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Yon

Y6n+1

Yen+2

Y6n+3

Y6n+4

Y6n+5

Yo,

13_1(2’0 . Oé)y07
—T_1)z_

( ) 1yo,
r_1(—2_1)

Yo,

(zo — a)y-121
z-1(yo — @) (20 — @)
(—x—l)y—12—1
T_1(=y-1)(—2-1)

—Yo + «,

Z/0+Oéa

Y-1,

(T — @)y
— Yo,
r_1(yo — )
(=7 1)y

ﬁ—l(—y—l) o

Yo,
Y-1
Yo — &
Y-

yo_'_Oé?

Yo + «,
Y-1

—Yo + «,



3.1. La forme et la périodicité des solutions du systéme (3.1)

et

1
Z6n+1 = 20+ a,

Zen+2 = 7~ <0

Z6n+3 = Zp + Q,

Ron+4 = —— R0,

Z6n+5 = Zo + «

Donc, la solution (z,, yn, Zn)nz—l est périodique de période 2 et prend la forme

{(xny Yn, z”)nz—l} = {(x—lv Y-1, Z—l) ) (l’o, Yo, ZO) ) (x—lv Y-, Z—l) ’ ('T()a Yo, ZU) P } .
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3.2. Exemples Numériques

3.2 Exemples Numériques

Dans cette partie, nous donnons quelques exemples numériques pour confirmer nos

résultats obtenus.

Exemple 3.2.1. Considérons les paramétres

O |\Tq | Lo |Y-1] Yo | 2=1 | %0

0 -2[1/2| 4 |=3| 1 |-5

Alors, puisque o = 0 (cas du Corollaire 3.1.1), la solution est périodique de période 6

et prend la forme suivante :

1 2 3 10 3 40 1 3
—2.4,1),(=,-3,-5),(-%,2,20), (=, —=,-15),(-=,=,3),(10,-1,-=
{( ) ) )’(2’ ) )’( 3757 )7(37 20’ )7< 3757 )7( ) ) 4)7

1 2 3 10 3 40 1 3
—2,4,1),( =, -3, — —Z2 22 R | - 10,—-1,-> ),
( 9 J )7(27 37 5)7( 375? 0)7(37 207 5)7( 37573 7( ()7 3 4)7 }

Voir, Figure (3.1) pour <x”)n2—17 Figure (3.2) pour (yn)nz_1 et Figure (3.3) pour (2n)p>_1-

h

x(n)

A Al

h

N
e]

—

— |

— |

FIGURE 3.1 —
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z(n)—/16
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3.2. Exemples Numériques




CONCLUSION

Dans ce mémoire on a étudié les deux systémes d’équations aux différences d’ordre

deux suivants :

a1y, + by QoY+ baYn1 a3z, + b3z, N, (345
Tl = i Ul = o bl = g NEN, (3.45)
a1+ Yn Yp_1 Qo + 202y az + xhixk

ou les valeurs initiales x_1, zo, ¥_1, Yo, 2_1, 20 €t les paramétres a;, b;, a;, 1 = 1,2, 3, sont
des nombres réel positifs, p;,q; € N*, 1 =1, 2, 3.
TnYn—1 o Ynzn—1 ZnTn—1

Tn41 = + «, Yn+1 = + «, Zn41 — + «, n e N, (3.46)
Yo — & Zp — T, — Q

ou le parameétre « et les valeurs initiales x_;, y_;, z_;, © = 0,1 sont des nombres réels non
nuls. Pour le systéme (3.45), on s’est intéressé a la stabilité de ces deux points d’équilibres.
Pour le point (0,0,0) des conditions suffisantes pour la stabilité globale ont été établis,
cependant une conjecture sur 'instabilité du deuxiéme point d’équilibre

Ey = (""%/az + by — a3, ""Vay + by — a1, ""%az + by — ) a é6¢ mise en évidence.

Pour le systéme (3.46), on a réussi a donner des formules explicites des solutions bien
définies. De plus, on se basant sur ces formules on a donné des conditions pour 'existence

des solutions périodiques.

46



BIBLIOGRAPHIE

1]

2|

13l

4]

[5]

(6]

17l

8]

19]

Y. AKROUR, M. KARA, N. TOUAFEK, Y. YAZLIK, Solutions formulas for some

general systems of difference equations, Miskolc Math. Notes, 22(2), 529-555, 2022.

F. BELHANNACHE, Ftude qualitative du comportement des solutions de certains
équations et systeme d’équations aux différences, Thése doctorat en sciences, Uni-

versité de Jijel, 2017.

[. DEKKAR, N. TOUAFEK , Y. YAZLIK, Global stability of a third-order nonlinear
system of difference equations with period-two coefficients, Rev. R. Acad. Cienc.

Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat., 111, 325-347, 2017.

[. DEKKAR, N. TOUAFEK, Existence and global attractivity of periodic solutions

in a max-type system of difference equations, Turk. J. Math., 41, 412-425, 2017.

[. DEKKAR, N. TOUAFEK, Q. DIN, On the global dynamics of a rational difference
equation with periodic coefficients, J. Appl. Math. Comput., 60, 567-588, 2019.

[. DEKKAR, N. TOUAFEK, Global stability of some nonlinear higher-order systems

of difference equations, Dyn. Contin. Discrete Impuls. Syst., Ser. A, Math. Anal.,
27(2), 131-152, 2020.

S. ELAYDI, An introduction to difference equations, undergraduate texts in ma-

thematics, 3rd edition, Springer, New York, USA, 2005.

E. A. GROVE, G. LADAS, Periodicities in nonlinear difference equations, Chap-
man & Hall/CRC, USA, 2005.

N. HADDAD, Solutions de quelques systeme d’équations aux différences non li-

néaires, Thése doctorat LMD, Université de Jijel, 2017.

47



thebibliographie

[10] N. HADDAD, N. TOUAFEK, J. F. T. RABAGO, Solution form of a higher-order

system of difference equations and dynamical behavior of its special case, Math.

Methods Appl. Sci., 40(10), 3599-3607, 2017.

[11] N. HADDAD, N. TOUAFEK, J. F. T. RABAGO, Well-defined solutions of a system
of difference equations, J. Appl. Math. Comput., 56(1-2), 439-458, 2018.

[12] M. KARA, N. TOUAFEK, Y. YAZILK, Well-defined solutions of a three dimensional
system of difference equations, GU J. Sci., 33(3), 767-778, 2020.

[13] N. TOUAFEK, On some fractional systems of difference equations, Iran. J Math
Sci Inform, 9(1), 73-86, 2014.
[14] N. TOUAFEK, On a second order rational difference equation, Hacet J. Math. Stat.,

41, 867-874, 2012.

[15] Y. YAzLIK, M. KARA, On a solvable system of difference equations of higher-order
with period two coefficients, Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 Math. Stat.,
68, 1675-1693, 2019.

[16] Y. YazLiK, D. T. ToLLU, N. TASKARA, On the solutions of a three-dimensional
system of difference equations, Kuwait. J. of Sci., 43(1), 95-111, 2016.

[17] Q. ZHANG ,W. ZHANG, On the sytem of nonlinear rationnal difference equaions,
Int. J. Math. Comp. Phy. Elec. Comp. Eng. 8(4), 702-705, 2014.

48



