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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire connait au derniéres années une grande popularité parmi les
chercheurs en sciences fondamentales et appliquées. Il étend les opérations de dérivation et
d’intégration aux ordres non entiers. Au début, certains mathématiciens voulaient géné-
raliser la notion de différentiation d’ordres entiers a des ordres fractionnaires. L’opérateur
de différences défini par Af(t) = f(t + 1) — f(t) a des propriétés similaires que celles
de lopérateur différentiel. Les opérateurs et les systémes d’ordres fractionnaires ont été
appliqués dans presque tous les domaines de la science telles que la génie électrique, 1’élec-

trochimie, la biologie, la physique, ...etc.

Dans ce travail on s’intéresse a donner quelques propriétés essentielles qui sont utilisées
dans le calcul aux différences et le calcul aux différences fractionnaire pour étudier les
équations linéaires et les équations aux différences fractionnaires. Ce mémoire est com-
posé d'une introduction, de trois chapitres, d’'une conclusion et d’'une bibliographie.
Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires utilisées dans le calcul
aux différences. Nous commencons par définir 'opérateur de différence A, ensuite nous
étudions la fonction gamma et la factorielle décroissante et quelques propriétés de ces
fonctions. A la fin de ce chapitre, nous présentons le théoréme de Taylor.

L’objet du deuxiéme chapitre est le calcul fractionnaire. Nous commencgons par donner la
définition de la somme fractionnaire et la définition de 'opérateur de différence fraction-
naire. Ensuite nous donnons les différentes compositions entre une somme fractionnaire
et un opérateur de différence fractionnaire.

Le dernier chapitre est partagé en cinq sections. Dans la premiére section et la deuxieme
section, nous introduisons la fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques dis-
cretes. Dans la troisiéme section nous étudions une équation aux différences linéaire du
premier ordre. Dans la quatriéme section, on va utiliser la méthode de factorisation pour

résoudre une équation aux différences linéaire d’ordre deux. Nous finissons le chapitre par

i
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I’étude de I'existence de la solution d’une équation aux différences fractionnaire.



Dans ce mémoire on désignera par
e C L’ensemble des nombres complexes.

e R L’ensemble des nombres réels.

e R’ l'ensemble des nombres réels positifs non nuls.

e N L’ensemble des nombres naturels.

e 7 L’ensemble des nombres entiers.

e N,= {a,a+l,...}onack

o N ={a,a+1,....,b},a,beRetb—a > 1.
e Re(z) La partie réelle de z.

e (}) Coefficient binomial.

e | L'opérateur d’identité.

v

NOTATIONS



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons des notions préliminaires utilisées dans le calcul
aux différences. Nous commencgons par définir 'opérateur de différence A, ensuite nous
étudions la fonction gamma et la factorielle décroissante et quelques propriétés de ces
fonctions. A la fin de ce chapitre, nous présentons le théoréme de Taylor. Les notion de
ce chapitre sont de [5, 6, 7, 8].

1.1 Opérateur de différence A

Définition 1.1.1. Soit f : N© — R une fonction réelle. On définit 'opérateur de diffé-

rence A par

Af(t)=ft+1)—f(t), teN (1.1)

Définition 1.1.2. On définit l'opérateur de décalage o : Nb=1 — N8 par
ot)=t+1, teN (1.2)

Remarque 1.1.1. 1. On note par f° la fonction définie sur N°=1 par

fo(t) = (foo)(t)
= f(o(1))
— ft+1).

2. On note par A"f la fonction définie sur N2=* par

A(A™Lf(t),  n e N\{0}
f(t), n=0.

A"f(t) =
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Théoréme 1.1.1. Soient f, g : N — R deux fonction réelles et a, 3 € R, alors pour
tout t € N> on a

(1) Aa = 0.
(i) Alaf)(t) = aAf(t).
(i) A(f +9)(t) = Af(t) + Ag().
(iv) Aa'*P = (a —1)a!*?.
(v) A(fg)(t) = f(a(t)Ag(t) + Af(t)g(t).
(i) & (£) (1) = SOSEEE0  gt) # 0.

Démonstration . En utilisant la définition de 'opérateur A on a
(i) Aa=a—a=0.
(i)
Alaf)(t) = af(t+1) —af(t)
=a(f(t+1) = f(1))
= aAf(t).
(i)
A(f+9)t)=(f+9)t+1) = (f+9)(1)
= f+1)+g+1)—ft)—g()
= ft+1) = f(t) +g(t+1) —g(t)
= Af(t)+ Ag(t).

(iv)
AattB = ot t1+8 _ 8

t+8 48

= X

= (a0 —1)a!*?.

(07

A(fg)(t) = A(f(t)g(t))
= (fo)t+1)—(f9)(t)
= ft+1g(t+1) — f(t)g(t)
= ft+1)(g(t+1) —g(t) + 9O (f(t+1) = (1))

D’aprés la Remarque 1.1.1 on trouve

A(fg)(t) = f(a(t)Ag(t) + g(t)Af(t)
= [(a(t))Ag(t) + Af(t)g(t).
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(vi)

_gWAf(t) - f(t)Ag(t)
9(t)g(o(t))
[
1.2 Fonction gamma
Définition 1.2.1. Soit z € C avec Re(z) > 0. La fonction gamma est définie par
+o00
['(z) :/ e~ t*dt. (1.3)
0
Propriétés 1.2.1. Soit I' la fonction définit par (1.3). Alors
1)
I'(z+1)==z[(z), VzeC, Re(z)>0. (1.4)
2)
I'n+1)=n!, VYneN. (1.5)
Démonstration . 1) En utilisant la définition de la fonction gamma on trouve

+oo
N(z+1) = / e i1y
0
+o0
= / e "tFdt
0
“+oo
= [—e ")IZiC + 2 / et
0
= 2I'(2).

2) Montrons par récurrence (1.5)

Pour n =0, ona (0 +1) = [ e OD-1qt =T(1) = 1 = 0L.
Supposons que I'(n + 1) = n! et montrons que I'(n 4+ 2) = (n + 1)!. Posons dans

(1.4) z =n+ 1 on trouve que

'n+2)=Mn+1)C(n+1).
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En utilisant '’hypothése de la récurrence on trouve que

'n+2)=Mm+1)n=n+1)L

[ |
1.3 Factorielle décroissante
Définition 1.3.1. Soitt € N et n € Z, on définit la factorielle décroissante par
tt—1)(t—-2)---(t—n+1), si n>0
=491, si n=0 (1.6)

1 .
e ey St n <0

Définition 1.3.2. Soit t € N et r € R. On définit la factorielle décroissante généralisée

par
T(t+1)

g T
Lt—r+1)

(1.7)
avectt =0sit—r+1<0ett+1>0.

Théoréme 1.3.1. Soit A lopérateur de différence. Alors pour toutt € N et r € Z on a

At = nt"=t ¥n € N\{0}, (1.8)
et
(t — r)tt = ¢t (1.9)
Démonstration . 1. En utilisant (1.1) et (1.6) on obtient

At = (t+ 1) —
=@t+Dtt—-1)--t—n—-2)—tt—1(Ft—-2)---(t—n+1)
=tt—1)t—-2)--t—n—=2)[t+1)— (t—n+2)]

= 2=t
d’on (1.8).
2. En utilisant (1.4) et (1.7) on trouve
(¢ =)t =(t= ”r(?fji)n
Lt+1)
=" =t =0
C(t+1)
L(t—r)
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Donc (1.9) est vérifice.

Remarque 1.3.1. [J]
1. lim |I'(2)| = 400, Vn € N.
zZ—r—n

lim s* = lim Cls+1)

s\ —— -
st s=t [(s —7+1) 0, st t—r+1<0 e t+12>0.

Théoréme 1.3.2. Soient r, a € R et A, o les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) res-

pectivement, alors

At +a)- =7t +a)— (1.10)
et
Ala —t)" = —r(a — o(t))=L. (1.11)
Démonstration . En utilisant (1.1), (1.2) et (1.7) on trouve

At+a)=t+a+1)"—(t+ )"

It+a+2)  T(+a+l)
S T(t+a+2-7r) TEH+a+1-r7)
Tt +a+1)
—F(t+&+2_r)[(t+a+1)—(t+a+1—r)]
. T{t+a+tl)
_TI‘(t—Foz—r—l—Q)
=r(t+a)—L
Donc (1.10) est vérifiée.
Aa—t)= A(r(z(i Ziﬂﬂ
[a—t) IMNa—t+1)
T TD(a—t—1) T{la—t+1—r)
B F(a—t)
et ==
F(a—t)

MNa—t+1—1)
= —r(a— (t+1))=
(

D'ou (1.11) . |

Proposition 1.3.1. Soit n,k € N avec k < n. Alors

(Z) - Hkn—j—D (1.12)
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Démonstration . En utilisant la définition du coefficient binomial el la propriété (1.5)

(1) ="

on obtient

n!
T T(k+D)I(n—k+1)
~ T(n+1) 1
T(n—k+1)T(k+1)
nk
T T(k+1)

Définition 1.3.3. Le coefficient binomial généralisé (i) est défini par

R

ou t et r sont tels que le mombre droit de (1.13) soit défini.

Proposition 1.3.2. Soient A lopérateur de difference. Alors
(i) ACT)=(1).
(iii) ATL'(t)= (t — 1)I'(¢).

Démonstration . En utilisant (1.1), (1.4), (1.7) et (1.13) on trouve

()
2() = (m3)

(1) tr
S T(r+1) T(r+1)
(-
rI(r)
D(t+2)  T(t+1)
_ T(t—r+2) L(t—r+1)
rI(r)
D(t+1)(¢t+1)—T(t+1)(t—r+1)
_ L(t—r+2)
rI(r)
@+1—t+r—1%gig)

rI(r)



1.3. Factorielle décroissante

D(t+1)
N
r rI(r)

T(t+1)
_ L(t—r+2)
I'(r)
t?"*l

(i)

r+1 r4+ 1)t
A7) =2 (fm)
(D (1)
C T(t+2) D@E+1)
D) - (r+ DY+ 1)

(¢ +2)
T'(r+2) L(r+2)(t+1)

_ T(r—t+1) T(r—t+2)
(i +2)

I'(r+2
(r—t+ 1)

(1 2)
(r—t+1)T(r+2)
_ (r—t+1)I'(r—t+1)

L(t+2)
L(t+2)
_ T(r—t+1)

S T(t+2)
_ (r4+1)Ht
T(t+2)

B r+1
o \t+1)

AT(t) = T(t+1) — T'(t)
—I(t) — T(¢)
= (t— 1)T(t).

(iii)

Proposition 1.3.3. [5] L’expression binomiale pour A" f(t) est définit par

n

ATf(t) = (-1) (Z‘) f(t+n—1i). (1.14)

=0
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Définition 1.3.4. Soient f : N, = R, ¢ < d, ¢ € N,. On définit lintégrale de f par

/ rat=3"f(t), (1.15)

avec fcdf(t)At:f(c)—l—f(c—i-1)—|—--~—|—f(d— 1), sid> c.

Théoréme 1.3.3. Soient f, g : N, — R deux fonctions réelles, b, ¢, d € N,, b < ¢ < d,
et a € R. Alors

(i) fbcozf )ALt = oszc
(it) [, (f( ))At= fb At+fb
(111) fb t)At= fb At+f f(t)

(iv) | f, FOAL] < [ 1f(t)] At
(v) Si F(t)= fb s)As, Vte Ng, alors AF(t) = f(t ) Vit € Ng_l,

(vi) Si f(t) > g(t), Vte N;~ L alors fb t)At > fb

Démonstration . En utilisant (1.15), on obtient

(i)

/bc af()At=>"af(t)

t=b

(iii)
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(iv)

| / Cf(HAL] = > 50

<Z|f

/\f At

(v) Si F(t fb s)As. En utilisant la définition de 'opérateur A, alors

:A(/btf(s)As

(i)

=Y fls) =D f(s

t+1

t

s=b

= f(®).

(vi) Supposons que f(t) > g(t), Vt € N{™', alors

> f)

donc

/bcf(t)At > /bcg(t)At.

Définition 1.3.5. Soit f : No — R. On dit que F est une primitive de f sur N si

AF(t) =

(39

Exemple 1.3.1. On a

Alors F(t) =

N =

f@),

1

— _3t+1 -

2
1

2

2

= 3!

3" est une primitive de f(t)

> (1)

te N

1
_gt
2
1
33 — =3¢
2

13t(3 —1)

te N

)

= 3! sur N.

)

(1.16)
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Théoréme 1.3.4. Soient f : N° — R une fonction réelle, G une primitive de f sur N°

et ¢ € R une constante. Alors la fonction F définie par

F(t)=G({t)+c, teN,

est une primitive de f.

Démonstration . Supposons que G est une primitive de f sur N°. Soient F'(t) = G(t)+c,

t € N et ¢ une constante. Alors

Donc F est une primitive de f sur N2. |

Définition 1.3.6. Soit f : N, — R, ["intégrale indéfinie de f est donnée par

/f(t)At _ F(t)+e, (1.17)

ou F est une primitive de f et ¢ est une constante réelle.

Théoréme 1.3.5. Soient r et o deux constantes. Alors
(i) [(t—a)At = 5t —a)Ftc, r# -1,
(ii) [(a = o))t = Fhla— 0 e, r# -1,
(iii) [ (At = (1) +e r#1
(i) [ ()AL = (1) +e.
(v) [(t=1)T()At = T(t) +c,
(vi) [alAt = Lat+e, a#l

Démonstration . En utilisant (1.8), (1.11) et la Proposition 1.3.2 on trouve

(i) —5(t — @)™ est une primitive de (t — @)*, donc

T _ 1 _ N\t
/(t Q)At_r—i—l(t a)~=+c.
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(iii) (Tfrl) est une primitive de (i) puisque A(’!’j—l) = (i), donc

/@At: (ril) e

Tf) puisque A(:j) = (T:rt), donc

r+t r+t
At = .
J - (9
(v) T'(t) est une primitive de (t — 1)['(¢), alors

/(t — D) At =T(t) +c.

(iv) (}7]) est une primitive de (

(vi) —5a est une primitive de o, donc

1
/atAt = 1at +c.

Ck J—
[ |
Théoréme 1.3.6. Soient f : N — R et F une primitive de f sur N2. Alors
b b
/ FOAL = / AF(BAL = FR)P = F(b) — Fla). (1.18)

Démonstration . D’aprés le Théoréme 1.3.3 (v), la fonction G définie par

G(t) = /tf(s)As, te N,
est une primitive de f sur N2 et d’aprés le Théoréme 1.3.4 la fonction F' est donnée par
F(t)=G(t)+¢, ceR,
est une autre primitive de f sur N°. Alors
F()L = F(b) - Fla)

= [(G(b) + ¢) = (G(a) + ¢)]

=G(b) — G(a)

= b f(t)At.

a

Théoréme 1.3.7. [5] (Intégration par parties)
Soient u, v : N, — R deuz fonctions réelles et b, ¢ € N,, b < ¢, on a les formules

sutvantes

/b "W AVAL = u(t)o(D)]s — /b () Aut) AL (1.19)
/bcu(a(t))Av(t)At =u(t)v(t)]; — /bcv(t)Au(t)At. (1.20)
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Lemme 1.3.1. (Formules de Leibniz).
Soit f : Ngy, x Ny = R, alors

t—p+1 t—ptl
A [/ f(t,T)AT:| :/ Af(t, AT+ f(t+ 1,6 —pu+1), (1.21)

A[/tWlﬂmﬂAﬂ::/tMi&ﬂmﬂAT+f@t—M+U- (1.22)

Démonstration . En utilisant la définition de A, la Définition 1.3.4 et le Théoréme 1.3.3

(iv), alors

A [/t—ﬂﬂ f(t,T)AT:| = /t—#+2 flt+1,7)Ar — /t—#+1 ft,7)AT

t—p+1 t—p+2 t—p+1
:/ f(t+1,T)AT+/ f(t—i—l,T)AT—/ ft,7)AT
a t—pu+1 a
t—p+1 g t—p+2

(t+1,7‘)—f(t,7)]AT+/t flt+1,7)AT

[
/at—u+ A
[

t—p+2
t, T AT+/ ft+1,7)AT
¢

) —pt1
)

tT)AT+ f(t+1,t — p+ 1),

t—p+1

A
oA

t—p+2

t—p+1
flt+1,7)AT —/ f(t,m)AT

o[

ft+1,7)— f(t, )] AT

/t +2
=

t—p+2 t—pt1
+/ tTAT—/ ft, 7)AT
t—p+2 ¢ t—p+2
= AtftTA7'+/ ft,7)Ar
t—p+1

/t 2
i

ft,T)AT + f(t,t —p+1).

Théoréme 1.3.8. Soit f: N, x N, — R. Alors

A (/atf(t,s)As) _ /t Acf(t, $)As + f(o(t),t), teN,. (1.23)

a
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Démonstration . En utilisant la définition de A et le Théoréme 1.3.3 (iv), alors

A(/atf(t,s)As> :/atﬂf(t—l—1,5)As—/atf(t,s)As
:/ flt+1,8)As + i f(t—i—l,s)Ass—/Jr f(t,s)As

=/at[f(t+1,s)—f(t,s)]AH/tmf(HLS)AS
:/atAtf(t,s)As+/tt+1f(t+173)A5
:/atAtf(t,s)As—Ir/ttJrlf(U(t)aS)AS
:/tAtf(t,s)As%-f(U(t)vt)-

a

1.4 Théoréme de Taylor

Définition 1.4.1. Soit s € N,. On définit les monémes de Taylor discrets h,(t,s), n € N

par

hatts) = L2 e, (1.24)

n!
Théoréme 1.4.1. Soient h,(t,s) le mondéme de Taylor et ¢ une constante réelle. Alors
(i) ho(t,a) =1, teN,,
(i1) hn(t,t) =0, teN, neNy,
(11i) Ahpi1(t,a) = hy(t,a), t€N,, n €Ny,
() [ hy(t,a)At = hyq(t,a) +¢, t €N, neN,
(v) Aghpi1(t,s) = —h,(t,0(s)), te€N, néeNy,
(vi) [ ho(t,0(s))As = —hpia(t,s) +¢, t€N, neNy,

¢ est une constante.

Démonstration . En utilisant (1.6), (1.24) et le Théoréme 1.3.5 on trouve

(i) holt,a) = =2 — 1,
t

(i) ho(t,t) = &9 =0,

n

(iii) De (1.1) on a

Al (t,a) = A (%)
1

= mA(t — a)™*t
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et d’aprés (1.7) on obtient

t—a+1)
Altnya(t, a) = A(Ft—a—kl—n—l))
I't—a+1)
= A
(Ft—a—n)
I'(t—a+2) I't—a+1)
N\L(t—a—n+1) T(t—a—n)
Ft—a+2)—Tt—a+1)(t—a—n)
)! I't—a—n+1)
I'(t—a+1)
'(t—a—IH—a—l— )F(t_a_n+1))
B ['t—a+1)
B (n+1) .(<n+1)F(t—a—n+1)>
I'(t—a+1)
_ T(t—a—n+1)
B n!
_ (t—a)®
nl
= h,(t,a).

!
Ashpiq(t,s) = As—(n 0
1 n+1
= —(n 1)!As(t — )=,
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En utilisant (1.11) on trouve
1 n+1-1
Adaialts) = om0+ Dt = o(9)
=~ (t— ols))"
_ (t—ols)®
n!
= —h,(t,0(s))
(vi)
/h (t,0(s))As = / (t Z!(S))nAs
= % (t —o(s))™As
1 1 el
ol (_n+ 7 8)++C)
1 n+1
- (n+ 1)n'<t_ P e
1 n+1
= T 1)!(t— s =+ c
= —hn+1 (t, S) +c.
|

Théoréme 1.4.2. (Formule de Taylor).
Soient f : N, = R et n € N. Alors

f(t) = pa(t) + Ba(t), ¢ €N,

ou

Démonstration . e Si n = 0, alors

0

po(t) + Ro(t) = Z Af(a)ho(t,a) + / ho(t,o(s)) A% f(s)As

k=0

—f(a)ho(t,a)+/ ho(t, o(s))Af(s)As.
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On a d’aprés (1.19) et le Théoréme 1.4.1

Par conséquent, le théoréme de Taylor est vérifié pour n = 0.
e Soit n € Ny. Montrons que R, (t) = f(t) — pn(t), Vt € N,.

Soient u et v telles que
u(o(s)) = ha(t,o(s)), Auv(s) = A" f(s).

Alors
u(s) = hn(t,s), wv(s)=A"f(s).
D’aprés le Théoréme 1.4.1 (v) on a

Ahy,(t,s) = Asu(s) = —h,_1(t,0(s)).

En utilisant la formule (1.20) on trouve
R,.(t) = /at ha(t, a(s))A"+1f(s)As
= halt )AL+ [ o587 (5
= h,(t, ) A" f(t) — hy(t,a) A" f(a) + /at hp-1(t,o(s))A" f(s)As

:_hn(t,a)mf(a)+/ B 1 (£ 0(5))A™ £(5)As.

e Si n > 2 on applique la formule d’intégration par parties (1.20), pour obtenir

Ro(t) = —=A"f(a)hn(t, @) + hna(t, s) A" f(5)]:2 a+/ hna(t, o () A" f(s)As

= —A"f(a)h,(t,a) — A" f(a)h,_1(t,a) + / Bo_o(t, o(s)) A" f(s)As.

e Par induction sur n, on obtient
t
ZM ) het, ) / ho(t, o(s)) A f(s)As
= —ZA’“ a)hi(t, a) + f(t) — f(a)

:—ZM a)hi(t,a) + f(t).
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Remarque 1.4.1. Le polynome p,, est appelé polynome de Taylor de degré n et R, est le

reste de Taylor.

Définition 1.4.2. Soit f : N, — R une fonction réelle, on définit la série de Taylor de f

ent=a par

ZM ZM a)hi(t, a).



CHAPITRE 2

CALCUL FRACTIONNAIRE

Nous commengons ce chapitre par donner la définition de la somme fractionnaire et la
définition de 'opérateur de différence fractionnaire. Ensuite nous donnons les différentes
compositions entre une somme fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.

Les notion de ce chapitre sont de [4, 6].

2.1 Somme fractionnaire et opérateur de différence frac-

tionnaire

Théoréme 2.1.1. Soient f : N, — R une fonction réelle et h,, les monémes de Taylor.
Alors

/: /afl,,./aT"‘l f(T)AT, - ATAT = /at hn_1(t,0(s))f(s)As. (2.1)

Démonstration . Montrons par récurrence (2.1).
e Sin=1,(2.1) est vraie.

e Supposons que (2.1) est vraie pour n est montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

t T1 Tn—1 n
Z/(t) :/ / / / f(TnH)ATnHATn‘"ATzAﬁ,

9(ma) = faTn f(Tng1) AT

Soient

et

18
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Alors

telle que
u(s) = g(s), Av(s) = h,_1(t,0(s)).

Donc d’aprés le Théoréme 1.4.1 (v) on a

En intégrant par parties on trouve que
s t
)= ~hultes) [ ) Analo+ [ halto(o)f(5)0s
t
= / hn(t,o(s))f(s)As.

Définition 2.1.1. Le mondéme de Taylor fractionnaire d’ordre v est défini par

(t —s)*

h,(t,s) = ORI

(2.2)

Théoréme 2.1.2. Soient t,s € N,. Alors
(i) h,(t,t) =0,
(ii) Ah,(t,a) = h,_1(t,a),
(iii) Ashy(t,s) = —hy_1(t, 0(s)),
() [ h,(t,a)At = hy,1(t,a) +c,
(v) [ hy(t,0(s))As = —h,41(t,s) + c.

Démonstration . En utilisant (1.1), (1.4), (1.7) et (2.2), on trouve

(i) ho(tt) = £ = 0.
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(i)

Am@ﬂ%:A(&;fg)

C(t—atl)®  (t—a)Y
- I'(v+1) L'(v+1)
I'(t—a+2) I'(t—a+1)
T+ 1) (t—a—v+2) Tw+)I(t—a—v+1)
I't—a+1)(t—a+1) T{t—a+1)(t—a—v+1)

Frv+)I(t—a—v+2) Fv+1)I(t—a—v+2)
I't—a+1)

=[(t—a+1)—(t—a_’/+1>]r(y+1)r(t—a—v+2)

B I't—a+1)
B VVF(I/)F(t —a—v+2)
—ap
I'(v)
= h,_1(t, a)

(iii)

Ash,(t,s) = h,(t,s+ 1) — hy,(t,s)

_ (t—s=1)* (t—s)*
I'v+1) I'(v+1)
I'(t—s) I'(t—s+1)

S T(t—-s—v)I(v+1) T({t—-s+1-v)[(v+1)

[(t —s)
:[(t_s_'/)_(t_8>]r(u+1)r(t—s—u+1)
vI(t —s)
(W)t —s—v+1)
L(t—s)

T)(t—s—v+1)

en utilisant (1.11), alors

Aﬁﬂugz_ﬁgﬁ%m_

= —h,_1(t,0(s)).

/hya,a)m:/r“(y‘f);)m

1 |14
= —F(V ) (t — a)*At.
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En utilisant le Théoréme 1.3.5 (i) on obtient

_ ! 1 et
/hy(t,a)At—F<V+1) V+1(t a)=+c

(t—a)tt

“Twt2 ©

= hy41(t,a) + c.

/hy(t,a(s))AS:/%As

1 v
= oD /(t —o(s))*As.

En utilisant le Théoréme 1.3.5 (i7), alors

J O N e

(v+1)
L (t —s)L .
- T(v+2) *
= _hVJrl(t’ S) + c.

|

Définition 2.1.2. Soient f : N, — R et v > 0. On définit la somme fractionnaire d’ordre
v de f par

A;”f(t):/y hy_1(t,o(T)) f(T)AT
=S st o)), tE Nay. 2.9

Remarque 2.1.1. AV f est définie sur Ny, oum € N avec m —1 <v <m car

AUf(t) =0, teNtv!

at+v—m"*

Lemme 2.1.1. Soient f : N, = R et v > 0. Alors la somme fractionnaire d’ordre v de f

en a est une combinaison linéaire de f(a), fla+1),..., f(t—v—1), f(t —v). De plus on
a

A () = hya(to(@) f(a) + -+ vf(t —v = 1) + f(t —v). (2.4)
Démonstration . D’aprés la définition de A7 on a

A7) = hya (b, 0(@)) fa)+. . Ayt ot —v=1)) f(E—v—1)+hy 1 (t, o (t—0)) f(t—0).
(2.5)
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En utilisant la définition de o et de h,_; on trouve

hya(t,o(t —1—v)) = (tr_(y(t__ly_z)ly)_
T T()
D’aprés (1.7) on a
hy s (ot —1 —p)) = LD
et

rorw "

hy_1(t,0(t — 1)) = hyy (£, — v + 1))

(t—({t—v+1)=L

De (1.7) on a

hy,_1(t,o(t —v)) = % =1
En combinant (2.5), (2.6) et (2.7) on trouve (2.4)

_1
Exemple 2.1.1. Calculons A, *1.
On a

Aélz—h;(t,t+%)+h;(t,0)
(-3t
TTTE) T
_ TG, T+
rOr@)  rere+
T(t+1)
T+ )

Définition 2.1.3. Soient f : N, — R et v € R avec n—1 < v < n. On définit l'opérateur
de différence fractionnaire d’ordre v par

ANV E(), € Nogno,
A0 =4 H R

v=néeN.

(2.8)

(2.7)

(2.6)

22
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Théoréme 2.1.3. Sotent f : N, = R et v € R}, avecn —1 <v <n . Alors

, fatJrVH hy 1(t,o(T)f(T)AT, n—1<v<n
AGf(t) = (2.9)
A"f(t), v=n.
Pourt € Nyipn_y.
Démonstration . Soient v € R} avecn —1 < v < n.
e Supposons que v = n, alors
ALF(t) = A"AZ T f(t)
= A"ACf(t)
= A"f(t).
e Soit n — 1 < v < n. Donc
ALF(t) = APAZ f(1)
t—(n—v)+1
=A" / hov_1(t,o(7)) f(T)AT
t—(n—v)+1
= A"1IA / hpv_1(t,o(T)) f(T)AT] .
En utilisant (1.22) on obtient
t—(n—v—1)+1
aup = ot | hacsea(t,0(1) (1) AT
Fhoya(t,t—(n—v=2))f(t—(n—v—1))]
calcule h,,_, 1(t,t —(n—v=2))f(t— (n—v—1)).
En utilisant (1.7) et (2.2) on trouve
. - - n—v—1
hncas(tt = (0= v =2 f(t = (n— v — 1)) = LTV AV gy )

Fn—v—1+41)
 (n—p -2yt

T - (- - 1)
_Ifn—v-1 .
EORCE A D)

= 0.
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Donc

t—(n—v—1)+1
aup =t | | B2t o (7)) f(7)AT

+ ottt = (n—v =+ 1))f{t = (n—v=mn))

— /H”“ heyoi(t,o(T) f(T)AT + hoy(t,t + v+ 1) f(t+v)

_ / (L o(P) f(F)AT

|
Théoréme 2.1.4. Soient > 0 et v € RY. Alors
- I'(p+1)
AV (t—a)l=—1— " (t—a), V€ Ny 2.10
a+,u( CL) F(M+V+1)( a) ) € +p+ ( )

Démonstration . Supposons que ¢ > 0 et v € R’. On définit les deux fonctions g; et

g2 sur Na—i—,u—i—u par
I'(p+1)

qi(t) = m(t —a)=r,
et .
g2() = AL, (t—a) = > hya(t,o(s))(s — ). (2.11)
s=a+u

D’abord montrons que g; et gs sont des solutions du probléme suivant

(t—a— (it v) + DAG(E) = (u+ )g(t), (2.12)
gla+p+v)=T(up+1). (2.13)
gla+p+v)= Lt 1) (pu+ v)Et2,

Flp+v+1)
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En utilisant (1.7) on obtient

I'(p+1) Flp+v+1)
F'p+v+)I'(p+v—p—v+1)

Fp+1) T'(p+v+1)
T(utv+1) I(1)
=I'(p+1).

glla+p+v)=

On a aussi

m
gola+p+v)= Z hy_1(a+p+v,0(s))(s —a)t
s=a+u
1 &

ZFGSE:W+#+V—U®V4@—ME

En utilisant (1.7) on trouve

1 Tw—1+1) D(p+ 1)
FWIv—1-v+1+1)T(p—p+1)
1

TG )

(k+1).

gla+p+v)=

=

Alors gy et go vérifient (2.13).
Montrons que g; et go vérifient I’équation aux différences (2.12).

Soit t € Ny ,4,. En utilisant la définition de A et (1.7) on obtient

. F(/JJ+1) ntv
0 (0) = ()
_ I'(p+1) Q)
_F(u+y+1)A((t =)
:%[(t—aJrl)“*“—(t—a)“*“]
F'p+1) [ T@E—a+1+41) B I'(t—a+1) ]
S T(u+v+1) [ Tt—a+l—p—v+1) T(t—a—p—v+1)
Fp+1) [ T@E—a+2) B I't—a+1) }
S D(p+v+1) |[T(t—a—p—v+2) T{t—a—p—v+1)
_ Pty T o e u L(t—a+1)
CT(p+v+1) <(t - a +1))F(t—a—,u—u+2)}'
Alors

I'(p+1)

Agi(t) = (pu+ V)F(u o)

(t — a)Lte=t, (2.14)
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Multiplions les deux membres de (2.14) par t —a — (1 + v) + 1 on trouve

(t= 0= (et 0) 4 AR = (et ) o = a = (et = D) = )
= (u+ V)%(t — )t
= (n+v)g().

D’ou g, satisfait le probléme (2.12)-(2.13).
Maintenant montrons que g, satisfait aussi I’équation aux différences (2.12). En appliquant
(1.1) et (1.7) on obtient

VIEINDY hu1<t,a<s>><s—a>“]

_ [ X (- o(s))e=L )
-° s:;w m(s — a)]
F (v) 4 (t—of (S e ]
_ 1 t—v t v—2 ) 1 s M
o ; _JS))i(S_a)iJFF(V)(V_ Lt +1—v—a)t

De (1.7) on trouve

Ago(t) = 1;(—1/)1 i (t—o(s)2(s—a)l+(t+1—v—a)k (2.15)
D’autre part, en utilisant (1.9) on obtient
w(t) = o7 X 1t 0(6) — (v = 2] (¢ - o) =25~ )t
i 2 a= et + D = (= a = ] (¢ ()2 - 0t
t—a—(utv)+1 - "
- D e e -a
-5 Z(t — ()2 — a— p)(s — a)
= h(t) — k(t)
Ou .

h(t) = D (t—0a(s)2(s — a), (2.16)
I'(v)
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et
uwzré)j:@—ﬂ@»vas—a—m@—aw. (2.17)

De (2.15) et (2.16) on trouve

(t—a+ (u+v)+DAGE) = (t—a+ (u+v)+1)

XZt—O’

s=a-+p

En utilisant (1.9) on a
(t—a+(u+v)+1)AgE) = —1Dh{)+ (t+1—v—a)tl (2.18)

D’autre part en intégrant par parties on a

t—v

k) = o 2 (0= ol)=2s -t

s=a+pu
En utilisant (1.8) et (1.9), on trouve

k(t) = 1 {_ (s — a)#jl_(tl_ S)V—1:|t+1u

['(v) i
1 < (n+1)(s —a)k(t — 0(5))”_1

hop s =1
R P
_F(l/)[ V—l(t+1 ) ]

VRS R NV
* (v —1I'(v) Sgu(t ()= )
= _(t +1 ;E I Cl)ﬂ i (U /_L ;—);(V) i (t . a(s))uil(s . a)“
- Vil %Sgu(f—a(@)“(s—a)“— (t+1—v—a)ktt

Donc
(+1)ga(t) — (v = Dk(t) = (t+1 — v — a)*L. (2.19)

De (2.18) et (2.19) on obtient

(t—a+(p+v)+1)Agt)=(—-Dht)+(t+1—v—a)rt
= (v=1Dh() = (v = Dk(t) + (1 + 1)g2(¢)
= (v =1)g2(t) + (1 + 1)g2(?)
= (1 +v)g2().

D’ou g, satisfait le probléme (2.12)-(2.13).

Alors g; et go vérifient la méme équation avec une condition initiale, donc g; = g-. |
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3

Exemple 2.1.2. Calculons A;?(t — 2)2.
2
En utilisant (2.10) et (1.7) on trouve

1=

t € Ny.

Théoréme 2.1.5. Soient >0 et v € RY, avecn —1 <v <n. Alors

+

I'(p+1)

AY —
D(p—v+1)

a+p

(t—a)t=

Démonstration . Pour ¢t € Ny, 4,—, on a

AI/

a+tp (t - a)ﬁ

n I(p+1)
A [F(,u+1+n—y)
['(p+1)

A A - )]

(t — (l)'u_y7 Vit € Na+#+n_y.

@—@“Wﬂ

= A™ [(t — a)t=]

F'p+1+n—-v)
En utilisant (1.8) et (2.10) on obtient

A I'(p+1) F'p+n+1-v)

Np+14+n—-v) IN(p—v+1)
r 1
Dp—v+1)

(t— 1)2.

[l

Exemple 2.1.3. Calculons A
En utilisant (2.20) on trouve

[NIGINIE

Théoréme 2.1.6. Soient u > 0 et v € R7.. Alors

(Z) A;iuhu(t a) = h,u-l-u(t) a)a le Na-i—u—l—u;
(ii) AU h(tia) = hyo(tia), 1€ Nopyo

a—‘r,u(t - a)ﬁ = (t —

a)t=

(2.20)
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Démonstration . (i) D’aprés (2.10) et (2.2) on a
—v —v (t B CL)&
AL h(ta) = Aawm
— 1 F(lu + 1) (t - a)u—&—l/
Fp+1)T(p+v+1)
(t —a)itz
S T(p+v+1)
= hu-i—u(ta CL)-
(ii) En utilisant (2.20) et (2.2) on trouve
v v (t — a)ﬁ
Abyhu(t a) = Aa—&-um
_ 1 I(p+1) (t— a)i=r
Fp+)M(p—v+1)
(t — )~
S T(p—v+1)
= h,—,(t, a).
|
Théoréme 2.1.7. Soient f : N, > R et n—1<v <n. Alors
t+v—a U
2uf0 = Y (0F () e+ v =R t€ N (221)
k=0
et
t—v—a _y
af0 = X 0 (3 )fe-v =1
k=0
t—v—a
k—1
_ (” + . )f(t —v—k), t€Ny. (2.22)
k=0

Démonstration . Soient f: N, > R, n—1<v<netteN,, ,. Alors
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t=a+n—v+mavec m € N. En utilisant (1.7), (2.2) et (2.9) on trouve
tHv+1
MO = [ healto)rn

R (o)t
=y )

_t+11 F(t—T)
=2 Lt—7+v+1)I(-v)

T=a

f(7)

a+n+m

B IF'la+n—v+m—r1)
B ; F(a—i—n—l—m—T—i—l)F(—y)f(T)

n+m

B 'n+m—71—-v)
- ;F(n+m—7+l)F(—y)f(a+T>

"t m—1—T1—v) (=)

= flatn+m)+ Z F'n+m—71+1) JlatT)
= fla+n+m)+ Z_ (—1)n+m4<y) - F<(2:L<:LJ:TJ:17)) a 1)f(a +7)
auf =Y (Y Y

- Z:(—l)k (Z) fla+n+m—k)

n+m

- kzo(—l)’“(z>f((a+n—v+m)+v—k)
_ :az;(_nk (Z) flt+v—k).

Donc (2.21) est vérifié.
Pour montrer (2.22) il suffit d’utiliser (2.21) et la relation

(7) = ()

2.2 Reégles de compositions

2.2.1 Composition de deux sommes fractionnaires
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Théoréme 2.2.1. Soient f : N, — R une fonction réelle et u, v € R7.. Alors

(AL (AN (1) = (A )(#) = [A(AH] (), ¢ € Nagpgo (2.23)

Démonstration . Soit t € N, ,4,. En utilisant la définition de la somme fractionnaire
on trouve

(AL (A7 F)] Z hy-1(t,0(s)) (A7) (5)
= ﬁ i (t —o(s))r=t (I‘(ly) i(s —o(r)*=t (ﬂ)
1 t—p  s—v

1 t—(p+v) t—p

~ Tt L 2 (ol s —a)E)

r=a s=r+v

Soit z = s —o(r),alorssis=t—pu,x =t—pu—o(r)ett—o(s) =t —x —r —2. Donc

t=(ptv) |t—p—o(r)
AT (A )] (1) = m Dol > - 2)wxv1] f(r)

t—(p+v) '-t,u:l/r_ll
= F(u)lF(z/) Z Z (t —r—1- O_(x))u—lxu—l] f(?")
1 t—(p+v) 1 _ (t=r—1)—p
1 t—(u+v)
= T'(v) Z_: [A Hyt= l}t%tfrfl f(r).

En utilisant (2.10) on obtient

t—(p+v)
[At.(877 )] (MV tor = ()
1 t—(putv)
= Tt Y (t—a(r) ()
= (A, f ().

Comme g et v sont arbitraires, alors

(AL (ALN] () = (AW f)(1) = [AF (A )] (1), V€ Nagpro



2.2. Reégles de compositions 32

2.2.2 Composition d’un opérateur de différence fractionnaire avec

une somme fractionnaire

Lemme 2.2.1. Soient f : N, > R et v >0 avecn —1 < v < n. Alors
[AAT ] (1) = (A H)(B), t € Nas, (2.24)
et

[AR(AL] (#) = (AF (), t € Nogno (2.25)

Démonstration . Soient f: N, > Retv >0avecn —1<rv <n.

e Supposons que v = n, alors pour ¢t € N,,,, on a

t
AN F(H) = A {/ f(T)AT} :
En utilisant le Théoréme 1.3.3 (v) on trouve

ANf(t) = f(D).
Maintenant soit k£ > 1. En utilisant (2.23) on obtient
Ak+1A§+1f(t) _ Ak—i_lA;j_kA;kf(t)
= AM[AAL] AT (®)
= ARAZRF (L)
= f(t), t€Napps1.

Donc pour tout ¢t € N,,,, on a

ARAZTF(t) = AR [APALT] £(8) = AR (), k=,

ARAF() = AR, (A f) = Al @), k<

Alors pour tout k € N, (2.24) est vraie pour le cas v = n.
Pour (2.25). 1l est clair que les opérateurs de différence d’ordre entier commutent.

e Supposons que n — 1 < v < n. Tout d’abord montrons que

AN F(t) = AT f (1),
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En utilisant les formules (1.21) et (2.9) on trouve
t+r+1
AANYF(t) = A [ / hoyi1(t,o(7))f(T)AT
- /HV+ hey o(t,o(T)) f(T)AT + hy_1(o(t),t + v+ 1) f(t+v+1)
t+v+1
— [ bt o ADAT + S v+ D

t4+v+2
_ / h_y olt,a(7))f(T)AT
=AU
= AV F().

Donc pour tout £ € N

ARALF(t) = AV ANLf (1)
= AFAL A1)

= A f ().
D’ou (2.25).
De la méme maniére on peut montrer (2.24).
[ |
Théoréme 2.2.2. Soient f : N, > R etv,pu > 0 avecn —1 <v <n, n € Ny. Alors
ALLATUFE) = A F(E), € Nupprnoe (2.26)

Démonstration . Soient v, > 0 avecn —1 <v <nette€ Ny, 1n,. Alors

AV

a+p

AT F(t) = APALUTY AR F(t)

a+p

= A"A T f (1),
En utilisant (2.23) on obtient

Al/

a+up

A f(E) = Ay £ (1),
De (2.24) on trouve

A D) = A1 (1),
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2.2.3 Composition d’une somme fractionnaire avec un opérateur

de différence fractionnaire

Théoréme 2.2.3. Soient f : N, — R une fonction réelle, k € N et v,;u > 0 avec
n—1<u<n. Alors

k-1
AJVARF(E) = AV F() =) hyogyg(ta) A f(a), ¢ € Nop, (2.27)
=0
et
n—1 .
A;—:-/n—uAgf(t) = AZ_Vf(t) _Z hl/—n—i—j (t—n—i—y, G)Afl_(n_”)f(aﬂL”—M)a te Na+n—lt+v‘
j=0
(2.28)
Démonstration . 1. Montrons (2.27)

i) Supposons que k = 1.

hy_]_(t’t — Vv + 1) =

En utilisant I'intégration par parties et

h,j_1<t,t—1/+1):1:h,/_2(t,t—y+2), tENa_H,,
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on trouve
t—v+1

AJVASf(t) = hy_1(t,o(T))Af(T)AT

a
a

by () O 4 / T halt o(n) f(r)AT
by (bt — v D f(E— v+ 1) — hy () fa) + / T a(t 0 (7)) A
— f(t—v+1) — by (ta)fla) + / T (t o (7)) f(P) AT

_ / st (D) (AT = by (t @) f(a)
= ANVF(E) = by (£ 0) f(a).

Donc (2.27) est vérifiée pour k = 1.
ii) Supposons que k > 1. Donc pour ¢t € N,4,,_, on a

ATVARTLE(E) = ATV AFAF ().

En utilisant (2.23) on obtient

k-1
AJVARTUE() = ARVAF(E) = > T Ahy_gej(t,a) N f(a)
§=0
En utilisant le Théoréme 2.1.6 on trouve
k-1
AJVARTLE(E) = ARYAF(t) — Z hy—k—1+;(t, a) A f(a)
j=0

k—1
= AVARTLf() - Z hu—k—144(t, ) A f(a).
=0

D’ou (2.27).
2. Montrons maintenant (2.28).
Soit v, > 0 avec n—1 < pu < n. Supposons que g(t) = Ag "M f(t) et b = a+n—p,

alors pour t € Nyyp,— 4, O 2

Aoy D) = Ay, AN A ()

atn—pu—a a+n—pu
= A;jr’n_uA"g(t).
En appliquant (2.27) on obtient
n—1

AL AP = AU 9(8) = D by (D) A g (b)
j=0

n—1
= AL AT L) = Y By (5, D) AT AL f(B),
7=0
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En utilisant (2.26) on trouve
Aa—ﬁljn ,uAgf( ) AM l/f Z hu n+j —n+v, a)AginJruf(G +n— IU)

Donc (2.28) est vérifie.

2.2.4 Composition de deux opérateurs de différence fractionnaires

Théoréme 2.2.4. Soient f : N, — R une fonction réelle v,u > 0 avecn —1 < v <n et

m—1<pu<m. Alors sit € Noym—pin—v 0N a

AZ+m ,uA f( ) Au+uf Z h_,_ m+] —m+ U, a)Aé_er“f(a +m — ,U) (229)

Siv=mn avecn —1<v <n, alors (2.29) simplifie par
AZer uAgf<t> = AZJer(t)’ te Na+mﬁu-
Démonstration . Posons que v, > 0avecn —1<v<netm—-—1<pu<m.

e Supposons que v = n, alors d’aprés le Lemme 2.2.1 on a (2.29).

eSin—1<v<mn,alors pour t € Nyypm_pin—p ON a

Ay M) = A" AL A F ()]
= A AT
m—1
- Z A{;er“f(a +m— u)hnfufm+j(t —m+ 22 a)
j=0

En utilisant (2.28) et le Lemme 2.2.1 on trouve

Ag—f—m ,uAgf(t) = AZ+Mf(t)
m—1

=N AT m = ) A Ry (E— M ).

=0

En utilisant le Théoréme 2.1.6 on obtient

m—1
Agim- ,U»A f(t) = Awa ZAJ m+”f (a+m—p)h_y it —m+p,a)
7=0
m—1
= AT F() = ST AR (= mt ) fla+m— ).
j=0

D'out (2.29). |



CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Ce chapitre est partagé en cing sections. Dans la premiére section et la deuxiéme
section, nous introduisons la fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques dis-
crétes. Dans la troisiéme section nous étudions une équation aux différences linéaire du
premier ordre. Dans la quatriéme section, on va utiliser la méthode de factorisation pour
résoudre une équation aux différences linéaire d’ordre deux. Nous finissons le chapitre
par I'étude de 'existence de la solution d’une équation aux différences fractionnaire. Les

notion de ce chapitre sont de [6].

3.1 Fonction exponentielle

Considérons le probléme suivant
Ax(t) = p(t)z(t), (3.1)
z(s) =1, (3.2)
out,s € N,.

Théoréme 3.1.1. Soient p € R telle que R = {p : N, = R, 1+ p(t) # 0,Vt € N, } et
s e€N,. Alors

Ti+p(r)], ten,
ep(t,s) =q1=5 (3.3)
11[1 +p())7h, teNsTL

Démonstration . De 'équation (3.1) on a
x(t+1) —x(t) =p(t)x(t), te N,

37
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donc
z(t+1) = (1+p(t))z(t), teN;.

1) Soit ¢t = s, alors (3.4) devient
z(s+1) = (14 p(s))x(s).
En utilisant la condition (3.2) on trouve
z(s+1)=1+p(s).

Maintenant posons t = s + 1 dans (3.4), alors

z(s+2)=1+p(s+1))z(s+1).
Substituons (3.5) dans (3.6) on trouve

z(s+2)=(1+p(s+1))(1+p(s))

De la méme maniére on obtient

t—1

z(t,s) = H(l +p(7)) = ep(t, s).

T=s

2) Supposons que t € N571. De (3.4) on a

o(t) = - +1p(t)a:(t +1).

Soit t = s — 1, alors
1
)= ——— 2(s).
ws=1) =3 ¥ p(s — 1)56(8)
En utilisant la condition (3.2) on a

1

r(s—1)= e

Maintenant si ¢t = s — 2, alors de (3.7) on a

(s —2) = z(s —1).

L+ p(s—2)

En utilisant (3.8) on trouve

De la méme maniére on obtient

s—1

x(t) = H(l +p(7)) ' =e,lt,s), teNL

T=t

(3.4)

(3.8)



3.1. Fonction exponentielle 39

Définition 3.1.1. Soit R = {p: N, = R, 1+p(t) # 0,Vt € N, }. La fonction exponentielle
ey(t,s) associée a p € R en s € N, est la solution unique du probleme (3.1)-(3.2).

Exemple 3.1.1. Si p € R est une fonction constante avec p # —1, alors d’aprés la
formule (3.3). On a

ep(t,s) = [ [11 +p(0)]
=(1+p)'* teN,.

Exemple 3.1.2. Soit p la fonction définie par p(t) =t—1, t € Ny, alors 1+p(t) =t # 0.
En utilisant (3.3) on obtient

= (t—1).

Théoréme 3.1.2. [0] Soit p € R. Alors la solution générale de l’équation

est donnée par
y(t) = cep(t,a), teN,,

ot ¢ est une constante réelle.

Définition 3.1.2. Soient p, ¢ € R. On définit l'opération & par

pdg=p+q+pg. (3.9)

Théoréme 3.1.3. Soient p, ¢ € R et t, s, r € N,. Alors
(1) eo(t,s) =1, et ey(t,t) =1.
(11) ey(t,s) # 0.
(11i) Si 14 p >0, alors e,(t,s) > 0.
(i) Aey(t,s) = p(t)ep(t, s).
(o) eplt,s) = =
(vi) ex(t,s) - Co,5) = L+ POl ).
(vii) ey(t, s)ep(s,T) = eplt, 7).
(t,5)

(viii) ep(t, s)eq(t, 5) = epag(t, s).
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Démonstration . (i), (i), (ii7), (iv) et (v) sont évidents.

(vi) En utilisant le Théoréme 3.1.1 on trouve

o(t)—1

ep(o(t),s) = [] L+p(r)]. teN,

et

Alorssit € N, on a

— [+ O] L1+ p(r)

SiteNsona

(vii) Sit € Ny et s € N,, alors

et 5)ep(s ) = T[11 + p(r)] [T + o)
“ T + ()
= e,(t, 7).
SiteNstetseN~! alors
et s)ep(s,7) = [T11 + o) T[1 + o))
T+ ol
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SiteN"' ona

t—1 r—1

et s)eonr) = [T+ o) [0+ ot
—H1+p H1+p<7>r1ﬂ[1+p<f>r1
~ T+ ol
= ep(t,r).

SiteN,, alors

s—1 s—1

ep(t,s)ep(s,r) = [ [[L+p(0)] 7 T +0(7)]

T=t T=T
s—1

—H1+p | T+ o) TT0 + o)

T=t

= e,(t,r)
(viid) Sit € N, on a
(£, 5)eq(t, 5) Ii1+p(ﬂit1+Q(ﬂ
—IIl+p J[1+ p(7)]
—Ill+p 7) 4+ p(7)q(7)]
:IHL+p@
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Site N1 alors

s—1 s—1

ep(t, s)eg(t,s) = [ [IL+p()] " ]I +a(r)] ™
T=t T=t
s—1
=[O +p@ 'L+ p(r)] !
T=t
_fi !
T [+ p(1) +q(7) + p(T)g(T)]
s—1
=1+ @egE)
T=t
= epayq(t, 5).
[ |
Définition 3.1.3. Soient p, ¢ € R. On définit l'opération & par
p—4q
0q=pd|Oq = —, 3.10
POa=p&[Sq =717 . (3.10)
ou
—p
Op=-—— VpeR. 3.11
P=1 +p P (3-11)
Théoréme 3.1.4. Soient p, ¢ € R et t, s € N,. Alors
et 5) = — (3.12)
opih ) ep(t,s) '
ep(t, s)
= t,s). 1
colt) o) &1

Démonstration . Supposons ¢t € Ny, alors en utilisant (3.11) on obtient

t—1

eep(t:s) = [ [ 11+ (Sp)(7))

T=5
t—1

SIS

T=s
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De la méme maniére on peut montrer (3.12) si t € N5—1.
Montrons (3.13). En utilisant le Théoréme 3.1.3 (viii) et (3.10) on trouve

e,(t, s) —e)(t5) 1
eq(t,s) eq(t,s)
= e,(t,5)ecq(t )
= epafoq)(t, 5)
= epoyq(t, 9).

|
Définition 3.1.4. Soit Rt = {p € R, 1+ p(t) > 0,t € N, }. On définit l'opération © par
aop=(1+p)*—1, (3.14)

otac€RetpeRT.

Théoréme 3.1.5. Soient « € R et p € RT, t € Ny, et © lopération définie par (3.14).
Alors
o c5(t,a) = eacp(t,a), a€R, peRT.

Démonstration . Soit « € R et p € RT. Alors

t—1

es(t.) = { TI+p(r]}"

En utilisant (3.14) on obtient

Lemme 3.1.1. Soit p, ¢ € R. Supposons que
ep(t,a) = e, (t,a), VteN,.

Alors p = q.
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Démonstration . Soit p, q € R et e,(t,a) = e,(t,a) pour t € N,. Alors
Ae,(t,a) = Aey(t, a).
En utilisant le Théoréme 3.1.3 (iv) on trouve
p(t)ey(t,a) = q(t)e,(t,a), teN,.

Divisons par e,(, a) on trouve

3.2 Fonctions trigonométriques

Définition 3.2.1. Soient +ip € R. On définit la fonction cosinus et la fonction sinus

respectivement par

eip(t,a) + e_ip(t, a)
5 )

Théoréme 3.2.1. Soient +ip € R. Alors

eip(t,a) —e_ip(t, a)

teN,. 3.15
5 , te (3.15)

cos,(t,a) =

sin,(t,a) =

(i) cos,(a,a) =1, sin,(a,a)=0.

(ii) cosi(t,a) —sin2(t,a) = ep(t,a), teN,.
(111) Acos,(t,a) = —p(t)sin,(t,a) et Asiny(t,a) = p(t) cos,(t,a), t e N,.
(tv) cos_,(t,a) = cosy(t,a) et sin_p(t,a) = —siny(t,a), t € N,.

(v) eip(t,a) = cosy(t,a) +sin,(t,a), teN,.

Démonstration . En utilisant (3.15) on obtient
(i) D’apres le Théoréme 3.1.3 (i) on a

eip(a,a) +e_p(a,a)
2

cosy(a,a) = =1,

et

eip(a,a) —e_p(a,a)

=0.
21

sin,(a, a) =

(ii) En utilisant la définition de & on a

(eip(t, @) + e—ip(t, a))* — (eip(t, a) — e—ip(t, a))”
4

coso(t,a) — sin’(t,a) =

= e;p(t,a)e_ip(t, a)
= Cipa(—ip)(t, @)

= ep (t, a).
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(iii)

ep(t,a) +e_ip(t,a)
2

Acos,(t,a) = A
Mais A est linéaire donc
1
A cosy(t,a) = 5 [Aep(t,a) + Ae_ip(t,a)] .

D’aprés (3.1) on trouve

Acosy(t,a) = % [ip(t)eip(t, a) —ip(t)e_i(t, a)]
—ip) [0l culte0)]

2
= —p(t) sin,(t, a),

et

. -ei (ta CL) — €4 (tu CL)
Asing(t,a) = A _ d 5; b }

= — [Aeip(t> CL) - Aefip(ta CL)]

= — :Z'p(t)eip(t, a) +ip(t)e_ip(t, a)}

= ip(t) [ el eulta)

= p(t) cos,(t, a).

e_ip(t,a) +e;p(t, a)
2

= cosy(t, a),

cos_p(t,a) =

et

6—ip(t’ a’) — eip<t7 a)
2
= —sin,(t, a).

sin_,(t,a) =

cosy(t, a) + sin,(t,a) = ( 5
_ 2e4p(t, a)
2

= e;(t, a).

21

eip(t, a) + e_ip(l, a)) n (eip<t, a) — e_ip(t, a)

)
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Définition 3.2.2. Soit £p € R. On définit la fonction cosinus hyperbolique et la fonction

stnus hyperbolique par

ep(t,a) +e_p(t, a)
2 Y

ol ey, est la fonction exponentiel définit par (3.3).

ep(t,a) —e_p(t, a)
2 )

cosh,(t,a) = sinh,(t,a) = teN,, (3.16)

Théoréme 3.2.2. Soient +p € R. Alors
(i) coshy(a,a) =1, sinh,(a,a)=0.
(ii) cosh’(t,a) —sinh2(t,a) = e_2(t,a), tE€N,.
(11i) A coshy(t,a) = p(t)sinh,(t,a) et Asinh,(t,a) = p(t) cosh,(t,a), te€N,.
(i) cosh_,(t,a) = cosh,(t,a) et sinh_,(t,a) = —sinh,(t,a), teN,,
(v) ep(t,a) = coshy(t,a)+ sinhy(t,a), teN,.

Démonstration . (i) D’aprés le Théoréeme 3.1.3 (i) et (3.16) on a

coshy(a,a) = l(0.9) ze_p(a’ a) _ 1,

et

ep(a,0) — e_y(a,a)

=0.
2

sinh,(a,a) =

(ii) En utilisant (3.16) et la définition de @ on trouve

(ep(t7 a) + e—p(t’ a))2 — (ep(t’ a) — 6—p(tv a)>2
4

COSh;(t, a) — Sinh}%(t, a) =

= e,y(t,a)e_p(t,a)
= epo(-p)(t, )
=e_,2(t,a).

(iii) De (3.16) on a

t,a) +e_p(t,a)

A coshy(t,a) = A & 5

Mais A est linéaire donc

Acosh,(t,a) = = [Aey(t,a) + Ae_,(t,a)].

1
2
D’aprés (3.1) on obtient
1
Acoshy(t,a) = 5 [p(t)ep(t, a) — p(t)e_p(t, a)]

=yl [l

= p(t) sinh, (¢, a),
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et

Asinh,(t,a) = A {ep(t,a) ;ep(t,a)]
1

T2

- %[p(t)ep(t, a) + p(t)e_p(t, a)]

() [ep(t, a) —|—2€_p(t, a)}
= p(t) cosh,(t,a).

[Aey(t,a) — Ae_y(t,a)]

(iv) En utilisant (3.16) on trouve

e_p(t,a) +ey(t, a)

cosh_,(t,a) = 5
= cosh, (¢, a),
et
sinh_,(t,a) = e_P(t’a)Q_ ep(t,a)
= —sinh, (¢, a).

(v) De (3.16) on a
_ep(t,a) Fey(t,a) +ey(t,a) —e_p(t, a)

coshy(t,a) + sinh,(t,a) = 5
B 2e,(t,a)
2
=e,(t,a).

Théoréme 3.2.3. Soient tip € R. Alors pourt € N, on a
(1) sin(t,a) = isinhy(t, a).
(11) cosiy(t,a) = cosh,(t,a).
(111) sinh;,(t,a) = isiny,(t, a).

(iv) cosh;y(t,a) = cos,(t,a).

Démonstration . En utilisant (3.16) et (3.15) on trouve
(i)

1
sing,(t, a) = 5 [eizp(t, a) —e_pz,(t, a)]

_ep(ta) —ey(t,a)
EY) 5
= ¢sinh, (¢, a).
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(i)

1
cos;p(t,a) = 3 ei2p(t, a) +e_pzp(t, a)]
_e_p(t,a) +ey(t,a)
N 2
= cosh,(t, a).

(i)

eip(t,a) —e_ip(t, a)
2

= isin,(t, a).

sinh;,(t,a) =

ep(t,a) +e_ip(t,a)
2
=i cos,(t, a).

coshy,(t,a) =

3.3 Equations aux différences linéaires du premier ordre

Dans cette section on va étudier I’équation aux différence linéaire du premier ordre

suivante
Ay(t) =p)y(t) +q(t), t€N,, (3.17)

oup,q:N, — Ravec p(t) # —1, Vt € N,.
Théoréme 3.3.1. Supposons que p € R et q :N, — R. Alors le probleme
Ay(t) = p(t)y(t) +q(t), t€ N, (3.18)

y(a) = ya, (3.19)

admet une solution unique et cette solution est donnée par
t
y(t) = yaey(t, a) +/ ep(t,o(s))q(s)As, teN,. (3.20)

Démonstration . Tout d’abord montrons 'unicité de la solution du probléme (3.18)-

(3.19). Soient y; et y» deux solutions du probléme (3.18)-(3.19) et soit z = y; — ya, alors

2(t) = yu(t) —ya(t), teN,.
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En utilisant la définition de A on trouve

Az(t) = Ayi(t) — Aya(t)

=) (t) +a(t) = p(t)ya(t) — a(?)
= p(t)(y1 — y2)(¢)
= p(t)=(1),
et z(a) = y1(a) — y2(a) = 0, donc
2(t+1) = (p(t) + 1)z(a), te N, (3.21)
z(a) = 0. (3.22)

Posons ¢t = a dans (3.21) et on utilisons (3.22) on trouve

2(a+1) = (p(a) +1)2(a) = 0.

De la méme maniére on peut montrer que z(t) =0, V t € N, donc y; = s.

Comme la solution du probléme (3.18)-(3.19) est unique donc il suffit de vérifier que la
fonction définie par (3.20) est une solution du probléme (3.18)-(3.19).

En utilisant la formule de Leibniz (1.23), la linéarité de A et la définition de la fonction
exponentielle e,(¢,a) on obtient

t

Ay(t) = Ayqe,(t,a) + /ep(t,a(s)q(s)As))

a

= Yal(ep(t, ) + / Alep(t,a(s)))a(s)As +ep(a(t), o(t))q(t)

= yp(t)e,y(t,a) + / p(t)ey(t,o(s))q(s)As + q(t)
= p(t) {yaep(t,a) +/ ep(t,o(s))q(s)As| + q(t)

= p(t)y(t) + q(t).
De plus y(a) =yaep(a, a) = ya. ]
Exemple 3.3.1. Soit le probleme
Ay(t)y=(t—-1yt)+1, telN; (3.23)
y(l)=1—ce. (3.24)

En utilisant le Théoréme 3.3.1 avec p(t) =t —1,q(t)=1,teNj,a=1etyy;=1—¢ on

trouve que la solution du probléme (3.23)-(3.24) est donnée par

y(t) = (1 —e)e;_1(t, 1) —{—/1 er—1(t,0(s))1As.
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D’apres le Théoréme 3.1.3 (vi) on trouve

y(t) = e (£ 1) (1 —e+ /1 t era (1, 0(3))A5) .

En utilisation le Théoreme 3.1.3 (v) on obtient

y(t) =e;1(t, 1) (1 —e+ /j mAs) :

D’apres ’Exemple 3.1.2 on a e;_1(t,1) = (t — 1)!. Alors

Remarque 3.3.1. La solution générale de l’équation (3.17) est donnée par

t
y(t) = cep(t, a) +/ ep(t,o(s))q(s)As, teN,. (3.25)
Exemple 3.3.2. Soit I’équation aux différences
Ay(t) = (02)y(t) +t, teN. (3.26)
Alors la solution générale de l’équation (3.26) est donnée par
t
o) = cepltea)+ [ eplt.ols)als)as
t
—ceca(t.0)+ [ seea(t.o(s))As
0
t
= ceqn(t, 0) +/ ses(o(s),t)As.
0

D’aprées le Théoreme 3.1.3 (vi) on a

t
y(t) = cesa(t,0) + 3/ sea(s, t)As.
0
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En utilisant l'intégration par partie (1.19) on obtient

y(t) =

3.4 Equations

. 3

¢
ceea(t,0) + gS€2<S,t) o — 5/ ea(o(s),t)As
0

3 9 [
cesa(t,0) + =t — = [ ea(s,t)As
2" "2 ),

3 9
cean(t,0) + =t — ~ea(s, )b

2 4
3.9 9
0692(15, 0) + §t - Z@Q(t, t) + 1—162(0, t)
3. 9 9
0692(t7 0) + Et — 1 + 162(0, t)
3.9
Ceeg(t, 0) + §t — Z

1t+3t 9
“\3 2" Ty

aux différences linéaires du second ordre

Dans cette partie on va utiliser la méthode de factorisation pour résoudre des équations

aux différences linéaires d’ordre deux.

Exemple 3.4.1. Soit I’équation aux différences linéaire suivante

Ay(t) — (t+2)Ay(t) +2ty(t) =0, teN. (3.27)

Tout d’abord, I’équation

(3.27) s’écrit sous la forme

A(Ay(t) —2y(t)) — t(Ay(t) — 2y(t)) =0, teN. (3.28)

En utilisant 'opérateur I on trouve que (3.28) devient

Soit

alors

Donc

(A —tI)(A—2D)y(t) =0, teN. (3.29)

u(t) = (A —2D)y(t), teN,

(A —tho(t) =0, teN.

Av(t) =to(t), teN.
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D’apres le Théoreme 3.1.2 on a

—1
v(t) = cer(t,0) = [[1+5) =, ceR (3.30)
s=0
Substituons (3.30) dans (3.29) on obtient
Ay(t) = 2y(t) + cotl. (3.31)

D’apres la Remarque 3.3.1, la solution générale de [’équation (3.31) est donnée par
t
y(t) = crex(t, 0) +/ es(t, o(s))cas!As
0

t
=3+ 02/ 357 1slAs
0

t—1 S'
= 13" + 3071 =
35
s=0
D’ou
t—1 k'
y(t) = a3' + 371 2

k=0

Exemple 3.4.2. Considérons l’équation aux différence d’Euler-Cauchy suivante

to(t)A2y(t) + ctAy(t) + dy(t) =0, teN,. (3.32)
Ou p
1+%—%7§0, t e N,. (333)

Définition 3.4.1. On appelle équation caractéristique de ’équation (3.32) I’équation
AMA=1)4+cA+d=0, (3.34)
et les solutions de cette équation sont appelées les racines caractéristiques.

Remarque 3.4.1. 1) En utilisant la condition (3.33) on trouve l’existence et 'unicité de
la solution de I’équation (3.32) avec y(to) = A et y(to+1) = B ot to € N, et A, B € R.
2) D’apres la condition (3.33) on a la solution générale de [’équation (3.32) est donnée
par

y(t) = ciyi(t) + caya(t), t €N,

ot y1(t) et y2(t) sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation (3.32).

Proposition 3.4.1. Soient « et 8 les racines caractéristiques de ’équation (3.34). Alors

la condition (3.33) est vérifice si et seulement si ¢ € R et % eER.
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Démonstration . Soient « et (3 les racines caractéristiques de 1’équation (3.33), alors
A=a)A=p) =X —(a+B)A+aB=0.
Donc
c—1=—(a+p), d=ap.

Alors

d c af l—a-p
Y on e T e T e
Cto(t) = (1—a—pB)t+ap
to(t)
P4 (a+Bt+ab
to(t)
(t+a)(t+p)
to(t)
(1T+2)(t+
o(t)

[

) .

Donc

1 c (1+2)(1+5)
i s

to(t) o(t)
1+2 40
&
1+58+£0
TER
&
Ler.

Théoréme 3.4.1. Supposons que (3.33) est vérifiée. Alors l’équation (3.32) est équiva-

£0

lente a l’équation suivante

(tA — al)(tA — BI)y(t) =0, € N,. (3.35)

Démonstration . Soit y : N, — C, alors pour tout ¢t € N, on a

to(t)A%y(t) + ctAy(t) + dy(t) = to(t)A%y(t) + (1 — a — B)tAy(t) + afy(t)
= [to(t)A%y(t) + tAy(1)] — BtAy(t) — a [tAy(t) — By(t)]
= tA[tAy(t) — By(t)] — o [tAy(t) — By(t)]
= (tA —ol)(tA — BI)y(t).



3.4. Equations aux différences linéaires du second ordre 54

Remarque 3.4.2. Pour résoudre ['équation (3.32), il suffit de résoudre I’équation (3.35).

Théoréme 3.4.2. Soient o et (3 les racines caractéristique de l'équation (3.34) ou ¢, %

€ R et a# B. Alors la solution générale de l’équation (3.32) est donnée par

y(t) = crea(t,a) + caes(t,a), t €N, (3.36)

Démonstration . De I’équation (3.35) on trouve que si
(tA —al)y(t) =0, teN,.

alors y(t) est une solution de I’équation (3.32).
En utilisant la définition de la fonction exponentielle on obtient que yi(t) = ea(t,a) est

solution de I’équation

d’ot

est une solution de I’équation (3.32).

De la méme maniére on trouve que y(t) = e 2 (t,a), t € N, est une solution de I’équation
(3.32). Comme y; et yo sont linéairement indépendantes et d’aprés la Remarque 3.4.1
(2) on trouve que la solution générale de I’équation (3.32) dans ce cas est donnée par
(3.36). n

Exemple 3.4.3. Déterminons la solution générale de l’équation
to(t)A%y(t) — 5tAy(t) + 8y(t) =0, t€Nj. (3.37)
On a léquation caractéristique de I’équation (3.37) est
M —6A+8=(AN-2)(A—4)=0.

Donc les racines caractéristiques sont

On a Ay # Ao, donc d’apres le Théoréme 3.4.2 la solution générale de [’équation (3.37)

est donnée par

y(t) = crez(t, 1) + caea(t, 1), t €Ny
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A #£ Ao et%, % €R, car%+17é0 et%—l—l;«éO.
En utilisant (3.3) on obtient

mw:cji<1+§)+@ii(1+§)

s=1 s=1

t—1 t—1
s+2 s+4
aIl(77) eIl ()

s=1 s=1

t—1 t—1
c HS:1 (8 + 2) + HSZI(S + 4)
1 -1 €2 -1 :
Hszl s Hs:l 8
D’apres la définition de la fonction factorielle on trouve

t+1)2 t+3)4
y(t):cl( 2!> +02( 4!)

:al(t—i-l)z—l—ag(t—l—?))é, tENl,

ou a, b € R.

Théoréme 3.4.3. Soit a € R une racine double de I’équation caractéristique (3.34) et ¢

€ R. Alors la solution générale de l’équation (3.32) est donnée par

t—1

y(t) = ciea(t, a) + crea (t, a) Z

S=a

1

s+a’

t € N,. (3.38)

Démonstration . On a y,(t) = ea(t,a) est une solution de I'équation (3.35) donc pour
déterminer la solution générale de I’équation (3.32) il suffit de trouver une autre solution de
I’équation (3.35), notée yo telle que y; et y, sont linéairement indépendantes. Remarquons

que si y est une solution de I’équation
(tA —al)y(t) = ea(t,a), teN,. (3.39)

alors elle est une solution de I’équation (3.35).

Soit ¥, la solution de ’équation

avec y(a) = 0.

D’aprés le Théoréme 3.3.1 on a

yz(t):/ e?(t,a(s))ée?(s,a)As.

En utilisant le Théoréme 3.1.3 (vi) on trouve

yg(t):/ éeftx(t,a)e«;(a,a(s))e?(s,a)As
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En utilisant le Théoréme 3.1.4 (1) on obtient

D’aprés (3.10) on a

Comme y (%), y2(t) sont linéairement indépendantes alors la solution générale de I’équation

(3.32) est donnée par

t—1
y(t) = crea(t,a) + czea(t, a) SZ; oy t € N,.
[ |
Exemple 3.4.4. On considere l’équation aux différences suivante
to(t)A%y(t) — 3tAy(t) + dy(t) =0, t€N,, (3.40)

ou a > 0.

L’équation caractéristique de ’équation (3.40) est
M4 +4=(1-2)?=0.

Donc on a une racine double A = 2.
En appliquant le Théoréme 3.4.3 on obtient que la solution générale de l’équation (3.40)
est donnée par

t—1

y(t) = cle%(t, a) + 026%(t, a) Z

s=a

s+ 2

Théoréme 3.4.4. Soient \; = a+if3, Ay = a—if les racines caractéristiques de l’équation
(3.32) avec o, B € R et ¢ € R. Alors la solution générale de I’équation (3.32) est donnée
par

y(t) = ciea(t,a)cos s (t,a) + czea(t,a)sin s (t,a), tE€N,. (3.41)

t+a t+a
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Démonstration . On a y(t) = eatim(t, a) est une solution de l’équation (3.32).

Comme ¢ € R, alors —a ¢ N, donc Hia est défini sur N,.

En utilisant la définition de @ on trouve
Q 13

?@t—l—a:

13 a if
ita iita
1/t + aif
t(t+a)
iB(t+ o)
t(t + )

+

+

*|2 =+ =[R2 ]2
+

+
IS

~

Donc

y(t) = easis(t,a)
= e%.ﬂg (t7 a)
- 6%@£<t7 a‘)
=ea(t,a)es (t,a).
t t+a

En utilisant le Théoréme 3.2.1 (v) on trouve

y(t) =e

e

~[o

(t,a) (cost%(t, a) —i—z’sini(t,a)>

t+a

~[2

(t,a)cos_s +iea(t,a)sin_s (t,a).
t+o t t+o

Mais ¢, d € R, alors

ea(t,a)cos s (t,a) et ea(t,a)sin_s (t,a),
¢ t+a ¢ t+a

sont des solutions réelles de 'équation (3.32) et comme elles sont linéairement indépen-

dantes sur N, donc la solution générale de I’équation (3.32) est définit par

y(t) = cre=(t,a) cos s (t,a) + coee(t,a)sin s (t,a), te€N,.
t ra t

t+a
Exemple 3.4.5. Considérons l’équation aux différences suivante
to(t)A2y(t) — 5tAy(t) + 13y(t) =0, t€N,. (3.42)
L’équation caractéristique associent a cette équation est

A2 —6A+13=0.

Donc il y a deux racines caractéristiques complexes r = 3 + 2i.
En appliquant le Théoréme 3.4.4 on obtient que la solution générale de ’équation (3.42)

est donnée par

y(t) = cle%(t, a)cos 2 (t,a)+ cze%(t, a).

2
t+3
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3.5 Résolution d’une équation aux différences fraction-
naire
Dans cette section on va étudier I'existence de la solution d’une équation aux diffé-
rences fractionnaire

Exemple 3.5.1. Considérons l’équation aux différences fractionnaire suivante
AV ny(t) +at)y(t+v—m)=ft), teN, (3.43)

avec
y(v —m+i) = o, (3.44)

ou a; € R, 0< 1< m—1, sont des constantes. q, f : N, = R, v > 0 et m € N tels que

m—-—1<v<m.

Théoréme 3.5.1. Le probleme (3.43)-(3.44) admet une solution unique .

Démonstration . On a
AY_y(t) = A"ATG Ty (1),
D’aprés le Lemme 2.1.1 on a A;E%_V)y(t) est une combinaison linéaire de
ylw—m),ylv—m+1),...,y(t —m+v)

et le coefficient de y(t —m + v) est égale & 1. Alors pour chaque ¢ fixé, AY_  y(t) est une
combinaison linéaire de y(v — m), y(v —m+ 1), ..., y(t + v) et le coefficient de y(t + v)
est égale a 1.

Supposons dans (3.43) que t = 0, alors
A7 my(0) +q(0)y(v —m) = f(0),
donc 3 \; e R, 1 <7 < m tels que
My —m) + dy(v —m+ 1)+ + Any(v — 1) + y(¥) + ¢(0)y(v —m) = f(0).
En utilisant les conditions (3.44) on obtient
Mo+ Aar + -+ A1 +y(v) + q(0)ag = £(0), (3.45)

alors si y(v) est une vérifiée I’équation (3.45) donc y(t) est vérifice I'équation (3.43) en
t = 0. Par induction on peut montrer que la solution de (3.43)-(3.44) existe et unique sur
Ny . [ |



3.5. Résolution d’une équation aux différences fractionnaire 59

Théoréme 3.5.2. Soient > 0 etm € N tels que m —1 < u < m et a € R. Alors la

fonction x définie par
.T(t) = Cl(t - a)L*l + Cz(t - a)ﬂ_k S Cm(t _ a)m’
ouc; € R, 1 <i<m sont des constantes, est une solution de l’équation

Al (1) =0, € Nutyo (3.46)

Démonstration . Soient > 0 et m € N tels que m — 1 < u < m. Alors

Si 1 = m on a pour tout k € [1,m)]
At —a)t R = At — )™k = 0.

Sim—1< p < m, alors d’aprés (2.3) on a

t+p

Ayt =)=t =3 hoya(t,o(s))(s — a)p=t

s=a+pu—m

t+p

= Z hoyi(t,o(s))(s — a)=t.

s=a+pu—k
Car (s —a)*=0sis=a+p—m,a+pu—m+1,...,a+pu—k—1.
Donc

AZ-}-u—m(t - a)d = Ag—i-u—k(t - G)M

En utilisant (2.20) on trouve

N (p—k+1) N
Ag-l—,u—m(t - a)# k= F(l — /{Z) (t - a)i =0.

Corollaire 3.5.1. On a A¥ est un opérateur linéaire donc la solution générale de l’équa-

tion (3.46) s’écrit sous la forme

2(t) = ath, 1 (t,a) + aghy,_o(t,a) + - + amhy_m(t, a).



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons donné quelques propriétés essentielles qui sont utilisées
dans le calcul aux différences et le calcul aux différences fractionnaire pour étudier des
équations aux différences linéaires et des équations aux différences fractionnaires.

Dans le premier chapitre, nous avons défini 'opérateur de différence A, la fonction gamma
et la factorielle décroissante. Nous avons présenté aussi le théoréeme de Taylor.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné la définition de la somme fractionnaire et
de l'opérateur de différence fractionnaire. On a donné aussi les différentes compositions
entre une somme fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons introduit la fonction exponentielle et les fonctions
trigonométriques discrétes. Nous avons étudié une équations aux différences linéaire du
premier ordre et une équation du deuxiéme ordre. A la fin, nous avons étudié I'existence

de la solution d'une équation aux différences fractionnaire.
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