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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire connait au dernières années une grande popularité parmi les
chercheurs en sciences fondamentales et appliquées. Il étend les opérations de dérivation et
d’intégration aux ordres non entiers. Au début, certains mathématiciens voulaient géné-
raliser la notion de différentiation d’ordres entiers à des ordres fractionnaires. L’opérateur
de différences défini par ∆f(t) = f(t + 1) − f(t) a des propriétés similaires que celles
de l’opérateur différentiel. Les opérateurs et les systèmes d’ordres fractionnaires ont été
appliqués dans presque tous les domaines de la science telles que la génie électrique, l’élec-
trochimie, la biologie, la physique, ...etc.

Dans ce travail on s’intéresse à donner quelques propriétés essentielles qui sont utilisées
dans le calcul aux différences et le calcul aux différences fractionnaire pour étudier les
équations linéaires et les équations aux différences fractionnaires. Ce mémoire est com-
posé d’une introduction, de trois chapitres, d’une conclusion et d’une bibliographie.
Dans le premier chapitre nous présentons des notions préliminaires utilisées dans le calcul
aux différences. Nous commençons par définir l’opérateur de différence ∆, ensuite nous
étudions la fonction gamma et la factorielle décroissante et quelques propriétés de ces
fonctions. A la fin de ce chapitre, nous présentons le théorème de Taylor.
L’objet du deuxième chapitre est le calcul fractionnaire. Nous commençons par donner la
définition de la somme fractionnaire et la définition de l’opérateur de différence fraction-
naire. Ensuite nous donnons les différentes compositions entre une somme fractionnaire
et un opérateur de différence fractionnaire.
Le dernier chapitre est partagé en cinq sections. Dans la première section et la deuxième
section, nous introduisons la fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques dis-
crètes. Dans la troisième section nous étudions une équation aux différences linéaire du
premier ordre. Dans la quatrième section, on va utiliser la méthode de factorisation pour
résoudre une équation aux différences linéaire d’ordre deux. Nous finissons le chapitre par

ii
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l’étude de l’existence de la solution d’une équation aux différences fractionnaire.



NOTATIONS

Dans ce mémoire on désignera par
• C L’ensemble des nombres complexes.
• R L’ensemble des nombres réels.
• R∗+ l’ensemble des nombres réels positifs non nuls.
• N L’ensemble des nombres naturels.
• Z L’ensemble des nombres entiers.
• Na= {a, a+1, . . .} où a ∈ R.
• Nb

a = {a, a+ 1, . . . , b}, a, b ∈ R et b− a > 1.
• Re(z) La partie réelle de z.
•
(
n
k

)
Coefficient binomial.

• I L’opérateur d’identité.

iv



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons des notions préliminaires utilisées dans le calcul
aux différences. Nous commençons par définir l’opérateur de différence ∆, ensuite nous
étudions la fonction gamma et la factorielle décroissante et quelques propriétés de ces
fonctions. A la fin de ce chapitre, nous présentons le théorème de Taylor. Les notion de
ce chapitre sont de [5, 6, 7, 8].

1.1 Opérateur de différence ∆

Définition 1.1.1. Soit f : Nb
a −→ R une fonction réelle. On définit l’opérateur de diffé-

rence ∆ par
∆f(t) = f(t+ 1)− f(t), t ∈ Nb−1

a . (1.1)

Définition 1.1.2. On définit l’opérateur de décalage σ : Nb−1
a −→ Nb

a par

σ(t) = t+ 1, t ∈ Nb−1
a . (1.2)

Remarque 1.1.1. 1. On note par fσ la fonction définie sur Nb−1
a par

fσ(t) = (f ◦ σ)(t)

= f(σ(t))

= f(t+ 1).

2. On note par ∆nf la fonction définie sur Nb−1
a par

∆nf(t) =

∆(∆n−1f(t)), n ∈ N\{0}

f(t), n = 0.

1



1.1. Opérateur de différence ∆ 2

Théorème 1.1.1. Soient f, g : Nb
a −→ R deux fonction réelles et α, β ∈ R, alors pour

tout t ∈ Nb−1
a on a

(i) ∆α = 0.

(ii) ∆(αf)(t) = α∆f(t).

(iii) ∆(f + g)(t) = ∆f(t) + ∆g(t).

(iv) ∆αt+β = (α− 1)αt+β.

(v) ∆(fg)(t) = f(σ(t))∆g(t) + ∆f(t)g(t).

(vi) ∆
(
f
g

)
(t) = g(t)∆f(t)−f(t)∆g(t)

g(t)g(σ(t))
, g(t) 6= 0.

Démonstration . En utilisant la définition de l’opérateur ∆ on a

(i) ∆α = α− α = 0.

(ii)

∆(αf)(t) = αf(t+ 1)− αf(t)

= α(f(t+ 1)− f(t))

= α∆f(t).

(iii)

∆(f + g)(t) = (f + g)(t+ 1)− (f + g)(t)

= f(t+ 1) + g(t+ 1)− f(t)− g(t)

= f(t+ 1)− f(t) + g(t+ 1)− g(t)

= ∆f(t) + ∆g(t).

(iv)

∆αt+β = αt+1+β − αt+β

= ααt+β − αt+β

= (α− 1)αt+β.

(v)

∆(fg)(t) = ∆(f(t)g(t))

= (fg)(t+ 1)− (fg)(t)

= f(t+ 1)g(t+ 1)− f(t)g(t)

= f(t+ 1)(g(t+ 1)− g(t)) + g(t)(f(t+ 1)− f(t)).

D’après la Remarque 1.1.1 on trouve

∆(fg)(t) = f(σ(t))∆g(t) + g(t)∆f(t)

= f(σ(t))∆g(t) + ∆f(t)g(t).



1.2. Fonction gamma 3

(vi)

∆

(
f

g

)
(t) =

f(t+ 1)

g(t+ 1)
− f(t)

g(t)

=
f(t+ 1)g(t)− f(t)g(t+ 1)

g(t)g(t+ 1)

=
g(t)[f(t+ 1)− f(t)]− f(t)[g(t+ 1)− g(t)]

g(t)g(σ(t))

=
g(t)∆f(t)− f(t)∆g(t)

g(t)g(σ(t))
.

�

1.2 Fonction gamma

Définition 1.2.1. Soit z ∈ C avec Re(z) > 0. La fonction gamma est définie par

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt. (1.3)

Propriétés 1.2.1. Soit Γ la fonction définit par (1.3). Alors

1)
Γ(z + 1) = zΓ (z), ∀z ∈ C, Re(z) > 0. (1.4)

2)
Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N. (1.5)

Démonstration . 1) En utilisant la définition de la fonction gamma on trouve

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−tt(z+1)−1dt

=

∫ +∞

0

e−ttzdt

= [−e−ttz]t=+∞
t=0 + z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

= zΓ(z).

2) Montrons par récurrence (1.5)

Pour n = 0, on a Γ(0 + 1) =
∫ +∞

0
e−tt(0+1)−1dt = Γ(1) = 1 = 0!.

Supposons que Γ(n + 1) = n! et montrons que Γ(n + 2) = (n + 1)!. Posons dans
(1.4) z = n+ 1 on trouve que

Γ(n+ 2) = (n+ 1)Γ(n+ 1).



1.3. Factorielle décroissante 4

En utilisant l’hypothèse de la récurrence on trouve que

Γ(n+ 2) = (n+ 1)n! = (n+ 1)!.

�

1.3 Factorielle décroissante

Définition 1.3.1. Soit t ∈ N et n ∈ Z, on définit la factorielle décroissante par

tn =


t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n+ 1), si n > 0

1, si n = 0

1
(t+1)(t+2)···(t+|n|) , si n < 0.

(1.6)

Définition 1.3.2. Soit t ∈ N et r ∈ R. On définit la factorielle décroissante généralisée
par

tr =
Γ(t+ 1)

Γ(t− r + 1)
, (1.7)

avec tr = 0 si t− r + 1 < 0 et t+ 1 ≥ 0.

Théorème 1.3.1. Soit ∆ l’opérateur de différence. Alors pour tout t ∈ N et r ∈ Z on a

∆tn = ntn−1, ∀n ∈ N\{0}, (1.8)

et
(t− r)tr = tr+1. (1.9)

Démonstration . 1. En utilisant (1.1) et (1.6) on obtient

∆tn = (t+ 1)n − tn

= (t+ 1)t(t− 1) · · · (t− n− 2)− t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n+ 1)

= t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n− 2)[(t+ 1)− (t− n+ 2)]

= ntn−1,

d’où (1.8).

2. En utilisant (1.4) et (1.7) on trouve

(t− r)tr = (t− r) Γ(t+ 1)

Γ(t− r + 1)

= (t− r) Γ(t+ 1)

(t− r)Γ(t− r)

=
Γ(t+ 1)

Γ(t− r)
= tr+1.
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Donc (1.9) est vérifiée.

�

Remarque 1.3.1. [5]

1. lim
z→−n

|Γ(z)| = +∞, ∀n ∈ N.

2.
lim
s→t

sr = lim
s→t

Γ(s+ 1)

Γ(s− r + 1)
= 0, si t− r + 1 < 0 et t+ 1 ≥ 0.

Théorème 1.3.2. Soient r, α ∈ R et ∆, σ les opérateurs définis par (1.1) et (1.2) res-
pectivement, alors

∆(t+ α)r = r(t+ α)r−1, (1.10)

et
∆(α− t)r = −r(α− σ(t))r−1. (1.11)

Démonstration . En utilisant (1.1), (1.2) et (1.7) on trouve

∆(t+ α)r = (t+ α + 1)r − (t+ α)r

=
Γ(t+ α + 2)

Γ(t+ α + 2− r)
− Γ(t+ α + 1)

Γ(t+ α + 1− r)

=
Γ(t+ α + 1)

Γ(t+ α + 2− r)
[(t+ α + 1)− (t+ α + 1− r)]

= r
Γ(t+ α + 1)

Γ(t+ α− r + 2)

= r(t+ α)r−1.

Donc (1.10) est vérifiée.

∆(α− t)r = ∆(
Γ(α− t+ 1)

Γ(α− t+ 1− r)
)

=
Γ(α− t)

Γ(α− t− r)
− Γ(α− t+ 1)

Γ(α− t+ 1− r)

=
Γ(α− t)

Γ(α− t+ 1− r)
[(α− t− r)− (α− t)]

= −r Γ(α− t)
Γ(α− t+ 1− r)

= −r(α− (t+ 1))r−1

= −r(α− σ(t))r−1.

D’où (1.11) . �

Proposition 1.3.1. Soit n, k ∈ N avec k ≤ n. Alors(
n

k

)
=

nk

Γ(k + 1)
. (1.12)
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Démonstration . En utilisant la définition du coefficient binomial el la propriété (1.5)
on obtient (

n

k

)
=

n!

(n− k)!k!

=
n!

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)

=
Γ(n+ 1)

Γ(n− k + 1)

1

Γ(k + 1)

=
nk

Γ(k + 1)
.

�

Définition 1.3.3. Le coefficient binomial généralisé
(
t
r

)
est défini par(

t

r

)
=

tr

Γ(r + 1)
, (1.13)

où t et r sont tels que le mombre droit de (1.13) soit défini.

Proposition 1.3.2. Soient ∆ l’opérateur de difference. Alors

(i) ∆
(
t
r

)
=
(

t
r−1

)
.

(ii) ∆
(
r+1
t

)
=
(
r+1
t+1

)
.

(iii) ∆Γ(t)= (t− 1)Γ(t).

Démonstration . En utilisant (1.1), (1.4), (1.7) et (1.13) on trouve

(i)

∆

(
t

r

)
= ∆

(
tr

Γ(r + 1)

)
=

(t+ 1)r

Γ(r + 1)
− tr

Γ(r + 1)

=
(t+ 1)r − tr

rΓ(r)

=

Γ(t+2)
Γ(t−r+2)

− Γ(t+1)
Γ(t−r+1)

rΓ(r)

=

Γ(t+1)(t+1)−Γ(t+1)(t−r+1)
Γ(t−r+2)

rΓ(r)

=
(t+ 1− t+ r − 1) Γ(t+1)

Γ(t−r+2)

rΓ(r)
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∆

(
t

r

)
=
r Γ(t+1)

Γ(t−r+2)

rΓ(r)

=

Γ(t+1)
Γ(t−r+2)

Γ(r)

=
tr−1

Γ(r)

=

(
t

r − 1

)
.

(ii)

∆

(
r + 1

t

)
= ∆

(
(r + 1)t

Γ(t+ 1)

)
=

(r + 1)t+1

Γ(t+ 2)
− (r + 1)t

Γ(t+ 1)

=
(r + 1)t+1 − (r + 1)t(t+ 1)

Γ(t+ 2)

=

Γ(r+2)
Γ(r−t+1)

− Γ(r+2)(t+1)
Γ(r−t+2)

Γ(t+ 2)

=
(r − t+ 1) Γ(r+2)

Γ(r−t+2)

Γ(t+ 2)

=

(r−t+1)Γ(r+2)
(r−t+1)Γ(r−t+1)

Γ(t+ 2)

=

Γ(t+2)
Γ(r−t+1)

Γ(t+ 2)

=
(r + 1)t+1

Γ(t+ 2)

=

(
r + 1

t+ 1

)
.

(iii)

∆Γ(t) = Γ(t+ 1)− Γ(t)

= tΓ(t)− Γ(t)

= (t− 1)Γ(t).

�

Proposition 1.3.3. [5] L’expression binomiale pour ∆nf(t) est définit par

∆nf(t) =
n∑
i=0

(−1)i
(
n

i

)
f(t+ n− i). (1.14)
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Définition 1.3.4. Soient f : Na → R, c ≤ d , c ∈ Na. On définit l’intégrale de f par∫ d

c

f(t)∆t =
d∑
t=c

f(t), (1.15)

avec
∫ d
c
f(t)∆t = f(c) + f(c+ 1) + · · ·+ f(d− 1), si d > c.

Théorème 1.3.3. Soient f, g : Na → R deux fonctions réelles, b, c, d ∈ Na, b ≤ c ≤ d,
et α ∈ R. Alors

(i)
∫ c
b
αf(t)∆t = α

∫ c
b
f(t)∆t,

(ii)
∫ c
b
(f(t) + g(t))∆t=

∫ c
b
f(t)∆t+

∫ c
b
g(t)∆t,

(iii)
∫ d
b
f(t)∆t=

∫ c
b
f(t)∆t+

∫ d
c
f(t)∆t,

(iv) |
∫ c
b
f(t)∆t | ≤

∫ c
b
|f(t)| ∆t,

(v) Si F(t)=
∫ t
b
f(s)∆s, ∀t ∈ Nc

b, alors ∆F (t) = f(t), ∀t ∈ Nc−1
b ,

(vi) Si f(t) ≥ g(t), ∀t ∈ Nc−1
b , alors

∫ c
b
f(t)∆t ≥

∫ c
b
g(t)∆t.

Démonstration . En utilisant (1.15), on obtient

(i) ∫ c

b

αf(t)∆t =
c∑
t=b

αf(t)

= α
c∑
t=b

f(t)

= α

∫ c

b

f(t)∆t.

(ii) ∫ c

b

(f(t) + g(t))∆t =
c∑
t=b

(f(t) + g(t))

=
c∑
t=b

f(t) +
c∑
t=b

g(t)

=

∫ c

b

f(t)∆t+

∫ c

b

g(t)∆t.

(iii) ∫ d

b

f(t)∆t =
d∑
t=b

f(t)

=
c∑
t=b

f(t) +
d∑
t=c

f(t)

=

∫ c

b

f(t)∆t+

∫ d

c

f(t)∆t.
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(iv)

|
∫ c

b

f(t)∆t | =|
c∑
t=b

f(t) |

≤
c∑
t=b

| f(t) |

≤
∫ c

b

| f(t) | ∆t.

(v) Si F (t) =
∫ t
b
f(s)∆s. En utilisant la définition de l’opérateur ∆, alors

∆F (t) = ∆

(∫ t

b

f(s)∆s

)
= ∆

(
t∑
s=b

f(s)

)

=
t+1∑
s=b

f(s)−
t∑
s=b

f(s)

= f(t).

(vi) Supposons que f(t) ≥ g(t), ∀t ∈ Nc−1
b , alors

c∑
t=b

f(t) ≥
c∑
t=b

g(t),

donc ∫ c

b

f(t)∆t ≥
∫ c

b

g(t)∆t.

�

Définition 1.3.5. Soit f : Nb
a → R. On dit que F est une primitive de f sur Nb

a si

∆F (t) = f(t), t ∈ Nb−1
a . (1.16)

Exemple 1.3.1. On a

∆

(
1

2
3t
)

=
1

2
3t+1 − 1

2
3t

=
1

2
3t3− 1

2
3t

=
1

2
3t(3− 1)

= 3t, t ∈ N.

Alors F (t) = 1
2
3t est une primitive de f(t) = 3t sur N.
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Théorème 1.3.4. Soient f : Nb
a → R une fonction réelle, G une primitive de f sur Nb

a

et c ∈ R une constante. Alors la fonction F définie par

F (t) = G(t) + c, t ∈ Nb
a,

est une primitive de f.

Démonstration . Supposons que G est une primitive de f sur Nb
a. Soient F (t) = G(t)+c,

t ∈ Nb
a et c une constante. Alors

∆F (t) = ∆(G(t) + c)

= ∆G(t) + ∆c

= ∆G(t)

= f(t), t ∈ Nb
a.

Donc F est une primitive de f sur Nb
a. �

Définition 1.3.6. Soit f : Na → R, l’intégrale indéfinie de f est donnée par∫
f(t)∆t = F (t) + c, (1.17)

où F est une primitive de f et c est une constante réelle.

Théorème 1.3.5. Soient r et α deux constantes. Alors

(i)
∫

(t− α)r∆t = 1
r+1

(t− α)r+1 + c, r 6= −1,

(ii)
∫

(α− σ(t))r∆t = −1
r+1

(α− t)r+1 + c, r 6= −1,

(iii)
∫ (

t
r

)
∆t =

(
t

r+1

)
+ c, r 6= 1,

(iv)
∫ (

r+t
t

)
∆t =

(
r+t
t−1

)
+ c,

(v)
∫

(t− 1)Γ(t)∆t = Γ(t) + c,

(vi)
∫
αt∆t = 1

α−1
αt + c, α 6= 1.

Démonstration . En utilisant (1.8), (1.11) et la Proposition 1.3.2 on trouve

(i) 1
r+1

(t− α)r+1 est une primitive de (t− α)r, donc∫
(t− α)r∆t =

1

r + 1
(t− α)r+1 + c.

(ii) −1
r+1

(α− t)r+1 est une primitive de (α− σ(t))r, alors∫
(α− σ(t))r∆t =

−1

r + 1
(α− t)r+1 + c.
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(iii)
(

t
r+1

)
est une primitive de

(
t
r

)
puisque ∆

(
t

r+1

)
=
(
t
r

)
, donc∫ (

t

r

)
∆t =

(
t

r + 1

)
+ c.

(iv)
(
r+t
t−1

)
est une primitive de

(
r+t
t

)
puisque ∆

(
r+1
t−1

)
=
(
r+t
t

)
, donc∫ (

r + t

t

)
∆t =

(
r + t

t− 1

)
+ c.

(v) Γ(t) est une primitive de (t− 1)Γ(t), alors∫
(t− 1)Γ(t)∆t = Γ(t) + c.

(vi) 1
α−1

αt est une primitive de αt, donc∫
αt∆t =

1

α− 1
αt + c.

�

Théorème 1.3.6. Soient f : Nb
a → R et F une primitive de f sur Nb

a. Alors∫ b

a

f(t)∆t =

∫ b

a

∆F (t)∆t = F (t)|ba = F (b)− F (a). (1.18)

Démonstration . D’après le Théorème 1.3.3 (v), la fonction G définie par

G(t) =

∫ t

a

f(s)∆s, t ∈ Nb
a,

est une primitive de f sur Nb
a, et d’après le Théorème 1.3.4 la fonction F est donnée par

F (t) = G(t) + c, c ∈ R,

est une autre primitive de f sur Nb
a. Alors

F (t)|ba = F (b)− F (a)

= [(G(b) + c)− (G(a) + c)]

= G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(t)∆t.

�

Théorème 1.3.7. [5](Intégration par parties)
Soient u, v : Na → R deux fonctions réelles et b, c ∈ Na, b < c, on a les formules
suivantes ∫ c

b

u(t)∆v(t)∆t = u(t)v(t)|cb −
∫ c

b

v(t)∆u(t)∆t. (1.19)∫ c

b

u(σ(t))∆v(t)∆t = u(t)v(t)|cb −
∫ c

b

v(t)∆u(t)∆t. (1.20)
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Lemme 1.3.1. (Formules de Leibniz).
Soit f : Na+µ × Na → R, alors

∆

[∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

]
=

∫ t−µ+1

a

∆tf(t, τ)∆τ + f(t+ 1, t− µ+ 1), (1.21)

et

∆

[∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

]
=

∫ t−µ+2

a

∆tf(t, τ)∆τ + f(t, t− µ+ 1). (1.22)

Démonstration . En utilisant la définition de ∆, la Définition 1.3.4 et le Théorème 1.3.3
(iv), alors

∆

[∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

]
=

∫ t−µ+2

a

f(t+ 1, τ)∆τ −
∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

=

∫ t−µ+1

a

f(t+ 1, τ)∆τ +

∫ t−µ+2

t−µ+1

f(t+ 1, τ)∆τ −
∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

=

∫ t−µ+1

a

[f(t+ 1, τ)− f(t, τ)] ∆τ +

∫ t−µ+2

t−µ+1

f(t+ 1, τ)∆τ

=

∫ t−µ+1

a

∆tf(t, τ)∆τ +

∫ t−µ+2

t−µ+1

f(t+ 1, τ)∆τ

=

∫ t−µ+1

a

∆tf(t, τ)∆τ + f(t+ 1, t− µ+ 1).

∆

[∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

]
=

∫ t−µ+2

a

f(t+ 1, τ)∆τ −
∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

=

∫ t−µ+2

a

[f(t+ 1, τ)− f(t, τ)] ∆τ

+

∫ t−µ+2

a

f(t, τ)∆τ −
∫ t−µ+1

a

f(t, τ)∆τ

=

∫ t−µ+2

a

∆tf(t, τ)∆τ +

∫ t−µ+2

t−µ+1

f(t, τ)∆τ

=

∫ t−µ+2

a

∆tf(t, τ)∆τ + f(t, t− µ+ 1).

�

Théorème 1.3.8. Soit f : Na × Na → R. Alors

∆

(∫ t

a

f(t, s)∆s

)
=

∫ t

a

∆tf(t, s)∆s+ f(σ(t), t), t ∈ Na. (1.23)
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Démonstration . En utilisant la définition de ∆ et le Théorème 1.3.3 (iv), alors

∆

(∫ t

a

f(t, s)∆s

)
=

∫ t+1

a

f(t+ 1, s)∆s−
∫ t

a

f(t, s)∆s

=

∫ t

a

f(t+ 1, s)∆s+

∫ t+1

t

f(t+ 1, s)∆s−
∫ t+1

a

f(t, s)∆s

=

∫ t

a

[f(t+ 1, s)− f(t, s)] ∆s+

∫ t+1

t

f(t+ 1, s)∆s

=

∫ t

a

∆tf(t, s)∆s+

∫ t+1

t

f(t+ 1, s)∆s

=

∫ t

a

∆tf(t, s)∆s+

∫ t+1

t

f(σ(t), s)∆s

=

∫ t

a

∆tf(t, s)∆s+ f(σ(t), t).

�

1.4 Théorème de Taylor

Définition 1.4.1. Soit s ∈ Na. On définit les monômes de Taylor discrets hn(t, s), n ∈ N
par

hn(t, s) =
(t− s)n

n!
, t ∈ Na. (1.24)

Théorème 1.4.1. Soient hn(t, s) le monôme de Taylor et c une constante réelle. Alors

(i) h0(t, a) = 1, t ∈ Na,

(ii) hn(t, t) = 0, t ∈ Na, n ∈ N1,

(iii) ∆hn+1(t, a) = hn(t, a), t ∈ Na, n ∈ N0,

(iv)
∫
hn(t, a)∆t = hn+1(t, a) + c, t ∈ Na, n ∈ N0,

(v) ∆shn+1(t, s) = −hn(t, σ(s)), t ∈ Na, n ∈ N0,

(vi)
∫
hn(t, σ(s))∆s = −hn+1(t, s) + c, t ∈ Na, n ∈ N0,

c est une constante.

Démonstration . En utilisant (1.6), (1.24) et le Théorème 1.3.5 on trouve

(i) h0(t, a) = (t−a)0

0!
= 1.

(ii) hn(t, t) = (t−t)n
n!

= 0.

(iii) De (1.1) on a

∆hn+1(t, a) = ∆

(
(t− a)n+1

(n+ 1)!

)
=

1

(n+ 1)!
∆(t− a)n+1,
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et d’après (1.7) on obtient

∆hn+1(t, a) =
1

(n+ 1)!
∆

(
Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a+ 1− n− 1)

)
=

1

(n+ 1)!
∆

(
Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− n)

)
=

1

(n+ 1)!

(
Γ(t− a+ 2)

Γ(t− a− n+ 1)
− Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− n)

)
=

1

(n+ 1)!

(
Γ(t− a+ 2)− Γ(t− a+ 1)(t− a− n)

Γ(t− a− n+ 1)

)
=

1

(n+ 1)!

(
(t− a− t+ a+ n)

Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− n+ 1)

)
=

1

(n+ 1)n!

(
(n+ 1)

Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− n+ 1)

)
=

Γ(t−a+1)
Γ(t−a−n+1)

n!

=
(t− a)n

n!

= hn(t, a).

(iv) ∫
hn(t, a)∆t =

∫
(t− a)n

n!
∆t

=
1

n!

∫
(t− a)n∆t

=
1

n!

(
1

n+ 1
(t− a)n+1 + c

)
=

1

(n+ 1)n!
(t− a)n+1 + c

=
1

(n+ 1)!
(t− a)n+1 + c

= hn+1(t, a) + c.

(v)

∆shn+1(t, s) = ∆s
(t− s)n+1

(n+ 1)!

=
1

(n+ 1)!
∆s(t− s)n+1.



1.4. Théorème de Taylor 15

En utilisant (1.11) on trouve

∆shn+1(t, s) =
1

(n+ 1)n!
(−(n+ 1)(t− σ(s)))n+1−1

= − 1

n!
(t− σ(s))n

= −(t− σ(s))n

n!

= −hn(t, σ(s)).

(vi) ∫
hn(t, σ(s))∆s =

∫
(t− σ(s))n

n!
∆s

=
1

n!

∫
(t− σ(s))n∆s

=
1

n!

(
− 1

n+ 1
(t− s)n+1 + c

)
= − 1

(n+ 1)n!
(t− s)n+1 + c

= − 1

(n+ 1)!
(t− s)n+1 + c

= −hn+1(t, s) + c.

�

Théorème 1.4.2. (Formule de Taylor).
Soient f : Na → R et n ∈ N. Alors

f(t) = pn(t) +Rn(t), t ∈ Na,

où

pn(t) =
n∑
k=0

∆kf(a)
(t− a)k

k!
=

n∑
k=0

∆kf(a)hk(t, a), t ∈ Na,

et
Rn(t) =

∫ t

a

(t− σ(s))n

n!
∆n+1f(s)∆s =

∫ t

a

hn(t, σ(s))∆n+1f(s)∆s, t ∈ Na.

Démonstration . • Si n = 0, alors

p0(t) +R0(t) =
0∑

k=0

∆0f(a)h0(t, a) +

∫ t

a

h0(t, σ(s))∆0+1f(s)∆s

= f(a)h0(t, a) +

∫ t

a

h0(t, σ(s))∆f(s)∆s.
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On a d’après (1.19) et le Théorème 1.4.1

p0(t) +R0(t) = f(a) +

∫ t

a

∆f(s)∆s

= f(a) + f(s)|ta −
∫ t

a

f(s)∆1∆t

= f(a) + f(t)− f(a)

= f(t).

Par conséquent, le théorème de Taylor est vérifié pour n = 0.
• Soit n ∈ N1. Montrons que Rn(t) = f(t)− pn(t), ∀t ∈ Na.
Soient u et v telles que

u(σ(s)) = hn(t, σ(s)), ∆v(s) = ∆n+1f(s).

Alors
u(s) = hn(t, s), v(s) = ∆nf(s).

D’après le Théorème 1.4.1 (v) on a

∆shn(t, s) = ∆su(s) = −hn−1(t, σ(s)).

En utilisant la formule (1.20) on trouve

Rn(t) =

∫ t

a

hn(t, σ(s))∆n+1f(s)∆s

= hn(t, s)∆nf(s)|s=ts=a +

∫ t

a

hn−1(t, σ(s))∆nf(s)∆s

= hn(t, t)∆nf(t)− hn(t, a)∆nf(a) +

∫ t

a

hn−1(t, σ(s))∆nf(s)∆s

= −hn(t, a)∆nf(a) +

∫ t

a

hn−1(t, σ(s))∆nf(s)∆s.

• Si n ≥ 2 on applique la formule d’intégration par parties (1.20), pour obtenir

Rn(t) = −∆nf(a)hn(t, a) + hn−1(t, s)∆n−1f(s)|s=ts=a +

∫ t

a

hn−2(t, σ(s))∆n−1f(s)∆s

= −∆nf(a)hn(t, a)−∆n−1f(a)hn−1(t, a) +

∫ t

a

hn−2(t, σ(s))∆n−1f(s)∆s.

• Par induction sur n, on obtient

Rn(t) = −
n∑
k=1

∆kf(a)hk(t, a) +

∫ t

a

h0(t, σ(s))∆f(s)∆s

= −
∑
k=1

∆kf(a)hk(t, a) + f(t)− f(a)

= −
n∑
k=0

∆kf(a)hk(t, a) + f(t).

�
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Remarque 1.4.1. Le polynôme pn est appelé polynôme de Taylor de degré n et Rn est le
reste de Taylor.

Définition 1.4.2. Soit f : Na → R une fonction réelle, on définit la série de Taylor de f
en t = a par

+∞∑
k=0

∆kf(a)
(t− a)k

k!
=

+∞∑
k=0

∆kf(a)hk(t, a).



CHAPITRE 2

CALCUL FRACTIONNAIRE

Nous commençons ce chapitre par donner la définition de la somme fractionnaire et la
définition de l’opérateur de différence fractionnaire. Ensuite nous donnons les différentes
compositions entre une somme fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.
Les notion de ce chapitre sont de [4, 6].

2.1 Somme fractionnaire et opérateur de différence frac-

tionnaire

Théorème 2.1.1. Soient f : Na → R une fonction réelle et hn les monômes de Taylor.
Alors ∫ t

a

∫ τ1

a

· · ·
∫ τn−1

a

f(τn)∆τn · · ·∆τ2∆τ1 =

∫ t

a

hn−1(t, σ(s))f(s)∆s. (2.1)

Démonstration . Montrons par récurrence (2.1).
• Si n = 1, (2.1) est vraie.
• Supposons que (2.1) est vraie pour n est montrons qu’elle est vraie pour n+ 1.
Soient

y(t) =

∫ t

a

∫ τ1

a

· · ·
∫ τn−1

a

∫ τn

a

f(τn+1)∆τn+1∆τn · · ·∆τ2∆τ1,

et

g(τn) =
∫ τn
a
f(τn+1)∆τn+1.

18
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Alors

y(t) =

∫ t

a

hn−1(t, σ(s))g(s)∆s

=

∫ t

a

u(s)∆v(s)∆s,

telle que
u(s) = g(s), ∆v(s) = hn−1(t, σ(s)).

Donc d’après le Théorème 1.4.1 (v) on a

∆u(s) = f(s), v(s) = −hn(t, s), v(σ(s)) = −hn(t, σ(s)).

En intégrant par parties on trouve que

y(t) = −hn(t, s)

∫ s

a

f(τn+1)∆τn+1|ta +

∫ t

a

hn(t, σ(s))f(s)∆s

=

∫ t

a

hn(t, σ(s))f(s)∆s.

�

Définition 2.1.1. Le monôme de Taylor fractionnaire d’ordre ν est défini par

hν(t, s) =
(t− s)ν

Γ(ν + 1)
. (2.2)

Théorème 2.1.2. Soient t, s ∈ Na. Alors

(i) hν(t, t) = 0,

(ii) ∆hν(t, a) = hν−1(t, a),

(iii) ∆shν(t, s) = −hν−1(t, σ(s)),

(iv)
∫
hν(t, a)∆t = hν+1(t, a) + c,

(v)
∫
hν(t, σ(s))∆s = −hν+1(t, s) + c.

Démonstration . En utilisant (1.1), (1.4), (1.7) et (2.2), on trouve

(i) hν(t, t) = (t−t)v
Γ(ν+1)

= 0.
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(ii)

∆hν(t, a) = ∆

(
(t− a)ν

Γ(ν + 1)

)
=

(t− a+ 1)ν

Γ(ν + 1)
− (t− a)ν

Γ(ν + 1)

=
Γ(t− a+ 2)

Γ(ν + 1)Γ(t− a− ν + 2)
− Γ(t− a+ 1)

Γ(ν + 1)Γ(t− a− ν + 1)

=
Γ(t− a+ 1)(t− a+ 1)

Γ(ν + 1)Γ(t− a− ν + 2)
− Γ(t− a+ 1)(t− a− ν + 1)

Γ(ν + 1)Γ(t− a− ν + 2)

= [(t− a+ 1)− (t− a− ν + 1)]
Γ(t− a+ 1)

Γ(ν + 1)Γ(t− a− ν + 2)

= ν
Γ(t− a+ 1)

νΓ(ν)Γ(t− a− ν + 2)

=
(t− a)ν−1

Γ(ν)

= hν−1(t, a).

(iii)

∆shν(t, s) = hν(t, s+ 1)− hν(t, s)

=
(t− s− 1)ν

Γ(ν + 1)
− (t− s)ν

Γ(ν + 1)

=
Γ(t− s)

Γ(t− s− ν)Γ(ν + 1)
− Γ(t− s+ 1)

Γ(t− s+ 1− ν)Γ(ν + 1)

= [(t− s− ν)− (t− s)] Γ(t− s)
Γ(ν + 1)Γ(t− s− ν + 1)

= − νΓ(t− s)
νΓ(ν)Γ(t− s− ν + 1)

= − Γ(t− s)
Γ(ν)Γ(t− s− ν + 1)

,

en utilisant (1.11), alors

∆shν(t, s) = −(t− σ(s))ν−1

Γ(ν)

= −hν−1(t, σ(s)).

(iv) ∫
hν(t, a)∆t =

∫
(t− a)ν

Γ(ν + 1)
∆t

=
1

Γ(ν + 1)

∫
(t− a)ν∆t.
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En utilisant le Théorème 1.3.5 (i) on obtient∫
hν(t, a)∆t =

1

Γ(ν + 1)

[
1

ν + 1
(t− a)ν+1 + c

]
=

(t− a)ν+1

Γ(ν + 2)
+ c

= hν+1(t, a) + c.

(v) ∫
hν(t, σ(s))∆s =

∫
(t− σ(s))ν

Γ(ν + 1)
∆s

=
1

Γ(ν + 1)

∫
(t− σ(s))ν∆s.

En utilisant le Théorème 1.3.5 (ii), alors∫
hν(t, σ(s))∆s =

1

Γ(ν + 1)

[
− 1

ν + 1
(t− s)ν+1 + c

]
= −(t− s)ν+1

Γ(ν + 2)
+ c

= −hν+1(t, s) + c.

�

Définition 2.1.2. Soient f : Na → R et ν > 0. On définit la somme fractionnaire d’ordre
ν de f par

∆−νa f(t) =

∫ t−ν+1

a

hν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

=
t−ν∑
τ=a

hν−1(t, σ(τ))f(τ), t ∈ Na+ν . (2.3)

Remarque 2.1.1. ∆−νa f est définie sur Na+ν−m où m ∈ N avec m− 1 < ν ≤ m car

∆−va f(t) = 0, t ∈ Na+v−1
a+v−m.

Lemme 2.1.1. Soient f : Na → R et ν > 0. Alors la somme fractionnaire d’ordre ν de f
en a est une combinaison linéaire de f(a), f(a+ 1), . . . , f(t− ν − 1), f(t− ν). De plus on
a

∆−νa f(t) = hν−1(t, σ(a))f(a) + · · ·+ νf(t− ν − 1) + f(t− ν). (2.4)

Démonstration . D’après la définition de ∆−νa on a

∆−νa f(t) = hν−1(t, σ(a))f(a)+. . .+hν−1(t, σ(t−ν−1))f(t−ν−1)+hν−1(t, σ(t−ν))f(t−ν).

(2.5)
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En utilisant la définition de σ et de hν−1 on trouve

hν−1(t, σ(t− 1− ν)) =
(t− (t− ν))ν−1

Γ(ν − 1 + 1)

=
νν−1

Γ(ν)
.

D’après (1.7) on a

hν−1(t, σ(t− 1− ν)) =
Γ(ν + 1)

Γ(2)Γ(ν)
= ν, (2.6)

et

hν−1(t, σ(t− ν)) = hν−1(t, t− ν + 1))

=
(t− (t− ν + 1))ν−1

Γ(ν)

=
(ν − 1)ν−1

Γ(ν)
.

De (1.7) on a

hν−1(t, σ(t− ν)) =
Γ(ν)

Γ(ν)Γ(1)
= 1. (2.7)

En combinant (2.5), (2.6) et (2.7) on trouve (2.4). �

Exemple 2.1.1. Calculons ∆
− 1

2
0 1.

On a

∆
1
2
0 1 =

∫ t+ 1
2

0

h− 1
2
(t, σ(s)).1∆s

= −h 1
2
(t, s)|s=t+

1
2

s=0 .

En utilisant le Théorème 2.1.2 et (1.7) on obtient

∆
1
2
0 1 = −h 1

2
(t, t+

1

2
) + h 1

2
(t, 0)

= −
(−1

2
)
1
2

Γ(3
2
)

+
t
1
2

Γ(3
2
)

= −
Γ(1

2
)

Γ(0)Γ(3
2
)

+
Γ(t+ 1)

Γ(3
2
)Γ(t+ 1

2
)

=
Γ(t+ 1)

Γ(3
2
)Γ(t+ 1

2
)
.

Définition 2.1.3. Soient f : Na → R et ν ∈ R∗+ avec n−1 < ν ≤ n. On définit l’opérateur
de différence fractionnaire d’ordre ν par

∆ν
af(t) =

∆n∆
−(n−ν)
a f(t), t ∈ Na+n−ν ,

∆nf(t), ν = n ∈ N.
(2.8)
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Théorème 2.1.3. Soient f : Na → R et ν ∈ R∗+, avec n− 1 < ν ≤ n . Alors

∆ν
af(t) =


∫ t+ν+1

a
h−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ, n− 1 < ν < n

∆nf(t), ν = n.
(2.9)

Pour t ∈ Na+n−ν.

Démonstration . Soient ν ∈ R∗+ avec n− 1 < ν ≤ n.
• Supposons que ν = n, alors

∆ν
af(t) = ∆n∆−(n−n)

a f(t)

= ∆n∆−0
a f(t)

= ∆nf(t).

• Soit n− 1 < ν < n. Donc

∆ν
af(t) = ∆n∆−(n−ν)

a f(t)

= ∆n

[∫ t−(n−ν)+1

a

hn−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

]

= ∆n−1∆

[∫ t−(n−ν)+1

a

hn−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

]
.

En utilisant (1.22) on obtient

∆ν
af(t) = ∆n−1

[∫ t−(n−ν−1)+1

a

hn−ν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ

+hn−ν−1(t, t− (n− ν − 2))f(t− (n− ν − 1))]

calcule hn−ν−1(t, t− (n− ν − 2))f(t− (n− ν − 1)).
En utilisant (1.7) et (2.2) on trouve

hn−ν−1(t, t− (n− ν − 2))f(t− (n− ν − 1)) =
(t− t+ (n− ν − 2))n−ν−1

Γ(n− ν − 1 + 1)
f(t− (n− ν − 1))

=
(n− ν − 2)n−ν−1

Γ(n− ν)
f(t− (n− ν − 1))

=
Γ(n− ν − 1)

Γ(0)Γ(n− ν)
f(t− (n− ν − 1))

= 0.
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Donc

∆ν
af(t) = ∆n−1

[∫ t−(n−ν−1)+1

a

hn−ν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ

]

= ∆n−2

[∫ t−(n−ν−2)+1

a

hn−ν−3(t, σ(τ))f(τ)∆τ

+ hn−ν−2(t, t− (n− ν − 3))f(t− (n− ν − 2))]

= ∆n−2

[∫ t−(n−ν−2)+1

a

hn−ν−3(t, σ(τ))f(τ)∆τ

]
= · · · · · · · · · · · · ·

= ∆n−n

[∫ t−(n−ν−n)+1

a

hn−ν−n−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

+ hn−ν−1(t, t− (n− ν − (t+ 1)))f(t− (n− ν − n))]

=

∫ t+ν+1

a

h−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ + h−ν(t, t+ ν + 1)f(t+ ν)

=

∫ t+ν+1

a

h−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ.

�

Théorème 2.1.4. Soient µ ≥ 0 et ν ∈ R∗+. Alors

∆−νa+µ(t− a)µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν , ∀t ∈ Na+µ+ν . (2.10)

Démonstration . Supposons que µ ≥ 0 et ν ∈ R∗+. On définit les deux fonctions g1 et
g2 sur Na+µ+ν par

g1(t) =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν ,

et

g2(t) = ∆−νa+µ(t− a)µ =
t−ν∑

s=a+µ

hν−1(t, σ(s))(s− a)µ. (2.11)

D’abord montrons que g1 et g2 sont des solutions du problème suivant

(t− a− (µ+ ν) + 1)∆g(t) = (µ+ ν)g(t), (2.12)

g(a+ µ+ ν) = Γ(µ+ 1). (2.13)

on a

g1(a+ µ+ ν) =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(µ+ ν)µ+ν .
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En utilisant (1.7) on obtient

g1(a+ µ+ ν) =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

Γ(µ+ ν + 1)

Γ(µ+ ν − µ− ν + 1)

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

Γ(µ+ ν + 1)

Γ(1)

= Γ(µ+ 1).

On a aussi

g2(a+ µ+ ν) =

µ∑
s=a+µ

hν−1(a+ µ+ ν, σ(s))(s− a)µ

=
1

Γ(ν)

a+µ∑
s=a+µ

(a+ µ+ ν − σ(s))ν−1(s− a)µ

=
1

Γ(ν)
(ν − 1)ν−1µµ.

En utilisant (1.7) on trouve

g2(a+ µ+ ν) =
1

Γ(ν)

Γ(ν − 1 + 1)

Γ(ν − 1− ν + 1 + 1)

Γ(µ+ 1)

Γ(µ− µ+ 1)

=
1

Γ(ν)
Γ(ν)Γ(µ+ 1)

= Γ(µ+ 1).

Alors g1 et g2 vérifient (2.13).
Montrons que g1 et g2 vérifient l’équation aux différences (2.12).
Soit t ∈ Na+µ+ν . En utilisant la définition de ∆ et (1.7) on obtient

∆g1(t) = ∆

(
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν

)
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
∆
(
(t− a)µ+ν

)
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

[
(t− a+ 1)µ+ν − (t− a)µ+ν

]
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

[
Γ(t− a+ 1 + 1)

Γ(t− a+ 1− µ− ν + 1)
− Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− µ− ν + 1)

]
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

[
Γ(t− a+ 2)

Γ(t− a− µ− ν + 2)
− Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− µ− ν + 1)

]
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)

[
((t− a+ 1)− (t− a− µ− ν + 1))

Γ(t− a+ 1)

Γ(t− a− µ− ν + 2)

]
.

Alors
∆g1(t) = (µ+ ν)

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν−1. (2.14)
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Multiplions les deux membres de (2.14) par t− a− (µ+ ν) + 1 on trouve

(t− a− (µ+ ν) + 1)∆g1(t) = (µ+ ν)
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
[t− a− (µ+ ν − 1)] (t− a)µ+ν−1

= (µ+ ν)
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν

= (µ+ ν)g1(t).

D’où g1 satisfait le problème (2.12)-(2.13).
Maintenant montrons que g2 satisfait aussi l’équation aux différences (2.12). En appliquant
(1.1) et (1.7) on obtient

∆g2(t) = ∆

[
t−ν∑

s=a+µ

hν−1(t, σ(s))(s− a)µ

]

= ∆

[
t−ν∑

s=a+µ

(t− σ(s))ν−1

Γ(ν − 1 + 1)
(s− a)µ

]

=
1

Γ(ν)
∆

[
t−ν∑

s=a+µ

(t− σ(s))ν−1(s− a)µ

]

=
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(ν − 1)(t− σ(s))ν−2(s− a)µ +
1

Γ(ν)
(ν − 1)ν−1(t+ 1− ν − a)µ.

De (1.7) on trouve

∆g2(t) =
ν − 1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a)µ + (t+ 1− ν − a)µ. (2.15)

D’autre part, en utilisant (1.9) on obtient

g2(t) =
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

[(t− σ(s))− (ν − 2)] (t− σ(s))ν−2(s− a)µ

=
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

[(t− a− (µ+ ν) + 1)− (s− a− µ)] (t− σ(s))ν−2(s− a)µ

=
t− a− (µ+ ν) + 1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a)µ

− 1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a− µ)(s− a)µ

= h(t)− k(t).

Où

h(t) =
t− a− (µ+ ν) + 1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a)µ, (2.16)
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et

k(t) =
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a− µ)(s− a)µ. (2.17)

De (2.15) et (2.16) on trouve

(t− a+ (µ+ ν) + 1)∆g2(t) = (t− a+ (µ+ ν) + 1)
ν − 1

Γ(ν)

×
t−ν∑

s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a)µ + (t+ 1− ν − a)µ.

En utilisant (1.9) on a

(t− a+ (µ+ ν) + 1)∆g2(t) = (ν − 1)h(t) + (t+ 1− ν − a)µ+1. (2.18)

D’autre part en intégrant par parties on a

k(t) =
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−2(s− a)µ+1.

En utilisant (1.8) et (1.9), on trouve

k(t) =
1

Γ(ν)

[
−(s− a)µ+1(t− s)ν−1

ν − 1

]t+1−ν

s=a+µ

+
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(µ+ 1)(s− a)µ(t− σ(s))ν−1

ν − 1

=
1

Γ(ν)

[
− Γ(ν)

ν − 1
(t+ 1− ν − a)µ+1

]
+

µ+ 1

(ν − 1)Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−1(s− a)µ

= −(t+ 1− ν − a)µ+1

ν − 1
+

µ+ 1

(ν − 1)Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−1(s− a)µ

=
1

ν − 1

[
µ+ 1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a+µ

(t− σ(s))ν−1(s− a)µ − (t+ 1− ν − a)µ+1

]
.

Donc
(µ+ 1)g2(t)− (ν − 1)k(t) = (t+ 1− ν − a)µ+1. (2.19)

De (2.18) et (2.19) on obtient

(t− a+ (µ+ ν) + 1)∆g2(t) = (ν − 1)h(t) + (t+ 1− ν − a)µ+1

= (ν − 1)h(t)− (ν − 1)k(t) + (µ+ 1)g2(t)

= (ν − 1)g2(t) + (µ+ 1)g2(t)

= (µ+ ν)g2(t).

D’où g2 satisfait le problème (2.12)-(2.13).
Alors g1 et g2 vérifient la même équation avec une condition initiale, donc g1 ≡ g2. �
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Exemple 2.1.2. Calculons ∆
− 3

2
5
2

(t− 2)
1
2 .

En utilisant (2.10) et (1.7) on trouve

∆
− 3

2
5
2

(t− 2)
1
2 = ∆

− 3
2

2+ 1
2

(t− 2)
1
2

=
Γ(3

2
)

Γ(3)
(t− 2)2

=
Γ(3

2
)

Γ(3)

Γ(t− 1)

Γ(t− 3)
, t ∈ N2.

Théorème 2.1.5. Soient µ > 0 et ν ∈ R∗+, avec n− 1 < ν < n. Alors

∆ν
a+µ(t− a)µ =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ− ν + 1)
(t− a)µ−ν , ∀t ∈ Na+µ+n−ν . (2.20)

Démonstration . Pour t ∈ Na+µ+n−ν on a

∆ν
a+µ(t− a)µ = ∆n

[
∆
−(n−ν)
a+µ (t− a)µ

]
= ∆n

[
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 + n− ν)
(t− a)µ+n−ν

]
=

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 + n− ν)
∆n
[
(t− a)µ+n−ν] .

En utilisant (1.8) et (2.10) on obtient

∆ν
a+µ(t− a)µ =

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1 + n− ν)

Γ(µ+ n+ 1− ν)

Γ(µ− ν + 1)
(t− a)µ−ν

=
Γ(µ+ 1)

Γ(µ− ν + 1)
(t− a)µ−ν .

�

Exemple 2.1.3. Calculons ∆
1
2
5
2

(t− 1)
3
2 .

En utilisant (2.20) on trouve

∆
1
2
5
2

(t− 1)
3
2 =

Γ(3
2
)

Γ(3
2
− 1

2
+ 1)

(t− 1)
3
2
− 1

2

=
Γ(5

2
)

Γ(2)
(t− 1)1

=
Γ(5

2
)

Γ(2)
(t− 1), t ∈ N1.

Théorème 2.1.6. Soient µ > 0 et ν ∈ R∗+. Alors

(i) ∆−νa+µhµ(t, a) = hµ+ν(t, a), t ∈ Na+µ+ν,

(ii) ∆ν
a+µhµ(t, a) = hµ−ν(t, a), t ∈ Na+µ−ν.
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Démonstration . (i) D’après (2.10) et (2.2) on a

∆−νa+µhµ(t, a) = ∆−νa+µ

(t− a)µ

Γ(µ+ 1)

=
1

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a)µ+ν

=
(t− a)µ+ν

Γ(µ+ ν + 1)

= hµ+ν(t, a).

(ii) En utilisant (2.20) et (2.2) on trouve

∆ν
a+µhµ(t, a) = ∆ν

a+µ

(t− a)µ

Γ(µ+ 1)

=
1

Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ 1)

Γ(µ− ν + 1)
(t− a)µ−ν

=
(t− a)µ−ν

Γ(µ− ν + 1)

= hµ−ν(t, a).

�

Théorème 2.1.7. Soient f : Na → R et n− 1 < ν ≤ n. Alors

∆ν
af(t) =

t+ν−a∑
k=0

(−1)k
(
ν

k

)
f(t+ ν − k), t ∈ Na+n−ν , (2.21)

et

∆−νa f(t) =
t−ν−a∑
k=0

(−1)k
(
−ν
k

)
f(t− ν − k)

=
t−ν−a∑
k=0

(
ν + k − 1

k

)
f(t− ν − k), t ∈ Na+ν . (2.22)

Démonstration . Soient f : Na → R, n− 1 ≤ ν ≤ n et t ∈ Na+n−ν . Alors
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t = a+ n− ν +m avec m ∈ N. En utilisant (1.7), (2.2) et (2.9) on trouve

∆ν
af(t) =

∫ t+ν+1

a

h−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

=
t+ν∑
τ=a

(t− σ(τ))−ν−1

Γ(−ν)
f(τ)

=
t+ν∑
τ=a

Γ(t− τ)

Γ(t− τ + ν + 1)Γ(−ν)
f(τ)

=
a+n+m∑
τ=a

Γ(a+ n− ν +m− τ)

Γ(a+ n+m− τ + 1)Γ(−ν)
f(τ)

=
n+m∑
τ=0

Γ(n+m− τ − ν)

Γ(n+m− τ + 1)Γ(−ν)
f(a+ τ)

= f(a+ n+m) +
n+m−1∑
τ=0

(n+m− 1− τ − ν) · · · (−ν)

Γ(n+m− τ + 1)
f(a+ τ)

= f(a+ n+m) +
n+m−1∑
τ=0

(−1)n+m−τ (ν) · · · (ν − (n+m− τ) + 1)

Γ(n+m− τ + 1)
f(a+ τ)

∆ν
af(t) =

n+m∑
τ=0

(−1)n+m−τ
(

ν

n+m− τ

)
f(a+ τ)

=
n+m∑
k=0

(−1)k
(
ν

k

)
f(a+ n+m− k)

=
n+m∑
k=0

(−1)k
(
ν

k

)
f((a+ n− ν +m) + ν − k)

=
t−a+ν∑
k=0

(−1)k
(
ν

k

)
f(t+ ν − k).

Donc (2.21) est vérifié.
Pour montrer (2.22) il suffit d’utiliser (2.21) et la relation(

−ν
k

)
= (−1)k

(
ν + k − 1

k

)
.

�

2.2 Règles de compositions

2.2.1 Composition de deux sommes fractionnaires

.



2.2. Règles de compositions 31

Théorème 2.2.1. Soient f : Na → R une fonction réelle et µ, ν ∈ R∗+. Alors[
∆−µa+ν(∆

−ν
a f)

]
(t) = (∆−(µ+ν)

a f)(t) =
[
∆−νa+µ(∆−µa f)

]
(t), t ∈ Na+µ+ν . (2.23)

Démonstration . Soit t ∈ Na+µ+ν . En utilisant la définition de la somme fractionnaire
on trouve[

∆−µa+ν(∆
−ν
a f)

]
(t) =

t−µ∑
s=a+ν

hµ−1(t, σ(s))
(
∆−νa f

)
(s)

=
1

Γ(µ)

t−µ∑
s=a+ν

(t− σ(s))µ−1
(
∆−νa f

)
(s)

=
1

Γ(µ)

t−µ∑
s=a+ν

(t− σ(s))µ−1

(
1

Γ(ν)

s−ν∑
r=a

(s− σ(r))ν−1f(r)

)

=
1

Γ(µ)Γ(ν)

t−µ∑
s=a+ν

s−ν∑
r=a

(t− σ(s))µ−1(s− σ(r))ν−1f(r)

=
1

Γ(µ)Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

t−µ∑
s=r+ν

(t− σ(s))µ−1(s− σ(r))ν−1f(r).

Soit x = s− σ(r), alors si s = t− µ, x = t− µ− σ(r) et t− σ(s) = t− x− r − 2. Donc

[
∆−µa+ν(∆

−ν
a f)

]
(t) =

1

Γ(µ)Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

t−µ−σ(r)∑
x=ν−1

(t− x− r − 2)µ−1xν−1

 f(r)

=
1

Γ(µ)Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

[
t−µ−r−1∑
x=ν−1

(t− r − 1− σ(x))µ−1xν−1

]
f(r)

=
1

Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

 1

Γ(µ)

(t−r−1)−µ∑
x=ν−1

(t− σ(r)− σ(x))µ−1xν−1

 f(r)

=
1

Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

[
∆−µν−1t

ν−1
]
t→t−r−1

f(r).

En utilisant (2.10) on obtient

[
∆−µa+ν(∆

−ν
a f)

]
(t) =

1

Γ(ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

Γ(ν)

Γ(µ+ ν)
(t− r − 1)µ+ν−1f(r)

=
1

Γ(µ+ ν)

t−(µ+ν)∑
r=a

(t− σ(r))µ+ν−1f(r)

= (∆−(µ+ν)
a )f(t).

Comme µ et ν sont arbitraires, alors[
∆−µa+ν(∆

−ν
a f)

]
(t) = (∆−(µ+ν)

a f)(t) =
[
∆−νa+µ(∆−µa f)

]
(t), ∀t ∈ Na+µ+ν .

�
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2.2.2 Composition d’un opérateur de différence fractionnaire avec

une somme fractionnaire

Lemme 2.2.1. Soient f : Na → R et ν > 0 avec n− 1 < ν ≤ n. Alors[
∆k(∆−νa f)

]
(t) = (∆k−ν

a f)(t), t ∈ Na+ν , (2.24)

et [
∆k(∆ν

af)
]

(t) = (∆k+ν
a f)(t), t ∈ Na+n−ν . (2.25)

Démonstration . Soient f : Na → R et ν > 0 avec n− 1 < ν ≤ n.
• Supposons que ν = n, alors pour t ∈ Na+n on a

∆∆−1
a f(t) = ∆

[∫ t

a

f(τ)∆τ

]
.

En utilisant le Théorème 1.3.3 (v) on trouve

∆∆−1
a f(t) = f(t).

Maintenant soit k ≥ 1. En utilisant (2.23) on obtient

∆k+1∆k+1
a f(t) = ∆k+1∆−1

a+k∆
−k
a f(t)

= ∆k
[
∆∆−1

a+k

]
∆−ka f(t)

= ∆k∆−ka f(t)

= f(t), t ∈ Na+k+1.

Donc pour tout t ∈ Na+n on a∆k∆−na f(t) = ∆k−n [∆n∆−na ] f(t) = ∆k−nf(t), k ≥ n,

∆k∆−na f(t) = ∆k∆−ka+n−n

[
∆
−(n−k)
a

]
f(t) = ∆k−n

a f(t), k < n.

Alors pour tout k ∈ N, (2.24) est vraie pour le cas ν = n.
Pour (2.25). Il est clair que les opérateurs de différence d’ordre entier commutent.
• Supposons que n− 1 < ν < n. Tout d’abord montrons que

∆∆ν
af(t) = ∆1+ν

a f(t).
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En utilisant les formules (1.21) et (2.9) on trouve

∆∆ν
af(t) = ∆

[∫ t+ν+1

a

h−ν−1(t, σ(τ))f(τ)∆τ

]
=

∫ t+ν+1

a

h−ν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ + hν−1(σ(t), t+ ν + 1)f(t+ ν + 1)

=

∫ t+ν+1

a

h−ν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ + f(t+ ν + 1)

=

∫ t+ν+2

a

h−ν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ

= ∆−(−ν−1)
a f(t)

= ∆1+ν
a f(t).

Donc pour tout k ∈ N

∆k∆ν
af(t) = ∆k−1 [∆∆ν

af(t)]

= ∆k−1∆1+ν
a f(t)

= ∆k+ν
a f(t).

D’où (2.25).
De la même manière on peut montrer (2.24).

�

Théorème 2.2.2. Soient f : Na → R et ν, µ > 0 avec n− 1 < ν ≤ n, n ∈ N1. Alors

∆ν
a+µ∆−µa f(t) = ∆ν−µ

a f(t), t ∈ Na+µ+n−ν . (2.26)

Démonstration . Soient ν, µ > 0 avec n− 1 < ν ≤ n et t ∈ Na+µ+n−ν . Alors

∆ν
a+µ∆−µa f(t) = ∆n∆

−(n−ν)
a+µ ∆−µa f(t)

= ∆n∆−(n−ν+µ)
a f(t).

En utilisant (2.23) on obtient

∆ν
a+µ∆−µa f(t) = ∆n−(n−ν+µ)

a f(t).

De (2.24) on trouve

∆ν
a+µ∆−µa f(t) = ∆ν−µ

a f(t).

�
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2.2.3 Composition d’une somme fractionnaire avec un opérateur

de différence fractionnaire

Théorème 2.2.3. Soient f : Na → R une fonction réelle, k ∈ N et ν, µ > 0 avec
n− 1 < µ ≤ n. Alors

∆−νa ∆kf(t) = ∆k−ν
a f(t)−

k−1∑
j=0

hν−k+j(t, a)∆jf(a), t ∈ Na+ν , (2.27)

et

∆−νa+n−µ∆µ
af(t) = ∆µ−ν

a f(t)−
n−1∑
j=0

hν−n+j(t−n+ν, a)∆j−(n−µ)
a f(a+n−µ), t ∈ Na+n−µ+ν .

(2.28)

Démonstration . 1. Montrons (2.27)
i) Supposons que k = 1.

hν−1(t, t− ν + 1) =
(t− t+ ν − 1)ν−1

Γ(ν − 1 + 1)

=
(ν − 1)ν−1

Γ(ν)

=
Γ(ν)

Γ(1)Γ(ν)

= 1.

hν−2(t, t− ν + 2) =
(t− t+ ν − 2)ν−2

Γ(ν − 2 + 1)

=
(ν − 2)ν−2

Γ(ν − 1)

=
Γ(ν − 1)

Γ(1)Γ(ν − 1)

= 1.

En utilisant l’intégration par parties et

hν−1(t, t− ν + 1) = 1 = hν−2(t, t− ν + 2), t ∈ Na+ν ,
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on trouve

∆−νa ∆f(t) =

∫ t−ν+1

a

hν−1(t, σ(τ))∆f(τ)∆τ

= hν−1(t, τ)f(t)|t−ν+1
τ=a +

∫ t−ν+1

a

hν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ

= hν−1(t, t− ν + 1)f(t− ν + 1)− hν−1(t, a)f(a) +

∫ t−ν+1

a

hν−2(t, σ(τ))∆τ

= f(t− ν + 1)− hν−1(t, a)f(a) +

∫ t−ν+1

a

hν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ

=

∫ t−ν+2

a

hν−2(t, σ(τ))f(τ)∆τ − hν−1(t, a)f(a)

= ∆1−ν
a f(t)− hν−1(t, a)f(a).

Donc (2.27) est vérifiée pour k = 1.
ii) Supposons que k ≥ 1. Donc pour t ∈ Na+n−ν on a

∆−νa ∆k+1f(t) = ∆−νa ∆k∆f(t).

En utilisant (2.23) on obtient

∆−νa ∆k+1f(t) = ∆k−ν
a ∆f(t)−

k−1∑
j=0

∆hν−k+j(t, a)∆jf(a)

En utilisant le Théorème 2.1.6 on trouve

∆−νa ∆k+1f(t) = ∆k−ν
a ∆f(t)−

k−1∑
j=0

hν−k−1+j(t, a)∆jf(a)

= ∆−νa ∆k+1f(t)−
k−1∑
j=0

hν−k−1+j(t, a)∆jf(a).

D’où (2.27).

2. Montrons maintenant (2.28).
Soit ν, µ > 0 avec n−1 < µ ≤ n. Supposons que g(t) = ∆

−(n−µ)
a f(t) et b = a+n−µ,

alors pour t ∈ Na+n−µ+ν on a

∆−νa+n−µ∆µ
af(t) = ∆−νa+n−µ∆n(∆−(n−µ)

a )f(t)

= ∆−νa+n−µ∆ng(t).

En appliquant (2.27) on obtient

∆−νa+n−µ∆µ
af(t) = ∆n−ν

a+n−µg(t)−
n−1∑
j=0

hν−n+j(t, b)∆
jg(b)

= ∆n−ν
a+n−µ∆−(n−µ)

a f(t)−
n−1∑
j=0

hν−n+j(t, b)∆
j∆−(n−µ)

a f(b).
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En utilisant (2.26) on trouve

∆−νa+n−µ∆µ
af(t) = ∆µ−ν

a f(t)−
n−1∑
j=0

hν−n+j(t− n+ ν, a)∆j−n+µ
a f(a+ n− µ).

Donc (2.28) est vérifiée.

�

2.2.4 Composition de deux opérateurs de différence fractionnaires

Théorème 2.2.4. Soient f : Na → R une fonction réelle ν, µ > 0 avec n− 1 < ν ≤ n et
m− 1 < µ ≤ m. Alors si t ∈ Na+m−µ+n−ν on a

∆ν
a+m−µ∆µ

af(t) = ∆ν+µ
a f(t)−

m−1∑
j=0

h−ν−m+j(t−m+ µ, a)∆j−m+µ
a f(a+m− µ). (2.29)

Si ν = n avec n− 1 < ν < n, alors (2.29) simplifie par

∆ν
a+m−µ∆µ

af(t) = ∆ν+µ
a f(t), t ∈ Na+m−µ.

Démonstration . Posons que ν, µ > 0 avec n− 1 < ν ≤ n et m− 1 < µ ≤ m.
• Supposons que ν = n, alors d’après le Lemme 2.2.1 on a (2.29).
• Si n− 1 < ν < n, alors pour t ∈ Na+m−µ+n−ν on a

∆ν
a+m−µ∆µ

af(t) = ∆n
[
∆
−(n−ν)
a+m−µ∆µ

af(t)
]

= ∆n
[
∆−n+ν+µ
a f(t)

−
m−1∑
j=0

∆j−m+µ
a f(a+m− µ)hn−ν−m+j(t−m+ µ, a)

]
.

En utilisant (2.28) et le Lemme 2.2.1 on trouve

∆ν
a+m−µ∆µ

af(t) = ∆ν+µ
a f(t)

−
m−1∑
j=0

∆j−m+µ
a f(a+m− µ)∆nhn−ν−m+j(t−m+ µ, a).

En utilisant le Théorème 2.1.6 on obtient

∆ν
a+m−µ∆µ

af(t) = ∆ν+µ
a f(t)−

m−1∑
j=0

∆j−m+µ
a f(a+m− µ)h−ν−m+j(t−m+ µ, a)

= ∆ν+µ
a f(t)−

m−1∑
j=0

∆j−m+µ
a h−ν−m+j(t−m+ µ, a)f(a+m− µ).

D’où (2.29). �



CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Ce chapitre est partagé en cinq sections. Dans la première section et la deuxième
section, nous introduisons la fonction exponentielle et les fonctions trigonométriques dis-
crètes. Dans la troisième section nous étudions une équation aux différences linéaire du
premier ordre. Dans la quatrième section, on va utiliser la méthode de factorisation pour
résoudre une équation aux différences linéaire d’ordre deux. Nous finissons le chapitre
par l’étude de l’existence de la solution d’une équation aux différences fractionnaire. Les
notion de ce chapitre sont de [6].

3.1 Fonction exponentielle

Considérons le problème suivant

∆x(t) = p(t)x(t), (3.1)

x(s) = 1, (3.2)

où t, s ∈ Na.

Théorème 3.1.1. Soient p ∈ R telle que R = {p : Na → R, 1 + p(t) 6= 0,∀t ∈ Na} et
s ∈ Na. Alors

ep(t, s) =


t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)], t ∈ Ns

s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1, t ∈ Ns−1
a .

(3.3)

Démonstration . De l’équation (3.1) on a

x(t+ 1)− x(t) = p(t)x(t), t ∈ Ns,

37
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donc
x(t+ 1) = (1 + p(t))x(t), t ∈ Ns. (3.4)

1) Soit t = s, alors (3.4) devient

x(s+ 1) = (1 + p(s))x(s).

En utilisant la condition (3.2) on trouve

x(s+ 1) = 1 + p(s). (3.5)

Maintenant posons t = s+ 1 dans (3.4), alors

x(s+ 2) = (1 + p(s+ 1))x(s+ 1). (3.6)

Substituons (3.5) dans (3.6) on trouve

x(s+ 2) = (1 + p(s+ 1))(1 + p(s))

De la même manière on obtient

x(t, s) =
t−1∏
τ=s

(1 + p(τ)) = ep(t, s).

2) Supposons que t ∈ Ns−1
a . De (3.4) on a

x(t) =
1

1 + p(t)
x(t+ 1). (3.7)

Soit t = s− 1, alors

x(s− 1) =
1

1 + p(s− 1)
x(s).

En utilisant la condition (3.2) on a

x(s− 1) =
1

1 + p(s− 1)
. (3.8)

Maintenant si t = s− 2, alors de (3.7) on a

x(s− 2) =
1

1 + p(s− 2)
x(s− 1).

En utilisant (3.8) on trouve

x(s− 2) =
1

(1 + p(s− 2))(1 + p(s− 1))
.

De la même manière on obtient

x(t) =
s−1∏
τ=t

(1 + p(τ))−1 = ep(t, s), t ∈ Ns−1
a .

�
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Définition 3.1.1. Soit R = {p : Na → R, 1+p(t) 6= 0,∀t ∈ Na}. La fonction exponentielle
ep(t, s) associée à p ∈ R en s ∈ Na est la solution unique du problème (3.1)-(3.2).

Exemple 3.1.1. Si p ∈ R est une fonction constante avec p 6= −1, alors d’après la
formule (3.3). On a

ep(t, s) =
t−1∏
t=s

[1 + p(t)]

= (1 + p)t−s, t ∈ Na.

Exemple 3.1.2. Soit p la fonction définie par p(t) = t−1, t ∈ N1, alors 1+p(t) = t 6= 0.
En utilisant (3.3) on obtient

ep(t, s) =
t−1∏
τ=1

[1 + p(τ)]

=
t−1∏
τ=1

τ

= (t− 1)!.

Théorème 3.1.2. [6] Soit p ∈ R. Alors la solution générale de l’équation

∆y(t) = p(t)y(t), t ∈ Na,

est donnée par
y(t) = cep(t, a), t ∈ Na,

où c est une constante réelle.

Définition 3.1.2. Soient p, q ∈ R. On définit l’opération ⊕ par

p⊕ q = p+ q + pq. (3.9)

Théorème 3.1.3. Soient p, q ∈ R et t, s, r ∈ Na. Alors

(i) e0(t, s) = 1, et ep(t, t) = 1.

(ii) ep(t, s) 6= 0.

(iii) Si 1 + p > 0, alors ep(t, s) > 0.

(iv) ∆ep(t, s) = p(t)ep(t, s).

(v) ep(t, s) = 1
ep(s,t)

.

(vi) eσp(t, s) = ep(σ(t), s) = [1 + p(t)]ep(t, s).

(vii) ep(t, s)ep(s, r) = ep(t, r).

(viii) ep(t, s)eq(t, s) = ep⊕q(t, s).



3.1. Fonction exponentielle 40

Démonstration . (i), (ii), (iii), (iv) et (v) sont évidents.
(vi) En utilisant le Théorème 3.1.1 on trouve

ep(σ(t), s) =

σ(t)−1∏
τ=s

[1 + p(τ)], t ∈ Ns,

et

ep(σ(t), s) =
s−1∏

τ=σ(t)

[1 + p(τ)]−1, t ∈ Ns−1
a .

Alors si t ∈ Ns on a

ep(σ(t), s) =
t∏

τ=s

[1 + p(τ)]

= [1 + p(t)]
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]

= [1 + p(t)]ep(t, s).

Si t ∈ Ns−1
a on a

ep(σ(t), s) =
s−1∏
τ=t+1

[1 + p(τ)]−1

= [1 + p(t)]
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

= [1 + p(t)]ep(t, s).

(vii) Si t ∈ Ns et s ∈ Nr, alors

ep(t, s)ep(s, r) =
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]
s−1∏
τ=r

[1 + p(τ)]

=
t−1∏
τ=r

[1 + p(τ)]

= ep(t, r).

Si t ∈ Ns−1
a et s ∈ Nr−1

a , alors

ep(t, s)ep(s, r) =
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

r−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]−1

=
r−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

= ep(t, r).
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Si t ∈ Nr−1
s , on a

ep(t, s)ep(s, r) =
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]
r−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]−1

=
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]−1

r−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

=
r−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

= ep(t, r).

Si t ∈ Nr, alors

ep(t, s)ep(s, r) =
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

s−1∏
τ=r

[1 + p(τ)]

=
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

t−1∏
τ=r

[1 + p(τ)]
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]

=
t−1∏
τ=r

[1 + p(τ)]

= ep(t, r).

(viii) Si t ∈ Ns on a

ep(t, s)eq(t, s) =
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]
t−1∏
τ=s

[1 + q(τ)]

=
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)][1 + p(τ)]

=
t−1∏
τ=s

[1 + p(τ) + q(τ) + p(τ)q(τ)]

=
t−1∏
τ=s

[1 + (p⊕ q)(τ)]

= ep⊕q(t, s).
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Si t ∈ Ns−1
a , alors

ep(t, s)eq(t, s) =
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1

s−1∏
τ=t

[1 + q(τ)]−1

=
s−1∏
τ=t

[1 + p(τ)]−1[1 + p(τ)]−1

=
s−1∏
τ=t

1

[1 + p(τ) + q(τ) + p(τ)q(τ)]

=
s−1∏
τ=t

[1 + (p⊕ q)(τ)]−1

= ep⊕q(t, s).

�

Définition 3.1.3. Soient p, q ∈ R. On définit l’opération 	 par

p	 q = p⊕ [	q] =
p− q
1 + q

, (3.10)

où
	p =

−p
1 + p

, ∀p ∈ R. (3.11)

Théorème 3.1.4. Soient p, q ∈ R et t, s ∈ Na. Alors

e	p(t, s) =
1

ep(t, s)
. (3.12)

ep(t, s)

eq(t, s)
= ep	q(t, s). (3.13)

Démonstration . Supposons t ∈ Ns, alors en utilisant (3.11) on obtient

e	p(t, s) =
t−1∏
τ=s

[1 + (	p)(τ)]

=
t−1∏
τ=s

[
1− p(τ)

1 + p(τ)

]

=
t−1∏
τ=s

1

1 + p(τ)

=
1

t−1∏
τ=s

[1 + p(τ)]

=
1

ep(t, s)
.
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De la même manière on peut montrer (3.12) si t ∈ Ns−1
a .

Montrons (3.13). En utilisant le Théorème 3.1.3 (viii) et (3.10) on trouve

ep(t, s)

eq(t, s)
= ep(t, s)

1

eq(t, s)

= ep(t, s)e	q(t, s)

= ep⊕[	q](t, s)

= ep	q(t, s).

�

Définition 3.1.4. Soit R+ = {p ∈ R, 1 + p(t) > 0, t ∈ Na}. On définit l’opération � par

α� p = (1 + p)α − 1, (3.14)

où α ∈ R et p ∈ R+.

Théorème 3.1.5. Soient α ∈ R et p ∈ R+, t ∈ Na, et � l’opération définie par (3.14).
Alors
• eαp (t, a) = eα�p(t, a), α ∈ R, p ∈ R+.

Démonstration . Soit α ∈ R et p ∈ R+. Alors

eαp (t, a) =
{ t−1∏
τ=a

[1 + p(τ)]
}α

=
t−1∏
τ=a

[1 + p(τ)]α

=
t−1∏
τ=a

[1 + (1 + p(τ))α − 1]

En utilisant (3.14) on obtient

eαp (t, a) =
t−1∏
τ=a

[1 + (α� p)(τ)]

= eα�p(t, a).

�

Lemme 3.1.1. Soit p, q ∈ R. Supposons que

ep(t, a) = eq(t, a), ∀t ∈ Na.

Alors p = q.
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Démonstration . Soit p, q ∈ R et ep(t, a) = eq(t, a) pour t ∈ Na. Alors

∆ep(t, a) = ∆eq(t, a).

En utilisant le Théorème 3.1.3 (iv) on trouve

p(t)ep(t, a) = q(t)eq(t, a), t ∈ Na.

Divisons par ep(t, a) on trouve

p(t) = q(t), t ∈ Na.

�

3.2 Fonctions trigonométriques

Définition 3.2.1. Soient ±ip ∈ R. On définit la fonction cosinus et la fonction sinus
respectivement par

cosp(t, a) =
eip(t, a) + e−ip(t, a)

2
, sinp(t, a) =

eip(t, a)− e−ip(t, a)

2i
, t ∈ Na. (3.15)

Théorème 3.2.1. Soient ±ip ∈ R. Alors

(i) cosp(a, a) = 1, sinp(a, a) = 0.

(ii) cos2
p(t, a)− sin2

p(t, a) = ep2(t, a), t ∈ Na.

(iii) ∆ cosp(t, a) = −p(t) sinp(t, a) et ∆ sinp(t, a) = p(t) cosp(t, a), t ∈ Na.

(iv) cos−p(t, a) = cosp(t, a) et sin−p(t, a) = − sinp(t, a), t ∈ Na.

(v) eip(t, a) = cosp(t, a) + sinp(t, a), t ∈ Na.

Démonstration . En utilisant (3.15) on obtient

(i) D’après le Théorème 3.1.3 (i) on a

cosp(a, a) =
eip(a, a) + e−ip(a, a)

2
= 1,

et

sinp(a, a) =
eip(a, a)− e−ip(a, a)

2i
= 0.

(ii) En utilisant la définition de ⊕ on a

cos2
p(t, a)− sin2

p(t, a) =
(eip(t, a) + e−ip(t, a))2 − (eip(t, a)− e−ip(t, a))2

4

= eip(t, a)e−ip(t, a)

= eip⊕(−ip)(t, a)

= ep2(t, a).
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(iii)

∆ cosp(t, a) = ∆

[
eip(t, a) + e−ip(t, a)

2

]
.

Mais ∆ est linéaire donc

∆ cosp(t, a) =
1

2
[∆eip(t, a) + ∆e−ip(t, a)] .

D’après (3.1) on trouve

∆ cosp(t, a) =
1

2

[
ip(t)eip(t, a)− ip(t)e−ip(t, a)

]
= ip(t)

[
eip(t, a)− e−ip(t, a)

2

]
= −p(t) sinp(t, a),

et

∆ sinp(t, a) = ∆

[
eip(t, a)− e−ip(t, a)

2i

]
=

1

2i
[∆eip(t, a)−∆e−ip(t, a)]

=
1

2i

[
ip(t)eip(t, a) + ip(t)e−ip(t, a)

]
= ip(t)

[eip(t, a) + e−ip(t, a)

2i

]
= p(t) cosp(t, a).

(iv)

cos−p(t, a) =
e−ip(t, a) + eip(t, a)

2

= cosp(t, a),

et

sin−p(t, a) =
e−ip(t, a)− eip(t, a)

2

= − sinp(t, a).

(v)

cosp(t, a) + sinp(t, a) =

(
eip(t, a) + e−ip(t, a)

2

)
+ i

(
eip(t, a)− e−ip(t, a)

2i

)
=

2eip(t, a)

2

= eip(t, a).

�
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Définition 3.2.2. Soit ±p ∈ R. On définit la fonction cosinus hyperbolique et la fonction
sinus hyperbolique par

coshp(t, a) =
ep(t, a) + e−p(t, a)

2
, sinhp(t, a) =

ep(t, a)− e−p(t, a)

2
, t ∈ Na, (3.16)

où e±p est la fonction exponentiel définit par (3.3).

Théorème 3.2.2. Soient ±p ∈ R. Alors

(i) coshp(a, a) = 1, sinhp(a, a) = 0.

(ii) cosh2
p(t, a)− sinh2

p(t, a) = e−p2(t, a), t ∈ Na.

(iii) ∆ coshp(t, a) = p(t) sinhp(t, a) et ∆ sinhp(t, a) = p(t) coshp(t, a), t ∈ Na.

(iv) cosh−p(t, a) = coshp(t, a) et sinh−p(t, a) = − sinhp(t, a), t ∈ Na,

(v) ep(t, a) = coshp(t, a) + sinhp(t, a), t ∈ Na.

Démonstration . (i) D’après le Théorème 3.1.3 (i) et (3.16) on a

coshp(a, a) =
ep(a, a) + e−p(a, a)

2
= 1,

et

sinhp(a, a) =
ep(a, a)− e−p(a, a)

2
= 0.

(ii) En utilisant (3.16) et la définition de ⊕ on trouve

cosh2
p(t, a)− sinh2

p(t, a) =
(ep(t, a) + e−p(t, a))2 − (ep(t, a)− e−p(t, a))2

4

= ep(t, a)e−p(t, a)

= ep⊕(−p)(t, a)

= e−p2(t, a).

(iii) De (3.16) on a

∆ coshp(t, a) = ∆

[
ep(t, a) + e−p(t, a)

2

]
.

Mais ∆ est linéaire donc

∆ coshp(t, a) =
1

2
[∆ep(t, a) + ∆e−p(t, a)] .

D’après (3.1) on obtient

∆ coshp(t, a) =
1

2

[
p(t)ep(t, a)− p(t)e−p(t, a)

]
= p(t)

[
ep(t, a)− e−p(t, a)

2

]
= p(t) sinhp(t, a),
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et

∆ sinhp(t, a) = ∆

[
ep(t, a)− e−p(t, a)

2

]
=

1

2
[∆ep(t, a)−∆e−p(t, a)]

=
1

2

[
p(t)ep(t, a) + p(t)e−p(t, a)

]
= p(t)

[ep(t, a) + e−p(t, a)

2

]
= p(t) coshp(t, a).

(iv) En utilisant (3.16) on trouve

cosh−p(t, a) =
e−p(t, a) + ep(t, a)

2

= coshp(t, a),

et

sinh−p(t, a) =
e−p(t, a)− ep(t, a)

2

= − sinhp(t, a).

(v) De (3.16) on a

coshp(t, a) + sinhp(t, a) =
ep(t, a) + e−p(t, a) + ep(t, a)− e−p(t, a)

2

=
2ep(t, a)

2

= ep(t, a).

�

Théorème 3.2.3. Soient ±ip ∈ R. Alors pour t ∈ Na on a

(i) sinip(t, a) = i sinhp(t, a).

(ii) cosip(t, a) = coshp(t, a).

(iii) sinhip(t, a) = i sinp(t, a).

(iv) coship(t, a) = cosp(t, a).

Démonstration . En utilisant (3.16) et (3.15) on trouve

(i)

sinip(t, a) =
1

2i

[
ei2p(t, a)− e−i2p(t, a)

]
= i

ep(t, a)− e−p(t, a)

2

= i sinhp(t, a).
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(ii)

cosip(t, a) =
1

2

[
ei2p(t, a) + e−i2p(t, a)

]
=
e−p(t, a) + ep(t, a)

2

= coshp(t, a).

(iii)

sinhip(t, a) =
eip(t, a)− e−ip(t, a)

2

= i sinp(t, a).

(iv)

coship(t, a) =
eip(t, a) + e−ip(t, a)

2

= i cosp(t, a).

�

3.3 Équations aux différences linéaires du premier ordre

Dans cette section on va étudier l’équation aux différence linéaire du premier ordre
suivante

∆y(t) = p(t)y(t) + q(t), t ∈ Na, (3.17)

où p, q : Na → R avec p(t) 6= −1, ∀t ∈ Na.

Théorème 3.3.1. Supposons que p ∈ R et q :Na → R. Alors le problème

∆y(t) = p(t)y(t) + q(t), t ∈ Na, (3.18)

y(a) = ya, (3.19)

admet une solution unique et cette solution est donnée par

y(t) = yaep(t, a) +

∫ t

a

ep(t, σ(s))q(s)∆s, t ∈ Na. (3.20)

Démonstration . Tout d’abord montrons l’unicité de la solution du problème (3.18)-
(3.19). Soient y1 et y2 deux solutions du problème (3.18)-(3.19) et soit z = y1 − y2, alors

z(t) = y1(t)− y2(t), t ∈ Na.



3.3. Équations aux différences linéaires du premier ordre 49

En utilisant la définition de ∆ on trouve

∆z(t) = ∆y1(t)−∆y2(t)

= p(t)y1(t) + q(t)− p(t)y2(t)− q(t)

= p(t)(y1 − y2)(t)

= p(t)z(t),

et z(a) = y1(a)− y2(a) = 0, donc

z(t+ 1) = (p(t) + 1)z(a), t ∈ Na, (3.21)

z(a) = 0. (3.22)

Posons t = a dans (3.21) et on utilisons (3.22) on trouve

z(a+ 1) = (p(a) + 1)z(a) = 0.

De la même manière on peut montrer que z(t) = 0, ∀ t ∈ Na, donc y1 ≡ y2.
Comme la solution du problème (3.18)-(3.19) est unique donc il suffit de vérifier que la
fonction définie par (3.20) est une solution du problème (3.18)-(3.19).
En utilisant la formule de Leibniz (1.23), la linéarité de ∆ et la définition de la fonction
exponentielle ep(t, a) on obtient

∆y(t) = ∆(yaep(t, a) +

t∫
a

ep(t, σ(s)q(s)∆s))

= ya∆(ep(t, a)) +

t∫
a

∆(ep(t, σ(s)))q(s)∆s+ ep(σ(t), σ(t))q(t)

= yap(t)ep(t, a) +

∫ t

a

p(t)ep(t, σ(s))q(s)∆s+ q(t)

= p(t)

[
yaep(t, a) +

∫ t

a

ep(t, σ(s))q(s)∆s

]
+ q(t)

= p(t)y(t) + q(t).

De plus y(a) =yaep(a, a) = ya. �

Exemple 3.3.1. Soit le problème

∆y(t) = (t− 1)y(t) + 1, t ∈ N1 (3.23)

y(1) = 1− e. (3.24)

En utilisant le Théorème 3.3.1 avec p(t) = t− 1, q(t) = 1, t ∈ N1, a = 1 et y1= 1− e on
trouve que la solution du problème (3.23)-(3.24) est donnée par

y(t) = (1− e)et−1(t, 1) +

∫ t

1

et−1(t, σ(s))1∆s.
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D’après le Théorème 3.1.3 (vi) on trouve

y(t) = et−1(t, 1)

(
1− e+

∫ t

1

et−1(1, σ(s))∆s

)
.

En utilisation le Théorème 3.1.3 (v) on obtient

y(t) = et−1(t, 1)

(
1− e+

∫ t

1

1

et−1(σ(s), 1)
∆s

)
.

D’après l’Exemple 3.1.2 on a et−1(t, 1) = (t− 1)!. Alors

y(t) = (t− 1)!

(
1− e+

∫ t

1

1

(σ(s)− 1)!
∆s

)
= (t− 1)!

(
1− e+

∫ t

1

1

(s+ 1− 1)!
∆s

)
= (t− 1)!

(
1− e+

t−1∑
s=1

1

s!

)

= −(t− 1)!
∞∑
k=t

1

k!
.

Remarque 3.3.1. La solution générale de l’équation (3.17) est donnée par

y(t) = cep(t, a) +

∫ t

a

ep(t, σ(s))q(s)∆s, t ∈ Na. (3.25)

Exemple 3.3.2. Soit l’équation aux différences

∆y(t) = (	2)y(t) + t, t ∈ N. (3.26)

Alors la solution générale de l’équation (3.26) est donnée par

y(t) = cep(t, a) +

∫ t

a

ep(t, σ(s))q(s)∆s

= ce	2(t, 0) +

∫ t

0

se	2(t, σ(s))∆s

= ce	2(t, 0) +

∫ t

0

se2(σ(s), t)∆s.

D’après le Théorème 3.1.3 (vi) on a

y(t) = ce	2(t, 0) + 3

∫ t

0

se2(s, t)∆s.
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En utilisant l’intégration par partie (1.19) on obtient

y(t) = ce	2(t, 0) +
3

2
se2(s, t)|ts=0 −

3

2

∫ t

0

e2(σ(s), t)∆s

= ce	2(t, 0) +
3

2
t− 9

2

∫ t

0

e2(s, t)∆s

= ce	2(t, 0) +
3

2
t− 9

4
e2(s, t)|t0

= ce	2(t, 0) +
3

2
t− 9

4
e2(t, t) +

9

4
e2(0, t)

= ce	2(t, 0) +
3

2
t− 9

4
+

9

4
e2(0, t)

= ce	2(t, 0) +
3

2
t− 9

4

= α

(
1

3

)t
+

3

2
t− 9

4
.

3.4 Équations aux différences linéaires du second ordre

Dans cette partie on va utiliser la méthode de factorisation pour résoudre des équations
aux différences linéaires d’ordre deux.

Exemple 3.4.1. Soit l’équation aux différences linéaire suivante

∆2y(t)− (t+ 2)∆y(t) + 2ty(t) = 0, t ∈ N. (3.27)

Tout d’abord, l’équation (3.27) s’écrit sous la forme

∆(∆y(t)− 2y(t))− t(∆y(t)− 2y(t)) = 0, t ∈ N. (3.28)

En utilisant l’opérateur I on trouve que (3.28) devient

(∆− tI)(∆− 2I)y(t) = 0, t ∈ N. (3.29)

Soit

v(t) = (∆− 2I)y(t), t ∈ N,

alors

(∆− tI)v(t) = 0, t ∈ N.

Donc

∆v(t) = tv(t), t ∈ N.



3.4. Équations aux différences linéaires du second ordre 52

D’après le Théorème 3.1.2 on a

v(t) = c2et(t, 0) = c2

t−1∏
s=0

(1 + s) = c2t!, c2 ∈ R. (3.30)

Substituons (3.30) dans (3.29) on obtient

∆y(t) = 2y(t) + c2t!. (3.31)

D’après la Remarque 3.3.1, la solution générale de l’équation (3.31) est donnée par

y(t) = c1e2(t, 0) +

∫ t

0

e2(t, σ(s))c2s!∆s

= c13t + c2

∫ t

0

3t−s−1s!∆s

= c13t + c23t−1

∫ t

0

(
s!

3s

)
= c13t + c23t−1

t−1∑
s=0

s!

3s
.

D’où

y(t) = α3t + β3t−1

t−1∑
k=0

k!

3k
,

Exemple 3.4.2. Considérons l’équation aux différence d’Euler-Cauchy suivante

tσ(t)∆2y(t) + ct∆y(t) + dy(t) = 0, t ∈ Na. (3.32)

Où
1 +

d

tσ(t)
− c

σ(t)
6= 0, t ∈ Na. (3.33)

Définition 3.4.1. On appelle équation caractéristique de l’équation (3.32) l’équation

λ(λ− 1) + cλ+ d = 0, (3.34)

et les solutions de cette équation sont appelées les racines caractéristiques.

Remarque 3.4.1. 1) En utilisant la condition (3.33) on trouve l’existence et l’unicité de
la solution de l’équation (3.32) avec y(t0) = A et y(t0 + 1) = B où t0 ∈ Na et A,B ∈ R.
2) D’après la condition (3.33) on a la solution générale de l’équation (3.32) est donnée
par

y(t) = c1y1(t) + c2y2(t), t ∈ Na,

où y1(t) et y2(t) sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation (3.32).

Proposition 3.4.1. Soient α et β les racines caractéristiques de l’équation (3.34). Alors
la condition (3.33) est vérifiée si et seulement si α

t
∈ R et β

t
∈ R.
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Démonstration . Soient α et β les racines caractéristiques de l’équation (3.33), alors

(λ− α)(λ− β) = λ2 − (α + β)λ+ αβ = 0.

Donc

c− 1 = −(α + β), d = αβ.

Alors

1 +
d

tσ(t)
− c

σ(t)
= 1 +

αβ

tσ(t)
− 1− α− β

σ(t)

=
tσ(t)− (1− α− β)t+ αβ

tσ(t)

=
t2 + (α + β)t+ αβ

tσ(t)

=
(t+ α)(t+ β)

tσ(t)

=
(1 + α

t
)(t+ β

t
)

σ(t)
.

Donc

1 +
1

tσ(t)
− c

σ(t)
6= 0⇔

(1 + α
t
)(1 + β

t
)

σ(t)
6= 0

⇔

1 + α
t
6= 0

1 + β
t
6= 0

⇔

α
t
∈ R

β
t
∈ R.

�

Théorème 3.4.1. Supposons que (3.33) est vérifiée. Alors l’équation (3.32) est équiva-
lente à l’équation suivante

(t∆− αI)(t∆− βI)y(t) = 0, t ∈ Na. (3.35)

Démonstration . Soit y : Na → C, alors pour tout t ∈ Na on a

tσ(t)∆2y(t) + ct∆y(t) + dy(t) = tσ(t)∆2y(t) + (1− α− β)t∆y(t) + αβy(t)

=
[
tσ(t)∆2y(t) + t∆y(t)

]
− βt∆y(t)− α [t∆y(t)− βy(t)]

= t∆ [t∆y(t)− βy(t)]− α [t∆y(t)− βy(t)]

= (t∆− αI)(t∆− βI)y(t).

�
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Remarque 3.4.2. Pour résoudre l’équation (3.32), il suffit de résoudre l’équation (3.35).

Théorème 3.4.2. Soient α et β les racines caractéristique de l’équation (3.34) où α
t
, β
t

∈ R et α 6= β. Alors la solution générale de l’équation (3.32) est donnée par

y(t) = c1eα
t
(t, a) + c2eβ

t
(t, a), t ∈ Na. (3.36)

Démonstration . De l’équation (3.35) on trouve que si

(t∆− αI)y(t) = 0, t ∈ Na.

alors y(t) est une solution de l’équation (3.32).
En utilisant la définition de la fonction exponentielle on obtient que y1(t) = eα

t
(t, a) est

solution de l’équation

∆y(t) =
α

t
y(t), t ∈ Na.

d’où

y1(t) = eα
t
(t, a), t ∈ Na.

est une solution de l’équation (3.32).
De la même manière on trouve que y2(t) = eβ

t
(t, a), t ∈ Na est une solution de l’équation

(3.32). Comme y1 et y2 sont linéairement indépendantes et d’après la Remarque 3.4.1
(2) on trouve que la solution générale de l’équation (3.32) dans ce cas est donnée par
(3.36). �

Exemple 3.4.3. Déterminons la solution générale de l’équation

tσ(t)∆2y(t)− 5t∆y(t) + 8y(t) = 0, t ∈ N1. (3.37)

On a l’équation caractéristique de l’équation (3.37) est

λ2 − 6λ+ 8 = (λ− 2)(λ− 4) = 0.

Donc les racines caractéristiques sont

λ1 = 2, λ2 = 4.

On a λ1 6= λ2, donc d’après le Théorème 3.4.2 la solution générale de l’équation (3.37)
est donnée par

y(t) = c1e 2
t
(t, 1) + c2e 4

t
(t, 1), t ∈ N1.
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λ1 6= λ2 et 2
t
, 4
t
∈ R, car 2

t
+ 1 6= 0 et 4

t
+ 1 6= 0.

En utilisant (3.3) on obtient

y(t) = c1

t−1∏
s=1

(
1 +

2

s

)
+ c2

t−1∏
s=1

(
1 +

4

s

)

= c1

t−1∏
s=1

(
s+ 2

s

)
+ c2

t−1∏
s=1

(
s+ 4

s

)
= c1

∏t−1
s=1(s+ 2)∏t−1

s=1 s
+ c2

∏t−1
s=1(s+ 4)∏t−1

s=1 s
.

D’après la définition de la fonction factorielle on trouve

y(t) = c1
(t+ 1)2

2!
+ c2

(t+ 3)4

4!

= a1(t+ 1)2 + a2(t+ 3)4, t ∈ N1,

où a, b ∈ R.

Théorème 3.4.3. Soit α ∈ R une racine double de l’équation caractéristique (3.34) et α
t

∈ R. Alors la solution générale de l’équation (3.32) est donnée par

y(t) = c1eα
t
(t, a) + c2eα

t
(t, a)

t−1∑
s=a

1

s+ α
, t ∈ Na. (3.38)

Démonstration . On a y1(t) = eα
t
(t, a) est une solution de l’équation (3.35) donc pour

déterminer la solution générale de l’équation (3.32) il suffit de trouver une autre solution de
l’équation (3.35), notée y2 telle que y1 et y2 sont linéairement indépendantes. Remarquons
que si y est une solution de l’équation

(t∆− αI)y(t) = eα
t
(t, a), t ∈ Na. (3.39)

alors elle est une solution de l’équation (3.35).
Soit y2 la solution de l’équation

∆y(t) =
α

t
y(t) +

1

t
eα
t
(t, a), t ∈ Na,

avec y(a) = 0.
D’après le Théorème 3.3.1 on a

y2(t) =

∫ t

a

eα
t
(t, σ(s))

1

s
eα
t
(s, a)∆s.

En utilisant le Théorème 3.1.3 (vi) on trouve

y2(t) =

∫ t

a

1

s
eα
t
(t, a)eα

t
(a, σ(s))eα

t
(s, a)∆s

= eα
t
(t, a)

∫ t

a

1

s
eα
t
(a, σ(s))eα

t
(s, a)∆s.
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En utilisant le Théorème 3.1.4 (1) on obtient

y2(t) = eα
t
(t, a)

∫ t

a

1

s

1

eα
t
(σ(s), a)

eα
t
(s, a)∆s

= eα
t
(t, a)

∫ t

a

1

s
e	α

t
(σ(s), a)eα

t
(s, a)∆s

= eα
t
(t, a)

∫ t

a

(
1

s+ α

)
e	α

t
(s, a)eα

t
(s, a)∆s.

D’après (3.10) on a

y2(t) = eα
t
(t, a)

∫ t

a

(
1

s+ α

)
eα
t
	α
t
(s, a)∆s

= eα
t
(t, a)

∫ t

a

(
1

s+ α

)
∆s

= eα
t
(t, a)

t−1∑
s=a

(
1

s+ α

)
.

Comme y1(t), y2(t) sont linéairement indépendantes alors la solution générale de l’équation
(3.32) est donnée par

y(t) = c1eα
t
(t, a) + c2eα

t
(t, a)

t−1∑
s=a

1

s+ α
, t ∈ Na.

�

Exemple 3.4.4. On considère l’équation aux différences suivante

tσ(t)∆2y(t)− 3t∆y(t) + 4y(t) = 0, t ∈ Na, (3.40)

où a > 0.
L’équation caractéristique de l’équation (3.40) est

λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0.

Donc on a une racine double λ = 2.
En appliquant le Théorème 3.4.3 on obtient que la solution générale de l’équation (3.40)
est donnée par

y(t) = c1e 2
t
(t, a) + c2e 2

t
(t, a)

t−1∑
s=a

1

s+ 2
.

Théorème 3.4.4. Soient λ1 = α+iβ, λ2 = α−iβ les racines caractéristiques de l’équation
(3.32) avec α, β ∈ R et α

t
∈ R. Alors la solution générale de l’équation (3.32) est donnée

par
y(t) = c1eα

t
(t, a) cos β

t+α
(t, a) + c2eα

t
(t, a) sin β

t+α
(t, a), t ∈ Na. (3.41)
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Démonstration . On a y(t) = eα+iβ
t

(t, a) est une solution de l’équation (3.32).
Comme α

t
∈ R, alors −α /∈ Na donc β

t+α
est défini sur Na.

En utilisant la définition de ⊕ on trouve
α

t
⊕ iβ

t+ α
=
α

t
+

iβ

t+ α
+
α

t

iβ

t+ α

=
α

t
+
iβt+ αiβ

t(t+ α)

=
α

t
+
iβ(t+ α)

t(t+ α)

=
α

t
+ i

β

t
.

Donc

y(t) = eα+iβ
t

(t, a)

= eα
t

+iβ
t
(t, a)

= eα
t
⊕ iβ
t+α

(t, a)

= eα
t
(t, a)e iβ

t+α
(t, a).

En utilisant le Théorème 3.2.1 (v) on trouve

y(t) = eα
t
(t, a)

(
cos β

t+α
(t, a) + i sin β

t+α
(t, a)

)
= eα

t
(t, a) cos β

t+α
+ieα

t
(t, a) sin β

t+α
(t, a).

Mais c, d ∈ R, alors

eα
t
(t, a) cos β

t+α
(t, a) et eα

t
(t, a) sin β

t+α
(t, a),

sont des solutions réelles de l’équation (3.32) et comme elles sont linéairement indépen-
dantes sur Na donc la solution générale de l’équation (3.32) est définit par

y(t) = c1eα
t
(t, a) cos β

t+α
(t, a) + c2eα

t
(t, a) sin β

t+α
(t, a), t ∈ Na.

�

Exemple 3.4.5. Considérons l’équation aux différences suivante

tσ(t)∆2y(t)− 5t∆y(t) + 13y(t) = 0, t ∈ Na. (3.42)

L’équation caractéristique associent à cette équation est

λ2 − 6λ+ 13 = 0.

Donc il y a deux racines caractéristiques complexes r = 3± 2i.
En appliquant le Théorème 3.4.4 on obtient que la solution générale de l’équation (3.42)
est donnée par

y(t) = c1e 3
t
(t, a) cos 2

t+3
(t, a) + c2e 3

t
(t, a).
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3.5 Résolution d’une équation aux différences fraction-

naire

Dans cette section on va étudier l’existence de la solution d’une équation aux diffé-
rences fractionnaire

Exemple 3.5.1. Considérons l’équation aux différences fractionnaire suivante

∆ν
ν−my(t) + q(t)y(t+ ν −m) = f(t), t ∈ N, (3.43)

avec
y(ν −m+ i) = αi, (3.44)

où αi ∈ R, 0 ≤ i ≤ m − 1, sont des constantes. q, f : Na → R, ν > 0 et m ∈ N tels que
m− 1 < ν ≤ m.

Théorème 3.5.1. Le problème (3.43)-(3.44) admet une solution unique .

Démonstration . On a

∆ν
ν−my(t) = ∆m∆

−(m−ν)
ν−m y(t).

D’après le Lemme 2.1.1 on a ∆
−(m−ν)
ν−m y(t) est une combinaison linéaire de

y(ν −m), y(ν −m+ 1), . . . , y(t−m+ ν)

et le coefficient de y(t−m+ ν) est égale à 1. Alors pour chaque t fixé, ∆ν
ν−my(t) est une

combinaison linéaire de y(ν −m), y(ν −m+ 1), . . ., y(t+ ν) et le coefficient de y(t+ ν)

est égale à 1.
Supposons dans (3.43) que t = 0, alors

∆ν
ν−my(0) + q(0)y(ν −m) = f(0),

donc ∃ λi ∈ R, 1 ≤ i ≤ m tels que

λ1y(ν −m) + λ2y(ν −m+ 1) + · · ·+ λmy(ν − 1) + y(ν) + q(0)y(ν −m) = f(0).

En utilisant les conditions (3.44) on obtient

λ1α0 + λ2α1 + · · ·+ λmαm−1 + y(ν) + q(0)α0 = f(0), (3.45)

alors si y(ν) est une vérifiée l’équation (3.45) donc y(t) est vérifiée l’équation (3.43) en
t = 0. Par induction on peut montrer que la solution de (3.43)-(3.44) existe et unique sur
Nν−m. �
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Théorème 3.5.2. Soient µ > 0 etm ∈ N tels que m − 1 < µ ≤ m et a ∈ R. Alors la
fonction x définie par

x(t) = c1(t− a)µ−1 + c2(t− a)µ−2 + · · ·+ cm(t− a)µ−m,

où ci ∈ R, 1 ≤ i ≤ m sont des constantes, est une solution de l’équation

∆µ
a+µ−my(t) = 0, t ∈ Na+µ−m. (3.46)

Démonstration . Soient µ > 0 et m ∈ N tels que m− 1 < µ ≤ m. Alors
Si µ = m on a pour tout k ∈ [1,m]

∆µ
a+µ−m(t− a)µ−k = ∆m(t− a)m−k = 0.

Si m− 1 < µ < m, alors d’après (2.3) on a

∆µ
a+µ−m(t− a)µ−k =

t+µ∑
s=a+µ−m

h−µ−1(t, σ(s))(s− a)µ−k

=

t+µ∑
s=a+µ−k

h−µ−1(t, σ(s))(s− a)µ−k.

Car (s− a)µ−k = 0 si s = a+ µ−m, a+ µ−m+ 1, . . . , a+ µ− k − 1 .
Donc

∆µ
a+µ−m(t− a)µ−k = ∆µ

a+µ−k(t− a)µ−k.

En utilisant (2.20) on trouve

∆µ
a+µ−m(t− a)µ−k =

Γ(µ− k + 1)

Γ(1− k)
(t− a)−k = 0.

�

Corollaire 3.5.1. On a ∆µ
a est un opérateur linéaire donc la solution générale de l’équa-

tion (3.46) s’écrit sous la forme

x(t) = a1hµ−1(t, a) + a2hµ−2(t, a) + · · ·+ amhµ−m(t, a).



CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons donné quelques propriétés essentielles qui sont utilisées
dans le calcul aux différences et le calcul aux différences fractionnaire pour étudier des
équations aux différences linéaires et des équations aux différences fractionnaires.
Dans le premier chapitre, nous avons défini l’opérateur de différence ∆, la fonction gamma
et la factorielle décroissante. Nous avons présenté aussi le théorème de Taylor.
Dans le deuxième chapitre, nous avons donné la définition de la somme fractionnaire et
de l’opérateur de différence fractionnaire. On a donné aussi les différentes compositions
entre une somme fractionnaire et un opérateur de différence fractionnaire.
Dans le troisième chapitre, nous avons introduit la fonction exponentielle et les fonctions
trigonométriques discrètes. Nous avons étudié une équations aux différences linéaire du
premier ordre et une équation du deuxième ordre. A la fin, nous avons étudié l’existence
de la solution d’une équation aux différences fractionnaire.
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