REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Sientifique

UNIVERSITE MOHAMED SEDDIK BEN YAHIA
JIJEL

N° d’ordre :

Série :

THESE

Présentée a la Faculté des Sciences Exactes et Informatique
Département de Mathématiques
Laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées (LMPA)

Pour 'obtention du diplome de

Doctorat (LMD)
Spécialité Mathématiques Appliquées
Par
Siham BOUROUROU

Theéme

Résolution de certaines classes
d’équations fonctionnelles aux g-différences

et aux différences dans 1’espace des fonctions
méromorphes p-adiques

Soutenue publiquement le 20/02/2016

Devant le jury composé de

Président : Prof. M. YAROU Univ. de Jijel
Directeur : Prof. T. ZERZAIHI Univ. de Jijel
Co.Directeur : Prof. A. BOUTABAA Univ. Blaise Pascal (Clermont-Ferrand, France)
Examinateurs :
Prof. B. BELAIDI Univ. de Mostaganem

Prof. D. AZZAM-LAOUIR  Univ. de Jijel



i |
Remrciements

Je remercie tout d’abord Dieu de m’avoir accordé la volonté et le courage pour
réaliser ce travail.

Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance a Monsieur le Professeur T.
ZERZATHI, mon directeur de thése, pour son aide, sa disponibilité, ses précieux
conseils et pour la patience qu’il a montré jusqu’a I'aboutissement de cette theése.

J’exprime ma plus vive gratitude & Monsieur A. BOUTABA A, mon co-directeur
de these, professeur a l'université Blaise Pascal a Clermont-Ferrand (France), pour
I'intérét qu’il a porté a cette thése et pour sa précieuse écoute et ses encouragements
chaleureux tout au long de ce travail. Merci encore pour ’organisation de mon séjour
en France durant 'année 2015.

Je voudrais adresser mes remerciements a Monsieur le Professeur M. YAROU
d’avoir immédiatement accepté la tache du président du jury.

Je suis trés honorée par la présence de Monsieur le Professeur B. BELAIDI
et Madame le Professeur D. AZZAM-LAOUIR et je leur adresse toute ma
gratitude pour 'intérét qu’ils ont porté a ce travail et pour avoir accepté d’examiner
et de juger cette thése.

J’adresse ma profonde reconnaissance et mes sentiments d’amour & Mes parents,

Mon Mari et a tous les membres de Ma Famille, qui m’ont soutenue aussi bien



financiérement que moralement tout au long de mes études. Merci pour votre amour,
vos encouragements et votre soutien.

Mes remerciements seraient incomplets si je ne remercierais pas chaleureusement
tous les membres du laboratoire de Mathématiques Pures et Appliquées (LMPA) de
I'université Mohamed Seddik Ben Yahia, Jijel. En particulier, Mes collégues de
doctorat LMD chacun par son nom, sans oublier de remercier tous les membres du
Laboratoire de Mathématiques de I'université Blaise Pascal a Clermont-Ferrand pour
leur soutien. J’en profite aussi pour remercier tous les enseignants du département
de Mathématiques qui ont contribué & ma formation.

Enfin, Merci a toute personne qui m’a encouragé afin de terminer ce travail.



TABLE DES MATIERES

1 Introduction générale 5
2 Notions élémentaires en analyse ultramétrique 9
2.1 Valeurs absolues ultramétriques. . . . . . . .. .. ... ... 11
2.2 Propriétés élémentaires d’un corps ultramétrique . . . . . . . . .. .. 12
2.3 Le corps des nombres p-adiques . . . . .. ... 14
2.3.1 Valeurs absoluessur Q . . . . .. .. ... ... ........ 15

2.3.2 Complétionde Q . . . . .. .. ... 19

2.3.3 L’anneau des entiers p-adiques . . . . . . . ... ... ... .. 21

2.4  Propriétés de 'anneau Z, et ducorps Q, . . . . . . ... ... ... 21
2.4.1 Développement de Hensel . . . . .. ... ... ... .. ... 22

2.4.2 Propriétés topologiques . . . . . . . ... 23

2.5 Le corps C, des nombres complexes p-adiques . . . . . ... ... .. 26
2.6 Eléments de I'analyse p-adique . . . . . .. .. ... .. ... .. ... 27
2.6.1 Suites et séries p-adiques . . . . . .. ..o 27

2.7 Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique . . . . ... ... .. 30
2.7.1 Dérivées des fonctions analytiques . . . . . . .. .. ... ... 34

2.7.2  Zéros des fonctions analytiques . . . . ... ... 36

2.8 Fonctions méromorphes d’un corps ultramétrique . . . . . . ... .. 43



TABLE DES MATIERES

2.9 Polygone de valuation . . . . . ... ... Lo 44

3 Théorie de Nevanlinna sur un corps ultramétrique 48
3.1 Formule de Jensen . . . . . . ... 49
3.2 Fonction de Nevanlinna . . . . . .. .. ... ... ... ... ..... 52
3.2.1  Ordre de croissance d’une fonction méromorphe . . . . . . .. 57

3.3 Premier Théoréeme Fondamental de Nevanlinna . . . ... ... ... 58
3.4 Deuxiéme Théoréme Fondamental de Nevanlinna . . . . . . .. . .. 66

4 La croissance des solutions des équations aux differences dans un

corps ultramétrique 73
4.1 Equations aux g¢-différences . . . . . ... ... 74
4.2 Equations aux différences . . . . . . . ... 81
Bibliographie 95



CHAPITRE 1

Introduction générale

Cette thése est consacrée a décrire le comportement des solutions méromorphes
dans un corps ultramétrique complet et algébriquement clés (qui sera noté K), de
certaines équations fonctionnelles linéaires aux g-différences et aux différences de la
forme,

s )
;)gi(x)y(qzx) = h(z),
et
s
ggi(x)y(x +1i) = h(z),
oung € K, 0<|q| <leth(zx),go(x),...,gs(x) (s > 1) sont des fonctions méromorphes
sur K telle que go(z)gs(z) # 0.

Dans le cas complexe, beaucoup d’études ont été faites sur la résolution des
équations fonctionnelles, en étudiant en particulier I’ordre de la taille de la solution,
dans le cas ou elle existe, de ces équations (voir par exemple [4], [5], [20]). On
insiste surtout sur I’étude de la solution méromorphe en général et la solution entiére
en particulier. Les caractéristiques de la solution dépendent particuliérement de la
nature des coefficients de ces équations qui peuvent étre méromorphes, entiéres ou

constants.



1. Introduction générale

Récemment, dans le cas ultramétrique, de nombreux articles (voir par exemple
[8],19], [10], [15]) axés sur ces équations, et de nombreux résultats significatifs ont été
obtenus a propos de la croissance de leurs solutions. Dans cette thése, nous étendrons
certains de ces résultats. On est souvent guidé par ’analogie avec des résultats
obtenus dans ’analyse complexe que nous appellerons "classique", et, comme pour
celles-ci, un outil important est la théorie de distribution des valeurs des fonctions

méromorphes.

Beaucoup d’études ont été faites au cours de ces derniéres années sur la distribu-
tion de valeurs des fonctions méromorphes complexes, notamment de la part de G.
Gundersen, M. Reinders, E. Mues, G. Franck, C.C. Yang, Ping Li, Liangwen Wao,
Ilpo Laine..., etc. Les problémes étudiés concernent d’'une part la répartition des
zéros des fonctions méromorphes complexes et d’autre part des problémes d’unicité
pour des fonctions méromorphes complexes satisfaisant certaines équations fonction-
nelles.

Il était donc naturel d’examiner des problémes analogues de distribution des zéros
pour différents types de fonctions méromorphes ultramétriques dans K ou dans un
disque ouvert contenu dans K. De méme, des problémes d’unicité pour des fonctions
méromorphes ultramétriques dans K ou dans un disque ouvert de K, qui satisfont

certaines conditions.

Parmi les méthodes utilisées dans les problémes de distribution de valeurs (com-
plexe ou bien p-adique), la Théorie de Nevanlinna qui joue un role majeur. La théorie
de Nevanlinna ultramétrique a été introduite en 1989 par A. Boutabaa ([12], [13]).
Elle s’applique non seulement & des fonctions méromorphes dans tout le corps K,
mais aussi, en 2001, A. Boutabaa et A. Escassut ont appliqué cette théorie aux
fonctions méromorphes dans un disque ouvert contenu dans K, en tenant compte

du probléme de Lazard. Il existe deux théorémes fondamentaux qui occupent une



1. Introduction générale

place importante dans la théorie de Nevanlinna. Le premier théoréme fondamental
de Nevanlinna est juste une reformulation de la formule de Jensen pour des fonc-
tions méromorphes. Le deuxiéme théoréme fondamental est, toutefois, un élégant
théoréeme qui joue un role dans la théorie de Nevanlinna. En raison de ce théoréme,
la théorie de Nevanlinna devient une riche théorie.

Cette thése est constituée de cette introduction et de trois chapitres ainsi que une

liste bibliographique et, Conclusion et perspectives.

Dans Le premier chapitre on présente une introduction générale. Le deuxiéme
chapitre est composé de deux parties. Dans la premiére, nous donnons quelques no-
tions de base d’un corps ultramétrique et ses propriétés fondamentales analytiques et
topologiques. Puis on va décrire les méthodes de construction du corps des nombres
p-adiques @Q,, ainsi que ’anneau des entiers p-adiques Z,. Ensuite, on définit le
développement de Hensel d’un nombre p-adique et on donne quelques propriétés
analytiques et topologiques du corps des nombres p-adiques. La deuxiéme partie est
essentiellement destinée a rappeler des propriétés classiques liées aux fonctions ana-
lytiques et méromorphes, dans un corps ultramétrique et dans un disque. On étudie
aussi le Polygone de Valuation qui joue un role important pour établir la formule de
Jensen dans le cas ultramétrique.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a la théorie de Nevanlinna sur un corps
ultramétrique. Pour cela on a besoin de définir les notions classiques de cette théorie ;
la fonction de comptage de zéros de f avec multiplicité Z(r, f), la fonction de comp-
tage de poles de f avec multiplicité N(r, f), la fonction de compensation m(r, f),
et la fonction caractéristique de Nevanlinna T'(r, f) = N(r, f) + m(r, f) qui est po-
sitive et prolonge log |f|(r) quand f est analytique. On va étudier aussi quelques
propriétés élémentaires liées a la théorie de Nevanlinna qui sont assez semblables a

celles connues dans le cas complexe. Ces fonctions sont utilisées pour donner une
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version ultramétrique de la formule de Jensen et le premier théoréme fondamental
de Nevanlinna qui est seulement une reformulation de la formule de Jensen. Ce théo-
réme fournit la taille du nombre de racines de I'équation f(z) = a, valable pour tout
a € K. Puis, on donne la version ultramétrique du deuxiéme théoréme fondamental
de Nevanlinna. Il montre qu’en général, m(r, f) est petit par rapport a T'(r, f), et
en conséquence N (1, f) approche T'(r, f), avec tous les détails des démonstrations.
Enfin, dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse a ’application de la théorie de
Nevanlinna ultramétrique aux équations fonctionnelles linéaires. Nous étudions deux
classes d’équations fonctionnelles. La premiére concerne des équations fonctionnelles

aux g-différences de la forme

S

> gi(x)y(g'z) = h(z),

oung € K, 0< gl <leth(z),go(z),...,gs(x) (s > 1) sont des fonctions méromorphes
telle que go(z)gs(z) # 0.

Dans le cas ultramétrique, on utilise les notions de base de la théorie de Ne-
vanlinna ultramétrique pour caractériser la taille des solutions méromorphes de ces
équations et étudier le comportement et 1'ordre de croissance de ces solutions. La

deuxiéme classe est celle de certaines équations aux différences de la forme
%gi(x)y(fc +1) = h(x),

ou h(z), go(x), ..., gs(x) (s > 1) sont des fonctions méromorphes telle que go(x)gs(z) #

0. La méme approche est appliquée dans ce cas pour obtenir des estimations de la

solution méromorphe en fonction des conditions que doivent vérifier les coefficients

h(ZL’), gO(I)a ) gs(x)‘
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2.1. Valeurs absolues ultramétriques.

Ce deuxiéme chapitre est essentiellement destiné a rappeler quelques notions fon-
damentales sur I'analyse ultramétrique et leurs applications aux fonctions méro-
morphes ultramétriques qui nous seront utiles dans la démonstration de nos résul-
tats. Nous donnons tout d’abord quelques rappels sur les corps ultramétriques. Puis,
on construit le corps des nombres p-adiques et on traite quelques propriétés de ce
corps. Dans la derniére partie de ce chapitre, nous nous intéressons a certaines pro-
priétés des fonctions analytiques et méromorphes ultramétriques dans un disque ou

dans le corps tout entier.

2.1 Valeurs absolues ultramétriques.

On a besoin de rappeler quelques définitions basiques qui concernent les corps

ultramétriques.

Définition 2.1.1 (Valeur absolue sur un corps)
Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application x — |z| de K dans
R, wérifiant les trois propriétés suivantes
(i) 2] =0 2=0,VzekK,
(i) |zy| = ||yl Y,y € K,
(179) |z +y| <|z|+|y|,Vz,y € K (inégalité triangulaire).
Définition 2.1.2 (Valeur absolue ultramétrique)
Une valeur absolue sur K est dite ultramétrique ou non-archimédienne, si elle vérifie
la propriété
|z +y| < max{|z], [y|}, Yo,y € K.

Cette propriété est connue comme l’inégalité triangulaire forte ou ultramétrique ; elle

est plus forte que la propriété (iii).

11



2.2. Propriétés élémentaires d'un corps ultramétrique

En posant pour z,y € K, d(z,y) = |z — y|. On définit une distance sur K. Dans

le cas d’une valeur absolue ultramétrique, on a
d(x, 2) < max{d(z,y), d(y, 2)}, ¥, , = € K.

Lorsque K est muni de la distance d(z,y) = |z — y| est un espace métrique complet,

on dit que K est un corps ultramétrique complet.

Exemple 2.1.3 La valeur absolue triviale, définie par

1 siz#0
|| =

0 stx=0

vérifie clairement la condition d’une valeur absolue ultramétrique sur un corps K.

2.2 Propriétés élémentaires d’un corps ultramétrique

Le théoréme suivant est une condition nécessaire et suffisante pour qu’une valeur

absolue est ultramétrique.

Théoréme 2.2.1 (Caractéristique du corps ultramétrique)/3}]
Soit |.| une valeur absolue sur le corps K. Les conditions suivantes sont équivalentes
(7) |.| est une valeur absolue ultramétrique,

(i1) Pour toutn € Z, |n| < 1.

Preuve. On démontre (i) = (ii) par récurrence ; Soit n € N*, sin =1, on a [1| = 1.
Supposons |k| < 1 pour tout £ = 1,...n — 1, et montrons que |n| < 1 pour tout

n € N. Nous avons

n| =[(n—=1) +1] < max(|n - 1[,|1])
< 1, pour tout n € N.

12



2.2. Propriétés élémentaires d'un corps ultramétrique

Sin € Z,onan=—n',n €N. Nous avons toujours |n| = | —n'| = |n/| <1, donc
In| <1 pour tout n € Z.
Réciproquement, supposons que |[n| < 1 pour tout n € Z. Nous voulons prouver que
pour deux éléments quelconques x,y € K, nous avons |z + y| < max{|z|, |y|}. Si
y = 0, c’est évident. Sinon, nous pouvons diviser par |y|, et nous voyons que cela
équivant a l'inégalité

=+ 1] < max {|~[,1}.

Y Y
Cela signifie que nous devons prouver 'inégalité dans le cas ot le second terme de

la somme est 1. En d’autres termes, nous voulons prouver que pour tout x € K, on

a
|z + 1] < max{|z|,1}.
Maintenant, soit n un entier positif. Alors, nous avons

1" =+ 1) = D Chat|
k=0

n
< Y lCal*.
k=0
Puisque C¥ est un entier, on a |C¥| < 1, donc on peut continuer avec
n
41 < S ol < (n+ 1) ma{ L 2]}
k=0

Pour la derniére étape, notons que la plus grand valeur de |z|*, pour k =0,1,2,....n
est égale a |z|" si |z| > 1 et égal & 1 sinon). Prenant la n-iéme racine sur les deux
cOtés on a
|z + 1| < Vn+1 max{1, |z|}, pour tout n € N,
et on sait que lirf vn + 1 = 1. Par conséquent,
n—-roo

|z + 1| <max{l, |z|}, pour tout z € K.

13



2.3. Le corps des nombres p-adiques

Proposition 2.2.2 [34]

Une valeur absolue |.| sur un corps K est dite archimédienne si
Ve,y e K,z #0, In € N: |nx| > |y|.
Autrement dit
sup{|n|,n € Z} = 4o0.

L’espace K muni de cette valeur absolue est un espace archimédien.

Proposition 2.2.3 [3/, [34]

Soient a et x deuz éléments d’un corps ultramétrique (K, |.|), on a
|z —a| <la] = || = |al.

Preuve.

Soient x,a € K, par I'inégalité ultramétrique, on a

2] = |z — a+ a| < max{|z —al,|al} = |al,

lal = la =z + 2| < max{|z — al, |2[}.
Si max{|z — al|, |z|} = |z|, on a le résultat.

Corollaire 2.2.4 [3//

Dans un espace ultramétrique, tous les triangles sont isocéles.

2.3 Le corps des nombres p-adiques

Il est connu que le corps des nombres p-adiques est un exemple trés répandu
des espaces ultramétriques. Dans cette section, nous allons construire ce corps en
utilisant la méthode topologique (analytique) basée sur le théoréme de complétion,
de plus, nous allons exposer certaines propriétés de ce corps qui restent pour la

plupart vraies dans le cas d'un corps ultramétrique.

14



2.3. Le corps des nombres p-adiques

2.3.1 Valeurs absolues sur Q

Comme Q est un sous corps de C, on peut le munir de la valeur absolue usuelle.
Nous allons nous intéresser ici a4 d’autres valeurs absolues de Q, associées & un

nombre premier p.

Définition 2.3.1 (Valuation p-adique sur Z et Q)

Soit p un nombre premier. La valuation p-adique sur Z est la fonction
vy L — ZU{+oo0}
vp(a) sia#0
400 sta=0,
ot vy(a) est le plus grand entier positif tel que (@) dévise a, i.e, a = p" Db avec p
ne dévise pas b.

On peut étendre la valuation p-adique v, au corps Q de la fagon suivante, si x =

7 € Q, alors on pose,

Exemple 2.3.2 (1) Soit a = 315 = 32.5.7. On a v3(a) = 2, vs(a) = 1, v7(a) = 1
et v,(a) = 0 pour tout nombre premier p différent de 3,5 et 7.

(2) On a va(32) = 2, v3(£) =1 et vs(32) = —2. Pour p différent de 2,3,5, on a
w(E2) =0

(3) On a vy(p™) = n, pour tout entier n.

La propriété fondamentale de la valuation p-adique est

Proposition 2.3.3 [7/, [34]

Soient a,b € 7, la valuation p-adique vérifie les propriétés suivantes

(1) vp(ab) = vp(a) + vp(b),

(i1) vp(a + b) = min{v,(a), vp(b) }.

15



2.3. Le corps des nombres p-adiques

Preuve.

Pour montre (i) et (ii) soient a,b deux nombres entiers ne sont pas nuls, on peut

écrire
a=png avec o =1vy(a) et p ne divise pas ny,
b=pny avec B=uv,(b) et p ne divise pas n,.
Donc,
ab = p*™P(niny) avec p ne divise pas nins.
d’ou

vp(ab) = o+ B = v,(a) + v,(b).

Pour (ii), on distingue trois cas,

Si a < 3, nous avons a + b = p®(ny + p’~ny), d'ou

vp(a+b) = a > minfv,(a), v,(D)].
Si a > 3, nous avons a + b = p®(p*Fn; + ny), d'ou

vp(a+b) = [ > minfvy(a), v,(b)].
Sia=f,onaa+b=p*“(ns+ns), ot p ne divise pas n; + ny. Dot

vp(a +b) = o > minfv,(a), v,(b)].

Définition 2.3.4 (Valeur absolue p-adique sur Q)

Soit p un nombre premier. On définit la valeur absolue p-adique comme ’application
[p:Q — Ry

o fal,=

16



2.3. Le corps des nombres p-adiques

Avec cette définition, on voit que |xy|, = |z|,|y|, pour tous rationnels x et y, car

up(@y) = vp(x) + vp(y).
Ainsi, si @ s’écrit [[, pi*, ot les o; sont des entiers, alors v, (z) = o; et |z, = #.
i

Notons que 1 =[], p?, donc v,(1) = 0, pour tout nombre premier p.

12

Exemple 2.3.5 (1) On a ‘%‘2 = }L, %y = %, %|5 = 25 et ‘%p = 1 pour p

différent de 2,3, 5.

(2) On a|p™|, = # : plus on est divisible par p, plus on est petit.

Proposition 2.3.6 [34/

L’application |.|, est une valeur absolue ultramétrique sur Q.

Preuve. Vérifions I'inégalité triangulaire forte, soient z,y € Q, si z = 0 (ou y = 0),

on a le résultat, en effet, soit y # 0,2 =0, on a
2+ ylp = |ylp < max{|zy, [y[y}-
Siz+y=0,cest adire, v = —y, on a |z|, = |y|, et

[z +yl, = 0 < max{|zly, [ylp}

Siz,y#0,onal|z+yl,=p @ Soit x = zety=2<a,c€Z, bdeZ, nous
avons,
. a n ¢ ad+bc
T =—-+-= .
O
D’ou,

ad + bc) = vp(ad + bc) — v, (bd)

v +y) = vy ( bd
= wy(ad + be) — v,(b) — v,(d)
> min{vy(a) + vp(d), vp(b) + vp(c)} = vp(b) — vp(d)
= min{vy(a) = vy(b), vp(c) = vp(d)}
= min{v,(2), vy(y)}.

17



2.3. Le corps des nombres p-adiques

Donc, v,(x +y) > min{v,(z),v,(y)}, i.e,
—vp(r+y) < —min(v,(z),v,(y))
— max(— (@), ~u(y).
Si max(—v,(x), —v,(y)) = —v,(x), on a —v,(x +y) < —v,(x), donc
) < ) e £ mtel@) )y

:D’Ofl7 |ZL' + y|p < max{|x|p, |y|P}

Si max(—vp(z), —vp(y)) = —vp(y), on a —v,(z +y) < —v,(y), donc
p_’up(x—"_y) S p_vp(y) — max{p_vp(x)’p_vp(y)}.

D’ow, |z+y|, < max{|z|,, |y|,}, et par suite, |.|, est une valeur absolue ultramétrique

sur Q. ]

Remarque 2.3.7 (1) La valeur absolue p-adique |.|, prend ses valeurs dans l’en-

semble discret définie par

Qlp = {p",n € Z} U{0}.

(2) Par définition de la valeur absolue p-adique, on a pour tout v € Q, |z|, < 1.

Proposition 2.3.8 [25/

Soient |.|1 et |.|2 deuz valeurs absolues sur un corps K. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) |.|1 et |.|2 sont équivalentes,

(i1) pour tout x € K, on a |z|; <1 si et seulement si |z|y < 1,

(111) il existe o > 0, un réel tel que pour tout v € K, on a |z|; = |x|§.
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2.3. Le corps des nombres p-adiques

Théoréme 2.3.9 (Théoréeme d’Ostrowski)[34]
Toute valeur absolue non triviale |.| sur Q est équivalente soit a |.|, pour un nombre

premier p, soit a la valeur absolue usuelle notée |.|.

Remarque 2.3.10 [ résulte de ce théoréeme que la valeur absolue usuelle et la va-
leur absolue p-adique sont les seules possibles dans Q, en ce sens les topologies

définies sur Q est donné par l'une des deux valeurs absolues.

Proposition 2.3.11 (Formule du produit)[1]

Pour tout x € Q*, on a

H |z, = 1.

p<oo

ot p < oo sinifie que nous prenons le produit sur l’ensemble des nombres premiers

de Q, y compris Tinfini”.

Preuve.
Il est facile de voir que nous avons seulement besoin de prouver la formule lorsque z
est un entier positif, et que le cas général s’ensuit directement. Donc, soit x un entier

2

positif, que nous pouvons factoriser comme suit : = pi"*.py?...p3*. Nous avons

17|00 = PIT.D5% ... D"
Et

1 si pe{p,i=1,.k}

p; st ped{p,i=1,..k}

|$|p =

D’ou, le résultat. ]

2.3.2 Complétion de Q

Ce paragraphe présente une construction du corps des nombres p-adiques. La
méthode utilisée pour construire ce corps est semblable & la construction de R a

partir de Q.
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2.3. Le corps des nombres p-adiques

Puisque Q n’est pas complet pour la valeur absolue p-adique |.|,, on le compléte et
on obtient un espace complet que I'on note Q, et qui s’appelle le corps des nombres
p-adiques.

On rappelle le procédé de complétion (qui est valable pour un espace métrique
quelconque). Soit £ 'ensemble des suites de Cauchy d’éléments de Q (pour la valeur
absolue |.|,). On définit sur £ une relation d’équivalence R de la fagon suivante;
siu = (up)n et v = (vy), sont deux éléments de E, on a uRv si et seulement si
|ty — vn ], tend vers zéro quand n tend vers U'infini.

On montre alors que sur 'espace quotient Q, = E/R, on peut prolonger la distance
sur F, et que cet espace métrique quotient est un espace complet, qui contient Q
comme sous espace dense.

Nous indiquons comment prolonger la valeur absolue définie sur Q a tout @Q,.

Soit x un élément de Q, et (z,), une suite de Cauchy d’¢léments de Q. La suite

(|zn|p)n est une suite de Cauchy dans R, car

dep_wxmb|§|%1_xmbv

donc elle converge vers une limite ¢ dans R,. Cette limite est appelée la valeur

absolue p-adique de x, c¢’est une valeur absolue ultramétrique, et on a

‘ﬂp:ngﬂxh%b
On peut également étendre la valuation p-adique au Q,, v,(z) = lim v,(x,).

n——+o00
Remarque 2.3.12 L’ensemble des valeurs de lapplication |.|, : Q, — Ry est le
méme ensemble de valeurs de Uapplication |.|, : Q — R4, et il est donné par {p™, n €
7y U{0}. Par contre la valeur absolue usuelle définie sur R, parcourt tout [’ensemble

des nombres réels positifs R .
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2.4. Propriétés de I'anneau Z, et du corps Q,

2.3.3 L’anneau des entiers p-adiques

Le corps Q, s’appelle le corps des nombres p-adiques. Une partie intéressante de
ce corps est ’ensemble des éléments de valeur absolue p-adique inférieure ou égale

a 1. Donc on a la définition suivante.

Définition 2.3.13 On définit [’anneav des entiers p-adiques et on note Z,, comme

étant la boule unité de Q,, i.e.

Ly ={x€Q,: |z, <1}

Proposition 2.3.14 [2/
L’anneau des entiers p-adiques est un anneau integre, i.e., pour tout x,y € 7, tel

que zy =0, on ax =0 ouy = 0.

Preuve.

Soient z,y € Z, et supposons = # 0, y # 0. Nous avons

vp(zy) = vp(x) + vy(y) # 400, donc zy # 0.

Remarque 2.3.15 Nous avons déja vu que l’anneau des entiers p-adiques est in-
tegre. Cela nous permet de définir le corps des nombres p-adiques comme le corps de

fractions de Z,, (c’est a dire que tout élément de Q, est un quotient de deux éléments

de Zy).

Q, = Frac(Z,) = {z, T,y € Lyety # 0}.
Yy

2.4 Propriétés de I'anneau 7Z, et du corps Q,

Cette section est consacrée aux propriétés importantes de I’anneau 7, et du corps

Qp. Nous y ¢tudions le développement de Hensel d’'un nombre p-adique qui est une
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2.4. Propriétés de I'anneau Z, et du corps Q,

notation sous forme de série. Nous discutons aussi quelques propriétés topologiques

de nos deux ensembles.

2.4.1 Développement de Hensel

Il existe une maniére conventionnelle de représenter un entier p-adique ou un
nombre p-adique. En remarquant que pour tout x € Z, il est possible de représenter

x en base p. On a

n

T = Zaipi, avec a; € {0,1,...,p — 1}.
i=0

L’idée étant de généraliser cette approche pour représenter un nombre p-adique en
passant de la somme finie & une somme infinie. Ainsi, on peut énoncer la proposition
suivante

Proposition 2.4.1 [7/

Tout élément de Z,, admet un unique développement sous la forme,

“+00
r=Y_a.p"
n=0
avec a, € {0, ...,p— 1} pour tout n. Ce développement s’appelle le développement de

Hensel de x.

Remarque 2.4.2 On peut utiliser le développement de Hensel pour donner une
autre définition de l’ensemble des entiers p-adiques Z, ; Ce sont les nombres p-
adiques dont le développement de Hensel ne contient que des puissances positives de
p, c’est a dire

+o0

Zy={r€Q,, x= Zanp"}.

n=0

On a un résultat similaire pour les nombres rationneles p-adiques.

Proposition 2.4.3 [7/

Tout x € Q, admet un unique développement de Hensel

T = Z a,p" avec a, € {0,1,....p — 1}, ng € Z.

n>—ng
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2.4. Propriétés de I'anneau Z, et du corps Q,

Si an, # 0, alors on a, —ng = v,(x).

Remarque 2.4.4 On peut représenter un entier p-adique par une suite infinie de
chiffres en base p a gauche du point (i.e. + = ...asaia9.), tandis que les autres

éléments de Q,, eux auront un nombre fini de chiffres a droite du point.

2.4.2 Propriétés topologiques

Nous énoncons et démontrons dans cette section quelques propriétés topologiques
importantes de Z, et de Q,. Nous commencons avec des propriétés qui est aussi vrai
pour les corps muni d’une valeur absolue ultramétrique.

Soit r un réel strictement positif, et @ un nombre p-adique. On note D" (a, ) I'en-
semble {z € Q,, |z—al, < r} et on appelle disque fermé. On note D~ (a, ) 'ensemble
{z € Qp, |z —al, < r} et on appelle disque ouvert et C(a,r) = DT (a,r)\D ™ (a,r)
le cercle de centre a et rayon r. La notation D(a,r) désignera I'un ou 'autre de ces

deux disques.

Proposition 2.4.5 [7/], [27]

Soient a,b € Q, et r € Ry. Alors

(1) Sib € D(a,r), alors D(b,r) = D(a,r). Autrement dit, tout point d’un disque est
un centre de ce disque.

(i1) Tout disque de l'espace topologique Q, est a la fois ouvert et fermé.

(i73) Sotent D(a,r) et D(b,s) deux disques, alors ils sont disjoints, ou l'un est inclus

dans 'autre.

Preuve.
(i) Sib € D(a,r), on a par définition |b—al, < r. Prenant € Q, tel que |z —al, < r,

on a par I'inégalité ultramétrique,
|z —b|, < max{|z —al,, |b—al,} <7
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2.4. Propriétés de I'anneau Z, et du corps Q,

de telle sorte que = € D(b,r), et donc on a montré que D(a,r) C D(b,r). En
changeant simplement les roles de a et b, on montre que D(b,r) C D(a,r), d’ou
légaliteé.

(i1) Soit a € Q, et considérons D~ (a,r), r > 0 le disque ouvert centré en a et
de rayon r. Par définition, c’est un ouvert de Q,. Il reste donc & montrer qu’il est
aussi fermé dans le cas non-archimédien. Alors, prenons un point = sur la frontiére
de D~ (a,r), ce qui signifie que tout disque ouvert centré en z doit contenir des
points qui sont dans D~ (a,r). Choisissons un rayon s < r. Maintenant, puisque x
est un point de la frontiere de D~ (a,r), D™ (a,7)N D~ (x, s) # 0, il existe un élément
y € D~ (a,r)ND~(z,s). Cela signifie que |y —al, < r et |y—z|, < s < r. Appliquant

I'inégalité ultramétrique, nous obtenons
|z — al, < max{|x —y|,, |y —al,} <max{s,r} <,

d’ott z € D™ (a,r). Cela montre que tout point sur la frontiére de D~ (a, r) appartient
a D~ (a,r), ce qui veut dire que D~ (a,r) est un ensemble fermé.
(77i) Nous pouvons supposer que r < s. Si l'intersection n’est pas vide, il existe

c € D(a,r) N D(b,s). En suite, nous avons, a partir de (i), que
D(a,r) = D(c,r) et D(b,s) = D(c,s).

Par conséquent,

D(a,r) = D(c,r) C D(c,s) = D(b, s).

L’anneau Z, a des propriétés topologiques intéressantes.

Proposition 2.4.6 [7/
L’anneau Z, des entiers p-adiques est un ensemble compact, et Z (de méme N) est

dense dans Zy,.
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2.4. Propriétés de I'anneau Z, et du corps Q,

Preuve. Soit {x)}; une suite dans Z,, le développement de Hensel de chaque terme

est écrit comme suit
+o0
xk‘ — ...CL2CL16LO — a/Z 5
=0
tels que

a¥€{0,1,2,....,p— 1}, Vi > 0.

On peut trouver un by € {0,1,2,...,p—1} et une sous suite {xox }1 de {xy }x telles que
le dernier chiffre de zq est by. De la méme fagon, il existe un b, € {0,1,2,...,p— 1}
et une sous suite {z1 }, de {zox } telles que les deux derniers chiffres de xyy, est byby.
On continue cette procédure, on va obtenir des nombres by, by, b, ... avec une suite

de suites

Z00, L01; L025 -++5 LOsy ++-
X105 115 X125 -5 Llsy -

L0, X215 L22y +-v5 L2s5 -+

Ln0y Lnls Tn2y -+ Tnsy -

telle que toute suite est une sous suite de la suite précédente, et chaque élément de

la n™¢ rangée termine par b,...bob1by. Pour tout 7 = 0,1, ... nous avons

zj5 € {Tj-15, Tj1j415 -}

par conséquence la suite diagonal xgg, 11, 22, ..., Tss, ... €St toujours une sous suite

de la suite original, et de plus elle est évidement converge vers ”...b3bab1by” .

[o.¢]
Pour la densité de Z dans Z,, soit = = ...asa1a0 = Y a;p' € Z,. Pour tout n € N,
i=0

posons
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2.5. Le corps C, des nombres complexes p-adiques

n

z, = ...000a,a4,_1...a0 = Z aipi.

1=0

Alors x, € Z et | — x|, < p~™, donc (x,,), converge vers z dans Z,. n

Le corps @, posséde la propriété suivante.
Théoréme 2.4.7 Q, est localement compact.

Preuve. Le fait que QQ, soit localement compact est une conséquence directe de la
compacité de Z,. En effet, pour tout z € Q,, on a D(z,1) = {x+vy; y € Z,} est un

voisinage compact de x. ]

2.5 Le corps C, des nombres complexes p-adiques

Définition 2.5.1 On dit qu’un corps ultramétrique K est algébriquement clds si
chaque polynome P(x) dans K[z] admet des racines dans K. Autrement dit, chacun

de ces polynomes se décompose en facteurs linéaires dans K[z].

Le corps Q, n’est pas algébriquement clés pour tout p premier, (considérer par
exemple I'équation 22 —p = 0 € Q,[z], puis on trouve que v,(z) = % ¢ 7, pour tout
x € Q,, donc cette équation n’a pas de racines dans Q, (i.e. \/Ep € Q,)).

Pour faire convenablement de ’analyse, il est donc logique de considéré une clo-
ture algébrique de Q,, que I'on note @p et qui n’est pas compléte (le corps @p est
constitué de toutes les racines des polynomes a coefficients dans Q,), donc nous
avons besoin de compléter pour former un plus grand corps complet, algébrique-
ment clos noté C,. On montre que 'on peut prolonger la valeur absolue a ce corps,
qui posséde donc aussi une valeur absolue ultramétrique, que l'on note toujours |.|,.

Le corps C, possede les propriétés suivantes
Proposition 2.5.2 [2/
(i) C, algébriquement clos.
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2.6. Eléments de I'analyse p-adique

(i1) C, n’est pas localement compact.
(i73) L’ensemble des valeurs p-adiques de C, est l’ensemble de puissances rationnelles
de p, c’est a dire, |C,| = {p, y € Q}.

(iv) Qc Q, c Q, C C,.

2.6 Eléments de I’analyse p-adique

Dans cette section, nous étudions les propriétés élémentaires des nombres p-

adiques qui concernent la convergence des suites et des séries définies dans Q.

2.6.1 Suites et séries p-adiques

Notons que (Q,, |.|,) est un espace complet, c’est a dire, toute suite de Cauchy

est covergente. On va donner un résultat qui caractérisais les suites de Cauchy de
Qp.
Proposition 2.6.1 [34/
Soit (an)y une suite dans Q,. On a, (an), est une suite de Cauchy si et seulement
St,

nl—lgloo |@nt1 — anl, = 0.

Preuve. Si (a,), est de Cauchy, alors on a

lim |apim — anlp =0, Ym >0,
n—-+o0o

d’ott quand m =1, on a

lim |aps1 — anlp, = 0.

n—-+o0o
Inversement, on a
‘aner - an’p = ‘an — Qpy1 + Aptl — oo + Appm—1 — aner’p
< max{|an — Gniilps [@ng1 = Gnyalps - |Onim—1 — Gnamlp}
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2.6. Eléments de I'analyse p-adique

Donc
li ntm — Unlp = 0,
L nm = anly
d’ou (an), est de Cauchy dans Q,,. "

Remarque 2.6.2 (a,), est convergente dans Q, si et seulement si |a,11 — anl, —

0, quand n — 4o00.

Proposition 2.6.3 [34/

Soit (an), une suite dans Q,. Si lim a, = a dans Q,, alors

n—-4o0o

Lt lanly =0

ou bien, 3Ny € N; |ay|, = |an,|p, pour n > Ny (la suite (|an|p)n>0 est stationnaire a

partir d’un rang Ny ).
Preuve. Soit n,m € N, n > m, on a
Han‘p - |am’p‘ <|an — a’m‘p — 0 quand n — oo,

donc (|an|p)n est de Cauchy dans R qui est complet, donc (|a,|,), est convergente.
Supposons que lim |a,|, # 0, alors lim |a,|, =¢ > 0.
n—-+o0o n—-—+0o
Posons ¢ = g, donc il existe Ny € N tel que pour n > Ny, |a,|, > %
De méme, il existe Ny € N tel que pour tout n,m > Ny on a |a,, — a,|, < % D’ou,

pour n,m > max (N, Ny) = Ny, on a
|amlp = lam — an + anlp, < max{|am — anlp, [anlp} = lanlp-

Si n = Ny, on aura |a,|, < |an,|p, pour m > Nj.
De méme
|anlp < max{lan — amlp, [amlp} = |amlp-

Alors |an,|p < |aml|p, pour m > Ny, d’ott |an, |, = |amlp, pour m > Ny. n
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2.6. Eléments de I'analyse p-adique

Maintenant, soit la série ) ay et a; € Q,. On sait que la série ) aj converge si
k>0 k>0

n
et seulement si la suite des sommes partielles S,, = ) ay converge dans Q,.
k=0

Proposition 2.6.4 [34/

[e.9] (o.9]
Soit Y ap une série dans Q, (ar € Q,). Alors ) ay converge si et seulement si
k=1 k=1

lim a, = 0. Dans ce cas,
n——+00

o0
‘ ; CLn|10 < Igggf |an|p'

Preuve. la série ) ay converge si et seulemet si la suite des sommes partielles
k=1

= Y aj converge dans Q,, donc S, est une suite de Cauchy dans Q,, d’ou
k=1
|Sy, — Sn—1lp — 0, quand n — +o0.

Mais a,, = S,, — S,—1, donc (a,) tend vers zéro dans Q,.

oo
Maintenant, supposons que »_ a, converge. Si > a, = 0, on a le résultat. Sinon,
n=1 n=1

D’aprés la Proposition 2.6.3, il existe Ny € N tel que pour N > Ny, on a

00 No
|ZGN|p: |Zan|p' (2.1)
n=1 n=1

D’autre part, on a

max {Jaul,} < max{la,,}. (2.2)

De (2.1) et (2.2), on a

1<n<No

00 No
|Zan|p = |Zan|p < max {la,[p} < maX{|an|p}
n=1 n=1

Exemple 2.6.5 1) La série de terme général p" converge trivialement dans Q,,, par

+00
définition de la valeur absolue p-adique. Sa somme vaut Zop” = l%p. En effet, on a
=

n+1

Z’“—>
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2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

d’autre part, lirf p" !t =0 au sens de la valeur absolue p-adique, d’ot

- 1—pt! 1
no__ 1: k_ 1: _
n>0 k=0

A noter que pour p = 2, on retrouve

+oo
1= 22" — .11111.
n=0

2) Le fait que v,(n!) = n_p%l("), ou Sy(n) désigne la somme des chiffres de l’écri-

ture de n en base p. Il en résulte que v,(n!) tend vers linfini, et lim |nl|, =
n—-4o00

lim p~*™) =0, donc la série de terme général n! converge, i.e. la somme > n!

n—-4o00 n>0

existe dans Q.

3) > pl—n diverge dans Q,, car nl_{m \#\p = lim p" #0.

n>0 Foo n—+00

2.7 Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

On note K un corps algébriquement clos, complet par rapport a une valeur absolue

ultramétrique |.|.

Définition 2.7.1 (série entiére)

Une série entiere dans K, c’est une série de fonction qui s’écrit sous la forme

Zan(x —a)", a, €K,

n>0
ot x et a sont des nombres de K.

+oo
Définition 2.7.2 Soit > a,x" une série entiére a coefficients dans K. Comme en
n=0
1

limsup %/ |an|
n—-+oo

. Le nombre

analyse archimédienne, si limsup {/|a,| # 0, on pose R =
n—-—+00
R est appelé le rayon de convergence de f. Donc, pour x € K, on a les situations

sutvantes,

(1) |x| < R. Donc lim |a,||z|* =0 et alors la série est convergente,
n—-+00
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(17) |z| > R. Donc la série est divergente,

(1ii) |z| = R. Donc on peut avoir ou bien nl_l)I_’I_loo lan||z|™ = 0 et alors la série est
convergente sur la totalité du cercle C(0, R), ou bien nEIJPoo lan||z]™ # 0 et alors la
série est divergente dans le cercle C(0, R).

D’autre part, quand limiup W = 400, on a R = 0 et donc f est convergente
seulement quand x = 0.

Quand limiup W = 0, on dit que le rayon de convergence de f est égal a 400

et dans ce cas [ est convergente pour tout x € K. Le disque D~(0, R) est appelé le

disque de convergence.

Exemple 2.7.3 (1) Soit b € K non nul, le disque de convergence de la série

Sbat = =, x e K est D7(0,]b] 7).

n>0

(2) Le disque de convergence de La série In(z+1) = > (—=1)"™ - pour tout x € K
n>1

est D=(0,1).

Définition 2.7.4 Soit f une fonction définie de D (a, R) dans K, on dit que f est
une fonction analytique sur DT (a, R), s’il existe une suite (a,),>0 d’éléments de K,
satisfaisant |a,|R" — 0 quand n — 400, et pour tout x € D¥(a, R), on a

f(z) = Zan(:v —a)".

n>0
Autrement dit, on dit q’une fonction f est analytique si elle est développable en série

entiere autour de chaque point de son domaine de définition.

Définition 2.7.5 Soit f une fonction définie de D~ (a, R) dans K, on dit que f est
une fonction analytique sur D~ (a, R), si pour tout 0 < r < R, la restriction de f a

DT (a,r) est une fonction analytique sur D (a,r).

Définition 2.7.6 (Fonction entiére)

Une fonction analytique dans le plan tout entier K est dite entiére.
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2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

Proposition 2.7.7 [20]
Pour qu’une fonction f : D=(0, R) — K soit analytique sur D~(0, R), il faut et il
suffit qu’il existe une suite unique (ap)n>o0, satisfaisant |a,|r"™ — 0 quand n — +oo,

pour tout r, 0 < r < R, et telle que pour x € D~(0,R), on a f(x) = > a,z™.
n>0

Preuve.

Supposons que f soit analytique sur D~ (0, R) et montrons que (a,), est unique.
Soit 0 < r <1’ < R, et soient (an)n>0, (bn)n>o deux suites d’éléments de K associées
a f qui est analytique sur D~ (0, R), on a par la définition pour tout r, 0 < r < R,
la fonction f est analytique sur D*(0,7). Pour » < 7/, on a DT (0,7) C D*(0,r').
Pour tout z € D*(0,r), on a

f(x) = Zanxna

n>0

ce qui implique que z € DT(0,r') et

flx) = Z by,

n>0

D’ou f(x) = > apx™ = Y bya™, pour tout x € DT(0,r). Donc Y (a, —b,)z" = 0,
n>0 n>0 n>0

d’ou a, = b,, Yn > 0. Alors on déduit 'unicité de développement en série des fonc-

tion analytique sur D*(0,r) d’ou a,, = b,, ¥n > 0.

L’implication inverse est trivial par la définition puisque l'existence d’une suite

(an)n>0 d’éléments de K vérifiant les hypothéses de cette proposition signifie que

f est analytique sur D*(0,r), et pour tout r, 0 < r < R, d’ou f est analytique sur

D= (0, R). "

Remarque 2.7.8 Les fonctions entiéres ce sont des fonctions somme d’une série

entiere de rayon de convergence infini.

Exemple 2.7.9 1) La fonction exp(z) = Y. L: est analytique sur D‘(O,p_ﬁ),
n>0

elle n’est pas analytique sur le cercle, et n’est pas entiére sur C,. En effet, pour tout
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r E]O,p_Plj)[, il existe (a,)n>0 € C,, telle que
1

‘an‘prn = ‘g

P
ou, S,(n) désigne la somme des chiffres de l’écriture de n en base p.
1
On sait que pr—1 r < 1, donc |a,|,m" tend vers zéro, l'orsque n tend vers l'infini.
D’ot exp(z) est analytique sur D*(O,pfp%l).
1
Si x|, =p 71, alors

o n n—=Sp(n) o n _ Sp(n)

pp—lzp p—1 pp—lzp p—l,

1 1
anly (p 7Y = ]—
n! »

on a nl—1>I—&1:loo |an]p(p_9%1)" = nl_lE’I_lOO p_spp%?) # 0 (puisque S,(n) est constante). D’ou la
fonction exp(x) n’est pas convergente sur C’(O,p_P%l), donc elle n’est pas analytique
sur C(O,pfp%l). Alors exp(x) n’est pas entiére sur C,,.

2) La fonction f(z) = Z;Op”x" est analytique sur D~(0,1), elle n’est pas analytique

sur D=(0,p). En effet, pour r <1, on a 0 < |a,|,r" < p~™, donc lir+n |an|,r™ =0,
n—-r+oo

d’ou f est analytique sur D~(0,1). Pourr < p, on a
0 < |ap|r" <p ™" =p " =p" =1

D’ou lim |a,|,r™ =1 et f n’est pas analytique sur D~(0,p).

n—-4oo

Notation

On note par A(D~(a, R)) (resp. A(D(a, R)) I'ensemble des fonctions analytiques
dans le disque D~ (a, R) (resp. D" (a, R)).

On note par A(K) (resp. A(K)\K|z]) I'ensemble des fonctions entiéres sur K (resp.
I’ensemble des fonctions entiéres sur K, qui ne sont pas des polynomes, et qui s’ap-

pellent fonctions transcendantes).

Proposition 2.7.10 /26]

+oo
Soit f(x) = > an(z —a)™. Les conditions suivantes sont équivalentes
n=0

(i) f € A(D™(a, R)),

(17) La série f(x) est convergente pour tout x € D™ (a, R).

33



2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

2.7.1 Dérivées des fonctions analytiques

Nous pouvons a présent énoncer un résultat général relatif aux fonctions analy-

tiques.

Théoréme 2.7.11 /7]
Si f(x) =Y aya™ est un élément de A(D(0, R)), continue et dérivable sur D(0, R),

n>0

alors sa dérivée f' € A(D(0, R)), tel que

f'(x) = Z na,z" "

Plus généralement, si R > 0, alors la série f est une fonction indéfiniment dérivable

sur le disque de convergence de f, et on a

f®(z) = k! Z CFana"™".

n>k

Preuve.

Soit z un élément fixé de DT (0, R), soit h € K tel que x + h € DT(0, R), on a
a® — b= (a—b)(a" " +a" b+ a" P + . 0.
On a

flz+h)=fl@) = Y anl(@+h)" —2"]

n>0

= b anllx+ )"+ (@ )" P4t (2 )" 2]

n>1

= h Z ay, i Cl(x + h)" 21 (2.3)

n>1 =1

Comme |Ci| < 1 (car i € Z), alors C" € Z,. On pose que |z| < R et |z + h| < |z,
on a

|C! (2 + h)" ' < o+ h)" ot < RPN
La somme a droite de la formule (2.3) est majorée en valeur absolue par max la,|R"1
qui est fini, car nl_lgloo la,|R"™1 =0, on a

£ 4+h) = f@)] < |l max fan R et Jim /(@ + h) = f(2)] = 0.
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2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

D’ou la continuité de f sur D*(0, R).

Maintenant, posons g(z) = > na,z"*, onag € A(DT(0, R)), car pour tout n > 1,
n>1

on a |na,|R" < |a,|R""!. En passant a la limite, on trouve que lim |na,|R"! =
n—+oo

0, et

fla+ h})l —flo) g(x) = Z an Z Cl(x+h)" 2t — Z napx™ !

n>1 =1 n>1

= Z an[(x +h)" P+ (x+h)" 2o+ .+ (v )" 42!

n>1

= h (somme majorée en valeur absolue par max |a,|R"?).
n>2

Donc f'(x) = g(z) = > na,z" !, et f' € A(DT(0, R)).

n>1
Soient z € D7(0,R) et r, 0 < r < R, tel que pour x € D*(0,r), f étant analytique

sur DT(0,r), elle est continue et dérivable sur D (0, 7), et donc continue et dérivable

enz,etona f'(z) = > na,z"!, donc f est continue et dérivable sur D~ (0, R), sa
n>1

dérivée f" est un élément de A(D~(0, R)), car f' € A(D*(0,r)), pour r, 0 < r < R.

Par récurrence, on montre 1’égalité

fO@) = kY Crana"™

n>k

= Y nn—1)(n-2)..(n—k+1)az"". (2.4)

n>k
Expression de f.

Pour k =0, alors f(z) = ) apa™.

n>0
pour k =1, alors

f'(z) = Z na,z" .

n>1

Expression de f*+1.

Suppossons que 'égalité (2.4) est vraie pour k, et on montre qu’elle est vraie pour

(k+1).
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2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

Par dérivation de I'égalité (2.4) terme & terme, on a

FEN () = (fP(2)) = (“chanx"‘k>

n>k

= k! Z (n — k)CFa,z"*1

n>k+1

= (k+1)! Z (n — k)CFa,a" 1,

n>k+1

2.7.2 Zéros des fonctions analytiques

Dans cette partie on étudiera les zéros des fonctions analytiques sur un disque de

K.

Définition 2.7.12 Soit f € A(K) (resp. f € A(D~(0,R))) et soit v € K (resp.
v € D7(0,R)). Soit r €]0,400[ tel que D (,r) C K (resp. Soit r €]0, R] tel que

D¥(7.1) € D~ (1, R)), et soit f(z) = S an(z — )", Vo € D¥(7.1), otk ag(x) # 0

n=q

et ¢ > 0. On dit que dans ce cas 7y est un zéro de f d’ordre de multiplicité q, et q

sera appelé l'ordre de multiplicité de zéro ~y.

Proposition 2.7.13 /7]
Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe de zéros isolés,
c’est a dire que si b est un zéro de f, il existe un disque de centre b, de rayon assez

petit, ou la fonction f n’admet comme zéro que b.

Preuve.

Si b est un zéro de f, on peut écrire la fonction non nulle f sous la forme
f(@) = am(x = 0)™ + amia(x = b)) + .

tels que m > 1 est un entier, et a,, # 0. Il résulte que si |x — b| est assez petit, et

non nul,
|f(2)] = lam||lz — 6™ # 0.
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]
Corollaire 2.7.14 [26]
+o0
Soit f € A(D~(0, R)) non nulle. Pour chaque o« € D~(0,R), on a f(z) = > an(x—
n=0

a)". De plus, si f(a) =0, a est un zéro isolé et il existe ¢ € N unique tel que f
puisse étre écrite dans A(D~(0, R)) sous la forme (x — «)lg(x) o g € A(D~(0, R))
et g(a) # 0.

Définition 2.7.15 Soit f(z) = > a,2” € A(K) (resp. f € A(D(0,R))). On

n>0
définit le module maximum de f, pour r €]0,4o00| (resp. r €]0, R[), par la formule

_ n
[£1(r) = max |a|r".

L’applicationr — |f|(r) définie une fonction réelle, croissante sur l’intervalle [0, R[C

R.

On a comme propriétés de la fonction r — | f|(r).

Proposition 2.7.16 [2/, [7], [26]
Soient 0 <r < R et f(x) = > aa™ € A(DT(0,71)), telles que |a,|r™ ait pour limite

n>0
0. La fonction

f = If|(r) = max|an|r",
est une norme ultramétrique sur A(DT(0,7)). Elle est appelée la norme de Gauss.

De plus on a,

I =_pax 17 = 1910
Proposition 2.7.17 [7]

On suppose que f € A(DT(0,7)), 0 <r < R. Si f n’est pas nulle, alors

(1) La fonction |f|(r) est croissante ;

(i1) Si la fonction f a un zéro b dans le disque DT (0,r), la fonction |f|(r) est

strictement croissante si r > |b| ;

(1ii) La fonction |f|(r) est continue.
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2.7. Fonctions analytiques d’un corps ultramétrique

Preuve.

(i) On a déja vu que |f|(r) est la borne supérieure de |f(z)| sur le disque DT (0, r),
ce qui fournit le résultat immédiatement.

(ii) Soit r9 > |b]. On a | f|(ro) = |as|r§, pour un s > 1, en raison de la présence d’au
moins un zéro dans le disque D7 (0, 7). Comme ay n’est pas nul, si r > 19, on a

las|r® > |as|r§, donc
1£1() = max il > [alr* > faulri = [£](r0).

(iii) Fixons § €]0,r[. Alors |a,|5™ tend vers 0 si n — +o0, de sorte qu'il existe N
entier tel que
n o__ n
ngpylanl" = vigy el

Il en résulte que si t € [0, 3], on a aussi
max a,|¢" = max |an |t = | £](£).

Comme la fonction ¢ — max |a,|t" est clairement continue, on a démontré le résultat.
n<N

Théoréme 2.7.18 [12/, [26]
Soit f € A(K) (resp. f € A(D~(0,R)), pour tout r €]0,+00[ (resp. r €]0, R[). On
a
, 1
£10) < 2171
Preuve.

Soit f € A(K) (resp. f € A(D~(0, R)). Pour tout r €]0, +o0] (resp. r €]0, R[), on a

f(x) =3 a,z”, alors f'(x) = Y. na,z" ' et

n>0 n>1

1 1 1
/ o n—1_ — n - n__ Z
|f](r) = max [nan|r"™" = —max na,|r® < —max|a,|r" = —|f|(r).
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Lemme 2.7.19 /7]

Soit Q(x) = by + ... + bsz®, un polynome de K[z].

On suppose que |bs|r® = ggagﬂbjh“j} = |Q|(r). Alors le polynéme Q a toutes ses
<j<s

racines dans le disque DT(0,7) de K.

Preuve.
Montrons que le polynome @Q(x) a toutes ses racines dans K dans le disque DT (0, r).

On factorise Q(z),
Qz) = bs(x — ) (z — ag)...(z — ay),
ol by # 0, et les a; sont dans K, et pas forcément distincts. D’ott
2 — aul(r) = max{le], Jau[} = max{r, o]},

et on a

QI(r) = [bs|r* = || ] ] max{r, |evl}.
=1

S
Alors [[ max{r, |a;|} = r°, et comme max{r, |a;|} > r, pour tout i, donc max{r, |a;|} =
i=1
r et |o;| < r, pour tout . On a donc bien montré que toutes les racines de @) sont

dans le disque D (0, 7). n

Théoréme 2.7.20 [7/

Soit f(x) = Jizanx” € A(D*(0,r)) et soit s un indice tel que l'on ait |as|r® = | f|(r),
et |a;|r? < \a;|7“5 pour j > s. 1l existe alors un couple (Q, H), Q étant un polynome
de Klz], Q(x) = bo+...+bsz®, avec |bs|r® = |Q|(r) = |f|(r), et H(z) une série entiére

appartenant o A(D*(0,r)), telle que |H — 1|(r) < 1, vérifiant f(x) = Q(z)H(x).

Théoréme 2.7.21 [7/
+o00

Soit f(x) = ) apx™ € A(DT(0,7)) et soit s un indice tel que l'on ait |as|r® = | f|(r)
n=0

et |a;|r? < |as|r® pour j > s. Alors
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(i) Si s > 1, la fonction f a exactement s zéros dans le disque DY (0,7), compte
tenu des multiplicités ;
(i1) La fonction f n’a aucun zéro dans le disque DV (0,7) si et seulement si s = 0,

et sa valeur absolue y est alors constante dans ce disque.

Preuve.

On va utiliser le Théoréme 2.7.20. On a donc f = QH, avec les propriétés indiquées.
(i) Comme |H — 1|(r) < 1, on a |H(z)| = 1, pour tout x € D*(0,1), donc H(z) ne
s’annule pas. Comme le polynome () qui intervient dans la factorisation a toutes ses
racines dans le disque DT (0,7). D’aprés le Lemme 2.7.19, f a exactement s zéros
compte tenu des multiplicités dans ce disque.

(ii) Si f n’a aucun zéro dans le disque, on doit avoir s = 0 par (i).

Si s = 0, le polynéme ) qui intervient dans la décomposition f = QH est un
polynéme de degré 0, donc une constante ¢, non nulle puisque f est non nulle.
Comme |H — 1|(r) < 1, on a |H(z)] = 1 pour tout = € D*(0,1), et par suite

| (@)] = el .

Théoréme 2.7.22 [26]
+o00o
Soit f(x) = > aza™ € A(D™(0,R)). Alors f a un nombre fini de zéros dans
n=0
D=(0, R) si et seulement si il existe ¢ € N tel que |a,|R? > max |a,|R".
ne

De plus, sit € N est le plus petit de tous les entiers q tel que |a,|R? > max la,|R",
ne

alors f a exactement t zéro dans le disque D~ (0, R).

Preuve.
Supposons que t € N est le plus petit de tous les entiers ¢ tel que |a,/R? >
max |a,|R"™. Alors

ne
lan|R" < |ag| R, Vn < t.
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Donc, pour chaque n < t, il existe ro(n) €]0, R| tel que
lag|r® > |an|r™, Vr €]ro(n), R[.

Posons ry = rnai(ro(n). Alors, pour tout r €]rg, R[, on a |as|r’ > |a,|r™ sin < t.
n<
D’autre part, pour r €]0, R[, on a |a,|r™ < |a;|r* sin > t+1 parce que |a;|R" < |a,|R"

et n > t. Par conséquent, on en déduit que pour tout r €]ry, R[, le nombre de zéros

de f dans le disque D~ (0, R) est égale a ¢, en prenant en compte les multiplicités.

Corollaire 2.7.23 [26/
Soit f € A(K) non constante. Alors f admet au moins un zéro dans K. De plus, si

f e AK)\K]z|, alors f a une infinité de zéros dans K.
Lemme 2.7.24 Si f € A(K) n’a aucun zéros dans K. Alors f est une constante.

Proposition 2.7.25 [7]

Soit f(x) une fonction entiére (donc une série entiére de rayon de convergence
infini), que l'on suppose non polynémiale. Alors l’ensemble des zéros non nuls de f
forme une suite infinie, que l’on range par ordre de module croissant et que l’on note
an. La suite |a,| tend vers Uinfini, et on peut écrire f sous la forme d’un produit

fla) = e 1~ fn%

ot ¢ est une constante, et k € N 'ordre de multiplicité de x = 0 comme zéro de f.

Preuve.

On montre tout d’abord que f a une infinité de zéro formant une suite de limite
Iinfini. Dans tout disque fermé, f a un nombre fini de zéro. On peut donc les
ranger comme indiqué dans la proposition. Montrons que si la suite a,, est finie,

alors f est un polynéme. Soit R assez grand, de maniére que tous les zéros de f
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soient dans le disque fermé de centre zéro, rayon R. On peut écrire f = PrHp,

N
olt Pp est un polynome, de la forme z* [T (1 — L), ot N est indépendant de R,

n=1

puisque f n’a pas d’autres zéros. Donc Pr = R est constant, et il en est de méme

de la fonction Hg de sorte qu’il existe une fonction H, entiére, sans zéros dans K,

telle que f = PH. D’aprés le Lemme 2.7.24, une fonction entiére sans zéros est

constante; or si H = Jio hnx™, |ho| = max{|h,|R"}, pour tout R. On en déduit que
n=0

|hn| R™ < |ho| pour tout R, et donc h,, =0 sin > 0.

Considérons maintenant le produit infini

F(z) =" T](1 - aﬁn).

Nous allons montrer qu’il est convergent, dans tout disque fermé de centre zéro,
rayon r et définit donc une fonction analytique entiére. Pour cela, on considére la
suite des polynomes

n

& x
Po(z) = 2" (1 - o)

k=0
et nous allons montrer que cette suite est de Cauchy dans A(D*(0,7)). Il nous suffit
de montrer que, si on note ||.|| la norme dans cet espace, on a || P11 — P,|| tend vers
0.

On a en utilisant la multiplicativité de la norme

n
x x
1Py = Ball = [l T It ==l - I
e ag Ant1
7,k:+1 n
= [ [(max{1, —1)
] 14 g

Comme la suite |a,| tend vers l'infini, le produit fini (dans R) [] (max{1, ﬁ})
k=0

converge vers une quantité que 'on appelle M, et qui est un majorant de cette
suite.

Soit ¢ > 0. Il existe N tel que, pour n > N, on ait ’“k—T < . On a donc finalement

fan

sin> N, ||P1 — P < M., ce qui démontre le résultat.
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On montre en utilisant la factorisation prouvée auparavant dans un disque de centre

zéro, rayon R, que g = % est entiére, sans zéros dans K, et ceci termine la démons-

tration. n

2.8 Fonctions méromorphes d’un corps ultramétrique

Définition 2.8.1 On dit q¢’une fonction f est méromorphe surK (resp. sur D(0, R))
si elle est analytique sur K (resp. sur D(0, R)) sauf auz points de singularités isolées

qut sont des poles.

Remarque 2.8.2 Le quotient de deux fonctions entiéres est une fonction méro-
morphe. C’est a dire, si la fonction f est méromorphe dans K (resp. dans D(0, R)),
alors on peut écrire f = 1 tel que g,h € A(K) (resp. A(D(0,R))) sans zéros com-

muns.

Notation

On note par M(K) (resp. M(D(0, R))) le corps des fonctions méromorphe dans K
(resp. dans D(0, R)), c’est a dire le corps de fractions de A(K) (resp. de A(D(0, R))).
La valeur absolue |.|(r) définie sur A(K) (resp. sur A(D~(0, R))) quand r €]0, 00|

(resp. r €]0, R]), s’étend d’une maniére naturelle & M(K) (resp. a M(D~(0, R))) en

posant |f|(r) = Ji‘g:) quand f = { et g,h € A(K) (resp. g,h € A(D™(0, R))).

~

Le Théoréme qu’on énonce ci-dessous est une généralisation du Théoréme 2.7.18

Théoréme 2.8.3 Soit f € M(K) (resp. f € M(D(0, R))). Pour tout r €]0, +oo[
(resp. r €]0, R[), on a

171) < L1710
Preuve.

Posons f = ¥ ot g,h € A(K) (resp. g,h € A(D(0, R))). Pour r €]0, +oo[ (resp.
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r €]0, R[), on a
[f|(r) _ lg'h—gh'|(r)

[£1(r) lghl(r)

mais évidemment |g'h — gh'|(r) < max{|¢'h|(r),|gh’|(r)}, ce qui entraine que

710) - {191 )
Ch { 910" TR }

Alors d’aprés le Théoréme 2.7.18, on a gl(r) - % et |‘h/||(r) < %, ce qui achéve la

démonstration. m

Lemme 2.8.4 Soit f € M(K) n’ayant ni zéros ni poles dans K. Alors [ est une

constante.

Proposition 2.8.5 Soit f € M(K) une fonction méromorphe non constante. Alors

f prend toutes les valeurs de K, sauf au plus un.

Preuve.
Supposons que f ne prendre que deux valeurs distincts a, 3 € K. On note f = ¥,

ol g et h sont deux fonctions entiéres sans zéros communs, de sorte que la fonction

méromorphe H = Z:gﬁ n’a pas de zéros et de poles. Par conséquent, d’aprés le
Lemme 2.8.4, H est égal a une constante v € K\{1} et nous avons donc f = 0‘1__[?,
qui est une contradiction. ]

2.9 Polygbdne de valuation

Dans cette section, nous allons présenter les propriétés de polygone de valuation

qui détermine la distribution des zéros des fonctions entiéres (aussi des polynomes).

Soit f(x) = > a,z™ une fonction non nulle de A(D~(0, R)) et soit 0 < r < R, et
n>0
regardons la fonction r — | f|(r), pour r € [0, +oc[. Pour simplifier, supposons que

ap # 0, alors pour |x| assez petit, on aura |f(x)| = |ag|, de sorte que |f|(r) = |ao| =
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constante, pour r assez petit. Soit r; la premiére valeur de r et s; la plus grande
valeur de k telle que |ag|r¥ = |ao|, alors f a exactement s, zéros sur le cercle |z| = ry,
et aucun dans le disque ouvert de centre 0, rayon 1. On a |f|(r) = |as, |r®, pour
r > ry et assez proche de ry. En général, on s’arréte quand il existe une valeur k > s,
et un r > r; tels que |ag|r® = |ag, |r®'; soit ry la premiére valeur de 7 telle qu’il en
soit ainsi, et sy le plus grand des entiers k > s; tels que |a|r5 = |a, |rs3'. Alors, sur
le cercle |z| =1y, f a sy — $1 zéros, et aucun dans la couronne ouverte de centre 0 et
de rayon r1,79. On a |f|(r) = |as, |r**, pour r € [ry,73]. Et ainsi de suite, on trouve
des cercles ou se trouvent les zéros de f, de rayons ry (suite fini ou infinie), le nombre
des zéros sur ces cercles est sy — si_1, et en plus, on a le fait que la fonction |f|(r)
est continue et monomiale par morceaux, c’est a dire que sur [r, 7541/, il existe une
constante ¢ et un entier s; tels que |f|(r) = ¢xr®. Les rayons r; s’appellent les

rayons exceptionnels pour la série entiére f.
On fabrique maintenant une fonction ®; définie par

Q;:1=]—o0,logR[ — R

logr +— ®s(logr) =log|f|(r) = m%({log la,| +nlogr}.

Notation On note v*(f,r) (resp. v~ (f,7)) le plus grand (resp. le plus petit) entier
7 tel que
log|a;| + jlogr = ®¢(logr) = m%({log lan| + nlogr}.

Cest a dire que, |a;|r? = max |a,|r".
n>0

Théoréme 2.9.1 [26/
La fonction ®¢ vérifient les propriétés suivantes
(i) C’est une fonction convere, croissante, continue et affine par morceau ;

1) St f a un zéro dans D~ (0,r), la fonction ®; est strictement croissante pour
f p
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logr > loglb| ;

(111) La fonction @y est dérivable a gauche et o droite en chaque point logr € I. Sa
dérivée a gauche en logr est égale a v (f,r) et sa dérivée a droite en logr est égale
av—(f,r);

(iv) Le nombre de zéros de f dans le cercle C(0,r), en prenant en compte les mul-
tiplicités, est égale a v (f,r) —v=(f,r), ou v+ (f,r) (resp. v=(f,r)) est le nombre

des zéros de [ dans le disque D*(0,7) (resp. D=(0,7)).

Remarque 2.9.2 La représentation de la fonction ®; est connue en analyse ultra-

métriqgue comme "polygone de valuation”.

Exemple 2.9.3 (Polygone de valuation des polynomes)

(1) Soient r, s €]0, +oo| tel que r < s, et soit P(x) = asx® + a1z + ... +ag € K[z] ou
ag # 0.

Supposons |ag| = |ai|r > |ag|r®, on a |P|(r) = |ag| = |a1|r, donc v (P,r) =1 et
v (P,r) = 0. Par conséquent, le polynome P admet un zéro dans le cercle C'(0,r).
Supposons maintenant |ai|s = |as|s* > |ag|. Alors vT(P,s) = 2 et v~ (P,s) = 1.
Par conséquent, le polynome P admet un zéro dans le cercle C(0,s). D’autre part,
vi(P,p) =v (P,p) =1, Vp €lr,s] et vH(P,p) =v (P,p) =2, Vp > s.

(2) Soit p un nombre premier et soit P(x) = 2p* + p* + (p + p°)x + (p* + p3)22.
Pour r = %. On a |ag| = 1%’ lai|r = z% et |ag|r? = #, donc vH(P,r) = 1 et
v (P,r) = 0. Par conséquent, le polynome P admet un zéro dans le cercle C(0, é)
Pourr = #. On a|ag| = #, lai|r = # et |ag|r? = #, donc vt (P,r) =v~(P,r) = 0.
Donc P n’a aucun zéro dans le cercle C(0, z%)

Pourr=1. On a |ag| = ]%, lay|r = % et |ag|r? = z%’ donc P n’a aucun zéro dans le

cercle C(0,1).

Interprétation géométrique Soit f(x) = > a,2z" une fonction non nulle de
n>0
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2.9. Polygone de valuation

A(D*(0,7)) et soit 0 < r < R. Pour chaque n nous construisons le graphe =, (logr)
qui décrit log |a,| + nlogr comme fonction de logr. Soit ~,(r, f) le bord de I'in-
tersection des demi-plans situés sous les droites 7, (logr) de la pente n. Alors dans
chaque segment [logry,logrii1], 0 < logr, < logriy1 < R, il existe un nombre fini
de v,(logr) qui interviennent dans ~,(r, f). On déduit que ~,(r, f) est une ligne
polygonale qui s’appelle le polygéne de valuation de la fonction f(z). Nous appel-
lons le point logr > 0 o 7, (r, f) un sommet des points critiques de f(z). Chaque

segement fini [log rg, log 7. 1] ne contient quun nombre fini de points critiques de

().

47



CHAPITRE 3

Théorie de Nevanlinna sur un corps ultramétrique
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3.1. Formule de Jensen

Parmi les méthodes utilisées dans les problemes de distribution de valeurs, la
théorie de Nevanlinna ultramétrique, qui joue un role majeur dans ce domaine.
Cette théorie a été introduite en 1989 par A. Boutabaa ([12],[13]). Elle s’applique
non seulement & des fonctions méromorphes dans tout le corps K, mais aussi, en 2001,
A. Boutabaa et A. Escassut ont appliqué cette théorie aux fonctions méromorphes
dans un disque ouvert contenu dans K, en tenant compte du probléme de Lazard.

Dans ce chapitre, on s’intéresse de cette théorie.

Notation A partir d’ici et tout au long de ce travail, on notera K un corps algé-

briquement clos, complet par rapport & une valeur absolue ultramétrique |.|.

3.1 Formule de Jensen

Dans cette section, on s’intéresse de la version ultramétrique de la formule de

Jensen qu’on utilise pour obtenir le premier théoréme fondamental de Nevanlinna.

Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0, R))) n’ayant ni zéro ni pole en 0. Pour tout
r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[) et a € D~(0,r), on note

1

2(r, f) = max(0,wa(f)) et p(r, f) = = > min(0,wa(f)) = 2(r, 7)

|al=r |al=r

C’est a dire que, z(r, f) (resp. p(r, f)) est le nombre de zéros (resp. pdles) de f sur
le cercle |z| = r, comptés avec leurs multiplicités, ot w,(f) est 'entier relatif i, de

Z, tel que f(z) = . ai(x — )" avec a;, # 0.
i>ia
Théoréme 3.1.1 [12/,[13]
Soit f € M(D~(0,R)) n'ayant ni zéro ni pole en 0, pour r €]0, R], on a

g 1) =10g 7O + 3 {206 ) = st ) o

r,—
= f ||
Preuve.

La démonstration de cette formule est une conséquence des propriétés de polygone
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3.1. Formule de Jensen

de valuation.
Soit f € A(D~(0, R)) telle que f(0) # 0. Le polygone de valuation de f donne pour

r €]0, R|

log | £1(r) = log | F(0)| + _ =(r, ) log E (3.1)

laf<r
Pour montrer I'égalité (3.1), solent 0 <73 <71y < ... <71 < ..<ret 0=mny <
n < ..<np<..<n.
On pose, log | f|(r) = rggac{log la,| + nlogr}.
Le cas ou r plus proche de zéro, f n’a pas de zéros a valeur absolue entre 0 et rq,

on a

log | f|(r1) = log [f(0)] = log |ac| 4 ng log 1.

Lecasou 0 <7y <71y, 0n a

log | f|(r2) = log |an,| + nilogrs.

Le cas ol r,_1 < 1}, ON
log | f|(1x) = log |an, | + nk—1log .
Le casou ry <7, on a

log | f|(r) = log |ay, | + ny logr.
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3.1. Formule de Jensen

Alors,

log [f|(r) = [log|f[(r) —log|f|(r)] + [log | f|(rr) —log|f|(rk-1)] + .. + [log [f[(r2) —log |f|(r1)]
+ log|f(r1)
= [log|ay,,| + nilogr —log |ay,, | — nilogry] + [log |an, | + nk—1logry —log |ay,, .|
— ng_1logry_1] + ... + [log |an, | + n1logry — log|a,, | — ny logri] + log | f(0)]

r r r
= ngplog — + ny_1log —— + ...+ ny log = +log | f(0)]
Tk Tk—1 1

= nklogL + ng_q logL —10g1 +.o.+m logi — logi + log [ £(0)]
TL TEL_1 Tk T Tro

r r r
= (ng —ng_1)log — + (ng_1 — ng_2)log — + ... + (ny — nq) log —
Tk Te—1 T2

r
+ (n1— ng)logr— + log | £](0)
1

k

= > (i~ i) log - +log |£(0)].

i=1 ¢
Ou (n; —n;—1) le nombre des zéros de f dans le cercle |z| = r;, donc
r
log |f](r) = log| f(O)| + > =(r, f)log .

0<|ar|<r ’a|

Soit maintenant f € M(D~(0, R)) telle que f(0) # 0,00. On pose f = ¥ telle que

g,h € A(D~(0,R)). Soit « (resp. 3) un zéro de g (resp. de h), on a

9
log |f1(r) = log |21

= log|g|(r) — log|h|(r)

= loglg(0)| + Y z(r,g>log|i|—1og|h<0>|— 3 Z(T,h)logﬁ
0<]al<r “ 0<|pl<r
~ log @\+ S o Pl = 3 2 L) log
h(O) 0<|a|<r |Oé| 0<|8|<r f |6
1 r
= log|f(0 log — — “Vog .
EUOLE 2, A flosy 2 snplespy
Donc,
log | |(r) = |Z {< e %)} og .
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3.2. Fonction de Nevanlinna

3.2 Fonction de Nevanlinna

Soit f € M(D~(0,R)). Pour tout r €]0, R[, notons par Z(r, f) la fonction de

comptage des zéros de f dans le disque D~(0,r), comptés avec leurs multiplicités.

On a aussi,

la fonction de comptage des zéros de f dans le disque D~ (0,r) sans prendre en
compte les multiplicités.
De la méme maniére, notons par N(r, f) la fonction de comptage des poles de f

dans le disque D~(0,r), comptés avec leurs multiplicités, on pose

N ) = = 3 wlf)log 1 = 20 2
|| <r
wa (f)<0
Et
N, f) = Z(r, }»

Pour x > 0, on pose log™ x = max(0, log 7), telle que x > 0 et log est une fonction

logarithmique réelle. On définit pour r €0, RJ,

m(r, f) =log" | f|(r) = max(0, log| f|(r)),

la fonction de compensation.
En fin, on définit la fonction de Nevanlinna (appelée aussi la fonction caractéristique

de f), quand f n’a ni zéro ni pole en 0, par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).

Remarque 3.2.1 Remarquons que les fonctions m(r, f), N(r, f) et T(r, f) ne changent

pas a une constante pres, si on change l'origine. Par conséquent, si une fonction f
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3.2. Fonction de Nevanlinna

admet un zéro ou un pole en 0, on peut réaliser un changement d’origine pour redé-

finir les fonctions m(r, f), N(r, f) et T(r, f).

Tout au long de ce chapitre, on supposera que la fonction f intervenant dans
les fonctions m(r, f), N(r, f) et T(r, f) n’a pas de zéro en 0, si f € A(K) (resp.
f e A(D(0,R)), et n’ani zéro ni pdle en 0, si f € M(K) (resp. f € M(D~(0, R)).

Par les notations précédentes, on peut reécrire Théoréme 3.1.1 sous forme,
Théoréme 3.2.2 [19]

Soit R > 0, et soit f € M(K) (resp.f € M(D~(0,R))) n’ayant ni zéro ni pole en

0. Alors

log |f|(r) = Z(r, [) = N(r, f) + log [ £ (0)], (3.2)
pour tout r €]0, +oo| (resp. r €]0, R]).

Corollaire 3.2.3 [12/,[13]
Soit f € M(D~(0, R)) n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0, R], on a

(r, %) —T(r, )+ O(1),

Preuve.

D’apres le Théoréme 3.2.2, nous avons

log |[f(0)] = N(r, f) = Z(r, ) + log | f|(r).

Puisque log z = log* x — log™ %, for z > 0, on a

1

log [f(0)] = N(r,f) = Z(r, f) +1og" | f|(r) —log" If

= N(rf) - N(r %) *mlr, ) — m(r

()
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3.2. Fonction de Nevanlinna

On a aussi

Proposition 3.2.4 [15]

Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D(0,R))) non identiquement nulle et n’ayant
ni zéro ni pole en 0. Alors pour tout r €]0,4o00| (resp. r €]0, R[ ), nous avons

i) N(r, f+9) < N(r, f) + N(r,9),

iW)N(r, fg) < N(r, f) + N(r,g).

Preuve.

Les inégalités 1) et ii) sont vérifiés puisque I'ordre de multiplicité de poles de f + ¢
(ou fg) au point x est au plus égal a la somme d’ordre de multiplicité de poles de

f et g au point z. D’ou

1 1 1
Z(r, m) < Z(r, ?) + Z(r, 5)7
1 1 1
Z(ﬂ%) < Z(h?) + Z<T7§)

Théoréme 3.2.5 [15]

Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D~(0,R))) et a € K. Pour tout r €]0,+o0[
(resp. r €]0, R[), on a

i) m(r, f +g) < max{m(r, f),m(r, )},

ii) m(r, f —a) =m(r, f) + O(1),

iii) m(r, fg) < m(r, f) +m(r, g),

w) m(r,af) =m(r, f) + O(1).

Preuve.

Puisque |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique et grace a la croissance de la
fonction logarithmique on enduit sans difficulté 7), i) et ).

Si |f|(r) > |a|, pour r assez grand (resp. assez proche de R), on a

|f = al(r) = max{|f[(r),|al} = |F|(r),
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3.2. Fonction de Nevanlinna

d’ou
m<r7 f - CL) = m(r, f)

Alors que, si |f|(r) < |al, on a

|f = al(r) < max{|f[(r),|al} < |al,

ce qui entraine

’m<7a7f - a) - m(ﬁ f)’ S max{m(r,f - a)7m<7a7 f>} S long |CL|,

et ainsi m(r, f —a) = m(r, f) + O(1), d’ou ). C

On donne une autre définition de la fonction caractéristique de Nevanlinna.

Théoréme 3.2.6 /28]
Soit f € M(K) (resp. f € M(D=(0,r)) n'ayant ni zéro ni pole en 0. Alors pour

tout r €]0, +o00[ (resp. r €]0, R[), on a

T(r, f) = max{Z(r, f) +log[f(0)], N (r, f)}.

Corollaire 3.2.7 /28]
Soit f € A(K) (resp. f € A(D~(0,R) non nulle. Alors pour tout r €]0,4o00[ (resp.
r €]0, R[), on a
T(r,f)=Z(r, f)+ O(1).
De plus, il eziste p €]0,400] (resp. p €]0, R]) tel que pour b # f(0), on a pour tout

r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[)

Z(’I",f):Z(T,f—b).

Théoréme 3.2.8 [13]
Soient f,g € M(K) (resp. f € M(D~(0, R)) non identiquement nulle et n’ayant ni

zéro ni pole en 0. Alors pour tout r €]0,4o00] (resp. r €]0, R[)
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3.2. Fonction de Nevanlinna

i) T(r, f+g) <T(r,f)+T(r,9) +O(1).
i) T(r, fg) < T(r, f) +T(r,g) + O(1),
De plus, si f,g € A(K) (resp. f,g € A(D~(0,R)), on a

iii) T(r, f+ g) < max{T(r, f), T(r,g)} + O(1),

Preuve.
i) Puisque

m(r, f +g) < max{m(r, ), m(r,g)} + O(1),
et

N(r,f+g) <N(r, f) + N(r,g) + O(1),

on déduit que

m(r, f+9) + N(r, f+g) < max{m(r, f),m(r,g)} + N(r, f) + N(r,g) + O(1),

< m(r, f)+m(r,g) + N(r, f) + N(r,g9) + O(1).

DoaT(r,f+g) <T(r,f)+T(r,g)+0O(1).

it) De méme, on déduit que

m(r, fg) + N(r, fg) < m(r, f) +m(r,g) + N(r, f) + N(r, g) + O(1).

Dot T(r, fg) < T(r, f) + T(r, g) + O(1).

iii) Puisque N(r, f) = N(r,g) = 0, I'inégalité est immeédiate. n

Proposition 3.2.9 [15]

Soient f € M(D~(0,R)) et a € K, a # 0 tels que f(0) # 0, f(0) # a et f(0) # occ.
Pour r €]0,R[ on a

i) T(ryaf)=T(r, f)+ O(1)

it) T(r, f —a)="T(r, )+ O(1).
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3.2. Fonction de Nevanlinna

Preuve.
Puisque
N(r,f) = N(r,af) = N(r, f - a),
m(r, f —a) =m(r, f) + O(1), et m(r,af) =m(r, f) + O(1),
alors
T(r,af) =T(r, f) + O(1),
et

T(r,f—a)=T(r, )+ O(1).

3.2.1 Ordre de croissance d’une fonction méromorphe

Définition 3.2.10 On appelle ordre de croissance d’une fonction méromorphe f(z)

et on note p(f) la quantité définie par

logT
p(f) = limsup oL\ J) (r, f)
P00 log r

En particulier, si f € A(K), on a

Théoréme 3.2.11 [11]

Soient f,g € A(K). Si c(|f]|(r)* > |g|(r), avec a et ¢ > 0, pour r assez grand, on a
(i) p(f) = p(9),

(ii)p(f + g) < max(p(f), p(g)),

(iii) p(fg) < max(p(f), p(g))-

Corollaire 3.2.12 [11]

Soient f,g € A(K). Alors p(f*) = p(f), pour tout n € N*. Si p(f) > plg), on a

p(f +g) = p(f).

Pour plus de détailes sur l'ordre de croissance voir [11].
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3.3 Premier Théoréme Fondamental de Nevanlinna

Théoréme 3.3.1 [15/
Soient f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) et a € K tels que f(0) # 0, f(0) # oo

et £(0) # a. Pour tout r €]0,+o0| (resp. r €]0, R[), on a

T <r, ﬁ) — T(r, ) + O(1). (3.3)
Preuve. La démonstration est facile, elle découle du Corollaire 3.2.3 et la propriété
i) du Proposition 3.2.9. l
Notation

Soit ¢, ¢ et 1 trois fonctions réelles définies dans un intervalle I =]0, 4o00] (resp.
[=|0,R|) et soit r € I. S’il existe une constante ¢ € R telle que ¢(r) < ¥ (r)+cp(r),
on écrira simplement ¢(r) < ¥(r) + O(¢(r)). Si |¢(r) — 1(r)| est bornée par une
fonction de la forme c ¢(r), on écrira ¢(r) = ¥ (r)+0(¢(r)). Si TETOQ |p(r)—1(r)] =0
(vesp. lim |(r) —<(r)| = 0), on écrira ¢(r) = P(r) + o((7)).

Exemple 3.3.2 1) Soit P(x) = il a,x" € Klz]. Alors Z(r, P) = deg P logr+0O(1),
pour tout r €]0,400[. En effet, 502'15 {7, .-, t} Uensemble des zéros de P ou t < g,
et soient s, ...,S; les ordres de multiplicité respectifs. Supposons A = max |v;|. Si

1<5<t

€]0,4+o0[, on a

Z(r,P) = Z s, log Z S; log I Z S; log
Z s;(logr —log A) + Z s;log —
j=1 =1 |7 |

t t
Mais . s; =q et Y sj(log ﬁ —log A) = O(1). Par conséquent
j=1 =1

Z(r,P) =qlogr+ O(1) = deg P + O(1).

q q
2) Soient P(x) = Y apa” € Klz] et Q(z) = Y. bya™ € Klz| deux polynémes
n=1

n=1

L e K(x). Alors

premiers entre eux. Soit F' = 0

T(r,F) =deg Flogr+ O(1), pour r assez grand dans |0, +o0.
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En effet, soit {7;}icr et soit {B;},es Uensemble de zéros de P et ) respectivement.

Supposons B = sup{|vi|, |6;]}. D’apres Uexemple précédent, pour r €]B,+oo[, on a
12
Z(r,P)=deg Plogr + O(1) et Z(r,Q) = degQlogr + O(1).
Par conséquent

T(r,f) = max{Z(r,P)+log|P(0)|,Z(r,Q)}

= max{deg P,deg Q}logr + O(1),
ou, par définition, max{deg P, deg Q} = deg F.

Proposition 3.3.3 [13/

Soit f € M(K) n’ayant ni zéro ni péle en 0. On a les équivalences suivantes,
i) f est une constante < T'(r, f) = o(logr), r — 400,

it) f e K(z) & T(r, f) = O(logr), r — +00,

iii) f est non constante < il existe c € R et A > 0 tels que
T(r,f) >logr+ec, pourr > A.

Preuve.
i)Sif=acKeta#0, onaTll(rf)=1log"|fl(r) =o(logr), pour tout r > 0.

En effet, pour tout r > 0

logla| si loglal >0
T(r, f) = max{0,log | f[(r)} = max{0,log |a[} =
0 si loglal <0.

Twh — 0 je.

D’ou, lim =
r—+oo 08

T(r, f) =1log" | f|(r) = o(logr).

Pour la réciproque, on distingue deux cas
1) f n’a aucun pole, car si x en était un on aurait

T(r.f) > N(rf) > 1og@ > log

o’
jal<r
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d’ott pour r > 0, on a

=T(r, f) < —logr + log || _ log || 1
logr — logr logr '

En passant a la limite, on a 0 < —1, ce qui est absurde. D’ot f n’a aucun pole.
D’autre part, on sait que 7'(r, %) =T(r,f)+0O(1) = o(logr).

2) f n’a aucun zéro, car si x était un on aurait

1 1 1 r r r r
T(?“,—) EN(T‘,?): Zp(ra?)logm: ZZO'?]C)lOg'E’ > Zlogm Zlogm

/ laf<r laf<r laf<r

D’ou pour r > 0,

_T(T,%) < —logr + log |af _ loglaf 1
logr — logr logr '

En passant a la limite, on a 0 < —1, ce qui est absurde. D’ou f n’a aucun zéro.
Donc f est une constante.

i) Si f(z) = ggg, ou P(x),Q(x) € K[z] sont tels que P(0) # 0 et Q(0) # 0. Soit

k = deg P(z) et | = deg Q(x), on a au voisinage de +00
log |P|(r) = klogr + O(1),

log |Q|(r) = llogr + O(1).
D’ou
log [ f|(r) = log|P|(r) —log|Q|(r) = (k — ) logr + O(1).

On a aussi

m(r, f) =log" |f|(r) = max{0,(k—1I)logr}+ O(1)
O(1), si (k—1)logr<0
(k—10)logr+O(1), sinon

O(1), si k<l

\ (k—1)logr+O(1), sinon
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D’autre part

Y 2(r,Q)log — = llog —— = llogr + O(1).

. ol = % Tal

N f)=3" plr, f)log =

jal<r o

D’ou
llogr+0O(1), si k<l
T(r,f)=m(r, f) +N(r, [) =
klogr+ O(1), sinon

ie. T(r, f) = O(logr).

T

Réciproquement, si T'(r, f) = O(logr), il existe a > 0 tel que 0 < k();g”:) < a, pour r
tend vers l'infini. Soit n(r) = > p(r, f). On a pour r > 0,
laf<r
2 2 r? r?
N2 f)= Y ptr*, fllog— > > p(r,f)log—
) || |
o] <r |laf<r
> > p(r, )f2logr —log |af}
|laf<r
> Z p(r, f)logr =n(r)logr.
|a| <r

D’ou T(r%, f) > N(r?, f) > n(r)logr, et

T, ) NG )
2logr = 2logr

n(r)logr  n(r)
2logr 2

a2z

v

On trouve que

2T (r?, f) S

200 > > n(r).

2logr

Comme n(r) est une fonction croissante de r, n(r) a une limite quand r — +o00 et

ona lim n(r) <2a < 4o00. Donc f n’a qu'un nombre fini de poles dans K.

r——+00
D’autre part, on a 7'(r, %) =T(r, f) 4+ O(1), il existe 5 > 0 tel que 0 < TIE):;) < 3,
pour r tend vers U'infini. Soit m(r) = > z(r, f). On a pour r > 0
laf<r
2 1 2 r? r?
N(T’,—): ZZ(T7f)IOg— > ZZ(T’7f)1Og—
f ) | |
la|<r o <r
> Y z(r, f){2logr — logal}
laf<r
> Z z(r, f)logr = m(r) logr.
laf<r
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Bt

2%, )

206 > > m(r).

2logr

Comme m(r) est une fonction croissante de r, m(r) a une limite quand r — 400 et

ona lim m(r) <206 < 4oco. Donc f n’a quun nombre fini de zéros dans K. D’ou
r—~+00

e K(z).
i11) Si f est non constante, f admet au moins un zéro ou un pdle. Vu la relation du

Corollaire 3.2.3 et quitte & considérer 1, on peut supposer que f a un poéle a # 0,

d’ott
T(r, f) = N(r,f) = Y plr, f)log - > log -

et |

= logr — log |al.
|al

La réciproque est évidente, car s'il existe c € R et A > 0, T(r, f) > logr + ¢ pour

r>A ona

T(r,f) > logr+e,
0 L,
logr — logr’

Donc lim Z&0 o 0 don T(r, f) # o(logr). D’aprés i), la fonction f est non

r—+o0 logr

constante. n

Corollaire 3.3.4 Soit f € M(K) n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors f & K(z) si

et seulement st
T f
lim (T, )

r—+o0 logr

= +00.

Preuve.
Supposons d’abord f € K(x). Donc d’aprés 'exemple précédent, T'(r, f) = deg f log r+
O(1), pour r assez grand. Par conséquent

T
fim L) g
r—+o0 logr

Supposons maintenant que f € M(K)\K(x), alors, f admet ou bien une infinie de

zéros ou bien une infinité de poles et on a donc, T'(r, f) > Alogr pour tout A > 0 et
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pour r €0, +oo[. Par conséquent

T
hm (r7 f)
r—+oo logr

= +o0.

Lemme 3.3.5 [26/
Soit f € M(D~(0, R)), telle que f(0) # 0, 00. Soite > 0. Il existe g, h € A(D~(0, R))

telles que f = £ wvérifiant pour r €0, R],
Z(r.g) < Z(r, f) +e et Z(r,h) < N(r, f) + ¢

Corollaire 3.3.6 Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))), telle que f(0) # 0, c0.
Il existe g,h € A(K) (resp. f € A(D™(0,R))) telles que f = { wérifiant pour

r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[),
max{T(r,q), T(r,h)} <T(r, f)+ O(1),

En vue de démontrer d’autres résultats.

Proposition 3.3.7 [13]

Soit f € M(K) (resp. f € M(D™(0,R))) telle que f*)(k € N) n’a ni zéro ni pole
en 0. Alors

i) N(r, f®) = N(r, ) + kN(r, f),

i) Z(r, f®) < Z(r, f) + kN(r, f) — logr + O(1),

iii) T(r, f®) < T(r, f) + kN(r, f) < (k+ D)T(r, f).
Nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.3.8 Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))), f = % ou g,h € A(K)
(resp. f € A(D~(0, R))) n’ont pas de zéro commun. Posons Hy = g et H, = hHj_,—
kh' Hy_1 pour k > 1. on a

) 00 = i,

ii) Tout zéro d’ordre m (m > 1) de h est un zéro d’ordre k(m — 1) de Hy et un pole

d’ordre m + k de f®.
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Lemme 3.3.9 Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) telle que f(0) # 0 et

f(0) # o0. On a pour r €]0,+o0] (resp. r €]0, R[),

Preuve.

m (7’, f7/) =0.

D’aprés le Théoréme 2.8.3, On a pour tout r €]0, +00[ (resp. r €]0, R), L1 < I

1£1(r)

Par conséquent, on a

m <r, f?/) = log™

fl

S

(r)} = 0.

f

(r) = max {O, log /

Preuve de la Proposition 3.3.7 Soit z1, x9, ..., 74 les poles de f dans le disque

|z| < r, et supposons que chaque z; est d’ordre m;, ¢ € {1,...,¢q}. Donc d’aprés le

Lemme 3.3.8, les poles de f*) dans le disque |x| < r sont 21, 2o, ..., x4 et leurs ordres

sont respectivement m; + k,mg + k, ..., my + k. D’ou

N(r, f®)

(m1 + k)(logr — log|zi1|) + (ma + k)(logr — log |z2]) + ... + (mg + k) (log r — log |z,])
my(logr — log|z1|) + ma(logr — log |z2|) + ... + my(log r — log |z4|)
k{(logr —log |z1]) + (logr — log |x2|) + ... + (logr — log |z,|) }

N(r, f) + kN(r, f).

La relation ) est donc démontrée.

Pour la relation i), soit r €]0, +o0o[ (resp. r €]0, R[). Par le Théoréme 3.2.2, on a

Z(r, f') = N(r, f') +1og | f(0)] = log]f|(r), (3.4)

Z(r, f) = N(r, f) +1og [ f(0)] = log]|f[(r). (3.5)

Mais d’aprés le Théoréme 2.7.18, on a | f'|(r) < |f|(r) et donc, en considérant la

croissance de la fonction logarithmique, on obtient

log | f'|(r) < log|f|(r) —logr.
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Par conséquent

Z(r, ') = log|f'|(r)+ N(r, f') —log[f'(0)]

< loglf|(r) + N(r, f') —log |f'(0)] — logr
< Z(r, f)+ N(r, ') = N(r, f) +1og | f(0)| — log | f'(0)] — logr
< Z(r,f)+ N(r,f') = N(r, f) = logr + O(1).

Mais, d’aprés la premiére inégalité i), on a

N(r,f) = N(r,f) = N(r, f),
Z(r, f') < Z(r, )+ N(r, f) = logr + O(1).

La généralisation de cette inégalité est obtenue par récurrence. Supposons que l'in-

égalité précédente est vraie pour tout k < n. Alors
Z(r, fOD) = Z(r, (f™)) < Z(r, f7) + N(r, f) —logr + O(1).
Et donc

Z(r, f™) < Z(r, f) + nN(r, f) + N(r, f™) —logr + O(1).

Puisque N(r, ) = N(r, f), on a
Z(r, f" ) < Z(r, f) + (n+ DN(r, [) = logr + O(1).
Pour montrer la troisiéme inégalité, on a

T(r, f*) = N(r, f™)+m(r, f¥)
= N(r,f)+EN(r, f) +m(r,f(k))

B ®
= N(r,f)+EN(r,f)+m <r, %]%f)

— ) 1
< N(r,f)—i—kN(r,f)—l—m(r,m)—|—...+m<r,7>+m(r,f)
= T(r, f)+EN(r, f).
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Puisque N(r, f) < N(r, f) < T(r, f), pour r €]0, +o0| (resp. r €]0, R[), on a

T(r, fO) < (k+1D)T(r, f).

3.4 Deuxiéme Théoréme Fondamental de Nevanlinna

Le deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna est I'un des théorémes les plus
utilisés dans la théorie de distribution de valeurs.
Notation Pour tout nombre fini a € K, a # 0 et f(0) # a. On note m(r,a), N(r,a)
et T'(r,a) au lieu de m(r, f—ia), N(r, flTa) et T'(r, ﬁ) respectivement. On note aussi

m(r,00) et N(r,00) au lieu de m(r, f) et N(r, f).

Théoréme 3.4.1 (Inégalité Fondamentale)[12],[13]
Soit f € M(K), f non constante. Soient ay,...,a, des éléments distincts de K et
d € R tels que |a; — aj| > § pour 1 < i # j < q. On suppose que f(0) # 0,00 et

f(0) # a; pour tout i, 1 <1i < q. Alors

m(r, 00) + Z m(r,a;) < 2T(r, f) — Ny(r, f) + S(r, f), (3.6)
No(r, f) = N(r,oo)+N(r,%)—N(r, £,
= m rﬂ m|r ‘1 f og" 1
S(r, f) = (,f)—l— (,;f_al)jtqlg (5>+O(1).
Preuve.

q
Soit g(x) = > f_lal_. Montrons que, pour r €]0, +o0],
i=1

1

q
> ) —glogt =. )
m(r,g)_;m(naz) qlog™ (3.7)
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Pour ¢a distinguons deux cas;

1) Si |f —aj|(r) < 6, pour un certain j. Alors on a pour i # j,

01
izlf_ai

(r)

log|g|(r) = log

1
< lom g 7| 0 = log | )
Et on a aussi que, pour i # 7,
log™ 1 (r) = max40,lo L (r)
g f . O,i - ) g f _ CLZ‘ ?
B log ’f_lai (r) < log% si log% > 0,
0 sinon.
Donc
1 1
log™ T (r) <log* 5
Il suit que,
105 [gl(r) = log" | ——| (")
f—a
q 1 4 1
= log® |[——| (r) — log™* r
7; f—aimz%@- f_i()
q 1 4q 1
+ +
> Zlog a0 2 leg
=1 1=1,i#j
1 1
= 2 log’ (r) — (g — 1)log"
=1 f — G
q 1 1
+ +
§ ;log o )Tl
Alors

2) Si|f —a;|(r) > 9, pouri € {1,...,q}. on a

1
f—ai

log™

(r) = max {0, log

1
f—@i
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Pour tout 7 € {1,...,q}, on a

q q
1 1
log*|g|(r) = 0 log" [gl(r) = D _log" | =/ (r) = 3 log™ | 7= (7)
. 1 i=1 7
q 1 4q 1
> log™ r) — logt ~
2 a4
q
1 1
= log* — qlog* —.
> _log | ) —alegT 5
i=1
D’ou
1oy

m(r,g) =log" |g|(r >zﬁ%

La relation (3.7) est donc démontrée.

D’autre part, on a pour tout r €]0, +00]

ming) = m(r, 13,9
< )+ m(n %)+ mlr £')
= {16 n - N6 p o+ {me By ¥ Ly - ¥ Ly + 0 |+ s 1)
f f / !
Ceci avec la relation (3.7) nous donne
m(r,00) + Zm(r, a;) < m(r,g) +m(r,o0) + qlog* %,
i—1
et donc
- A 1 f! / f!
m(r,00) + Zm(r, a;) < m(r,o00)+T(r, f) — N(r, ?) + N(r, f) N(r, ?) + m(r, 7)
i—1
+ m(r, f'g) + O(1) + N(r, f) — N(r, f) + qlog™ 5
< 2T ) = N )+ N ) = N L) = NG )+ L)
+ m(r, f'g) + O(1) +qlog” .
Le résultat demandé découle alors du fait que
N L) = N L) = N(n ) = N )+ N ) = N )
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Démontrons cette identité. Il est clair que les poles de f7, sont des podles simples : ce

sont les zéros et les poles de f comptés sans multiplicité. D’ou

P g
N(r,=)=N(r,f)+ N(r,=).
( f) (r, f) + N( f)
D’autre part, les poles de %, sont les zéros de [’ qui sont pas des zéros multiples de
f, d’ou
f 1 { 1 — 1 }
N(r,~)=N(r,—)—<N(r,=)— N(r,—
Donc
! fy = 1 1
N(r,=)—N(r,=)=N(r,f) + N(r,—=) — N(r, =).

Alors,

q
I 41
1 — 1).
+ m(r,;f_ai + g log 5+O()

D’otu l'inégalité fondamentale. ]
Remarque 3.4.2 La quantité S(r,f) du Théoréme 3.4.1 vérifie
S(r, f) =0(), quand r — +oc0.

En effet, pour tout r €]0,4+00[, on a

S(r,f) = m <rf7/) +m (ri fi/ai> + qlog™ (%) +0(1)

q / /

o, F(z) = T](f — a;). En utilisant le Lemme 3.3.9, m(r, %) = m(r, fT) =0, quand
i=1

r — +00, alors

S(r, f) =0(1) quand r — +oc.
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Nous terminons cette section en démontrant le deuxiéme théoréme fondamental.
Soit f € M(K) non constante telle que f(0) # 0 et f(0) # oo. Posons m(r,o0) =

m(r, f), N(r,00) = N(r, f) et pour a € K tel que f(0) # a, on am(r,a) = m(r, fia),

N(r,a) = N(r, ﬁ) Avec ces notations, la relation (3.3) devient

m(r,a) + N(r,a) =T(r, f) + O(1).

Posons
o mlna) _ N(r,a) . .m(r,a)
o) = i g = 1w =t (i
_ . N(T’, &) _ 1 N(T, a)
000 = 1 =1 e
. .N(r,a)=N(r,a) i V(20 = N a)

La quantité d(a) est appelée le défaut de a. #(a) est appelée 'indice de multiplicité

de a.

Théoréme 3.4.3 (Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna)[13]
Soit f € M(K) non constante. Alors l’ensemble des valeurs a € KU {oco} pour les

quelles O(a) > 0 est au plus dénombrable et on a

S (6(a) +0(a) < " O(a) < 2

a

Preuve.

q
En ajoutant N(r,00) 4+ > N(r,a;) aux deux membres de I'inégalité (3.6) du Théo-
i=1
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réme 3.4.1, on a pour tout r €]0, 400/,

N(r,00) + m(r,00) + Z N(r,a;) + Z m(r,a;) < N(r,o0)+ Z N(r,a;) + 2T(r, f)

=1 =1 =1

- Nl(T,f)—{-S(’l“,f)

T(r,00) + Y T(r,a;) < N(r,oo)+ Y N(ra;)+2T(r,f)

=1 i=1

- Nl(T,f)+S(T7f)

(q+1T(r,f)+0(1) < N(r,o0)+ Y N(ra;)+2T(r, f)

=1

- Nl(rvf)+8(rvf)

(q—D)T(r,f)+0(1) < N(rf) +ZN(T, a;) — N(r, ?) +S(r, f).

Remarquant que tout zéro de f — a; d’ordre m est un zéro de f’ d’ordre m — 1, on

déduit que
q 1 q o
> N(r,a;) — N(r, 7) =Y N(r,a;) = No(r
=1

i=1

1
7?)7

ot Ny(r, %) est obtenu a partir de N(r, %) en omettant les termes correspondant

aux zéros de f’ qui sont des zéros de f — a;, pour i = 1,2, ..., ¢q. Il suit que

(g—DT(r, f) + O(1) +ZNMZ Nor—)+S( ),

et donc

(g —1)T(r, f) +0O(1) < N(r, f) +ZNra,+5(rf)

Sachant, d’aprés la remarque au Théoréme 3.4.1, que S(r, f) = O(1) quand r —

+00, on a

q

(q=DT(r, f) < N(r, f) + ) N(r,a;) + O(1).

=1

En divisant par T'(r, f) et passant a la limite, on obtient

: N(r,o0) . N(ra:) _
limsup ———> + » limsup >q— 1
r—-+00 T(?”, f) ; r—+00 T(Ta f)
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D’ou
q

1-0(c0) + Y (1-6(a;)) > q—1,

i=1
q

O(c0) + Y _O(a;) <2.
i=1
Ceci montre que O(a) > % pour au plus 2N — 1 valeurs finies distinctes a. Si
I'ensemble des valeurs a telles que O(a) > 0 est fini, le théoréme est démontré,
sinon les valeurs a pour lesquelles ©(a) > 0 peuvent étre rangées en une suite
A1y A2y ey Qy s Qo 41y eeey Qi s oo
de sorte que la suite des ©(a;) soit décroissante et que pour j < i,, on ait O(a;) > <.
En posant ag = 0o, on déduit, pour la suite (a;);>0, que i O(a;) < 2 pour tout q.
i=0

D’ou

Remarque 3.4.4 L’inégalité ¢i-dessus est la meilleure possible. En effet on montre
que pour tout e, 0 < € < 2, il existe une fonction f. € M(K) pour laquelle Y O(a) >
e. Car pour 0 < e < 2, il existe n = n(e) € N* tel que e < 1—|—”T_1 et si [’on considere

alors la fonction f.(x) = (x —1)", on a au voisinage de +0o0,
m(r,00) = m(r, f) = nlogr, N(r,o00)= N(r,00)= N(r,f)=0.

D’ou

n—1

T(r,f) =nlogr, O(cc)=1 et O(0) =

n

1l en résulte que

n—1

> 6(a) > 6(0) +6(c0) =1+ —— >e.

a
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CHAPITRE 4

La croissance des solutions des équations aux differences

dans un corps ultramétrique
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4.1. Equations aux ¢-différences

Le but de ce chapitre est d’étudier la croissance des solutions méromorphes dans
un corps ultramétrique algébriquement clos K, de certaines équations fonctionnelles

linéaires aux g-différences de la forme

s

gi(x)y(q'z) = h(z),

=0

oung € K, 0< gl <leth(z),go(z),...,gs(x) (s > 1) sont des fonctions méromorphes
telle que go(z)gs(z) Z 0.

Récemment, de nombreux articles (voir par exemple [4],[5], [10], [20]) axés sur
ces équations, et de nombreux résultats significatifs ont été obtenus a propos de la
croissance de leurs solutions. Dans ce chapitre, nous allons étendre certains de ces
résultats.

Nous faisons également une étude similaire des équations aux différences de la

forme
;}gi(x)y(x +1) = h(z),
ou h(z), go(x), ..., gs(x) (s > 1) sont des fonctions méromorphes telle que go(x)gs(z) #

0.

4.1 Equations aux ¢-différences

Soit K un corps ultramétrique complet et algébriquement clos. Dans [10], N.

Boudjrida, A. Boutabaa et S. Medjerab ont étudié¢ I’équation

S

(E) > Ai(2)f(¢'z) = B(x),

i=0
ounqgeK, 0<|q <1et B(z),Ay(x),...,As(z) (s > 1) sont des éléments de K(x),

tel que Ag(x)As(z) # 0. Ils ont obtenu le résultat suivant

Théoréme 4.1.1 [10]

Si f € M(K) est une solution de l’équation (E), alors

T(r, f) = O((logr)?), r — +o0.
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Observons que I'équation (E) ci-dessus présente des coefficients B, Ay, ..., A, satis-
faisant T'(r, A;) = O(logr), T'(r, B) = O(logr), et si f est une solution de I'équation
(E), alors

T(r, f) = O((logr)?), r — +o0.

Ceci souléve une question & propos de l'ordre de croissance des solutions méro-
morphes f de I'équation (F), si Ag(z), ... As(x), B(z) sont remplacés par des fonc-
tions méromorphes. Dans cette section, notre but est de généraliser le Théoréme
4.1.1, de la fagon suivante;

Nous considérons I’équation aux g¢-différence de la forme

Zgz-(x)y(qifv) = h(z), (4.1)

oung €K 0<|ql <1 eth(x), go(z), ..., gs(x) (s> 1) sont des éléments de M(K)

tels que go(x)gs(z) #Z 0. Notons par T'(r) la fonction,
T(r) =max{T(r,h); T(r,g0);---; T(r,gs)}, pour tout r > 0.
Alors, nous avons

Théoréme 4.1.2 Si f € M(K) est une solution de l’équation (4.1), alors nous
avons

T(r,f)=0(T(r)logr), quandr — +oo.

Pour la démonstration du Théoréme 4.1.2 on a besoin des résultats suivants.

Remarque 4.1.3 La premiére observation dans l’équation (4.1) est que nous pou-
vons prendre h(x) = 0 sans perte de généralité. En effet, supposons que h(z) # 0
et f(z) est une solution méromorphe de l’équation (4.1). Alors, il est facile de voir

que f(x) est une solution de l’équation non triviale de la forme
h(x) > gilqx) f(g'a) — hlgz) Y gi(x) f(g'x) = 0.
i=0 i=0
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Nous pouvons également supposer que go(z), ..., gs(x) sont des fonctions entiéres.

Alors, dans toute la suite, on suppose que l’équation (4.1) est de la forme

> gi(z)y(g'z) =0, (4.2)
i=0
ouqg €K, 0<|q <1 etgo(x), ..., gs(x) (s>1) sont des éléments de A(K) tels

que go(x)gs(x) # 0.

Dans ce qui suit, on note o, la fonction définie pour tous = € K par, o,(x) = qz.
Ensuite, pour chaque k£ € N*, 05 = 04,000, est obtenu en appliquant £ fois la
fonction o,. Nous convenons que 02 = Id, ou Id est la fonction identité dans K.

Certaines propriétés de ces opérateurs sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 4.1.4 [10]

Soient f € M(K), r > 0 et n € N, nous avons
(1) [feagl(r) = [fI(g]"r),

(2) m(r, foog) =m(lg|"r, f),

(3) N(r,foog)=N(q|"r f),

(4) T(r, foog)=T(q|"r f).

Proposition 4.1.5 Soit f une solution méromorphe dans K de l’équation (4.2).
Alors, si v est un pole de f, a # 0, il existe un entier m € N et un zéro 6 de go

différent de zéro tels que a = ¢~ ™0 et wy(go) + wa(f) > 0.

Preuve.

Soit av # 0 un pole de f. Si wa(go) + wa(f) > 0, on a le résultat, car il suffit de
prendre 6 = «.

Supposons que wq(go) + wa(f) < 0. Cela signifie que, a est un pole de go(z)f(z),

alors il existe au moins un indice i; € {1,...,s} tel que g;,(a)f(¢"a) = oo, et en
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4.1. Equations aux ¢-différences

particulier a; = ¢ v est un pole de f. Si wq, (go) +wWa, (f) < 0, de la méme maniére,
on trouve un indice i, € {1, ..., s} tel que ap = ¢2a; = ¢" " est un pole de f, etc...
Comme nous ne pouvons pas avoir une suite de poles de f avec modules strictement
décroissante, le processus ci-dessus doit arréter a un certain rang, et cela compléte
la preuve de notre assertion. ]
Preuve de Théorém 4.1.2

Comme indiqué dans la Remarque 4.1.3, tout le probléme est ramené au cas de

I'équation (4.2). Alors, soit f € M(K) une solution de 1’équation (4.1). On peut

aussi supposer que f n’a pas de podle a l'origine.
Estimation de N(r, f).

Si la fonction entiére go(z) n’a pas de zéro différent de 0, par la Proposition 4.1.5, la
fonction f est entiére, donc N(r, f) = 0. Supposons alors que go(z) admet au moins

un zéro différent de 0 et soit 7o = min{|z|/ x € K\{0} et go(z) = 0}.
Pour tout » > 0, nous avons

Ny == Y walf)log .

0<|a|<r, f(a)=00 |Cl/’

Mais ; par la Proposition 4.1.5, tout pole o de f dans DT (0,7) \ {0} est de la forme

a=qg"B,ouneNet3e D0,r)\ {0} tel que go(5) = 0. Ceci implique que

1
0<n< {—logﬁ],
loglg| = r

ou [t] désigne la partie entiére du nombre réel ¢.

Par conséquent,

N(?",f)éq ! log@]ﬂtl) > ws(go) log .

0<|B|<r,90(3)=0 3]

ie,

N, f) < ([ ! log@] +1) N ).
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4.1. Equations aux ¢-différences

1
Par hypothése, on a N(—,r) < T(r,g0) + O(1) < T(r) + O(1),r — +4o00. Nous
9o

voyons aussi que

1
[ log T—O] +1=0(logr), r — +oo.
loglgl  r

Il en résulte que

N(r, f)=0(T(r)logr), r — +oc. (4.3)

Estimation de log|f|(r).

Sans perte de généralité, on peut supposer que f n’a ni zéro ni pole a l'origine.
Alors, il existe € > 0 telle que f n’a ni zéros ni poles dans D (0, €), donc | f|(t) est
constante pour 0 <t <.

D’aprés I’équation (4.1), pour tout r > 0, on a

92

(MIf1(al*r), -

£10r) < max{ A 011l

9gs
0

<r>\f|<\q|5r>}.

90
Puisque go est une fonction entiére non nulle, on a |go|(r) > 1, pour r > 0 assez
grand. De plus, comme go,---,9s € A(K) et T(r,g;) < T(r),Vi, on a pour r > 0

assez grand

|£1(r) SeT(’")maX{!f\(!q\T), |fI(lgl*r), -+ If!(lqlsr)}. (4.4)

logr — log e

] +1 > s,
—log|q|

Prenons r assez grand pour assurer que l'entier k = [

on a par (4.4),

£ < 7O max{\fmq\r), F1aPr), - 171, \f|<\qur>}. (4.5)

Posons
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4.1. Equations aux ¢-différences

e = Ifl(lq*r),

\

Donc, (4.5) devient

pa = max{|f|(lg/*"'r), [£|(lal"r)},

pr—1 = max{|f|(lq[*r), - |fI(lql*r), -, [fI(lql*r)},
e =max{[f|(lglr), [£I(lgl*r), - 1f(alr), - 1 fI(lal*r)}-

fl(r) < " py.

(4.6)

(4.7)

D’autre part, nous avons |gle < |¢[*r < e. Donc, en utilisant le fait que |f|(¢) est

constante pour 0 <t < ¢, on a

F1(lgl*r) = [£I(1g]***r) = [f1(lg***r) = - -- = 1 = C = Constante. (4.8)
On remplace r dans (4.5) successivement par |q|r, |q|*r, ---, |q/*~'r, on obtient
(
[I(glr) < e gy,
FllalPr) < ey,
: (4.9)
[£1(gl*=2r) < a0y,
k—l,,.
| [FICgl* ) < e,
Il résulte de (4.6) et (4.9) que pour r > 0 assez grand
(
M1 - Ca
by < P,
(4.10)

T(lql*r)

pp—1 < e k-2,

e < €T(‘qlr)/~tk71

79



4.1. Equations aux ¢-différences

De (4.7) et (4.10), nous avons :  |f|(r) < eXi=o T,

Comme T(|g|'r) < T(r),¥i=0,---k —1, il en résulte que
|fl(r) < HT0C
Puisque £ = O(logr), quand r — +o0, il est facile de voir que
log® |f|(r) = O(T(r)logr), 7 — +00.

Enfin, par les relations (4.3) et (4.12) on a
T(r, f)=0(T(r)logr), r — +o0.

Ceci achéve la démonstration de Théoréme 4.1.2.

(4.11)

(4.12)

Comme une conséquence immédiate du Théoréme 4.1.2, nous avons le résultat

suivant

Corollaire 4.1.6 Soit k = max{p(h), p(g0), .., p(9s)} le mazimum de 'ordre de

croissance des coefficients h, go,- - ,gs de L’équation (4.1). Alors lordre p(f) de

toute solution méromorphe f de l’équation (4.1) satisfait p(f) < k.

Preuve. Soit f € M(K) une solution de 'équation (4.1). D’apreés le Théoréme

4.1.2, nous avons

T(r,f)=0(T(r)logr), quand r — +o0.

i.e. Pour un certain ry > 0 et pour un certain C' > 0, on a

T(r,f) <CT(r)logr, pourr >ro,

donce, T'(r, f) < C max{T(r,h), T(r,90),..., T(r,gs)}logr. Par conséquent, pour

r > 79, 0N a

log(T'(r, f)) < log C+max{log(T(r, h)), log(T(r, go)), -.-, log((T'(r, gs)) } +log(log ).
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4.2. Equations aux différences

Et donc, pour r > rg, on a

log(T'(r, f)) < log C+max log(T(r,h)) log(T(r, go)) log((T(r, gs)) +log(logr)
log r ~ logr logr logr 777 log r logr

log(log )

; = 0, nous avons
ogr

Et par suite, puisque lim sup
r—~+00

p(f) < max{p(h), p(g0), .-, p(gs)} = K-

Plus particuliérement, nous avons le résultat suivant qui est encore une générali-

sation importante du Théoréme 4.1.1.

Corollaire 4.1.7 Si les fonctions h,go, -+ ,gs ci-dessus sont d’ordre zéro, alors

toute solution méromorphe f de ’équation (4.1) est d’ordre zéro.

Remarque 4.1.8 En utilisant la théorie de Nevanlinna dans C, la méme méthode
de la preuve nous permet de montrer que le Théoréeme 4.1.2 et ses corollaires sont

vraies dans le cas complexe.

4.2 Equations aux différences

Considérons maintenant ’équation aux différence de la forme

Z gi(@)y(x + i) = h(x), (4.13)

ou h(z), go(x), ..., gs(x) (s> 1) sont des éléments de M(K) tels que go(x)gs(x) Z 0.
Soient T'(r) := max{7T(r,g0), -+ ,1T(r,gs), T(r,h)} et M(r) := (1)rI<1a<x{|gi|(7“)}.
Dans ce qui suit, le but est d’étudier la croissance de la fonction méromorphe

y = f(x) qui est une solution de I’équation (4.13), en fonction de celle des coefficients

9o, -+, s, h.

D’abord, nous démontrons quelques lemmes .
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Lemme 4.2.1 Soit f € M(K) et soit o, € K. Alors ¢ est un pole de f d’ordre

si, et seulement si, ( — « est un pole de f(x + «) d’ordre l.

Preuve. Soit f € M(K) et soit ¢ un pole de f d’ordre [, on a alors

) = 2k o g(0) 0.

D’autre part, nous avons

gata) _ glata) _ hiz)
Gta—C @€ o) @G-

De plus, h(¢ —a) = g(¢ —a+a) = g(¢) # 0. Donc, on déduit que ( — « est un pole

fle+a)= ou h(z) = g(x + a).
de f(z + «) d’ordre . u

Dans ce qui suit, on note 7 la fonction définie pour tous z € K par 7(x) =z + 1.
Pour chaque k € N*, 7% = 70 --- o 7 est obtenu en appliquant & fois la fonction 7.
Nous convenons que 7° = Id, ou Id est la fonction identité de K.

Certaines propriétés de ces opérateurs sont résumés dans le lemme suivant.

Lemme 4.2.2 Soient f € M(K), r > 1 et k € N, nous avons
(1) |f o 7¥[(r) = [fI(r),

(2) m(r, for*)=m(r f),

(3) N(r,for")=N(r,f)+0(1),

4) T(r,for*)=T(r, f)+O(1),
Nous avons aussi

Lemme 4.2.3 Soit f € M(K) et soit Af = for — f. Pour tout r >0, on a

A < M0,

r

Preuve.

Soit f € A(K) définie par f(z)= > a,z™. Donc, on a

n>0

AN =S a0 S k(1

n>1
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4.2. Equations aux différences

Ainsi, pour r > 1, on a

£1r)

r

A1) < macf a1} <

Soit maintenant f € M(K), donc f(z) = %, ou (,¢ € A(K). Nous avons

— ¢(@)AE) ()
§(x)(x +1) '

Il suit que

A~ CA©I) _ I 1A
A = e T 0l = rEeE e

Théoréme 4.2.4 Supposons que chacune des fonctions go, ..., gs, h dans ’équation
(4.13) a un nombre fini de poles. Supposons qu’il existe une constante C' > 0 tel que,
pour r > 0 assez grand on a, | Y g;|(r) > CM(r). Alors toute solution méromorphe

=0

f de Uéquation (4.13) vérifie

T(r,f) <T(r,h)+ min T(r,g;) + O(logr) < 2T(r) + O(logr), 1 — +00.

0<:i<s

La preuve du Théoréme 4.2.4 est basée sur les propositions suivantes.

Proposition 4.2.5 Soient les fonctions gy, ..., gs, h dans Uéquation (4.13) méro-
morphe avec un nombre fini de poles. Alors, si f est une solution méromorphe de

cette équation, on a
N(r, f) < min Z(r, g;) + O(log7), r — +o0.
Preuve.
Soient j € {0,...s} et « un pole de f. Alors 3 := o — j est un pole de f o 77 tel que
wa(f) = ws(f o).
Nous avons
—walf) < walgy). (4.14)
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En effet, supposons que —w,(f) > wg(g;). 1l suit que, wg(g;) + wp(f o 77) < 0.
Puisque on a, d’aprés I'équation (4.13),

gi(@)(for!)(z ) =D gi(@)(for)(x),

i#]

il en résulte qu’il existe un entier k € {0,--- ,s}\ {4} tel que ws(gx) +ws(fo7*) <
wp(g;) + wg(f o79). Comme k # j, on a ws(f o7") > 0 et donc wg(gr) < wp(g;) +
ws(f o77) < 0, ceci une contradiction car 3 n’est pas un pole de gi. De (4.14), on

déduit que
N(r, f) < Z(r,g;) + O(logr), r — 400 pour tout j =0,---,s

et en fin, N(r, f) < Ogl,ig Z(r,g;) + O(logr), r — +o0.
<j<s

Ceci termine la preuve de la proposition. ]

Remarque 4.2.6 [l résulte de la proposition ci-dessus que si l'une des fonctions

gi, (i=0,---,s) est rationnelle, alors la fonction f a un nombre fini de poles.

Proposition 4.2.7 Soient les fonctions go, ..., gs, h dans Uéquation (4.13) sont mé-

romorphe. Supposons qu’il existe une constante C > 0 tel que | Z gi|(r) > CM(r).

i o nler)

Alors toute solution méromorphe f de cette équation satisfait, |f|(r) <

C’M( )
Preuve.
Soit f € M(K) une solution de I’équation (4.13). Alors on a
-I—Zgz .21:+z _ h(x) (4.15)
f(z)
En utilisant le lemme 4.2.3, nous montrons que |I|lirr+1w % = 1. Il suite que, pour
tout i € {0,---,s}, on a |ac|li>r£-100 fgfg)i) = 1.

Dong, par (4.15), on a

+Zgz +1)—%,
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ol g;(z) sont des fonctions méromorphes telle que ‘ |lim gi(z) =0, i.e,
x|—-+00

Zgz(x) + Z gi(x)ei(x) = %

Pour r > 0 assez grand et pour i = 1, ..., s, nous avons |&|(r) < C. Il en résulte que

\Zgz (@)|(r) < C max gl (r) < C max lgi(r) = CM ().

Par hypothese, on a | Y 7_, g;|(r) > CM(r), on déduit que

—|Zgz >CM )

]
Nous sommes maintenant prouver le résultat principal de cette partie.
Preuve de Théoréme 4.2.4
Par la Proposition 4.2.5, nous avons
N(r, f) < Omlg Z(r,g:) + O(logr), r — 400,
ie,
1
N(r, f) < Orglg N(r,—)+ O(logr), r — +oo. (4.16)
1<s8 gz

D’autre part, par la Proposition 4.2.7, pour r > 0, on a |f|(r) < C‘,}JL\‘/IO(?,) Il en résulte

que
log | f1(r) < log |h(r) — max {log |gi(r)} ~ o5 C.
1
= log|h|(r) + mm {log } —log C.
siss |7 [gil(7)
Donc

log* |f](r) < log™ |A](r) + min {1og+

0<i<s

|gi|1(r)} +0(1), r— 4o0.  (4.17)
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Enfin, par les relations (4.16) et (4.17), on obtient que, pour r — +00,

T(r, f) = N(r, f) +1og" |fl(r) < log" [](r) + min (N ( gl) tlog* ﬁ) 1 Oflog ),

0<i<s

1
< log* |h|(r) + Omlil {T(r, g_)} + O(log ),
< log" [h|(r) + min {T'(r, g:)} + Ologr),
<

T(r;h) + min {T'(r, g:)} + O(logr),

< 2T(r)+ O(logr).

Donc le Théoréme 4.2.4 est prouvé. ]
Le résultat suivant correspond & une situation particuliére ot les conditions du

Théoréme 4.2.4 sont réalisées.

Corollaire 4.2.8 Soient les fonctions go, ..., gs, h dans Uéquation (4.13) sont méro-
morphes avec un nombre fini de poles. Supposons qu’il existe un integer £, 0 < ¢ < s,

tel que |gel(r) > O<rr<1axﬂ{\g2]( r)}. Alors toute solution méromorphe de l’équation

(4.13) vérifi¢

T(r,f) <T(r,h)+ min T(r,g;) + O(logr) < 2T(r) + O(logr), 1 — +00.

0<i<s

Preuve. Nous avons, pour tout r» > 0,

> g —gltr) =1 D gil(r)
i=0 =0, 10

< ; .
< Jnax ) 1gil(r) <lgel(r)

Et par suite,

|Zgz = lgel(r) = max{|gi[(r)} := M(r).

0<i<s
Dong, si f € M(K) une solution de I'équation (4.13), d’aprés le Théoréme 4.2.4, on

a le résultat. -

Comme conséquence immédiate, nous avons
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Corollaire 4.2.9 Sous I’hypothése du Théoreme 4.2.4, let k = max{p(h), p(go),..., p(gs)}-

Alors toute solution méromorphe f de équation (4.13) satisfait p(f) < k.

Preuve. Si f € M(K) une solution de I’équation (4.13), d’aprés le Théoréme 4.2.4,
on a,

T(r, f) < 2T(r) + O(logr), r— +o0.
Et par suite, pour un certain ry > 0 et pour un certain C' > 0, on a
T(r, f) <CT(r)logr, pourr > rg,

donc, T'(r, f) < Cmax{T(r,h), T(r,g0),..., T(r,gs)}logr. Par conséquent, pour

r > 79, 0N a

log(T'(r, f)) < log C+max{log(T(r,h)), log(T(r, go)), ..., log(T(r, gs))} +log(logr).

Et donc, pour r > rg, on a

log(T(r, f)) < log C—l—max log(T'(r,h)) log(T(r, go)) log(T'(r, gs)) +log(logr)
logr ~ logr logr logr 777 log r logr

log(log )

; = 0, nous avons
ogr

Et par suite, puisque lim sup
7—~+00

p(f) < max{p(h), p(go), .-, p(gs)} = k-

Plus particuliérement, nous avons

Corollaire 4.2.10 S’il existe un entier {,0 < ¢ < s, tel que |ge|(r) > O<rriax#{|gi|(r)},

alors pour toute solution méromorphe f de Uéquation (4.13) nous avons, p(f) <

max{p(h), p(ge) }-

Preuve. D’apreés le Corollaire 4.2.8, pour toute solution méromorphe f de I’équation
(4.13), on a

T(r,f) <2T(r)+ O(logr), r — +o0,
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et par suite
p(f) < max{p(h), p(g0), .-, p(gs)}-

D’autre part, par hypothése, on a pour r > 0 assez grand, |g,|(r) > max {|g:|(r)},

0<i<s, Al
donc
1 .
og(loglgel(r)) . [loglloglail(r))
log r 0<i<s,i#l log r
On déduit que, p(ge) > max p(g;). Dot p(f) < max{p(h), p(ge)}- .

0<i<s, 1AL
Remarque 4.2.11 Les résultats ci-dessus sont faux dans le cas complexe. En effet,
par exemple, Yik-Man Chiang et Shao-Ji Feng ([24]) prouvés que, si h, g, ...,gs €
A(C) et s’il existe un entier unique £, 0 < £ < s, tel que p(g;) = K = max{p(g;)},

0<i<s

alors, pour toute solution méromorphe (dans C) de I’équation (4.13), nous avons

p(f) > K+ 1

Nous énongons maintenant quelques résultats liés a la situation ou les coefficients
de I’équation (4.13) sont des fonctions rationnelles, nous donnons d’abord une défi-

nition.

Définition 4.2.12 Si P(z); Q(x) sont des polynomes de K[x] sans zéros communs,

on appelle degré de la fonction rationnelle R(x) = ggi; et notons par deg R(x) le
nombre
deg R(x) = max{deg P(z),deg Q(x)}.
Nous avons

Corollaire 4.2.13 Nous considérons [’équation

Z Ri(x)y(x + 1) = R(x), (4.18)

ot R(x), Ry(x), ..., Rs(x) sont des éléments de K(x) tel que Ro(x)Rs(z) # 0. Si
deg (Z R) = ax {degR }, alors toute solution méromorphe f de cette équation

est une fonction rationnelle telle que, deg f(x) < Onga<x{deg Ri(x),deg R(x)}.
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Preuve.
Puisque R(x), Ro(z), ..., Rs(x) sont des fonctions rationnelles, il existe v > 0, ; > 0

(i =0,...s) de telle sorte que, pour r > 0,

S

- deg(3_ Ri)
=0

Posons A = max ~;, donc on a
0<i<s

_ _ deg(3 Ri) A
max | R;|(r) = max {798} < \pmex{deg|Rily — "5 5" 2 §| > Ril(r).

0<i<s 0<i<s

Il en résulte que

S

. /
] E R;|(r) > C max |R;|(r), ou C 3 >0

0<i<s
i=0
En utilisant le Théoréme 4.2.4, nous obtenons que, si f € M(K) est une solution de

'équation (4.18),

T(r,f) < 2max{T(r,R;), T(r,R)} + O(logr)

0<i<s

= O(logr), quand r — +oc.
Donc f € K(z). D’autre part, pour r assez grand nous avons

T(r, f) <2max{T(r,R;),T(r,R)} + O(logr).

0<i<s

Donc, (deg f)logr + O(1) < gnax{(deg R;)1logr 4+ O(1),(deg R)logr + O(1)}.

<i<s

Par conséquent, pour r > 0 assez grand, on a

deg f(x) < max{deg I;(x), deg R(z)}.

Le corollaire 4.2.13 est faux dans C. En effet, nous avons I’exemple suivant.

Exemple 4.2.14 Dans C, ’équation aux différence

fo) -y =1 (<),

e
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vérifie toutes les conditions ci-dessus, mais a une solution méromorphe transcen-

dante g(z) = <.

Corollaire 4.2.15 Soit L un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.

Considérons ’équation
> Ri(x)y(z +1i) = R(x), (4.19)
=0
ot, R(x), Ro(x), ..., Rs(x) sont des fonctions rationnelles dans L tel que Ry(x) Rs(x) #
0. Si deg (Z Ri> = Inax {deg R;}, alors toute solution f € L(z) de l’équation
i=0 S8
(4.19) satisfait

deg f(x) < max{deg R;(x), deg R(z)}.

Preuve. L muni de la valeur absolue triviale définie par,

0 siz=0
2| =

1 six #0,

est un corps ultramétrique complet algébriquement clés. De plus, nous avons
A(L) = L[x] et M(L) = L(x).
Nous appliquons alors le Corollaire 4.2.13, nous obtenons que

deg f(z) < max{deg Ri(z), R(z)}.
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o
Notation

— p un nombre premier, p = 2,3,5,7,...,2011, ...
— N I’ensemble des nombres naturels.

— Z l'ensemble des nombres entiers réels.

— R I’ensemble des nombres réels.

— @ l'ensemble des nombres rationnels.

— C I’ensemble des nombres complexes.

— Zy, 'ensemble des entiers p-adiques.

@, l'ensemble des nombres p-adiques.

C, I'ensemble des nombres complexes p-adiques.

|.|oo la valeur absolue usuelle.

— |.|, la valeur absolue p-adique.

— vp(.) la valuation p-adique.

— [z] la partie entiére de z.

— CF coefficients binomiaux (combinaison de k parmi n).
— K|[z] I'ensemble des polynémes a coefficients dans K.

— K(x) I'ensemble des fractions rationnelles a coefficients dans K.
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) o
Conclusion et Perspectives

Le domaine des équations fonctionnelles a suscité 'intérét des mathématicien p-
adicien en abordant les mémes questions que celle du cas complexe en employant
les techniques de la théorie de Nevanlinna p-adique basée & son tour sur la notion
de la fonction caractéristique p-adique. Par ailleurs, il reste beaucoup de problémes
ouverts dans cette direction, complexe ou bien p-adique. Par exemple, on se propose
d’étudier dans des travaux futurs les équations aux différences non linéaires de la
forme

y(z +1) = R(z,y(z)),

z,w)

o, R(z,w) = ggm;w), et P(x,w) = ay(x)wP+...4a;(z)w+ag(x), Q(z, w) = by(x)w!+

o bi(z)w+bo(z), et a;(x), by(z) sont des polynomes tels que a,(x)b,(x) # 0 qui a
déja été traitée dans C, mais dans le cas p-adique on trouve des résultats différents
des résultats trouvé dans C. En suite, on s’intéresse a ’étude des équations aux

différences de la forme
ay(x +n) +a,y(@+n—1)+... +ay(r + 1) = R(y(z)),

ou, R(w) = %, P(w) = apyw? + ...+ ag, Q(w) = byw?+ ...+ by et a,, ..., ag, by, ..., by

sont constants tels que a,a,b, # 0.
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RESUME

On s'intéresse dans cette these a I'étude de la croissance des solutions
méromorphes dans un corps complet ultramétrique algébriquement clos, de
certaines équations fonctionnelles linéaires aux différences. On a utilisé la
version ultramétrique de la théorie de Nevanlinna pour donner les
caractérisations de I’ordre de croissance de ces solutions.

D’abord, nous considérons les équations aux g-différences avec des
coefficients méromorphes et nous examinons les solutions de cette équation en
fonction de celle des coefficients, ensuite nous faisons également une étude
similaire des équations aux différences.

ABSTRACT

We focus in this thesis to the study of the growth of meromorphic solutions in a
complete ultrametric algebraically closed field, of some difference functional
equations. We used the ultrametric version of Nenvanlinna theory, to give some
characterizations of the order of growth of these solutions

First, we consider the g-difference equation with meromorphic coefficients
and we examine solutions of this equation according to that of the coefficients,
next, we make a similar study for certain difference equations with
meromorphic coefficients.

uadla

Lo Gl 5 ali (5 e il ol Jin (8408 ) g0 5 uall Jsladl aul 35 4l o A5 HlaY ) 030 8 g
Lok e Ay yie il ol Axpuall alasiuly Liad Cu A5l dpdadll Y alrall (axd
AN ¥l R Y o Jslall ol 33l 5 3ae eUae) Jal (e Nevanlinna
4 8q

UAELAAS\AS}QYJM‘oJ@JMJ}AJJAAS\d}u‘w‘)muau‘)y})uﬂmwwg\
Ay o syl Dbl 3 A ) Y aladl) e Bl ) ey 58 S8 ey 5 COlalal



