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Introduction générale

Malgré la grande importance accordée par les mathématiciens a 1’étude de 'exis-
tence de solutions pour les équations différentielles et malgré leur longue histoire et les
résultats impressionnants de ces recherches, la nécessité requise par une variété de mo-
déles mathématiques d’étre plus réalistes a attiré ’attention de nombreux chercheurs
pour traiter les équations différentielles itératives, qui sont un type spécial des équations
a retard dépendant de I’état. Ils ont fait 'objet d'une étude approfondie et intensive,
ce qui a conduit a 'obtention de nombreux résultats sur la régularité, I’équivariance,
I’analyticité, la monotonie, la convexité ainsi que les solutions numériques.

En [50], A. Pelczar a introduit une équation différentielle itérative

at) = f(tu(t),u? (1), ou ul(t) = u(u(t)), (1)

en utilisant la méthode des approximations successives de Picard. Ensuite, E. Eder [34]
a appliqué le principe de contraction pour établir 'existence et ['unicité de solution du
probléme itérative u(t) = ul?(¢). En utilisant le méme principe, M. Fe¢kan [35] a montré
I'existence de la solution locale pour 'équation autonome 7(t) = f(ul?(t)); u(0) = 0.
En [24], A. Buica a appliqué la technique des opérateurs non expansifs pour étudier
équation non autonome 7u(t) = f(t,u?(t)), u(Ty) = ug. Sous des hypothéses plus
faibles que celles obtenues dans [24], V. Berinde dans [19] a prouvé le théoréme d’exis-
tence du méme probléme ainsi que le théoréme de convergence pour approximer ces
solutions. Plus tard, M. Lauran dans [43] et [44] a étudié¢ d’existence de solutions pour
I’équations différentielles itératives avec argument déviant u(t) = f(¢, u(t), ul?(t), u(at))

et u(t) = f(t,u(t),u(oqu(t)), u(agu(t))) avec a,ar,as € (0,1). Dans [64], les auteurs
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ont considéré le probléme itérative général

a(t) = f(t,u(t),ul?(t),- - ul(t), p.p. t € 1;

u(0) = uo,

on I = [0,7)], ufl(t) = w@li=()), i = 1,--- n indique le i-éme itérée de u et
f : R" — R est une application continue bornée. Ils ont prouvé I'existence de so-
lutions en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Dans [65], les auteurs ont
utilisé le théoréme du point fixe de Krasnoselskii pour démontrer ’existence d’une so-
lution positive du (Z). Nous référons également a [10, 19, 36, 37, 40, 53, 58, 61, 62, 63|
et leurs références concernant ces équations.

Dans I'étude de l'existence de solutions pour les inclusions différentielles, 1'utili-
sation de la convexité sur la multi-application est largement connue, c’est la propriété
requise pour passer a une limite faible le long d’une suite, qu’il s’agisse d’une suite de
minimisations ou d’une suite d’approximations successives, en préservant les proprié-
tés nécessaires. En raison de sa généralité, cette approche ne fournit pas toujours les
meilleurs résultats, puisqu’elle ne tient pas compte d’éventuelles informations supplé-
mentaires. Dans |59, 60|, T. Wazewski a prouvé que u(-) est une solution de I’équation

contingente si et seulement si u(-) est absolument continue et satisfait

U F(t,u(t)), t el
(1) € Ft.u(t). t € o

u(0) = uyp,

ol F' une multi-application semi-continue supérieurement a valeurs compactes convexes.
Aprés, J.P. Aubin et A. Cellina [17] ont étudié l'existence de solutions (locales ou
globales) du probléme (2) dans deux cas : lorsque F est semi-continue inférieurement (ou
semi-continue supérieurement) a valeurs compactes convexes et lorsque F est continue
(ou absolument continue) a valeurs compactes. Ensuite, ils ont trouvé la relation entre

I’ensemble des solutions au probléme autonome
u(t) € Fu(t)), t € I;
u(0) = wy,

et le probléme relaxé

u(t) € To(F(u(t))), t € I;
u(0) = wy,
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ou F' est une multi-application Lipschitzienne & valeurs compactes. Dans [49], N.S.
Papageorgiou a prouvé un résultat d’existence et quelques propriétés topologiques de
’ensemble admissible du (2) ou F(+,) est une multi-application a valeurs bornées, me-
surable sur I et semi-continue supérieurement sur ’espace de Banach H.

Les résultats des [17, 49| ont été étendus de plusieurs maniéres par de nombreux cher-
cheurs par exemple, les auteurs dans [30] ont remplacé la convexité par une condition
plus faible appelée la presque convexité des ensembles, ce concept a été utilisé avec
succés dans les processus de rafle du premier-ordre (voir [3, 4, 6, 9]) et les inclusions

différentielles du second-ordre (voir |7, 14, 15]).

Les inclusions différentielles régies par des opérateurs maximaux monotones jouent
un role important dans 1’étude de divers processus dynamiques décrits par des équations
a droite discontinue ou multivaluée. Dans [22], H. Brézis a utilisé la méthode de régu-
larisation Yosida pour démontrer I'existence et I'unicité d’une solution Lipschitzienne

pour le probléme d’évolution

—u(t) € Au(t), p.p. t € [0, +o0]; )
u(0) = up € D(A),
ou A: D(A) C H = H est un opérateur maximal monotone défini sur un espace de

Hilbert H. Plus tard, les auteurs dans [18] ont utilisé la méme méthode pour étudier le

probléme perturbé

—u(t) € Au(t) + f(t), p.p. t € I; ©)
U(O) = Ug € D(A),
ol f une application intégrable. Ce travail a été généralisé en remplacant la perturbation
univoque par une perturbation multivoque F. Les auteurs dans [16] ont prouvé, en
utilisant le théoréme du point fixe de Kakutani-Ky Fan, l'existence de solutions du

probléme

—u(t) € Au(t) + F(t,u(t)), p.p.t € I; 0
u(0) = ug € D(A),
ou F' est une multi-application mesurable par rapport a la variable de temps et semi-

continue supérieurement par rapport a la variable d’espace. Plus tard, A. Cellina et M.V.

Marchi dans [29] ont appliqué le théoréme de sélection continue pour établir I'existence
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de solutions du probléme (7) avec une perturbation continue & valeurs compactes vé-
rifiant une condition de croissance linéaire. Dans [31], les auteurs ont utilisé la méme
méthode de [29] (principe du point fixe) et le théoréme de sélection de Fryszkowski
pour démontrer un résultat d’existence du (7), on F' est une multi-application mesu-
rable et semi-continue inférieurement par rapport a la deuxiéme variable. Nous référons
également a [1, 17, 21, 47, 48| et leurs références pour d’autres théorémes concernant
de telles classes de problémes.

Passons maintenant aux inclusions différentielles régies par des opérateurs maximaux

monotones dépendant du temps. J.C. Peralba dans [51] a étudié le probléme

—u(t) € A(t)u(t), p.p.t € I; @®

u(0) = ug € D(A),
avec A(t) = Jpi(-) le sous différentiel d’une fonction propre convexe et semi-continue
inférieurement et la fonction duale de ¢;(-) est controlée par une fonction absolument
continue. J.J. Moreau [46] a étudié le probléme (8) avec A(t) = N¢) le cone normal a
C(t), o C est une multi-application & valeurs convexes fermées. Ensuite, les auteurs de
[41] ont généralisé ces résultats dans un espace de Hilbert H, en établissant I’existence
et l'unicité de solution pour le probléme (8) ou ¢t — A(t) est a variation bornée or

absolument continue. En [52], les auteurs ont étudié le probléme

—u(t) € A(t)u(t) + f(t,u(t)), p.p- t € I;

u(0) = uo € D(A(0)),

(9)

ou f : I x H — H est une application Lipschitzienne sur un espace de Hilbert H,
vérifiant une condition de croissance linéaire. Récemment, B. K. Le [45] et E. Vilches
[56] ont prouvé existence et l'unicité de solution pour le probléme d’évolution (9) et
ils ont appliqué le résultat théorique pour étudier le processus de la rafle dépendant de
I’état et les systémes dynamiques.

Une continuation aux travaux cités ci-dessus, nous étudions une nouvelle classe des
inclusions différentielles appelées "les inclusions différentielles itératives". Nous référons
également a [5, 8, 11, 12, 13, 20] et leurs références concernant ces problémes.

Aprés quelques notations et préliminaires, dans le deuxiéme chapitre qui est un objet

d’une publication dans le journal "Mathematica Slovaca', on considére un nouveau
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probléme, qui est 'inclusion différentielle itérative du premier ordre suivante :

u(t) € F(t,u(t),ull(t), - ul?(t), p.p. t € [Ty, T7;
u(Ty) = wo,

ot F: [Ty, T]"™* = R est une multi-application semi-continue supérieurement & valeurs
compactes convexes. Il convient de mentionner que notre résultat généralise les études
du probléme (2) ot n = 1. Nous étudions I'existence de solutions en utilisant le théo-
réme du point fixe de Kakutani et nous donnons quelques propriétés topologiques de
’ensemble admissible du probléme (P) pour résoudre le probléme de temps optimal en
s’inspirant d’un travail de N. Papageorgiou dans [49]. Ensuite, nous utilisons le résultat
de convexité et la méthode de relaxation donnée par A. Cellina et A. Ornelas [30] pour
démontrer 'existence de solutions du probléme autonome

u(t) € F(u(t),u(t), - ul"(t)), pp. t € [Ty, T);

(Pr)

uw(Ty) = wo,
sous une hypothése plus faible sur la semi continuité supérieurement et la presque
convexité des valeurs de F' (nous mentionnons que F' est supposé indépendant du temps
pour des raisons purement techniques). Finalement, comme application des résultats

précédents, nous considérons le probléme de temps optimal

u(t) = f(u(t)v um (t)7 T u[n}(t% V(t))v b.p. te [To, TL
(PP) § v(t) € Uu(t),u(t),- -, ul"(t)), Vt € [Ty, T);
u(Ty) = uo,

controlé par les paramétres U(u(t),ul?(t),- - -, ul"(t)), on U : [Ty, T]™ = R est une

multi-application a valeurs compactes et semi-continue supérieurement.

Dans le troisiéme chapitre qui est un objet des publications dans les journals "Rendi-
conti del Circolo Matematico di Palermo Series 2" et " Electronic Journal of Mathema-
tical Analysis and Applications", nous étudions, en utilisant le principe du point fixe,
'existence de C([0,T])-solution du probléme (Z), sous des hypothéses plus faibles que
celles obtenues dans [64]. Puis, on généralise le probléme (9) pour obtenir une inclusion
différentielle itérative gouvernée par un opérateur maximal monotone :

(I, —a(t) € A@)u(t) + f(t, u(t), ud (), - - - ul? (@), p.p. t € [0,T];

u(0) = wy,
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ot f:[0,7]"" — R est une perturbation itérative univoque. Nous utilisons le résultat
d’existence du probléme (Z) et les approximations Yosida pour montrer I'existence
de solution et le théoréme de composition pour 'unicité. Comme cas particulier du

probléme (ZZ 4), nous étudions 'inclusion différentielle itérative avec argument devient :

—a(t) € At)ul™(t) + f(t,u(t),ul?(t), - - - ul?(t), ul (at)),
(IZo) § pp. t€]0,T], o€ (0,1);
u(0) = up.

Ces résultats nous permettent d’étendre a la propriété de relaxation de type Bolza un
probléme de contrdle optimal associé a de telles équations ot les controles sont des

mesures de Young.

Cette thése est composée de trois chapitres. Dans le premier, nous rappelons cer-
tains résultats de base et les outils qui nous seront utiles pour la démonstration de nos
résultats d’existence.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions I’existence de solutions pour les problémes
(P) et (P#) et nous donnons les propriétés topologiques de I’ensemble admissible. En-

suite, on applique ces résultats au probléme de temps optimal.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité de solution des
problémes (Z), (ZZ4) et (ZZ,). Comme application, nous présentons un probléme de
controle optimal de type Bolza régie par (ZZ 4), ou les controles sont des mesures de

Young.



CHAPITRE 1

Notations et Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions et résultats de base qui nous seront
utiles pour la démonstration des théorémes d’existence étudiés a travers cette thése.

Nous commencons par donner quelques notations utilisées au cours de cette thése.

1.1 Notations

Dans ce qui suit on considére R ’ensemble des nombres réels et R™ ’espace euclidien

de dimension finie n. Chaque élément de R™ est écrit sous la forme © = (21, 29, - -, 2,)
n

muni de la norme ||z|| = ) |z;|. B est la boule unité fermée de R.
i=1

Pour [Tp, T] un intervalle de R, on note par :
e C([To, T]) espace de Banach de toutes les applications continues u : [Ty, T — [To, 7]

muni de la norme |ullc = sup |u(t)].
tG[To,T

o [5([To,T]) pour 1 < p < 400 (resp. p = +00) 'espace des applications intégrables

(resp. essentiellement bornées) définies sur [Ty, T] & valeurs dans R, muni de la norme
1

lullzy = (Jr, lu)ldt)” (resp. [lullrz = inf{e > 0 [u(t)] < ¢, pp. sur [T, T]}).
o o(Ly([To, T)), L¥([To, T))) la topologie faible définie sur L ([To, 7).

o o(L([To, T)), L ([Ty, T])) la topologie faible* définie sur Lg°([Tp, T).

e lim sup u, la limite supérieure de (u,.).

r—00
Pour S un sous-ensemble de R, on note par :

11
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e co(S) I'enveloppe convexe de S.

e ¢0(5) I'enveloppe convexe fermé de S.

e [1(S) la frontiére de S.

e X la fonction caractéristique de S, définie par

1 si z€85;
Xs(z) =

0 sizéghds.
e 15 la fonction indicatrice de .S, définie par

0 si z €S,
1s(z) =
+oo si z ¢ S.

e dg(z) la distance entre le point z € R et 'ensemble S, définie par

ds(z) = ;Ielg‘z — 9.

e 0. la masse de Dirac définie par

0 si z#0;
0, = 7

+o00 si z=0.

Soit Z un espace métrique compact, on note par :

e B(Z) la tribu Borélienne sur Z.

e C'(Z) le dual de C(Z) muni de la topologie o(Lg{ ), Lé(Z))

° ./\/l}r(Z) I’ensemble de toutes les mesures positives de probabilité sur Z, qui est une
partie convexe compacte de C'(Z).

Soit I' : [Ty, T] = Z une multi-application Lebesgue-mesurable a valeurs compactes.
On note par :

e S l'ensemble de toutes les sélections Lebesgue-mesurable de ' défini par
Sr={¢: [Ty, T] = Z : £ Lebesgue-mesurable et £(t) € I'(t) p.p. t € [Ty, T)}.
e Sy, 'ensemble de toutes les sélections Lebesgue-mesurable de > défini par
Sy ={v: [Ty, T) = ML (Z) : v Lebesgue-mesurable et v(t) € %(t) p.p. t € [Ty, T]},
ou, pour tout t € [Ty, T

S(t) = {0 € ML(2) : (I (t)) = 1}.
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1.2 Quelques notions d’analyse convexe

1.2.1 La convexité

Pour plus de détails sur cette sous section, on référe a [28].

Définition 1.1 (Ensemble convexe).
Soient E un espace vectoriel et S un sous ensemble de EE. On dit que S est convexe s’il

contient tout segment dont les extrémités sont dans S, i.e.,
Ve,y e S, VA€ [0,1] : Az + (1 — Ny € S.
Autrement dit, pour tous x,y € S, le segment de droite
[z,y] ={z+ (1 =Ny, Ae€[0,1} C S.
Définition 1.2. On appelle simplexe de R™ [’ensemble A,, défini par

Ap={(A1, A2, An) €ER", A >0 et ZAizl}.

i=1
Définition 1.3 (Combinaison convexe).

Soient E un espace vectoriel et x1,x9,--- ,x, € E. On appelle combinaison convexe des
éléments x1,xa, - -+ , T, tout élément x =Y " Nx; tel que (A1, Aa, -+, \p) € Ay,

Proposition 1.4. Soient E un espace vectoriel et S C E. Alors, S est convexe si et

seulement si il contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.5 (Enveloppe convexe).

e Soient E un espace vectoriel et S C E. On appelle enveloppe convexe de S qu’on note
co(S), Uintersection de tous les sous ensembles converes de E qui contiennent S, ¢’est
en fait le plus petit convere de E qui contient S.

e Si E est un espace vectoriel topologique, on appelle enveloppe convexe fermée de S

qu’on note €o(S) le plus petit conveze fermé de E qui contient S.

Lemme 1.6. [33] Soient S un sous-ensemble compact dans un espace de Banach sépa-

rable E et (u,)ren un sous-ensemble des suites contenu dans S. Alors

¢o (limsupw,) = ﬂ co ( U uy).

r—roeo N>0 >N
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Définition 1.7. Soient E un espace vectoriel et f : E — R. On dit que f est propre si
et seulement si pour tout x € E, f(x) # —oo et il existe vg € E tel que f(xg) # +00.

On appelle domaine effectif de f [’ensemble
dom(f) ={z € E, f(z) < +o0}.
Alors, [ : E —] — 0o, +00] est propre si et seulement si dom(f) # ().

Définition 1.8 (Fonction convexe).

Soient E un espace vectoriel et f: E — R. On dit que f est conveze si et seulement si

Va,y € dom(f), VA€ [0,1]: f(Az+ (1 = N)y) < Af(z) + (1= N)f(y).

1.2.2 La presque convexité

La presque convexité est une propriété topologique des ensembles et il y a plusieurs
maniéres de définir I’ensemble presque convexe et nous avons utilisé dans notre travail

la suivante :

Définition 1.9. [30]
L’ensemble Q d’un espace vectoriel est dit presque convexe si pour tout q € co(Q), il

existe deuxr constantes aq et ag, 0 < ay <1 < an, telles que

a1q € Q et ang € Q.

Remarque.

1) Si l’ensemble Q est presque conveze et 0 € co(Q), alors Q contient origine 0,

car pour tous constantes o et iy NOuS aUVONns
a1-0=0€Q et ay-0=0¢ Q.

2) Tout ensemble conveze est presque conveze.

Exemples 1.10. Les ensembles suivants sont presque convezes :

1) L’ensemble K = 0Q, ou Q = {{ zl x € R*} est un convere qui ne contient pas

el
["origine.

2) L’ensemble {(z,y) e R? : 2> +y?> =1, x > 0} U {(0,0)}.
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1.3 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.11. Soit X un ensemble non vide, > une famille de sous ensembles de
X. Alors X est dite une tribu sur X si

1) Dex,

2 Ae ¥ =X \AeX,

3) A,eX= |JA €X.

reN
Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable, et les éléments de X sont appelés ensembles

mesurables.

Définition 1.12. Soit (X,X) un espace mesurable, alors l'application v : ¥ — R est

une mesure sur X si

1) v(@) =0,
2) v(J A,) = > v(A,) pour toute suite dénombrable d’éléments de Yo deuz & deux
reN reN
disjoints.

Le triplé (X, X, v) est appelé espace mesure.

e Siv(A) >0, pour tout A € ¥, on dit que v est une mesure positive et on note v > 0,
ou l'espace (X, %, v) est positive.

e Siv(A) < oo, pour tout A € X, on dit que v est une mesure finie ou que l’espace
(X, X, v) est fini.

o Si X est un espace topologique, la mesure v : B(X) — R est appelée mesure Boré-

lienne. On dit que v est une mesure de probabilité si v(X) = 1.

Définition 1.13. Soient (X, X, v) un espace mesuré avec v > 0 et Z un sous ensemble
de X, on dit que Z est v-négligeable ou négligeable (s’il n’y a pas de confusion), s’il
existe A € 3 tel que Z C A et v(A) = 0.

On dit qu’une propriété sur X est vraie v-presque partout (v.p.p.), si l’ensemble ou elle

n’est pas vérifiée est v-négligeable.

Théoréme 1.14 (Théoréme de Lyapunov). [39] Soit (T,X) un espace mesurable et v
une mesure sur X & valeurs dans R. On suppose v sans atomes. Alors {v(A): A € ¥}

est convexe.



1.4. Mesures de Young 16

Définition 1.15. Soit (X,Y) un espace mesurable et Z un espace métrique. On dit
que la fonction f 1 X — Z est Y-étagée (resp. dénombrablement X-étagée ) si f est
(3, B(Z))-mesurable et f(X) fini (resp. dénombrable).

Lemme 1.16. Sous les notations de la définition 1.15, nous avons les caractérisations

sutvantes :
1) f est Bochner mesurable,

2) il existe une suite de fonctions X-étagée définies sur X a valeurs dans Z conver-

geant simplement vers f.

1.4 Mesures de Young

Pour plus de détails sur les mesures de Young on peut se référer a [26, 54, 55].

Définition 1.17. Soient (X,X) un espace mesurable, Y un espace métrique, B(Y) la
tribu Borélienne sur Y et f : X — Y. On dit que [ est (3,B(Y))-mesurable si et
seulement si pour tout A € B(Y), f~1(A) € ¥.

Définition 1.18. Soit (S,X,n) un espace mesuré et u : S — Z une application me-
surable. Alors la mesure de Young associée a u est l'image v de n par lapplication
0:5— S xZ définie par

0(x) = (z,u(x)),
e, v=n00"1. 8 p:8x 7 — R est une fonction mesurable telle que ¢ est positive

ou v-intégrable alors

/Mw”: /590(9(@)‘1”(93) = /S ol u(x))dn().

La mesure de Young v est Punique mesure sur S X Z portée par le graphe de u, telle
que

v(Ax Z)=n(A), VA e X.

Définition 1.19. Soient (S,%,n) un espace mesuré complet, n une mesure finie posi-
twe et Z un espace métrique complet séparable. On note par Y(S,n, Z) l'ensemble des
mesures de Young, i.e., 'ensemble de toutes les mesures positives sur (S x Z,X®B(Z))

dont les projections sur S égalent n.
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Définition 1.20. Soit ML(Z) [’ensemble de toutes les mesures positives de probabilité
sur (Z,B(Z)). On note par Yais(S,n, Z) U’ensemble de toutes les applications p : S —
ML(Z) qui sont Lebesque mesurables au sens suivant, pour tout B € B(Z), la fonction

s — ps(B) est mesurable.

Proposition 1.21.
1) Siv est une mesure de Young correspondante a l’élément p € YVais(S, 1, Z), alors, pour
toute fonction p : SxZ — R qui est Y RB(Z)-mesurable et positive (resp. v—intgrable),

la fonction s — [, (s, z)ps(dz) est n-mesurable (resp. n — intgrable) et l'on a

/ o= / (/ ol zms(dz)) (ds).

2) Si v est la mesure de Young associée a p € YVyis(S,n, Z), on ne fera pas de différence
entre v et u, i.e., pour tout s € S, on écrira vs au lieu de ps.

3) Toute fonction mesurable u : S — Z définit une mesure de Young sur S x Z dite
mesure de Young associée a u(-). C’est la mesure de Young correspondante o [’élément
pode Yais(S,m, Z), définie par jis := Oyu(s), 0t Oy(s) est la masse de Dirac au point u(s),

ses.

Intégrande de Carathéodory.

Définition 1.22. On appelle intégrande toute fonction ) : Sx Z — R qui est Y@ B(Z)-
mesurable. Un intégrande est dit de Carathéodory si pour tout s € S, la fonction (s, -)
est continue et prend des valeurs finies sur Z.

L’espace des intégrandes de Carathéodory définis sur S x Z est noté G.(S,n, Z).

Définition 1.23. Supposons que Y(S,n,Z) soit muni de la topologie la plus faible
rendant les applications v +— fozw dv continues, ot ¢ parcourt l'espace G.(S,n, Z).
Cette topologie est appelée topologie de la convergence étroite ou topologie Narrow et

notée o(Y(S,n, Z),G.(S,n, Z)).

Définition 1.24. Un intégrande v : S x Z — R est dit L'-borné s’il existe une fonction

positive V) € L (S, 1), telle que |1(s, z)| < 9(s) pour tout (s,z) € S x Z.

Définition 1.25. Une suite (V"),en € V(S,n, Z) converge vers v, si pour tout intégrande
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de Carathéodory 1 on ait

lim Vv dv" = Y dv.

o0 Jsxz SxZ
Définition 1.26. On dit que la suite (u")ren € Vais(S,n,Z) converge vers u si la
suite des mesures de Young correspondantes converge dans Y(S,n,Z), i.e., pour tout

intégrande de Carathéodory L'-borné 1) on ait

i [ ([ vt o) )o@ = [ ( [ vtsomis) ) nias)

Définition 1.27. Un espace de probabilité complet est un espace de probabilité dans
lequel tous les ensembles négligeables (événements de probabilité nulle) sont pris en
compte.

Soit (S,%,n) un espace de probabilité, on dit que (S,X,n) est complet si pour tout

ensemble A, tel que n(A) =0, alors toul sous-ensemble B de A est également dans 3.

Définition 1.28. FEspace Polonais est un espace séparable et métrisable par une meé-

trique compléte.

Théoréme 1.29. [26/

Soient (S,3,n) un espace de probabilité complet, Z un espace Polonais, E un es-
pace de Banach séparable et (u") une suite d’applications définies sur S o wvaleurs
dans E qui sont ¥ @ B(FE)-mesurables, convergeant ponctuellement vers une applica-
tion ¥ @ B(E)-mesurable u™. Soient (") une suite d’applications définies sur S a
valeurs dans Z qui sont ¥ ® B(Z)-mesurables, narrow convergeante vers une mesure de
Young (*° € Y(S,n,Z) et J: S x ExZ — R un intégrande de Carathéodory, telle que

(J(-,u™(+),C"(+))) est uniformément intégrable. Alors, nous avons

i [ @) i) = [ ([ o) ¢ @) i

r—00 S

Théoréme 1.30. [26]
Sous les hypothéses du Théoreme 1.29, soit J : S x E x Z — R un intégrande de
Carathéodory L'-borné, telle qu’il existe une fonction intégrable positive p € L(S,Q,n)

satisfaisant | J(w, x, z)| < p(w) pour tout (w,x,z) € S x E x Z. Alors

i [ ([ st )t = [ ([ s,z ) o),
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Définition 1.31. Soit (S,X,n) un espace de probabilité, (u,) une suite de variables
aléatoires sur cet espace et u une autre variable aléatoire sur ce méme espace. On dit

que (u,) converge en probabilité vers u si :
>0, Tligrnoon(]ur —u| >¢)=0.

Proposition 1.32. [26/
Soient Z et E deux espaces Polonais, (1) € Y(S,n,Z) et (v") € Y(S,n, E) deuz suites
convergeant en probabilité vers p> € Y(S,n,Z) et v>*° € Y(S,n, E) respectivement.

Alors, (V" @ u") converge vers v™° ® u>™ en probabilité.

1.5 Quelques résultats de compacité

Définition 1.33. Soient ({2,3) un espace mesurable, X etY deux espaces topologiques.
On dit que f : 2 x X — Y est une fonction de Carathéodory si elle est Lebesgue

mesurable sur 2 et continue sur X.

Théoréme 1.34 (Théoréme de Scorza-Dragoni). [25]

Soient 2 un espace métrique compact et (£2,%,v) un espace mesuré positif de Radon.
Soient X un espace métrique séparable complet et f : 2 x X — R une fonction de
Carathéodory. Donc pour tout € > 0, il existe un compact I. C 2 tel que v(2\I.) < &

et la restriction de f a I. x X est continue.

Théoréme 1.35 (Kakutani). /23]

Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si
Bp={zecE: |z <1},
est compact pour la topologie o(E, E"), ou E' le dual topologique de E.

Théoréme 1.36 (Théoréme d’Eberlein-Smulien). [33/
Soit S un sous ensemble faiblement fermé d’un espace de Banach E. Alors les éléments

sutvants sont équivalents :
(i) S est faiblement compact.

(ii) S est faiblement séquentiellement compact.
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1.6 Quelques résultats de convergence

Théoréme 1.37 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). [23]
Soient (£2,%, 1) un espace mesuré fini, (f.)ren une suite de fonctions mesurables de §2

dans R et f: 2 — R. On suppose que :
e (f.)r converge simplement vers [ p.p.
e il existe une fonction intégrable g, telle que pour tout r € N, |f.(z)] < g(x).

Alors, [ est intégrable et [, |f — fr|du — 0.

Théoréme 1.38 (Théoréme d’Ascoli-Arzela). [17]
Soient §2 un espace métrique compact, Y un espace métrique complet et H un sous
ensemble de C(§2,Y). Alors, H est relativement compact si et seulement si H est équi-

continu et H(x) est relativement compact, avec H(x) = {f(x)}en.

Théoréme 1.39 (Corollaire du théoréme d’Ascoli-Arzela). [17]
Soient {2 un sous espace métrique compact de R, E un espace de dimension finie et
((+))r une suite de fonctions absolument continues définies sur 2 & valeurs dans E,

satisfaisant les conditions suivantes :
(i) Vt € 2, (z,(t)) est un sous ensemble relativement compact dans E,

(i) 4l existe une fonction positive c(-) € L'(02), telle que

Alors, il existe une sous suite de (x.(-)), qui converge vers une fonction absolument

continue x(-) au sens suivant
1) (z.(:)) converge uniformément vers x(-) sur les sous ensembles compacts de 2,

2) (x.(+)) converge faiblement vers (-) dans L*(12, E).

Théoréme 1.40 (Lemme de Mazur). [33/
Soient E un espace de Banach et (x,) une suite d’éléments de E convergent faible-
ment vers x € E, alors il existe une suite de combinaisons convezes de (x,) notée (y,)

convergeant fortement vers x.
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1.7 Multi-applications

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant les
multi-applications et leurs sélections. Les résultats suivants ont été pris des références
[17, 27, 28, 32, 33|.

Dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, X et Y sont deux espaces topologiques.

1.7.1 Généralités sur les multi-applications

Définition 1.41. Une multi-application F définie sur X a valeurs dans Y est une
fonction qui o chaque élément x de X, associe un sous ensemble F(x) de Y, on note

F: X3Y.

Définition 1.42. Soit F': X =Y une multi-application.

1) On appelle domaine de F, ’ensemble dom(F) = {x € X : F(x) # 0}.

[\]

w

On appelle image d’une partie S de X par F' U'ensemble F(S) := |J F(x).

zeSs

)
) On appelle image de F, 'ensemble Im(F) ={y €Y : Jx € X; y € F(x)}.
)
)

4) On appelle tmage réciproque d’une partie non vide V' de Y par F' ’ensemble
FrV)y={ze X Flx)nV #0}.
5) On appelle image réciproque étroite de V-C'Y par F [’ensemble
F'V)y={zxeX: F(x)cV}L
6) Le graphe de F est le sous ensemble de X XY défini par

gph(F) = {(z,y) € X x Y : y € F(x)}.
7) L’inverse de F est F7' 1Y = X, telle que x € F~(y) si et seulement si
y € F(x).
1.7.2 Semi-continuité et mesurabilité

Définition 1.43 (Semi-continuité supérieure).

On dit que F': X ==Y est semi-continue supérieurement (s.c.s) en un point ro € X si
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et seulement si pour tout ouvert V de Y telle que F(xo) C V, il existe un voisinage U
de xo dans X telle que F(z) CV, Yz € U.

I est s.c.s, st et seulement si elle est s.c.s en tout point x de X.

Théoréme 1.44. [28] On dit que F : X =2 Y est s.c.s si et seulement si pour tout
ouwvert V.C'Y, FZY (V) est un ouvert de X.

Théoréme 1.45. [17] Si F : X = Y est s.c.s G valeurs fermées, alors gph(F) est

fermé.

Corollaire 1.46. [17] Soient Y un espace compact et F': X =Y une multi-application

a valeurs non vides. Si gph(F') est fermé, alors F' est s.c.s.

Lemme 1.47. [38] Si F: X =Y est une multi-application s.c.s a valeurs compactes,

alors pour tout xo € X, nous avons

limsup F(z) = F(xo).

T—T0

Définition 1.48. Soient (X,X) un espace mesurable, Y un espace métrique. On dit

que F': X =Y est X-mesurable ou simplement mesurable si pour tout ouvert V de Y
FHV)ex.

Proposition 1.49. [28] Soient (X,X) un espace mesurable, Y un espace métrique
séparable et F : X =Y wune multi-application a valeurs convexes compactes. Alors, les

propriétés suivantes sont équivalentes
1) F est mesurable.

2) Pour tout y €Y, la fonction t — d(y, F(t)) est mesurable.

Proposition 1.50. Soient Y un espace de Banach de dimension finie et F': X =Y

une multi-application & valeurs compactes.

1) Si F' est semi-continue supérieurement, alors co(F') est semi-continue supérieu-

rement.
2) Si F est compacte, alors co(F) est compact.

3) Si X est un espace mesurable, F est mesurable, alors co(F') est mesurable.
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Théoréme 1.51 (Théoréme de fermeture). [28/

Soit F' une multi-application définie sur [Ty, T] x X a valeurs compactes convexes non
vides dans un espace de Banach séparable E, telle que pour tout t € [Ty, T], F(t,-)
est s.c.s et pour tout x € X, F(-,x) est Lebesque mesurable. Soient (z,),x définies
de [Ty, T] a valeurs dans X et (y,),y des applications intégrables définies sur [Ty, T] a
valeurs dans E.

Nous supposons les hypothéses suivantes :

(i) lim z,(t) = z(t), p.p. sur [Ty, T;

r—00
(ii) (y,) converge faiblement vers y;
(ili) y-(t) € F(t,2.(t)), p.p. sur [Ty, T).
Alors, y(t) € F(t,z(t)), p.p. sur [Ty, T).
Lemme 1.52. [26] Soient Z un espace métrique compact et I' : [Ty, T| = Z une
multi-application Lebesgue-mesurable a valeurs non vides convexes compactes. Alors, la

multi-application X : [Ty, T) = ML (Z) est mesurable & valeurs compactes et l'ensemble

Sy, est O'(LE?Z),,L}:(Z)) compact.

1.7.3 Sélection

Définition 1.53. Soit F' : X = Y wune multi-application. On appelle sélection de F
toute application f: X — Y wvérifiant

f(z) € F(x), Yz € X.

Théoréme 1.54 (Théoréme d’existence de sélections mesurables). [28/
Soient X un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F: X =Y
une multi-application mesurable o valeurs fermées. Alors, F' admet au moins une sélec-

tion mesurable.

1.8 Théorémes du point fixe

Théoréme 1.55 (Théoréme du point fixe de Schauder). [/2]

Soit X un espace de Banach, S C X un sous ensemble non vide convexe fermé et
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f S — S une application continue. Si f(S) est relativement compact, alors f admet

un point fize, i.e., il existe x € S, tel que f(x) = x.

Théoréme 1.56. [Théoreme du point fize de Kakutani-Ky Fanf[17]
Soient S un sous-ensemble convexe compact d’un espace de Banach X et FF: S = S
une multifonction convexe a valeurs compactes, semi-continue supérieurement sur S.

Alors, F' admet un point fize, i.e., il existe v € S, tel que x € F(x).

1.9 Opérateurs maximaux monotones dans un espace

réel

Cette section est consacrée a la définition et les propriétés des opérateurs maximaux

monotones. Les résultats suivants ont été pris des références |17, 22, 23, 57].

Définition 1.57. Soit E un espace de dimension finie. On dit que ['opérateur
A(t): E= E (t € [Ty, T]) est monotone, si pour tous t € [Ty, T], A > 0 et

pour tous x1, xo € D(A(L)), y1 € A(t)xy et yo € A(t)xza, nous avons

21 = 22l[p < |[(21 — 22) + A1 — 12) |,
ot D(A(t)) ={x € E: A(t)x # 0} est le domaine de A(t).

Remarque. Nos études dans cette thése a été faite sur un espace réel et donc nous

allons définir les opérateurs maximaux monotones dans R.

Définition 1.58. L’opérateur A(t) : D(A(t)) CR = R (t € [Ty, T]) est monotone si et
seulement si

Vay, 29 € D(A(t)) 1 (A(t)xy — A(t)zo) (21 — 29) > 0,

Définition 1.59.
Si A(t) : D(A(t)) CR =R (t € [Ty, T)) est monotone et R(I+ NA(t)) =R, on dit que
A(t) est mazimal monotone ot R(I + NA(t)) est le rang de (I + NA(t)).

Définition 1.60. Soit A(t) : D(A(t)) C R = R (t € [Ty, T]) un opérateur et A > 0,

alors
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1) Dopérateur J\(t) : D(J\(t)) C R = R défini par
In(t) = (I + XA(t) ",

ot D(J\(t)) = R(I + NA(t)), est appelé la résolvante de A(t);
2) Dopérateur A\(t) : D(Ax(t)) C R = R défini par

(D) = 3 = H(D)

D(A\(t)) = R(I + NA(t)), est appelé Uapprozimation de Yosida de A(t).
Proposition 1.61. [22] Soit A(t) : D(A(t)) € R = R (t € [0,7]) un opérateur
mazimal monotone et A > 0. Alors

1) Ax(t) est univoque, mazimal monotone et Lipschitzienne de rapport % sur R;
2) A\(t)x € AJy\(t)x, Vx € R;
3) %]JAA(t)x —z| = |Ax(t)z| < |A(t)x]o, pour tout x € D(A(1)),

ot [A(t)x]o = inf{ly|; y € A(t)z}.

Définition 1.62. un espace uniformément convere est un espace vectoriel muni d’une

norme dont les boules sont bien arrondies.

Théoréme 1.63. [57] Soit E un espace de Banach qui a son dual topologique unifor-
mément convexe. Alors le graphe de tout opérateur mazimal monotone A : E = FE est

fortement-faiblement séquentiellement fermé.

Comme exemple des opérateurs maximaux monotones on donne :

Sous-différentielle d’une fonction convexe.

Définition 1.64. Soient E un espace vectoriel normé, E' son dual topologique,
f:E =R etz €dom(f). On appelle sous différentiel de f au point xo, qu’on

note par Of(xy), l’ensemble défini par
Of(xo) = {2’ € B : (2/,2 — z0) < f(z) — f(20), Yz € E}.

Définition 1.65 (Semi-continuité inférieure).

On dit que f - E — R est semi-continue inférieurement (s.c.i) au point o € E si et
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seulement si pour tout h € R tel que h < f(xg), il existe un voisinage V' de xq tel que
h < f(z) pour tout x € V.

f est s.c.i sur E, st et seulement si elle est s.c.i en tout point de E.

Théoréme 1.66.
Le sous différentiel d’une application f : E — R conveze propre s.c.i est mazimal

monotone.

Définition 1.67. Soient C' un sous ensemble de E et xo € E. Le sous différentiel de
la fonction indicatrice o C au point xy est appelé cone normal, qu’on note No(xo) et
défini par

{e' e ' : (&/,v—x9) <0, Vye C} sixgeCh
Nc(ZL‘O):

0 si zg ¢ C.

Proposition 1.68. Le cone normal associé a un ensemble convexe fermé non vide C,

au point xg € C, est maximal monotone.



CHAPITRE 2

Inclusion différentielle 1térative avec
un second membre a valeurs convexes

et presque convexes

2.1 Introduction du chapitre

Ce chapitre comporte quatre sections. Dans la premiére, nous donnons le théoréme
d’existence du probléme
u(t) € F(t,u(t),ul?(t), - ulMl(t)), p.p. t € [Ty, T7;
U(To) = Uy,

ou F : [Ty, 7" = R est une multi-application a valeurs compactes, Lebesgue-

mesurable sur [Tp, T, semi-continue supérieurement sur [Ty, T]" et vérifiant
— 1
F(t,z) Cn(t)(1 + [|2])B, avec [l < —.

Dans la deuxiéme section, nous montrons les propriétés topologiques (la compacité et
la semi-continuité supérieure) de ’ensemble admissible du probléme (P), qui joue un
role important dans la théorie du controle, de nombreux problémes d’optimisation, de

dynamique, de procédures de planification en économie mathématique et la théorie des

27
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jeux peuvent étre énoncés et résolus en termes d’ensemble admissible.
Dans la troisiéme section, nous étudions le probléme autonome

u(t) € Fu(t),u?(t), - ul’(t)), p.p. t € [Ty, T);

(Pr)

U(To) = Up,
ou F' est a valeurs presque convexes, i.e., on remplace la convexité par une condition
plus faible.
Dans la quatriéme section, comme application des résultats précédents, nous considérons

le probléme de temps optimal

at) = flu(t),u(t), - ull (1), v(1), pp. t € [To, T],
(PP) § v(t) € Uu(t),u(t),- -, ul"(t)), Vt € [Ty, T);
u(Ty) = uo,
controlé par les paramétres U(u(t),ul?(t), - - ul’(t)), ou U : [Ty, T]" = R est une

multi-application semi-continue supérieurement a valeurs compactes, sous I’hypothése

de presque convexité sur les ensembles

F(“(t>7 e vu[n] (t)) = {f(u(t)’ e 7u[n] (t)v V(t)) }V(t)eU(u(t),-~~ aull(t)):

Les solutions du probléme de controle (PP) sont des solutions du (Pr), dans lequel
les controles n’apparaissent pas explicitement, on dit que F' est paramétré par des
éléments de U. L’équivalence entre un systéme de controle et I'inclusion différentielle
correspondante est I'idée centrale utilisée pour prouver l'existence d’une solution au

probléme du temps minimum pour (PP).

Les résultats de ce chapitre ont fait I'objet d’une publication dans la revue de classe

A : "Mathematica Slovaca" [38|.

2.2 Reésultat d’existence pour une inclusion différen-

tielle 1térative avec un second membre convexe

Dans cette section, nous présentons un résultat d’existence du probléme (P) ou F

est une multi-application a valeurs compactes convexes.



2.2. Reésultat d’existence pour une inclusion différentielle itérative avec un second
membre convexe 29

Théoréme 2.1. Soit F : [Ty, T]"™" = R une multi-application & valeurs compactes
convezxes, Lebesgue-mesurable sur [Ty, T et semi-continue supérieurement sur [Ty, T|™.

Supposons qu’il existe une fonction positive n € Li([Ty, T)), telle que Inllzy < Let
F(t,2) € n(t)(1 + 2l)B, ¥(t,2) € [To, TI™.

Alors, le probleme (P) admet au moins une solution absolument continue u, telle que

u € Ly([To, T1).

Démonstration.
a) Supposons que F(t,r) C n(t)B, pour tout (¢,z) € [Ty, T]"*" et montrons que le
probléme (P) admet une solution.

Etape 1. Considérons les ensembles convexes suivants :

S ={f € Lp([To, T0) : [£(1)] < n(t), pp- t € [Tp, T1},

et
t
X = {uf To, T) = [To,T) :up =up+ f(s)ds, Vt € [Ty, T, f € S}.
To

Montrons que S est un sous ensemble o (L% ([Ty, T)), L& ([To, T)) compact de L ([To, TY).
Soit (f,-) une suite de S, alors elle est bornée dans Lg°([1p, T']). On peut supposer par ex-
traction d’une suite, que (f,.) converge o (L ([To, T)), Li([To, T)) vers f € LY([Ty, T]) C
Li([Ty, T]). Par conséquent, pour tout y(-) € Li([Tp, T])) nous avons

lim (f(-),y(-)) = (f(-), 9 ().

T—00

Soit z(-) € L¥([Ty, T]) C L([Ty, T]), alors

lim (f,.(-), 2(-)) = (f(-), 2(-))

r—o0
Ce qui montre que (f,())ren converge o(Li([To, T)), L ([Ty, T])) vers f(-) avec

|f(t)] < n(t) p.p sur [Ty, T]. Puisque S est convexe et fortement fermé dans L ([To, T1),
donc il est faiblement fermé dans L ([Ty, T1]).

D’ot, S est un sous ensemble o (L% ([T, T)), L¥([To, T])) compact de L ([To, T)).

Montrons maintenant que X est compact dans (C([1y, 1)), || - ||c). Pour tout uy € X et

< [1rtsyas < [ ntspas

tout ¢, 7 € [Ty, T], nous avons

urt) ~us(n)l = | [ 15— [ pispas
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Comme n € Lg([Ty, T]), on obtient I'équicontinuité de Pensemble {u;: uy € X}.

D’autre part, pour tout uy € X et tout ¢t € [T, T, nous avons

t
|MM§W+AV@WS%HMM.
0

Alors, 'ensemble {uf(t) : uy € X} est relativement compact dans [7y,7]. En appli-
quant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut que X est relativement compact dans
€T, T, I - L)

Montrons que X est fermé dans (C([1y,T1]),] - ||c). Fixons une suite (uy,) de X conver-

geant vers u € C([Ty, T]). Alors, pour tout r € N
t
uf'r(t) = Ug + f?"(s)d87 Vt € [TO7T]7
To

et f. € S. Comme S est o(Li([To, T)), L ([To, T]))-compact, par extraction d’une sous
suite on peut conclure que (f,) converge o(Lg([Ty, T]), L ([Ty, T])) vers f € S. Suppo-
sons que pour tout ¢t € [Tp, T

¢
Ur = Ug + f(S)dS,
To
on obtient pour tout z(-) € L ([To,T]) et tout ¢ € [Ty, T

lim (f,(-), 2(-)) = (f(-), 2(-)).

T—00

Donc
t

<fr(s),z(s>>ds=/ (f(s),2(s))ds.

To

t
lim
r—00 TO

En particulier, pour z(-) = Xjz,71(-)e;, ott Xy 11(-) est la fonction caractéristique de

[Ty, T et (e;) une base de R, on obtient

t t
i [ (4(5): M (s)es)ds = [ () M (s)es ),
r—00 To To
qui est équivalent a
t t
(Hm [ fr(s)ds,ej) = (| f(s)ds,e;),
r—00 T T

ce qui montre que

li = i r(s)ds | = ds = .
im uy, (t) lim (uo—i— Tof(s) s) uo—l—/ f(s)ds = ug(t)

r—00 TO
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Par conséquent, la suite (uy,) converge vers u = uy dans C([Zp, 7). D’ou la compacité
de X dans (C([Tv,T7), | - llc)-

Etape 2. Remarquons que 'application w : [Ty, T] — [Ty, T] est une solution abso-
lument continue du probléme (P) si et seulement si il existe u = uy € X et f(t) €
F(tup(t),u(t), - uf' (1)), pp. t € [To, T).

Montrons que pour toute application Lebesgue-mesurable v = (v!,v? -+ 0" : [T, T|" —

[Ty, T}, il existe une sélection Lebesgue-mesurable s € S, telle que s(t) € F(¢,v(t)) p.p.

En effet, soit v = (v!, 0% -+ 0" : [Ty, T]" — [Ty, T] une application mesurable, alors,
d’aprés le Lemme 1.16, il existe une suite de fonctions étagées (v,) = (v}, 02 - vn),

telle que (v,.) converge ponctuellement vers v. Notons que la multi-application F(-,v(-))
est Lebesgue-mesurable. Soit (s,) une sélection Lebesgue-mesurable de F(-, v,(+)), telle
que

s.(t) € F(t,v.(t)) C n(t)B, Vt € [Ty, T).

Comme (s,) C S et S est o(Lg([To, T)), L ([T, T]))-compact, il existe une sous-suite,
toujours noté (s!.), qui converge faiblement vers s € S (par le Théoréme 1.36 d’Eberlein-
Smulien).

Nous pouvons invoquer ici le fait que S est un ensemble faiblement compact dans
'espace de Banach L ([Ty, T1).

D’aprés le Théoréme 1.40 (théoréme de Mazur) a (s)), il existe une suite (z.) avec

2, € co{s, : p > 1}, telle que (2,) converge presque partout vers s. Alors,

s(t) € (\{z(t) : 7 =k}, pp. t € [Ty, T

L’estimation s/.(t) € F(t,v.(t)) et le Lemme 1.6, nous donnent
s(t) € (Y@ F it (1)
k>0 r>k

= co(limsup F(t, v,(t))). (2.1)

r—00
De plus, F' est une multi-application semi-continue supérieurement & valeurs compactes
et (v.(+)) converge ponctuellement vers v(-), alors d’aprés le Lemme 1.47, on a

limsup F'(t,v,.(t)) = F(t,v(t)), p-p. t € [To, T]. (2.2)

r—00
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Donc, par (2.1) et (2.2) on obtient

s(t) € @(F (b)) = F(t,v(t)).

Etape 3. Considérons la multi-application ¥ : S = S définie par

U(f)={9 €8 :9(t) € F(t,uf(t), p-p- t € [To, T},
ott u? = (up,ul?, - ul™y et up e X
f frYys y Uy f .
Cette considérations nous conduisent a I'application du théoréme de Kakutani-ky Fan

sur W(-). Montrons que W(f) est convexe. Soit f € S, g1,92 € V(f) et A € [0, 1], par la

définition de W¥(f) nous avons

et
92(t) € F(t,u%(t)), p.p-t € [To, T].

Comme F'(t,u}(t)) est convexe, on aura
Agi(t) + (1 = A)ga(t) € F(t, up(t), p-p.t € [To, T,
donc
(A + (1= A)g2)(t) € W(f),
d’ou la convexité de U(f).

Montrons maintenant pour tout f € S, W(f) est o(Ly([To, T]), L ([To, T]))-compact.
Soit f € S et (g,) une suite d’éléments de V(f,), i.e.

9-(t) € F(t,uf, (1)), p-p.

convergeant o (L ([To, T1), Lt ([T, T])) vers g. Lorsque (uy.) converge vers uy, alors
(u}) = (ufT,u?j,- . -,ugfz]) converge vers u} = (uf,u?],- . -,ugc"]). Donc nous pouvons

utiliser le Théoréme 1.51 et nous obtenons

g(t) € F(t,ut()), p.p.

Par conséquent, g € V(f) et donc V(f) est faiblement fermé dans S. Finalement la

compacité faible de S implique celle de W(f).
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Pour montrer la semi-continuité supérieure de VU, il suffit de montrer que le graphe de
U défini par
gph(V) ={(f,9) €S xS: g€ ¥(f)},

est séquentiellement faiblement fermé dans S x S.
Soit (f,, g-) une suite d’éléments du graphe de ¥, i.e., (f,,g,) C S x S avec g, € V(f,)
pour tout r € N et telle que (f,, g,) converge vers (f,g) € S x S. Par ce qui a précedé
les suites (u} ) convergent ponctuellement vers uf.

D’autre part, on peut supposer que (g,) converge faiblement vers g € S. Comme

9:(t) € F(t, uf (1)), p-p.

en répétant les arguments donnés a 1’étape 2, nous obtenons que

g(t) € F(t,u}f(t)), p-p-

Alors, le graphe de W est faiblement fermé dans S x S. D’otu la semi-continuité supérieure
faible de W.

Par le Théoréme 1.56 (Kakutani-Ky Fan), on obtient 1’existence d’un point fixe f € S,
telle que f € U(f) et donc

f(t) € F(t,u}(t)), p.p-t € [T, T).
Pour tout ¢ € [Ty, T, nous avons

¢
up(t) =up + f(s)ds, p.p.
To

Alors
ip(t) = f(t) € Ly([To, T]).

Donc

ug(t) € F(t,ut(t)), p-p. t € [To, ],
avec us(Ty) = up, i.e., application us est une solution absolument continue du probléme
(P).
b) Supposons que F(t,z) C n(t)(1+ ||z||)B, pour tout (t,z) € [Ty, T|"*'.
Siw: [Ty, T] — [Ty, T] est une solution absolument continue du (P), alors, il existe une

application mesurable f : [Ty, T] — R, telle que

F(8) € Ftug(t),u (), - (1)), pp. t € [T, T,
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et
u(t) = us(t) = uo + tf(s)ds, vt € [To,T).

Par conséquent, pour tout ¢ € [Tp, T
t n
lu(t)] < |uol +/ n(s)(l +) |u[z}(s)|>ds
To i=1

< fuol + lInllzy + nllullelnllzy-

Donc
Juo| + [I7l] s
lulle < T = (2.3)
- nHWHLI}§
Par la relation (2.3) et la définition de ||ul|¢, on aura pour tout t € [Tp, T
W) <p, Vi=1,2,---,n. (2.4)

Considérons I'application ¢, : [Ty, T] — [Ty, 1] donnée par

z it |z < p;
pp(z) =
2 Gt |z > p,

|2l

et la multi-application Fy : [Ty, "' = R définie par

F0<t’x) = F(tﬂop(gjl)? @p(mQ)v e '7909(xn))7

alors, Fy hérite toutes les propriétés de F. Montrons que pour tout ¢ € [Ty, T] fixé,
Fy(t,-) est semi-continue supérieurement sur [Ty, 7.
Considérons I'application continue fy : [Ty, 7" — [T, T]™ définie par :
fo(@) = (@p(1), 0p(22), - - -, 0p(2n)).
Soit V' un ouvert de [Tp, T]™, on a
Fy Y (V)= (Fo fo) (V) = fg {(FTH(V),

la semi-continuité supérieure de F sur [Ty, T]™ et la continuité de fy nous donnent
F; (V) est ouvert sur [Ty, T]". Donc, Fy est semi-continue supérieurement sur [Ty, T|™.

D’autre par, pour tout (t,z) € [Ty, T|"
Fo(t, @) = F(t, 0p(21), @p(x2), - - -, 0p(2n))

(143 (e B

=1

C n(H)(1+np)B = (OB, (2.5)
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avec 3(t) = n(t)(1 + np) et donc 8 € L ([Ty, T).

Par la partie a), le probléme

—U o(t, u ’u[2] - -,u[”] . .p. 17,
P (t) € Fo(t, u(t), u(t) (t)), p-p-t € [0,T]
uw(Ty) = wo,

admet une solution absolument continue.
Montrons maintenant que u est une solution du probléme (P) si et seulement si u est
une solution du probléme (P).

e Si u est une solution du probléme (P), alors il existe une application mesurable

f(t) € Fo(t,u(t),---,ul(t)), telle que

u(t) =uo+ | f(s)ds,
To

et

|f(O)] < B(@1) =n)(1+np).
Alors

t

u(t)] < fuo] + / 0(s)(1 + np)ds

To

= [uo| + |7/l L2 (1 + np)

o] + Il
= Juo] + Il (1 + n— )
1=l
ol 4 Il
1=l

Par conséquent
Fy(t,u(t),u?(t), - -, u" (1)) = F(t,u(t),u®(t),- - -, u"(1)).

D’ow, u est une solution du probléme (P).

e Supposons que u est une solution du probléme (P). Par la relation (2.4), nous avons
F(t7 u(t)v u[2] (t)a T u[n] (t)) = F0<t7 u(t>7 U[Q] (t)v T U[n] (t))

Donc, u est une solution du probléme (P). O
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Exemple 2.2. Considérons le probleme

alt) € g((tu(t)y + (um(t))Q) +=L1), pp.te -1 1,

u(0) = 0.

(Py)

Soit F(t,x1,35) = &((tx1)? + 23) + [—1, 3] une multi-application & valeurs compactes

1

convezes, Lebesque-mesurable sur [—%, %] et semi-continue supérieurement sur [—3, %] X

(=303

Pour tout y € F(t,x1,x2), nous avons

2
ol < 5 (1217314 1231) + § = &+ 5 = n(0)
Donc
ly[ < @)1+ [21] + |22).
D’ou

— 1
F(t, 21, 22) Cn(e)(1+ [a] + |22])B, avec [Inll g < 5.

Les hypothéses du Théoréme 2.1 sont satisfaites, alors le probléme (Py) admet une

solution absolument continue u, telle que u € L ([—1, 3]).

2.3 Propriétés topologiques de I’ensemble admissible

Définition 2.3 (L’ensemble admissible). [/9/
L’ensemble admissible d’un probleme au temps t € [Ty, T| est défini par
Ao (1) = {u(?) : u(-) € Ti(uo)},

ot T3(ug) est l’ensemble des trajectoires du probléeme considéré sur Uintervalle [Ty, t].

On définit Z : A,,, — [Ty, T| Uapplication de temps minimal par
Z(y) =1inf{t € [Ty, T] v € Ay ()}

Théoréme 2.4. Soit F : [Ty, T]"™' = R une multi-application a valeurs compactes
convezes, Lebesque-mesurable sur [Ty, T| et semi-continue supérieurement sur [Ty, T]™.

Supposons qu’il existe une fonction positive n € Li([To, T)), telle que Hn”% < % et
F(t,x) Cn(t)(1+ [lz])B, Y(t,z) € [To, T]"*.

Alors,
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1) pourt € [Ty, T] fixé, l'ensemble admissible A, (t) est compact ;

2) la multi-application t — A, (t) est semi-continue supérieurement.

Démonstration.

1) Pour montrer que I'ensemble admissible 2,,(f) est compact il suffit de prouvé que
I'ensemble des trajectoires 13(ug) est compact pour tout ¢ € [Ty, T1.

D’aprés le Théoréme 2.1, le probléme (P) admet au moins une solution sur [7p, 7], donc
pour tout ¢ € [Ty, T'], Vensemble 13(ug) # 0.

Soit (u,), une suite des éléments de 13(ug), alors pour tout r € N, u, est une solution

absolument continue du probléme (P), vérifie
|4, (t)] < B(t), p-p- t € [To,1], (2.6)

et
t

ur(8)] < Juol + [ [dn(s)lds = |uo| + [|nll L2 (1 + np) = p. (2.7)
To

Alors, (u,(t)), est relativement compact dans [T, T]. De plus, pour tout ¢, 7 € [Ty, ]

() — uy ()] < / iy (5)]ds < / B(s)ds,

comme 8 € Lg([Ty,t]), on obtient I’équicontinuité de (u,(-)),. D’aprés le théoréme
d’Arzela-Ascoli, (u,(-)), est relativement compact dans C([To,¢]), alors le Théoréme
1.39 donne l'existence d’une sous-suite de (u,(-)), converge uniformément vers une ap-

plication u(-) sur [Ty, ?] et (u,(+)), converge dans L ([To,]) vers 4(-), telle que

¢ ¢
u(t) = lim u,(t) =up+ lim [ |, (s)|ds =uo+ [ |u(s)|ds.

T—00 = J1, Ty

Pour le reste de la preuve on peut suivre la démonstration du Théoréme 2.1 pour obtenir
a(t) € F(t,u(t),u?(t),- -, u" (1), p.p. t € [Ty, 1].

2) Nous montrons maintenant que 2, (+) est semi-continue supérieurement.
Soit ¢ € [Ty, T] et V un voisinage ouvert de 2, (t), il existe V5 un voisinage ouvert de
To, ol

Ay (t) +Vo C V.

D’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, il existe § > 0 tel que si [ — | < J, alors

u(t) — u(t) € Vi pour tout u(-) € T(up).
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Comme u(t) € 2, (%), nous avons
u(®) € u(t) + Vo C V, Vu(-) € T(u),
alors
A, () CV, VI € B(t,9),

par conséquent, 2, () est semi-continue supérieurement. O

2.4 Inclusion différentielle itérative avec un second

membre presque convexe

Dans cette section, nous étudions 'existence de solutions du probléme (Pz) et la

relation entre ensemble admissible des probléme (Px) et

(Po) u(t) € co(F(u(t),u (t),- - -, ul"(1))), p.p. T € [Ty, T);
u(Ty) = uo.

ou F': [To, T)™ = R est une multi-application a valeurs compactes presque convexes.

Théoréme 2.5. Soit F' : [Ty, T]" = R une multi-application & valeurs compactes
presque convezes, telle que :

n.

(i) la multi-application co(F(-)) est semi-continue supérieurement sur [Ty, T]";

(ii) il existe une constante positive n, telle que n < i et

1
T—T0)
co(F(z)) C n(1 +|lz])B, Vo € R™.

Alors, pour tout ug € R :
1) le probléme (Px) admet une solution absolument continue ;

2) pour tout t € [Ty, T], U'ensemble admissible de (Px) a t, U, (t), coincide avec

A (t) Uensemble admissible en t du probleme (Peo).

Pour la démonstration de notre théoréme, nous avons besoin de la proposition sui-

vante ou on étudie la relation entre la solution du probléme relaxé et non relaxé.
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Proposition 2.6. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.5, soit x une solution absolument
continue du (Peo). Supposons qu’il existe deux fonctions intégrables A1 (-) et Xao(+) définies

sur [Ty, T) satisfaisant 0 < Ay (t) <1< Ao(t) et

(H) pour tout t € [Ty, T], nous avons
M(D)i(t) € F(a(t), z2(t), - - -, 2" (2)),

et
Ao(D)i(t) € Fz(t), 22(t), - - 2l (2)).

Alors, il existe une application t(-) non décroissante, absolument continue définie de
Uintervalle [Ty, T) dans lui-méme, telle que Uapplication T(T) = x(t(7)) est une solution

du probléeme (Px). De plus, (Ty) = x(Tp) et 2(T) = x(T).

Démonstration.
Etape 1. Considérons U'intervalle [a,b] C [Ty, T, supposons qu’il existe deux fonctions

intégrables A (-) et \y(-) définies sur [a, b], telles que
0 < Ai(t) <1< Aao(t), VE € [a,b],

vérifiant ’hypothése (H), et que la fonction A\;(t) > 0 p.p. Montrons qu’il existe deux
sous ensembles mesurables de [a, b], admettent X;(-) et X(+) comme fonctions caracté-
ristiques, ott X;(-) + As(-) = Aap(+), et il existe une fonction absolument continue s(-)

définie de [a, b] dans lui méme, avec s(a) — s(b) = a —b et

1 1
(1) = X1(7) —— + X (7)) ——.
S<T> 1(7—) )\1(7_) + 2(7-) )\2(7_>
En effet. On pose
i si A\ (7) = \ao(7) =1,
=% (1) = 2elr)
/\Q(i)_)\lm sinon,

)\2(7’)—1 .
EEPGERTC R

De plus I'égalité suivante est toujours vérifiée

L=9(7) + (1 =9(7)) = (1) A(7) + (1 = (7)) Aa(7).
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Car : si A\ (7) = \a(7) =1

PN + (1= b)) = 3 + (1= 3) = 1
Sinon,
BN + (1= b)) = 2D =Ly oy DLy

~ (r) = Mi(7)
_ M(MAe(T) = Ai(m) | A7) = Mi(T)Aa(T)
)\2(7’) — )\1 (T) )\2(’7’) — )\1 (T)
Particuliérement nous avons

/ "L - / ") + (1 o)) dr = / b (WQ(A;)(T) + ‘ﬁ%”ﬂ’“)) i

On veut appliquer le théoréme de Lyapunov (Théoréme 1.14) pour garantir I’existence

de deux sous ensembles mesurables de fonctions caractéristiques X;(-) et Xa(+), telles

que
X1() + X() = Xay (),
et
/bm X () —— + Xy(r)—— ) d
T= T T T.
. SN T ()
Mais la fonction 1~ n’est pas nécessairement intégrable, donc on considére la suite

A1(T)
des ensembles disjoints définies par

E":{Te[a,b]:n< <n—|—1},

1
/\1 (T)

on a

U E"=a,1).

neN

En appliquant le théoréme de Lyapunov (Théoréme 1.14) a chaque E™, on déduit Iexis-
tence de deux suites des sous ensembles mesurables (E7), (EY) ayant des fonctions

caractéristiques (X]'(+)) et (X3'(+)), telles que

/n 1dr = / (xm)ﬁ + () A;T)) ar

Pour tout k € N, la fonction
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est positive et la suite des fonctions (pg(+)) est croissante simplement convergente vers

la fonction

o(1) = X1(T)ﬁ + XQ(T)f(T).

D’autre part, on considére la suite des ensembles (vy,) ot pour tout k € N, v* = UZ:O E™,

il est clair que cette suite est strictement croissante et converge vers l'intervalle [a, b],

b
/ 1d7‘—/ 1d7'—/ ldrt,
a Ukvk UnEn

/ ldr = lim ldr,
Uk vk k—oo ok

Comme les ensembles (E™), sont disjoints on obtient

b
/ 1dT = lim 1d7 = lim ldr = hm Z/ 1dr.
a k—o0 ok k—o0 n n

Un=o &

donc

et

Alors,

[rar=tm 3 [ (w15 o g o
i&%éﬂ%("fmfmmn( )A; )dT— hmZ/ngok dr

— lim or(T)dT = lim or(T)dT :/ lim @k (7)dr
U, &n Un

k—o0 Uk o En k—o0 En k—o0
n=

- [ ety = [t
/ab ldr = /ab ()(1(7)% + Xo(7) )\217)) ir

On conclue que

On considére

alors

Etape 2.

1) Considérons I'ensemble

C={rel),T]:0¢e F(z(r),zB(z),- -,z (r)}.
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Soit (7,.) une suite dans C' convergeant vers 7.

Alors, pour tout r € N, 0 € F(x(r,),---,2(5,)). Comme zll(:) (i = 1,---,n) est
continue et F' est semi-continue supérieurement a valeurs compactes, on en déduit que
0 € F(z(r),s2(7), -, 2l"(7)), i.e., C est fermé.

2) Supposons que C' est un ensemble vide. Dans ce cas A\ (7) > 0, donc on peut appliquer
I'étape 1 sur lintervalle [Ty, T]. Soit s(1) = Ty + fTTO $(w)dw, s est croissante de plus
s(To) = To et s(T) = T. Soit ¢ : [Ty, T| — [T, T son inverse, alors ¢(Ty) = To, t(T) =T

et nous avons +Ls(t(7)) = $(t(7))i(r) = 1. Alors,
1

5(t(7))

Considérons I'application Z : [Ty, T] — [Ty, T] définie par zld(7) = zli(t(7)),

t(r) =

= (M) X1 (4(7)) + Ae(t(7)) Xa(t(7))).-

1=1,2,---,n, nous avons
i) =i T)z(t(T)) = ! z(t(T
70 = () = g #)

= (M) X1 (H(T)) + Ao (t(7)) Xa(t(7)) ) 3 (2 (7))
Par I’hypothése (H), nous obtenons

%5&(7) e F(a(t(r)),zB(t(r)),- - -, 2l (¢(r))) = F(&(r), #2(7),- - -, 7 (7).

3) Maintenant on suppose C' non vide. Soit ¢ = sup{7 : 7 € C}, il existe une suite (7;.)
dans C, telle que Tli_)rgo 7, = ¢. Comme C' est fermé, nous obtenons ¢ € C.
Le complémentaire de C' est relativement ouvert a [Tp, T, donc il constitue d’une famille
d’intervalles ouverts au plus dénombrables de la forme ]a;, b;[, avec la possibilité que
deux intervalles sont de la forme [a;,, b;,[ ot a;, = Tp et Ja;;, bi, | oit a;; = c. Pour tout 4,
appliquons I'étape 1 sur chaque intervalle ]a;, b;[, donc il existe deux sous ensembles Af
et AY de ]a;, by leurs fonctions caractéristiques sont X}(-), X5(+) respectivement, telles
que X/(-) + X3(-) = Xq, p,((+). Posons

1

(1) = Xf(T)r(T) + X (1)

on obtient

/abi $(w)dw = (b; — a;).

%

4) Pour tout 7 € [Ty, ¢], on considére

1 PN BV
WD (’“%m A4 >A2<r>) ’

8(1) = Ae(7)
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ou la somme est prise pour tous les intervalles inclus dans [Tp, ¢]. Donc

/ $(w)dw =k < ¢ — Ty,

To

puisque Ao(7) > 1 et f w)dw = (b; — a;).

Posons s(1) = Ty + fT w)dw, on obtient que s(-) est une application inversible de
[To, c] & valeurs dans [T, k].

5) On définit t : [Ty, k] — [To, ¢] comme la fonction inverse de s(+), et on la prolonge

de la maniére suivante :

Hr) = t(r) siT € [Ty, kl;
c siT €|k, .

Montrons que la fonction (1) = x(£(7)) est une solution du probléme (Pz) sur I'inter-
valle [Tp, c] et satisfait z(c) = z(c).

Observant que pour 7 € [Ty, k|, £(7) = t(7) est inversible et
t(r) = Xe(t(r +Z Xy (t (7)) + X2 (t(7))A2(t(7))) -

Comme -£3(7) = i(7)&(t(7)), on obtient

—a(r) = (1)) (Xult(7)) +Z (Xt Hr)) + X () (1)) )

#(1) = 2(t(7)) = z(c), V7 €]k, d],

donc, Z(-) est constant sur |k, ¢, et nous avons

%i(ﬂ —0¢ F(:L‘(C),ZI?[2](C),' . .,g;[”](c))

= F(z(r),#3(7), - - -, & (7)), V1 €]k, d.
6) Il reste a définir la solution sur |c,T']. Nous avons A (7) > 0, on peut alors répéter

les arguments de 1'étape 1 et la partie 2), pour obtenir une solution du probléme (Px)

sur |e, T7. O
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Présentons maintenant la démonstration du Théoréme 2.5.

Démonstration.
1) Par le Théoréme 2.1, le probléme (P,,) admet une solution absolument continue.
Montrons qu’il existe deux fonctions intégrables Ai(-) et Ao(-) définies sur [Tp, T et

satisfaisant 0 < A\;(f) < 1 < Aqo(%), telles que pour tout ¢ € [Ty, T
M (t)a(t) € Flu(t),u (), -, ul"(t)),

et
Aao(t)i(t) € F(u(t), ul(t), - - ul(t)).

Comme F est a valeurs presque convexes, pour tout ¢ € [Ty, T, il existe deux ensembles

non vides A;(t) et As(t), telles que

A(t) = {1 €[0,1] = Ma(t) € Fut),u®(t),- - u™(1)},
et

Aa(t) = { X € [1, 00[: Mots(t) € F(u(t),u(t),- - -, ul" (1))}
Considérons le graphe de A;(-) défini par

gph(Ay) = {(t,\1) € [Ty, T] x [0,1] : \ya(t) € F(u(t),u®(t),- - -, ul" (1))},
alors,
gph(Ay) = {(t, \1) € [To, T x [0,1] : d(Ma(t), F(u(t),u® (), - -, ul"(t))) = 0}
=¥ ({0}) N ([T, T] x [0, 1]),

d’aprés le Théoréme 1.49, Papplication 1 : (£, A1) — d(Ayu(t), F(u(t), ul?(t), - ulll(t)))
est mesurable. Alors, ¥ ~'({0}) est mesurable. Le graphe de A; est Uintersection de
I’'ensemble mesurable [Ty, T] x [0,1] et 'application ¢~1({0}), donc il est mesurable,
par conséquent la multi-application A;(-) est mesurable borné. Nous concluons qu’il

existe A\1(+) une sélection mesurable de A;(+) satisfaisant 0 < A\ (t) < 1 et
M()a(t) € Flut),u®(t),- - u" (1)), Yt € [Ty, T).

De la méme facon, on prouve lexistence de A\y(-) sélection mesurable de As(-).

Nous avons aussi, le graphe de Ay(+) défini par

eph(As) = {(t, \o) € [To, T] x [1, 00]: Aoe(t) € F(ult), u(#), - - -, ul ()},
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alors,

gph(Az) = o~ ({0}) N ([T, T x [0, +o00]),

est mesurable, implique que A(+) est mesurable.
De plus, F(-) est a valeurs bornées, alors As(-) est aussi borné, donc il admet une

sélection mesurable Ay(-) vérifiant A\o(f) > 1 et
Xa(t)a(t) € F(u(t), ul?(t), - -, ul™(t)), Yt € [Ty, T).

En utilisant la Proposition 2.6, on conclut que le probléme (Px) admet une solution
absolument continue (-), telle que u(7) = (7).

2) Toute solution u(-) de (Px) satisfait 'inclusion suivante
u(t) € Fla(t),a? (), - - a"(¥))  co(F(a(@), a? ), -, a" (@), p-p. t € [To, T).

Alors, toute solution @(-) du (Px) est une solution du (Pe,), donc pour tout ¢ € [Ty, T
et u(t) € Ay, (t), on a a(t) € A (). Do,

A, (F) C A2 (F), VE € [Ty, T). (2.8)

Inversement, soit u(t) € AL (t), d’aprés la définition de I'ensemble admissible, u(-) est
une solution absolument continue du (P, ) sur [Ty, ¢]. Par la Proposition 2.6, il existe une
solution @(-) du (Px) coincide avec u(-) sur les bornes de tous les intervalles compacts,

alors sur [Tp, ], on a @(t) = u(t), donc u(t) € A, (t) et par conséquent
A (1) C Ao, (1), VT € [T, T). (2.9)
Par les relations (2.8) et (2.9), on obtient

Aoy (1) = A (1), VT € [Ty, T).

Exemple 2.7. Considérons le probleme

(P2) u(t) € F(uld(t)), p.p. t € [-1,1];
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avec F: [—1,1] = R est une multi-application & valeur compactes presque convezes,

définie par F(z) = 1G(x) ot

{-m} si xe[-1,1]\0;

Fr(B(0,1)) si xz=0.

G(r) =

Pour montrer que F est semi continue supérieurement sur [—1,1], il suffit de prouvé
que G est semi continue supérieurement sur [—1,1].
G est semi continue supérieurement sur [—1,1] < pour tout V un ouvert de R, G7'(V)

est un ouvert de [—1,1].

G'(V)={ze[-1,1]: G(z) C V}
={z€]0,1]: -1eV}Uu{ze[-1,0:1eV}u{z=0:Fr(B(0,1)) C V}.

Si Fr(B(0,1)) C V nous avons G;'(V) = [~1,1] est un ouvert de [—1,1].
Si—1€V etl¢V nous avons G'(V
Si—1¢V etleV nous avons G'(V

(V) =]0,1] est un ouvert de [—1,1].

(
Si—1¢V et1¢V nous avons G (V

d

)

) = [—1,0] est un ouvert de [—1,1].
) =0 est un ouvert de [—1,1].

Done, la semi-continuité supérieure de F' nous donne co(F') est semi continue supérieu-

rement sur [—1,1].

Pour tout y € F(x), nous avons

1 1 1
< — < =< (1
9l < 516G < 5 < 51+ Ja))
Alors,
1 1
F(z) C n(1+ |z])B, avecn = 3<%
Donc,

co(F(x)) € n(1+|z|)co(B) = n(1+|z|)B
Les hypothéses du Théoréme 2.5 sont satisfaites, alors
1) le probleme (Py) admet une solution absolument continue ;

2) pour tout t € [—1,1], l'ensemble admissible de (Py) a t, Ag(t), coincide avec
2A5°(t) lensemble admissible & t du probléme
u(t) € co(F(u(t))), p.p- t € [-1,1];

u(0) = 0.
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2.5 Application au probléme de temps optimal

Soient U : [Ty, T|" = R une multi-application semi-continue supérieurement a va-
leurs compactes, telle que 0 € U(x) pour tout = € [Ty, T]" et f : [Ty, T]" x R — R une

application satisfaisant les hypothéses suivantes :
(H{) pour tout y € R, f(-,y) est continue sur [Ty, T]";

(Hg) il existe une constante positive 7, telle que n < at et

R
|f (@, y)| < 01+ [lzf]), Y(z,y) € [To, T]" x R;

(H]) pour tout z € [Ty, T)", f(z,0) = 0;

(7—[{ ) la multi-application F': [Ty, T]" == R est a valeurs compactes presque convexes,

telle que

F(u(t)’ e ’u["] (t)) — {f(u(t)’ Ce 7u[n] (t), I/(t)) }V(t)EU(u(t),-“ ,u["](t))‘
Théoréme 2.8. Soient ug, u; deux points dans [Ty, T), et pour tout t € [Ty, TY,
uy € Ay, (t). Alors,

1) le probleme d’atteindre uy de ug pendant un temps minimum admet une solution ;

2) pour tout t € [Ty, T|
Wy (1) = {u € [Ty, T) : Z(u) <t}

Démonstration. 1) Par les hypothéses sur f et U, nous concluons que co(F') est

semi-continue supérieurement et
co(F(x)) C n(1+ ||z|)B, VYo € [Ty, T]™

D’aprés le Théoréme 2.5, le probléme (PP) admet une solution absolument continue.

Cousidérouns 'ensemble
I={tec[To,t] 1u; €Ay(t)}.

Par hypothése I' # (). Comme I' est non vide, il admet une borne inférieure notée
7 =inf I'. Par les propriétés de la borne inférieure, il existe une suite décroissante (7;.)

de I" converge vers T et pour tout r € N, u,(-) est une solution du probléme

a(t) € Fu(t),u?(t), -, ul(t)), p.p. t € [Ty, 7];

U(T()) = Ug,
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telle que u; = u,(7,.). Puisque
Fu(t), wP(¢), -, ul (1)) € co(F(u(t), ul(t), - -, ul (1)),
u,(+) est aussi une solution du probléme

u(t) € co (F(u(t),u[z] (t),- - - u (t))) , p-p- t € [Ty, 7];
U(Tg) = Ugp.

On définit la suite (w,(+)) par w,(t) = u,(t) pour tout t € [Ty, 7]. Donc
(wr () C A (1) = A (1)

Par la compacité de 2 (-), nous pouvons extraire une sous-suite (w,(-)) converge vers

w(-) € A (-). D’autre part nous avons
up = uy (1) € Ay (72),

comme la multi-application 2(°(-) est semi-continue supérieurement a valeurs com-

pactes, on obtient

lim sup A5 (7,.) = A5 (7),

r—00

donc u; € A (7). Par I'équivalence entre A4:° (7) et 2A,,(7) obtenue dans la partie 2)
du Théoréme 2.5,
uy € Ay (7).

Par conséquent I'application w(+) satisfait
w(T) = uy € Ay (7).

Donc, u(+) est la solution du probléme (PP) qui atteint u; dans le temps minimal et 7
est la valeur du temps minimal.

2) Soit u; € Ay, (f), alors il existe une application u(-) solution du probléme (PP), telle

que u; = u(t). On définit 'application

u(t) sit e [To,t];
aft) = ~
Uy sit e [t, T]

Pour t € [T}, t], nous avons

u(t) € F(a(t),a?(t),- - -, a"(t)), p.p. (2.10)
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Pour t € [{,T], i(t) = 0, par hypothése (H) on obtient
() = 0 € F(a(t),a®(1), - a"(®)), pp (211)

Par les relations (2.10) et (2.11), on conclut que @(+) est une solution du (PP).

D’autre part, pour tout £ < ¢, @(t) = u; € Ay, (t), donc
oy (1) C Ay, (1). (2.12)
Soit z € {u € [Ty, T| : Z(u) <t }. D’aprés la relation (2.12), on obtient

Ry (Z(u)) C Ay (1),

alors z € 2, (t). Do,

{u € [Ty, T] : Z(u) <t} C Ay (D). (2.13)
De plus, la définition de I’ensemble admissible nous donne

Ay (t) C{u e [Ty, T): Z(u) <t }. (2.14)

Par les relations (2.13) et (2.14), nous concluons que

oo (B) = {u € [To,T] : Z(u) <i}.



CHAPITRE 3

Probléme de controdle régi par une

inclusion différentielle itérative

3.1 Introduction du chapitre

Ce chapitre comporte quatre sections. Dans la premiére, nous présentons un théoréme

d’existence du probléme
a(t) = ft,ul), ul(t), - - ul(t)), pp.t €0, T}
u(0) = uyp,
ott f:[0,T]""* — R est une application de Carathéodory, telle que
[t u(t), u (@), - - ul ()] < m(t), (3.1)

nous utilisons le théoréme du point fixe de Schauder [42] et les idées données dans
la démonstration des équations du second-ordre dans [2] pour étudier Pexistence de
solutions.

Dans la deuxiéme section, nous étudions I'existence et I'unicité de solution du probléme

(I, —at) € A@)ult) + f(t u(t), u(t),- - - ul (1)), p.p. t € [0,T];

u(0) = uy,

20
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ou A(t) : D(A(t)) C R = R est un opérateur maximal monotone dépendant du temps
et f:[0,7]""" — R est une perturbation itérative.
Dans la troisiéme section, comme cas particulier du probléme (ZZ 4), nous donnons un
résultat d’existence du probléme
—a(t) € A)ul(t) + f(t, u(t), uP)(t), - - - ul"l(t), " (at)),
(ZZ.) § p.p. t€[0,T], a € (0,1);
u(0) = up.

Dans la quatriéme section, comme application du résultats obtenus dans la deuxiéme
section, nous présentons un probléme de type Bolza; nous étudions le lien entre le

probléme dit original

§eSr

(Po) : inf /0 J(t,ug(t),u[g](t),---,u[gn}(t%f(t)) dt.

ol ug est la solution unique de I'inclusion

—tg(t) € A(t)ug(t) + f(t, ue(t), ud (), - - u(t),£(t)), p.p. t € [0,T];

ué(o) = Up,

(Do)
et le probléme relaxé

VESy

(Pr) : inf /0 t [ /Z T (b (0), a2 (1), - - - ul(8), 2) vi(d2) | de,

ou u, est la solution unique de I’inclusion

iy (£) € AUy () + [ry F(E (), u (1), - ul (), 2)ma(d2), pp. t € [0, T);

u,(0) = uy.

(Dr)

Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet de publications dans la revue de classe
B : Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2 |37| et la revue de classe C :

Electronic Journal of Mathematical Analysis and Applications [10].

3.2 Reésultat d’existence pour une équation différen-

tielle itérative du premier ordre

Dans cette section, nous présentons un théoréme d’existence pour I’équation diffé-

rentielle itérative (Z) et nous appliquons ce théoréme a deux exemples numériques.
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Théoréme 3.1. Supposons que
(i) f:[0,T]""" — R une application de Carathéodory;

(ii) il emiste une fonction non négative m € L ([0,T]), telle que
[f o) < m(), v(t,x) € [0, 7]
Alors le probleme (I) admet une solution u € C([0,T)), vérifie :
[ulle < luol + [lmlLs- (3.2)

Démonstration. Soit S est un sous ensemble convexe fermé de C([0,7]) défini par
S={heC(0,T) : |[hlle <mi},

tel que my = |ug| + ||m||L11§ Supposons que pour tout A € S, le probléme

a(t) = 2(¢), . - -, il N ,
u(0) = uo,

admet une solution uy, € C([0,T]) définie par
¢
t) =uo+ / f(s,h(s), h2(s),- - hl"(s))ds.
0

Considérons l'opérateur intégral P : S — C([0,T]) défini par P(h) = up,.

Montrons que u;, € S. Nous avons pour tout ¢ € [0, 7]

t
|un(t)] < Juol +/ £ (s, h(s), P (s), - - - W (s))|ds
0
t
= |uo| +/ m(s)ds = |uo| + [[m[[1 = ma.
0

Alors,

[unlle < ma. (3.3)

Soit (h,) convergeant vers h dans S. Alors pour tout (i = 2,3, -,n), (h,[f]) converge

vers hll et on a

lm |up, (t) — up(t)| < lim / ‘f s, hy( - hP(s)) = f(s, h(s), - ,h[”](s))’ds.

r—-+oo r—+00
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Comme f est continue sur R”, on conclut que (| f(-, 2.(-) - -- ,hw(-))—f(-, h(-),--- hM))]).
converge vers 0 quand r — +o0.

Nous avons aussi, pour tout t € [0, 7]

‘f(tv hT<t)7 h?] (t)v T hrn] (t))‘ < m(t>7

avec m € L% ([0,T]), le théoréme de convergence dominée nous donne
lim / | F(s,h(s), -+, BIY(s)) — f(s,h(s), -, hI"(s))|ds = 0,
et on obtient

|[P(hy) = P(h)|le = llun, — unlle = 0 quand r — +oo,

d’ou la continuité de P.
Nous avons, pour tout h € S et tout t € [0, T, |uy(t)| < m(t). D’aprés la relation (3.3),
{un(t), h € S} est relativement compact dans [0, T].

D’autre part, pour tout ¢,7 € [0, 7]

) = () = | [ B K)o Hs))ds = [ o bls), W), s

< [ M) W) < [ ms)ds

Comme m € Lg([0,T]), on obtient Péquicontinuité de Uensemble {u;, h € S}. Par le

théoréme d’Arzela-Ascoli on conclut
P(S) = {up, h € S}

est relativement compact dans C([0, 7). D’aprés le Théoréme 1.55 (théoréme du point
fixe de Schauder), nous concluons que P admet un point fixe qui est en fait la solution

du probléme considéré. O

Exemple 3.2. Considérons le probléme

a(t) =+ Lu(t) + 2 (WP (t) + uP(1)), p.p. t €[0,3];

Soit f(t,x,y,2) = t+ta+t*(y+2) une application de Carathéodory, i.e., f est Lebesgue
mesurable sur [0, 3] et continue sur [0, 3] x [0, 3] x [0, 3].
Pour tout (t,,y.2) € (0.3] x [0,3] x [0,3] x 0.3, nous avons

t 3
[y, 2)] < 7+ £+ 66 =m(D).
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Les hypothéses du Théoréme 3.1 sont satisfaites, donc (Zy) admet une solution

u € C([0, 3]).
Exemple 3.3. Considérons le probleme

u(t) = 2t cos(u sin(ul? .p. 7l;
() Ef)) 2t cos(u(t)) + sin(u(t)), p-p. t € [0, 7;
u(0) = uyg.

Soit f(t,xz,y) = 2tcosx + siny une application de Carathéodory, i.e., f Lebesque me-
surable sur [0, 7] et continue sur [0, 7] x [0, 7].

Pour tout (t,z,y) € [0, 7] x [0, 7] x [0, 7], nous avons
|f(t,z,y)] = |2t cosx + siny| < 2t| cosz| + |siny| < 2t + 1 = m(t).

Les hypothéses du Théoréme 5.1 sont satisfaites, donc (Iy) admet une solution

u € C([0,7]).

3.3 Inclusions différentielles itératives gouvernées par

des opérateurs maximaux monotones

Dans cette section, nous étudions l'existence et I'unicité de solution du probléme

(ZZ 4). Ensuite, nous appliquons nos résultats a deux exemples numériques.

Théoréme 3.4. Soient A(t) : D(A(t)) C R =2 R un opérateur mazimal monotone

et f: [0, 7" — R une application de Carathéodory, telle que [0,T] C D(A(t)).

Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :

(H1) pour tout y € [0,T] et tout X\ > 0, t — JyA(t)y est Lebesque mesurable et il
existe g € LZ([0,T)), telle que t — J\A(t)g(t) appartient o L%([0,T]);

(Ha2) il existe une fonction positive n € Lg([0,T1), telle que || < — et
[A@)yl + £t 2)] < n@)1 +[|2[l + [y]), V(E 2,9) € 0,7,
ou |A(t)y| = sup{lq| : ¢ € A(t)y}-

Alors le probleme (ZT 4) admet une solution u € C([0,T1]), vérifie :

|uol + [|7]l 2
Julle < — = p. (3.4)
1= (n+1)nllz
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Pour la démonstration de notre théoréme on a besoin du résultat suivant :

Théoréme 3.5. Soient A(t) : D(A(t)) C R =2 R un opérateur mazimal monotone
et f: [0, 7" — R une application de Carathéodory, telle que [0,T] C D(A(t)).

Supposons que (H1) est vérifié et

(H) il existe une fonction positive m € L3([0,T)), telle que
[At)ylo + | £(t,2)] < m(t), V(t,z,y) € [0,T]"*.

Alors, le probleme (IZ4) admet une solution u € C([0,T1]).

Démonstration. Soit (\,) une suite décroissante dans |0, 1[, telle que A\, — 0 quand
r — 00.

Pour tout r € N, considérons "application
gtz y) = Ax, (y + f(t,2), Y(t,2,y) € [0,T]"+2.

D’aprés la propriété 3) de la Proposition 1.61 et I'hypothése (H,,), nous avons pour
tout (t,z,y) € [0, T]"+?

19-(t, 2, )| < AN Oyl + [ (2, 2)]

< [A(B)ylo + |f(t, )| < m(t),

L’hypothése (H1) et la propriété 1) de la Proposition 1.61 impliquent que I’application
(t,y) — A,, (t)y est de Carathéodory. En utilisant le Théoréme 3.1 nous obtenons pour

tout r € N, 'existence d’une solution u, pour I’équation différentielle itérative

p(£) = g (t, (1), W (1), - -, (1)), pop. t € [0, T);
(Igr)
u-(0) = uy,
avec
t
ur(t) = ug + / gr(s,ur(s), ul?(s), - - -, ul"(s))ds.
0
Comme |u,(t)| < |ug| + [[m[[z1, nous concluons que u,(t) est relativement compacte

dans [0, T]. De plus, on a pour tout ¢, 7 € [0, 7]

[ur(t) = ur(7)] < / 190 (5, ur(s), 0 (s), - - ! (s))|ds

< / tm(s)ols,



3.3. Inclusions différentielles itératives gouvernées par des opérateurs maximaux
monotones 96

alors (u,(-)) est équicontinue. Le théoréme d’Arzela-Ascoli nous donne (u,(-)) est re-
lativement compacte dans C([0,T]). Par extraction d’une sous suite on peut supposer
que pour tout i = 1,2, - n, (uk]()) converge vers ull(-) dans (C([0,T]), | - llc)-

D’autre part, pour tout ¢t € [0, 7] et tout € N, nous avons
[ ()] < [gr(tur (), 0 (1), - ) (1))] < mt).

avec m € L4([0,T)), alors u, € L4([0,T1]).

Comme WWZ—((:))‘ <1let LZ([0,T]) est réflexif,
B = {h € Lg([0,T]) : | 2llz2 < 1},

est compacte pour la topologie o(L%([0, 7)), L([0,T])) (voir le Théoréme 1.35).
Ainsi, on peut extraire de (i,(-)) une sous suite qu’on note aussi (#,.(-)) convergeant

o(L%([0,T)), L4(]0,T))) vers une application w(-), vérifiant
w(®)| <m(t), p-p-t €[0,T].
Nous avons aussi
t t
TEIJPOO ur(t) = ug —i—/o rli_)rgo U (8)ds = g —1—/0 w(s)ds,

donc u(t) = w(t) pour tout t € [0,T]. On conclut que (1,(-)) converge o (L2 ([0, TY]), LZ([0,T]))
vers U(+).
D’autre part, par les hypothéses sur f nous avons (f(-, u,(-), ug](), e u[rn]()))r converge

vers f(’ u(), u[z](.>7 ce ,u[n](.» et
[f(tun(t), w(t), - - ™ (1)) < mit), vt € [0,T).
D’aprés le théoréme de Lebesgue, on obtient
f(tut), (@), - u(2))] < m(t),

et (f(-ue(),ul1 (), -+, ul())), converge vers f(-, u(-), ul?(-), - - ul”(-)) dans L3 ([0, T)),
donc cette convergence est vraie pour la topologie faible.

Par la propriété 2) de la Proposition 1.61 on a pour p.p. t € [0, 7],

— () = f(t,u (1), w? (1), (1) = A, (Dun(t) € )Ty, A(t)u(2). (3.5)
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D’autre part, nous avons pour p.p. t € [0,7]
|5, A@)ur(t) — u(t)] < [Jx, A )ur(t) = ur ()] + |ue(t) — ul)]. (3.6)
En utilisant la propriété 3) de la Proposition 1.61 et ’hypothése (H,,), on obtient
| Ix, A@)ur(t) — un(£)] = A Ax, (Dur(B)] < AA(D)ur ()]0 < Aem(t). (3.7)
Nous avons A\, m(t) — 0 quand r — oo. Par la relation (3.7), on voit que
|\ A(t)u(t) — u(t)] — 0 quand r — oo,

donc

|y, A(t)u(t) — u(t)| — 0 quand r — oo.

Les relations (3.5), (3.6) et (3.7) nous donnent

| In A()u () — u(®)] < |Ix A ur(t) — (0] + [un(t) — u(t)]
< Am(t) + |lur — ulle

< Aemn(t) + 2(|uol + [[m ).
Or, A, < 1, pour tout r € N nous obtenons pour p.p. t € [0, 7],
|5 A)ur(t) — u(t)] < m(t) + 2(Juo| + [mllzy)-

avec m € L4([0,T]), en utilisant le théoréme de Lebesgue on conclut que Jy, A(t)u,(+)

converge vers u(-) dans L([0,T]). Considérons I'opérateur
A Ly([0,T]) = Lg([0,77)

défini par
ze€ Ay & z(t) € A(t)y(t) p.p. t € [0,T).

Montrons que A est monotone. Soit u; € D(A), vy € Auy et uy € D(A), vy € Aus.
Alors pour tout ¢t € [0,T] et tout A > 0, uy(t), ua(t) € D(A(t)) et

oo = wally = [ s (t) = watt) Pt
< [ 1a®) = a®) + Men(®) = et

= |[(u1 — uz) + Alvr — UQ)H%@-
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Montrons maintenant que A est maximal monotone, i.e., pour tout A > 0,
R(I2 + AA) = Lg((0,T7).

Soit g € LZ([0,T]). Par Phypothése (H,), il existe g € L%([0,T]), telle que application
h:tws (I4+MA(1)g(t),

appartient & L%([0,77). Considérons I’application
bt (I+ MA(t) " g(t),

nous avons
1Allzz < llh =Rz +11Pllce < llg = Gllez + [z,

Comme g, g et h sont des applications de L2([0,T]), on déduit que h est Lebesgue

mesurable et appartient a L2([0,T]). D’autre part, nous avons

h(t) = (I + XA(t)"'g(t), p-p < g(t) € h(t) + AA(t)h(t), p.p
< g€ h+ AAh

= h - (.[L]?§ + )\A)_lg,
i.e., pour tout g € L&([0,TY), il existe h € L([0,T1]), telle que
he (I + AA) g,

d’ou

R(Iz + AA) = Lg((0,T7).
Donc, A est un opérateur maximal monotone dans L2 ([0,77).
D’aprés le Théoréme 1.63, le graphe de A est fortement-faiblement séquentiellement
fermé. Comme (i, (-) + (-, ur (), ul? (), - - -, (), converge o(L2([0,T]), L2([0,T]))
vers u(-)+ £ (-, u(), ull(-), -, ul () et (Jy, A(-)u,(-)), converge vers u(-) dans L2 ([0, T7),
de (3.5) on déduit que

—u(t) € At)u(t) + f(t, u(t),u®(t), - ul(t)), p.p. t €0,T].

On donne maintenant la démonstration du Théoréme 3.4.
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Démonstration. Etape 1. Si u est une solution absolument continue du (ZZ 4), on

obtient pour tout ¢ € [0, 7]
o0 < ol + [ fa(5)lds
< Juo| + / A(s)u(s)] + £ uls), u(s), - - ul(s))]ds
§1u0\+/ ()( + Ju(s \+Zyu[’] )\ds

< Juol + lInllzy + (n+ Dlullelinllzy,

Alors,
[ulle < luol + lInllzy + (0 + Dfullellnls-
Donc,
Juol + (171l .y
lulle < 7= = (3.8)
(n+ Dllnllzy

Par la relation (3.8) et la définition de ||u||¢, nous aurons pour tout ¢ € [0, 7]

W) <p (i=1,2,-n). (3.9)

Etape 2. Considérons I'application @, : [0, 7] — [0, T] donnée par

z sz < p;

ﬁ si|z] > p.

et I'application de Carathéodory h : [0, T]"*! — R définie par

h(t>x17x27 o '7$n) = f(ta (I)p(‘rl)v (I)p(x2>>' " (I)P(xn))'

Nous avons,
[E@)yl + [h(t, 21,29, - - - wa)| = [A@R) @y (y)] + [f(E, Pp(21), ®p(22), - - -, Do)
(14210, +(2,()])

<n(t)(1+ (n+1)p) = B(1).
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En appliquant le Théoréme 3.5, on conclut que le probléme

TT.) —a(t) € M®u(t) + h(t, u(t), u?(t), - - - ul (1)), p.p. t € [0,T];
u(0) = o,

admet une C([0, T'])-solution.
Montrons maintenant que u est la solution du probléme (ZZ 4,) si et seulement si u est

la solution du probléme (ZZ 4).

e Si u est une solution du probléme (ZZ 4,) alors |u(t)| < 5(t), et pour tout
te 0,7

ut)] < Juo| + / i) ds
< |u0|+/0 B(s)ds

= [uol + [Inl[ry (1 + (n 4+ 1)p)

|uo| + {9l £y
= luol +[Inllzy {1+ (n+1) I
|uol + [Inllzy ( 1—(n+Dlnll

Juol + [Inll s

= =
L= (n+1)nllL
Alors, [ull(t)] < p (i =1,---,n), ie., ®,(ull(t)) = ull(t), donc

h(t7 u(t)7 U[Q] (t)v Y u[n] (t)) = f(t’ u(t)7 U[Q] (t)v T u[n] (t))7

et M(t)u(t) = A(t)u(t).
e Supposons maintenant que u est une solution du probléme (ZZ 4). Par la relation

(3.9), nous avons pour tout ¢ € [0, 7]
f(t7 u(t)7 ul? (t)v B ul” (t)) = h(tv u<t>’ ul? (t)7 T U’[n}(t))

et A(t)u(t) = M(t)u(t). D’ou, u est une solution du probléme (ZZ 4,).

OJ

Pour démontrer I'unicité de la solution du probléme (ZZ 4), nous avons besoin du

théoréme suivant :

Théoréme 3.6 (Théoréme de composition). [62]
Soit
Ty ={ueC(0,T]):|ult) —u(s)| < M|t —s|, Vt,s €[0,T]},



3.3. Inclusions différentielles itératives gouvernées par des opérateurs maximaux
monotones 61

ot M < 1. 51 p,¢ € Ty, alors

1-M
1—

[l — pld)|e < Aplle = elle, i=1,2,- (3.10)

Démonstration. Nous utilisons la démonstration par récurrence.
L’inégalité (3.10) est vraie pour ¢ = 1. Supposons que U'inégalité (3.10) est vraie pour
1=n, li.e.,

1-—M"
Y — A1

et — wle <

et montrons qu’elle est vraie pour ¢ = n + 1. Nous avons pour tout ¢ € [0, T]]

"t =l Hle = sup [p(p (1)) + (1) — o (1)) + ¥ (" (1))

t€[0,T
< sup [p(p (1)) + (@ (6))] + sup [p(@(2)) + (pl(2)]
te[0,T] t€[0,T7]

< M|l =M le + I — ¥le-

Par la relation (3.11) on obtient

. " 1 — Mn Mn+1
gt =t < (M ( ) +1) o = vle = T lle — ¥l
1-M
Donc l'inégalité (3.10) est vraie pour i € N*. O

Théoréme 3.7. Soient A(t) : D(A(t)) C R = R un opérateur mazimal monotone
vérifiant Uhypothése (Hy) et f: [0, T]"" — R, [0,T] C D(A(t)) est une application
Lebesgue-mesurable sur [0,T). Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifies :

(H3) il existe une fonction positive n € Lg([0,T1), telle que [[n|[z1 <

L (Dl
17lle < Dl

n—l—l’

et
AWyl + [t 2)] < ()1 + (] +[y)), V(¢ ,y) € [0,T]"

(Hs) il existe "n” fonctzons positives ky,- -+, k, € LL([0,T]), telles que
S kil A5 < 3 M= (1+ (n+ Dp)|nllog et

lf(t,x) — f(t,2")] < Zk‘ Vs — 2|, Y(t,x), (t,2") € [0, T)" .

Alors, le probleme (ZZ 4) admet une unique solution u € C([0,TY).
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Démonstration. Supposons que u est une solution du probléme (ZZ4). L’hypothése

(H)) et Tinégalité (3.8) nous donnent pour tout 7 < ¢
ult) = ) < [ (A + 155, 0(5) 05,5 s
< [ o1+ bl + 1o )
< 1+t ) [ nlo)ds
< (14 0+ 1) Il lt = 71

Alors
[u(t) —u(r)] < Mt — 7],

avec M = (14 (n+ 1)p)||nllre, en utilisant (#}) nous obtenons que M < 1.
Soient uy et uy deux solutions du probléme (ZZ 4). Par la monotonicité de 'opérateur

A(t), nous avons pour p.p. t € [0, 7]

(=) + ialt) = Flt (@), ol (0) + F(Eua(t), - 1)) (i (1) = () 2 0,
d’ou

(i1 (£) = 2(t)) (ur (8) = wa(0)) < (—F(wa() - (O) 4 wale), - W8 (1)) (ma(8) = wa()

et

 un(t) =) < 20t m (D), 1) — F(tuslt), - D) ua(t) — )],

utilisons la condition de Lipschitz sur f, nous obtenons

%(|u1(t)—u2 <22k; a7t = W () [|ur () — ua(t))].

En intégrant la derniére inégalité par rapport a t, on obtient

s (8) — st 12<2/ (Zk (s u[;](s)|> lun (5) — wa(s)|ds.

Alors, pour tout ¢t € [0, 7]

Jur(t) = ua(t (22 il gy — s ||c> [ur = e
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D’apres le Théoréme 3.6, nous avons

lur — uslfg < (2; ||k?z‘||Lﬂlam) lur — us2.

Comme 2377 || kill 2 =55 = Ml < 1, Jui(t) — uz(t)] < 0 pour tout ¢ € [0, 7.

D ou u; = us. O

Exemple 3.8. Considérons le probleme

(70 —u(t) € A(t)u(t) + gu(t) + 15 (u(t) + uPl(t)), pp. t € [0, 7];

ol

r— % siox <0
si xp > 0;

(=44 si @ =0,

est un opérateur mazimal monotone. Soit f(t,x1, s, x3) = %1’1 + %(xg + x3) une appli-
cation mesurable sur [0, 1]. Montrons que les hypotheses (Hy), (Hj) et (Hs) sont satis-

faites.

(H1) Pour tout A > 0, nous avons

(

0 sioap € [ A

DA = i o = M) sio@y > 3

(1+/\)(4:c1+)\t) siap < =3

\
Donc, t — Jy\A(t)zy est Lebesque mesurable et il existe g € LE([0, 1]), telle que

t— JNA(t)g(t) appartient o LE([0, 1]).

(H4) Pour tout (t,xy,x2,23) € [0, 5] x [0, 3] x [0, 7] x [0, 1], nous avons

11+
32

|A()zr| + [ f(t, 21, 29, 25)| < n(t) =
auee lnlly < § et ez < 1= 4y Do,

|A()xr| + | f(t @1, 22, 23)] < n(t) (1 + 2|y + |a2| + |23]).



3.3. Inclusions différentielles itératives gouvernées par des opérateurs maximaux
monotones 64

(Hs3) Pour tout (t,xy1, 2, x3), (t,y1,Y2,y3) € [0, %] x [0, i] x [0, }1] x [0, 3], nous avons

1 t t
|f(t, 21,20, 23) — f(t,y1,92,y3)| < §|$1 — | + Em — 1| + 1—6|$3 -y,

avee S0 |lkill 58 < L ou ki(t) = L, ka(t) = ks(t) = & et M = 2.

Les hypothéses du Théoreme 3.7 sont satisfaites, alors (ZZ 4) admet une unique solution

u € C(|0, i])
Exemple 3.9. Considérons le probléme

) —u(t) € A(t)u(t) + Hult) + & (u?(t), pp.t €[0,3];

o

%xl si|zy| < 2t

A(t)l‘l =
tsign(zy) si x| > 2t
est un opérateur mazimal monotone. Soit f(t,x1,x2) = éxl + 6—143:2 une application

mesurable sur [0, 3]. Montrons que les hypothéses (Hy), (Hb) et (Hs) sont satisfaites.

(H1) Pour tout A > 0, nous avons
(

Y sioxp € [—t(2+ M), t(2+N)];

DAz =2y — M sioaq > 2+ \);

T+ A sioxp < —t(2+ N).
\

Donc, t — Jy\A(t)zy est Lebesque mesurable et il existe g € L3([0, é]), telle que
t > J\A(t)g(t) appartient o L2 ([0, 1]).

(Hb) Pour tout (t,z1,z2) € [0, %] x [0, 2] x [0, 1], nous avons

’ 8
2t 4+ 65
|A()zy | + | f(t, 21, 22)| < () = TR

avee nlly < % et |lnllz < 1= 3]l Done,

[ At + (21, 22)] < n(t)(1+2|w1| + |a2]).

(H3) Pour tout (t,x1,22), (t,y1,y2) € [0, 3] X [0, 5] x [0, 1], nous avons

t 1
|f(t, 21, 29) — f(t,y1,02)] < 3—2|$1 — |+ 6—4|$2 — Y,

avee Y2, kil A58 < 3 o k() = &, alt) = & et M = AT

Les hypothéses du Théoréme 3.7 sont satisfaites, alors (ZZg) admet une unique solution

u € C([0, é])
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3.4 Reésultat d’existence pour une inclusion différen-

tielle itérative avec argument déviant

Dans cette section, nous donnons un théoréme d’existence du probléme
—a(t) € A)ul () + f(t, u®),u®(t), - - ultl(t), ull(at)),
(ZZo) § p.p. t€[0,T], a € (0,1);
u(0) = uyp,
qui est un cas particulier du probléme (ZZ,).
Théoréme 3.10. Soient A(t) : D(A(t)) C R = R un opérateur mazimal monotone

et f: [0, 7" — R une application de Carathéodory, telle que [0,T] C D(A(t)).

Supposons que (Hy) est vérifié et

(H,,) il existe une fonction positive m € L ([0,T]), telle que ||m|[z < 1 et
[A@®)ylo + 1 f(t,2)] < m(t), V(t, z,y) € [0,T]"*.

Alors, le probleme (IZ,) admet une solution u € C([0,T7).

Démonstration. Soit (\,) une suite décroissante dans |0, 1[, telle que A\, — 0 quand
r — 00.

Pour tout r € N, considérons "application
gr(t,x,y) = Ay ()y + f(t,x), V(t,z,y) € [0, 7]

Par la propriété 3) de la Proposition 1.61 et I'hypothése (#!,), nous avons pour tout
(t,x,y) € [0,T]"

19- (L, 2, )| < m(2).

D’aprés I'hypothése (#H;) et la propriété 1) dans la Proposition 1.61, I’application
(t,y) — A\.(t)y est de Carathéodory. En utilisant le Théoréme 3.1 nous obtenons

pour tout r € N, I'existence d’une solution u, du probléme

(

W (t) = go(tup(t), u (t), - - - u (1), u (at)),

(Zo)§ pp. t€[0,T], a e (0,1);

UT(O) = Uog,
\
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avec
t

ur(t) = ug +/ 9r(s,ur (), u?(s), - - (s), ) (as)) ds.
0

En appliquant les arguments de la démonstration du Théoréme 3.5, on conclut que
(ur(+)) est relativement compacte dans C([0,77).

Puisque (u,) est bornée dans L2([0,T]), elle converge faiblement vers un élément v de
L2([0,T7), ce qui implique que [, i,(s)ds converge vers [ v(s)ds pour tout ¢ < 7.
Comme (u,(-)) est une suite d’applications absolument continues, nous avons I’égalité

suivante
t

lim (u, (£) — w,(0)) = Tim [ i (s)ds /0 o(s)ds,

r—00 r—00 0
implique
t
u(t) = ug +/ v(s)ds,
0
alors u(-) est absolument continue, et donc @(-) = v(-), p.p. Nous concluons que la suite

(i, (-)) converge o (LZ([0,T1), L&([0,T7)) vers u(-).

D’autre part, par les hypothéses sur f nous avons (f(-, u,(-), !> (-), - -, ul™ (), ul(a@-))),

converge vers f(-,u(-),ul?(-), - ul (), ull(a-)) et
f (1), w? (), - u (), N (at))] < m(t), vt € [0,T].
Par le théoréme de Lebesgue, on conclut pour tout ¢ € [0, 7]
[f(tu(t), u? (@), ul (@), ul (at)] < mit),

et (f( ()0 (), -+ (), u (@))), comverge vers f(u(), ul (), ul (), ul (o))
dans L%([0,TY]), donc cette convergence est vraie pour la topologie faible.

D’aprés la propriété 2) de la Proposition 1.61 on a pour p.p. t € [0, 7],

—p(t) = f(t,ur (), w (1), w (1), M (ar) = Ay ()w () € At) I, At ().
(3.12)

D’autre part, nous avons

[T, A () = u (@] < [T ARG () = w (@) + [ () = (@) (3.13)

T

En utilisant la propriété 3) de la Proposition 1.61 et I’hypothése (7/,,), on obtient

[T A (8) — (O] = A Ax, Ou ()] < A (@)l < Aem(t).  (3.14)
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Nous avons A\,m(t) — 0 quand r — oo. Par la relation (3.14), on voit que
[T, A () = (8)] = 0 quand 7 — oo,

donc
| Iy, A u™ () — u™(t)| = 0 quand r — co.
Par les relations (3.12), (3.13) et (3.14), nous avons
[, A (1) = ul ()] < [n, A (1) — ™ ()] + [ (£) — ul" (1))
< [ A@wI () = w (@) + [Ju — e

T

En utilisant le Théoréme 3.6, on obtient

1
[ I A () = ul ()] < Aem(t) + — r = ulle

1— mlge
S )‘Tm<t> + 2 || H (| | + ||mHLE§) .

Or, A\, < 1, pour tout r € N nous obtenons pour p.p. t € [0, 7],

avec m € Lg([0,T]). D’aprés le théoréme de Lebesgue, on conclut que JATA(t)uLn](-)

IJATA(t)UL”](t)—u[”}(t)I<m(t)+2< e HL (I |+||m||LD1Q)>,

converge vers ul™(-) dans L2([0,T]). Considérons 1'opérateur
A+ Lz ([0, T]) = Lz ([0, 7)),

défini par

ve Au < u(t) € A)u(t), p.p. t €[0,T).
D’aprés la démonstration du Théoréme 3.5, A est un opérateur maximal monotone
dans L2([0,T]). D’aprés le Théoréme 1.63, le graphe de A est fortement-faiblement
séquentiellement fermé.
Commme (i () + (- ().’ (), -+ (), w (@), converge o (L3([0,T1). L3 ([0, T1))
vers 4(-) + f(-,u(-),ul? (), - - ull (), ul(a)) et (J,\TA(-)ULTL](~))T converge vers ul"l(.)
dans L2([0,TY), de (3.12) on déduit que

—a(t) € Au(t) + f(t,u(t), uP (1), - u(2), " (at)), pp. t € [0,T].
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3.5 Un probléme de contrdle optimal pour I'inclusion

différentielle itérative (ZZ ,)

Dans cette section nous présentons un probléme de controle optimal de type Bolza
régie par notre inclusion différentielle itérative (ZZ 4), ou les controles sont des mesures
de Young.

Soient A(t) : D(A(t)) C R = R un opérateur maximal monotone satisfaisant (H;) et
I’hypothése
(Ha) il existe une fonction positive n € L§ ([0, T1), telle que [|n]|.z <

LDl
17lle < Dl

[A@®)yl < n(®)|yl, V(t,y) € [0,T] x [0,T7;

n—|—1’

et

et f:[0,T]""! x Z — R une application vérifiant les hypothéses suivantes :
(i) pour tout (z,2) € [0,T)|" x Z, f(-,x,z) est Lebesgue mesurable sur [0, T7;

(H3) il existe une fonction positive n € Lg([0,T7), telle que 9|1 <
1-(n D)l
Iz < e

n+1’

et
f(t, 2, 2)] < () (1 + ||=]]), Y(t,z,2) € [0,T]"" x Z;

(H}) il existe "n” fonctions positives ki, -+, k, € LL([0,T]), telles que
S Mkilly 25 < 5 M= (L4 (n 4+ Dp)Inll e et

|f(t,l'72’) t 2% | < Zk |$z z v(t7$,2)7 (ta”wz) € [OaT]n_'_l X 4.

Nous visons a comparer ’ensemble des solutions pour les inclusions d’évolution sui-

vantes :

—tg(t) € A(t)u(t) + f(t, ue(t), u (), - - - u(t), (1)), p.p. t € [0,T];

uﬁ(o) = Uo,

(Do)

ou & appartient a 'ensemble S et

(D) 4 ) € AN+ i (1), ul' (), (1), 2)m(dz), pp. t € [0,T);

u,(0) = ug,

ou v appartient a I’ensemble Sy..

Pour la démonstration du Théoréme 3.12 nous avons besoin du lemme suivant.
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Lemme 3.11. Soit (v"), une suite dans Sx, telle que (V"), converge pour la topologie
narrow vers v>°. Alors, pour tout r € NU {oo}, le probléme

—’Z.j,,/r( ) ul" +f]“ t ul/T ul[/2T](t)7 ~’ul[jnr}(t),Z)V{(dZ)7 pp.-le [O7T]7
(ZZ,-)

u,r(0) = uy,
admet une unique solution u,- € C([0,T)). De plus, (u,), converge uniformément vers

Uyoo.

Démonstration. 1) Montrons que u,r est une unique solution du probléme (ZZ,).
Considérons I'application g,- définie par
g (t,z) = ft,x, 2)v)(dz), V(t,x,z) €[0,T)"" x Z,
()

qui hérite tous les propriétés de I'application f. En effet,

i) Soit € > 0, d’aprés le théoréme de Scorza Dragoni, il existe un compact I, C
g
[0, T, tel que la mesure de Lebesgue de ([0, 7]\ I.) est inférieur & € et la restriction
de f a I. x R" x Z est continue, alors ’application t — g,-(t, z) est continue sur
g

I, et donc Lebesgue-mesurable sur [0, T], puisque ¢ est arbitraire.
(HY) Pour tout (") € Sy et tout (¢,z,2) € [0,T]"™ x Z, nous avons
ot < [ Ifta i)
I(t)
<o+l [ vrdz)
r(t)

= () (1 + [lz])v; (I(2)),
puisque (V") € Sy, alors (1) € MY (Z). Donc
9o (t, )| < m(t)(1+ |lz[]).
(H}) Pour tout (v") € S, et tout (¢,z, 2), (t, u, z) € [0, T]"* x Z, nous avons

G (1, 2) — gor (£, )] < / (2, 2) = F(t 1, 2)[V] (d2)
It
(Zk )|z — Z)/F(t)yg"(dz)
(Zk Moi = pul ) (1(2)),
—Zk )z — il
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D’aprés le Théoréme 3.7, le probléme (ZZ,-) admet une unique solution u,» € C([0,77).
2) Montrons maintenant que (u,r), converge uniformément vers .

Pour tout ¢ € [0, 7], nous avons
i (8)] < Ay ()] + | gor (£ e (£), 2 (1), - - ull ()]
< () (1+ fuwr (8] + Z ull (1))
<n(t) (1+ (n+1)p) - B(1).

avec 3(-) € Lg([0,T7). Comme |u,- ()] < |uo| + [|8]lLs, (upr(t)), est relativement com-

pacte pour tout t € [0, T]. De plus, nous avons pour tout ¢,7 € [0, 7],

[tyr () — wyr (7)] §/ |u,,r(s)|ds§/ B(s)ds,

on obtient I’équicontinuité de (u,-(-)). Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut que
(uyr(+)) est relativement compacte dans C([0,7]). Par extraction d’une sous suite, on
peut supposer que (u,r(-)) converge uniformément vers une application ().
Puisque (1,+) est bornée dans L2([0,T]), elle converge faiblement vers un élément w de
L2([0,T]), ce qui implique que f; U, (s)ds converge vers fgw(s)ds pour tout t < T.
Comme (u,(+)) est une suite d’applications absolument continues, nous avons 1'égalité

suivante
t

lim (uyr(t) — uyr(0)) = Um [ 4, (s)ds = /0 w(s)ds,

roso0 i
implique
Uso(t) = ug + /tw(s)ds,
0
alors us(+) est absolument continue, et donc () = w(-) p.p. Nous concluons que la
suite (w,(+)) converge o(L&([0,T1), L&([0,T7])) vers too(+).
Montrons que ux(-) = uy~(-). En utilisant la monotonicité de 'opérateur A(t), on

obtient
(=t ()t ()= (b (8), =+ Wb () (0 (0, = 0L (8) ) (0 ()00 (1)) 2 0
qui est équivalent a
2dt
< utr(8) = e (1) (9o (1 ur (8), -+ 02 (1)) = e (1, e (1), -+ w2 (1))
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En intégrant la derniére inégalité par rapport a ¢, on obtient pour tout ¢ € [0, 7]

1 2
St (8) = e (1)

< [0 6) =t D 105 6D = g s (), L ).
Posons pour tout € N et tout ¢ € [0, 7]
L) = [ 0 6) =t (D) 01051+ 50) =g s (), 2L (5
Alors, L,(t) = L:(t) + L2(t) + L3(¢), ou

Lit) = / (tr(8) = oo (8)) (Gor (B 2r (5), -+ Ul (5)) = Gur (8, e (5), -+, ublik (s))) ds,

L2(t) = / (2 (8) = (8)) (Gur (8, e (8), -+, Ul (8)) = Gumo (8, Upee (), -+, Ul (5)) ) ds,

L7(t) :/0 (oo (8) =ty (8)) (gur (5, e (5), -+, L (8)) =g (5, e (5), -+, w7k (s)) ) ds.

La condition de Lipschitz sur g,r, nous donne

1t)|§/0t|uyr(s)—uyoo <Zk ) (5) — ufl ()] ) ds.

D’autre part, on a l'estimation

[n]

Gur (8, Uy (), - - - ,uyw(s))‘ + []

Guoo (8, Uyos (8),+ Uy (8))|ds

t
L0 < Jur = unle |
0
t n .
< 2o = uslle [ () (14 2 (o).
=1

Donc lim |L2(¢)| = 0, pour tout ¢ € [0,T].
r—00

Posons maintenant pour tout (s,2) € [0,7] x Z

h(s,2) = (unc(s) = e () (F5 wme (), bk ().l (s), 2))

observons que

(5,9)] < s = e () (1 3 e (91 ).
i=1
alors h est un intégrande de Carathéodory. D’autre part,
[ 152 = ) = D ([ 50001 0], 07 (0)
t
= (uee(5) — () (gyw<s,uyw<s>, WL (s). il (s)))
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/ h(s, 2)v7(dz) = (ta(s) —uym(s»( /F ) F(5, e (5), ulZ (s), - - -,uL"Jo(s),z)u;(dz))
= (use(5) = = (5)) (g (5, wum (5), ul (5), - ulL (9)))

donc )

o< [ 1] 207 )]s,

Comme (v"), converge U(Lg‘(’z),,Lé(z)) vers v>°, nous concluons que lim |L3(t)] = 0
r—00

pour tout ¢ € [0,7]. Enfin on obtient

5 ()= (O < |Z2(0) )+ / |uur<s>—uyw<s>r(§; ki)l (s) il (5)| ) ds.

D’aprés le Théoréme 3.6, on conclut que

" 1 - M
e — e 3 < 2 (\L?(t)! L]+ = w3 Ikl 757 )) -
=1

Alors,
1— MZ>
1-M/’

n
lim [Juyr — wpee |2 < lim [Junr — uym||g(22 IKill 2
T—>00 T—>00 Z:1

qui est équivalent a

g L— M\
(1 -2 ||k?z‘||L]§m> i {flu,r — Uy le < 0.
=1

Donc,
lim |u,(t) — u,(t)] =0, Vt € [0,T).
T—00
Comme (u,r), converge uniformément vers s, nous obtenons Uy« = Uso. O

On donne maintenant notre résultat principal dans cette section. Le Théoréme 3.12
et sa démonstration présentent de nouveaux résultats dans la théorie du controle relaxé

car il s’agit ici d’une inclusion différentielle itérative du premier ordre.

Théoréme 3.12. Soit J : [0,T]""! x Z — R un intégrande de Carathéodory vérifiant
I’hypothese
(H) pour toute suite (£7) dans Sr, la suite (J(-,UET(-),U?,J(-),~ . ~,u[g}(-),§”(-)))r est

uniformément intégrable.
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Considérons les problémes de controle

£eSr

(Po): inf /0 T (rugle) 1), -l 0), €(0))

et

(Pr) : inf /0 t [ /Z T (t (), uP (1), - - ul(8), 2) yt<dz)] n

VESy
ot uge (resp. u,) est la solution unique associée a & (resp. v) du probléme (Do)

(resp. (Dgr)). Alors, nous avons inf(Pp) = min(Pg).

Démonstration. D’aprés le Lemme 1.52, Sy, est O'(LE?Z),,L}:(Z)) compact et Sp est
dense dans Sy, pour cette topologie.

Soit v € Sy. Il existe une suite (") € S, telle que (d¢r) la mesure de Young associée
a (§7) est narrow convergente vers v. Par le Lemme 3.11, (ugr) converge uniformément

vers u, ou pour tout r € N, ugr est I'unique solution du probléme

—ter (t) € At)ugr (1) + f(t,uer (t),ul (t), - - ul)(2),€7(2)), pp. t € [0,T];

Ugr (0) = Ug.

En utilisant la Proposition 1.32, on conclut que le produit (5%7, ®6u§r (2] ®'”®5u£r ) @ O¢r)
est narrow convergeant vers d,, ® 0, 2 @ -+ ® 0, ) @ V.

L’hypothése () nous donne (J(t, ugr (1), u?r] (t),- -, ugﬁ] (),€"(t)), est uniformément in-
tégrable et d’aprés le Théoréme 1.29, on a

t

lim [ J (t,uer(t), e ,ué’ﬂ(t),{(t)) dt = /Ot [/F(t) J (tu(t), -, ull(t), 2) ut(dz)} dt,

T—00 0

d’autre part, (") est une suite minimisant de (Pp), i.e.,

t

lim J(t,ug(t),m,ugi](t),f’"(t))dt: inf /OtJ<t,u5(t),~~,u[fn](t),f(t))dt,

r—oo [ &()ESr

alors,

t
/ J (t,w(t),u[;j(t)? . .,u[g}(t),g”(t)> dt > inf(Pp), Vr €N,
0

nous concluons que
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donc,

inf(Pgr) > inf(Pp),

la densité de S dans Sy, pour la topologie o (L7, 2y Ll( ), donne

Par conséquent

inf(Pgr) = inf(Po).

On doit montrer que inf(Pp) est vraiment le minimum.
Comme conséquence du Lemme 3.11, Sg = {u, : v € Sy} I'ensemble de solutions du
(Pr) est compact dans (C([0,T7]), || - |lc)-

1

Comme St est dense dans Sy, pour la topologie o (L7, Lo il suffit de montrer que
C(z)»~cz))

Papplication A : v+ [ [fZ (t w, (), ul(t), -+ ul(1), z) Vt(dz)] dt est continue sur
Sy.
Soit (") une suite dans Sy, converge o(Lg{,y, Lé(z)) vers v, d’aprés le Lemme 3.11, on

conclut que (u,r) converge vers u, qui est solution du probléme
~ (1) € Ay (6) + [y St (0w (), (1), 2)vi(d2), pp. 1 € [0.7)
u,(0) = uo.

Ce qui implique que d,,, ® 0 2 @ -+ ® 5 n] ® V" converge o(Lg 2y Ll(Z)) vers
Oy, ® 5u[2] K- ® (5u[n] ® v. Comme J est un intégrande de Carathéodory L'-borné,

on obtient par le Théoréme 1.30 que

r—00

¢
lim {/ J (t,ul,r (1), ul? (t),- -, ulr) (1), z) V[(dz)} dt
o Wz

— /Ot {/ZJ (t,u, (), ul?(t), - - - ull(2), 2) yt(dz)} dt.
D’ou, inf(Pr) = min(Pr) = inf(Po). 0



Conclusion et perspectives

Dans cette thése nous avons étudié 'existence de solutions pour une nouvelle classe
de problémes aux limites régis par des inclusions différentielles et leurs applications a

des problémes de controle optimal.

Dans la premiére partie, nous avons consacré I’étude aux inclusions différentielles
itératives du premier ordre avec le second membre F' est une multi-application semi-
continue supérieurement a valeurs convexes ou presque convexes.

Nos perspectives pour cette partie, c’est d’essayer de démontrer ces résultats avec
d’autres hypothéses sur le second membre par exemple la multi-application F' est

presque semi-continue mixte.

La deuxiéme partie a été consacrée aux inclusions différentielles itératives régies par
des opérateurs maximaux monotones avec une perturbation univoque f, comme pers-
pectives, c’est d’essayer de généralisation ces résultats en remplagant la perturbation

univoque f par une perturbation multivoque F.

5
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Résumeé

Dans cette thése, on s’intéresse a I'étude des inclusions différentielles
itératives du premier ordre et leurs applications. Dans la premiere partie, on
présente deux résultats d'existence avec le second membre est une multi-
application semi-continue supérieurement a valeurs convexes et presque
convexes respectivement et nous donnons quelques propriétés
topologiques de l'ensemble admissible. Dans la deuxieme partie, nous
montrons l'existence et l'unicité de solution pour une inclusion différentielle
itérative gouvernée par un opérateur maximal monotone avec une
perturbation univoque bornée par une application intégrable. Ces résultats
d'existence sont appliqués aux problémes de contrdle optimal.

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the first-order iterative
differential inclusions and their applications. In the first part, we present two
existence results where the right-hand side is an upper semi-continuous
multi-application with convex and almost convex values respectively and we
give some topological properties of the attainable set. In the second part, we
prove the existence and uniqueness of the solution to an iterative differential
inclusion governed by a maximal monotone operator with single-valued
perturbation bounded by an integrable mapping. These existence results
are applied to optimal control problems.




