REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohamed Seddik Ben Yahia, Jijel

Pour I’obtention du diplome de
DOCTORAT EN SCIENCES

Spécialité : Mathématiques

Option : Analyse

Présentée par

YACINE HaLIM

ETUDE DU COMPORTEMENT DES SOLUTIONS
DE CERTAINES CLASSES D’EQUATIONS AUX

DIFFERENCES

Soutenue le 12 mars 2016 devant le jury composé de :

Mr. T. ZErRzAIHI
Mr. N. Touarek
Mr. A. Gasmr
Mme. F. Z. Nour1
Mr. A. SAaLmI

Mr. M. S. ABDELOUAHAB

Prof U. Mohamed Seddik Ben Yahia, Jijel Président
Prof  U. Mohamed Seddik Ben Yahia, Jijel Rapporteur

Prof U. Mohamed Boudiaf, M’sila
Prof  U. Mokhtar Badji, Annaba

MCA U. Mokhtar Badji, Annaba

MCA C. U. Abdelhafid Boussouf, Mila

Examinateur
Examinatrice
Examinateur

Examinateur



A ma famille, passée, présent et future



REMERCIEMENTS

Mes remerciements vont premiérement a Allah le tout Puissant pour la volonté, la
santé et la patience qu’il m’a donnés pour terminer cette these.

Je voudrais apres, remercier Mr. Nouressadat Touafek , mon directeur de these qui
est a l'origine de ce travail. C’est un honneur pour moi de travailler avec lui et je ne
peux qu’admirer son talent. Je lui suis infiniment reconnaissante, non seulement parce
qu’il a accepté de me prendre en thése, mais aussi parce qu’il a partagé ses idées avec
moi. I a dirigé ma these avec beaucoup de patience et il a dédié beaucoup de temps
a mon travail en étant toujours tres disponible et en venant me chercher trés souvent
pour que 'on discute, ce qui m’a énormément encouragg. Je le remercie aussi d’avoir
lu tres sérieusement beaucoup de versions préliminaires de ces travaux.

Je suis reconnaissant envers tous ceux qui ont manifesté leur intérét pour ce travail,
qui ont pris de leur temps pour lire ces pages, le temps d'une remarque ou d'un
commentaire, le temps de m’écouter. A ce titre, je remercie particuliérement Mr. Tahar
Zerzaihi, Mr. Abdelkader Gasmi, Mme. Fatma Zohra Nouri, Mr. Abdelouahab Salmi et
Mr. Mohamed-salah Abdelouahab membres du jury.

Je remercie avec une profonde sympathie ceux qui m’ont accueilli a l'université Paul
Sabatier a Toulouse, particulierement Mr. Jacques Sauloy, et pour les conseils stimulants
que j'ai eu I'’honneur de recevoir de leur part.

Mais je ne saurai jamais comment remercier mes parents, pour leur soutien indéfectible.

ii



RESUME

Le but de cette these est 1'étude du comportement des solutions dune variété
d’équations et systémes d’équations aux différences.

Deux équations de type max et deux systémes dont les solutions sont en relation
avec la suite de Fibonacci feront 'objet du premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude de la stabilité des solutions de trois
équations aux différences rationnelles quotient des polynomes homogenes a deux
indéterminés.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons la forme fermée des solutions, nous
étudions la stabilité des points d’équilibres et la périodicité d’une équation et deux

systemes de type Ricatti d’ordre supérieur.

Mots-clés : Equations aux différences, Systemes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité, Suite de Fibonacci.
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ABSTRACT

The aim this of thesis is to study the behavior of some difference equations and
systems of difference equations.

Two equations of Max-type and two systems with solutions associated to Fibonacci
sequence will be the subject of the first chapter.

The second chapter is devoted to the stability of the solutions of three rational diffe-
rence equations defined as the quotient of two dimensional homogenous polynomials.

Finally, in the last chapter, we give the closed forme of the solutions, we study the
stability of the equilibrium points and the periodicity of a difference equations and two

systems of higher-order of Ricatti-type.

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, perio-

dicity, Fibonacci sequence.

v



Py

A SVslas Jar 5l S¥las e doged S gl Lls g Gy LYl el e 04
B b5 &g 8¥e SIS o a3 ¥olee plary bl il o 355 ol
¥ il €t

dga (5468 Ko JobS Tojne 3955 S¥olao SN ) Kl G Laill B ogi
3 kel & )l o3l bl el o Jolell 2l (Kall Jas (26 Jaid) 3

e sy ol k.;K,J e e g Yol glay



TABLE DES MATIERES

Introduction 1

1 Forme dessolutions de certaines équations et systemes d’équations aux différences

12

1.1 Quelques équationsde typemax . . .. .. ... .. ... .. ..... .. 12
1.1.1 L’équation : x,,41 = max {xi_l, ﬁ} ................... 13
1.1.2  L’équation : x,4; = max {xn_l, é} .................. 17
1.2 Quelques systemes d’équations rationnelles . . . . . . ... ... ... .. 21
1.2.1 Le systéme x,41 = %, Yns1 = % .......... 22
122 Le systeme x,1 = %,ynﬂ = M% .......... 26

2 Sur la stabilité globale de certaines équations aux différences d’ordre deux 34

2.1 Introduction . . . . ... . . . ... 34
2.2 Premiere équation . . . ... ... ... 35
2.2.1 Périodicité dessolutions . . . . . . ... ... oo 35
2.2.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres . . . . . . .. .. 36
223 Exemplesnumériques . . .. ... ... ... ... ... 44
23 Deuxiémeéquation . . . .. ... ... . L 46
2.3.1 Périodicité dessolutions . . . . . . ... ..., 47

vi



Table des matieéres

2.3.2  Stabilité locale et globale des points d’équilibres . . . . . . .. .. 48
23.3 Exemplesnumériques . . . ... ... ... ... L. 57
24 Troisieme équation . . . . . . ... ... 58
24.1 Périodicité dessolutions . . . . . .. ... L oL 59
2.4.2  Stabilité locale et globale des points d’équilibres . . . . . . . . .. 63
243 Lordredeconvergence . .. ..................... 73
244 Exemplesnumériques . . . . .. ... ... 76

3 Comportement des solutions de certaines équations et systémes d’équations

aux différences d’ordres supérieurs 78
3.1 Introduction . . ... ... ... ... 78
3.2 L’équation x,41 = ﬁ ............................ 79
321 Formedessolutions . ... ......... ... . ... ... 80
3.2.2 Stabilité global des solutions positives . . . . . ... ... ... .. 81

3.2.3 D’autres relations entre les solutions de l’équation (3.2) et les
nombres d’'Horadam . . . . . . ... ... ... ... ... 84
3.3 Lesysteme x,,1 = ﬁ, Yns1 = ﬁ ..................... 86
33.1 Formedessolutions . ... ........ ... ........... 90
3.3.2 Stabilité globale des solutions positives . . . . ... ... ... .. 93
333 Dautressystemes . .. ... ... ... ... . L. 98
34 Lesystéme X1 = p;ﬁf Yns1 = 1—;,17/( ..................... 99
34.1 Dautressysttmes . .. ... .. .. ... ... ... .. .. ... 108
Conclusion et perspectives 110
Bibliographie 113

vii



INTRODUCTION

L’objectif de cette these est d’étudier le comportement des solutions de certains
équations aux différences et systemes d’équations aux différences. Les équations aux
différences sont a la base de l'analyse appliquée depuis L. Euler (1707-1783), P. L.
Tchebycheff (1821-1894) et A. A. Markov (1856-1922).

Récemment, une grande attention a été accordé aux équations aux différences par
des chercheurs de diverses disciplines. Il est possible que cela soit di a 'avenement des
ordinateurs, ol les équations différentielles sont résolues en utilisant leurs formulations
approximatives en termes d’équations aux différences. En utilisant un ordinateur, on
peut facilement expérimenter avec des équations aux différences et découvrir que
ces équations possedent des propriétés fascinantes, avec beaucoup de structure et de
régularité. Bien siir, toutes les observations et les prédictions informatiques doivent

également étre prouvées analytiquement.

Les équations aux différences apparaissent comme des phénomeénes décrivant natu-
rellement une évolution observée, la plupart des mesures de 1'évolution des variables
temporelles étant discrétes et, pour cela, ces équations revétent une importance par-
ticuliéere dans les modeles mathématiques, décrivant des situations de vie réelle, que

ce soit dans la théorie des probabilités, les problemes de files d’attente, les problemes



Introduction

statistiques, les séries temporelles stochastiques, ’analyse combinatoire, la théorie des
nombres, la géométrie, les réseaux électriques, les quanta de rayonnement, la génétique

en biologie, etc.

Plus important encore, les équations aux différences apparaissent également dans
I’étude des méthodes de discrétisation des équations différentielles. Plusieurs résultats
de la théorie des équations aux différences ont été obtenus comme des analogues
discrets plus ou moins naturels de résultats correspondants d’équations différentielles.

Cela est particuliérement vrai dans le cas de la théorie de la stabilité de Lyapunov.
Dans ce qui suit, nous rappelons quelques définitions et résultats connus qui seront

utiles dans notre travail.

Définition 0.0.1 Une équation aux différences linéaire d’ordre k € IN* est une équation de la

forme
Yurk + P10 skt + -+ + pe(m)yn = g(n),n € N,y (1)

avec g(n), pi(n), i = 1, ..., k sont des fonctions réelles et

pr(n) #0,¥n > ng, N, = {no,no +1,...,ng entier positif}.

Remarque 0.0.1 En générale on associe k conditions initiales avec I'équation (1)
Yo = C1y Yol = €25 -vep Yngrk-1 = Ck 2)

avec, ¢, i =1,..., k sont des constantes réelles oit complexes.

Définition 0.0.2 Unesolution del’équation aux différences (1) est une suite {U,},,, d'éléments

de corps K = R ou C, qui satisfait la relation (1).

Corollaire 0.0.1 Avec les conditions initiales (2), on a une et une seul solution de I’équation

(1).

Définition 0.0.3 Si g(n) = 0,VYn € IN,,, I'équation (1) est dite homogene et elle prend la forme

Ynsk + P1(1)Ypak1 + -+ + pr(n)y, = 0,n € IN,,. 3)
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Lemme 0.0.1 L’ensemble S des solutions de I'équation (3) est un K-espace vectoriel de dimen-

sion k.

Soit maintenant 1’équation aux différences linéaire homogene d’ordre k a coefficients
constants

Yn+k T A Ynik—1 + -+ + kY, = 0,ne Nng (4)

aveca; € R,i=1,...,keta, #0.

Théoreme 0.0.1 L’équation aux différences (4) a des solutions de la forme y, = A" avec A € C*

si A est racine du polynome

PA) = AF+a A+ 4y (5)

Définition 0.0.4 le polynome P(A) s’appelle le polynome caractéristique associé a I'équation

aux différences (4).

Remarque 0.0.2

1. Si Ay, Ay, ..., Ax sont racines distinctes de P(A), alors {A’i‘,Ag, .. .,A,’j} est une base de

I'espace S.
2. Si Ay, Ay, ..., A(r < k) sont racines de P(A), avec leurs multiplicités my, my, . .., m, avec
T
Zmi =k, alors {/\?,n)\g‘,...,n’”l‘l/\gl,/\g,n)\g,...,nmz‘l/\g,...,/\f,nAf,...,nm"li\f}
i=1

est une base de | ‘espace S.

On donne maintenant deux exemples d’équations aux différences linéaires, qui seront
ultérieurement utilisées pour exprimer les solutions de certains equations et systemes

d’équations aux différences.

Définition 0.0.5 La suite de Fibonacci est la suite {F,},

Fupp=Fu1+F, n>0
(6)
Fo=0,F =1
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La solution de I'équation (6) est donnée par la formule suivante

_a”—ﬁ”
Fi= s )

1+5 _1-45
==, p= 5

dite formule de Binet, avec ¢ =

Nous avons les identités suivantes pour les nombres de Fibonacci :

i) L’identité de Cassini : Pourn > 0, on a
FoqFp1 — Fi =(-1)" (8)
ii) L’identité d’Ocagne : Pour n,r € N, on a
FyirFui1 = Fyera By = (=1)"F,. )
iii) L’identité de Johnson : Pour k,[,m,netr e Ntelsquek+I=m+n,

FF; — FpFy = (1) (FeesFrey — FnerFol). (10)

En 1965, Horadam [28] a présenté une certaine généralisation de la suite de Fi-
bonacci, il définit la suite récurrente linéaire de deuxieme ordre {W,(a, b; p, 9)},>0, ou

simplement { W, },»0, par

Wi = an+1 + an, n>0
(11)
W() =4da, W1 =b

oua,betp,qsont des nombres réels avec n > 0. La formule de Binet pour les nombres

d’Horadam est donnée par
_ A®" — BD"
D -

oUA=b-ad_,B=>b-ad,, avec, D, est la racine de I'équation caractéristique

pe P H

2
Il est claire que, P, + D_ =p, D, — P_ = /p? +4g et D, P_ = —4. En plus on a la limite

@i:

suivante

. Wi
lim —— = @',
e W,

ou r € Z. Nous avons les identités suivantes pour les nombres d’Horadam :

4



Introduction

i) L’identité de Cassini : Pour n > 0, on a
Wi Wiia — W;% = —(—‘7)”_1~ (12)
ii) Lidentité d’Ocagne : Pour n,r € N, on a
Wi Wiia = Wit Wy, = (=1)"q" W, (13)
iii) L’identité de Johnson :Pourk,|,m,netr € Ntelquek+I=m+n,
WiW; = W W, = (=q) Wi Wiy = Wit Woy). (14)
Lemme 0.0.2 [40] Ona
i) Pourn>k+1,neNetkelN,, ona
Wy = Wikt Wy + gWIW,_ k41 (15)

ii) Pourn>0,0" =0, W, + W,_1et " =D_W,+ W, _;.

Dans la suite, on s’intéresse aux équations aux différences non linéaires. Soit G une
partie de R et soit
F:G*'—G

une fonction continue.
Définition 0.0.6 Une équation aux différences d’ordre (k + 1)

Xp+1 = F(xXp, Xp1, ooy Xnx), n=0,1, ... (16)

avec les valeurs initiales xy, X_1, ..., X_x € G, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme (1).

Définition 0.0.7 (Point d’équilibre)
Un point x € G est dit point d'équilibre pour I'équation (16) si

%=FF%,... %)
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Définition 0.0.8 (Stabilité)

i) Le point d’équilibre x est dit localement stable (o stable) si Ve > 0, 36 > 0 tel que pour

chaque x_i, X_41, ... Xo € G avec
X — X+ X1 — X+ ... + |xg — x| <6,

on ait

lx, — x| <€, VYn > —k.

ii) Le point d'équilibre x est dit localement asymptotiquement stable si x est localement stable,

et s’il existe y > O tel que pour chaque X_, X_i11, ... Xo € G avec
x_p — x|+ X1 — X+ .o+ X0 — x| < v,

on ait

lim x, =x.

n—+o00

iii) Le point d’équilibre x est dit globalement attractif si pour chaque x_y, X_i+1, ... X0 € G, on a

lim x, =x.

n—+oo
iv) Le point d’équilibre x est dit globalement asymptotiquement stable si x est localement stable

et globalement attractif.

v) Le point d’équilibre x est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Définition 0.0.9 (Périodicité)
Une solution {x,}*> de I'équation (16) est dite éventuellement périodique de période p € IN*
s’il existe ny > —k, tel que

Xnip = Xy pour chaque n > ny.

Sing = —k, la solution {x,}', est dite périodique.

Supposons en plus que F (dans (16)) est une fonction différentiable au voisinage du

point d’équilibre .
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Définition 0.0.10 On appelle équation aux différences linéaire associée a I'équation (16)

I'équation
Yns1 = PoYn + P1lYn-1 + oo + Pilnts (17)
avec
orF _ _ __ .
pi = 8—ui(x,x,..., x),1=0,1,..,k
et

p(A) =AM —poAf + L =y

son polyndme caractéristique associé.

Le théoreme suivant donne une condition suffisante pour la stabilité locale asymp-

totique de I’équation (16).

Théoreme 0.0.2 ( Stabilité par linéarisation, [32])

1. Sitoutes les racines du polyndme caractéristique sont dans le disque unité ouvert |A| <1,

alors le point d’équilibre x de I'équation (16) est asymptotiquement stable.

2. Siau moins une racine du polyndme caractéristique a un module supérieur a un, alors le

point d’équilibre x de I'équation (16) est instable.

Théoréme 0.0.3 (Théoreme de Rouché, [4]) Soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes

dans un ouvert Q) du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans Q. Si on a

, YzedK,

92| < |f(2)

alors le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre de zéros de f(z) dans K.

On donne maintenant quelque théoremes de convergence ([22]) pour les équations

aux différences d’ordre 2, utile pour la démonstration de nos résultats.

Théoreme 0.0.4 Considérons I’équation aux différences définie par

Xnt1 = §(Xn, Xp-1), n=0,1,... (18)

7
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aovec

g:la,b] x[a,b] = [a,b],a,beRR.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est croissante par rapport a x € [a, b] pour chaque y € [a, b] et g(x, y) et décroissante

par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a, ],

2) Si(m, M) est une solution du systeme
m = g(m,M), M = g(M, m)

doncm = M.

Alors I'équation (18) admet un seul point d’équilibre x et toute solution de I'équation (18)

converge vers X .

Théoreme 0.0.5 Considérons I’équation aux différences définie par
Xpa1 = §(Xn, Xp-1), 1 =0,1, .. (19)

aovec

g:la,b] x[a,b] = [a,b],a,beR.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est décroissante par rapport a x € [a, b] pour chaque y € [a, b] et g(x, y) et croissante

par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a, b],

2) Si(m, M) est une solution du systeme
m = g(M,m), M = g(m, M)

doncm = M.

Alors I'équation (19) admet un seul point d’équilibre x et toute solution de I'équation (19)

converge vers X .
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Théoreme 0.0.6 Soit I une partie de R et soit
F:IxI—1

une fonction F(u,v), décroissante par rapport a u et croissante par rapport a v. Alors pour

chaque solution {x,}. _, de I'équation
Xpe1 = F(xp,x,21), n=0.1,...,

les sous-suites {xa,},, et {x2u11},. | des termes paires sont
i) Soit les deux décroissantes.
ii) Soit les deux croissantes.

ii) L'un d’eux est croissante et l'autre est décroissante.

Les résultats suivants [15, 39] donnent l'ordre de convergence pour les solutions
d’un systeme d’équations aux différences.

Soit le systéme d’équations aux différences

XVl+1 = (A + Bn) an ne NO/ (20)

ou X, est un vecteur, A € C"™" est une matrice constante, et B : Z* — C"™ est une

matrice fonctionnelle satisfaisant

[1Bull = 0 (21)

quand n — oo.

Théoréme 0.0.7 (Premiére Théoréeme de Perron) Supposons que la condition (21) est vérifier.

Si X,, est une solution de (20), alors soit X,, = 0 pour chaque n assez grand, ou

Y 1 X1l
= lim

22
T 2)

existe et est égale au module de I'une des valeurs propres de la matrice A.
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Théoréme 0.0.8 (Deuxiéme Théoréme de Perron) Supposons que la condition (21) est

vérifier. Si X, est une solution de (20), alors soit X,, = 0 pour chaque n assez grand ol
p = lim (IX,[)"" (23)

existe et est égale au module de I'une des valeurs propres de la matrice A.

En plus de l'introduction, la these est structuré en trois chapitres :
Dans la premiere partie du chapitre 1, nous étudions la périodicité et la forme des
solutions des équations aux différences de type max suivantes

1
_ 2 _
Xpp1 = max{xn_l,x }, n=01,...,
n-1

1
Xn+1 =max{xn_1,x2— ,n=0,1,...,

n-1

ol les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, voir [52].
Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous exprimons les solutions des systemes

d’équations aux différences suivantes

]/n(xn—Z + yn—B) xn—l(xn—l + yn—Z)

Xn+1 = s Yn+l = /nzolll"'/
Yu-s + Xp—2 — Yu 2xn—1 + Yn—2
(yn—3 - xn—Z)yn (yn—Z - xn—l)xn—l

Xn+1 = /yn+1: Inzolll"'/
]/n—3 —Xp—2 t yn yn—Z

ou les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, en fonction des nombres de

Fibonacci, voir [25].

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la stabilité globale ainsi que la

périodicité des solutions de trois cas particuliéres de I’équation aux différences suivante

k-1
-
axk + Z bixx, | +cxk,
j=1
X1 = k=3,4..5n=12,..., (24)

k-1

k j k=i k

Axy + Z Bjxyx, ° + Cx
j=1

n n—1

10
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ot les parametres a, ¢, A, C,b;, B; j =1,2,..k — 1 et les valeurs initiales x, x_; sont des
nombres réels strictement positifs. Bien précisément, on étudiera 1'équation (24) dans

les cas :
1) k=3, voir [51].
2) k=5.
3) bj=b,B;=B,j=1,2,..k—1avech,B € R, voir [26].

Le dernier chapitre est divisée en deux parties, dans la premiere (voir [27]) , nous
donnons la forme générale des solutions et nous prouvons la stabilité du seul point
d’équilibre positive pour I'équation

Y  u=01,..., (25)

Xntl = — 5 ./
i/)’ + VXn—k

Notons que si on considére le systeme d’équations aux différences

o

_ ;n=0,1,..., 26
B+ Y Yn-k (26)

Xn+1 = r Yn+1 =

+A + Uxy—m

aveca, B,7,0,A, W, Xk, ..., X0, Y=k, - - -, Yo €]0, +00[, k,m € IN, alors la solution de"équation
(25) s’obtient de la solution du systéme (26) en choisissanta = 6, = A, y = u, k =m,
x-i=y-,1=0,1,..., k. Doncl'équation (25) peut étre regarder comme un cas particulier
du systeme (26), malheureusement nous n’avons pas obtenu la forme des solutions du

systeme (26). Néanmoins le systeme

1 1

nil = =
Y FlFx,

Xp+l = —/ —
F1F Ypi

a été completement résolu, ce systéme fera 1’objet de la deuxieme partie de ce chapitre.

11



CHAPITRE 1

FORME DES SOLUTIONS DE
CERTAINES EQUATIONS ET
SYSTEMES D’EQUATIONS AUX
DIFFERENCES

1.1 Quelques équations de type max

Récemment un grand intérét a été accordé a 1’étude d’équations aux différences de
type max, par exemple, dans [43], les auteurs ont obtenu les solutions de I’'équation aux

différences de type max suivante

1
},n:O,l .....

Xp+1 = Max {xn—lz Y
n-1

de méme l'équation aux différences de type max suivante

1 },n:O,l .....

Xn-2

Xp+1 = MaxX {xn—Zz

12



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

a été étudier dans [17].( Pour d’autres équations et systemes de ce type voir [21, 30, 31]).

Motivé par [17],[43], nous étudions les solutions des équations aux différences suivantes

1
_ 2 _
Xpr1 = max{xn_l, ” },n =0,1,...,
n-1

1
Xn+1 = max{xn_1,x2— ,n=0,1,...,
n-1

ol les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls.

J 2 ] . _— 2 1
1.1.1 L’équation: x,,; = max {xn_l, xn_l}

Considérons 1'équation aux différences de type max suivante

1
X,41 = Max {x2 x_}' n=0,1,... (1.1)

n-1s
n-1

ou les valeurs initiales x_; et xy sont des nombres réels non nuls.

Les théorémes suivants décrites la forme des solutions de 'équation (1.1).

Théoreme 1.1.1 Supposons xo, x_1 > 0.

1) Sixy, x_1 < 1. Alors

1\
Xok+1 = (—) , k = O, 1,
X

-1
et

2) Sixg, x_1 = 1. Alors

2k+ 1

Xore1 = (x21)° , k=0,1,...

et

Xok = ('xO)Zk/ k = ]-/ 2/
3) Sixg>1, x.1 <1. Alors
1\
Xok+1 = (—) ,k=0,1,..
X1

et

o = (%)%, k=1,2, ...
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

4) Sixg <1, x.1 >1. Alors

2k+ 1

Xok+1 = (x—l) ’ k = 0/ 1/
et .
1\
Xog = (_) ’ k = 1/2/
X0
Preuve.

|~

. - . 1 .
1. Soient xg < 1,x_; <1, en utilisant le fait que x%l, xg <1let , — > 1, on obtient

=
AR

=
S

, 1 1
X1 = Mmax\x_,,— (= —,
X_1 X_1
, 1) 1
X3 = maX\Xy, — :T,
X1 X_l
, 1) 1
X5 = MmaX\X;, — :T'
X3 x—l
De méme
, 1) 1
Xo = Mmax\Xy, — (= —,
Xo Xo
, 1) 1
X4 = MmMaX|X,, — :—2,
X2 xO
, 1) 1
Xe = MmaxXXy, — ==
X4 Xy

Donc, par récurrence, on obtient que

1 2
Xok+1 = (_) s k= 0/ 1/ ey
X

1 2
Xok = (—) , k = 1,2,...
Xo

De méme, par récurrence on démontre facilement les formules donner dans 2), 3) et 4).

Théoréme 1.1.2 Supposons xp, x_1 < 0.
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

1) Sixg, x.1 < —1. Alors

2k+1

Xok+1 = (X_1) 0,1,..

et

Xok = (xO)Zk/ k = 1/ 2/

2) Sixy, x4 = —1. Alors

1\

X1 = X2, Xokel (x__1) k=1,2,

et
Xy = xé, Xok = (xlo)zm, k=2,3,..

3) Sixg>-1, x.1 < -1. Alors
Yo = ()* ", k=0,1,..

et

Xy = xé, Xop = (xlo)z“, k=2,3,..

4) Sixg < -1, x4 > —1. Alors
2 1\
X1 =X_q, Xok+1 = (X_l) ,k=1,2,..
et

Xok = (xO)Zk/ k = 1/21---

Théoreme 1.1.3 Supposons xo > 0,x_1 < 0.
1) Sixg<1, x_1 <-1. Alors

2k+ 1

Xoke1 = (x-1) 0,1,..
et St
1
Xok = (_) 7 k = 1/2/
X0

2) Sixg>1, x_1 > -1. Alors

21(
— 42 — —
X1 = X_ll Xok+1 = (x_) s k= 1/ 2/

et

Xok = (xO)Zk/ k= 1/2/---
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

3) Sixg>1, x_4 <-1.Alors

2k+ 1

Xoks1 = (X-1) 0,1,..

et
Xok = (xO)Zk/ k= ]-/2/-'-

4) Sixg <1, x_1 >-1. Alors

1\
X1 = x2_1/ Xok+1 = (_) s k = 1/2/---
X1
et St
1
Xop = (—) , k= 1,2,...
X0

Théoreme 1.1.4 Supposons xo < 0,x_1 > 0.

1) Sixg<-1, x_.1 <1. Alors
1\
Xok+1 = (_) ’ k = O/ 1/
X1

et
Xok = (x0)2k/ k = 1/2/---

2) Sixg>-1, x_1 > 1. Alors

2k+ 1

Xok+1 = (X_1) 0,1,..

et
1 2k 1
Xy = X5, Xk = (—) L k=23, ..

3) Sixg>-1, x4 < 1. Alors
1\
Xok+1 = (_) s k= O/ 1/
X-1

et

, 1 2k 1
X2 = X, Xop = (—) , k=23, ..
X0

4) Sixg < -1, x_1 > 1. Alors

2k+1

Xoks1 = (X-1) 0,1,..

et
Xok = (xO)Zk/ k= 1/2/---
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

1.1.2 L’équation: x,,; = max {xn_1, x%}

n—-1

Considérons 1'équation aux différences de type max suivante

1
X,41 = mMax {xn_l, 2—}, n=0,1,.. (1.2)
X

n-1
ol les valeurs initiales x_; et xo sont des nombres réels non nuls. Dans chaque cas, on

en déduit que les solutions sont éventuellement périodiques de période deux.

Les théorémes suivants décrites la forme des solutions de ’équation (1.2).

Théoréme 1.1.5 Supposons xp, x_1 > 0.
1) Sixy, x_1 < 1. Alors
1\2
Xok+1 = (_) 7 k= 0/ 11
X

-1

1 2
Xok = (—) , k= 1,2,...
X0

donc x,40 = x, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.
2) Sixg, x_1 > 1. Alors

Xok+1 = X-1, k= O/ 1/
Xok = Xo, k= 1,2,...

donc x,42 = X, pour n > =1, et les solutions sont périodiques de période deux.
3) Sixg>1, x_1 <1. Alors
1\2
Xok+1 = (_) ’ k= 0/ 1,..
X

-1
Xor = Xy, k= 1,2,...
donc x,42 = X, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.
4) Sixg <1, x_4>1. Alors

Xok+1 = X-1, k= 0/ 1/
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

1 2
ka=(—) , k=1,2,...
Xo

donc X,42 = X, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Preuve.

1. Soient xg < 1,x_1 <1, en utilisant le fait que x* , x3 < 1et —,

\%

1, on obtient

1 1
X1 = maxyXxX_i, > =5
-1 x—l
1 1
Xy = maxX .X'o,—2 =
Yo)  Xo
1 1
X3 = max xl,—2 =5
xl x—l
1 1
Xy = max x2,_2 ==
) X0

Par recurrence, on obtient que

1 2
Xok+1 = <_) ’ k= O/ 1/
X

donc

Xpi2 = Xy pourn > 1,

et les solutions sont éventuellement périodiques de période deux.

De méme, par récurrence on démontre facilement les cas 2), 3) et 4)

Théoreme 1.1.6 Supposons xp, x_1 < 0.

1) Sixy, x.1 <—1. Alors

1
4
X1 = 7 Xok+1 = X_ll k= 1/2/"'

-1
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

_ _ A
Xy = 7 Xok = Xg, k= 2,3,...,
Xo
donc x,.2 = X, forn > 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

2) Sixg, x4 = —1. Alors

1 2
Xok+1 = (_) ’ k= 0/ 1/2/---
X

-1
1 2

Xop = (—) , k= 1,2,...
X0

donc x,.2 = x, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.
3) Sixg>-1, x_4 < -1. Alors
1

— — 4 —
X1 = xT/ Xok+1 = (x—l) 7 k= 1/2/"'
-1

1 2
Xop = (—) , k= 1,2,...
X0

donc X,4o = X, pour n > 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.

4) Sixg < -1, x_4 > —1. Alors

1 2
Xok+1 = (_) ’ k= O/ ]-/
X1

1
Xy = ;, Xoj = (X0)4, k= 1,2,...

0
donc x40 = x, pour n > 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Théoréme 1.1.7 Supposons xy > 0,x_1 < 0.
1) Sixg <1, x4 <-1. Alors
1

— — 4 —
X1 =, X1 = (x21), k=1,2,...
-1

1 2
Xop = (—) , k= 1,2,...
Xo

donc Xx,.2 = X, pour n > 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

2) Sixg>1, x_4 > —1. Alors

1\2
Xok+1 = (_) 7 k= 0/ 11
X

-1
Xok = Xo, k= 1,2,...

donc X2 = x, pour n > 0, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.

3) Sixg>1, x_4 <-1.Alors

1
X1 = 5, Xok+1 = (x_1)4, k=1,2,..
-1
et

Xok = Xo, k= 1,2,...

donc x,.2 = x, pour n > 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.
4) Sixg <1, x_1 > -1. Alors
2

1
Xok+1 = (—) , k= 1,2,...
X

-1

1 2
Xok = (—) , k = 1,2,...
Xo
donc X,4o = x, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Théoreme 1.1.8 Supposons xo < 0,x_1 > 0.

1) Sixg<-1, x.1 <1. Alors

1 2
Xok+1 = (_) s k= 0/ 1/
X

-1
1

— — 4 —
Xy = _2/ Xok = (xO) 7 k - 2/ 3/
X0

donc X2 = X, pour n > 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

2) Sixg>-1, x_1 > 1. Alors
Xok+1 = X-1, k= O/ 1/

1 2
Xop = (—) , k= 1,2,...
X0

donc x,42 = X, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.
3) Sixg>-1, x_1 < 1. Alors

1 2
Xok+1 = (_) ’ k= 0/ 11
X_1

2
Xop = (l) , k= 1,2,...
Xo

donc x,.2 = x, pour n > 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période
deux.

4) Sixg < -1, x_1 > 1. Alors

Xok+1 = X-1, k= O/ 1/

1
Xy = 7 Xoj = (X())4, k = 2,3,...

0
donc X,42 = X, pour n > 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

1.2 Quelques systemes d’équations rationnelles

Dans la classe d’équations aux différences non linéaires, les équations rationnelles

est le type d’équations le plus étudier, voir [2, 5, 10, 11, 13, 18, 19, 37, 38].

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions des deux systémes d’équations aux

différences

yn(xn—Z + yn—S) Xn—-1 (xn—l + yn—Z)
Xn+l = s Yne1 =
yn—3 + Xp—2 — yn 2xn—1 + yn—Z

,n=0,1,...,
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Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

(%—3 - xn—Z)yn (yn—Z - xn—l)xn—l

Xn+1 = /]/n+1: /n:O/]-I"

yn—3 — Xyt yn yn—Z

ol les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls.

N — Yn(Xn2+Yn3) _ Xn1(¥n-1+Yn-2)
1.2.1 Le systeme x,,1 = YoatXma—yn’ It = T Ty

Soit le systéme d’équations aux différences

yn(xn—Z + yn—3) xn—l(xn—l + yn—Z)
Xn+1 = s Yn+1 =
yn—?) + Xy — yn 2xn—l + yn—Z

~ o o4 2 _3+X_:
ot les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls avec 22222 ¢ {1
Yo

et 22 Ll ¢ {% n=1,2, }, ott {F,.},50 est la suite de Fibonacci.

x-17 Xo Fony2”

Lemme 1.2.1 Soit {xn}n>_2, {yn} , une solution de (1.3). Alors pour n > =1 ona

nz—

Xn+3 = Xn,

c’est a dire {xn}n>_2 est éventuellement périodique.

Preuve.

yn+2(xn + yn—l)
Yn-1+ Xn — Yn+2

(xn(yn—l + xn)) (x + y _1)

2%y + Yn-1
xn(yn—l + xn))

2xn + yn—l

Xnt3 = Xn+2)+1 =

yn—l + Xy — (
Xn (yn—l + xn)z
an + Yn—

(yn—l + xn)z -
2Xy + Yn-1

ne

Donc on a

Xpi3 = Xp, 12 —1.

22

*7

Fouio
4 FZn

(1.3)

= 1,2,...}



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systémes

43/5 + y%y alors xqy = x_p, c’est a dire

Xn43 = X, 1 2 —2.

N =

Remarque 1.2.1 Six_, = o — % +
et {xn}n>_z est périodique de période trois.

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions de systeme (1.3).

Théoréme 1.2.1 Soit {x,},5-2, {Yn},_5 une solution de (1.3). Donc pour n = 0,1, ...,

Y3t+x (V-3 + x2)F2p41 — YoF2u1
X3, = Xo, Yan = Yo ’
Y-3+X_2— Yo (y—S + x—Z)F2n+2 - ]/OFZH
Yo(x2 + y-3) X_1Foui0 + Y oFoun
Xanel =+ Y3n+1 = X1 ’
Y3+X_2—1Yo x—1F2n+3 + y—2F2n+2
. _ y - XoFon+2 + Y-1Foni1
3n+2 = X-1 3n+2 — A0
’ XoFons3 + Y_1Fons2 ’

onF_,=1

Preuve. De (1.3), on a

X = Yo(x—2 +y-3) = x-1(x-1 + y—z).
Y3 +Xp— yol 2Xp1 + Yo
Dong,
2
x-1(x-1 + y—z)(x_1 Y2 (x_1 +y-2)
X = yi(x21 +y-2) _ 2Xp1 + Yo — 2Xp-1 + Yp— —_
Y2 +X0—- Yoo+ 21— X_1(X_1 + Y-2) (x_1 + y_2)?
2Xp-1 + Yn-a 2Xp-1 + Yn-2

Yo(x_2 + y-3)

" , X5 = x_1 et la suite se
Y3+ X_2—1Yo

D’apres le lemme (1.2.1), on obtient x3 = xy, x4 =
répéte, c’est a dire

yo(x—z + Y-3)
X3n = X0, X3n+1 = ——————————, X3n+2 = X-1.
Y3+X2—Yo

Maintenant, nous prouvons la formules de {y,},>-3. On a
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donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifié

pour n — 1, c’est a dire

( Y3+X_2 )((y—a + x_2)Fou-1 — YoFou-3
Yan-3 = Yo ’
Y3+x2—yo)\ (Y-3+x2)F2 — YoFau2

_ X_1Fon + y-oFon-1
Yan-2 B X_1Fop1 + y-2F, ’

— XoFon + y-1F2u1
Son-1 = o XoFone1 + y-1F2, '

Maintenant, il découle de systeme (1.3) que

X3n-2(X3n—2 + Y3n-3)

Pom = 2X34-2 + Y3u-3
( Yo(x—2 + y-3) ) [( Yo(x—2 + y-3) ) N yo( Y3+x2 )((%3 +x2)Fan1 — YoF2u-3 )]
Y-3+X_2— Yo Y-3+X_2—1Yp Y3+X2—Yo (Y-3 + x2)Fon — YoFon—
|2( Yo(x—2 + y-3) ) N yo( Y3+x2 )((]/—3 +X_2)Fon1 — YoF2u-3 )]
Y-3+X_2— Yo Y-3+X_2— 1Yo (V-3 + x2)F2n — YoFon—
( Yo(x_2 + y_3) ) ll N ((]/—3 + x_2)F2u-1 — YoFan-3 )l
Y3+ X2 — Yo (Y3 + x2)F2n — YoFon2
[2 + ((%3 +X2)F2u-1 — YoFan-3 )]
(Y-3 + x-2)Fan — YoFau—2
( Yo(x_2 + y-3) ) |(y_3 + x_2)F2u — YoFon—2 + (V-3 + x_2)Foy—1 — yonn_al
B Y3 +X2— Yo (V-3 + x2)F2n — YoFan—
- l(y—s, + X-2)F2n = YoFon-2 + (Y-3 + x-2)F2u — YoFou—2 + (-3 + x-2)Fan-1 — yonn—sl
(Y-3 + x_2)F2y — yoFon—
( Yo(x—2 +y-3) ) |(]/—3 + X-2)F2n = YoFon-2 + (Y3 + x-2)F2u-1 — yonn—3l
_ Y3 +X2— 1Yo (V-3 + x-2)F2n — YoFon—
- l(y—3 + X-2)F2n = YoFon-2 + (Y-3 + x-2)F2u — YoFou—2 + (-3 + x-2)Fay1 — yonn—sl
(V-3 + x2)F2n — YoF2n2
( Yo(x_2 + y-3) ) (Y3 + x_2)Fons1 — ]/OFZn—ll
Y3+x0—=yo)| (=3 +x2)Fou — YoFouo
|(]/—3 +X_2)Fon42 — yonnl
(Y-3 + x2)F2n — YoFan—2
Dong, on a

_ ( Yo(x_2 + y-3) )((y—s + x_2)Fou41 — yoPZn—l)
Son Yoa+x0—Yo )\ (V=3 + X2)Fopi2 — YoFan |’
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Aussi, il découle de systéme (1.3) que

X31-1 (x3n—1 + }/3n—2)

Yme1 = 2X3,-1 + Y3n—2
Y (x_l xog (x—lFZn + Y_2Fou1 )) - (1 + (x—1P2n + y-2Fou1 ))
X_1Fppi1 + yoFoy, _ X_1Fppi1 + y2Foy
2x1 4 X (x—lFZn + ]/—2F2n—1) B 24 (x—lFZn + y-zen-l)
X_1Fopi1 + y—2Foy, X_1Fppi1 + y-2Foy,
- (x—1F2n+1 + y-oFo, + x_1Fp, + y_zen_l)
_ X_1Fopi1 + y-2Fy,
B (x—lF2n+l + Y_oFo, + x_1Fopi1 + YoFp, + x1Fp, + y_zen_l)
X_1Fopi1 + y-2Fy,
- (x—1F2n+2 + y_zen+1)
_ X_1Fpp1 + y2Fo,
B (x—1F2n+l + y_oFo, + x_1Fopi0 + y_zem)'
X_1Fopi1 + y2Foy,
Donc, on a

y — (x—1F2n+2 + Y-2Fonn
3+l = X-1 .
X_1Fopi3 + Y2Fou42

De méme, il découle de systeme (1.3) que

X3p (X3n + ysn—1)

2x3n y3n—1
Xof2 Ylb> 1)) X0 (1 (xO 2 Y-_1F24-1 ))

o (xo Tr (x0F2n+1 + y-1Fon _ XoFon+1 + y-1Fo,
xoFo, + ]/—1F2n—1) B o4 (onzn + ]/—1F2n—1)
XoFon+1 + y-1F2, XoFon+1 + y-1Fo,

% (xOF2n+1 + y-1Fon + x0F2, + y-1an-1)

XoFoni1 + y-1F2,
(x0F2n+1 + Y-1Fon + X0F2u41 + Y-1F2n + xoF2, + y_len_l)
XoFons1 + y-1F2,
(XOF2n+2 + y_1F2n+1)
X0
XoFons1 + y-1F2,
(onzn+1 + Y-1F2 + XoFon40 + Y-1Fon11 )
XoFous1 + y-1F2,

Y3n+2

2Xo +X0(
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Dong, on a

XoFon+2 + Y-1Fon11
XoFone3 + Y_1Foui2

Yan+2 = xo(
La preuve est terminée. m

\ — (yn—S_xn—Z)]/n — (]/n—Z_xn—l)xn—l
1.2.2 Le systeme x,,,1 = oy Y =

Considérons le systéeme d’équation aux différences suivant

X1 = (y”—3 - xn—2)yn Va1 = (yn—Z - xn—l)xn—l (14)
yn—3 —Xp2 t yn yn—Z

. L . oy Fopo  Fap
ot les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls avec yx—ol, Z—j ¢ { - ﬁ, —%, n=
- n— n

Y-2-Y-3 Fono1 Fou _ N . . .
1,2, } et m ¢ { §2n1, P;Hl,n =1,2, }, ol {F,},so est la suite de Fibonacci.

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions de systeme (1.4).

Théoréme 1.2.2 Soit {x,},>_5 , {Yn},>_5 une solution du systeme (1.4). Alors pour n = 0,1, ...

x5 (-1 = X%0) Y1

X = ,
o (x0F2n—2 + y_len_l) (xoF2n-1 + y—lFZn) (x0F2q + y_lem)
2
o = ((x—2 = y-3) o)
" (x—ZFZn - yoFZn—l - y_stn) (X—2F2n+1 - yOFZn - y_stn+1)
« 1
(x—2F2n+2 - yonn+1 - y—3F2n+2)’
X _ XEl (y—z - x—l) Y-
o+ (X—1F2n—1 + y_zen) (x_1F2, + y_zen+1) (X—1F2n+1 + y—2F2n+2)’
i _ x5 (Y-1 = X0) Y1
o+d (xOFZn—l + ]/—1F2n) (x0F2, + y_lem) (x0F2n+1 + y—1F2n+2),
oot = ((x-2 = y-3) v0)"
" (x—2F2n+1 - yOFZn - y_stn+1) (x—2F2n+2 - yonn+1 - ]/—3P2n+2)
y 1
(x—2F2n+3 - ]/onn+2 - ]/—3F2n+3)/
X2y (Y2 = x1) Y2
Xen+s5 =

(x_1Fan + y-zem) (x-1Fans1 + y—2F2n+2) (x1Fans2 + ]/—2F2n+3),
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(Yo (y-3 — x-2))*

Jor = (y_stn + YoFou-1 — X_oF2,) (y_st,m + YoFon — X—2F2n+1)2’
2 (Y2-x1)Y-2
Yon+1 = 77
(x_1Fop-1 + y_zen) (x_1F2n + y_ze;m)
xﬁ (Y-1—x0) Y1
Yen+2 = 57
(xOPZn—l + ]/—1F2n) (x0F2n + y_1F2n+1)
Yors = (vo (x-2 = y-3))*
n+ = ,
(y_3F2n+1 + YoFon — x—2P2n+1) (]/—3F2n+2 + YoFons1 — 3C—2an+z)2
X2 (Y2 = x1) Y=
Yen+a = 5
(x_1Fan + y—2F2n+1) (x1Fans1 + y—2F2n+z)
x5 (Y-1 = %0) Y1
Yen+s =

(x0F2, + y_1an+1) (x0F2n+1 + y—1F2n+2)2,

ol F_2 = —1, F_l =1.

Preuve. On a

_ ((x2 = y—s)yo)z _ X-1(Y-2 — x-1)
X1 = ’ hW=—
Yo(x2 = y_3)(Xx_2 — Yo — Y-3) Y-2
X_1(Y-2 —x_1) Xo(y-1 — Xo)
= —— Yp=—"——
X1+Yo Y
= Xo(y-1 — Xo) _ (Yo(x—2 — y—3))2
’ Xo+ya 7 (V=3 = Xx2)(Y—3 + Yo — X—2)*’
= (Yo(y-3 — x-2))> _ Xay2—x)
T (v = yos)(¥oa — Yo — Y3)(2¥0 — Yo — 2y—3)’ v (X1 +y)?
= xz_l(]/—z - X_1) _ xé(y_1 + Xo)
YT (e + Yo2) (X1 +2y-)” /s (X0 +y-1)

donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que que le résultat

est vérifié pour n — 1, c’est a dire

X5 (Y-1 = X%0) Y1
(x0F2n-4 + y_1F2n_3) (x0F2n-3 + y_1an_z) (x0F2n—2 + y_1an_1)'
((x=2 = y-3) o)’

_(x—2F2n—2 - ]/onn—s - ]/—3F2n—2) (x—ZFZn—l - yonn-z - ]/—3F2n—1)
1

(x—ZFZn - yonn-l - ]/—SFZn),
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2 (Y2—x1) Y2

Xop-a = ,
ot (X—1F2n—3 + y_zen_z) (x—lFZn—Z + y—2F2n—1) (x—1P2n—1 + y_zen)
x _ xé (-1 —%0) Y1
o (x0F2u-3 + Y-1F2n-2) (X0F 20— + Y-1F2u-1) (XoF2n-1 + y_1an)'
- (2 - y3) vo)’
o2 (x—ZFZn—l - yonn—z - }/—3F2n—1) (X—2P2n - }/onn—1 - ]/—3F2n)
1
X 7
(x—2F2n+1 - yoFZn - y_3F2n+1)
% _ x31 (]/—2 - x—l) Yo
ot (x1Fan—2 + y—2F2n—1) (x-1Fau-1 + y-zen) (x1Fan + y-zen+1)'
_ (Yo (y-s — x—2))2
Yen-6 = 57
(y-3Fan-2 + YoFou-3 — x_2F2,2) (y-3F2n-1 + YoFou—2 — X_2F2,1)
y _ 2 (Y2 —x1) Y2
6n-5 — ’
(x1Fan—3 + y—zen—z) (x1Fau—2 + y_zen_1)2
y _ x% (Y-1—x0) Y1
6n-4 — ’
(x0F2n-3 + y—lFZn—z) (x0F2n—2 + y—lFZn—l)z
B (vo (x=2 — y—3))°
Yen-3 = 27
(]/—3P2n—1 + YoFon—o — X_2F24-1) (]/—3F2n + YoFou-1 — x_2F2y)
y 22 (Y2 = x1) Y=
6n-2 = ,
(x1Fan—2 + y—zen—l) (x1F2n-1 + ]/—21:211)2
X5 (Y-1 = %0) Y1
Yen-1 =

(x0F2n—2 + 1/—1F2n—1) (xoF2n-1 + 1/—11:271)2.
Maintenant il découle du systeme (1.4) que

(y6n—4 - x6n—3)y6n—1
Yen-4 — Xen—3 + Yon-1

33 (y-1-x0)y-1 )

1 _ 1
( (x0F2,1_2+y,1 Fapa ) (XUFZ'H +y-1F2) ) ( (xOFZn—3+y—1F2n—2)(XOFZn—2+y—1F2n—1 )Z(XOFZH—I +]/—1F2n)2

1 1 1 1
- +
(xoF2n-3+y-1Fan—2 ) (X0F2n-2+Y-1F2u-1) I:(XOF2n—2+y—1P2n—l) (on2n—1+y—1F2n)] (x0F2,1_2+y,1F2n,])(x0F2,1,1+y,1F2n)2

( XoF2u-1+Y-1F2n—=X0F2n-2=Yy-1Fau-1 ) 3 (y-1-%0)y1
(XOF2"-2+V*1F2"*1)(XOF2"*1+V*1F2") (XOF211—3+]/—1F2n—2)(xOFZn—2+]/—1F2r1—1)2 (X0F2n—1 +y—1F2n)2

1
(XOFZ”*2+V—1F2”—1 ) (XOFZH—l +y—1F2") ] (XOFZn—2+y—1F2n—l ) (xOFZn—l +y-1F2 )2

1 XoF2n-1+Y-1Fan=X0F2n—2—Y-1F2n-1
(x0F2n-3+Y-1Fan—2) (*0F2n-2+y-1F2u1)
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( XoF2n-3+y-1F2n-2 ) ( g (y-l —xo)y_1

(x0Fau-2+y-1F2u-1) (x0F21-1+y-1F2n) (x0F2n73+]/—1F2n72)(xOF2n72+y—1F2n—1)2 (x0F21-1 +y—1F2n)2

1

1 [ XoFou-3+y-1Fan—2

+
(xoF2n-3+y-1Fan—2)(x0F2n—2+y-1F2u-1) | (x0F2n-2+Y-1F2u-1)(x0F2n-1+Yy-1F2n) ] (xoFan-2+Yy-1F2n-1) (X0F2u-1+Y-1Fan )2

(j 1 xo)y 1
(XOF2i172+]/—1F2n—1)3(xOF2n—1+y—1F2n)3

1 1 1
+
(xoF2n-2+y-1F2n-1) [ (x0F2n-2+y-1F2n-1)(x0F2n-1+y-1F2n) ] (xoF2n-2+y-1F2n-1) (x0F2n1 +y,1F2,1)2

(}/ 1 —Xo)j 1
(XOF2;1—2+]/—] Fyua )3 (x0Fan-1 +y—]F2n)3

1 1 1
+
(x0F2n-2+Y-1F2n-1) (xoF2n-1+Yy-1F2n) [ (x0F2u2+y-1Fan-1)  (xoFan-1+y-1F2n)

oy 2"0)y 1 - 2(y-1-x0)y-1
(x0F21172+y—1F2n—1) (xOFZn 1+Yy- 1F2n) (X0F2n72+y_11:2,7_1)(XQFZH_1+]/_1F2")

x0F2n—1+y_1F2n+x0F2n—2+y_1F2,1 [Xonn + y_1an+1]
(x0F2n-2+Yy-1F2n-1)(*0F2u-1+Yy-1F2n)

Donc, on a
x5 (Y-1 = %0) Y1
(x0F2n—2 + y-1an-1) (xoF2n-1 + y-1an) (x0F2n + y-1an+1)'
Aussi, il découle du systeme (1.4) que
(]/6n—3 — X6n—-2)X6n—2

Yen-3

Xon =

Yen =

1 1
+
( (y-sFan+yoFan-1-x2F21)  (x-2Fanc1=YoFan—Y-3F2us1) )

1
( (y-sFan+yoFan-1—x-2F2) )

((x-2 = y-3) o)’

X J—
(x—2F2n—1 - ]/onn—z - ]/—3F2n—1) (x—ZFZn - yoFZn—l - y-ann)
1
X
(x—2F2n+1 - yonn - y-anm)
( X_2F2u1=YoFon—Yy-3Fon1+y—_3F2u+yoF2u—1—x_2F2, )
(y—sFZn +yoF2u-1—x_2F2 ) (x—2F2n+1 —yoF2n—y-3F2141 )
(i)
(v-3F2n+yoFan-1—x-2F2)
2
< - ((x—2 — y-3) o)
(x—zen—l - yoPZn—z - y_stn_1) (x—ZFZH - yOFZn—l - y_stn)
1
X

(x—2F2n+1 - yonn - }/—3F2n+1)
_ ((x-2 = y-3) vo)’
(x—zF n ]/Oan—l - ]/—3F2n) (x—2F2n+1 - ]/onn - ]/—3F2n+1)2
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D’ou )
Yo = (Yo (Y3 — x-))
(y_stn + YoFon-1 — X—2F2n) (y_stn+1 + YoFon — x—2F2n+1)2
De méme
(]/6n—3 - x6n—2)]/6n
Xen+l —
Yen—-3 — Xen—2 + Yen
Gi(x—2, Yo, y—s)
Hi(x22, Yo, Y-3)
Avec

2
(v0(y-3-x-2))
3 7
(y-3Fan+yoFan-1-x-2F21) (y-3F2n1+YoFan—x-2F2n41) (y-3F2n-1+YoFan-2—x—2F2_1)
% Y-3F2n+yoFon-1—X-2F2n+x_2Fou+1=Y0F2n—Y-3F2n+1
(x—2F2n+1 _}/OFZW_H—3F271+1)

L Gl(x—ZI yO/ ]/—3) =

4

o Hi(x_p, Yo, Y-3) = (

2
y-3F2"*1+3/0F2n-2_x-2F2"*1) (y—SFZn +y0F2n—1_x72F2n) (x72F2n+1_y0F2n _y73F2n+1)
1
5.
(;V73F2n+]/OF2n—1_XleZn)(‘l/73F2n+1+yOF2n_x72F2n+l)
Alors on obtient

1 y—3F2n +y0F2n—1 —x_oF, +x—2F2n+1_]/UFZn_y—?:FZrHl ) +

Ga(x—o, Yo, y—s)
H(x_,, Yo, y—3)'

Xen+1

Avec

2
(vo(y-3=x-2))
3 2
(v-sFan+yoFan-1-x-2F21) (y-3F2n1+yoFan—xX-2F2ns1) (y-3F2n-1+YoFan-2—x—2F2u_1)
x—2Fon-1—Y-3Fou-1—YoF2n-2
(x—2F2n+1_y0F2n_y—3F2n+l) ’

L4 GZ(x—ZI y0/ ]/—3) =

_ 1 X_2Fou_1=y_3Fu—1—YoFan—2
o Hy(x_2, Yo, Y-3) = ( . . . +

2
Y-3Fan-1+yoF2u-2 _x-2F2”*1) (y—sFZn +YyoF2u-1 —X—zen) (x—2F2n+l ~YyoFau —y-3F2n+1)
1

5.
(y-3Fan+YyoFan-1=x-2F21 ) (Y-3F2ns1+YoFan—x2F2n41)

Donc on a
(vo(y-3=x-2))’
(y73F2n+y0F2n—1_x72F2n)3(y73F2n+1+;VOF2n_x72F2n+l)3
Xen+l =
1 ( 1 + 1 )
(v-3Fan+yoFan-1=x2F2 ) (—x2F2ns1+YoFan+y-3Fans1) \ (y-sF2n+yoFan-1—x2F2n)  (y-3Fans1+YoFan=x2F2s1)
2
(vo(y-5—x-2)) (yo(y73—x72))2
(y—3F2n+yoF2n—1—X—2F2n)2(y—3F2n+1+yoF2n—x—2F2n+1)2 _ (y-3Fan+YyoFan-1-x-2F21 ) (y-3F2ns1+YoFon—X-2F241)
( y—3F2n+y0F2n—1_x—2F2n+y—3F2n+1 +yUF2n_x—2P2n+l ) (x—2F2n+2 - yOP2n+l - y—3P2n+2)
(y-3F2n+YoF2n-1-x-2F21 ) (y-3F2ns1+Y0F2n—X-2F241)
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D’ou

~ (2= y2) v’
(x—zen - yonn—l - y_stn) (X—2P2n+1 - yonn - y_3F2n+1) (X—2F2n+2 - yonn+1 - y—3F2n+2)

De méme

Xon+1 =

(]/(m—z — Xen—1)X6n—1
Yen—2

2 (yﬂ_x-l)y*? _ K2 (y—Z_x—l)y—Z
(x-1Fan2+y—2Fau-1) (x-1F2u1 +y,2F2”)2 (x—1F2n-2+Y-2F2u-1) (x-1Fan-1+Yy-2F2 ) (x-1F2u+Y—2F2us1)

Yen+1

x%] (yfz—x—1)y72
(x—]F271—2+]/—2F2n—])(x—lF2n—1+y—2F2n)2
22y (Y2 —X-1) Y2
(x1Fau—2 + y—ZPZn—l) (x-1F2u-1 + y—ZPZn) (x1Fa2y + y_sz,m)
( 1 _ 1 ) 2, (y2—x-1)y-2
(xaFan1+y—2Fan)  (x1Fau+y—2Fane1) | (x-1Fan2+y-2F2u-1) (x1F2u-1+Y-2F2n ) (x21Fou+Y—2Fans1)

1
(x-1F2n-1+y—2Fan)

( X_1Fon+y-2Fops1—x1Fop-1—y-2F2n ) 22, (y-2-21)y-2
(x-1Fan1+y—2Fan ) (x-1Fan+y-2F2us1) ) (x1F2u-2+Y-2Fan-1 ) (x-1F2n-1+y—2Fan ) (x-1F2n+y-2F2141)
1
(x—1F2n-1+y-2F2n)

_ ( 1 ) xgl (]/—2 —X_1) )
(x_1Fan + y_zen+1) (x1F2n-1 + y_zen) (x_1Fan + y_zem)'

Donc on a

2 (Y2a—x1) Yy
(X—1F2n—1 + y_zen) (X—1F2n + y_zen+1)2

Yen+1 =

De méme

( ( 1 _ 1 ) 2 (y2-x1)y-2

x—1F2n—1+y—2F2n) (x—1F2n+y*2P2n+1) (x_le,,_2+y_2F2n_1)(x_1F2n_1+y_2F2,1)2(x_1F2,1+y_2F2,,+1)2

Xen+2 =
1 1 _ 1 + 1
(X—IFZn—2+y—2F2n—l)(x—1F211—1+]/—2F2n) ((x1F2n1+y—zF2n) (x1F2n+y—zF2n+1)) (X—lFZn—1+y—2F211)(x—1F2n+]/—2F2n+1)2

( x-1Fanty-2Fons1=X-1Fan-1—y-2Fon ) "El(yfz_"-l)\'/*2
(xlesz+y-2F2")(x*1F2"+y—2F2”+1) (x—1F2n—2+y—2F2n—1)(x—lFer—l+]/—2F2n)2(x—11:2n +y72F2n+1)2

1
x1Fan1+Y-2Fan) (Y1 Fan+y-2Fans1) ) (x-1Fan-1+y-2F2u ) (x-1Fan+y-2Fania )2

1 X-1Fon+y-2Fons1=%_1Fop-1—Y—2F2n
(x-1Fan2+y—2Fau-1) (x-1Fou_1+y-2F2n) \ (
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( x-1Fon-2+y-2F2u1 ) X2 (%2—9‘—1)%2
(x—lFZn—l +y—2F2n)(x—1F2n +y—2F2n+1) (x,1 F2n_2+y_2F2n,1 )(x,1 Fop1 +y_2F2n )2 (X,1 Foy +y_2F2,/,+1 )2

1 ( X_1Fop2+y-2F2, 1 ) + 1
(x-1Fan-2+y-2F2u-1) (x_1F2u-1+Y-2F2n) \ (x-1Fan-1+Y-2F2u ) (x-1F2n+y-2F2n41) (x-1F2n1 +y_2F2”)(x_lFZ,,+y_2F2n+1)2

le (y-z—xq)y-z
(x—lFZ}’l—l +y—2F2n)3 (x—1F2n+y—2F2n+1)3

1 1 1
+
(x-1Fan-1+y-2F2n) ( (x-1Fan1+y-2Fau) (x-1Fau+y-2F2ne1) ) (x—1F2n—1+y72F2n)(x—1F2n+y72F2n+1)2

xil (y—z—x—l)y—z
(x-1F2n1 +y72F2n)3(x—1F2n +y72F2n+1)3

1 1 1
+
(x—1Fon-1+y—2Fou ) (x-1Fan+y—2Fans1) | (x1Fan-1+y—2Fan) — (x-1Fou+y-2Fane1) ]

2 (v )i
(x—1F2n71+y—2F2”)2 (x71F2n+y-2F2"l+1)2
X_1Fopn1+y_2Fonio .
(x71F2,1,1 +y_2F2n)(X,1F2n+]/—2F211+1)

Donc, on a
x%1 (y—z - x—l) Y-2
Xen+2 = .
" (x1Fau-1 + y_zen) (x_1Fan + y_zen+1) (x1Fans1 + y—2F2n+2)
De méme
(yen—l — Xon)Xen
Yen+2 =
Yen—1
35(y-1-%0)y _ 15(y-1-%0)y
(xoF2n-2+y-1F2n-1) (x0F2n1 +y,1F2,,)2 (x0F2n-2+y-1Fan-1) (X0F2n-1+Y-1F2u ) (XoF2n+Y-1F2us1)
B 22(y-1=x0)y-1
(xOF2n—2+]/—1F2n—1)(x0F2n—1 +}/—1F2n)2
x5 (Y-1 = X0) Y1
X

(x0F -2 + ]/—1F2n—1) (x0F2u-1 + ]/—1F2n) (xoFon + }/—1P2n+1)
( 1 _ 1 ) xg(yq—x())yq
(x0F2n-1 +y—1F2n) (xOPZn +Y-1Foni ) (XOF2;1—2+y—]F271—1)(xOFZn—‘l +y—]F2n)(xOP2n +y-1F2n11)

1
(xOFZn—1+]/—1F2n)
( xoF2n+y-1Fan+1=X0F2n-1=Y-1Fan ) x%(yfl_XO)y*1
(x0Fan-1+y-1F2n) (x0F2n+y-1F2ns1) ) (X0F2n-2+Yy-1Fan-1) (X0F2n-1+Y-1F2n ) (X0F2u+y-1F2n+1)

1
(x0F2n-1+y-1Fan)

_ ( 1 ) xé (y-1—x0) Y1
(XOF2n + y_1F2n+1) (XOF2n—1 + y—lpzn) (Xopzn + y_lem)'
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Alors on a
x5 (Y-1—x0) Y1

(XOFZn—l + y_len) (xOFZn + y—1F2n+1)2.

D’une maniere analogue on démontre les autres formules. m

Yen+2 =
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CHAPITRE 2

SUR LA STABILITE GLOBALE DE
CERTAINES EQUATIONS AUX
DIFFERENCES D’ORDRE DEUX

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est 1’étude de la stabilité globale et la périodicité des

solutions de I’équation aux différences suivante

n

Xps1 = — , k=34,..;n=01,..., 2.1)

k nd KT k
Ax, + Z Bjx,x, 1 +Cx,_4
=1

k-1
—
axk + Z bix)x, " +exk
j=1

ott les parametres a, ¢, A, C, b;, B; j = 1,2,..k — 1 et les valeurs initiales xo, x_; sont des

nombres réels strictement positifs.
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Plus précisément nous étudions 1'équation aux différences (2.1) dans les trois cas

particuliers: k =3,k =5etb;=b,B;=B,j=1,2,..k—1avech,BeR.

2.2 Premiere équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de I'équation aux différences

3

1 n=0,1,.., (2.2)

3 2 2 3
Ax;, + Bxpx:, |+ Cxpxp1 + Dx;,_

ax, + bx,x2_| + cxix,q +dx

Xn+1 =

ol les parametres a, b, ¢, d, A, B, C, D et les valeurs initiales xj, x_; sont des nombres
réels strictement positifs.
Considérons la fonction f :]0, +00[>—]0, +oo[ définie par

ax® + bxy? + cx?y + dvy®
foy) = 7= ]/2 2]/ y:—s'
Ax3 + Bxy* + Cx*y + Dy

2.2.1 Périodicité des solutions

Dans le théoreme suivant, on étudiera la périodicité des solutions positifs de

I’équation (2.2).

Théoréme 2.2.1 Soient

g1 = (B+D)a+ Dc—-Ad,
g2 = (B+C+D)a+(-A+D)b+ (B+D)c—(A+C),
3 = (A+B+C+D)a+(-A+B-C+D)pb+(-A+B+C+D)c

+(—A - C-B+ D)d.

Supposons que q1, 42, g3 > 0. Alors I"équation (2.2) n’a aucune solution périodique de période

deux.
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Preuve. Supposons qu'il existe deux nombres réels distincts « et § strictement positifs,

tel que
o a, Boa, B,

soit solution périodique de période deux de 1’équation (2.2). Donc, on a

a=fB,a), p=flap)
Alors, on a
Bf (B a)—af(a,p)=0,

ce qui donne

aD(a® + f°) + qap(a* + p*) + 20’ (a® + B) + gz’
(B = ) g5+ Bpa? + Cpra + Dad) (At + Bafe + Calf+ DY)

Comme
aD(a® + B°) + qraf(e? + BY) + qua®B?(a? + B?) + 3B
(AB® + BBa? + Cf2a + Dad)(Aa® + Bap? + Cap + DB3)

On obtient = a, qui est une contradiction. m

> 0.

2.2.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que 'équation (2.2) admet dans ]0, +oo[ un seul point d’équilibre,

et il est donné par
a+b+c+d

A+B+C+D’

Dans la suite nous avons besoin des nombres réels suivants :

¥ =

rn=aB—-bA,r, =aC —cA,r3 =aD —dA,ry = cB—-bC,rs = bD — dB,r¢ = cD — dC.

le lemme suivant est consacré a 1’étude de la monotonie de la fonction f.

Lemme 2.2.1
1. Supposons que
AT B'C/)
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.£<mlnb ¢
D~ B'C)
.31’3+1’4ZO.

Alors, f est décroissante par rapport a x pour chaque y et croissante par rapport a y pour
chaque x.
2. Supposons que
()
<min|—=, =)
59
e —>max|—=,—=|

D B'C
e 3rs+r, <0

ST IS

Alors, f est croissante par rapport a x pour chaque y et décroissante par rapport a y pour

chaque x.
Preuve.
1. Ona3r;+r,>0,de lus—>maxb ti<maxﬁ£1m ligue que
r1,72,75,76 = 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

) f raxty + 2113y + (3rs + ra)x2y® + 2rexyt + r5y°
(9x *Y) = (Ax® + Bxy? + Cx2y + Dy?)? !
of _ —rx° = 2r1xty — (Brs + r)xPy? — 2rex?y® — rsxy?
ay (X, y) - (Ax3 + Bxy2 + szy + Dy3)2 )

b ¢ d b ¢
15

< — < —
2. Onal3r;+ry <0, de plus max (B C et D2 > max ( 5 C) implique que
r1,72,75,7¢ < 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

a_f(x ) — r2x4y + 21’1x3y2 + (3}"3 + r4)x2y3 + 21’6xy4 + 75y5
ox 'Y (Ax3 + BxyZ + szy + Dy3)2 ,
a_f(x ) _ —72x5 — 27’1x4y - (31’3 + 7,4)x3y2 _ 276x2y3 _ r5xy4
oy Y (Ax® + Bxi + Cx2y + D)2 .
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Dans le théoreme suivant nous prouvons que les solutions de l'équation aux

différences (2.2) sont bornées.

Théoréme 2.2.2 Soit {x,}> | une solution de I'équation (2.2).

1. Supposons que

A~ B'C/)
D~ B'C/
Alors, pourn=1,2,...,0na
D-""TA
2. Supposons que
° ﬁ < min b £
A~ B'C/)
° i > max b £
D~ B’ C/J
Alors, pourn =1,2,...,0ona
A-T"T D
Preuve.
1. Ona
—12XAXpo1 — Xp X2 | — 130
X ’
e A A(Ax, + Bx,x2_| + Cx3x, + Dx2 )
d 13X + FeXaXp_1 + IsXp X2
xﬂ+1 2 3 .
D~ D(Ax; + Bx,x>_ + Cxjx,1 + DX )
Maintenant, en utilisant le fait que a2 > max b ¢ et i < min b c on obtient
e 2 BC)"D*> B'C)

r1,12,73,15,176 > 0.

Alors,
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2. Ona
3
a —1oXaXpo1 — MXpXo | — 130
xn+1 3 7
A A(Ax + an  t Cx2x,_1 + Dx;_))
d r3x +r6x Xy— 1+1’5xn 1
Xn+1 —

D" D(Ax; + Bx,x> | + Cxjx,q + Dxf;_l)'

Maintenant, en utilisant le fait £<mmb ti mxbc n obtient
aintenant, en utilisa eaqueA BCe ch,ooe

r1,72,13,15,176 < 0.

Alors
£<x <i n>1
A-""T D’ -
]
La stabilité locale du point d’équilibre x = atbrc+d de I'équation (2.2) est
s é locale po éq eX = g o p del'équatio es

décrite dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.2.3 Supposons que

2|27’1+7’2+37’3+7’4+7’5+27’6|
@+b+c+d)(A+B+C+D)

a+b+c+d
A+B+C+D

<1.

Alors, le point d'équilibre x = de I'équation (2.2) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L'équation aux différences linéaire associée de 1’'équation (2.2) autour du point

d’équilibre X = 24 est donnée par
Xn+1 = PXn + GXn-1,
avec
_ @ri+ra+3ratrytrs+2rs) (2ri+r+3r3+ 14+ 15+ 21)

- (a+b+c+d)(A+B+C+D)’q__(a+b+c+d)(A+B+C+D)'

Le polyndme caractéristique associé est
A*—pA—q=0.
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Soient & et g deux fonctions définies par
h(A) = A%, g(A) = pA +4.

On a

2211 + 1y + 313 + 74 + 15 + 276
< =
g1 < Ipl + @+b+c+d)(A+B+C+D)

<1=JhA), VA eC:|A| = 1.

Dongc, d’apres le Théoreme de Rouché, touts les zéros de A? — pA — g = 0 sont dans

|Al < 1. D’ou, d’apres le Théoreme (0.0.2), x est localement asymptotiquement stable. m

La stabilité asymptotique globale de 1’équation (2.2), sera I’objet des deux résultats

suivants.

Théoréme 2.2.4 Soient

pi = -Da+Ab+(A+C)d,
po = —-(B+D)ja+A+Cb+(A-D)c+(A+B+0C)d,
p3 = (A-B-C-D)a+(A+B+C-D)b+(A-B+C—-D)c

+(A+B+ C+ D).

Supposons que

Ol =

e 3r3+r1ry>0,
2(21’1+7’2+37’3+1’4+1’5+27’6) <1

* (@a+b+c+d)A+B+C+D)
® pi, P2, p320.
Alors, le point d'équilibre X = S de ['équation (2.2) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {x,}'>  une solution positive de 1’équation (2.2). D’apres le Théoreme

(2.2.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est a dire

lim x,, = x.

n—00
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Soit

m = lim infx,

n—+o00
et

M = lim supx,.

n—+oo
Pour prouver que

lim x, =%,

n—+00
il suffit de montrer que m = M.

Soit € €]0, m[, alors il existe ny € IN tel que pour chaque n > 1, on obtient
m—e<x,<M+e.

D’apreés la premiere partie du Lemme (2.2.1), on obtient pour tous n > ny + 1

S a(m —€)® + b(m — €)(M + €)*> + c(m — €)> (M + €) + d(M + €)®
et = A(m —¢€)® + B(m —e)(M + €)2 + C(m — €)>(M + €) + D(M + ¢)*’

- a(M + €)® + b(m — €)*(M + €) + c(m — €)(M + €)?> + d(m — €)®
Tl = UM+ ) + Bim — )2 (M + €) + C(m—e)(M + €)2 + D(m — €)°

Ce qui implique

S a(m —€)® + b(m — €)(M + €)*> + c(m — €)> (M + €) + d(M + €)®
"= A(m —¢€)® + B(m —e)(M + €)2 + C(m — €)2(M + €) + D(M + €)%’

M < a(M + €)® + b(m — €)> (M + €) + c(m — €)(M + €)* + d(m — €)®
T AM + € +Bm—e)2(M+¢€) + Cm —e)(M + €)2 + D(m — €)3’

et donc
am® + bmM? + cm*M + dM?

>
"= Am® + BuM2 + Cni2M + DMP’
M < aM?® + bm*M + cmM? + dm?
~ AM3 + Bm2M + CmM? + Dm3’

Ainsi
M(am® + bmM? + cm®>M + dM?)
Am3 + BmM?2 + Cm?M + DM3 '

mM >
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m(aM? + bm*M + cmM? + dm?)

< .
MM < NP 5 BreM + Crue + D
D’ou
M(am® + bmM? + cn>M + dM®) — m(@M® + bm*M + cmM? + dm®) -
Am3 + BmM? + Cm?M + DM3®  AMB + Bm2M + CmM? + Dm® ~— 7
qui et donc
M m) dA(m® + M®) + pymM(m* + M*) + pym>M?*(m?* + M?) + psm>*M? -
" (Am3 + BmM? + Cm?>M + DM3)(AM?3 + BmM? + Cm?>M + Dm3) —
Comme
dA(m® + M®) + pymM(m* + M*) + pom>M?(m? + M?) + psm>M? 0
(Am® + BmM? + Cm2M + DM3)(AM3 + Bm?M + CmM? + Dm3) =
On obtient
M<m
Alors,
m=M=x
n

Théoréme 2.2.5 Soient

g1 = (B+D)a+ Dc—-Ad,
g2 = (B+C+D)a+(-A+D)b+ (B+D)c—(A+0C)d,
3 = (A+B+C+D)a+(-A+B-C+D)pb+(-A+B+C+D)c

+(-A-C—-B+D)d.

Supposons que

> C
> max| 5, =}
e 3r3+1, <0,
—2(21’1 +7’2+37’3+7’4+1’5+21’6) <1

(@a+b+c+d)(A+B+C+D) ’

Ol= >
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® g1, 92, 3> 0.
a+b+c+d

Alors, le point d’équilibre x = ;52755 de I'équation (2.2) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {x,}'>”, une solution positive de 'équation (2.2). D’apres le Théoreme

(2.2.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est a dir

lim x,, = x.

n—00

Soit

m= lim infx,

n—+oo
et

M = lim supx,.

n—+oo
Pour prouver que

lim x, =x,

n—+oo

il suffit de montrer que m = M.

Soit € €]0, m[, alors il existe ny € IN tel que pour chaque n > 1, on obtient
m—e<x,<M+e.

D’apres la deuxiéme partie du lemme (2.2.1) ; on obtient pour tous n > ny + 1

- a(m —€)® + b(m — €)(M + €)* + c(m — €)>(M + €) + d(M + €)®
= A —e) + Bin—e)(M+ €2 + C(m— €2(M+ €) + DM + ¢’

. a(M + €)® + b(m — €)> (M + €) + c(m — €)(M + €)* + d(m — €)®
el = AM +¢€)?+B(m —e€)2(M+¢€) + Ciim —e)(M + €)2 + D(m — €)3

Ce qui implique

M> a(m —€)® + b(m — €)(M + €)? + c(m — €)*(M + €) + d(M + €)?
~ A(m—¢€)® + B(m —e)(M + €)> + C(m — €)2(M + €) + D(M + €)%’
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a(M + €)® + b(m — €)*(M + €) + c(m — €)(M + €)?> + d(m — €)®
"= AM + €3+ Bm—e)2(M+¢€) + C(m —e)(M + €)> + D(m — €)®"

et donc
M am® + bmM? + cm®*M + dM?
~ Am3® + BmM? + Cm2M + DM3’
< aM?® + bm*M + cmM? + dm?

~ AM?® + Bm2M + CmM? + Dm3"

Ainsi
M > m(am® + bmM? + cm®>M + dM?)
~ Am® + BmM? + Cm2M + DM?’
M < M(@aM? + bm*M + cmM? + dm?)

- AM?3 + Bm2M + CmM? + Dm3

D’ou
m(am® + bmM? + cn*M + dMP) - M(@aM® + bm*M + cmM? + dm?) <0
Am3 + BuM? + Cm2M + DM3®  AMB + Bm?M + CmM? + Dm® ~— 7
qui et donc
M m) dA(m® + M®) + gymM(m* + M*) + gom*M*(m?* + M?) + gsm>M? <0
" Am® + BmM2 + CnM + DMP)Y(AM® + BuM? + Cii2M + D) —
Comme
dA(m® + M®) + gymM(m* + M*) + gom*M?(m?* + M?) + gsm>M? 0
(Am3® + BmM? + Cm2M + DM3)(AM3 + Bm?M + CmM? + Dm3) =
On obtient
M<m
Alors,
m=M=x

n

2.2.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numériques

suivants :
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Exemple 2.2.1 Sion prend (a,b,c,d,A,B,C,D) = (1,3,1,1,1,2,2, 3), I'équation (2.2) prend

7 2/ 7 2’
la forme

x+xn +xxn1+ xn1
Xn+1 = . (23)
xn+2xnx +2xxn1+ n1

On a x = 0.615. Toutes les conditions du Théoreme (2.2.4) sont satisfaites et lim x,, = x. (voir

fig.(2.1))

0.67

X(n)

0.66 -

0.64

X(n),

0.63[

0.62

0.61

0.6
0

Ficure 2.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation

(2.3), avec les valeurs initiales x_1 = 0.5, xy = 0.7

Exemple 2.2.2 Si on prend (a,b,c,d,A,B,C,D) = (1,2,2,3,1,3,1, 1) I'équation (2.2) prend

4 2/
la forme

3
X +2xnx +2xxn1+ 33

Xn+1 = 1’13 3 - 1- (24)
xn+5xnx +xxn1+ 13

n-1

On a x = 1.625. Toutes les conditions du Théoreme (2.2.5) sont satisfaites et lim x,, = x. (voir
n—oo

fig.(2.2))
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X(n)

-
T

0.8

0.6

0.4
0

Ficure 2.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation

(2.4), avec les valeurs initiales x_1 = 1.5,xy = 2.7

2.3 Deuxiéeme équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de I’équation aux différences

5 4 2,3 3,2 4 5
ax, +bx,x; | +cxpx | +dxx; | +exyx,q+ fx

5 4 2.3 3.2 4 5
Ax;, + Bxpx, |+ Coxpx |+ Dxgxs, | + Exyx,—1 + Fxo_

,n=0,1,.. (2.5)

Xn+1 =
1

ou les parametres a,b,c,d,e, f,A,B,C,D,E,F et les valeurs initiales xy,x_; sont des

nombres réels strictement positifs.

Remarque 2.3.1 L'équation

4 3 2,2 3 4
ax, + bx,x, | +cxpxs | +dx,x, 1 +ex;
4 3 22 3 4 7 n= 0/ 1/ oo (2.6)
Axy + Bxyxo |+ Cxpx;  + Dxyxy1 + Ex;

Xn+1 =

a été étudiée par Touafek dans [49].

Considérons la fonction f :]0, +o0[>—]0, +oo[ définie par

_ax’ + byt + oy’ +dy +exty + fy
f(x/ y) - Ax5 + Bxy4 4+ Cx2y3 + Dx3y2 + Ex4y + FyS
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2.3.1 Périodicité des solutions

(2.5).

Dansle théoréme suivant, en étudera la périodicité des solutions positifs de 'équation

Théoréme 2.3.1 Soient

q1
q2
qs
qa

qs

+

B+ A)a+eF - fA,
B+C+Fa+(B+Fe—-(A+E)f-bA+dF,
B+C+D+Fa—-(A+Eb+(-A+F)c+B+Fd+(-B+C+Fe—-(A+D+E)f,

B+C+D+Fe-(A+C+D+E)f,

(

(

(

B+C+D+E+Fa+(-A-D-E+F)b+(-A+B—-E+F)+(-A+C+F)d

(
(A+B+C+D+E+Fa+(-A+B-C-D-E+Fb+(-A+B+C-D-E+F)
(

-A+B+C+D—-E+Fd+(-A+B+C+D+E+Fe+(-A-B-C-D-E+f)f.

Supposons que q1,q2,q3,q4,95 = 0. Alors I'équation (2.5) n’a aucune solution périodique de

période deux.

Preuve. Supposons qu’il existe deux nombres réels distincts a et 8, tel que

o pap, ..

soit solution périodique de période deux de I'équation (2.5). Donc, on a

a=f(Ba),p = fla,p).

Alors, on a
a’ + bap* + ca’f + da’p* + ea*B + fB°
" Ad® + Bapt + Ca2p? + Dadf? + Ea*p + Ef°
ap® + bpa* + cp*a® + dpa* + efta + fad
“ = A5 + Bpa* + Cp2a® + DP°a® + Epta + Fab
Donc

_ a(aa® + bap + ca®B® + dap? + ea*B + fB°)
YT Ads + Bap* + Ca?B® + Dadp? + Ea*B + FB°’
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_ B@p’ +bpa* + cpa’ + dp’a’ + efla + fa®)
P = B + Bpad + Cfoad + D@ + Efta + Fab

Alors
B(ap® + bBa* + cp*a’ + dfPa’ + efla + fad)
APB® + Bpa* + Cp2ad® + DB3a? + Ef*a + Fa®

a(aa® + bap* + caf? + da’B? + ea’p + ff°)
Aa® + Bap* + Ca2p3 + Dadp? + Ea*f + Ff5

ce qui donne
(,B - OZ)S(OZ,ﬁ) =0
avec

H(a, )
Gla, p)’

S(ﬁ/ @) =

et
e H(a,B) = aF(B +a'%) + q1aB(B + a®) + goa® B (a® + B®) + gz B3(B* + o) + qua* B* (B> +
?) + gsa°p,
o G(a,p) = (Aa® + Bap* + Ca?f* + Da’p? + Ea*B + FB°) (AP + BBa* + CB%a® + DB%a +
Epta + Fa®).

Comme S(a, ) > 0, on obtient f = a. Qui est une contradiction. m

2.3.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que 'équation (2.5) admet dans ]0, +oo[ un seul point d’équilibre,

et il donnée par
a+b+c+d+e+f

A+B+C+D+E+F

X =

Dans la suite nous avons besoin les numéros réels suivants : r; = aB — bA, r, = aC — cA,
r3 =aD —dA, vy = aE —eA, rs = aF — fA, 1 = ¢cB—-0C, r; = dB — bD, rg = eB — DE,
t9 = bF — fB, 1o =dC —cD, r1 = eC —cE, rip = cF - fC, ri3 = eD —dE, ria = dF — fD,
115 = eF — fE.

Le lemme suivant est consacré a ’étude de la monotonie de la fonction f.
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Lemme 2.3.1

1. Supposons que

I

()
<min|—=, =],

® 31y + 113, 2111 + 411, 217 + 4115, 3114 + 16 €t 515 + 3rg + 11 sont positifs.
Alors, f est croissante par rapport a x pour chaque y et décroissante par rapport a y pour chaque

X.

2. Supposons que

C’' B/
® 31y + 113,2r11 + 411, 217 + 4115, 3114 + 16 €tDrs + 3rg + 119 sont négatifs.

Alors, f est décroissante par rapport a x pour chaque y et croissante par rapport a y pour chaque

X.

Preuve.

1. On a 3r, + 13,2111 + 4r1,2r7 + 4115, 3114 + 16 €t 5rs + 3rg + 119 sont positifs, de plus

£>max ¢ i e’cj—r<min(£ E)im lique que
A= ED)SF= c’ g/ impHated

3, T4, 19, 112 = 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

of rax3y + 2r3x7y? + (3ry + r13)x°y° + (211 + 4r)xX°y* + (5rs + 31 + r0) Xty
ox Y= (Ax5 + Bxy* + Cx?y3 + Dx3y? + Ex*y + Fy°)? i
(217 + 4r15)x3Y® + (Br1g + 16)x2Yy7 + 2rpoxy® + 1oy’
(Ax® + Bxy* + Cx2y® + Dx3y? + Ex*y + Fy°)> '
of r4x’ + 2r333yt + (3ry + r13)x"y* + (211 + 4r1)x%y° + (5rs + 3rs + r10) X7y
8_y(x’ == (Ax5 + Bxy* + Cx2y? + Dx3y? + Exty + Fyb)? *

(2r7 + 4r15)x*y° + (Bris + 16)X°Y° + 2rpx%y” + roxy®
Ax5 + Bxy* + Cx?y3 + Dx3y? + Exty + Fy°)?
Y Y y yrry
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On a 3ry + 113,2r11 + 4rq,2r; + 41’15, 3r14 + 14 et 51’5 + 3rg + ryp sont négatifs, de plus

2.
£<min£— t=> XEE' li
1= , e ma '3 implique que

13, T4, 19, 112 < 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

&_f ) = rax3y + 2r3x7y? + (3ry + r13)x°y° + (2r1y + 4r)xX°y* + (5rs + 3rg + rlo)x4y5+
ox Y= (Ax® + Bxy* + Cx213 + Dx3y? + Ex*y + Fy°)?
(2r7 + 4r15)X3Y° + (Bria + 16)X*Y” + 2r1pxy® + 1oy’

(Ax® + Bxy* + Cx?y® + Dx®y? + Exty + Fy5)?
8_f(x ) _ _7’4.')(9 + 21’33(8]/1 + (31’2 + r13)x7y2 + (21’11 + 47’1)3(6]/3 + (51’5 + 31’8 + 710)X5y4+
dy’ 7= (Ax® + Bxy* + Cx2y3 + Dx3y2 + Ex*y + Fy°)?

@+ 4r15)x*y° + (Brig + 16)X3Y° + 2rpx?y” + roxy®
(Ax® + Bxy* + Cx?y® + Dx3y? + Ex*y + Fy°)?
=

Dans le théoreme suivant nous prouvons que les solutions de l'’équation aux

différences (2.5) sont bornées.

Théoréme 2.3.2 Soit {x,}' | une solution de I'équation (2.5).

1) Supposons que

N

2) Supposons que
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a _ . b c d e
e — <min|=,=, =, =
A B'C’'D’E/
f S b c d e
e —>max|=, =, =, =]
F B'C'D’E
Alors, pourn =1,2,...,0ona
a
—<x, =< ]—[
A F
Preuve.
1. Ona
a XX — T3N3 | — 1XAXD | — X Xe | — T5X0
Xps1 = > =
A A(Ax;, + Bxyxt | + Cx2x2 | + Expxuq + FX2_)

5 4 3,2 2,3 4
IsX; + 115X, Xp—1 + 114Xy, X, + 112X,X, ) + ToXuX,

Xn+l — 7 = .
F F(AX, + Bxyx! |+ Cxax> | + Dxox® | + Expxuq + Fx>_))

bcde\ f . (bcde
Jeg < min (& 5 )

a
Maintenant, en utilisant le fait que — > max|—=, =, =, = |et = < min
R (B C'D'E

F~ B'"C'D’E
on obtient
r1,12,73,74,75,19,712, 714,715 = 0.
Alors,
f a
f S xn S Z, n 2 1.
2. Ona
—raXrx, 1 = 13X — x2S —rxxt = rsx®
X ﬂ_ 4A pAn—1 341 241 1Antd, 4 54,1
el — 7 =
A A(Ax; + Bxyxt |+ Cxax® | + Expxuq + Fx° )
5 4 3.2 2.3 4
f B rs5X; + 715X, X1 + r14xnxn_1 + rlzxnxn_l + rgxnxn_l

Xnel — 7 = .
F F(AX, + Bxyxt |+ Cxax>_ + Dxox® | + Expx, + Fx5_))

Maintenant, en utilisant le fait ueE < min E < i ¢ eti > max|—= < i ¢
/ mey = BCDE)SE" B'C’'DE/)
on obtient

r1,12,73,14,75,19,112,114,715 < 0.

Alors

N
IA
ks
IA
anl 'S

n
La stabilité locale du point d’équilibre x = % de I’équation (2.5) est décrite
dans le théoréme suivant.
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Théoreme 2.3.3 Supposons que

2|41"1 + 31’2 + 21’3 + 74+ 57’5 + 76 + 27’7 + 31’8 + 719 + 119 + 27"11 + 21’12 + 713+ 31"14 + 47"15| <

(@a+b+c+d+e+ f)(A+B+C+D+E+F) L

a+b+c+d+e+f

Donc le point d'équilibre X = =575 de l'"équation (2.5) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L'équation aux différences linéaire associée de 1’'équation (2.5) autour du point

a+b+c+dre+f

7 4 1 - _ z
d’équilibre X = ——=—-—"= est donnée par

Xp+1 = PXy + 4Xp-1,

avec

_ (41’1 +31’2+27’3+7’4+51’5+1’6+27’7+37’8+7’9+1"10+21’11 +27’12+7’13+31"14+41’15)
(@a+b+c+d+e+ f)(A+B+C+D+E+F) ’

_(4:1’1 +31’2+21’3+7’4+51’5+1’6+21’7+31”8+7’9+1’10+27’11 +21’12+1’13+31’14+41’15)
(@+b+c+d+e+ f)(A+B+C+D+E+F) )

Le polyndme caractéristique associé est

A*—pA—gq=0.
Soient & et g deux fonctions définies par

h(A) = A%, g(A) = pA +4.

Ona

gDl < Ipl + gl
_ 2|4r1 + 31y + 2r3 + 14 + 515 + 16 + 217 + 3rg + 19 + 119 + 2111 + 2r10 + 113 + 3114 + 47r15]
Bl (@+b+c+d+e+f)(A+B+C+D+E+F)
< 1=h(A)]

YA € C: |A| = 1. Donc, d’apres le Théoreme de Rouché, touts les zéros de A> —pA—g =0
sontdans|A| < 1. D’ot1, d’apres le Théoreme (0.0.2), x est localement asymptotiquement

stable. m

La stabilité asymptotique globale de 1’équation (2.5), fera I'objet des deux résultats

suivants.

52



Chapitre 2. Sur la stabilité globale de certaines équations aux différences d’ordre deux

Théoréme 2.3.4 Soient

p1 = bA—-aF+(A+E)f,

pp = —(B+Ea+(A+Eb+(A+D+E)f+cA-eF,
p3 = —(C+B+Fa+A+D+E}p+A+E)c+A-F)d+(A+C+D+E)f —¢F,
ps = —-(B+C+D+Fa+(A+C+D+Eb+(A+D+E—-F)c+(A-B+E-F)d

+ (A+B+C+D+E)f+(A-B+C-Fe,
ps = A-B-C-D-E-Fa+A+B+C+D+E-F)b+(A-B+C+D+E-F)c
+ A-B+D-C+E-F)d+(A-B-C-D+E—-Fe+(A+B+C+D+E+F)f.

1. Supposons

que
4 max(lcde
X\B'C'DE/)

°
I
A
2.
=]

b c d e
F~ B'C’'D'Ef
31y + 113, 2111 + 411, 217 + 4115, 3114 + 16 €t 515 + 3rg + 119 Sont positifs,

° 2|4r1 +3104+2r3+14+5r5+16+2r7+3r3+1r9+110+2111 +27’12+7’13+3714+41’15|
(a+b+c+d+e+f)(A+B+S+D+E+F)

® p1,P2,P3, PapPs = 0.
a+b+c+d+e+f

Alors, le point d’équilibre x = 4 5—=1- 5.5 de l'équation (2.5) est globalement asymptotique-

<1,

ment stable.

. +oo , a
Preuve. Soit {xn} une solution positive de 1’équation (2.5) avec x_1, xy € 1{ 1l
n=-1

D’apres le Théoreme (2.3.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est a
dir

lim x,, = Xx.

n—00

D’apres la premiere partie du Lemme (2.3.1), f est croissante par rapport a x pour
chaque y et décroissante par rapport a y pour chaque x. Supposons que (m, M) est une
solution du systéme

m = f(m,M), M = f(M, m).
Ce qui implique

_am® + bmM* + cm®M? + dm®M? + em*M + fMP
~ Am® + BmM?* + Cm2M?3 + Dm3M? + Em*M + EM5’
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_aMP® + bMm* + cMPm® + dAMPm® + eM*m + fm®
~ AMP + BMm* + CM2m3 + DM3m?2 + EM*m + Fm5’

Donc
M= M(am® + bmM* + cm>M?® + dm>M? + em*M + fM?)
M= A5 + BmM® + CiiMP + D M2 + Emi*M + EMB /
_ m(@M® + bMm* + cM?m® + dMPm? + eM*m + fm®)
"= "AMB + BMm* + CM2n® + DMPni® + EMem + Fnis -
Alors
M(am® + bmM* + cm®M? + dm>M? + em*M + fM°)
Amb + BmM?* + Cm2M3 + Dm3M? + Em*M + FM?®
m@M® + bMm* + cM?m® + dMPm® + eM*m + fm°)
AM5 + BMm* + CM2?m3 + DM3m? + EM*m + Fm®
et donc
(M = m)R(m, M) = 0
avec
L(m, M)
R(m,M) = ,
T
et

o L(m,M) = fFAM™  +m'%) + pymM(M?® +m®) + pom>M>?(m® + M®) + p3m> M3 (M* + m*) +
pym*MA(M? + m?) + psm> M,

o K(m, M) = (Am®+BmM*+Cm>M? + Dm>M? + Em*M+FM°)(AM? + BMm* + CM?m?> +
DM?*m? + EM*m + Fm®).

Comme R(M, m) > 0, on obtient

M =m.

Donc, d’apres le Théoreme (0.0.4) lim x, = x. m
X—00
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Théoréme 2.3.5 Soient

1 = (B+A)a+eF - fA,
g2 = (B+C+Fa+B+Fe—-(A+E)f—-bA+dF,
3 = B+C+D+Fa-(A+Eb+(-A+F)c+B+F)d+(-B+C+Fe—-(A+D+E)f,
gs = B+C+D+E+Fa+(-A-D-E+Fb+(-A+B-E+F)c+(-A+C+F)d
+ B+C+D+F)e—-(A+C+D+E)f,
g5 = (A+B+C+D+E+Fa+(-A+B-C-D-E+Fb+(-A+B+C-D-E+F)c
+ ((|A+B+C+D-E+F)d+(-A+B+C+D+E+Fe+(-A-B-C-D-E+f)f.

1. Supposons que

® 31y + 113,2r11 + 411, 2ry + 4rys, 3114 + 6 et Brs + 3rg + 1o sont Tlégﬂtlfs,

° 20411 +3rp+2r3+714+5r5+76+2r7+3rg+r9+1r10+2r11+2r12+1r13+3r14+47115)|
(a+b+c+d+e+f)(A+B+S+D+E+F)

<1,
¢ qll ‘12/ ‘13/ qu, q5 > 0.

a+b+c+d+e+f

Alors, le point d'équilibre X = =577 de I'"équation (2.5) est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Soit {xn};r:o_l une solution positive de I'équation (2.5) avec x_1,xy € %,jﬁ[ .
D’apres le Théoreme (2.3.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est a
dir

lim x,, = x.

n—-oo

D’apres la deuxiéme partie du Lemme (2.3.1), f est décroissante par rapport a x pour
chaque y et croissante par rapport a y pour chaque x. Supposons que (m, M) est une

solution du systéme

m = f(M,m), M = f(m, M).
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Ce qui donne

_am® + bmM* + cm®M? + dn® M? + em*M + fMP
© Am® + BmM?* + Cm2M?3 + Dm3M2 + Em*M + EM5’

_aMP + bMm* + cMPm® + dAMPm? + eM*m + fm°
"= AMB + BMm* + CM2m3 + DMPi2 + EMem + .

Donc
Mot = m(am® + bmM* + cm*M?® + dm>M? + em*M + fM?)
"= A + BmM* + Cii2MP + D M2 + Eni*M + ENB
M = M(@M® + bMm* + cM*m?® + dMPm? + eM*m + fm°)
"= "AMB + BMm* + CM2m?® + DMPm + EM*m + En>
Alors,
M(@M® + bMm* + cM*m® + dMPm? + eM*m + fm°)
AM® + BMm* + CM?m3 + DM3m?2 + EM*m + Fm®
m(am’® + bmM* + cn®? M + dm®M? + em*M + fM°) 0
Amb5 + BmM?* + Cm2M3 + Dm3M? + Em*M + FM?
et donc
(M —m)S(m,M) =0
avec
_ H(m, M)
S(MI m) - G(m,M)/
et

e H(m, M) = aF(M™ +m'%) + g;mM(M?® + m®) + gum>M?(m® + M®) + gsm> M3 (M* + m*) +
gam*M*(M? + m?) + gsm°M>,
o G(m,M) = (Am®+BmM?*+Cm*M? + Dm*M? + Em* M + FM?)(AM? + BMm* + CM?m?® +
DM3®m? + EM*m + Fm®).
Comme S(m, M) > 0, on obtient

M=m
Donc, d’apres le Théoreme (0.0.5) limx, =x. m

X—00
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2.3.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numériques

suivants :

Exemple 2.3.1 Sionprend(a,b,c,d,e, f,A,B,C,D,E,F)=(11,3,51,3,4,15,3,1,1.6,3,2.5),

I'équation (2.5) prend la forme

5

1 n—-1

2.7)
5 4 2,3 3,2 4 5 (2
1.5x;, + 3xux,_ +xx0_ + 1.6x,x, |+ 3x,X,-1 + 2.5x)

11, + 3x,xt | +505x0 | +a0x2 |+ 3x5x,q + 4

Xn+1 =

On a x = 2.142. Toutes les conditions du Théoreme (2.3.4) sont satisfaites et lim x,, = x.(voir

fig. (2.3))

4.5

X(n)

60 80 100

Ficure 2.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation (2.7)

avec les valeurs initiales x_; = 1.2, x, = 3.

Exemple 2.3.2 Si on prend (a,b,c,d,e, f,A,B,C,D,E,F) = (2,3,3,1.8,3,4,4,2.8,1,4,1,3),
I'équation (2.5) prend la forme
20 + 3x,xt | +3xax0 |+ 1.8x0x2 | + 3xpx, + 44X

5
n—1

L (2.8)

Xn+1 =
4oy, + 2.8x,x2 |+ x50 +4x2 |+ xpx,g + 3x

On a x = 1.063. Toutes les conditions du Théoreme (2.3.5) sont satisfaites et lim x,, = x.(voir

fig. 2.4))
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X(n)

20 40 60 80 100

FiGure 2.4 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation (2.8)

avec les valeurs initiales x_; = 8,xy = 1.

2.4 'Troisieme équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de I'équation aux différences

k-1
k J k=i k
ax, +b Z XpX, 4 +CX, 4
j=1
Xp+1 = ) ,k=3,4,...,n=0,1,..., (2.9)
k J k=i k
Ax, + B Z XX, 1+ Cx
=1

n-1

ol les parametres a,b,c, A, B, C et les valeurs initiales x(, x_; sont des nombres réels

strictement positifs.
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Considérons la fonction f :]0, +o0[>—]0, +oo[ définie par

k-1
axk + b Z Xy + ey
=)
floy) = — :
Ax* + B Z Xy + Cyf

=1

Aisi I’équation (2.9) s’écrit

Xp+1 = f(xn/ xn—l); n= O/ 1/ .o

2.4.1 Périodicité des solutions

Dans le théoréme suivant, on étudiera la périodicité des solutions positives de

I’équation (2.9).

Théoréme 2.4.1 Soient

P aC —cA +aB + bC,
Y aC —cA + cC +aA — (k—1)(bA + cB) + k(aB + bC),

3
N
1]

G = aC—cA—i(bA+cB)+(i+1)@aB+bC),i=1,2,.. k-2

Supposons que P, P2, G1, G2, -, G-z = 0. Alors I"équation (2.9) n’a aucune solution périodique

de période deux.

Preuve. Supposons qu’il existe deux nombres réels distinct a et f§ strictement positifs,

tel que
o pap, ..
soit solution périodique de période deux de 1'équation (2.9). Donc, on a

a= f(B,a) B = flap).
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Donc
k-1 k-1
(aﬁk +b Z plak + cak) (aak +b Z alfFT + cﬁk)
B.F(B,a) - a.f(@, ) = p. — ~a — = 0.
AP +BY Pl +Caf Aak+BY alfT+ Cpf
=1 j=1
Fap) _
K(a,p)
ou

k-1 k-1 k-1
o F(a,p) = ﬁ(aﬁk +b Z Bla* + cak)(Aock +B Z alfT + Cﬁk) - a(aak +b Z alpT +
j=1 j=1 j=1
k-1
cﬁk>(A,8k + B Z plak + Cak).
j=1

k-1 k-1
o K(a,p) = (Ap*+B ) pla* + Ca*)(Aa* + B ) alfT + CpF)
j=1 j=1

Ona
k-1 = N S
F(a,p) = ﬁ(aAﬁkak+aB Z a/ BB +aCp* +bA Z alpIak +bB a]ﬁk_]) +bCZ alpIgE+
j=1 j=1 j:l j=1

k-1 k-1 k-1
cAa* + cB Z alfiak + cCakﬁk) —~ a(aAakﬁk +aB Z a/f Ik +aCa®™ + bA Z alpIpk +

j=1 j=1
k-1
bB(Za],ka +bCZa]ﬁk ok +cA,82k+cBZa]ﬁk B+ cCpra¥),
j=1 j=1

k-1 k-1 k-1
— aAak‘Bk+1+bAZaj+k‘3k—j+l+cAa2kﬁ+aBZaj‘BZk—j+1+bB Za]‘gk ] ‘B+CBZ k+1+]‘3k i
j=1 j=1 j=1

k-1
aCﬁZk+1+bCZa1ﬁZk ]+1+Ccﬁk+1ak aAﬁkakH bAZa“l 2k—j cAﬁzka aBZa“kH k—j
j=1 j=1 j=1
k-1 ) k-1
bB( Z alpr ) a —cB Z a1 pHT — gCaPH
j=1 j=1
k-1
—_bC Z QBT — cCak g,
j=1
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k-1
= (@A + cC)(B — a)a*B* + (bA + cB)(a*B — fra) Z @B + aC(B**! — a®*1) + cA(a®B -
j=1
-1

p%a) + (aB + bO)(B! — ) Z Qi + bB( aipE )

»

'N
,_x

k-1 k-1
= (aA + cC)(f — @)a*B* + (bA + cB)Ba(ar! Z alpf=i — gt Z a/f) +aC(B - a) (B +
B 4 2202 4 4 B 4 Ba a2k)]_ cAB - a)(ﬁZk]2_+52k S+ A2 4y
k-1 k-1 k-1
a® B2+ a¥ 3B+ a* ) + (@B +bC)(BH Y a/pfT —akt! Za]ﬁk ) +bB(B—a) Zajﬁk_j) ,
j=1

= =1

[y

= (@A +cO)(B—a)a B+ (bA + cB)ﬁa(ocZk‘zﬁ +aZ B2 4+ a2 4 gf Rl — gkt
/3"+1ak‘2 +oee ﬁZk—SOéZ + ﬁZk_z(X) + LIC(‘B _ &)((ﬁZk + aZk) + ﬁa(ﬁZk_z + aZk—Z) + a2ﬁ2(ﬁ2k_4 +
aZk—4) Tt 5k—1ak—1(52 + 042) + akﬁk) — cA(B - a)(ﬁa(ﬁ2k‘2 + aZk—Z) + a252(ﬁ2k‘4 + aZk—4) +

“,+ﬁk—1ak—1(ﬁ2 +a2) +akﬁk) +(aB + bc)(‘BkJrz k-1 +ﬁk+3ak—2 T+ +ﬁzk—1a2 +ﬁ2ka _azkﬁ_
-1

ak+3ﬁk—2 k+2‘5k 1) +bB(B - oz)( a]lgk—j)zl
j

— (LZA + CC)(ﬁ _ a)akﬁk _ (bA +CB)‘30((ﬁ0((‘32k_3 _ aZk—3) +ﬂ20(2(‘32k_5 _ aZk—S) +ﬁ3a3(52’“7 _
azk—7) U +ﬁk‘3ak‘3(55 _ aS) +ﬂk_20(k_2(ﬂ3 _ aS) +‘3k_10(k_1(‘3 _ a)) +11C(ﬁ _ a)((‘gzk + azk) +
ﬁa(ﬁZk_z + aZk—Z) +ﬁ20(2(ﬁ2k_4 + 0(2k—4) I &k_lﬁk_l(ﬁz + aZ) +ﬁk6¥k) _ CA(ﬁ _ O()(ﬁ(l(ﬁZk_z +

aZk—Z) + ﬁ2a2(52k—4 + aZk—4) +oee ak‘lﬁk‘l(ﬁ2 + 0(2) + ﬁkak) + (aB + bC)(ﬁk_lak_l(ﬁS _ a3 +
k-1

lBk—Zak—Z(ﬁS _ 0(5) 4o+ ﬁZQZ(ﬁZk_3 _ aZk—3) + ‘Ba(ngk_l _ aZk—l)) + bB(ﬁ _ a)(Z ajﬁk_j)z,

=1

B

(XZk_lﬁz

I
—_

= (@A +cC)(B— a)a*pr — (bA + cB),Boz[Ba(,B - az)(oczk‘4 +a¥ B+ a2+ 4 EOR2 4
B 5a+ ﬁzk‘4) +a?B2(B— 05)(042"‘6 +aZ 7B+ a2 BB 4+ B2+ g T o+ ,82"‘6) +a’B(B—
(x)(az"‘S +a® B+ -+ %+ 52"‘8) + oo+ a8 - a)((a4 + B4 + Ba(a® + B7) +
B2a?) + B2k 2B - o) ((a? + B) + Bar) + ﬁk—lak—l] +aC(B— a)((B* + ) + pa(p*2 + a2 2) +
B (B +a¥ ) 4+ BTN (B +a?) + ﬁkak) —cA(B- a)(ﬁa(ﬁZk_2 +a¥ ) + PP (BH +
a4 aFIEN (B 4 a2) + ﬁkak) + (aB + bC)[(ﬁ - 0()(,8"‘10("‘1(042 + ) + ,Bkoz") +(B—
a)(ﬁk‘zak‘z(a4 +8H + ok a2+ B2) + ﬁkak) +o+(B— a)(ﬁZ(Jzz(osz“1 + %) + B2 (a o +

52k—6)+,,_+ﬁk—1ak—1(az+lgz)+ﬁkak)+(‘B_a)(ﬁa(azk—z+ﬁ2k—2)+‘32a2(a2k—4+ﬁ2k—4)+m+
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k-1
Ftat (e + ) + o) + bBGS - o ), lpt )
j=1

= (@A + cC)(B — a)a*Br — (bA + cB)(B - a)[ﬁzaz(aZk‘4 + P + 2833 (a0 + BP0 +
3tat(@® B+ B 4+ (k= 3)B 2P (at + B + (k= 2)8 M (@ + ) + (k- 1).3kak] +
aC(p— a)[(azk + B2 + Ba(a2 +‘sz—2) + pRa (a4 +ﬁ2k_4) fed ak—llgk—l(az +82) +ﬁkak] _
cA(B- a)[[ﬂa(a”“z +B52) + pRat (P + Y 4+ 1B (02 + B + ﬁka"] +(@B+bC)(B-

a)[ﬁa(ﬁZk‘z + aZk—Z) + Zﬁzaz(ﬁZk_4 + CKZk_4) + 3ﬁ3a3(ﬁ2k_6 + aZk—6) + 4,84044([32"‘8 + 0(2k_8) oot

k-1
(k — 2)B2a52(B* + a*) + (k — BB + a?) + (k — 1)ﬁkak] +bB(B - a)( Z a]“[gk—j)z’
=1

= (B- a)[aC(aZk + B2) + Pr Ba(a 2+ BH2) + 1 B2 (a2 + B + P ad (PO + BA0) +

o,
c o+ Giaf 00t B+ o 07 + ) + ol + bB( ) o) l
j=1
Donc

F(a, p)
K(a, p)

5(a, B)
K(a,p)’

= (8- a)

avec

S(Oé, ﬁ) — aC(aZk + ﬁZk) + ﬁlﬁa(O(Zk—Z + ﬁZk—Z) + qlﬁZaZ(aZk—4 + ﬁZk_4)
+ qZﬁ3a3(a2k_6 + ﬁZk_é) + ..+ Elk—2ﬁk_1ak_1(a2 + 52) + ﬁ2ﬁkak
k-1
+ bB( Z ﬁjak‘j)z,
j=1

k-1 k-1
K@p) = (Ap+B) pa*7+Ca*)(Aa*+B Y o+ Cp)
j=1 j=1

Comme S(f, a) > 0, on obtient = a, ce qui est une contradiction.
[
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2.4.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que I'équation (2.9) admet dans ]0, +oo[ un seul point d’équilibre ,

et il est donné par
. a+(k-1b+c
A+ (k-1)B+C’

Dans la suite nous avons besoin les nombres suivants :

rn =aB —bA,r, =aC —cA,r; = bC — Be.

Le lemme suivant est consacré a ’étude de la monotonie de la fonction f.

Lemme 2.4.1

a
1) Supposons que a > max ) et r3 positive. Alors, f est croissante par rapport a x pour

B'C
chaque y et décroissante par rapport a y pour chaque x.

a b
2) Supposons que 1 < mm(B C) et r3 négative. Alors, f est décroissante par rapport a x

pour chaque y et croissante par rapport a y pour chaque x.

Preuve.

b
> - >
1. Onar; >0, de plus a max( B’ C)lmphque que
1, 12 2 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

k-1 -1
2 Z(k — DT ok T 4 Z jo Ty
af A =1
g(x/ y) - k-1 ’
(Ax* + B Z Xy + Cyf)y?
1
k-1

8] Z(k — DT 4k T+ Z jocyPi

af j=1
8_y(x' }/) = - 1

(Axt+ B ) xIyT + Cyy

j=1
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b
2. Onar; <0,deplus Z < min ( B C) implique que

r, r» < 0.

Dong, le résultat découle des deux formules

k-1 k-1

8] Z(k — DT ok T 4 Z jo Ly
af R j=1
a(xr y) - -1 ’

(Axk + B Z Xy T+ Cyf)?

=1

k-1 k-1
2 Z(k — DT 4 ket T 4 Z ja i
07 i=1 i=1
%(x, y) = — — !
(Ax* + B Z Xy + Cy)?
1

Dans le théoréeme suivant nous prouvons que les solutions de l’équation aux

différences (2.9) sont bornées.

Théoréeme 2.4.2 Soit {xn}:o_ une solution de I'équation (2.9).

b
1) Supposons que— > max(B C) et r3 > 0. Alors, pourn=1,2,...,0na
c a
C A
2) Supposons que - 2 < mm(B C> et r3 < 0. Alors, pourn=1,2,...,0na
a c
—<x,< =
AT C
Preuve.
1.0na .
-1
-1 xﬁxﬁ:]l — ok
a =1
Xn+l — Z - -1 ’

k J =i k
A(AxE + B Z X )
=
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k-1
k J k=i k
C(Ax;, + B Z XpX, o+ X, 1)

Maintenant, en utilisant le fait que Z > max( ) on obtient

B'C
r1,72 > 0.
Alors,
c a
C <x, < A n>1
2.0na
k-1
J k=i k
-1 XpX, 7 — 12X, 4
a j=1
Xn+1 Z = 1 ’

k-1
k J k=i k
C(Ax;, + B Z XpX, 7+ X, 1)
=1

b
Maintenant, en utilisant le fait que — < min on obtient
1 A (B c)
r1,72 < 0.
Alors,
a <x,< ¢ n>1
A-T"TC -
n

La stabilité locale du point d’équilibre x = % de I'équation (2.9) est décrite

dans le théoréme suivant.

Théoreme 2.4.3 Supposons que

2k|(k 1)(1’1 +1"3 +1"2|

Gt k-1t AT (-1B+C) -
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a+(k—=1)b+c

Alors, le point d'équilibre X = Zr—=5= de I'équation (2.9) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L'équation aux différences linéaire associée de 1’équation (2.9) autour du

a+(k—1)b+c

Ark—nB+c St

point d’équilibre x =
Xn+1 = P1Xn + P2Xn-1,

avec
k-1 k-1
Y (= PR kT s )
af j=1 =1

p= g(x/x) = 1 5 ’

k(k - 1)(1’1 + 1’3) + 21’2](

k=1
ZE(A + BZ 1+ C)

j=1
k(k - 1)(7’1 + 1’3) + 2k1"2
20+ (k-1b+c)A+(k-1)B+C)

2

De méme on obtient

_ af k(k — 1)(1’1 + 1"3) + 2k1’2
1= %9y 2@+ Kk-1b+)A+(k-1)B+C)

Le polyndme caractéristique associé est

(x, x) =

A =pid—p,=0.
Soient & et g deux fonctions définies par
h(A) = A%, g(A) = p1A + pa.

Ona
k|(k = 1)(ry + 13) + 2,
@+ k-1b+c)A+(k—-1)B+C)

lg(A)| < |p1l + |pal = <1=hA)|, YVAeC:|A =1.
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Donc, d’apres le Théoreme de Rouché, touts les zéros de A2 — p;A — p, = 0 sont dans

Al < 1. D’oui, d’apres le Théoreme (0.0.2), X est localement asymptotiquement stable. m

La stabilité asymptotique globale de I'équation (2.9), fera 1’objet des deux résultats

suivants :

Théoréme 2.4.4 Soient

P1 aC —cA +aB + bC,

3 aC — cA — (k — 1)(bA + cB) + (k — 1)(aB + bC),

RS
N
Il

Gi aC —cA —i(bA + cB) + (i + 1)(aB + bC).

1. Supposons que

o — < mm( ) et r3 négative.

B'C
K|tk = 1)(r1 + 13) + 2,
(a +k-1Db+c)A+(k-1)B+C)
® PP gi > 0,i=12,.. k-2,

a+(k—-1)b+c
A+(k-1)B+C

<1

Alors, le point d’équilibre X = de I'équation (2.9) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {xn}+oo

une solution positive de I'équation(2.9) avec x_1, xg € [Z é]

D’aprés le Théoreme (2.4.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est a

dir lim x,, = x. D’apres la deuxiéme partie du Lemme (2.4.1) on voit que la fonction
n—oo

k-1
axk +b Z Xy + eyt

=)
Sl y) = —
Axk + B Z Xy + Cyf

=1

satisfait les hypothéses du Théoréme (0.0.6), aussi d’apres la partie 2 du Théoréme

(2.4.2) la solution est bornée. Donc, on obtient lim x,, = [, hm Xons1 = lp, avec

n—oo

L = f(lb,hh), L = f(l, ).
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Maintenant, d’apres le Théoreme (2.4.1)(et sa preuve), I'équation (2.9) n"a aucune solu-

tion périodique de période deux et on a

a+(k—1)b+c
A+(k-1)B+C

ZI:ZZ:X:

Théoréme 2.4.5 Soient

cA —aC + bA + cB,

P1
po = cA—-aC+aA+cC—(k—1)(bC+aB)+ (k—1)(bA +cB),

qi cA —aC —i(bC +aB) + (i + 1)(bA + cB).

1. Supposons que
o« 2> max(é £) et r3 positif.
A~ B'C
k|(k = 1)(ry + 13) + 2, .
*@rk-1p+0A+(k-1DB+C)
® p1,P2,9i > O, i:1,2,...,k-2.

a+(k—1)b+c
A+(k—1)B+C

Alors, le point d’équilibre x = de I'équation (2.9) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {xn}::)_l une solution positive de 1'équation (2.9) avec x_1,xy € [é, %]
D’apres le Théoreme (2.4.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif , c’est a
dire

lim x,, = x.

n—oo

D’apres la premiere partie du Lemme (2.4.1), f est croissante par rapport a x pour
chaque y et décroissante par rapport a y pour chaque x. Supposons que (m, M) est une

solution du systéme

m = fm,M), M= f(M,m)
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c’est a dire
k=1
am* + b Z m M7 + cMF
1

m= ,
-1
Amk + B Z miMT + CMF
=
k-1
aMF + b Z Mim T + ek
M= = .
-1
AMK + B Z Mini + Cnik
=1
Donc
k-1
M(am* +b Z mIM*T + cM")
Mm = - ,
-1
Amk + B Z m' M1 + CM*
=
k-1
m(aM* + b Z Mim*T + em®)
Mm = -
-1
AMK + B Z Mim*i + Ci*
=
D’ou
k-1 k-1
M(am* + b Z mMT + MY m@aM* + b Z Mim*T + cm*)
= =
- =0.
f—1 -1
Amk + B Z miM<T + CME AMK + B Z Min=i + Cmt
j=1 =1
L(m,M)
K(m,M)
avec
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k-1 k-1
o L(m,M) = M(am* + bZ mMT + cMFAM* + BZMfmk‘j + Cm*) — m(aM* +
= =

k-1 k-1
b Z Mim*7 + em®(Am* + B Z mIMT + CM¥)

= =1
k-1 k-1
o K(m,M) = (An* + B Z MM + CM*)(AMF + B Z MinkT + Cri).
=1 =
On a
k-1 k-1
L(m, M) = (aAmkMk+aB Z mMTm +aCm2k+bAZ m/ M= ]Mk+bB Z m]Mk j +
j=1 j=1 j=1
k=1 k=1 k-1
bC Z m M + cAMP + cB Z m MIME + cCMkmk) — m(aAMkmk +aB Z m! MIME +
=1 ] =1 j=1
k-1 k-1
aCM* +bA Z mIMim* +bB Z m/M*) " +bC Z MM IME +cAm? +cB Z I ME T +
=1 j=1 j=1 j=1
chkMk>,
k-1 k-1 k-1 N
= aAm*M**! + 4B Z M £ aCm®M + bA Z mI M1 bB( Z m]Mk']) M+
j=1 j=1 j=1
k-1 k-1 k-1
bCY WM+ c AMP* +cB Y ! MPF T 4 e CMM Yt —a AME T —aB Y mIt M —
2 2 2

1 ‘ el B el ‘
aCM*m — bA Z TTIALRYY v bB( Z m/ MK ) m—bC Z M IMET — cAmP!
=1

= =
k-1
—¢cB mj+k+1Mk—j _ Cka+1Mk,
k-1
= (@A + cC)(M — m)M*m* + (aB + bC)(m*M — M*m) Z m M + cAM*H — m?+) +
j=1

k-1
aC(m*M — M*m) + (bA + cB)(M*! — m*1)

k-1 2
m/M7 + bB Z m/M),
1

j=1 j=
k-1 k-1
= (@A + cC)(M — m)MFm* + (aB + bC)mM(m*— Z miIMT — MR Z m!M1) + cAM -
J=1 Jj=1

m)(M* + M* U+ MZ*2m2 + -+ MPm® 2 + Mm® !+ m®) —aC(M — m)(M>*72 + M*3m +
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k-1 k-1
M* 4?4 AN+ S M 4+ m*2) + (DA + cB) (M Z m M7 — Z mMT) +
1 =
= N2
bB(M — m)( Z mM),
1

= (1A +cC)(M—m)Mem* + (aB+bCymM(m*2M+ m> M2 + - - -+ mF M2 4 ke
M=l - M k=2 4 MPR32 +M2k‘2m) +cAM- m)((MZk +m2) +mM (M2 +m>*2) +
m2M>(MZ* + m24) + -+ MY (M2 + mP) + mkMk) —aC(M - m)(mM(Mzk‘2 +m*2) +

m2M>(MZ*4 4 m?4) 4. - -+Mk‘1mk‘1(M2+m2)+mkMk)+(bA+cB)<Mk+2mk‘1+Mk+3mk‘2+- ot
k-1

‘ \2

M2112 + M1 — 112 M — 2T M2 =« « - — R 30 fF2 _mk+2Mk—1) + bB(M—m)( Z m]Mk—]) )
j=1

= (aA + cC)(M — m)Mni* = (aB + bC)mM{(mM(M*=3 — m>=3) + m2M> (M5 — m?-3) +
TBMB(M7 = 1127) 1 . k=3 ME3(MS — 15 + k-2 MF=2(MP — 123) + k= M1 (M — m)) +
cAM — m)((MZk +m2) + mM(M%*2 + m?2) + m>M>(MZ** + m®) + - - -+ M-I (M2 +
m?) + mkMk) —aC(M - m)(mM(Mz"‘2 +m%2) + m MAE(MZ*A + mP ) - M T (M2 +
m?) + M) + (bA + cB)(m* ML (M = 1) + b 2ME2(MS — ) + -+ + P ME(MES —
m%=3) + mM(M*! — mz"‘l)) +bB(M — m)( i mIM*T )2,

=

= (@A +cC)(M — m)M*m* — (aB + bC)mM[mM(M — m)(mZk‘4 +m*SM+m>* oM+ - -+
M26122 + M2*51m1 + MZk—4) + 2 MZ(M _ m)(mZk—6 + 12T M + mZ M2 + - -+ M8 +
M 14 MP0) i M2 (M=) (125 4 O Mt -+ ME 4 MZS ) M3 (M~
m)((m4 +M*) + mM(m? + M?) + szz) +m 2 M2 (M - m)((m2 +M?) + mM) + m"‘le‘l] +
cAM - m)((MZk +m%) + mM(M%*2 + m?2) + m2M2(MP* + m?4) + -+ M (M2 +
m?) + mkMk) —aC(M - m)(mM(Mzk‘2 +m*2) + m?MA(MPH + m? ) - M T (M2 +
m?) + mkMk) + (bA + cB)[(M - m)(mk‘le‘l(m2 +M?) + mkMk) +(M - m)(mk‘sz‘z(m4 +
M* + m*IM (m? + M?) + mkMk) +o+ (M- m)(szz(mz"‘4 + M%) + mPMB (6 +
M=) + -+ I M (m? + MP) + mkMk) +(M - m)(mM(mz"‘2 + MZ*2) 4 2 M2 (m?4 +
M)+ MR (e + MP) + mkMk)] + bB(M — m)( ki me"—f)Z,

=

71



Chapitre 2. Sur la stabilité globale de certaines équations aux différences d’ordre deux

= (aA + cO)M — m)Mm* = (aB + bC)(M — m)[m2MA(m>~* + M*4) + 203 MP (=6 +
M%) + 3m*M*(m? =8 + M%*8) + ... + (k — 3ym* 2M2(m* + M*) + (k — 2)m*'m Y (m? +
M2) + (k = 1)m M| + cAM — m)| (M + 1) + mM(M2 4 1?2) 4+ 2 MEMP + ) +

o+ MUY (M +m?) + mkMk] —aC(M - m)[mM(MZk‘2 +m%2) + m2 M2 (M4 + m?4) +
-+ M (M2 + i)+ ME |+ (bA + cB)(M - m)[mz\/I(mzk—2 + M22) 4 2m2 M2 (m?* +

Mzk—4) + 3m3M3(m2k—6 +M2k—6) +4m4M4(m2k—8 +M2k—8) +- (k _ z)mk—sz—Z(m4 +M4) +
k-1

(k = )m = m? + M2) + (k — 1)mMF| + bB(M — m) meMk‘)
j=1

= (M—m)[CA(M2k+m2k)+p1mM(MZk‘2+m2k‘2)+q1m2M2(M2k‘4+m2k‘4)+q2m3M3(M2k‘6+

k-1
m*—e) .. -+qk_3mk—2Mk—2(M4+m4)+qk_zm’<—1Mk—1(M2+m2)+p2mkMk+bB Z mek j ]
j=1

Donc
L(M, m)
K(M, m)

R(M, m)
KM, m)’

= (M —m)
avec

R(M, m) = cAM* +m®*)+pymM(M*=2+m*=2)+g,m* M2 (M>*4+m>4)+g,m3 M3 (M* -6+
m*=6) 4+ q_sm MM+ m*) + g M (M + m?) + pym*ME + DB ﬁme" f)

j=1
On a L(M, m) = 0 et comme R(M, m) > 0, on obtient

M =m.
Donc, d’apres le Théoreme (0.0.5), on obtient

lim x,, = x.

X—00
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24.3 L’ordre de convergence

Ons’intéresseicial’estimation del’ordre de convergence d une solution de I'équation

(2.9) qui converge vers le point d’équilibre x = %.
On a pour n € Ny
el
axt +b Y xhx 4+ exk
. = j=1 a+k-1b+c
ntl B A+(k-1)B+C

=1 .,
k J K] k
Axy +B ];1 xpX, 1 +Cx;

k-1 k-1
k- k-
(rl k=1)xk +rxk +13 Y xan_]l) — (1’1 Y X, +rxt  +rs(k—1) x’;_l)
j=1 =1

k1o
(Ax’,ﬁ +B ]Z x0x o+ Cx’;_l) (A+(k-1B+0Q)

i1

k=1 =1
r ((k -k - x,ﬂxi__]l) +1; (xﬁ — x’;_l) +73 (Z X — (k- 1)xﬁ_l)
j=1 =1

-1 .
k—
(Ax’,; +B ]221 0x Cx’:l_l) (A+(k-1)B+0C)
La derniére égalité peut étre écrite comme suit :

1 [(x’,; - xnx’;jll) + (x’; - xﬁx’;zl) 4+t (x’,; - xﬁ‘lxn_l)]

Xp+1 — X =

-1 n

k-1 . .
(Axﬁ +B Y, T+ ka_l) (A+(k-1)B+C)
j=1

2 (Xp — Xp_1) (x’;‘l + x5 2 e+ xk‘l)

n—1

+

k-1 . .
(Axﬁ +B ]zl T+ Cxﬁ_l) (A+ (k-1)B+C)

k=1 _ Ak 2.k-2 _ ok k-1 k
3 [(xnxn_1 - xn_l) + (xnxn_1 — xn_l) + o+ (xn Xp_1 — xn_l)]

+
k-1 . .
(Ax’,; +BY x4 Cx’;_l) (A+(k-1)B+C)
j=1
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Apres simplification, on obtient

0
+1 k—j-2 i+2 k—j-3 i+k—1_ —j
( — Xn- 1)[Zx] n]1 +Zx] n]1 +- “+]§) ; xnil

Xp+1 —X = I
(Ax +BZx]xk]+an 1)(A+(k—1)B+C)
k-1 .
(X — X 1)¥x]xi ]1_1
+7 =

k-1 . .
(Ax’; +B ,Z 0+ Cx',;_l) (A+(k-1)B+C)

0 k=2
(X xnl)[zxnx]+kl+z 1]]+k2 +Z k]2]+1
j=0

+73 ~
(Ax +BZx]xk |+ Cxk )(A+(k—1)B+C)

= (1151 + 71252 +1353) (xn Xn-1),

avec .
ZXJH 1;1]12_'_ Zx]+2 I;]l3+ __+szl+k—1x;11
5, = =
1 — 7
=
(Axﬁ+B le,ﬂxn_]l +Cx’;l_1)(A+(k—1)B+C)
]:
k—j—1
Zx] X
Szz
k-1
(Ax +BZx]xk]l+Cx )(A+(k—1)B+C)
et o
Z'z)x b 1 +Zx1 J ]+k12+ -'+Z%)xﬁ_j_2xitll
iz
S3 = .
(Ax§+B zx{;x’;jfl +Cx’;l_1)(A+(k—1)B+C)
=1
Ainsi

Xn+1 — X = (1151 + 1252 + 1353) (X, — X) = (1151 + 1252 + 1353) (X1 — X) .

Puisque lim x, = x, on obtient

n—+oco
. . 3 k(k—1)
Hm S = lhm S = e T kD b+ A+ k—DB+C)
im S, = k
o 2 (a+(k=1Db+c)(A+(k-1)B+0O)
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Ainsi
111;1_'1 (}"151 + 1’282 + 1"353) =p,
donc
1151+ 128, + 1353 = p + €1(n), lirp e1(n) =0,
et
111’_{1 - (1"151 + 7"282 + 1’353) =4q,
donc
— (1151 + 125, +1353) = g + €2(n), lirP &(n) =0.
Soit
en = X, — X.
Donc, I'équation (2.10) devient
enr1 = (p + €1(n))e, + (q + €2(n))e,1 (2.11)

C’est a dire I’équation (2.11) peut étre écrite sous la forme matricielle
ey 0 1| e 0 0 €n-1
= —+ ,
€n+1 P q e, €x(n) €1(n) e,

I"équation caractéristique de la matrice ( ] estlaméme quel’équation caractéristique

P 4

del’équation linéaire associé a l’équation (2.9) autour du point d’équilibre x = ar(kDbic

A+(k-1)B+C*

En utilisant les Théorémes de Perron, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 2.4.6 Soient x Le point d’équilibre et (x,),-; une solution positive de I'équation

e
(2.9). Alors, le vecteur d’erreur E, = | satisfait les relations asymptotiques
€n—1

= tim [Ensil
v I

: 1
p = lim (IE.ID"",
avec p égale le module de I'une des racines de I'équation caractéristique.
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244 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partir, nous considérons les exemples numériques

suivants :

Exemple 2.4.1 Sionprendk =3,a=2,b=1,c=2,A=5,B=2,C = 3, I'équation (2.9)

prend la forme
20 + XXy + X X2 + 200
(2.12)

= 5.3 2 2 3
5x;, + 2xX,-1 + 2,5 + 3%

Xn+1

On a x = 0.5. Toutes les conditions du Théoréme (2.4.5) sont satisfaites et on a lim x, = x. (
n—-oo

voire fig.(2.5))

X(n)

0.505

0.5

0.495

0.49

0.485}

0.481

0.475 ; ; ' y
0 10 20 30 40 50
Ficure 2.5 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation

(2.12) avec les valeurs initiales x_; = 0.45, xo = 0.55.

Exemple 2.4.2 Sionprendk =4,a =2,b=2,c=6, A =13, B =3, C=9.5, I"équation
(2.9) prend la forme

4 3 2,2 3 4
2x;, + 2, X1 + 220,X;, 4 + 2x,X_ +6x; 2.13)

4 3 2,2 3 4
1.3x5, + 3x;,x,-1 + 3, + 3xx,_ +9.5x,

Xn+1 =

On a x = 0.707. Toutes les conditions du Théoreme (2.4.4) sont satisfaites et lim x,, = x. (voir

fig. (2.6))
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X(n)

0.705}
A

< 0695}
069}
0.685|
068}

0.675[

0.67 i i i i
0 10 20 30 40 50

Ficure 2.6 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation

(2.13) avec les valeurs initiales x_; = 0.95, xo = 0.75.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT DES SOLUTIONS
DE CERTAINES EQUATIONS ET
SYSTEMES D’EQUATIONS AUX

DIFFERENCES D’ORDRES
SUPERIEURS

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse al’étude du comportement des solutions del’équation

aux différences

_ a
B+ VXn-i

Xn+1 s n:O/1/2/--'/
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

avec a, 8,7 € R}, k entier natural fixé et les valeurs initiales x_i, x_k41, ..., Xo sont des
nombres réels. Puis, nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions des

systemes d’équations aux différences suivants :

1 1
Xn+1 = 11—' Yn+1 = _'__1—, n=0,12,...,

+ Yn-k F Xn—k

avec X_k, X_+1, - - - X0, Y=k, Y—k+1, - - -» Yo sont des nombres réels et k entier natural fixé.

[

3.2 L'équation x,,41 = eV

Dans [55] Tollu et al. ont obtenu la forme des solutions des équations aux différences

de type Ricatti
1 1

Xp+1 =
1+x, ™ —1+x,

Xn+1 =
en termes de la valeur initiale x; et des nombres de Fibonacci.

Motivé parles résultats obtenu dans [55], nous étudieronsicil’équation aux différences

plus générale
a

ﬁ + VXn-k

avec a, 8,7 € R}, k entier natural fixé et les valeurs initiales x_x, x_¢41, ..., Xo sont des

, n=0,1,2,..., (3.1)

Xn+1 =

nombres réels.

Remarque 3.2.1
o Pour d’autres résultats généralisant ceux de Tollu et al., on pourra consulter [48].

e L'équation (3.1) se ramene a I'équation

__ 1
Xn+l = p + xn_k, (32)
en posant
p
=—etp=—.
7 Y $ )4

Ainsi, au lieu de I'équation (3.1), on étudera I'équation (3.2).
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

3.2.1 Forme des solutions

Nous rappelons que W, est le n-eme nombre d’'Horadam, qui vérifié la relation de

récurrence W1 = pW,, + gW,_; avec Wy =0, W; = 1.

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions de 1’équation (3.2).

Théoréme 3.2.1 Soit {x,},>_ une solution de (3.2). Alors pour n =0,1,...,

Wi + WiXi_ s
X ;= , 1=1,2,...,.k+1.
e = W0 + Wn+1xi—(k+1)q

avec les valeurs initiales sont des nombres réels et x_x, X_g41, ..., X0 & { - %Lf, n=0,1, }
n+

Preuve. Par un calcule directe, on obtient de (3.2) que

yi=—1 =12, k+1,

P X
donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifier
pour n — 1, c’est a dire,

Wy + WisiXi_kr1)

L, i=1,2,., k+1.
Wi + ani—(k+1)q

X(k+1)(n-1)+i =

Montrons le résultat pour n. Il découle de 'équation (3.2) et de I'hypothese de la

récurrence que

N
P+ X(c+1)(n-1)+i
q
N Wy + Wi Xi— ks
P Wi + ani—(k+1)q
q
PWoia + gW, + (pWy, + qWoo1)Xi—es1)
W1 + WiXi_een

Xk+D)n+i =

Donc, on a
Wi + WiXi_er1

Wiz + Wi Xies) .

Xk+1)n+i =
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3.2.2 Stabilité global des solutions positives

Notons d’abord que I'équation (3.2) admet dans ]0, +oo[ un seul point d’équilibre ,

et il est donné par

P

2

Soit I =]0, +oo[, et considérons la fonction f : 1 — [ définie par

f(uO/ Uty .eey uk) = p _fuk‘

La stabilité locale du point d’équilibre E = _;HT VP e I’équation (3.2) est décrite dans

le théoreme suivant.
Théoreme 3.2.2 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

Preuve. L'équation linéaire associée a 1’équation (3.2) autour du point d’équilibre E est

donnée par

—p* =29+ pp*+4q
Yn-k
2

q

Ynv1 =
et son polyndme caractéristique

—p* =29+ pp*+4q

k+1 _
AT = 2

Considérons les deux fonctions définies par

—p? =29+ pp* +4q

a(A) = A% bA) =

2q

On a ,

—p2 9 2 44

1P q+pyp*+ 1.4
2q
En effet,
P\/P2+4q<\/P2+4q\/192+4q=192+4q,

donc

—p2+p1/p2+4q <4gq,
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

ainsi
—2g — p* +p+[p? +4q < 4q,
d’ou
—p* =20+ pp>+4q -1
2q '
D’autre part
pP?+4q>p7,
donc
—p* +pJp? +4q >0,
ainsi
-2g —p2 +pAP?+49 > -2g,
d’ou
W ik bl k|
-1< 2 .
Alors,

—p* =29+ pp*+4q

1.
2q <

Par conséquent

[b(A)| < la(A)], YA 1 |A] = 1.

Donc, d’apres le Théoreme de Rouché, tous les zéros de P(A) = a(A) — b(A) sont dans
Al < 1. D’ou, d’apres le Théoreme (0.0.2), E est localement asymptotiquement stable. m

La stabilité asymptotique globale de 1’équation (3.2), fera I'objet du théoreme suivant.
Théoreme 3.2.3 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {x,},-_; une solution positive de I'équation (3.2). D’apres le Théoreme
(3.2.2) il suffit de prouver que E est globalement attractif, c’est a dire
lim x, = E.
Pour cela, on prouve que pouri=1,...k+1ona

lim X(+1yn+i = E.
n—o0
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

Pouri=1,..,k+1,il découle du Théoréeme (3.2.1) que

Wit + WaXi_s)

lim Xk+Dn+i = lim
n—co n—c0 Wyio + Wi Xiokr1)

Wi (1 + %xi—(kﬂ))

= lim
n—oo

W,
41 (—W:j + xi—(k+1))

q
q+ D Xi—(k+1)
+

D, + Xik41)
P+ NP+
= > .
Donc
lim x, = E.
Nn—o0
[

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les deux exemples

numériques suivants :

Exemple 3.2.1 Sionprend p =1,9 = 8 et k = 1, I'équation (3.2) prend la forme

8
Xn+1 = 1+ Xn_1' (33)
Supposons xy = 2 et x_; = 1. (voir Fig. (3.1)).
Exemple 3.2.2 Sion prend p = 2,9 = 11 et k = 4, I'équation (3.2) prend la forme
11
Xn+1 = > X, s . (34)

Supposons xo = 1.5, x_1 =24, x_, =3, x.3 =09 et x_4 = 2. (voir Fig. (3.2)).
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35 7'

i i i i
0 20 40 60 80 100

Ficure 3.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 'équation

(3.3).

26 4‘0 66 E;O 100
Ficure 3.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution de I'équation (3.4)

3.2.3 D’autres relations entre les solutions de 1’équation (3.2) et les

nombres d’Horadam

W,
u, i=0,1,..,k, les valeurs initiales de I'équation (3.2).
Wk+1

Alors pour n,k €e Nandn >k+1,0ona

Théoreme 3.2.4 Soient x_j,; =

W, = qn_(kﬂ)wkﬂ .
XiX (k+1)+iX2(k+1)+i * * * X(n—(k+2))(k+1)+i

Preuve. On a d’apres le Théoreme (3.2.1)
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v = Wi + Woxi—(k+1)q
l Wo + Wixi_esn)

Wy + Wixi_ )

X(k+1)+i = q,
(e W3 + Waxi_ 41
. - Wi+ szi—(k+1)q
2k+l)+i = ,
(e Wy + Waxi_ 41
. Wit + WiXi_s1
k)b =
s Wi + WXz
D’ou,
ﬁxz(k b qn+1
+1)+i = .
=0 ! " W + Wi Xie e
Donc,
n—(k+2) qn_(k+1)
Xj(ertyei = :
g DR =W+ Wi— (k1) Xi=(k+1)
Ainsi,
n—-(k+2)
XiX(k+1)+iX2(k+1)+i * * * X(n—(k+2))(k+1)+i = H Xj(k+1)+i
j=0
g+
T Wk + Wo gy Xiegern)
g+
= W,
Wn—k + ﬁwn—(lwl)

qn—(k+1)Wk+1

WisiWii1 + GWiW,_ges1)

D’apreés l'identité (i) du Lemme (0.0.2) on obtient

qn—(k+1)wk+1

XiX(k+1)+iX2(k+1)+i = * * X(n—(k+2))(k+1)+i = W
n

D’ou,
W, = qn_(kﬂ)wkﬂ .
XiX (k+1)+iX2(k+1)+i * * * X(n—(k+2))(k+1)+i
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

Théoréme 3.2.5 Soient x_i.; = —W”+2+r, i =1,...,k, les valeurs initiales de I’équation (3.2).
n+l+r
Alors pourn,r e IN , ona
= W 1+r
+
(—1)n+1 Xjk+1)+i = ;V .
j=0 '
En plus
n
lim(-1)"" H Xjgerni = O,
=0
Preuve. On a de I’égalité (3.5),
n qn+1
Xi(kst)hi =
g et Wia + WiiiXioean)
qn+1
- Wn+2+r
W, — W,
n+2 n+1 Wn+1+y
qn+1wn+1+r

Wn+1+rwn+2 - Wn+1 Wn+2+r

Donc, d’apres l'identité d’Ocagne, on obtient

n

Wi
(_1)n+1 H xj(k+1)+i — n+ +r.
j=0 Wr

Soit r — oo, Alors

. n . Wn r n
lim (=1 | [ xjgcrnyes = lim = L,

r

R _ 1 _ 1
3.3 Lesysteme x,,1 = Try Y+l = T

Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du systéme d’équations

aux différences

Xpsl = ;oY = , n=0,1,2,... (3.6)

1+ Yn—k 1+ x,%
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olu kentier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels avec x_, y_, ..., Xo, Yo &

{ - Fiil’” =1,2, } U { - F;"T”,n =1,2, }, ol {F,},s0 est la suite de Fibonacci.

Avant d’étudier le systeme (3.6), nous rappelons quelques résultats fondamentaux

nécessaire pour notre étude.

Soient f et g deux fonctions continiment différentiables
f. Ik+1X]k+l—>I g: Ik+l><]k+l_)]
ot I, ] sont des intervalles réels. Considérons le systeme d’équations aux différences

Xn+1 = f (xn/ Xn—17+++ s Xn—ks yn/ ]/n—lz sy yn—k) (3 7)

Yne1 = 9% Xus1, -« Xncks Yrs Y1, - - - » Ynk)

ou n/k € NO/ (x—k/ X_k+ls--- /xO) € Ik+1 et (y—k/ Ykt1revvs yO) € ]k+1'

Il est claire que la systéeme (3.6), est un cas particulier du systéeme plus générale (3.7).

Définissons la fonction

H: Ik+1 % ]k+1 N Ik+l % ]k+1

par
HW) = (fo(W), AW), ..., il W), go(W), 1(W), ..., (W)
avec
W = (ug, u1, - .., Uk, o, 01, -, 0k)",
fo(W) = fF(W), A(W) = ug, ..., fil(W) = g,
go(W) = g(W), :(W) = v, ..., g(W) = vp1.
Posons,

W, = [xn/ Xn—1s+ s Xn—ks Ynr Yn-1,- - -, yn—k]T .
Ainsi, le systeme (3.7) est équivalent au systeme
Wy =H(W,), n=0,1,..., (3.8)
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c’est a dire
Xn+1 = f (xn/ Xn—1s++rXn—ks Yr Yn-1,- -+, yn—k)

Xy = Xn

Xp—k+1 = Xn—k+1
Yurr = 9%, Xns1, - Xncks Yo, Y1 - -+ 1 Yuokc)

y” = yn

Yn—k+1 = Yn-k+1

Définition 3.3.1

1. Un point (x;y) est dit point d’équilibre pour le systéme (3.7) si

s X, Y, Y, ),

=l

X = F(

=

7

SRR ATATANAT)

<
Il

2. Unpoint W = (%,%,...,%, 7,7, ..., ) € [ x J**1 est point d’'équilibre du systeme (3.8) si

W = H(W).

Définition 3.3.2 Soient W un point d’équilibre du systeme (3.8) et || . || une norme, par

exemple la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe

0> 0tel que || Wy — W< 6 implique || W,, — W ||< € pourn > 0.
2. Le point d'équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
stable) s'il est stable et s'il existe y > 0 tel que || Wy — W ||< y implique

| Wy = W [|= 0, n = +oo.

3. Le point d'équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif
de bassin d’attraction l'ensemble G C " x J1), si pour chaque Wy (respectivement
pour chaque Wy € G)

| W,=W]— 0, n - +c.
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4. Le point d'équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si est localement stable, et si pour

chaque Wy (respectivement pour chaque Wy € G),
| W, =W > 0, n > +oo.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s'il n’est pas localement stable.

Remarque 3.3.1
Il est claire que (x,y) € I X | est un point d’équilibre du systeme (3.7) si et seulement si

]
W=&X,...,597Y,...,Y) € ' X [ est un point d’équilibre du systeme (3.8).

Le systéme linéaire associé au systéme (3.8) autour du point d’équilibre

W = (ylzl /E/y/y/”' /y)

est donné par

Wy =AW, n=0,1, ...

oi1 A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

[ 9fy T afo [ Ta7 f A %0 A 2o T o o |
L) LW ... LW BW) 2W) ... EW)
o T Of T I Ty Oh T Oh (T h Th7
) W) . W) W) Z) . )
Ak /ThT fx /AT A [ThT Ak a7 2k (A7 fx [ThT
PO (L (DR CURE - { OB ~{ (O {G)
| 99 o 990 T 0 [T 990 Tan 99 T g0 Tr7
ﬁ(W) TZ?(W) e TZ(;(W) TZE(W) 3—51(W) e a—ZZ(W)
I TN 99 ThT I T 0% (TN 9T (ThT g1 (T
ﬁ(W) Tﬂ(W) e Tii(W) a—ﬂ;(W) a_Zi(W) e a—Z:(W)
9 ;[ TAN Ok [TAT 9k ;[ TAN 99k [TAN Ok (ThT 9k [ThT
| W) GEOA) . A E) EW) .. W)

Théoreme 3.3.1 (Stabilité par linéarisation, [32])

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert

IA| < 1, alors le point d"équilibre W du systeme (3.8) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,

alors le point d'équilibre W du systeme (3.8) est instable.
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3.3.1 Forme des solutions

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions du systeme (3.6).

Théoréme 3.3.2 Soit {x,, Yu},_, une solution de (3.6). Alors pourn =0,1,...,

Foni1 + FonlYioges) Fopi1 + FonXi—ges) .

’ Yo+ 1yn+i = ’ L= 1/ 21 Y k + 1/
Fonio + Fops Vi) Fopio + Fopp1Xi—(es)
Fonio + Foni1Xi—k+2) Fonio + Foni1Viok+2)
Yo+ )n+i =

Xo(k+1)n+i =

Xo(k+1)n+i = , i=k+2,..,2k+2.

Fonss + FopsoXiokr2) Fouis + Fonpolioore2)

Preuve. Par un calcul direct, on obtient de (3.6) que

X1 = 1 Xy = 1 Xip1 = 1
1 — 1+y_k, 2 — 1+y_k+1/~"/ k+1 — 1+y01
_ 1 _ 1 _ 1
o= 14+ x4 yz_1+x_k+1"”'yk+l_1+xo'
et
. o 1+xy . T+ x g ; _T+x
k+2 — 2+x_k’ k+3 — 2+x_k+1/--~/ 2k+2 — 2+x0/
1+yx 1+ Yk 1+yo
Y2 = ry_k, Yiv3 = m/~-~/y2k+2 = 2+yo.

Donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 1 et que le résultat est vérifié

pour n — 1, c’est a dire

Fon1 + FonaVi—(es1)

X )i = ,i=1,2,..k+1, 3.9
20erbin-n+ Fon + Fopn1Yi—ks1) (3:9)
Fon1 + FonoXi_(k4)
i = ,i=1,2,..,k+1, 3.10
Yo(k+1)(n-1)+i Fyo + an—1xi—(k+1) ( )
Fon + Fopn_1Xi—ok42)

X )i = ,i=k+2,k+3,..,2k+2, 3.11

Ao = o+ FouXi_ok+2) (1D
F n + F n—-1Yi- .

Yatrnoysi = 2D 0 k43, 2k 4 2, (3.12)

Fopi1 + FonlYik+2)

90



Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

Pouri=1,..,k+1,il résulte de (3.6), (3.9) et (3.10) que

et

X2 (k+1)n+i

Yo+ 1)n+i

1

1+ Yogeriyn—(1+k)+i
1

1
1+ X1y -1)+i

1+

1+ X0 1y(-1)+i

2+ Xo(kt1)(n-1)+i
4 Fou1 + FouoViogesn)
Fop + Fon1Yiogesn)
Fou1 + FonoVigean)
Fon + Fon1Yizges)
(Fon + Fou-1) + (Fon-1 + Fon)Yi—(es1)
Fop + Fopo1Yizgesn)

2F5, + Fopo1 + 2Fpu1Yi—k+1) + Fon—aVi—es1)
Fon + Fon1Yizes)
Fopi1 + Fonligean)
Foui1 + Fou + (Fon-1 + Fou) Vi)
Foni1 + FonlYioges)
Fonsa + Fons1Vimges1)”

1
1+ Xogs1yn-+hy+i
1
1
1+ Yosyn-1)+i
1+ Yogsyn-1)+i

1+

2+ Yo 1) (n=1)+i
Fon1 + FouoXi_k41)

Foy + Fopn1Xi—(es1)

Fon-1 + FopoXi—(k4+1)
Fop + Fop1Xi—ges)
(F2n + Fayo1) + (Fon1 + Fou2)Xi_gesn)
Fon + Fopn1Xi—(es1)

2F5, + Fop1 + 2F5, 1 Xi—(es1) + FonooXi—es)

Foy + Fopn1Xi—ges)
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Foui1 + FouXi_gesn)
Fous1 + Fon + (Fon-1 + Fon)Xi—ks1)

Foni1 + FonXi—geeny

Fopio + FonsaXi—k+1)

De méme, pouri =k+2,k+3,...,2k+2,de (1.3), (3.11) et (3.12), on obtient

et

Xo(k+1)n-+i

1

Vok+)n+i =

1+ Yogsryn—+k)+i
1
1

1+ X1y (n=1)+i

1+

1+ X1y (n=1)+i

2 4 Xo(kt1)(n-1)+i
Foy + Fop1Xi—rs2)

Fope1 + FonXi—rs2)

Fon + Fop1Xi—k42)

Fope1 + FonXi—rs2)
Foni1 + Fon + FouXi—ks2) + Fon1Xi—2k+2)

Foni1 + FonXi—k+2)
2Fou11 + Fou + 2F 0, Xi—0k+2) + Fon—1Xi—k+2)

Frui1 + FouXi—is2)
Fopio + FoppXi—rs2)

Fon1 + Fopso + FouXi—oks2) + Fons1Xicoke2)
Fonio + FopnsXi—r+2)

7
Foniz + FonpoXioogs2)

1
1+ Xogs1yn-+hy+i
1
1
+
1+ Yos1yn-1)+i
1+ yogs1y-1)+i

1

2+ Yo 1) (n-1)+i
Fon + Fono1Yi—k+2)

Foni1 + FonVick+2)

Fop + Fono1Yi—k+2)

Foni1 + FonVick+2)
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Fonir + Foy + FonYiors2) + Fon1Vioke2)
Fons1 + FonYiok+2)
2Fon1 + Fou + 2F5,Yi—k42) + Fono1Vicks2)
Fopi1 + FouYioore2)
Fopio + Fons1Vioks2)

Fope1 + Fonso + FouVicoks2) + Fon1Yi-2k+2)
Fonio + Fons1Vi-k+2)

Fonss + FonsaViooes2)

3.3.2 Stabilité globale des solutions positives

Dans cette partie, nous étudions la stabilité asymptotique globale du systeme (3.6).

Soient I = | =]0, +o0[, et considérons les fonctions
f: Ik+1><]k+1—>[ g: Ik+1><]k+1—>]

définies par

1
fuo, ua, ..., Uk, 0o, 01, ..., V) = Tr o

1
!](uO/ulz---;uk/UO;Ull---/Uk) = 1 +uk-

Notons que le systeme (3.6) admet dans I X | un seul point d’équilibre , et il est donné

par

E:(_lzﬁ,_lzﬁ)-

Théoréme 3.3.3 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Le systéme linéaire associé au systeme (3.6) autour du point d’équilibre

Wz(—1+\/§ ~1+V5 -1+ 5 —1+\/§)€1k+1x]k+1
.. , . >

2 Y 2 2 Y
est donné par
XTZ+1 = AXn/ Xn = (xn/ Xn-17+++ s Xn—ks yn/ ]/n—l; ceey ]/n—k)T (313)
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avec
B C

C B

ou B, C sont des matrices d’ordre (k + 1) données par

1
0
B= ,
0 0 1 0
et
-3+5
0 0 =
0
C=
0 0 0
0 0 0
Soit
B- ALy C
P(/\) = det(A - Alzk_,_z) = det
C B — Al
-1 0 0 0 0 =25
1 -A 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1o o 2 ) 0 0
0 1 0 0
0 0
0 0 0 0 1 -A
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-A 0 0 0 0 0 ... 0 0 0 =5
1 0 0 0 0 1 -A 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 . 0 0 0
=-A : —
0 5 ) 0 0 0 2 _) 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 Lo 0
0 0 0 1 -A| |0 0 0 1 -A
1 -A 0 0 0
01 0 0 0
00 1 0 0
:/\2k+2__3+\/g
2 0 -3+5 0
2
0 g A
0 0 0 1

Donc on obtient ,
-3+ 15 )

P(A) — A2k+2 _ ( >

On considere les deux fonctions définies par

a(l) = A% b)) = ( 5

(M| < la(A)], YA - |A] =1

Donc, d’apres le Théoreme de Rouché, touts les zéros de P(A) = a(A) — b(A sont dans

Al < 1. D’ou, d’apres le Théoreme (3.3.1), E est localement asymptotiquement stable.

Théoreme 3.3.4 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve. Soit {x,, Yu},._, une solution de (3.6). D'apres le Théoreme (3.3.3) il suffit de

prouver que E est globalement attractif, c’est a dire
lim (x,, y.) = E.
Nn—oo

Pour cela, on prouve que pouri=1,..,2k+1ona

-1+ 15

lim x ;= lim ;=
S Xk i = T Yok+1)n+i B

Pouri=1,..,k+1,il découle du Théoréeme (3.3.2) que

F2n .
. . Fou1 + Fonliokr1) . L+ Tong Ji—(k+1)
lim xpk41yn+i = lim = lim - ,
n—+oo noteo Fopyp + FopsaVicgeery  n=% 222 4y )

Fauy1
et :
) ) Foni1 + FouXigesn) .1+ inil Xi-(k+1)
lim Yo+ 1)n+i = lim = lim 2 .
n+o0 no+e0 Fopyo + FopsaXio(esn)  n—+e0 o+ Xie(k41)
En utilisant la formule de Binet
a — ﬁn
F, = , ne No
a=p
avec a = 1+2\/5, B = %, on obtient
1_(E)Zn
2 a
. F . aTX 5 1
lim = lim — = —.
n—+00 Fo, .1 n—+o0o ) 1_(&) o
a n+1 X a
a—=p
De méme on obtient
1- F2n+2
im =
n—+e0 Fappq
Donc, de (3.14)-(3.18), on aura
) T+iyigy 1 -1+45
lim xp4p4i = ———— = — = ————,
n—+oco a+ Vi) @ 2

. T+l gy 1 -1+45
im =— = — =
am Yo+ 1)n+i &+ Xiger) o >

D’une maniere similaire, on obtient, pouri =k+2,k+2,...,2k+1:

-1+ 15

lim x ;= lim ;=
A Xkt = ML Yak+1)n+i >
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-1+v5
2

(respectivement Vig=(ks1) = Y = _1+T‘/§) pour

Remarque 3.3.2 Si xj_¢1) =X =

1<iy<k+1,0onapourn=0,1,..

-1+ V5 . -1+ 5
Yk+n+ig = 5 (respectzvement X(k+1ynsip = T)
Utilisant le fait que
S
T T 14y

et le Théoreme (3.3.2), on obtient

- Foy Fony1+Fon+XFo041
y By +Fyx Paatry 143
ktlntip = = = = = == =
Fopio + FoppaX Fopio + FopsiX Fopo + Fopnx
Fouso+XFou41 1
_ 1+x _ _ f
- _ _ 7
Fopso + Fopsix  1+x
et
— Fay Fona1+Fon+yFons
Fons1 + Fony Fona + 1+y 14y
X+n+ip = 7 &= = = == =
Fopio + Fopay Fopnio + Fops1y  Fopso + Fopay
Fon+yFoui1
1+y 1 —
= — = — = y
Fopio + Fonniy  1+y
= -1+45 - -1+45

De méme, si Xj—ok+2) = X = (respectivement Vie-@k+2) = Y = ) pour chaque

2 2

k+2<iy<2k+2,onapourn=0,1,..

-1+ 5

Y yntip = > (respectivement X(kynrip =

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons 1’ exemple numérique

suivant :

Exemple 3.3.1 Sion prend k = 5, le systeme (3.6) prend la forme

B 1 B 1
- 1+ yn_5, rYne1 = 1 + X5

Xy , n=0,1,2,... (3.19)

Supposons x5 =1, x4 =1.6,x3=34,x,=61,x1=2,x=13,y5 =07, y4 =42,
Y-3=03vy,=24y_4=02et y,=5. (voir Fig. (3.3)).
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Ficure 3.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (3.19).

3.3.3 D’autres systemes

Corollaire 3.3.1 Soit {x,, Yu},_, une solution du systeme

1

Xpe1 = Tyn—k, s Yns1 = Txn—k’ n=012,.... (3.20)
ot kest un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec x_i, Y_g, ..., Xo, Yo ¢
{%,n = 1,21,:...} U {?,n =0,1, } Alors pou;n = 1,13, ey

2n+1 — L2nli-(k+1 2n+1 — LonXi—(k+1 .
Faller et = Fopn — F2n+1yyii(k+)1), Y2ty = Fopn — F2n+1xi(—(k+)1)’ =12kt
Kooyt = Fopio — 2n+1xi—(2k+2), Vit = Fopio — F2n+1yi—(2k+2)’ i—k42.2k42

Fouis = FonoXi—ks2) Fouis — Fonpoliooks2)

Preuve. Cela découle du Théoréme (3.3.2) en remplagant (x,, y,) par (—x,, —V,). &

Corollaire 3.3.2 Soit {x,, Yu},_, une solution du systeme

1
Xps1 = ———, = , n=0,1,2,.... 3.21
n+1 1— Yk Yn1 1 - X, 1 ( )
oit k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec y_y, ..., Yo ¢
Fop _ Foni1 _ _ by _ _ Fan _
{F2n_1,n = 1,2,...} U { = 1,2,...}, et X_g,...,, Xo & { 5o = 1,2,...} U{ =
1,2, }, Alors pourn=0,1, ...,
Fope1 — Fonliogesn) Foni1 + FouXi_gesn) .
X2 (k+1 i — 7 2(k+1 i — ’ l:1/2/"-/k+1/
e Fonin — F2n+1yi—(k+1) Y2ty Fopn + F2n+1xi—(k+1)
Fonio + FonsXi—rs2) Fouio = FonnViors2) .
Xkt Dyn+i = ; Yotkrlynri = , i=k+2,..,2k+2.

Foniz + FonoXi—oke2) Foniz = FonoViok+2)
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Preuve. Cela découle du Théoréeme (3.3.2) en remplacant y, par —y,. m

Corollaire 3.3.3 Soit {x,, Yu},_, une solution du systeme

1
-1- Yn—k

Xn+l =

s ’ yn+1 =

, n=0,12,.... (3.22)

1- Xn—k

oui k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec x_y, ..., xo ¢

(o n=1,2, Ju(B2 n =12, Jetyg .. yo ¢ {2

Fay1
Alorspourn=0,1, ...,
Fopei + Fonliogesn)

Fonio + Fops1Vie(es1)
Fopin — 2n+1Xi—(2k+2)

Xo(k+1)n+i =

Xo(k+1)n+i =
Fonisz = FonioXi—ok+2)

r Yotk+)n+i =

r Yo+ Dn+i =

n= 1,2,...}U{—F2'—’”,n = 1,2,...}.

FZn—] ’ F2n

Fope1 = FonXi—gesy

, 1=1,2,.. k+1,
Fonio — Fops1Xi—(k+1)

Fonio + Fons1Vick+2)

, i=k+2,..,2k+2.
Foniz + FonoViok+2)

Preuve. Cela découle du Théoreme (3.3.2) en remplacant x,, par —x,,. m

. _ 1 _ 1
3.4 Lesystéeme x,,; = =y Yl = 15

Dans cette section, nous étudions la périodicité des solutions du systeme d’équations

aux différences

_1
1- Yn—k

, n=0,1,2,... (3.23)

Xn+1 = ’ s yn+1 =

1- Xn—k
ol k est un entier natural fixé et les valeurs initiales x_, y_x, X_g+1, Y—k+1,---,X0, Yo € R*—{1}.

Le résultat suivant est consacré a la périodicité des solutions du systeme (3.23).

Théoreme 3.4.1 Toute solution {xn, yn} _, du systeme (3.23) est périodique de période 6k +6,

nx

c’est a dire

Xn+(6k+6) = Xn,  Yni(ok+e) = Yn, N =-k,—k+1,---.
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Preuve. On a

1 1
Xn+(6k+6) = =
1- 1-—1
Yn+5k+5 FE—
1
_ _1 + Xn+4k+4 _ 1 + 1=Ypi3k43
- - 1
X
nakrd 1=Yy43k43
1
= VYne3k+3 = 77—
1 — Xpi0642
_ 1 _ =1+ Yyik
1 _ 1
1=Ypiks1 yn+k+l
1
_ T+ _
- 1 T
1-x,
De méme, on a
1 1
Yn+6k+6) = =
1= Xpskes  1— —
Yn+dk+4
1
_ =1+ Yyrakea _ 1+ 13813
- - 1
Yn+ak+4 T—
1
= Xp43k+3 =
1- Yn+2k+2
_ 1 _ =1 + Xpske1
1-—L X
1_xn+k+1 ntk+1
-1+ 2
_ “Yn _
= T 1 T
1-yy

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions du systeme (3.23).

Théoreme 3.4.2 Soit {x,, yn}nz_k une solution de (3.23). Alors pour n =0,1, ...,ona

1 1
X = —, =— i=1,...,k+1
6(k+1)n+i 1= Vet Yo(ke+1)n+i T—x i
=1+ X i1 “1+Yy i1 .
Xo(k+1)n+i = T_lﬂr Yek+yn+i = ﬁ, i=k+2,..,2k+2.
—k+i— —k+i—
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Xo(alynri = Y—kti-1r  Yoken+i = X—ksi-1, 1 =2k+3,...,3k+3.

1 1 .
Xo(alynri = T————, Yo(k+i+i = ———, 1i=3k+4,..4k+4.
1—x kiin 1=y i
=1+ vy i =1+ X jyicn .
Xo(k+n+i = ——————  Ye(k+l)n+i = — " i=4k+5,..5k+5.
Yk+i-1 X_k+i-1

Xokelynti = X—kwiz1,  Yo(k+ln+i = Y—k+i-1, 1 =D0k+6,...,6k+6.

Preuve. 1) Soit, n = 0,1, ..., k. On obtient de (3.23)

o = 1
1 - 1— y_k’
B 1
nh = 1— x_k,
v = 1
? 1—-y i '
B 1
¥2 1—x g’
N B 1
k+1 — 1— yol
B 1
Yern = 1-x .
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Du Théoreme (3.4) on obtient

1
X1 = Xe(k+1)+1 = Xe(k+1)2+1 = **° = 1- y_k,
_ _ _ _ 1
Y1 = Yerk+D)+1 = Yok+1)2+1 = 1= x_k,
1
X = X =X — .. = ,
2 6(k+1)+2 6(k+1)2+2 1— Yoiet
1
2 = Yek+1)+2 = Yok+1)2+2 = = ’
Y Yo(k+1)+2 = Ye(k+1)2+ 1T— %
1
Xk+1 = Xo(k+1)+k+1 = X6(k+1)2+k+1 = *** ’
1- y()
1
Vel = Yolk+D)+k+1 = Yo(k+1)2+k+1 = **° 1 ’
d’ot (3.24).
2)Soit, n =k+1,k+2,...,2k+ 1. De (3.23) on aura
1 1 =1+ x,_0k1
Xpe1 = 1 = 1 T = . z , (3.30)
Yn-k-1)+1 = n-2k-1
et
1 1 =1+ Ynok
Yot = T = — = . (3.31)
(n—k-1)+1 =T Yn-2k-1

Maintenant en utilisant (3.30) et (3.31), on obtient

=1+ x_
Xkt2 = —(—
Xk
-1+ Yk
Yero = ——
Xk
=1+ x4
Xked = —
X_k
-1+ Yk
Yers = ——
X_k+1
-1+ x
Xok2 = ’
X0
-1+ Yo
Yoo = ———-
X0
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D’apres le Théoreme (3.4), on a

-1+ x4
Xk+2 = Xo(k+1)+k+2 = X6(k+1)2+k+2 = *** = x—
—k
-1+ x_
Ykv2 = Yo+ +k+2 = Yo(k+1)2+k+2 = * = x—'
—k
=1+ x4
Xk+3 = Xe(k+1)+k+3 = X6(k+1)24k+3 = *** = —
X_k+1
1+ x
Ye3 = Yolk+D)+k+3 = Yo(k+1)24k+3 = **° = —
X—k+1
-1+ X0
Xok+2 = Xe(k+1)+2k+2 = Xo(k+1)242k+2 = *** = P p
0
-1+ yo
Yok = Ye(k+1)+2k+2 = Yo(krnze2ke2 = 00 = 0
0

ce qui complete la preuve de (3.25).
3) Soit, n = 2k + 2,2k + 3, ..., 3k + 2. Par (3.23), (3.30) et (3.31), on obtient

-1+ 1 Yn-3k=2
_ 1=Yp-ok—2-k _ 1=Yn-3t2 _
Xn+1 = 1 = 1 = Yn-3k-2,
1=Yn-ok—2-k 1-yn-sk-2
et
Xp—3k—
-1+ 1 1n-3k—2
_ 1-xpok-2-k _ 1=Xpsk2 _
Yn1 = 1 = 1 = Xn-3k-2-
1-xp_ok-2-k 1-x,-3¢2

En utilisant (3.32) et (3.33) on aura

Xok+3 = Y-k,
Yo+ = Xk,
Xok+4 = Y-k+1,
Yok+a = X—k+1,
X3k+3 = Yo,
Yarez = Xo.

(3.32)

(3.33)

En utilisant le fait que {x,} et {y,} sont périodique de période 6(k + 1), on obtient la
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formule (3.26). C’est a dire

Xok+3 =
Yo+s =
Xok+a =

Yok+sa =

X3k+3 =

Y3k+3 =

4) Soit, n = 3k + 3,3k + 4, ..., 4k + 3. De (3.23), (3.32) et (3.33), on déduit que

et

Ainsi, on a

X3k+4

X3k+5

Xak+4

X6(k+1)+2k+3 = Xo(k+1)2+42k+3 = *** = Yk,
Yo(k+1)+2k+3 = Yo(k+1)2+2k+3 = *** = X,
X6(k+1)+2k+4 = Xo(k+1)2+2k+4 = *** = Y—k+1,
Ye(k+1)+2k+4 = Yo(k+1)2+2k+4 = *** = Xk41,
X6(k+1)+3k+3 = Xo(k+1)2+3k+3 = ** = = Yo,

Yo(k+1)+3k+3 = Yo(k+1)2+3k+3 © = Xo-

o
n+1 1— xn_4k_3’
B 1
Ym1 =1 Yn—tk—3
1 o
- 1 _k’ Yak+a = 1— y_k’
1 1
1— x_k+1, Yak+5 = 1— y_k+1’
1 1
- 1 0/ ]/4k+4— 1_]/0

(3.34)
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Il résulte du Théoréme (3.4) que

X3k+4

Y3k+4

X3k+5

Y3k+5

Xak+4

Yak+a

1
Xo(k+1)+3k+a = Xo(k+1)2+3k+4 = = = ,
1 — X_k
1
Yo(k+1)+3k+4 = Yo(k+1)243k+4 = *°* = )
1 - y—k
1
Xo(k+1)+3k+5 = Xo(ka1)243k45 = =+ = ———,
1 —xkn
1
Yo(k+1)+3k+5 = Yo(kt1)243k45 = *** = ———,
1- Yg1
1
Xo(k+1)+ak+d = Xp(k+1)2+4k+d = *** = ,
1- X0
1
Ye+1)+4k+4 = Yo(k+1)2+4k+4 = =+ = )
1 — yo

La preuve de (3.27) est achevée.

5) Soit, n = 4k + 4,4k + 5, ..., 5k + 4. Par (3.23), (3.34) et (3.35) on a

et

Donc

1 —1+ Y, 514
Xy = ———— = ; 5: — (3.36)
1=Yn-ak-a-k k=
1 =1+ X564
Yot = — = : (337)
1 - 1_x11—4k—4—k xn_Sk_4
-1
Xak+5 = 1- vy
1
Yak+s = 1—x k,
-1
Xak+6 = 1- 1y K
—k+
1
Yakve = T—x 1 ’
1
X5k+5 = 1 — yO/
1
Yske5 = 1-x



Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

En utilisant le Théoréeme (3.4), on obtient la formule (3.28), c’est a dire

-1
Xgk+5 = Xo(kt1)+4k+5 = Xe(k+1)2+4k+5 = " * = T
— Yk
1
Yakrs = Yo(k+1)+ak+5 = Yo(k+1)2+4k+5 = " * = =
— Xk
-1
Xgr6 = Xo(er1)+akee = Xo(ks)24dhre = °*° = ,
1- y—k
1
Yakso = YoerD)rakes = Yos1)2eakes = 0 = 7 o
— Xk
-1
Xsk5 = Xe(k+1)+5k+5 = Xo(k+1)245k+5 = *** = ,
1- ]/—k
1
Yske5 = Ye(k+1)+5k+5 = Yo(k+1)245k+5 = =+ = T %
— Xk

6) Soit, n = bk + 5,5k + 6, ..., 6k + 5. De (1.4), (3.36) et (3.37), on a

1 Xn—6k-5
-1+ -
= 1-x 605  1—Xp6e5 _ N
n+1 1 1 n—6k—5s
[ 1 —x-6k-5
et
1 n—6k—>5
-1+ /
_ 1= VYu-ek-5 1= VYn-6k5 _
Yn+1 1 1 Yn-6k-5-
1- Yn-6k-5 1- Yn-6k-5
D’ou
Xsk+6 = X—ks
Ysk+e = Y-k,
Xsk+7 =  X—k+1s
Ysk+7 = Y—-k+1,
Xek+6 = Xo,
Yek+6 = Yo-
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Maintenant d’apres le Théoreme (3.4), il résulte que

Xsk+6 =  Xo(k+1)+5k+6 = X6(k+1)2+5k+7 = *** = Xk,
Yskve = Yo(k+1)+5k+7 = Yo(k+1)245k+7 = *** = Yk,
Xsk+7 = Xo(k+1)+5k+7 = X6(k+1)2+5k+7 = *** = Xk,
Yske7 = Yo(k+1)+5k+7 = Yo(k+1)245k+7 = *** = Y-k,
Xek+6 = Xo(k+1)+6k+6 — X6(k+1)2+6k+6 = *** = X0,
Yok+6 = Yok+1)+6k+6 = Yo(k+1)2+6k+6 = *** = Yo,

d’oi1 (3.29). m

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons 1’ exemple numérique

suivant :

Exemple 3.4.1 Sion prend k = 4, le systeme (3.23) prend la forme

1 1
1— yn_4/ ’ yn+1 = 1 s n= O/ 1/ 2/ s (338)

— Xn—4

Xn+1 =

Supposons x5 =1, x4 =16, x.3=34,x,=61,x1=2,%=13y5=07 y_4 =42,
y3=03,y2=24,y41=02e¢ty, =5. (voir fig. (3.4)).

b ﬂ h ‘ ﬁ ﬁ F h ‘ X(n)
Y(n)
. o
6 ‘ ‘
T F
= \ | 1 —— |
: n}[ w! w Jw Wl
IR 11 1
i i | o Ml W \»"w 1\ i
TR L TR L
SRIRIRIR (ARIR I
_4\4 lfu !!v WU‘W liv !!v

Ficure 3.4 — Ce graphique montre la périodicité de la solution du systeme (3.38)
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3.4.1 D’autres systemes

Corollaire 3.4.1 Soit {x,, Yu},._, une solution du systeme

1

—_— , n=0,1,2,...
1+yn—k

Xn+1 = s Iyn+1 =

=1+ x,
ot k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, avec

Xk Xks1, s X0 £ L€t Yoi, Yois1, ..., Yo # —1. Alors pour n = 0,1, ..., ona

1 1

X, = —, = —, i=1,...,k+1,
6(k-+1)n+i 1+ Ypoi Yo(k+1)n+i % Xt
=1 + x_jic1 T Ykti-1 .
Xeeriyri = ———————,  Yeterei = ———,  i=k+2,..,2k+2,
X_jri-1 Y—-k+i-1
Xo(ksynsi = —Y-kti-1s Yo(kalynti = X—kti-1, i=2k+3,..,3k+3,
1 1
X, = =, i=3k+4,..4k+4,
6(k+1)n+i %  Xpit Yo(e+1)n+i 1+ Vit
+ Yokyi1 1+ xpic1 .
Xo(kstyti = ————,  Yeteeiysi = ———————, i=4k+5,..., 5k +5,
Yk+i-1 X—fti-1
Xo(k+1)nti = X—kri-1, Yo(k+lnti = —Yksi-1, i=5k+6,..,6k+6.

Preuve. Cela découle du Théoreme (3.4.2) en remplacant y, par —y,. m

Corollaire 3.4.2 Soit {x,,, Y}, _, une solution du systeme

1

_ , n=0,1,2,...
_1+yn—k

Xn+1 = s ;]/n+1 =

=1+ x,_
ot k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, avec

X_ky Xks1s s X0 F =1 €t Y_i, Yoir1, ..., Yo # 1. Alors pour n = 0,1, ..., ona

1 1
x = =, 121, .,k+1,
6(k+1)n+i 1— Y kit Yo(k+1)n+i 1 i" X it
1+ X gei 1+ Y i1 .
Xo(k+1)n+i = —H, Yetk+iyn+i = ————————, 1= k+2,..2k+2,
X _k+i-1 Ytk+i1
Xoklyn+i = Y—kti-1s Yok nsi = —X—ksic1, i=2k+3,..,3k+3,
1 1 )
Xe(k+yn+i = ————, okslmei = ————, 1=3k+4,..,4k+4,
(k+1)n+i 1 il' X trid Yo(ke+1)n+i 1— Yetrit
=1+ Y ki 1+ x g4in .
Xo(k+Dn+i = ————————,  Ye(k+L)n+i = — i=4k+5,..,5k+5,
Ygti1 X _k+i-1
X6kt 1yn+i = —X—ki1, Yeksntri = Ykri-1, i=5k+6,..,06k+6.

Preuve. Cela découle du Théoréme (3.4.2) en remplacant x, par —x,,. m
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Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systemes

Corollaire 3.4.3 Soit {x,, Y}, _,une solution du systeme

1

_ , n=0,1,2,...
_1_yn—k

Xn+l = ;o Yn+v1l =

-1- Xn—k
ot k est un entier natural fixé et les valeurs initiales x_x, Y_g, X_k+1, Y—k+1,---,X0, Yo € R* = {=1}.

Alorsn=0,1,...,0na

1 1
x ':—/ ':—, 121, .,k+1,
6(k+1)n+i 1+ Ypoi Yo(k+1)n+i T+ %o
i o 1+ ygion .
Xo(k+1)n+i = —H, Yetk+lyn+i = —————— 1= k+2,..,2k+2,
X_k+i-1 Ykri-1
Xo(k+yn+i = —Y-ksi-1s Yo(kalynti = —X—kti-1, i=2k+3,..,3k+3,
1 1
X = T, =————, 1=3k+4,..,4k+4,
6(k+1)n+i T+ X prt Yeé(k+1)n+i 1+ Vit
1+ Y k+i-1 1+ X _f+i—1 .
Xo(k+1)n+i = —l, Yek+1)n+i = —H, i =4k + 5,..., 5k + 5,
Yk+i-1 X —k+i-1
X6(ktDn+i = —X—k+i-1, Yo+ n+i = —Y—k+i-1, i=5k+6,..,6k+6.

Preuve. Cela découle du Théoréme (3.4.2) en remplacant x, par —x, et y, par —y,. m

109



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le but de cette these est 'étude du comportement des solutions de quelques

équations et systémes d’équations aux différences.

Dans [43], Simsek et al. ont étudié 1’équation aux différence de type max suivante :
1
Xp41 = Max|x,., — ¢, n=0,1,...
Xn-1
Motivé par ce travail, nous nous sommes intéressé dans la premiere partie du premier
chapitre a la forme explicite et la périodicité des solutions des deux équations aux

différences suivantes :

, 1 1
Xpe1 = MaxX Xn_l,x— , Xp+e1 = IMax xn_1,2— , N :0,1,...
n-1

n-1
Dans un futur proche, nous allons essayer de résoudre en forme fermée les équations
aux différences plus générales suivantes :
om 1 1
Xp+1 = MaX (X", —— 1, Xps1 = MAXA Xypp, —— ¢, 11 = 0,1,...;k=1,2,...,.m=1,2,....
Xn—k X
n—k
La deuxiéme partie du premier chapitre a été I'objet de deux systémes d’équations

aux différences non linéaires de type rationnels, o1 les solutions sont en relations avec

la suite de de Fibonacci.
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Conclusion et perspectives

Le deuxiéme chapitre a été consacré a l'étude de la stabilité globale des points
d’équilibres de trois cas particuliers de I'équation aux différences quotient de deux

polynomes homogenes de degré k et & deux indéterminé suivante :

Xpp1 = k; n=0,1,... (3.39)
AxE + Z B ]-xflxk:]i +Cx*
j=1

k-1
—
axk + Z bix)x, | +oxk
=)

n n—1

avec x_1,xo, a,A, bj, Bj, ¢, C sont dans ]0, +oo[. Plus précisément, nous avons étudié les
cas suivants : i) k = 3,1ii) k = 5,iii) k > 3,b; = b, B; = B, j = 1,2,...,k — 1. Cette étude
a été motivé par le fait que la majorité d’équations aux différences rationnels étudiés

sont quotient des polynomes de degré un.

Une question naturale qui se pose, est]’étude du comportement globale del’équation

plus générale (3.39)

Les résultats du dernier chapitre, ont été motivé, par le papier de Tollu et al. [55],

dans lequel les deux equations de type Ricatti suivantes ont été étudiés :

1 1
1+x, Xn+1 —H,W—O,L-u

Xn+1 =

Dans [55], les solutions ont été exprimé en fonction des nombres de Fibonacci. Ainsi
dans la premiére partie de ce chapitre nous avons étudié 1'équation aux différence plus
générale

Yy = — 2 n=0,1,..., (3.40)

B+ Xk
les parametres et les valeurs initiales sont des nombres réels. Les solutions de cette
derniere équation ont été exprimé en fonction de la suite des nombres de Horadam,

appelée aussi suite de Fibonacci généralisée.

Comme perspective et comme généralisation de 1'équation aux différences (3.40),

nous allons essayer de résoudre en forme fermée le systéme :

o

o
1 =——————, Yy =——"—,n=0,1,..., 3.41
Xn+1 iﬁ Y. Yn+1 i,B Xt n ( )
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Conclusion et perspectives

Notons que les cas particuliers du systeme (3.41)

1

1
ntl = —5 - +Ynr1 = ——, 1= /1/---
Al F1F Yok Yl = 77 n=0

Xn—k

ont été déja résolu dans la derniere partie du chapitre trois.
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