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Option : Analyse

Présentée par

Yacine Halim
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RÉSUMÉ

Le but de cette thèse est l’étude du comportement des solutions d’une variété

d’équations et systèmes d’équations aux différences.

Deux équations de type max et deux systèmes dont les solutions sont en relation

avec la suite de Fibonacci feront l’objet du premier chapitre.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la stabilité des solutions de trois

équations aux différences rationnelles quotient des polynômes homogènes à deux

indéterminés.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons la forme fermée des solutions, nous

étudions la stabilité des points d’équilibres et la périodicité d’une équation et deux

systèmes de type Ricatti d’ordre supérieur.

Mots-clés : Équations aux différences, Systèmes d’équations aux différences, Sta-

bilité, Périodicité, Suite de Fibonacci.
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ABSTRACT

The aim this of thesis is to study the behavior of some difference equations and

systems of difference equations.

Two equations of Max-type and two systems with solutions associated to Fibonacci

sequence will be the subject of the first chapter.

The second chapter is devoted to the stability of the solutions of three rational diffe-

rence equations defined as the quotient of two dimensional homogenous polynomials.

Finally, in the last chapter, we give the closed forme of the solutions, we study the

stability of the equilibrium points and the periodicity of a difference equations and two

systems of higher-order of Ricatti-type.

Keywords : Difference equation, Systems of difference equations, Stability, perio-

dicity, Fibonacci sequence.
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.من معادلات الفروق و جمل معادلات الفروقلول �موعة لهدف من هذه الأطروحة هو دراسة سلوك الحا  
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INTRODUCTION

L’objectif de cette thèse est d’étudier le comportement des solutions de certains

équations aux différences et systèmes d’équations aux différences. Les équations aux

différences sont à la base de l’analyse appliquée depuis L. Euler (1707-1783), P. L.

Tchebycheff (1821-1894) et A. A. Markov (1856-1922).

Récemment, une grande attention a été accordé aux équations aux différences par

des chercheurs de diverses disciplines. Il est possible que cela soit dû à l’avènement des

ordinateurs, où les équations différentielles sont résolues en utilisant leurs formulations

approximatives en termes d’équations aux différences. En utilisant un ordinateur, on

peut facilement expérimenter avec des équations aux différences et découvrir que

ces équations possèdent des propriétés fascinantes, avec beaucoup de structure et de

régularité. Bien sûr, toutes les observations et les prédictions informatiques doivent

également être prouvées analytiquement.

Les équations aux différences apparaissent comme des phénomènes décrivant natu-

rellement une évolution observée, la plupart des mesures de l’évolution des variables

temporelles étant discrètes et, pour cela, ces équations revêtent une importance par-

ticulière dans les modèles mathématiques, décrivant des situations de vie réelle, que

ce soit dans la théorie des probabilités, les problèmes de files d’attente, les problèmes

1



Introduction

statistiques, les séries temporelles stochastiques, l’analyse combinatoire, la théorie des

nombres, la géométrie, les réseaux électriques, les quanta de rayonnement, la génétique

en biologie, etc.

Plus important encore, les équations aux différences apparaissent également dans

l’étude des méthodes de discrétisation des équations différentielles. Plusieurs résultats

de la théorie des équations aux différences ont été obtenus comme des analogues

discrets plus ou moins naturels de résultats correspondants d’équations différentielles.

Cela est particulièrement vrai dans le cas de la théorie de la stabilité de Lyapunov.

Dans ce qui suit, nous rappelons quelques définitions et résultats connus qui seront

utiles dans notre travail.

Définition 0.0.1 Une équation aux différences linéaire d’ordre k ∈ N∗ est une équation de la

forme

yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 1(n),n ∈Nn0
(1)

avec 1(n), pi(n), i = 1, ..., k sont des fonctions réelles et

pk(n) , 0,∀n ≥ n0, Nn0
=

{

n0,n0 + 1, . . . , n0 entier positi f
}

.

Remarque 0.0.1 En générale on associe k conditions initiales avec l’équation (1)

yn0
= c1, yn0+1 = c2, ..., yn0+k−1 = ck (2)

avec, ci, i = 1, . . . , k sont des constantes réelles où complexes.

Définition 0.0.2 Une solution de l’équation aux différences (1) est une suite {Un}n≥n0
d’éléments

de corpsK = R ou C, qui satisfait la relation (1).

Corollaire 0.0.1 Avec les conditions initiales (2), on a une et une seul solution de l’équation

(1).

Définition 0.0.3 Si 1(n) = 0,∀n ∈Nn0
, l’équation (1) est dite homogène et elle prend la forme

yn+k + p1(n)yn+k−1 + · · · + pk(n)yn = 0,n ∈Nn0
. (3)
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Lemme 0.0.1 L’ensemble S des solutions de l’équation (3) est unK-espace vectoriel de dimen-

sion k.

Soit maintenant l’équation aux différences linéaire homogène d’ordre k a coefficients

constants

yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = 0,n ∈Nn0
(4)

avec ai ∈ R, i = 1, . . . , k et ak , 0.

Théorème 0.0.1 L’équation aux différences (4) a des solutions de la forme yn = λn avec λ ∈ C∗

si λ est racine du polynôme

P(λ) = λk + a1λ
k−1 + . . . + ak. (5)

Définition 0.0.4 le polynôme P(λ) s’appelle le polynôme caractéristique associé à l’équation

aux différences (4).

Remarque 0.0.2

1. Si λ1, λ2, . . . , λk sont racines distinctes de P(λ), alors
{

λn
1
, λn

2 , . . . , λ
n
k

}

est une base de

l’espace S.

2. Si λ1, λ2, . . . , λr(r < k) sont racines de P(λ), avec leurs multiplicités m1,m2, . . . ,mr avec
r

∑

i=1

mi = k, alors
{

λn
1
,nλn

1
, . . . ,nm1−1λn

1
, λn

2 ,nλ
n
2 , . . . , n

m2−1λn
2 , . . . , λ

n
r ,nλ

n
r , . . . , n

mr−1λn
r

}

est une base de l’espace S.

On donne maintenant deux exemples d’équations aux différences linéaires, qui seront

ultérieurement utilisées pour exprimer les solutions de certains equations et systèmes

d’équations aux différences.

Définition 0.0.5 La suite de Fibonacci est la suite {Fn}n≥0



















Fn+2 = Fn+1 + Fn, n ≥ 0

F0 = 0, F1 = 1
(6)
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La solution de l’équation (6) est donnée par la formule suivante

Fn =
αn − βn

α − β (7)

dite formule de Binet, avec α = 1+
√

5
2
, β = 1−

√
5

2
.

Nous avons les identités suivantes pour les nombres de Fibonacci :

i) L’identité de Cassini : Pour n > 0, on a

Fn−1Fn+1 − F2
n = (−1)n. (8)

ii) L’identité d’Ocagne : Pour n, r ∈N, on a

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr. (9)

iii) L’identité de Johnson : Pour k, l,m,n et r ∈N tels que k + l = m + n,

FkFl − FmFn = (−1)r(Fk−rFl−r − Fm−rFn−r). (10)

En 1965, Horadam [28] a présenté une certaine généralisation de la suite de Fi-

bonacci, il définit la suite récurrente linéaire de deuxième ordre {Wn(a, b; p, q)}n≥0, ou

simplement { Wn}n≥0, par



















Wn+2 = pWn+1 + qWn, n ≥ 0

W0 = a,W1 = b
(11)

où a, b et p, q sont des nombres réels avec n ≥ 0. La formule de Binet pour les nombres

d’Horadam est donnée par

Wn =
AΦn

+ − BΦn
−

Φ+ −Φ−
où A = b − aΦ−, B = b − aΦ+, avec, Φ± est la racine de l’équation caractéristique

Φ± =
p ±

√

p2 + 4q

2
.

Il est claire que, Φ+ + Φ− = p, Φ+ − Φ− =
√

p2 + 4q et Φ+Φ− = −q. En plus on a la limite

suivante

lim
n→∞

Wn+r

Wn
= Φr

+,

où r ∈ Z. Nous avons les identités suivantes pour les nombres d’Horadam :

4



Introduction

i) L’identité de Cassini : Pour n > 0, on a

Wn−1Wn+1 −W2
n = −(−q)n−1. (12)

ii) L’identité d’Ocagne : Pour n, r ∈N, on a

Wn+rWn+1 −Wn+r+1Wn = (−1)nqnWr. (13)

iii) L’identité de Johnson : Pour k, l,m,n et r ∈N tel que k + l = m + n,

WkWl −WmWn = (−q)r(Wk−rWl−r −Wm−rWn−r). (14)

Lemme 0.0.2 [40] On a

i) Pour n > k + 1, n ∈N et k ∈Nn0
, on a

Wn =Wk+1Wn−k + qWkWn−(k+1). (15)

ii) Pour n > 0, Φn
+ = Φ+Wn +Wn−1 et Φn

− = Φ−Wn +Wn−1.

Dans la suite, on s’intéresse aux équations aux différences non linéaires. Soit G une

partie de R et soit

F : Gk+1 −→ G

une fonction continue.

Définition 0.0.6 Une équation aux différences d’ordre (k + 1)

xn+1 = F(xn, xn−1, ..., xn−k), n = 0, 1, . . . (16)

avec les valeurs initiales x0, x−1, ..., x−k ∈ G, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme (1).

Définition 0.0.7 (Point d’équilibre)

Un point x ∈ G est dit point d’équilibre pour l’équation (16) si

x = F(x, x, ..., x).

5



Introduction

Définition 0.0.8 (Stabilité)

i) Le point d’équilibre x est dit localement stable (où stable) si ∀ǫ > 0, ∃δ > 0 tel que pour

chaque x−k, x−k+1, ... x0 ∈ G avec

|x−k − x| + |x−k+1 − x| + ... + |x0 − x| < δ,

on ait

|xn − x| < ǫ,∀n ≥ −k.

ii) Le point d’équilibre x est dit localement asymptotiquement stable si x est localement stable,

et s’il existe γ > 0 tel que pour chaque x−k, x−k+1, ... x0 ∈ G avec

|x−k − x| + |x−k+1 − x| + ... + |x0 − x| < γ,

on ait

lim
n→+∞

xn = x.

iii) Le point d’équilibre x est dit globalement attractif si pour chaque x−k, x−k+1, ... x0 ∈ G, on a

lim
n→+∞

xn = x.

iv) Le point d’équilibre x est dit globalement asymptotiquement stable si x est localement stable

et globalement attractif.

v) Le point d’équilibre x est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Définition 0.0.9 (Périodicité)

Une solution {xn}+∞n=−k
de l’équation (16) est dite éventuellement périodique de période p ∈ N∗

s’il existe n0 ≥ −k, tel que

xn+p = xn pour chaque n ≥ n0.

Si n0 = −k, la solution {xn}+∞n=−k
est dite périodique.

Supposons en plus que F (dans (16)) est une fonction différentiable au voisinage du

point d’équilibre x.

6
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Définition 0.0.10 On appelle équation aux différences linéaire associée à l’équation (16)

l’équation

yn+1 = p0yn + p1yn−1 + ... + pkyn−k, (17)

avec

pi =
∂F

∂ui
(x, x, ..., x), i = 0, 1, ..., k,

et

p(λ) = λk+1 − p0λ
k + ... − pk.

son polynôme caractéristique associé.

Le théorème suivant donne une condition suffisante pour la stabilité locale asymp-

totique de l’équation (16).

Théorème 0.0.2 ( Stabilité par linéarisation, [32])

1. Si toutes les racines du polynôme caractéristique sont dans le disque unité ouvert |λ| < 1,

alors le point d’équilibre x de l’équation (16) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une racine du polynôme caractéristique a un module supérieur à un, alors le

point d’équilibre x de l’équation (16) est instable.

Théorème 0.0.3 (Théorème de Rouché, [4]) Soient f (z), 1(z) deux fonctions holomorphes

dans un ouvert Ω du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans Ω. Si on a

∣

∣

∣1(z)
∣

∣

∣ <
∣

∣

∣ f (z)
∣

∣

∣ , ∀ z ∈ ∂K,

alors le nombre de zéros de f (z) + 1(z) dans K est égal au nombre de zéros de f (z) dans K.

On donne maintenant quelque théorèmes de convergence ([22]) pour les équations

aux différences d’ordre 2, utile pour la démonstration de nos résultats.

Théorème 0.0.4 Considérons l’équation aux différences définie par

xn+1 = 1(xn, xn−1), n = 0, 1, ... (18)

7
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avec

1 : [a, b] × [a, b] → [a, b] , a, b ∈ R.

Supposons que 1 est une fonction continue telle que

1) 1(x, y) est croissante par rapport à x ∈ [a, b] pour chaque y ∈ [a, b] et 1(x, y) et décroissante

par rapport à y ∈ [a, b] pour chaque x ∈ [a, b],

2) Si (m,M) est une solution du système

m = 1(m,M), M = 1(M,m)

donc m =M.

Alors l’équation (18) admet un seul point d’équilibre x et toute solution de l’équation (18)

converge vers x .

Théorème 0.0.5 Considérons l’équation aux différences définie par

xn+1 = 1(xn, xn−1), n = 0, 1, ... (19)

avec

1 : [a, b] × [a, b] → [a, b] , a, b ∈ R.

Supposons que 1 est une fonction continue telle que

1) 1(x, y) est décroissante par rapport à x ∈ [a, b] pour chaque y ∈ [a, b] et 1(x, y) et croissante

par rapport à y ∈ [a, b] pour chaque x ∈ [a, b],

2) Si (m,M) est une solution du système

m = 1(M,m), M = 1(m,M)

donc m =M.

Alors l’équation (19) admet un seul point d’équilibre x et toute solution de l’équation (19)

converge vers x .

8
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Théorème 0.0.6 Soit I une partie de R et soit

F : I × I −→ I

une fonction F(u, v), décroissante par rapport à u et croissante par rapport à v. Alors pour

chaque solution {xn}∞n=−1
de l’équation

xn+1 = F(xn, xn−1), n = 0.1, . . . ,

les sous-suites {x2n}∞n=0 et {x2n+1}∞n=−1
des termes paires sont

i) Soit les deux décroissantes.

ii) Soit les deux croissantes.

ii) L’un d’eux est croissante et l’autre est décroissante.

Les résultats suivants [15, 39] donnent l’ordre de convergence pour les solutions

d’un système d’équations aux différences.

Soit le système d’équations aux différences

Xn+1 = (A + Bn) Xn, n ∈N0, (20)

où Xn est un vecteur, A ∈ Cm×m est une matrice constante, et B : Z+ → Cm×m est une

matrice fonctionnelle satisfaisant

‖Bn‖ → 0 (21)

quand n →∞.

Théorème 0.0.7 (Première Théorème de Perron) Supposons que la condition (21) est vérifier.

Si Xn est une solution de (20), alors soit Xn = 0 pour chaque n assez grand, où

ρ = lim
n→∞

‖Xn+1‖
‖Xn‖

(22)

existe et est égale au module de l’une des valeurs propres de la matrice A.
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Théorème 0.0.8 (Deuxième Théorème de Perron) Supposons que la condition (21) est

vérifier. Si Xn est une solution de (20), alors soit Xn = 0 pour chaque n assez grand où

ρ = lim
n→∞

(‖Xn‖)1/n (23)

existe et est égale au module de l’une des valeurs propres de la matrice A.

En plus de l’introduction, la thèse est structuré en trois chapitres :

Dans la première partie du chapitre 1, nous étudions la périodicité et la forme des

solutions des équations aux différences de type max suivantes

xn+1 = max
{

x2
n−1,

1

xn−1

}

, n = 0, 1, . . . ,

xn+1 = max

{

xn−1,
1

x2
n−1

}

, n = 0, 1, . . . ,

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, voir [52].

Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous exprimons les solutions des systèmes

d’équations aux différences suivantes

xn+1 =
yn(xn−2 + yn−3)

yn−3 + xn−2 − yn
, yn+1 =

xn−1(xn−1 + yn−2)

2xn−1 + yn−2
, n = 0, 1, . . . ,

xn+1 =
(yn−3 − xn−2)yn

yn−3 − xn−2 + yn
, yn+1 =

(yn−2 − xn−1)xn−1

yn−2
, n = 0, 1, . . . ,

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, en fonction des nombres de

Fibonacci, voir [25].

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à l’étude de la stabilité globale ainsi que la

périodicité des solutions de trois cas particulières de l’équation aux différences suivante

xn+1 =

axk
n +

k−1
∑

j=1

b jx
j
nx

k− j

n−1
+ cxk

n−1

Axk
n +

k−1
∑

j=1

B jx
j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

, k = 3, 4, . . . ; n = 1, 2, . . . , (24)

10
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où les paramètres a, c, A, C, b j, B j j = 1, 2, ...k − 1 et les valeurs initiales x0, x−1 sont des

nombres réels strictement positifs. Bien précisément, on étudiera l’équation (24) dans

les cas :

1) k=3, voir [51].

2) k=5.

3) b j = b, B j = B, j = 1, 2, ...k − 1 avec b,B ∈ R , voir [26].

Le dernier chapitre est divisée en deux parties, dans la première (voir [27]) , nous

donnons la forme générale des solutions et nous prouvons la stabilité du seul point

d’équilibre positive pour l’équation

xn+1 =
α

±β + γxn−k
; n = 0, 1, . . . , (25)

Notons que si on considère le système d’équations aux différences

xn+1 =
α

±β + γyn−k
, yn+1 =

δ

±λ + µxn−m
; n = 0, 1, . . . , (26)

avecα, β, γ, δ, λ, µ, x−k, . . . , x0, y−k, . . . , y0 ∈]0,+∞[, k,m ∈N, alors la solution de l’équation

(25) s’obtient de la solution du système (26) en choisissant α = δ, β = λ, γ = µ, k = m,

x−i = y−i, i = 0, 1, . . . , k. Donc l’équation (25) peut être regarder comme un cas particulier

du système (26), malheureusement nous n’avons pas obtenu la forme des solutions du

système (26). Néanmoins le système

xn+1 =
1

∓1 ∓ yn−k
, yn+1 =

1

∓1 ∓ xn−k
,

a été complètement résolu, ce système fera l’objet de la deuxième partie de ce chapitre.
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CHAPITRE 1

FORME DES SOLUTIONS DE

CERTAINES ÉQUATIONS ET

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES

1.1 Quelques équations de type max

Récemment un grand intérêt a été accordé à l’étude d’équations aux différences de

type max, par exemple, dans [43], les auteurs ont obtenu les solutions de l’équation aux

différences de type max suivante

xn+1 = max
{

xn−1,
1

xn−1

}

,n = 0, 1, . . . ,

de même l’équation aux différences de type max suivante

xn+1 = max
{

xn−2,
1

xn−2

}

,n = 0, 1, . . . ,

12



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systèmes

à été étudier dans [17].( Pour d’autres équations et systèmes de ce type voir [21, 30, 31]).

Motivé par [17],[43], nous étudions les solutions des équations aux différences suivantes

xn+1 = max
{

x2
n−1,

1

xn−1

}

,n = 0, 1, . . . ,

xn+1 = max

{

xn−1,
1

x2
n−1

}

,n = 0, 1, . . . ,

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls.

1.1.1 L’équation : xn+1 = max
{

x2
n−1
, 1

xn−1

}

Considérons l’équation aux différences de type max suivante

xn+1 = max
{

x2
n−1,

1

xn−1

}

, n = 0, 1, . . . (1.1)

où les valeurs initiales x−1 et x0 sont des nombres réels non nuls.

Les théorèmes suivants décrites la forme des solutions de l’équation (1.1).

Théorème 1.1.1 Supposons x0, x−1 > 0.

1) Si x0, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 0, 1, ...

et

x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 1, 2, ...

2) Si x0, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

3) Si x0 ≥ 1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

13



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systèmes

4) Si x0 ≤ 1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 1, 2, ...

Preuve.

1. Soient x0 ≤ 1, x−1 ≤ 1, en utilisant le fait que x2
−1
, x2

0 ≤ 1 et
1

x−1
,

1

x0
≥ 1, on obtient

x1 = max
{

x2
−1,

1

x−1

}

=
1

x−1
,

x3 = max
{

x2
1,

1

x1

}

=
1

x2
−1

,

x5 = max
{

x2
3,

1

x3

}

=
1

x4
−1

.

De même

x2 = max
{

x2
0,

1

x0

}

=
1

x0
,

x4 = max
{

x2
2,

1

x2

}

=
1

x2
0

,

x6 = max
{

x2
4,

1

x4

}

=
1

x4
0

Donc, par récurrence, on obtient que

x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 0, 1, ...,

x2k =

(

1

x0

)2k

, k = 1, 2, ...

De même, par récurrence on démontre facilement les formules donner dans 2), 3) et 4).

Théorème 1.1.2 Supposons x0, x−1 < 0.

14



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systèmes

1) Si x0, x−1 ≤ −1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

2) Si x0, x−1 ≥ −1. Alors

x1 = x2
−1, x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 1, 2, ...

et

x2 = x2
0, x2k =

( 1

x0

)2k−1

, k = 2, 3, ...

3) Si x0 ≥ −1, x−1 ≤ −1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2 = x2
0, x2k =

( 1

x0

)2k−1

, k = 2, 3, ...

4) Si x0 ≤ −1, x−1 ≥ −1. Alors

x1 = x2
−1, x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 1, 2, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

Théorème 1.1.3 Supposons x0 > 0, x−1 < 0.

1) Si x0 ≤ 1, x−1 ≤ −1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 1, 2, ...

2) Si x0 ≥ 1, x−1 ≥ −1. Alors

x1 = x2
−1, x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 1, 2, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...
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3) Si x0 ≥ 1, x−1 ≤ −1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

4) Si x0 ≤ 1, x−1 ≥ −1. Alors

x1 = x2
−1, x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 1, 2, ...

et

x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 1, 2, ...

Théorème 1.1.4 Supposons x0 < 0, x−1 > 0.

1) Si x0 ≤ −1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

2) Si x0 ≥ −1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2 = x2
0, x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 2, 3, ...

3) Si x0 ≥ −1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2k

, k = 0, 1, ...

et

x2 = x2
0, x2k =

(

1

x0

)2k−1

, k = 2, 3, ...

4) Si x0 ≤ −1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = (x−1)2k+1

, k = 0, 1, ...

et

x2k = (x0)2k

, k = 1, 2, ...

16



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systèmes

1.1.2 L’équation : xn+1 = max
{

xn−1,
1

x2
n−1

}

Considérons l’équation aux différences de type max suivante

xn+1 = max

{

xn−1,
1

x2
n−1

}

, n = 0, 1, ..., (1.2)

où les valeurs initiales x−1 et x0 sont des nombres réels non nuls. Dans chaque cas, on

en déduit que les solutions sont éventuellement périodiques de période deux.

Les théorèmes suivants décrites la forme des solutions de l’équation (1.2).

Théorème 1.1.5 Supposons x0, x−1 > 0.

1) Si x0, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

2) Si x0, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = x−1, k = 0, 1, ...

x2k = x0, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ −1, et les solutions sont périodiques de période deux.

3) Si x0 ≥ 1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2k = x0, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

4) Si x0 ≤ 1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = x−1, k = 0, 1, ...

17
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x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Preuve.

1. Soient x0 ≤ 1, x−1 ≤ 1, en utilisant le fait que x2
−1
, x2

0 ≤ 1 et
1

x−1
, 1

x0
≥ 1, on obtient

x1 = max

{

x−1,
1

x2
−1

}

=
1

x2
−1

,

x2 = max

{

x0,
1

x2
0

}

=
1

x2
0

,

x3 = max

{

x1,
1

x2
1

}

=
1

x2
−1

,

x4 = max

{

x2,
1

x2
2

}

=
1

x2
0

Par recurrence, on obtient que

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc

xn+2 = xn pour n ≥ 1,

et les solutions sont éventuellement périodiques de période deux.

De même, par récurrence on démontre facilement les cas 2), 3) et 4)

Théorème 1.1.6 Supposons x0, x−1 < 0.

1) Si x0, x−1 ≤ −1. Alors

x1 =
1

x2
−1

, x2k+1 = x4
−1, k = 1, 2, ...

18
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x2 =
1

x2
0

, x2k = x4
0, k = 2, 3, ...,

donc xn+2 = xn for n ≥ 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

2) Si x0, x−1 ≥ −1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, 2, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

3) Si x0 ≥ −1, x−1 ≤ −1. Alors

x1 =
1

x2
−1

, x2k+1 = (x−1)4, k = 1, 2, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

4) Si x0 ≤ −1, x−1 ≥ −1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2 =
1

x2
0

, x2k = (x0)4, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Théorème 1.1.7 Supposons x0 > 0, x−1 < 0.

1) Si x0 ≤ 1, x−1 ≤ −1. Alors

x1 =
1

x2
−1

, x2k+1 = (x−1)4, k = 1, 2, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.
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2) Si x0 ≥ 1, x−1 ≥ −1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2k = x0, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 0, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

3) Si x0 ≥ 1, x−1 ≤ −1. Alors

x1 =
1

x2
−1

, x2k+1 = (x−1)4, k = 1, 2, ...

et

x2k = x0, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 2, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

4) Si x0 ≤ 1, x−1 ≥ −1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 1, 2, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

Théorème 1.1.8 Supposons x0 < 0, x−1 > 0.

1) Si x0 ≤ −1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2 =
1

x2
0

, x2k = (x0)4, k = 2, 3, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.
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2) Si x0 ≥ −1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = x−1, k = 0, 1, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

3) Si x0 ≥ −1, x−1 ≤ 1. Alors

x2k+1 =

(

1

x−1

)2

, k = 0, 1, ...

x2k =

(

1

x0

)2

, k = 1, 2, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 1, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

4) Si x0 ≤ −1, x−1 ≥ 1. Alors

x2k+1 = x−1, k = 0, 1, ...

x2 =
1

x2
0

, x2k = (x0)4, k = 2, 3, ...

donc xn+2 = xn pour n ≥ 3, et les solutions sont éventuellement périodiques de période

deux.

1.2 Quelques systèmes d’équations rationnelles

Dans la classe d’équations aux différences non linéaires, les équations rationnelles

est le type d’équations le plus étudier, voir [2, 5, 10, 11, 13, 18, 19, 37, 38].

Dans cette partie, on s’intéresse aux solutions des deux systèmes d’équations aux

différences

xn+1 =
yn(xn−2 + yn−3)

yn−3 + xn−2 − yn
, yn+1 =

xn−1(xn−1 + yn−2)

2xn−1 + yn−2
,n = 0, 1, . . . ,
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xn+1 =
(yn−3 − xn−2)yn

yn−3 − xn−2 + yn
, yn+1 =

(yn−2 − xn−1)xn−1

yn−2
,n = 0, 1, . . . ,

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls.

1.2.1 Le système xn+1 =
yn(xn−2+yn−3)

yn−3+xn−2−yn
, yn+1 =

xn−1(xn−1+yn−2)

2xn−1+yn−2

Soit le système d’équations aux différences

xn+1 =
yn(xn−2 + yn−3)

yn−3 + xn−2 − yn
, yn+1 =

xn−1(xn−1 + yn−2)

2xn−1 + yn−2
(1.3)

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls avec
y−3+x−2

y0
<

{

1, F2n+2

F2n
,n = 1, 2, ...

}

et
y−2

x−1
,

y−1

x0
<

{

F2n+3

F2n+2
,n = 1, 2, ...

}

, où {Fn}n≥0 est la suite de Fibonacci.

Lemme 1.2.1 Soit
{

xn

}

n≥−2
,
{

yn

}

n≥−3
une solution de (1.3). Alors pour n ≥ −1 on a

xn+3 = xn,

c’est à dire
{

xn

}

n≥−2
est éventuellement périodique.

Preuve.

xn+3 = x(n+2)+1 =
yn+2(xn + yn−1)

yn−1 + xn − yn+2

=

(

xn(yn−1 + xn)

2xn + yn−1

)

(

xn + yn−1

)

yn−1 + xn −
(

xn(yn−1 + xn)

2xn + yn−1

)

=

xn(yn−1 + xn)2

2xn + yn−1

(yn−1 + xn)2

2xn + yn−1

= xn.

Donc on a

xn+3 = xn, n ≥ −1.
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Remarque 1.2.1 Si x−2 = y0 −
y−3

2
± 1

2

√

4y2
0
+ y2

−3
, alors x1 = x−2, c’est à dire

xn+3 = xn, n ≥ −2.

et
{

xn

}

n≥−2
est périodique de période trois.

Le théorème suivant décrit la forme des solutions de système (1.3).

Théorème 1.2.1 Soit {xn}n≥−2,
{

yn

}

n≥−3 une solution de (1.3). Donc pour n = 0, 1, ...,

x3n = x0, y3n = y0

(

y−3 + x−2

y−3 + x−2 − y0

) (

(y−3 + x−2)F2n+1 − y0F2n−1

(y−3 + x−2)F2n+2 − y0F2n

)

,

x3n+1 =
y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0
, y3n+1 = x−1

(

x−1F2n+2 + y−2F2n+1

x−1F2n+3 + y−2F2n+2

)

,

x3n+2 = x−1, y3n+2 = x0

(

x0F2n+2 + y−1F2n+1

x0F2n+3 + y−1F2n+2

)

,

où F−1 = 1.

Preuve. De (1.3), on a

x1 =
y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0
, y1 =

x−1(x−1 + y−2)

2xn−1 + yn−2
.

Donc,

x2 =
y1(x−1 + y−2)

y−2 + x−1 − y1
=

x−1(x−1 + y−2)

2xn−1 + yn−2
(x−1 + y−2)

y−2 + x−1 −
x−1(x−1 + y−2)

2xn−1 + yn−2

= x−1































(x−1 + y−2)2

2xn−1 + yn−2

(x−1 + y−2)2

2xn−1 + yn−2































= x−1.

D’après le lemme (1.2.1), on obtient x3 = x0, x4 =
y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0
, x5 = x−1 et la suite se

répète, c’est à dire

x3n = x0, x3n+1 =
y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0
, x3n+2 = x−1.

Maintenant, nous prouvons la formules de {yn}n≥−3. On a

y2 = x0

(

x0 + y−1

2x0 + y−1

)

,
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donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifié

pour n − 1, c’est à dire

y3n−3 = y0

(

y−3 + x−2

y−3 + x−2 − y0

) (

(y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

)

,

y3n−2 = x−1

(

x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

)

,

y3n−1 = x0

(

x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

)

.

Maintenant, il découle de système (1.3) que

y3n =
x3n−2(x3n−2 + y3n−3)

2x3n−2 + y3n−3

=

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) [(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

)

+ y0

(

y−3 + x−2

y−3 + x−2 − y0

) (

(y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

)]

[

2

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

)

+ y0

(

y−3 + x−2

y−3 + x−2 − y0

) (

(y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

)]

=

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) [

1 +

(

(y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

)]

[

2 +

(

(y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

)]

=

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) [

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

]

[

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

]

=

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) [

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

]

[

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2 + (y−3 + x−2)F2n−1 − y0F2n−3

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

]

=

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) [

(y−3 + x−2)F2n+1 − y0F2n−1

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

]

[

(y−3 + x−2)F2n+2 − y0F2n

(y−3 + x−2)F2n − y0F2n−2

] .

Donc, on a

y3n =

(

y0(x−2 + y−3)

y−3 + x−2 − y0

) (

(y−3 + x−2)F2n+1 − y0F2n−1

(y−3 + x−2)F2n+2 − y0F2n

)

.

24



Chapitre 1. Forme des solutions de certaines équations et systèmes

Aussi, il découle de système (1.3) que

y3n+1 =
x3n−1

(

x3n−1 + y3n−2

)

2x3n−1 + y3n−2

=

x−1

(

x−1 + x−1

(

x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

))

2x−1 + x−1

(

x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

) =

x−1

(

1 +

(

x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

))

2 +

(

x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

)

=

x−1

(

x−1F2n+1 + y−2F2n + x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

)

(

x−1F2n+1 + y−2F2n + x−1F2n+1 + y−2F2n + x−1F2n + y−2F2n−1

x−1F2n+1 + y−2F2n

)

=

x−1

(

x−1F2n+2 + y−2F2n+1

x−1F2n+1 + y−2F2n

)

(

x−1F2n+1 + y−2F2n + x−1F2n+2 + y−2F2n+1

x−1F2n+1 + y−2F2n

) .

Donc, on a

y3n+1 = x−1

(

x−1F2n+2 + y−2F2n+1

x−1F2n+3 + y−2F2n+2

)

.

De même, il découle de système (1.3) que

y3n+2 =
x3n

(

x3n + y3n−1

)

2x3n + y3n−1

=

x0

(

x0 + x−1

(

x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

))

2x0 + x0

(

x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

) =

x0

(

1 +

(

x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

))

2 +

(

x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

)

=

x0

(

x0F2n+1 + y−1F2n + x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

)

(

x0F2n+1 + y−1F2n + x0F2n+1 + y−1F2n + x0F2n + y−1F2n−1

x0F2n+1 + y−1F2n

)

=

x0

(

x0F2n+2 + y−1F2n+1

x0F2n+1 + y−1F2n

)

(

x0F2n+1 + y−1F2n + x0F2n+2 + y−1F2n+1

x0F2n+1 + y−1F2n

) .
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Donc, on a

y3n+2 = x0

(

x0F2n+2 + y−1F2n+1

x0F2n+3 + y−1F2n+2

)

.

La preuve est terminée.

1.2.2 Le système xn+1 =
(yn−3−xn−2)yn

yn−3−xn−2+yn
, yn+1 =

(yn−2−xn−1)xn−1

yn−2

Considérons le système d’équation aux différences suivant

xn+1 =
(yn−3 − xn−2)yn

yn−3 − xn−2 + yn
, yn+1 =

(yn−2 − xn−1)xn−1

yn−2
(1.4)

où les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls avec
y−1

x0
,

y−2

x−1
<

{

− F2n−2

F2n−1
,−F2n−1

F2n
,n =

1, 2, ...
}

et
y−2−y−3

y0
<

{

F2n−1

F2n
, F2n

F2n+1
,n = 1, 2, ...

}

, où {Fn}n≥0 est la suite de Fibonacci.

Le théorème suivant décrit la forme des solutions de système (1.4).

Théorème 1.2.2 Soit {xn}n≥−2 ,
{

yn

}

n≥−3 une solution du système (1.4). Alors pour n = 0, 1, ...

x6n =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) (

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

) ,

x6n+1 = −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

) (

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

)

× 1
(

x−2F2n+2 − y0F2n+1 − y−3F2n+2

) ,

x6n+2 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

) (

x−1F2n+1 + y−2F2n+2

) ,

x6n+3 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

) (

x0F2n+1 + y−1F2n+2

) ,

x6n+4 = −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

) (

x−2F2n+2 − y0F2n+1 − y−3F2n+2

)

× 1
(

x−2F2n+3 − y0F2n+2 − y−3F2n+3

) ,

x6n+5 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n + y−2F2n+1

) (

x−1F2n+1 + y−2F2n+2

) (

x−1F2n+2 + y−2F2n+3

) ,
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y6n =

(

y0

(

y−3 − x−2

))2

(

y−3F2n + y0F2n−1 − x−2F2n

) (

y−3F2n+1 + y0F2n − x−2F2n+1

)2
,

y6n+1 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2

(

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

)2
,

y6n+2 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1

(

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

)2
,

y6n+3 =

(

y0

(

x−2 − y−3

))2

(

y−3F2n+1 + y0F2n − x−2F2n+1

) (

y−3F2n+2 + y0F2n+1 − x−2F2n+2

)2
,

y6n+4 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2

(

x−1F2n + y−2F2n+1

) (

x−1F2n+1 + y−2F2n+2

)2
,

y6n+5 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1

(

x0F2n + y−1F2n+1

) (

x0F2n+1 + y−1F2n+2

)2
,

où F−2 = −1, F−1 = 1.

Preuve. On a

x1 =
((x−2 − y−3)y0)2

y0(x−2 − y−3)(x−2 − y0 − y−3)
, y1 =

x−1(y−2 − x−1)

y−2
,

x2 =
x−1(y−2 − x−1)

x−1 + y−2
, y2 =

x0(y−1 − x0)

y−1
,

x3 =
x0(y−1 − x0)

x0 + y−1
, y3 =

(y0(x−2 − y−3))2

(y−3 − x−2)(y−3 + y0 − x−2)2
,

x4 =
(y0(y−3 − x−2))2

(x−2 − y−3)(x−2 − y0 − y−3)(2x−2 − y0 − 2y−3)
, y4 =

x−1(y−2 − x−1)

(x−1 + y−2)2
,

x5 =
x2
−1

(y−2 − x−1)

(x−1 + y−2)(x−1 + 2y−2)
, y5 =

x2
0(y−1 + x0)

(x0 + y−1)
,

donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que que le résultat

est vérifié pour n − 1, c’est à dire

x6n−6 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−4 + y−1F2n−3

) (

x0F2n−3 + y−1F2n−2

) (

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) ,

x6n−5 = −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n−2 − y0F2n−3 − y−3F2n−2

) (

x−2F2n−1 − y0F2n−2 − y−3F2n−1

)

× 1
(

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

) ,
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x6n−4 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−3 + y−2F2n−2

) (

x−1F2n−2 + y−2F2n−1

) (

x−1F2n−1 + y−2F2n

) ,

x6n−3 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−3 + y−1F2n−2

) (

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) (

x0F2n−1 + y−1F2n

) ,

x6n−2 = −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n−1 − y0F2n−2 − y−3F2n−1

) (

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

)

× 1
(

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

) ,

x6n−1 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−2 + y−2F2n−1

) (

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

) ,

y6n−6 =

(

y0

(

y−3 − x−2

))2

(

y−3F2n−2 + y0F2n−3 − x−2F2n−2

) (

y−3F2n−1 + y0F2n−2 − x−2F2n−1

)2
,

y6n−5 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2

(

x−1F2n−3 + y−2F2n−2

) (

x−1F2n−2 + y−2F2n−1

)2
,

y6n−4 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1

(

x0F2n−3 + y−1F2n−2

) (

x0F2n−2 + y−1F2n−1

)2
,

y6n−3 =

(

y0

(

x−2 − y−3

))2

(

y−3F2n−1 + y0F2n−2 − x−2F2n−1

) (

y−3F2n + y0F2n−1 − x−2F2n

)2
,

y6n−2 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2

(

x−1F2n−2 + y−2F2n−1

) (

x−1F2n−1 + y−2F2n

)2
,

y6n−1 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1

(

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) (

x0F2n−1 + y−1F2n

)2
.

Maintenant il découle du système (1.4) que

x6n =
(y6n−4 − x6n−3)y6n−1

y6n−4 − x6n−3 + y6n−1

=

(

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
− 1

(x0F2n−1+y−1F2n)

)

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)
2
(x0F2n−1+y−1F2n)

2

)

1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)

[

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
− 1

(x0F2n−1+y−1F2n)

]

+ 1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2

=

(

x0F2n−1+y−1F2n−x0F2n−2−y−1F2n−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

)

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)
2
(x0F2n−1+y−1F2n)

2

)

1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)

[

x0F2n−1+y−1F2n−x0F2n−2−y−1F2n−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

]

+ 1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2
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=

(

x0F2n−3+y−1F2n−2

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

)

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)
2
(x0F2n−1+y−1F2n)

2

)

1

(x0F2n−3+y−1F2n−2)(x0F2n−2+y−1F2n−1)

[

x0F2n−3+y−1F2n−2

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

]

+ 1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2

=

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
3
(x0F2n−1+y−1F2n)

3

)

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)

[

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

]

+ 1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2

=

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
3
(x0F2n−1+y−1F2n)

3

)

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

[

1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
+ 1

(x0F2n−1+y−1F2n)

]

=

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)
2
(x0F2n−1+y−1F2n)

2

)

[

x0F2n−1+y−1F2n+x0F2n−2+y−1F2n−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

] =

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)

)

[

x0F2n + y−1F2n+1

] .

Donc, on a

x6n =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) (

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

) .

Aussi, il découle du système (1.4) que

y6n =
(y6n−3 − x6n−2)x6n−2

y6n−3

=

(

1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
+ 1

(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

(

1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)

)

× −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n−1 − y0F2n−2 − y−3F2n−1

) (

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

)

× 1
(

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

)

=

(

x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1+y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

(

1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)

)

×












−
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n−1 − y0F2n−2 − y−3F2n−1

) (

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

)













× 1
(

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

)

= −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

) (

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

)2
.
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D’où

y6n =

(

y0

(

y−3 − x−2

))2

(

y−3F2n + y0F2n−1 − x−2F2n

) (

y−3F2n+1 + y0F2n − x−2F2n+1

)2
.

De même

x6n+1 =
(y6n−3 − x6n−2)y6n

y6n−3 − x6n−2 + y6n

=
G1(x−2, y0, y−3)

H1(x−2, y0, y−3)
.

Avec

• G1(x−2, y0, y−3) =
(y0(y−3−x−2))

2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
3
(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

2
(y−3F2n−1+y0F2n−2−x−2F2n−1)

×
(

y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n+x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1

(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

,

• H1(x−2, y0, y−3) = 1

(y−3F2n−1+y0F2n−2−x−2F2n−1)

(

y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n+x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
2
(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

+

+ 1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)
2 .

Alors on obtient

x6n+1 =
G2(x−2, y0, y−3)

H2(x−2, y0, y−3)
.

Avec

• G2(x−2, y0, y−3) =
(y0(y−3−x−2))

2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
3
(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

2
(y−3F2n−1+y0F2n−2−x−2F2n−1)

×
(

x−2F2n−1−y−3F2n−1−y0F2n−2

(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

,

• H2(x−2, y0, y−3) = 1

(y−3F2n−1+y0F2n−2−x−2F2n−1)

(

x−2F2n−1−y−3F2n−1−y0F2n−2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
?
(x−2F2n+1−y0F2n−y−3F2n+1)

)

+

+ 1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)
2 .

Donc on a

x6n+1 =

(y0(y−3−x−2))
2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
3
(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

3

1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(−x−2F2n+1+y0F2n+y−3F2n+1)

(

1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
+ 1

(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

)

=

(y0(y−3−x−2))
2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)
2
(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

2

(

y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n+y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)

) = −
(y0(y−3−x−2))

2

(y−3F2n+y0F2n−1−x−2F2n)(y−3F2n+1+y0F2n−x−2F2n+1)
(

x−2F2n+2 − y0F2n+1 − y−3F2n+2

) .
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D’où

x6n+1 = −
((

x−2 − y−3

)

y0

)2

(

x−2F2n − y0F2n−1 − y−3F2n

) (

x−2F2n+1 − y0F2n − y−3F2n+1

) (

x−2F2n+2 − y0F2n+1 − y−3F2n+2

) .

De même

y6n+1 =
(y6n−2 − x6n−1)x6n−1

y6n−2

=

(

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)
2 −

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)
2

×
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−2 + y−2F2n−1

) (

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

)

=

(

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)
− 1

(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
1

(x−1F2n−1+y−2F2n)

=

(

x−1F2n+y−2F2n+1−x−1F2n−1−y−2F2n

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
1

(x−1F2n−1+y−2F2n)

=

(

1
(

x−1F2n + y−2F2n+1

)

)

x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

) .

Donc on a

y6n+1 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2

(

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

)2
.

De même

x6n+2 =

(

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)
− 1

(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)
2
(x−1F2n+y−2F2n+1)

2

1

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)

(

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)
− 1

(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

+ 1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
2

=

(

x−1F2n+y−2F2n+1−x−1F2n−1−y−2F2n

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)
2
(x−1F2n+y−2F2n+1)

2

1

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)

(

x−1F2n+y−2F2n+1−x−1F2n−1−y−2F2n

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

+ 1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
2
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=

(

x−1F2n−2+y−2F2n−1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)
2
(x−1F2n+y−2F2n+1)

2

1

(x−1F2n−2+y−2F2n−1)(x−1F2n−1+y−2F2n)

(

x−1F2n−2+y−2F2n−1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

+ 1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
2

=

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−1+y−2F2n)
3
(x−1F2n+y−2F2n+1)

3

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)

(

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

)

+ 1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)
2

=

(

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−1+y−2F2n)
3
(x−1F2n+y−2F2n+1)

3

)

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

[

1

(x−1F2n−1+y−2F2n)
+ 1

(x−1F2n+y−2F2n+1)

]

=

(

x2
−1(y−2−x−1)y−2

(x−1F2n−1+y−2F2n)
2
(x−1F2n+y−2F2n+1)

2

)

[

x−1F2n+1+y−2F2n+2

(x−1F2n−1+y−2F2n)(x−1F2n+y−2F2n+1)

] .

Donc, on a

x6n+2 =
x2
−1

(

y−2 − x−1

)

y−2
(

x−1F2n−1 + y−2F2n

) (

x−1F2n + y−2F2n+1

) (

x−1F2n+1 + y−2F2n+2

) .

De même

y6n+2 =
(y6n−1 − x6n)x6n

y6n−1

=

(

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2 −

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)(x0F2n+y−1F2n+1)

)

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)
2

×
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−2 + y−1F2n−1

) (

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

)

=

(

1

(x0F2n−1+y−1F2n)
− 1

(x0F2n+y−1F2n+1)

)

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)(x0F2n+y−1F2n+1)
1

(x0F2n−1+y−1F2n)

=

(

x0F2n+y−1F2n+1−x0F2n−1−y−1F2n

(x0F2n−1+y−1F2n)(x0F2n+y−1F2n+1)

)

x2
0(y−1−x0)y−1

(x0F2n−2+y−1F2n−1)(x0F2n−1+y−1F2n)(x0F2n+y−1F2n+1)
1

(x0F2n−1+y−1F2n)

=

(

1
(

x0F2n + y−1F2n+1

)

)

x2
0

(

y−1 − x0

)

y−1
(

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

) .
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Alors on a

y6n+2 =
x2

0

(

y−1 − x0

)

y−1

(

x0F2n−1 + y−1F2n

) (

x0F2n + y−1F2n+1

)2
.

D’une manière analogue on démontre les autres formules.

33



CHAPITRE 2

SUR LA STABILITÉ GLOBALE DE

CERTAINES ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES D’ORDRE DEUX

2.1 Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est l’étude de la stabilité globale et la périodicité des

solutions de l’équation aux différences suivante

xn+1 =

axk
n +

k−1
∑

j=1

b jx
j
nx

k− j

n−1
+ cxk

n−1

Axk
n +

k−1
∑

j=1

B jx
j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

, k = 3, 4, . . . ; n = 0, 1, . . . , (2.1)

où les paramètres a, c, A, C, b j, B j j = 1, 2, ...k − 1 et les valeurs initiales x0, x−1 sont des

nombres réels strictement positifs.
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Plus précisément nous étudions l’équation aux différences (2.1) dans les trois cas

particuliers : k = 3, k = 5 et b j = b, B j = B, j = 1, 2, ...k − 1 avec b,B ∈ R .

2.2 Première équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de l’équation aux différences

xn+1 =
ax3

n + bxnx2
n−1
+ cx2

nxn−1 + dx3
n−1

Ax3
n + Bxnx2

n−1
+ Cx2

nxn−1 +Dx3
n−1

, n = 0, 1, ..., (2.2)

où les paramètres a, b, c, d, A, B, C, D et les valeurs initiales x0, x−1 sont des nombres

réels strictement positifs.

Considérons la fonction f :]0,+∞[2→]0,+∞[ définie par

f (x, y) =
ax3 + bxy2 + cx2y + dy3

Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3
.

2.2.1 Périodicité des solutions

Dans le théorème suivant, on étudiera la périodicité des solutions positifs de

l’équation (2.2).

Théorème 2.2.1 Soient

q1 = (B +D)a +Dc − Ad,

q2 = (B + C +D)a + (−A +D)b + (B +D)c − (A + C)d,

q3 = (A + B + C +D)a + (−A + B − C +D)b + (−A + B + C +D)c

+(−A − C − B +D)d.

Supposons que q1, q2, q3 ≥ 0. Alors l’équation (2.2) n’a aucune solution périodique de période

deux.
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Preuve. Supposons qu’il existe deux nombres réels distincts α et β strictement positifs,

tel que

..., α, β, α, β, ...

soit solution périodique de période deux de l’équation (2.2). Donc, on a

α = f (β, α), β = f (α, β).

Alors, on a

β f (β, α) − α f (α, β) = 0,

ce qui donne

(β − α)
aD(α6 + β6) + q1αβ(α4 + β4) + q2α2β2(α2 + β2) + q3α3β3

(Aβ3 + Bβα2 + Cβ2α +Dα3)(Aα3 + Bαβ2 + Cα2β +Dβ3)
= 0.

Comme
aD(α6 + β6) + q1αβ(α4 + β4) + q2α2β2(α2 + β2) + q3α3β3

(Aβ3 + Bβα2 + Cβ2α +Dα3)(Aα3 + Bαβ2 + Cα2β +Dβ3)
> 0.

On obtient β = α, qui est une contradiction.

2.2.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que l’équation (2.2) admet dans ]0,+∞[ un seul point d’équilibre,

et il est donné par

x =
a + b + c + d

A + B + C +D
.

Dans la suite nous avons besoin des nombres réels suivants :

r1 = aB − bA, r2 = aC − cA, r3 = aD − dA, r4 = cB − bC, r5 = bD − dB, r6 = cD − dC.

le lemme suivant est consacré à l’étude de la monotonie de la fonction f .

Lemme 2.2.1

1. Supposons que

• a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

,
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• d

D
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

,

• 3r3 + r4 ≥ 0.

Alors, f est décroissante par rapport à x pour chaque y et croissante par rapport à y pour

chaque x.

2. Supposons que

• a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

,

• d

D
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

,

• 3r3 + r4 ≤ 0.

Alors, f est croissante par rapport à x pour chaque y et décroissante par rapport à y pour

chaque x.

Preuve.

1. On a 3r3 + r4 ≥ 0, de plus
a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

et
d

D
≤ max

(

b

B
,

c

C

)

implique que

r1, r2, r5, r6 ≥ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r2x4y + 2r1x3y2 + (3r3 + r4)x2y3 + 2r6xy4 + r5y5

(Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3)2
,

∂ f

∂y
(x, y) =

−r2x5 − 2r1x4y − (3r3 + r4)x3y2 − 2r6x2y3 − r5xy4

(Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3)2
.

2. On a 3r3 + r4 ≤ 0, de plus
a

A
≤ max

(

b

B
,

c

C

)

et
d

D
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

implique que

r1, r2, r5, r6 ≤ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r2x4y + 2r1x3y2 + (3r3 + r4)x2y3 + 2r6xy4 + r5y5

(Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3)2
,

∂ f

∂y
(x, y) =

−r2x5 − 2r1x4y − (3r3 + r4)x3y2 − 2r6x2y3 − r5xy4

(Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3)2
.
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Dans le théorème suivant nous prouvons que les solutions de l’équation aux

différences (2.2) sont bornées.

Théorème 2.2.2 Soit {xn}+∞n=−1
une solution de l’équation (2.2).

1. Supposons que

• a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

,

• d

D
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

.

Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a
d

D
≤ xn ≤

a

A
.

2. Supposons que

• a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

,

• d

D
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

.

Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a
a

A
≤ xn ≤

d

D
.

Preuve.

1. On a

xn+1 −
a

A
=

−r2x2
nxn−1 − r1xnx2

n−1
− r3x3

n−1

A(Ax3
n + Bxnx2

n−1
+ Cx2

nxn−1 +Dx3
n−1

)
,

xn+1 −
d

D
=

r3x3
n + r6x2

nxn−1 + r5xnx2
n−1

D(Ax3
n + Bxnx2

n−1
+ Cx2

nxn−1 +Dx3
n−1

)
.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

et
d

D
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

, on obtient

r1, r2, r3, r5, r6 ≥ 0.

Alors,

d

D
≤ xn ≤

a

A
, n ≥ 1.
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2. On a

xn+1 −
a

A
=

−r2x2
nxn−1 − r1xnx2

n−1
− r3x3

n−1

A(Ax3
n + Bxnx2

n−1
+ Cx2

nxn−1 +Dx3
n−1

)
,

xn+1 −
d

D
=

r3x3
n + r6x2

nxn−1 + r5xnx2
n−1

D(Ax3
n + Bxnx2

n−1
+ Cx2

nxn−1 +Dx3
n−1

)
.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

et
d

D
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

, on obtient

r1, r2, r3, r5, r6 ≤ 0.

Alors

a

A
≤ xn ≤

d

D
, n ≥ 1.

La stabilité locale du point d’équilibre x =
a + b + c + d

A + B + C +D
de l’équation (2.2) est

décrite dans le théorème suivant.

Théorème 2.2.3 Supposons que

2|2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6|
(a + b + c + d)(A + B + C +D)

< 1.

Alors, le point d’équilibre x = a+b+c+d
A+B+C+D

de l’équation (2.2) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L’équation aux différences linéaire associée de l’équation (2.2) autour du point

d’équilibre x = a+b+c+d
A+B+C+D

est donnée par

xn+1 = pxn + qxn−1,

avec

p =
(2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6)

(a + b + c + d)(A + B + C +D)
, q = − (2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6)

(a + b + c + d)(A + B + C +D)
.

Le polynôme caractéristique associé est

λ2 − pλ − q = 0.
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Soient h et 1 deux fonctions définies par

h(λ) = λ2, 1(λ) = pλ + q.

On a

|1(λ)| ≤ |p| + |q| = 2|2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6|
(a + b + c + d)(A + B + C +D)

< 1 = |h(λ)|, ∀λ ∈ C : |λ| = 1.

Donc, d’après le Théorème de Rouché, touts les zéros de λ2 − pλ − q = 0 sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (0.0.2), x est localement asymptotiquement stable.

La stabilité asymptotique globale de l’équation (2.2), sera l’objet des deux résultats

suivants.

Théorème 2.2.4 Soient

p1 = −Da + Ab + (A + C)d,

p2 = −(B +D)a + (A + C)b + (A −D)c + (A + B + C)d,

p3 = (A − B − C −D)a + (A + B + C −D)b + (A − B + C −D)c

+(A + B + C +D)d.

Supposons que

• a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

,

• d

D
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

,

• 3r3 + r4 ≥ 0,

• 2(2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6)

(a + b + c + d)(A + B + C +D)
< 1,

• p1, p2, p3 ≥ 0.

Alors, le point d’équilibre x = a+b+c+d
A+B+C+D

de l’équation (2.2) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {xn}+∞n=−1
une solution positive de l’équation (2.2). D’après le Théorème

(2.2.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est à dire

lim
n→∞

xn = x.
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Soit

m = lim
n→+∞

in f xn

et

M = lim
n→+∞

supxn.

Pour prouver que

lim
n→+∞

xn = x,

il suffit de montrer que m =M.

Soit ǫ ∈]0,m[, alors il existe n0 ∈N tel que pour chaque n ≥ n0 on obtient

m − ǫ ≤ xn ≤ M + ǫ.

D’après la première partie du Lemme (2.2.1), on obtient pour tous n ≥ n0 + 1

xn+1 ≥
a(m − ǫ)3 + b(m − ǫ)(M + ǫ)2 + c(m − ǫ)2(M + ǫ) + d(M + ǫ)3

A(m − ǫ)3 + B(m − ǫ)(M + ǫ)2 + C(m − ǫ)2(M + ǫ) +D(M + ε)3
,

xn+1 ≤
a(M + ǫ)3 + b(m − ǫ)2(M + ǫ) + c(m − ǫ)(M + ǫ)2 + d(m − ǫ)3

A(M + ǫ)3 + B(m − ǫ)2(M + ǫ) + C(m − ǫ)(M + ǫ)2 +D(m − ǫ)3
.

Ce qui implique

m ≥ a(m − ǫ)3 + b(m − ǫ)(M + ǫ)2 + c(m − ǫ)2(M + ǫ) + d(M + ǫ)3

A(m − ǫ)3 + B(m − ǫ)(M + ǫ)2 + C(m − ǫ)2(M + ǫ) +D(M + ε)3
,

M ≤ a(M + ǫ)3 + b(m − ǫ)2(M + ǫ) + c(m − ǫ)(M + ǫ)2 + d(m − ǫ)3

A(M + ǫ)3 + B(m − ǫ)2(M + ǫ) + C(m − ǫ)(M + ǫ)2 +D(m − ǫ)3
,

et donc

m ≥ am3 + bmM2 + cm2M + dM3

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
,

M ≤ aM3 + bm2M + cmM2 + dm3

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
.

Ainsi

mM ≥ M(am3 + bmM2 + cm2M + dM3)

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
,
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mM ≤ m(aM3 + bm2M + cmM2 + dm3)

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
.

D’où

M(am3 + bmM2 + cm2M + dM3)

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
− m(aM3 + bm2M + cmM2 + dm3)

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
≤ 0,

qui et donc

(M −m)
dA(m6 +M6) + p1mM(m4 +M4) + p2m2M2(m2 +M2) + p3m3M3

(Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3)(AM3 + BmM2 + Cm2M +Dm3)
≤ 0.

Comme

dA(m6 +M6) + p1mM(m4 +M4) + p2m2M2(m2 +M2) + p3m3M3

(Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3)(AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3)
> 0,

On obtient

M ≤ m.

Alors,

m =M = x.

Théorème 2.2.5 Soient

q1 = (B +D)a +Dc − Ad,

q2 = (B + C +D)a + (−A +D)b + (B +D)c − (A + C)d,

q3 = (A + B + C +D)a + (−A + B − C +D)b + (−A + B + C +D)c

+(−A − C − B +D)d.

Supposons que

• a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

,

• d

D
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

,

• 3r3 + r4 ≤ 0,

• −2(2r1 + r2 + 3r3 + r4 + r5 + 2r6)

(a + b + c + d)(A + B + C +D)
< 1,
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• q1, q2, q3 ≥ 0.

Alors, le point d’équilibre x = a+b+c+d
A+B+C+D

de l’équation (2.2) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit {xn}+∞n=−1
une solution positive de l’équation (2.2). D’après le Théorème

(2.2.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est à dir

lim
n→∞

xn = x.

Soit

m = lim
n→+∞

in f xn

et

M = lim
n→+∞

supxn.

Pour prouver que

lim
n→+∞

xn = x,

il suffit de montrer que m =M.

Soit ǫ ∈]0,m[, alors il existe n0 ∈N tel que pour chaque n ≥ n0 on obtient

m − ǫ ≤ xn ≤ M + ǫ.

D’après la deuxième partie du lemme (2.2.1) ; on obtient pour tous n ≥ n0 + 1

xn+1 ≤
a(m − ǫ)3 + b(m − ǫ)(M + ǫ)2 + c(m − ǫ)2(M + ǫ) + d(M + ǫ)3

A(m − ǫ)3 + B(m − ǫ)(M + ǫ)2 + C(m − ǫ)2(M + ǫ) +D(M + ε)3
,

xn+1 ≥
a(M + ǫ)3 + b(m − ǫ)2(M + ǫ) + c(m − ǫ)(M + ǫ)2 + d(m − ǫ)3

A(M + ǫ)3 + B(m − ǫ)2(M + ǫ) + C(m − ǫ)(M + ǫ)2 +D(m − ǫ)3
.

Ce qui implique

M ≥ a(m − ǫ)3 + b(m − ǫ)(M + ǫ)2 + c(m − ǫ)2(M + ǫ) + d(M + ǫ)3

A(m − ǫ)3 + B(m − ǫ)(M + ǫ)2 + C(m − ǫ)2(M + ǫ) +D(M + ε)3
,
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m ≤ a(M + ǫ)3 + b(m − ǫ)2(M + ǫ) + c(m − ǫ)(M + ǫ)2 + d(m − ǫ)3

A(M + ǫ)3 + B(m − ǫ)2(M + ǫ) + C(m − ǫ)(M + ǫ)2 +D(m − ǫ)3
.

et donc

M ≥ am3 + bmM2 + cm2M + dM3

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
,

m ≤ aM3 + bm2M + cmM2 + dm3

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
.

Ainsi

mM ≥ m(am3 + bmM2 + cm2M + dM3)

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
,

mM ≤ M(aM3 + bm2M + cmM2 + dm3)

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
.

D’où

m(am3 + bmM2 + cm2M + dM3)

Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3
− M(aM3 + bm2M + cmM2 + dm3)

AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3
≤ 0,

qui et donc

(M −m)
dA(m6 +M6) + q1mM(m4 +M4) + q2m2M2(m2 +M2) + q3m3M3

(Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3)(AM3 + BmM2 + Cm2M +Dm3)
≤ 0.

Comme

dA(m6 +M6) + q1mM(m4 +M4) + q2m2M2(m2 +M2) + q3m3M3

(Am3 + BmM2 + Cm2M +DM3)(AM3 + Bm2M + CmM2 +Dm3)
> 0,

On obtient

M ≤ m.

Alors,

m =M = x.

2.2.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numériques

suivants :
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Exemple 2.2.1 Si on prend (a, b, c, d,A,B,C,D) = (1, 3
2
, 1, 1

2
, 1, 2, 2, 3

2
), l’équation (2.2) prend

la forme

xn+1 =
x3

n +
3
2
xnx2

n−1
+ x2

nxn−1 +
1
2
x3

n−1

x3
n + 2xnx2

n−1
+ 2x2

nxn−1 +
3
2
x3

n−1

. (2.3)

On a x = 0.615. Toutes les conditions du Théorème (2.2.4) sont satisfaites et lim
n→∞

xn = x. (voir

fig.(2.1))

0 10 20 30 40 50
0.6

0.61

0.62

0.63

0.64

0.65

0.66

0.67

n

X
(n
),

X(n)

Figure 2.1 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation

(2.3), avec les valeurs initiales x−1 = 0.5, x0 = 0.7

Exemple 2.2.2 Si on prend (a, b, c, d,A,B,C,D) = (1, 2, 2, 3
2
, 1, 3

2
, 1, 1

2
) l’équation (2.2) prend

la forme

xn+1 =
x3

n + 2xnx2
n−1
+ 2x2

nxn−1 +
3
2
x3

n−1

x3
n +

3
2
xnx2

n−1
+ x2

nxn−1 +
1
2
x3

n−1

. (2.4)

On a x = 1.625. Toutes les conditions du Théorème (2.2.5) sont satisfaites et lim
n→∞

xn = x. (voir

fig.(2.2))
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Figure 2.2 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation

(2.4), avec les valeurs initiales x−1 = 1.5, x0 = 2.7

2.3 Deuxième équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de l’équation aux différences

xn+1 =
ax5

n + bxnx4
n−1
+ cx2

nx3
n−1
+ dx3

nx2
n−1
+ ex4

nxn−1 + f x5
n−1

Ax5
n + Bxnx4

n−1
+ Cx2

nx3
n−1
+Dx3

nx2
n−1
+ Ex4

nxn−1 + Fx5
n−1

, n = 0, 1, ... (2.5)

où les paramètres a, b, c, d, e, f ,A,B,C,D,E,F et les valeurs initiales x0, x−1 sont des

nombres réels strictement positifs.

Remarque 2.3.1 L’équation

xn+1 =
ax4

n + bxnx3
n−1
+ cx2

nx2
n−1
+ dx3

nxn−1 + ex4
n−1

Ax4
n + Bxnx3

n−1
+ Cx2

nx2
n−1
+Dx3

nxn−1 + Ex4
n−1

, n = 0, 1, ... (2.6)

a été étudiée par Touafek dans [49].

Considérons la fonction f :]0,+∞[2→]0,+∞[ définie par

f (x, y) =
ax5 + bxy4 + cx2y3 + dx3y2 + ex4y + f y5

Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5
.
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2.3.1 Périodicité des solutions

Dans le théorème suivant, en étudera la périodicité des solutions positifs de l’équation

(2.5).

Théorème 2.3.1 Soient

q1 = (B + A)a + eF − f A,

q2 = (B + C + F)a + (B + F)e − (A + E) f − bA + dF,

q3 = (B + C +D + F)a − (A + E)b + (−A + F)c + (B + F)d + (−B + C + F)e − (A +D + E) f ,

q4 = (B + C +D + E + F)a + (−A −D − E + F)b + (−A + B − E + F)c + (−A + C + F)d

+ (B + C +D + F)e − (A + C +D + E) f ,

q5 = (A + B + C +D + E + F)a + (−A + B − C −D − E + F)b + (−A + B + C −D − E + F)c

+ (−A + B + C +D − E + F)d + (−A + B + C +D + E + F)e + (−A − B − C −D − E + f ) f .

Supposons que q1, q2, q3, q4, q5 ≥ 0. Alors l’équation (2.5) n’a aucune solution périodique de

période deux.

Preuve. Supposons qu’il existe deux nombres réels distincts α et β, tel que

..., α, β, α, β, ...

soit solution périodique de période deux de l’équation (2.5). Donc, on a

α = f (β, α), β = f (α, β).

Alors, on a

β =
aα5 + bαβ4 + cα2β3 + dα3β2 + eα4β + fβ5

Aα5 + Bαβ4 + Cα2β3 +Dα3β2 + Eα4β + Fβ5
,

α =
aβ5 + bβα4 + cβ2α3 + dβ3α2 + eβ4α + fα5

Aβ5 + Bβα4 + Cβ2α3 +Dβ3α2 + Eβ4α + Fα5
.

Donc

βα =
α(aα5 + bαβ4 + cα2β3 + dα3β2 + eα4β + fβ5)

Aα5 + Bαβ4 + Cα2β3 +Dα3β2 + Eα4β + Fβ5
,
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βα =
β(aβ5 + bβα4 + cβ2α3 + dβ3α2 + eβ4α + fα5)

Aβ5 + Bβα4 + Cβ2α3 +Dβ3α2 + Eβ4α + Fα5
.

Alors
β(aβ5 + bβα4 + cβ2α3 + dβ3α2 + eβ4α + fα5)

Aβ5 + Bβα4 + Cβ2α3 +Dβ3α2 + Eβ4α + Fα5

−
α(aα5 + bαβ4 + cα2β3 + dα3β2 + eα4β + fβ5)

Aα5 + Bαβ4 + Cα2β3 +Dα3β2 + Eα4β + Fβ5
= 0

ce qui donne

(β − α)S(α, β) = 0

avec

S(β, α) =
H(α, β)

G(α, β)
,

et

• H(α, β) = aF(β10+α10)+q1αβ(β8+α8)+q2α2β2(α6+β6)+q3α3β3(β4+α4)+q4α4β4(β2+

α2) + q5α5β5,

• G(α, β) = (Aα5 +Bαβ4 +Cα2β3 +Dα3β2 +Eα4β+ Fβ5)(Aβ5 +Bβα4 +Cβ2α3 +Dβ3α2 +

Eβ4α + Fα5).

Comme S(α, β) > 0, on obtient β = α. Qui est une contradiction.

2.3.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que l’équation (2.5) admet dans ]0,+∞[ un seul point d’équilibre,

et il donnée par

x =
a + b + c + d + e + f

A + B + C +D + E + F
.

Dans la suite nous avons besoin les numéros réels suivants : r1 = aB− bA, r2 = aC− cA,

r3 = aD − dA, r4 = aE − eA, r5 = aF − f A, r6 = cB − bC, r7 = dB − bD, r8 = eB − bE,

r9 = bF − f B, r10 = dC − cD, r11 = eC − cE, r12 = cF − f C, r13 = eD − dE, r14 = dF − f D,

r15 = eF − f E.

Le lemme suivant est consacré à l’étude de la monotonie de la fonction f .
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Lemme 2.3.1

1. Supposons que

• a

A
≥ max

(

e

E
,

d

D

)

,

•
f

F
≤ min

(

c

C
,

b

B

)

,

• 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et 5r5 + 3r8 + r10 sont positifs.

Alors, f est croissante par rapport à x pour chaque y et décroissante par rapport à y pour chaque

x.

2. Supposons que

• a

A
≤ min

(

e

E
,

d

D

)

,

•
f

F
≥ max

(

c

C
,

b

B

)

,

• 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et5r5 + 3r8 + r10 sont négatifs.

Alors, f est décroissante par rapport à x pour chaque y et croissante par rapport à y pour chaque

x.

Preuve.

1. On a 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et 5r5 + 3r8 + r10 sont positifs, de plus
a

A
≥ max

(

e

E
,

d

D

)

et
f

F
≤ min

( c

C
,

b

B

)

implique que

r3, r4, r9, r12 ≥ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r4x8y + 2r3x7y2 + (3r2 + r13)x6y3 + (2r11 + 4r1)x5y4 + (5r5 + 3r8 + r10)x4y5

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
+

+
(2r7 + 4r15)x3y6 + (3r14 + r6)x2y7 + 2r12xy8 + r9y9

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
,

∂ f

∂y
(x, y) = −

r4x9 + 2r3x8y1 + (3r2 + r13)x7y2 + (2r11 + 4r1)x6y3 + (5r5 + 3r8 + r10)x5y4

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
+

−
(2r7 + 4r15)x4y5 + (3r14 + r6)x3y6 + 2r12x2y7 + r9xy8

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
.
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2. On a 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et 5r5 + 3r8 + r10 sont négatifs, de plus
a

A
≤ min

(

e

E
,

d

D

)

et
f

F
≥ max

(

c

C
,

b

B

)

implique que

r3, r4, r9, r12 ≤ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r4x8y + 2r3x7y2 + (3r2 + r13)x6y3 + (2r11 + 4r1)x5y4 + (5r5 + 3r8 + r10)x4y5

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
+

+
(2r7 + 4r15)x3y6 + (3r14 + r6)x2y7 + 2r12xy8 + r9y9

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
,

∂ f

∂y
(x, y) = −

r4x9 + 2r3x8y1 + (3r2 + r13)x7y2 + (2r11 + 4r1)x6y3 + (5r5 + 3r8 + r10)x5y4

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
+

−
(2r7 + 4r15)x4y5 + (3r14 + r6)x3y6 + 2r12x2y7 + r9xy8

(Ax5 + Bxy4 + Cx2y3 +Dx3y2 + Ex4y + Fy5)2
.

Dans le théorème suivant nous prouvons que les solutions de l’équation aux

différences (2.5) sont bornées.

Théorème 2.3.2 Soit {xn}+∞n=−1
une solution de l’équation (2.5).

1) Supposons que

• a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

•
f

F
≤ min

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

.

Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a
f

F
≤ xn ≤

a

A
.

2) Supposons que
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• a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

•
f

F
≥ max

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

.

Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a
a

A
≤ xn ≤

f

F
.

Preuve.

1. On a

xn+1 −
a

A
=
−r4x4

nxn−1 − r3x3
nx2

n−1
− r2x2

nx3
n−1

− r1xnx4
n−1

− r5x5
n−1

A(Ax3
n + Bxnx4

n−1
+ Cx2

nx2
n−1
+ Ex4

nxn−1 + Fx5
n−1

)
,

xn+1 −
f

F
=

r5x5
n + r15x4

nxn−1 + r14x3
nx2

n−1
+ r12x2

nx3
n−1
+ r9xnx4

n−1

F(Ax5
n + Bxnx4

n−1
+ Cx2

nx3
n−1
+Dx3

nx2
n−1
+ Ex4

nxn−1 + Fx5
n−1

)
.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

et
f

F
≤ min

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

on obtient

r1, r2, r3, r4, r5, r9, r12, r14, r15 ≥ 0.

Alors,
f

F
≤ xn ≤

a

A
, n ≥ 1.

2. On a

xn+1 −
a

A
=
−r4x4

nxn−1 − r3x3
nx2

n−1
− r2x2

nx3
n−1

− r1xnx4
n−1

− r5x5
n−1

A(Ax3
n + Bxnx4

n−1
+ Cx2

nx2
n−1
+ Ex4

nxn−1 + Fx5
n−1

)
,

xn+1 −
f

F
=

r5x5
n + r15x4

nxn−1 + r14x3
nx2

n−1
+ r12x2

nx3
n−1
+ r9xnx4

n−1

F(Ax5
n + Bxnx4

n−1
+ Cx2

nx3
n−1
+Dx3

nx2
n−1
+ Ex4

nxn−1 + Fx5
n−1

)
.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

et
f

F
≥ max

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

on obtient

r1, r2, r3, r4, r5, r9, r12, r14, r15 ≤ 0.

Alors
a

A
≤ xn ≤

f

F
, n ≥ 1.

La stabilité locale du point d’équilibre x =
a+b+c+d+e+ f

A+B+C+D+E+F
de l’équation (2.5) est décrite

dans le théorème suivant.
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Théorème 2.3.3 Supposons que

2|4r1 + 3r2 + 2r3 + r4 + 5r5 + r6 + 2r7 + 3r8 + r9 + r10 + 2r11 + 2r12 + r13 + 3r14 + 4r15|
(a + b + c + d + e + f )(A + B + C +D + E + F)

< 1.

Donc le point d’équilibre x =
a+b+c+d+e+ f

A+B+C+D+E+F
de l’équation (2.5) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L’équation aux différences linéaire associée de l’équation (2.5) autour du point

d’équilibre x =
a+b+c+d+e+ f

A+B+C+D+E+F
est donnée par

xn+1 = pxn + qxn−1,

avec

p =
(4r1 + 3r2 + 2r3 + r4 + 5r5 + r6 + 2r7 + 3r8 + r9 + r10 + 2r11 + 2r12 + r13 + 3r14 + 4r15)

(a + b + c + d + e + f )(A + B + C +D + E + F)
,

q = −(4r1 + 3r2 + 2r3 + r4 + 5r5 + r6 + 2r7 + 3r8 + r9 + r10 + 2r11 + 2r12 + r13 + 3r14 + 4r15)

(a + b + c + d + e + f )(A + B + C +D + E + F)
.

Le polynôme caractéristique associé est

λ2 − pλ − q = 0.

Soient h et 1 deux fonctions définies par

h(λ) = λ2, 1(λ) = pλ + q.

On a

|1(λ)| ≤ |p| + |q|

=
2|4r1 + 3r2 + 2r3 + r4 + 5r5 + r6 + 2r7 + 3r8 + r9 + r10 + 2r11 + 2r12 + r13 + 3r14 + 4r15|

(a + b + c + d + e + f )(A + B + C +D + E + F)

< 1 = |h(λ)|

∀λ ∈ C : |λ| = 1.Donc, d’après le Théorème de Rouché, touts les zéros de λ2−pλ−q = 0

sont dans |λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (0.0.2), x est localement asymptotiquement

stable.

La stabilité asymptotique globale de l’équation (2.5), fera l’objet des deux résultats

suivants.
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Théorème 2.3.4 Soient

p1 = bA − aF + (A + E) f ,

p2 = −(B + E)a + (A + E)b + (A +D + E) f + cA − eF,

p3 = −(C + B + F)a + (A +D + E)b + (A + E)c + (A − F)d + (A + C +D + E) f − eF,

p4 = −(B + C +D + F)a + (A + C +D + E)b + (A +D + E − F)c + (A − B + E − F)d

+ (A + B + C +D + E) f + (A − B + C − F)e,

p5 = (A − B − C −D − E − F)a + (A + B + C +D + E − F)b + (A − B + C +D + E − F)c

+ (A − B +D − C + E − F)d + (A − B − C −D + E − F)e + (A + B + C +D + E + F) f .

1. Supposons que

• a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

•
f

F
≤ min

(

b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

• 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et 5r5 + 3r8 + r10 sont positifs,

• 2|4r1+3r2+2r3+r4+5r5+r6+2r7+3r8+r9+r10+2r11+2r12+r13+3r14+4r15|
(a+b+c+d+e+ f )(A+B+S+D+E+F)

< 1,

• p1, p2, p3, p4, p5 ≥ 0.

Alors, le point d’équilibre x =
a+b+c+d+e+ f

A+B+C+D+E+F
de l’équation (2.5) est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Soit
{

xn

}+∞

n=−1
une solution positive de l’équation (2.5) avec x−1, x0 ∈

[

f

F
,

a

A

]

.

D’après le Théorème (2.3.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est à

dir

lim
n→∞

xn = x.

D’après la première partie du Lemme (2.3.1), f est croissante par rapport à x pour

chaque y et décroissante par rapport à y pour chaque x. Supposons que (m,M) est une

solution du système

m = f (m,M), M = f (M,m).

Ce qui implique

m =
am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5
,
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M =
aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5
.

Donc

mM =
M(am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5)

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5
,

Mm =
m(aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5)

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5
.

Alors

M(am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5)

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5

−
m(aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5)

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5
= 0

et donc

(M −m)R(m,M) = 0

avec

R(m,M) =
L(m,M)

K(m,M)
,

et

• L(m,M) = f A(M10+m10)+p1mM(M8+m8)+p2m2M2(m6+M6)+p3m3M3(M4+m4)+

p4m4M4(M2 +m2) + p5m5M5,

• K(m,M) = (Am5+BmM4+Cm2M3+Dm3M2+Em4M+FM5)(AM5+BMm4+CM2m3+

DM3m2 + EM4m + Fm5).

Comme R(M,m) > 0, on obtient

M = m.

Donc , d’après le Théorème (0.0.4) lim
x→∞

xn = x.
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Théorème 2.3.5 Soient

q1 = (B + A)a + eF − f A,

q2 = (B + C + F)a + (B + F)e − (A + E) f − bA + dF,

q3 = (B + C +D + F)a − (A + E)b + (−A + F)c + (B + F)d + (−B + C + F)e − (A +D + E) f ,

q4 = (B + C +D + E + F)a + (−A −D − E + F)b + (−A + B − E + F)c + (−A + C + F)d

+ (B + C +D + F)e − (A + C +D + E) f ,

q5 = (A + B + C +D + E + F)a + (−A + B − C −D − E + F)b + (−A + B + C −D − E + F)c

+ (−A + B + C +D − E + F)d + (−A + B + C +D + E + F)e + (−A − B − C −D − E + f ) f .

1. Supposons que

• a

A
≤ min

( b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

•
f

F
≥ max

( b

B
,

c

C
,

d

D
,

e

E

)

,

• 3r2 + r13, 2r11 + 4r1, 2r7 + 4r15, 3r14 + r6 et 5r5 + 3r8 + r10 sont négatifs,

• 2|4r1+3r2+2r3+r4+5r5+r6+2r7+3r8+r9+r10+2r11+2r12+r13+3r14+4r15|
(a+b+c+d+e+ f )(A+B+S+D+E+F)

< 1,

• q1, q2, q3, q4, q5 ≥ 0.

Alors, le point d’équilibre x =
a+b+c+d+e+ f

A+B+C+D+E+F
de l’équation (2.5) est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Soit
{

xn

}+∞

n=−1
une solution positive de l’équation (2.5) avec x−1, x0 ∈

[

a

A
,

f

F

]

.

D’après le Théorème (2.3.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est à

dir

lim
n→∞

xn = x.

D’après la deuxième partie du Lemme (2.3.1), f est décroissante par rapport à x pour

chaque y et croissante par rapport à y pour chaque x. Supposons que (m,M) est une

solution du système

m = f (M,m), M = f (m,M).
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Ce qui donne

M =
am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5
,

m =
aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5
.

Donc

Mm =
m(am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5)

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5
,

Mm =
M(aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5)

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5
.

Alors,

M(aM5 + bMm4 + cM2m3 + dM3m2 + eM4m + f m5)

AM5 + BMm4 + CM2m3 +DM3m2 + EM4m + Fm5

−
m(am5 + bmM4 + cm2M3 + dm3M2 + em4M + f M5)

Am5 + BmM4 + Cm2M3 +Dm3M2 + Em4M + FM5
= 0

et donc

(M −m)S(m,M) = 0

avec

S(M,m) =
H(m,M)

G(m,M)
,

et

• H(m,M) = aF(M10+m10)+q1mM(M8+m8)+q2m2M2(m6+M6)+q3m3M3(M4+m4)+

q4m4M4(M2 +m2) + q5m5M5,

• G(m,M) = (Am5+BmM4+Cm2M3+Dm3M2+Em4M+FM5)(AM5+BMm4+CM2m3+

DM3m2 + EM4m + Fm5).

Comme S(m,M) > 0, on obtient

M = m

Donc, d’après le Théorème (0.0.5) lim
x→∞

xn = x.
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2.3.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numériques

suivants :

Exemple 2.3.1 Si on prend (a, b, c, d, e, f ,A,B,C,D,E, F) = (11, 3, 5, 1, 3, 4, 1.5, 3, 1, 1.6, 3, 2.5),

l’équation (2.5) prend la forme

xn+1 =
11x5

n + 3xnx4
n−1
+ 5x2

nx3
n−1
+ x3

nx2
n−1
+ 3x4

nxn−1 + 4x5
n−1

1.5x5
n + 3xnx4

n−1
+ x2

nx3
n−1
+ 1.6x3

nx2
n−1
+ 3x4

nxn−1 + 2.5x5
n−1

. (2.7)

On a x = 2.142. Toutes les conditions du Théorème (2.3.4) sont satisfaites et lim
n→∞

xn = x.(voir

fig. (2.3))

0 20 40 60 80 100
1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

n

X
(n
)

X(n)

Figure 2.3 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation (2.7)

avec les valeurs initiales x−1 = 1.2, x0 = 3.

Exemple 2.3.2 Si on prend (a, b, c, d, e, f ,A,B,C,D,E,F) = (2, 3, 3, 1.8, 3, 4, 4, 2.8, 1, 4, 1, 3),

l’équation (2.5) prend la forme

xn+1 =
2x5

n + 3xnx4
n−1
+ 3x2

nx3
n−1
+ 1.8x3

nx2
n−1
+ 3x4

nxn−1 + 4x5
n−1

4x5
n + 2.8xnx4

n−1
+ x2

nx3
n−1
+ 4x3

nx2
n−1
+ x4

nxn−1 + 3x5
n−1

. (2.8)

On a x = 1.063. Toutes les conditions du Théorème (2.3.5) sont satisfaites et lim
n→∞

xn = x.(voir

fig. (2.4))
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Figure 2.4 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation (2.8)

avec les valeurs initiales x−1 = 8, x0 = 1.

2.4 Troisième équation

Dans cette section nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions

de l’équation aux différences

xn+1 =

axk
n + b

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ cxk

n−1

Axk
n + B

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

, k = 3, 4, . . . ; n = 0, 1, . . . , (2.9)

où les paramètres a, b, c,A,B,C et les valeurs initiales x0, x−1 sont des nombres réels

strictement positifs.
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Considérons la fonction f :]0,+∞[2→]0,+∞[ définie par

f (x, y) =

axk + b

k−1
∑

j=1

x jyk− j + cyk

Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk

.

Aisi l’équation (2.9) s’écrit

xn+1 = f (xn, xn−1), n = 0, 1, . . .

2.4.1 Périodicité des solutions

Dans le théorème suivant, on étudiera la périodicité des solutions positives de

l’équation (2.9).

Théorème 2.4.1 Soient

p̆1 = aC − cA + aB + bC,

p̆2 = aC − cA + cC + aA − (k − 1)(bA + cB) + k(aB + bC),

q̆i = aC − cA − i(bA + cB) + (i + 1)(aB + bC), i = 1, 2, ..., k − 2.

Supposons que p̆1, p̆2, q̆1, q̆2, ..., q̆k−2 ≥ 0. Alors l’équation (2.9) n’a aucune solution périodique

de période deux.

Preuve. Supposons qu’il existe deux nombres réels distinct α et β strictement positifs,

tel que

..., α, β, α, β, ...

soit solution périodique de période deux de l’équation (2.9). Donc, on a

α = f (β, α), β = f (α, β).
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Donc

β. f (β, α) − α. f (α, β) = β.

(

aβk + b

k−1
∑

j=1

β jαk− j + cαk

)

Aβk + B

k−1
∑

j=1

β jαk− j + Cαk

− α.

(

aαk + b

k−1
∑

j=1

α jβk− j + cβk

)

Aαk + B

k−1
∑

j=1

α jβk− j + Cβk

= 0.

F(α, β)

K(α, β)
= 0,

où

• F(α, β) = β
(

aβk + b

k−1
∑

j=1

β jαk− j + cαk
)(

Aαk + B

k−1
∑

j=1

α jβk− j +Cβk
)

− α
(

aαk + b

k−1
∑

j=1

α jβk− j +

cβk
)(

Aβk + B

k−1
∑

j=1

β jαk− j + Cαk
)

.

• K(α, β) =
(

Aβk + B

k−1
∑

j=1

β jαk− j + Cαk
)(

Aαk + B

k−1
∑

j=1

α jβk− j + Cβk
)

.

On a

F(α, β) = β
(

aAβkαk+aB

k−1
∑

j=1

α jβk− jβk+aCβ2k+bA

k−1
∑

j=1

α jβk− jαk+bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

+bC

k−1
∑

j=1

α jβk− jβk+

cAα2k + cB

k−1
∑

j=1

α jβk− jαk + cCαkβk
)

− α
(

aAαkβk + aB

k−1
∑

j=1

α jβk− jαk + aCα2k + bA

k−1
∑

j=1

α jβk− jβk +

bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

+ bC

k−1
∑

j=1

α jβk− jαk + cAβ2k + cB

k−1
∑

j=1

α jβk− jβk + cCβkαk
)

,

= aAαkβk+1+bA

k−1
∑

j=1

α j+kβk− j+1+cAα2kβ+aB

k−1
∑

j=1

α jβ2k− j+1+bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

β+cB

k−1
∑

j=1

αk+1+ jβk− j+

aCβ2k+1+bC

k−1
∑

j=1

α jβ2k− j+1+cCβk+1αk−aAβkαk+1−bA

k−1
∑

j=1

α j+1β2k− j−cAβ2kα−aB

k−1
∑

j=1

α j+k+1βk− j−

bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

α − cB

k−1
∑

j=1

α j+1β2k− j − aCα2k+1

− bC

k−1
∑

j=1

α j+k+1βk− j − cCαk+1βk,
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= (aA+ cC)(β− α)αkβk + (bA+ cB)(αkβ− βkα)

k−1
∑

j=1

α jβk− j + aC(β2k+1 − α2k+1)+ cA(α2kβ−

β2kα) + (aB + bC)(βk+1 − αk+1)

k−1
∑

j=1

α jβk− j + bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (aA+ cC)(β− α)αkβk + (bA+ cB)βα(αk−1

k−1
∑

j=1

α jβk− j − βk−1

k−1
∑

j=1

α jβk− j)+ aC(β− α)(β2k +

β2k−1α + β2k−2α2 + · · · + β2α2k−2 + βα2k−1 + α2k) − cA(β − α)(β2k−2 + β2k−3α + β2k−4α2 + · · · +

α2k−4β2+α2k−3β+α2k−2)+ (aB+bC)(βk+1

k−1
∑

j=1

α jβk− j−αk+1

k−1
∑

j=1

α jβk− j)+bB(β−α)
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (aA+ cC)(β−α)αkβk+ (bA+ cB)βα
(

α2k−2β+α2k−3β2+ · · ·+αk+1βk−2+αkβk−1− βkαk−1−
βk+1αk−2 + · · · + β2k−3α2 + β2k−2α

)

+ aC(β − α)
(

(β2k + α2k) + βα(β2k−2 + α2k−2) + α2β2(β2k−4 +

α2k−4) + · · · + βk−1αk−1(β2 + α2) + αkβk
)

− cA(β − α)
(

βα(β2k−2 + α2k−2) + α2β2(β2k−4 + α2k−4) +

· · ·+ βk−1αk−1(β2 + α2)+ αkβk
)

+ (aB+ bC)
(

βk+2αk−1 + βk+3αk−2 + · · ·+ β2k−1α2 + β2kα− α2kβ−

α2k−1β2 − · · · − αk+3βk−2 − αk+2βk−1
)

+ bB(β − α)
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (aA+ cC)(β−α)αkβk− (bA+ cB)βα
(

βα(β2k−3−α2k−3)+β2α2(β2k−5−α2k−5)+β3α3(β2k−7−
α2k−7)+ · · ·+ βk−3αk−3(β5 −α5)+ βk−2αk−2(β3 −α3)+ βk−1αk−1(β−α)

)

+ aC(β−α)
(

(β2k +α2k)+

βα(β2k−2 +α2k−2)+ β2α2(β2k−4 +α2k−4)+ · · ·+αk−1βk−1(β2 +α2)+ βkαk
)

− cA(β−α)
(

βα(β2k−2 +

α2k−2) + β2α2(β2k−4 + α2k−4) + · · · + αk−1βk−1(β2 + α2) + βkαk
)

+ (aB + bC)
(

βk−1αk−1(β3 − α3) +

βk−2αk−2(β5 − α5) + · · · + β2α2(β2k−3 − α2k−3) + βα(β2k−1 − α2k−1)
)

+ bB(β − α)
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (aA+ cC)(β−α)αkβk − (bA+ cB)βα
[

βα(β−α)
(

α2k−4 +α2k−5β+α2k−6β2 + · · ·+ β2k−6α2 +

β2k−5α+β2k−4
)

+α2β2(β−α)
(

α2k−6+α2k−7β+α2k−8β2+ · · ·+β2k−8α2+β2k−7α+β2k−6
)

+α3β3(β−
α)

(

α2k−8 + α2k−9β + · · · + β2k−9α + β2k−8
)

+ · · · + αk−3βk−3(β − α)
(

(α4 + β4) + βα(α2 + β2) +

β2α2
)

+βk−2αk−2(β−α)
(

(α2+β2)+βα
)

+βk−1αk−1

]

+ aC(β−α)
(

(β2k+α2k)+βα(β2k−2+α2k−2)+

β2α2(β2k−4+α2k−4)+ · · ·+αk−1βk−1(β2+α2)+βkαk
)

− cA(β−α)
(

βα(β2k−2+α2k−2)+β2α2(β2k−4+

α2k−4) + · · · + αk−1βk−1(β2 + α2) + βkαk
)

+ (aB + bC)
[

(β − α)
(

βk−1αk−1(α2 + β2) + βkαk
)

+ (β −

α)
(

βk−2αk−2(α4+β4)+βk−1αk−1(α2+β2)+βkαk
)

+ · · ·+ (β−α)
(

β2α2(α2k−4+β2k−4)+β3α3(α2k−6+

β2k−6)+ · · ·+ βk−1αk−1(α2 + β2)+ βkαk
)

+ (β−α)
(

βα(α2k−2 + β2k−2)+ β2α2(α2k−4 + β2k−4)+ · · ·+
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βk−1αk−1(α2 + β2) + βkαk
)

]

+ bB(β − α)
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (aA + cC)(β − α)αkβk − (bA + cB)(β − α)
[

β2α2(α2k−4 + β2k−4) + 2β3α3(α2k−6 + β2k−6) +

3β4α4(α2k−8 + β2k−8)+ · · ·+ (k− 3)βk−2αk−2(α4 + β4)+ (k− 2)βk−1αk−1(α2 + β2)+ (k− 1)βkαk
]

+

aC(β−α)
[

(α2k+β2k)+βα(α2k−2+β2k−2)+β2α2(α2k−4+β2k−4)+ · · ·+αk−1βk−1(α2+β2)+βkαk
]

−
cA(β−α)

[

βα(α2k−2+β2k−2)+β2α2(α2k−4+β2k−4)+ · · ·+αk−1βk−1(α2+β2)+βkαk
]

+ (aB+bC)(β−
α)

[

βα(β2k−2+α2k−2)+ 2β2α2(β2k−4+α2k−4)+ 3β3α3(β2k−6+α2k−6)+ 4β4α4(β2k−8+α2k−8)+ · · ·+

(k − 2)βk−2αk−2(β4 + α4) + (k − 1)βk−1βk−1(β2 + α2) + (k − 1)βkαk
]

+ bB(β − α)
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2

,

= (β−α)

[

aC(α2k+β2k)+ p̆1βα(α2k−2+β2k−2)+ q̆1β2α2(α2k−4+β2k−4)+ q̆2β3α3(α2k−6+β2k−6)+

· · · + q̆k−3βk−2αk−2(α4 + β4) + q̆k−2βk−1αk−1(α2 + β2) + p̆2βkαk + bB
(

k−1
∑

j=1

α jβk− j
)2
]

.

Donc

F(α, β)

K(α, β)
= (β − α)

S(α, β)

K(α, β)
,

avec

S(α, β) = aC(α2k + β2k) + p̆1βα(α2k−2 + β2k−2) + q̆1β
2α2(α2k−4 + β2k−4)

+ q̆2β
3α3(α2k−6 + β2k−6) + ... + q̆k−2β

k−1αk−1(α2 + β2) + p̆2β
kαk

+ bB
(

k−1
∑

j=1

β jαk− j
)2
,

K(α, β) =
(

Aβk + B

k−1
∑

j=1

β jαk− j + Cαk
)(

Aαk + B

k−1
∑

j=1

α jβk− j + Cβk
)

.

Comme S(β, α) > 0, on obtient β = α, ce qui est une contradiction.
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2.4.2 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Notons d’abord que l’équation (2.9) admet dans ]0,+∞[ un seul point d’équilibre ,

et il est donné par

x =
a + (k − 1)b + c

A + (k − 1)B + C
.

Dans la suite nous avons besoin les nombres suivants :

r1 = aB − bA, r2 = aC − cA, r3 = bC − Bc.

Le lemme suivant est consacré à l’étude de la monotonie de la fonction f .

Lemme 2.4.1

1) Supposons que
a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

et r3 positive. Alors, f est croissante par rapport à x pour

chaque y et décroissante par rapport à y pour chaque x.

2) Supposons que
a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

et r3 négative. Alors, f est décroissante par rapport à x

pour chaque y et croissante par rapport à y pour chaque x.

Preuve.

1. On a r3 ≥ 0, de plus
a

A
≥ max

(

b

B
,

c

C

)

implique que

r1, r2 ≥ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r1

k−1
∑

j=1

(k − j)x j+k−1yk− j + r2kxk−1yk + r3

k−1
∑

j=1

jx j−1y2k− j

(Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk)2

,

∂ f

∂y
(x, y) = −

r1

k−1
∑

j=1

(k − j)x j+kyk− j−1 + r2kxkyk−1 + r3

k−1
∑

j=1

jx jy2k− j−1

(Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk)2

.
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2. On a r3 ≤ 0, de plus
a

A
≤ min

(

b

B
,

c

C

)

implique que

r1, r2 ≤ 0.

Donc, le résultat découle des deux formules

∂ f

∂x
(x, y) =

r1

k−1
∑

j=1

(k − j)x j+k−1yk− j + r2kxk−1yk + r3

k−1
∑

j=1

jx j−1y2k− j

(Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk)2

,

∂ f

∂y
(x, y) = −

r1

k−1
∑

j=1

(k − j)x j+kyk− j−1 + r2kxkyk−1 + r3

k−1
∑

j=1

jx jy2k− j−1

(Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk)2

.

Dans le théorème suivant nous prouvons que les solutions de l’équation aux

différences (2.9) sont bornées.

Théorème 2.4.2 Soit
{

xn

}+∞

n=−1
une solution de l’équation (2.9).

1) Supposons que
a

A
≥ max

( b

B
,

c

C

)

et r3 ≥ 0. Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a

c

C
≤ xn ≤

a

A
.

2) Supposons que
a

A
≤ min

( b

B
,

c

C

)

et r3 ≤ 0. Alors, pour n = 1, 2, . . . , on a

a

A
≤ xn ≤

c

C
.

Preuve.

1. On a

xn+1 −
a

A
=

−r1

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
− r2xk

n−1

A(Axk
n + B

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ xk

n−1)

,
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xn+1 −
c

C
=

r3

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ r2xk

n

C(Axk
n + B

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ xk

n−1)

.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≥ max

( b

B
,

c

C

)

, on obtient

r1, r2 ≥ 0.

Alors,
c

C
≤ xn ≤

a

A
, n ≥ 1.

2. On a

xn+1 −
a

A
=

−r1

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
− r2xk

n−1

A(Axk
n + B

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ xk

n−1)

,

xn+1 −
c

C
=

r3

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ r2xk

n

C(Axk
n + B

k−1
∑

j=1

x
j
nx

k− j

n−1
+ xk

n−1)

.

Maintenant, en utilisant le fait que
a

A
≤ min

( b

B
,

c

C

)

, on obtient

r1, r2 ≤ 0.

Alors,
a

A
≤ xn ≤

c

C
, n ≥ 1.

La stabilité locale du point d’équilibre x = a+(k−1)b+c

A+(k−1)B+C
de l’équation (2.9) est décrite

dans le théorème suivant.

Théorème 2.4.3 Supposons que

2k
∣

∣

∣

(k−1)

2
(r1 + r3) + r2

∣

∣

∣

(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
< 1.
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Alors, le point d’équilibre x = a+(k−1)b+c

A+(k−1)B+C
de l’équation (2.9) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. L’équation aux différences linéaire associée de l’équation (2.9) autour du

point d’équilibre x = a+(k−1)b+c

A+(k−1)B+C
est

xn+1 = p1xn + p2xn−1,

avec

p =
∂ f

∂x
(x, x) =

r1

k−1
∑

j=1

(k − j)x
2k−1
+ r2kx

2k−1
+ r3

k−1
∑

j=1

jx
2k−1

(

Ax
k
+ B

k−1
∑

j=1

x
k
+ Cx

k
)2

,

=

x
2k−1

[

r1

k−1
∑

j=1

k − r1

k−1
∑

j=1

j + r2k + r3

k−1
∑

j=1

j
]

x
2k
(

A + B

k−1
∑

j=1

1 + C
)2

,

=
k(k − 1)(r1 + r3) + 2r2k

2x
(

A + B

k−1
∑

j=1

1 + C
)2
,

=
k(k − 1)(r1 + r3) + 2kr2

2(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
.

De même on obtient

q =
∂ f

∂y
(x, x) =

k(k − 1)(r1 + r3) + 2kr2

2(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
.

Le polynôme caractéristique associé est

λ2 − p1λ − p2 = 0.

Soient h et 1 deux fonctions définies par

h(λ) = λ2, 1(λ) = p1λ + p2.

On a

|1(λ)| ≤ |p1| + |p2| =
k
∣

∣

∣(k − 1)(r1 + r3) + 2r2

∣

∣

∣

(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
< 1 = |h(λ)|, ∀λ ∈ C : |λ| = 1.
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Donc, d’après le Théorème de Rouché, touts les zéros de λ2 − p1λ − p2 = 0 sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (0.0.2), x est localement asymptotiquement stable.

La stabilité asymptotique globale de l’équation (2.9), fera l’objet des deux résultats

suivants :

Théorème 2.4.4 Soient

p̆1 = aC − cA + aB + bC,

p̆2 = aC − cA − (k − 1)(bA + cB) + (k − 1)(aB + bC),

q̆i = aC − cA − i(bA + cB) + (i + 1)(aB + bC).

1. Supposons que

• a

A
≤ min

( b

B
,

c

C

)

et r3 négative.

•
k
∣

∣

∣(k − 1)(r1 + r3) + 2r2

∣

∣

∣

(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
< 1.

• p̆1, p̆2, q̆i > 0, i=1,2,...,k-2.

Alors, le point d’équilibre x = a+(k−1)b+c

A+(k−1)B+C
de l’équation (2.9) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit
{

xn

}+∞

n=−1
une solution positive de l’équation(2.9) avec x−1, x0 ∈

[

a

A
,

c

C

]

.

D’après le Théorème (2.4.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif, c’est à

dir lim
n→∞

xn = x. D’après la deuxième partie du Lemme (2.4.1) on voit que la fonction

f (x, y) =

axk + b

k−1
∑

j=1

x jyk− j + cyk

Axk + B

k−1
∑

j=1

x jyk− j + Cyk

satisfait les hypothèses du Théorème (0.0.6), aussi d’après la partie 2 du Théorème

(2.4.2) la solution est bornée. Donc, on obtient lim
n→∞

x2n = l1, lim
n→∞

x2n+1 = l2, avec

l1 = f (l2, l1), l2 = f (l1, l2).
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Maintenant, d’après le Théorème (2.4.1)(et sa preuve), l’équation (2.9) n’a aucune solu-

tion périodique de période deux et on a

l1 = l2 = x =
a + (k − 1)b + c

A + (k − 1)B + C
.

Théorème 2.4.5 Soient

p1 = cA − aC + bA + cB,

p2 = cA − aC + aA + cC − (k − 1)(bC + aB) + (k − 1)(bA + cB),

qi = cA − aC − i(bC + aB) + (i + 1)(bA + cB).

1. Supposons que

• a

A
≥ max

( b

B
,

c

C

)

et r3 positif.

•
k
∣

∣

∣(k − 1)(r1 + r3) + 2r2

∣

∣

∣

(a + (k − 1)b + c)(A + (k − 1)B + C)
< 1.

• p1, p2, qi > 0, i=1,2,...,k-2.

Alors, le point d’équilibre x = a+(k−1)b+c

A+(k−1)B+C
de l’équation (2.9) est globalement asymptotiquement

stable.

Preuve. Soit
{

xn

}+∞

n=−1
une solution positive de l’équation (2.9) avec x−1, x0 ∈

[

c

C
,

a

A

]

.

D’après le Théorème (2.4.3) il suffit de prouver que x est globalement attractif , c’est à

dire

lim
n→∞

xn = x.

D’après la première partie du Lemme (2.4.1), f est croissante par rapport à x pour

chaque y et décroissante par rapport à y pour chaque x. Supposons que (m,M) est une

solution du système

m = f (m,M), M = f (M,m)
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c’est à dire

m =

amk + b

k−1
∑

j=1

m jMk− j + cMk

Amk + B

k−1
∑

j=1

m jMk− j + CMk

,

M =

aMk + b

k−1
∑

j=1

M jmk− j + cmk

AMk + B

k−1
∑

j=1

M jmk− j + Cmk

.

Donc

Mm =

M(amk + b

k−1
∑

j=1

m jMk− j + cMk)

Amk + B

k−1
∑

j=1

m jMk− j + CMk

,

Mm =

m(aMk + b

k−1
∑

j=1

M jmk− j + cmk)

AMk + B

k−1
∑

j=1

M jmk− j + Cmk

.

D’où

M(amk + b

k−1
∑

j=1

m jMk− j + cMk)

Amk + B

k−1
∑

j=1

m jMk− j + CMk

−

m(aMk + b

k−1
∑

j=1

M jmk− j + cmk)

AMk + B

k−1
∑

j=1

M jmk− j + Cmk

= 0.

L(m,M)

K(m,M)
= 0,

avec
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• L(m,M) = M(amk + b

k−1
∑

j=1

m jMk− j + cMk)(AMk + B

k−1
∑

j=1

M jmk− j + Cmk) − m(aMk +

b

k−1
∑

j=1

M jmk− j + cmk)(Amk + B

k−1
∑

j=1

m jMk− j + CMk)

• K(m,M) = (Amk + B

k−1
∑

j=1

m jMk− j + CMk)(AMk + B

k−1
∑

j=1

M jmk− j + Cmk).

On a

L(m,M) =M
(

aAmkMk+aB

k−1
∑

j=1

m jMk− jmk+aCm2k+bA

k−1
∑

j=1

m jMk− jMk+bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

+

bC

k−1
∑

j=1

m jMk− jmk+cAM2k+cB

k−1
∑

j=1

m jMk− jMk+cCMkmk
)

−m
(

aAMkmk+aB

k−1
∑

j=1

m jMk− jMk+

aCM2k+bA

k−1
∑

j=1

m jMk− jmk+bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

+bC

k−1
∑

j=1

m jMk− jMk+cAm2k+cB

k−1
∑

j=1

m jMk− jmk+

cCmkMk
)

,

= aAmkMk+1 + aB

k−1
∑

j=1

m j+kMk− j+1 + aCm2kM + bA

k−1
∑

j=1

m jM2k− j+1 + bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

M +

bC

k−1
∑

j=1

mk+1+ jMk− j+cAM2k+1+cB

k−1
∑

j=1

m jM2k− j+1+cCMk+1mk−aAMkmk+1−aB

k−1
∑

j=1

m j+1M2k− j−

aCM2km − bA

k−1
∑

j=1

m j+k+1Mk− j − bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

m − bC

k−1
∑

j=1

m j+1M2k− j − cAm2k+1

− cB

k−1
∑

j=1

m j+k+1Mk− j − cCmk+1Mk,

= (aA + cC)(M − m)Mkmk + (aB + bC)(mkM − Mkm)

k−1
∑

j=1

m jMk− j + cA(M2k+1 − m2k+1) +

aC(m2kM −M2km) + (bA + cB)(Mk+1 −mk+1)

k−1
∑

j=1

m jMk− j + bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,

= (aA+ cC)(M−m)Mkmk+ (aB+ bC)mM(mk−1

k−1
∑

j=1

m jMk− j−Mk−1

k−1
∑

j=1

m jMk− j)+ cA(M−

m)(M2k+M2k−1m+M2k−2m2+ · · ·+M2m2k−2+Mm2k−1+m2k)−aC(M−m)(M2k−2+M2k−3m+
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M2k−4m2+ · · ·+m2k−4M2+m2k−3M+m2k−2)+ (bA+cB)(Mk+1

k−1
∑

j=1

m jMk− j−mk+1

k−1
∑

j=1

m jMk− j)+

bB(M −m)
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,

= (aA+cC)(M−m)Mkmk+ (aB+bC)mM
(

m2k−2M+m2k−3M2+ · · ·+mk+1Mk−2+mkMk−1−
Mkmk−1−Mk+1mk−2+· · ·+M2k−3m2+M2k−2m

)

+cA(M−m)
(

(M2k+m2k)+mM(M2k−2+m2k−2)+

m2M2(M2k−4+m2k−4)+ · · ·+Mk−1mk−1(M2+m2)+mkMk
)

− aC(M−m)
(

mM(M2k−2+m2k−2)+

m2M2(M2k−4+m2k−4)+· · ·+Mk−1mk−1(M2+m2)+mkMk
)

+(bA+cB)
(

Mk+2mk−1+Mk+3mk−2+· · ·+

M2k−1m2+M2km−m2kM−m2k−1M2−· · ·−mk+3Mk−2−mk+2Mk−1
)

+bB(M−m)
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,

= (aA+ cC)(M−m)Mkmk − (aB+ bC)mM
(

mM(M2k−3 −m2k−3)+m2M2(M2k−5 −m2k−5)+

m3M3(M2k−7−m2k−7)+ · · ·+mk−3Mk−3(M5−m5)+mk−2Mk−2(M3−m3)+mk−1Mk−1(M−m)
)

+

cA(M−m)
(

(M2k +m2k)+mM(M2k−2 +m2k−2)+m2M2(M2k−4 +m2k−4)+ · · ·+Mk−1mk−1(M2 +

m2)+mkMk
)

− aC(M−m)
(

mM(M2k−2+m2k−2)+m2M2(M2k−4+m2k−4)+ · · ·+Mk−1mk−1(M2+

m2) +mkMk
)

+ (bA + cB)
(

mk−1Mk−1(M3 − m3) +mk−2Mk−2(M5 − m5) + · · · +m2M2(M2k−3 −

m2k−3) +mM(M2k−1 −m2k−1)
)

+ bB(M −m)
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,

= (aA+ cC)(M−m)Mkmk− (aB+bC)mM
[

mM(M−m)
(

m2k−4+m2k−5M+m2k−6M2+ · · ·+

M2k−6m2 +M2k−5m +M2k−4
)

+m2M2(M −m)
(

m2k−6 +m2k−7M +m2k−8M2 + · · · +M2k−8m2 +

M2k−7m+M2k−6
)

+m3M3(M−m)
(

m2k−8+m2k−9M+· · ·+M2k−9m+M2k−8
)

+· · ·+mk−3Mk−3(M−

m)
(

(m4+M4)+mM(m2+M2)+m2M2
)

+mk−2Mk−2(M−m)
(

(m2+M2)+mM
)

+mk−1Mk−1

]

+

cA(M−m)
(

(M2k +m2k)+mM(M2k−2 +m2k−2)+m2M2(M2k−4 +m2k−4)+ · · ·+Mk−1mk−1(M2 +

m2)+mkMk
)

− aC(M−m)
(

mM(M2k−2+m2k−2)+m2M2(M2k−4+m2k−4)+ · · ·+Mk−1mk−1(M2+

m2) +mkMk
)

+ (bA + cB)
[

(M −m)
(

mk−1Mk−1(m2 +M2) +mkMk
)

+ (M −m)
(

mk−2Mk−2(m4 +

M4) +mk−1Mk−1(m2 +M2) +mkMk
)

+ · · · + (M −m)
(

m2M2(m2k−4 +M2k−4) +m3M3(m2k−6 +

M2k−6) + · · · +mk−1Mk−1(m2 +M2)+mkMk
)

+ (M−m)
(

mM(m2k−2 +M2k−2) +m2M2(m2k−4 +

M2k−4) + · · · +mk−1Mk−1(m2 +M2) +mkMk
)

]

+ bB(M −m)
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,
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= (aA + cC)(M − m)Mkmk − (aB + bC)(M − m)
[

m2M2(m2k−4 +M2k−4) + 2m3M3(m2k−6 +

M2k−6) + 3m4M4(m2k−8 +M2k−8) + · · · + (k − 3)mk−2Mk−2(m4 +M4) + (k − 2)mk−1mk−1(m2 +

M2)+ (k−1)mkMk
]

+ cA(M−m)
[

(M2k+m2k)+mM(M2k−2+m2k−2)+m2M2(M2k−4+m2k−4)+

· · ·+Mk−1mk−1(M2+m2)+mkMk
]

− aC(M−m)
[

mM(M2k−2+m2k−2)+m2M2(M2k−4+m2k−4)+

· · ·+Mk−1mk−1(M2 +m2)+mkMk
]

+ (bA+ cB)(M−m)
[

mM(m2k−2 +M2k−2)+ 2m2M2(m2k−4 +

M2k−4)+ 3m3M3(m2k−6 +M2k−6)+ 4m4M4(m2k−8 +M2k−8)+ · · ·+ (k− 2)mk−2Mk−2(m4 +M4)+

(k − 1)mk−1mk−1(m2 +M2) + (k − 1)mkMk
]

+ bB(M −m)
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

,

= (M−m)

[

cA(M2k+m2k)+p1mM(M2k−2+m2k−2)+q1m2M2(M2k−4+m2k−4)+q2m3M3(M2k−6+

m2k−6)+ · · ·+qk−3mk−2Mk−2(M4+m4)+qk−2mk−1Mk−1(M2+m2)+p2mkMk+bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2
]

.

Donc
L(M,m)

K(M,m)
= (M −m)

R(M,m)

K(M,m)
,

avec

R(M,m) = cA(M2k+m2k)+p1mM(M2k−2+m2k−2)+q1m2M2(M2k−4+m2k−4)+q2m3M3(M2k−6+

m2k−6)+ · · ·+qk−3mk−2Mk−2(M4+m4)+qk−2mk−1Mk−1(M2+m2)+p2mkMk+bB
(

k−1
∑

j=1

m jMk− j
)2

.

On a L(M,m) = 0 et comme R(M,m) > 0, on obtient

M = m.

Donc, d’après le Théorème (0.0.5), on obtient

lim
x→∞

xn = x.
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2.4.3 L’ordre de convergence

On s’intéresse ici à l’estimation de l’ordre de convergence d’une solution de l’équation

(2.9) qui converge vers le point d’équilibre x = a+(k−1)b+c
A+(k−1)B+C

.

On a pour n ∈N0

xn+1 − x =

axk
n + b

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ cxk

n−1

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

− a + (k − 1) b + c

A + (k − 1) B + C

=

(

r1 (k − 1) xk
n + r2xk

n + r3

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1

)

−
(

r1

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ r2xk

n−1
+ r3 (k − 1) xk

n−1

)

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

=

r1

(

(k − 1) xk
n −

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1

)

+ r2

(

xk
n − xk

n−1

)

+ r3

(

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
− (k − 1) xk

n−1

)

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

La dernière égalité peut être écrite comme suit :

xn+1 − x =
r1

[(

xk
n − xnxk−1

n−1

)

+
(

xk
n − x2

nxk−2
n−1

)

+ · · · +
(

xk
n − xk−1

n xn−1

)]

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

+
r2 (xn − xn−1)

(

xk−1
n + xk−2

n xn−1 + · · · + xk−1
n−1

)

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

+
r3

[(

xnxk−1
n−1

− xk
n−1

)

+
(

x2
nxk−2

n−1
− xk

n−1

)

+ · · · +
(

xk−1
n xn−1 − xk

n−1

)]

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

.
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Après simplification, on obtient

xn+1 − x = r1

(xn − xn−1)

[

k−2
∑

j=0
x

j+1
n x

k− j−2

n−1
+

k−3
∑

j=0
x

j+2
n x

k− j−3

n−1
+ · · · +

0
∑

j=0
x

j+k−1
n x

− j

n−1

]

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

+r2

(xn − xn−1)
k−1
∑

j=0
x

j
nx

k− j−1

n−1

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

+r3

(xn − xn−1)

[

0
∑

j=0
x
− j
n x

j+k−1

n−1
+

1
∑

j=0
x

1− j
n x

j+k−2

n−1
+ · · · +

k−2
∑

j=0
x

k− j−2
n x

j+1

n−1

]

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

= (r1S1 + r2S2 + r3S3) (xn − xn−1) ,

avec

S1 =

k−2
∑

j=0
x

j+1
n x

k− j−2

n−1
+

k−3
∑

j=0
x

j+2
n x

k− j−3

n−1
+ · · · +

0
∑

j=0
x

j+k−1
n x

− j

n−1

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

,

S2 =

k−1
∑

j=0
x

j
nx

k− j−1

n−1

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

et

S3 =

0
∑

j=0
x
− j
n x

j+k−1

n−1
+

1
∑

j=0
x

1− j
n x

j+k−2

n−1
+ · · · +

k−2
∑

j=0
x

k− j−2
n x

j+1

n−1

(

Axk
n + B

k−1
∑

j=1
x

j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

)

(A + (k − 1) B + C)

.

Ainsi

xn+1 − x = (r1S1 + r2S2 + r3S3) (xn − x) − (r1S1 + r2S2 + r3S3) (xn−1 − x) . (2.10)

Puisque lim
n→+∞

xn = x, on obtient

lim
n→∞

S1 = lim
n→∞

S3 =
k (k − 1)

2 (a + (k − 1) b + c) (A + (k − 1) B + C)
,

lim
n→∞

S2 =
k

(a + (k − 1) b + c) (A + (k − 1) B + C)
.
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Ainsi

lim
n→+∞

(r1S1 + r2S2 + r3S3) = p,

donc

r1S1 + r2S2 + r3S3 = p + ε1(n), lim
n→+∞

ε1(n) = 0,

et

lim
n→+∞

− (r1S1 + r2S2 + r3S3) = q,

donc

− (r1S1 + r2S2 + r3S3) = q + ε2(n), lim
n→+∞

ε2(n) = 0.

Soit

en = xn − x.

Donc, l’équation (2.10) devient

en+1 = (p + ǫ1(n))en + (q + ǫ2(n))en−1 (2.11)

C’est à dire l’équation (2.11) peut être écrite sous la forme matricielle

















en

en+1

















=

















0 1

p q

































en−1

en

















+

















0 0

ǫ2(n) ǫ1(n)

































en−1

en

















,

l’équation caractéristique de la matrice

















0 1

p q

















est la même que l’équation caractéristique

de l’équation linéaire associé à l’équation (2.9) autour du point d’équilibre x = a+(k−1)b+c
A+(k−1)B+C

.

En utilisant les Théorèmes de Perron, on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.4.6 Soient x Le point d’équilibre et (xn)n≥1 une solution positive de l’équation

(2.9). Alors, le vecteur d’erreur En =

















en

en−1

















satisfait les relations asymptotiques

ρ = lim
n→∞

‖En+1‖
‖En‖

, ρ = lim
n→∞

(‖En‖)1/n ,

avec ρ égale le module de l’une des racines de l’équation caractéristique.
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2.4.4 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partir, nous considérons les exemples numériques

suivants :

Exemple 2.4.1 Si on prend k = 3, a = 2, b = 1, c = 2, A = 5, B = 2, C = 3, l’équation (2.9)

prend la forme

xn+1 =
2x3

n + x2
nxn−1 + xnx2

n−1
+ 2x3

n−1

5x3
n + 2x2

nxn−1 + 2xnx2
n−1
+ 3x3

n−1

. (2.12)

On a x = 0.5. Toutes les conditions du Théorème (2.4.5) sont satisfaites et on a lim
n→∞

xn = x. (

voire fig.(2.5))

0 10 20 30 40 50
0.475

0.48

0.485

0.49

0.495

0.5

0.505

0.51

0.515

0.52

n

X
(n
)

X(n)

Figure 2.5 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation

(2.12) avec les valeurs initiales x−1 = 0.45, x0 = 0.55.

Exemple 2.4.2 Si on prend k = 4, a = 2, b = 2, c = 6, A = 1.3, B = 3, C = 9.5, l’équation

(2.9) prend la forme

xn+1 =
2x4

n + 2x3
nxn−1 + 2x2

nx2
n−1
+ 2xnx3

n−1
+ 6x4

n−1

1.3x4
n + 3x3

nxn−1 + 3x2
nx2

n−1
+ 3xnx3

n−1
+ 9.5x4

n−1

. (2.13)

On a x = 0.707. Toutes les conditions du Théorème (2.4.4) sont satisfaites et lim
n→∞

xn = x. (voir

fig. (2.6))
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0 10 20 30 40 50
0.67

0.675

0.68

0.685

0.69

0.695

0.7

0.705

0.71

0.715

0.72

n

X
(n
)

X(n)

Figure 2.6 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation

(2.13) avec les valeurs initiales x−1 = 0.95, x0 = 0.75.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT DES SOLUTIONS

DE CERTAINES ÉQUATIONS ET

SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX

DIFFÉRENCES D’ORDRES

SUPÉRIEURS

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude du comportement des solutions de l’équation

aux différences

xn+1 =
α

β + γxn−k
, n = 0, 1, 2, . . . ,
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avec α, β, γ ∈ R+∗ , k entier natural fixé et les valeurs initiales x−k, x−k+1, . . ., x0 sont des

nombres réels. Puis, nous étudions la stabilité globale et la périodicité des solutions des

systèmes d’équations aux différences suivants :

xn+1 =
1

∓1 ∓ yn−k
, yn+1 =

1

∓1 ∓ xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . ,

avec x−k, x−k+1, . . ., x0, y−k, y−k+1, . . ., y0 sont des nombres réels et k entier natural fixé.

3.2 L’équation xn+1 =
α

β+γxn−k

Dans [55] Tollu et al. ont obtenu la forme des solutions des équations aux différences

de type Ricatti

xn+1 =
1

1 + xn
, xn+1 =

1

−1 + xn
,

en termes de la valeur initiale x0 et des nombres de Fibonacci.

Motivé par les résultats obtenu dans [55], nous étudierons ici l’équation aux différences

plus générale

xn+1 =
α

β + γxn−k
, n = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

avec α, β, γ ∈ R+∗ , k entier natural fixé et les valeurs initiales x−k, x−k+1, . . ., x0 sont des

nombres réels.

Remarque 3.2.1

• Pour d’autres résultats généralisant ceux de Tollu et al., on pourra consulter [48].

• L’équation (3.1) se ramène à l’équation

xn+1 =
q

p + xn−k
, (3.2)

en posant

q =
α

γ
et p =

β

γ
.

Ainsi, au lieu de l’équation (3.1), on étudera l’équation (3.2).
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3.2.1 Forme des solutions

Nous rappelons que Wn est le n-ème nombre d’Horadam, qui vérifié la relation de

récurrence Wn+1 = pWn + qWn−1 avec W0 = 0, W1 = 1.

Le théorème suivant décrit la forme des solutions de l’équation (3.2).

Théorème 3.2.1 Soit {xn}n≥−k une solution de (3.2). Alors pour n = 0, 1, . . . ,

x(k+1)n+i =
Wn+1 +Wnxi−(k+1)

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)
q, i = 1, 2, ..., k + 1.

avec les valeurs initiales sont des nombres réels et x−k, x−k+1, ..., x0 <

{

− Wn+2

Wn+1
, n = 0, 1, ...

}

.

Preuve. Par un calcule directe, on obtient de (3.2) que

xi =
q

p + xi−(k+1)
, i = 1, 2, . . . , k + 1,

donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifier

pour n − 1, c’est à dire,

x(k+1)(n−1)+i =
Wn +Wn−1xi−(k+1)

Wn+1 +Wnxi−(k+1)
q, i = 1, 2, ..., k + 1.

Montrons le résultat pour n. Il découle de l’équation (3.2) et de l’hypothèse de la

récurrence que

x(k+1)n+i =
q

p + x(k+1)(n−1)+i

=
q

p +
Wn +Wn−1xi−(k+1)

Wn+1 +Wnxi−(k+1)
q

=
q

pWn+1 + qWn + (pWn + qWn−1)xi−(k+1)

Wn+1 +Wnxi−(k+1)

.

Donc, on a

x(k+1)n+i =
Wn+1 +Wnxi−(k+1)

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)
q.
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3.2.2 Stabilité global des solutions positives

Notons d’abord que l’équation (3.2) admet dans ]0,+∞[ un seul point d’équilibre ,

et il est donné par

E =
−p +

√

p2 + 4q

2
.

Soit I =]0,+∞[, et considérons la fonction f : Ik+1 −→ I, définie par

f (u0,u1, ..., uk) =
q

p + uk
.

La stabilité locale du point d’équilibre E =
−p+
√

p2+4q

2
de l’équation (3.2) est décrite dans

le théorème suivant.

Théorème 3.2.2 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

Preuve. L’équation linéaire associée à l’équation (3.2) autour du point d’équilibre E est

donnée par

yn+1 =
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
yn−k

et son polynôme caractéristique

λk+1 =
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
.

Considérons les deux fonctions définies par

a(λ) = λk+1, b(λ) =
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
.

On a

−1 <
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
< 1.

En effet,

p
√

p2 + 4q <
√

p2 + 4q
√

p2 + 4q = p2 + 4q,

donc

−p2 + p
√

p2 + 4q < 4q,
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ainsi

−2q − p2 + p
√

p2 + 4q < 4q,

d’où
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
< 1.

D’autre part

p
√

p2 + 4q > p2,

donc

−p2 + p
√

p2 + 4q > 0,

ainsi

−2q − p2 + p
√

p2 + 4q > −2q,

d’où

−1 <
−p2 − 2q + p

√

p2 + 4q

2q
.

Alors,
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−p2 − 2q + p
√

p2 + 4q

2q

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 1.

Par conséquent

|b(λ)| < |a(λ)| , ∀λ : |λ| = 1.

Donc, d’après le Théorème de Rouché, tous les zéros de P(λ) = a(λ) − b(λ) sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (0.0.2), E est localement asymptotiquement stable.

La stabilité asymptotique globale de l’équation (3.2), fera l’objet du théorème suivant.

Théorème 3.2.3 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit {xn}n≥−k une solution positive de l’équation (3.2). D’après le Théorème

(3.2.2) il suffit de prouver que E est globalement attractif, c’est à dire

lim
n→∞

xn = E.

Pour cela, on prouve que pour i = 1, ..., k + 1 on a

lim
n→∞

x(k+1)n+i = E.
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Pour i = 1, ..., k + 1, il découle du Théorème (3.2.1) que

lim
n→∞

x(k+1)n+i = lim
n→∞

Wn+1 +Wnxi−(k+1)

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)
q

= lim
n→∞

Wn+1

(

1 + Wn

Wn+1
xi−(k+1)

)

Wn+1

(

Wn+2

Wn+1
+ xi−(k+1)

) q

=

q +
q

Φ+
xi−(k+1)

Φ+ + xi−(k+1)

=
−p +

√

p2 + 4q

2
.

Donc

lim
n→∞

xn = E.

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les deux exemples

numériques suivants :

Exemple 3.2.1 Si on prend p = 1, q = 8 et k = 1, l’équation (3.2) prend la forme

xn+1 =
8

1 + xn−1
. (3.3)

Supposons x0 = 2 et x−1 = 1. (voir Fig. (3.1)).

Exemple 3.2.2 Si on prend p = 2, q = 11 et k = 4, l’équation (3.2) prend la forme

xn+1 =
11

2 + xn−4
. (3.4)

Supposons x0 = 1.5, x−1 = 2.4, x−2 = 3, x−3 = 0.9 et x−4 = 2. (voir Fig. (3.2)).
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Figure 3.1 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation

(3.3).
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Figure 3.2 – Ce graphique représente le comportement de la solution de l’équation (3.4)

3.2.3 D’autres relations entre les solutions de l’équation (3.2) et les

nombres d’Horadam

Théorème 3.2.4 Soient x−k+i =
qWk

Wk+1
, i = 0, 1, ..., k, les valeurs initiales de l’équation (3.2).

Alors pour n, k ∈N and n > k + 1, on a

Wn =
qn−(k+1)Wk+1

xix(k+1)+ix2(k+1)+i · · · x(n−(k+2))(k+1)+i
.

Preuve. On a d’après le Théorème (3.2.1)
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xi =
W1 +W0xi−(k+1)

W2 +W1xi−(k+1)
q,

x(k+1)+i =
W2 +W1xi−(k+1)

W3 +W2xi−(k+1)
q,

x2(k+1)+i =
W3 +W2xi−(k+1)

W4 +W3xi−(k+1)
q,

...

xn(k+1)+i =
Wn+1 +Wnxi−(k+1)

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)
q

D’où,
n

∏

j=0

x j(k+1)+i =
qn+1

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)
. (3.5)

Donc,
n−(k+2)
∏

j=0

x j(k+1)+i =
qn−(k+1)

Wn−k +Wn−(k+1)xi−(k+1)
.

Ainsi,

xix(k+1)+ix2(k+1)+i · · · x(n−(k+2))(k+1)+i =

n−(k+2)
∏

j=0

x j(k+1)+i

=
qn−(k+1)

Wn−k +Wn−(k+1)xi−(k+1)
.

=
qn−(k+1)

Wn−k +
qWk

Wk+1
Wn−(k+1)

=
qn−(k+1)Wk+1

Wn−kWk+1 + qWkWn−(k+1)
.

D’après l’identité (i) du Lemme (0.0.2) on obtient

xix(k+1)+ix2(k+1)+i · · · x(n−(k+2))(k+1)+i =
qn−(k+1)Wk+1

Wn
.

D’où,

Wn =
qn−(k+1)Wk+1

xix(k+1)+ix2(k+1)+i · · · x(n−(k+2))(k+1)+i
.
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Théorème 3.2.5 Soient x−k+i = −
Wn+2+r

Wn+1+r
, i = 1, ..., k, les valeurs initiales de l’équation (3.2).

Alors pourn, r ∈N , on a

(−1)n+1

n
∏

j=0

x j(k+1)+i =
Wn+1+r

Wr
.

En plus

lim
r→∞

(−1)n+1

n
∏

j=0

x j(k+1)+i = Φ
n+1
+ ,

Preuve. On a de l’égalité (3.5),

n
∏

j=0

x j(k+1)+i =
qn+1

Wn+2 +Wn+1xi−(k+1)

=
qn+1

Wn+2 −Wn+1
Wn+2+r

Wn+1+r

=
qn+1Wn+1+r

Wn+1+rWn+2 −Wn+1Wn+2+r
.

Donc, d’après l’identité d’Ocagne, on obtient

(−1)n+1

n
∏

j=0

x j(k+1)+i =
Wn+1+r

Wr
.

Soit r →∞, Alors

lim
r→∞

(−1)n+1

n
∏

j=0

x j(k+1)+i = lim
r→∞

Wn+1+r

Wr
= Φn+1

+ .

3.3 Le système xn+1 =
1

1+yn−k
, yn+1 =

1
1+xn−k

Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du système d’équations

aux différences

xn+1 =
1

1 + yn−k
, , yn+1 =

1

1 + xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . (3.6)
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où k entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels avec x−k, y−k, ..., x0, y0 <
{

− F2n

F2n−1
,n = 1, 2, ...

}

∪
{

− F2n+1

F2n
, n = 1, 2, ...

}

, où {Fn}n≥0 est la suite de Fibonacci.

Avant d’étudier le système (3.6), nous rappelons quelques résultats fondamentaux

nécessaire pour notre étude.

Soient f et 1 deux fonctions continûment différentiables

f : Ik+1 × Jk+1 −→ I, 1 : Ik+1 × Jk+1 −→ J

où I, J sont des intervalles réels. Considérons le système d’équations aux différences



















xn+1 = f
(

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)

yn+1 = 1
(

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)

(3.7)

où n, k ∈N0, (x−k, x−k+1, . . . , x0) ∈ Ik+1 et
(

y−k, y−k+1, . . . , y0

) ∈ Jk+1.

Il est claire que la système (3.6), est un cas particulier du système plus générale (3.7).

Définissons la fonction

H : Ik+1 × Jk+1 −→ Ik+1 × Jk+1

par

H(W) = ( f0(W), f1(W), . . . , fk(W), 10(W), 11(W), . . . , 1k(W))

avec

W = (u0,u1, . . . ,uk, v0, v1, . . . , vk)
T,

f0(W) = f (W), f1(W) = u0, . . . , fk(W) = uk−1,

10(W) = 1(W), 11(W) = v0, . . . , 1k(W) = vk−1.

Posons,

Wn =
[

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

]T .

Ainsi, le système (3.7) est équivalent au système

Wn+1 = H(Wn), n = 0, 1, . . . , (3.8)
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c’est à dire


































































































xn+1 = f
(

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)

xn = xn

...

xn−k+1 = xn−k+1

yn+1 = 1
(

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1 . . . , , yn−k

)

yn = yn

...

yn−k+1 = yn−k+1

.

Définition 3.3.1

1. Un point (x; y) est dit point d’équilibre pour le système (3.7) si

x = F(x, x, ..., x, y, y, ..., y),

y = G(x, x, ..., x, y, y, ..., y).

2. Un point W = (x, x, ..., x, y, y, ..., y) ∈ Ik+1 × Jk+1 est point d’équilibre du système (3.8) si

W = H(W).

Définition 3.3.2 Soient W un point d’équilibre du système (3.8) et ‖ . ‖ une norme, par

exemple la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque ǫ > 0, il existe

δ > 0 tel que ‖ W0 −W ‖< δ implique ‖ Wn −W ‖< ǫ pour n ≥ 0.

2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s’il est stable et s’il existe γ > 0 tel que ‖ W0 −W ‖< γ implique

‖ Wn −W ‖→ 0, n → +∞.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif

de bassin d’attraction l’ensemble G ⊆ Ik+1 × Jk+1), si pour chaque W0 (respectivement

pour chaque W0 ∈ G)

‖ Wn −W ‖→ 0, n → +∞.
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4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement

globalement asymptotiquement stable par rapport à G) si est localement stable, et si pour

chaque W0 (respectivement pour chaque W0 ∈ G),

‖ Wn −W ‖→ 0, n → +∞.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Remarque 3.3.1

Il est claire que (x, y) ∈ I × J est un point d’équilibre du système (3.7) si et seulement si

W = (x, x, . . . , x, y, y, . . . , y) ∈ Ik+1 × Jk+1 est un point d’équilibre du système (3.8).

Le système linéaire associé au système (3.8) autour du point d’équilibre

W = (x, x, · · · , x, y, y, · · · , y)

est donné par

Wn+1 = AWn, n = 0, 1, ...

où A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

A =

































































































∂ f0
∂u0

(W)
∂ f0
∂u1

(W) . . .
∂ f0
∂uk

(W)
∂ f0
∂v0

(W)
∂ f0
∂v1

(W) . . .
∂ f0
∂vk

(W)

∂ f1
∂u0

(W)
∂ f1
∂u1

(W) . . .
∂ f1
∂uk

(W)
∂ f1
∂v0

(W)
∂ f1
∂v1

(W) . . .
∂ f1
∂vk

(W)
...

...
...
...

...
...

...
...

∂ fk
∂u0

(W)
∂ fk
∂u1

(W) . . .
∂ fk
∂uk

(W)
∂ fk
∂v0

(W)
∂ fk
∂v1

(W) . . .
∂ fk
∂vk

(W)

∂10

∂u0
(W)

∂10

∂u1
(W) . . .

∂10

∂uk
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∂10

∂v0
(W)

∂1
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(W) . . .

∂10

∂vk
(W)
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∂11
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∂11
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∂11

∂v0
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∂v1
(W) . . .
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...

...
...

...
...

...
...

∂1k

∂u0
(W)

∂1k

∂u1
(W) . . .

∂1k

∂uk
(W)

∂1k

∂v0
(W)

∂1k

∂v1
(W) . . .

∂1k

∂vk
(W)

































































































Théorème 3.3.1 (Stabilité par linéarisation, [32])

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert

|λ| < 1, alors le point d’équilibre W du système (3.8) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur à un,

alors le point d’équilibre W du système (3.8) est instable.

89



Chapitre 3. Comportement des solutions de certaines équations et systèmes

3.3.1 Forme des solutions

Le théorème suivant décrit la forme des solutions du système (3.6).

Théorème 3.3.2 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution de (3.6). Alors pour n = 0, 1, . . . ,

x2(k+1)n+i =
F2n+1 + F2nyi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1yi−(k+1)
, y2(k+1)n+i =

F2n+1 + F2nxi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1xi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x2(k+1)n+i =
F2n+2 + F2n+1xi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2xi−(2k+2)
, y2(k+1)n+i =

F2n+2 + F2n+1yi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2yi−(2k+2)
, i = k + 2, ..., 2k + 2.

Preuve. Par un calcul direct, on obtient de (3.6) que

x1 =
1

1 + y−k
, x2 =

1

1 + y−k+1
, . . . , xk+1 =

1

1 + y0
,

y1 =
1

1 + x−k
, y2 =

1

1 + x−k+1
, . . . , yk+1 =

1

1 + x0
,

et

xk+2 =
1 + x−k

2 + x−k
, xk+3 =

1 + x−k+1

2 + x−k+1
, . . . , x2k+2 =

1 + x0

2 + x0
,

yk+2 =
1 + y−k

2 + y−k
, yk+3 =

1 + y−k+1

2 + y−k+1
, . . . , y2k+2 =

1 + y0

2 + y0
.

Donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n ≥ 1 et que le résultat est vérifié

pour n − 1, c’est à dire

x2(k+1)(n−1)+i =
F2n−1 + F2n−2yi−(k+1)

F2n + F2n−1yi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1, (3.9)

y2(k+1)(n−1)+i =
F2n−1 + F2n−2xi−(k+1)

F2n + F2n−1xi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1, (3.10)

x2(k+1)(n−1)+i =
F2n + F2n−1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2nxi−(2k+2)
, i = k + 2, k + 3, ..., 2k + 2, (3.11)

y2(k+1)(n−1)+i =
F2n + F2n−1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2nyi−(2k+2)
, i = k + 2, k + 3, ..., 2k + 2, (3.12)
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Pour i = 1, ..., k + 1, il résulte de (3.6), (3.9) et (3.10) que

x2(k+1)n+i =
1

1 + y2(k+1)n−(1+k)+i

=
1

1 +
1

1 + x2(k+1)(n−1)+i

=
1 + x2(k+1)(n−1)+i

2 + x2(k+1)(n−1)+i

=

1 +
F2n−1 + F2n−2yi−(k+1)

F2n + F2n−1yi−(k+1)

2 +
F2n−1 + F2n−2yi−(k+1)

F2n + F2n−1yi−(k+1)

=

(F2n + F2n−1) + (F2n−1 + F2n−2)yi−(k+1)

F2n + F2n−1yi−(k+1)

2F2n + F2n−1 + 2F2n−1yi−(k+1) + F2n−2yi−(k+1)

F2n + F2n−1yi−(k+1)

=
F2n+1 + F2nyi−(k+1)

F2n+1 + F2n + (F2n−1 + F2n)yi−(k+1)

=
F2n+1 + F2nyi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1yi−(k+1)
,

et

y2(k+1)n+i =
1

1 + x2(k+1)n−(1+k)+i

=
1

1 +
1

1 + y2(k+1)(n−1)+i

=
1 + y2(k+1)(n−1)+i

2 + y2(k+1)(n−1)+i

=

1 +
F2n−1 + F2n−2xi−(k+1)

F2n + F2n−1xi−(k+1)

2 +
F2n−1 + F2n−2xi−(k+1)

F2n + F2n−1xi−(k+1)

=

(F2n + F2n−1) + (F2n−1 + F2n−2)xi−(k+1)

F2n + F2n−1xi−(k+1)

2F2n + F2n−1 + 2F2n−1xi−(k+1) + F2n−2xi−(k+1)

F2n + F2n−1xi−(k+1)
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=
F2n+1 + F2nxi−(k+1)

F2n+1 + F2n + (F2n−1 + F2n)xi−(k+1)

=
F2n+1 + F2nxi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1xi−(k+1)
.

De même, pour i = k + 2, k + 3, ..., 2k + 2, de (1.3), (3.11) et (3.12), on obtient

x2(k+1)n+i =
1

1 + y2(k+1)n−(1+k)+i

=
1

1 +
1

1 + x2(k+1)(n−1)+i

=
1 + x2(k+1)(n−1)+i

2 + x2(k+1)(n−1)+i

=

1 +
F2n + F2n−1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2nxi−(2k+2)

2 +
F2n + F2n−1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2nxi−(2k+2)

=

F2n+1 + F2n + F2nxi−(2k+2) + F2n−1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2nxi−(2k+2)

2F2n+1 + F2n + 2F2nxi−(2k+2) + F2n−1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2nxi−(2k+2)

=
F2n+2 + F2n+1xi−(2k+2)

F2n+1 + F2n+2 + F2nxi−(2k+2) + F2n+1xi−(2k+2)

=
F2n+2 + F2n+1xi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2xi−2(k+2)
,

et

y2(k+1)n+i =
1

1 + x2(k+1)n−(1+k)+i

=
1

1 +
1

1 + y2(k+1)(n−1)+i

=
1 + y2(k+1)(n−1)+i

2 + y2(k+1)(n−1)+i

=

1 +
F2n + F2n−1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2nyi−(2k+2)

2 +
F2n + F2n−1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2nyi−(2k+2)
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=

F2n+1 + F2n + F2nyi−(2k+2) + F2n−1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2nyi−(2k+2)

2F2n+1 + F2n + 2F2nyi−(2k+2) + F2n−1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2nyi−(2k+2)

=
F2n+2 + F2n+1yi−(2k+2)

F2n+1 + F2n+2 + F2nyi−(2k+2) + F2n+1yi−(2k+2)

=
F2n+2 + F2n+1yi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2yi−2(k+2)
.

3.3.2 Stabilité globale des solutions positives

Dans cette partie, nous étudions la stabilité asymptotique globale du système (3.6).

Soient I = J =]0,+∞[, et considérons les fonctions

f : Ik+1 × Jk+1 −→ I, 1 : Ik+1 × Jk+1 −→ J

définies par

f (u0, u1, . . . ,uk, v0, v1, . . . , vk) =
1

1 + vk
,

1(u0, u1, . . . ,uk, v0, v1, . . . , vk) =
1

1 + uk
.

Notons que le système (3.6) admet dans I × J un seul point d’équilibre , et il est donné

par

E =

(

−1 +
√

5

2
,
−1 +

√
5

2

)

.

Théorème 3.3.3 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Le système linéaire associé au système (3.6) autour du point d’équilibre

W =

(

−1 +
√

5

2
, . . . ,

−1 +
√

5

2
,
−1 +

√
5

2
, . . . ,

−1 +
√

5

2

)

∈ Ik+1 × Jk+1

est donné par

Xn+1 = AXn, Xn =
(

xn, xn−1, . . . , xn−k, yn, yn−1, . . . , yn−k

)T
(3.13)
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avec

A =

















B C

C B

















où B, C sont des matrices d’ordre (k + 1) données par

B =







































































0 · · · · · · · · · · · · 0

1
. . . . . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . .

...
...
. . . . . . . . . . . .

...
...
. . . . . . . . . . . .

...

0 · · · · · · 0 1 0







































































,

et

C =







































































0 . . . . . . . . . 0 −3+
√

5
2

...
. . . . . . · · · ... 0

...
. . . . . . . . .

...
...

...
. . . . . . . . .

...
...

0 . . . . . . . . . 0 0

0 . . . . . . . . . 0 0







































































.

Soit

P(λ) = det(A − λI2k+2) = det

















B − λIk+1 C

C B − λIk+1

















=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ 0 . . . 0 0 . . . 0 −3+
√

5
2

1 −λ . . . 0 0 . . . 0 0

0 1
. . . 0 0 . . . 0 0

...
...
. . . . . . . . .

...
...

...

0 0 . . . −3+
√

5
2

−λ . . . 0 0
...

... . . . 0 1
. . . 0 0

0 0 . . .
...

. . . . . . . . .
...

0 0 . . . 0 0 . . . 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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= −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ . . . 0 0 . . . 0 0

1 . . . 0 0 . . . 0 0

0
. . . 0 0 . . . 0 0

...
. . . . . . . . .

...
...

...

0 . . . −3+
√

5
2

−λ . . . 0 0
... . . . 0 1

. . . 0 0

0 . . .
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 0 . . . 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 . . . 0 0 . . . 0 −3+
√

5
2

1 −λ 0 0 . . . 0 0

0
. . . 0 0 . . . 0 0

...
. . . . . . . . .

...
...

...

0 . . . −3+
√

5
2

−λ . . . 0 0
... . . . 0 1

. . . 0 0

0 . . .
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 0 . . . 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= λ2k+2 − −3 +
√

5

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −λ 0 0 . . . 0

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...
. . . . . . . . .

...
...

0 . . . −3+
√

5
2

. . . 0

0 . . .
...

. . . . . . −λ
0 . . . 0 0 . . . 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Donc on obtient

P(λ) = λ2k+2 −
(

−3 +
√

5

2

)2

.

On considère les deux fonctions définies par

a(λ) = λ2k+2, b(λ) =

(

−3 +
√

5

2

)2

.

On a

|b(λ)| < |a(λ)| ,∀λ : |λ| = 1

Donc, d’après le Théorème de Rouché, touts les zéros de P(λ) = a(λ) − b(λ sont dans

|λ| < 1. D’où, d’après le Théorème (3.3.1), E est localement asymptotiquement stable.

Théorème 3.3.4 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.
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Preuve. Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution de (3.6). D’après le Théorème (3.3.3) il suffit de

prouver que E est globalement attractif, c’est à dire

lim
n→∞

(xn, yn) = E.

Pour cela, on prouve que pour i = 1, ..., 2k + 1 on a

lim
n→+∞

x2(k+1)n+i = lim
n→+∞

y2(k+1)n+i =
−1 +

√
5

2
.

Pour i = 1, ..., k + 1, il découle du Théorème (3.3.2) que

lim
n→+∞

x2(k+1)n+i = lim
n→+∞

F2n+1 + F2nyi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1yi−(k+1)
= lim

n→+∞

1 + F2n

F2n+1
yi−(k+1)

F2n+2

F2n+1
+ yi−(k+1)

, (3.14)

et

lim
n→+∞

y2(k+1)n+i = lim
n→+∞

F2n+1 + F2nxi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1xi−(k+1)
= lim

n→+∞

1 + F2n

F2n+1
xi−(k+1)

F2n+2

F2n+1
+ xi−(k+1)

. (3.15)

En utilisant la formule de Binet

Fn =
αn − βn

α − β , n ∈N0 (3.16)

avec α = 1+
√

5
2

, β = 1−
√

5
2

, on obtient

lim
n→+∞

F2n

F2n+1
= lim

n→+∞

α2n × 1−
(

β
α

)2n

α−β

α2n+1 × 1−
(

β
α

)2n+1

α−β

=
1

α
. (3.17)

De même on obtient

lim
n→+∞

F2n+2

F2n+1
= α. (3.18)

Donc, de (3.14)-(3.18), on aura

lim
n→+∞

x2(k+1)n+i =
1 + 1

α yi−(k+1)

α + yi−(k+1)
=

1

α
=
−1 +

√
5

2
,

lim
n→+∞

y2(k+1)n+i =
1 + 1

αxi−(k+1)

α + xi−(k+1)
=

1

α
=
−1 +

√
5

2
.

D’une manière similaire, on obtient, pour i = k + 2, k + 2, ..., 2k + 1 :

lim
n→+∞

x2(k+1)n+i = lim
n→+∞

y2(k+1)n+i =
−1 +

√
5

2
.
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Remarque 3.3.2 Si xi0−(k+1) = x = −1+
√

5
2

(

respectivement yi0−(k+1) = y = −1+
√

5
2

)

pour

1 ≤ i0 ≤ k + 1, on a pour n = 0, 1, ...

y(k+1)n+i0 =
−1 +

√
5

2

(

respectivement x(k+1)n+i0 =
−1 +

√
5

2

)

.

Utilisant le fait que

x = y =
1

1 + x
=

1

1 + y

et le Théorème (3.3.2), on obtient

y(k+1)n+i0 =
F2n+1 + F2nx

F2n+2 + F2n+1x
=

F2n+1 +
F2n

1+x

F2n+2 + F2n+1x
=

F2n+1+F2n+xF2n+1

1+x

F2n+2 + F2n+1x

=

F2n+2+xF2n+1

1+x

F2n+2 + F2n+1x
=

1

1 + x
= x,

et

x(k+1)n+i0 =
F2n+1 + F2ny

F2n+2 + F2n+1y
=

F2n+1 +
F2n

1+y

F2n+2 + F2n+1y
=

F2n+1+F2n+yF2n+1

1+y

F2n+2 + F2n+1y

=

F2n+2+yF2n+1

1+y

F2n+2 + F2n+1y
=

1

1 + y
= y.

De même, si xi0−(2k+2) = x = −1+
√

5
2

(

respectivement yi0−(2k+2) = y = −1+
√

5
2

)

pour chaque

k + 2 ≤ i0 ≤ 2k + 2, on a pour n = 0, 1, ...

y(k+1)n+i0 =
−1 +

√
5

2

(

respectivement x(k+1)n+i0 =
−1 +

√
5

2

)

.

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons l’ exemple numérique

suivant :

Exemple 3.3.1 Si on prend k = 5, le système (3.6) prend la forme

xn+1 =
1

1 + yn−5
, , yn+1 =

1

1 + xn−5
, n = 0, 1, 2, . . . (3.19)

Supposons x−5 = 1, x−4 = 1.6, x−3 = 3.4, x−2 = 6.1, x−1 = 2, x0 = 1.3, y−5 = 0.7, y−4 = 4.2,

y−3 = 0.3, y−2 = 2.4, y−1 = 0.2 et y0 = 5. (voir Fig. (3.3)).
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Figure 3.3 – Ce graphique représente le comportement de la solution du système (3.19).

3.3.3 D’autres systèmes

Corollaire 3.3.1 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution du système

xn+1 =
1

−1 + yn−k
, , yn+1 =

1

−1 + xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . . (3.20)

où kest un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec x−k, y−k, ..., x0, y0 <
{

F2n

F2n−1
, n = 1, 2, ...

}

∪
{

F2n+1

F2n
,n = 0, 1, ...

}

. Alors pour n = 1, 2, ...,

x2(k+1)n+i =
F2n+1 − F2nyi−(k+1)

F2n+2 − F2n+1yi−(k+1)
, y2(k+1)n+i =

F2n+1 − F2nxi−(k+1)

F2n+2 − F2n+1xi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x2(k+1)n+i =
F2n+2 − F2n+1xi−(2k+2)

F2n+3 − F2n+2xi−(2k+2)
, y2(k+1)n+i =

F2n+2 − F2n+1yi−(2k+2)

F2n+3 − F2n+2yi−(2k+2)
, i = k + 2, ..., 2k + 2.

Preuve. Cela découle du Théorème (3.3.2) en remplaçant (xn, yn) par (−xn,−yn).

Corollaire 3.3.2 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution du système

xn+1 =
1

1 − yn−k
, , yn+1 =

1

−1 − xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . . (3.21)

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec y−k, ..., y0 <
{

F2n

F2n−1
, n = 1, 2, ...

}

∪
{

F2n+1

F2n
,n = 1, 2, ...

}

, et x−k, ..., , x0 <

{

− F2n

F2n−1
,n = 1, 2, ...

}

∪
{

− F2n+1

F2n
,n =

1, 2, ...
}

, Alors pour n = 0, 1, ...,

x2(k+1)n+i =
F2n+1 − F2nyi−(k+1)

F2n+2 − F2n+1yi−(k+1)
, y2(k+1)n+i =

F2n+1 + F2nxi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1xi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x2(k+1)n+i =
F2n+2 + F2n+1xi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2xi−(2k+2)
, y2(k+1)n+i =

F2n+2 − F2n+1yi−(2k+2)

F2n+3 − F2n+2yi−(2k+2)
, i = k + 2, ..., 2k + 2.
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Preuve. Cela découle du Théorème (3.3.2) en remplaçant yn par −yn.

Corollaire 3.3.3 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution du système

xn+1 =
1

−1 − yn−k
, , yn+1 =

1

1 − xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . . (3.22)

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels, avec x−k, ..., x0 <
{

F2n

F2n−1
, n = 1, 2, ...

}

∪
{

F2n+1

F2n
,n = 1, 2, ...

}

et y−k, ..., y0 <

{

− F2n

F2n−1
,n = 1, 2, ...

}

∪
{

−F2n+1

F2n
,n = 1, 2, ...

}

.

Alors pour n = 0, 1, ...,

x2(k+1)n+i =
F2n+1 + F2nyi−(k+1)

F2n+2 + F2n+1yi−(k+1)
, y2(k+1)n+i =

F2n+1 − F2nxi−(k+1)

F2n+2 − F2n+1xi−(k+1)
, i = 1, 2, ..., k + 1,

x2(k+1)n+i =
F2n+2 − F2n+1xi−(2k+2)

F2n+3 − F2n+2xi−(2k+2)
, y2(k+1)n+i =

F2n+2 + F2n+1yi−(2k+2)

F2n+3 + F2n+2yi−(2k+2)
, i = k + 2, ..., 2k + 2.

Preuve. Cela découle du Théorème (3.3.2) en remplaçant xn par −xn.

3.4 Le système xn+1 =
1

1−yn−k
, yn+1 =

1
1−xn−k

Dans cette section, nous étudions la périodicité des solutions du système d’équations

aux différences

xn+1 =
1

1 − yn−k
, , yn+1 =

1

1 − xn−k
, n = 0, 1, 2, . . . (3.23)

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales x−k, y−k, x−k+1, y−k+1,...,x0, y0 ∈ R∗−{1}.

Le résultat suivant est consacré à la périodicité des solutions du système (3.23).

Théorème 3.4.1 Toute solution
{

xn, yn

}

n≥−k
du système (3.23) est périodique de période 6k+6,

c’est à dire

xn+(6k+6) = xn, yn+(6k+6) = yn, n = −k,−k + 1, · · · .
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Preuve. On a

xn+(6k+6) =
1

1 − yn+5k+5
=

1

1 − 1
1−xn+4k+4

=
−1 + xn+4k+4

xn+4k+4
=
−1 + 1

1−yn+3k+3

1
1−yn+3k+3

= yn+3k+3 =
1

1 − xn+2k+2

=
1

1 − 1
1−yn+k+1

=
−1 + yn+k+1

yn+k+1

=
−1 + 1

1−xn

1
1−xn

= xn.

De même, on a

yn+(6k+6) =
1

1 − xn+5k+5
=

1

1 − 1
1−yn+4k+4

=
−1 + yn+4k+4

yn+4k+4
=
−1 + 1

1−xn+3k+3

1
1−xn+3k+3

= xn+3k+3 =
1

1 − yn+2k+2

=
1

1 − 1
1−xn+k+1

=
−1 + xn+k+1

xn+k+1

=
−1 + 1

1−yn

1
1−yn

= yn.

Le théorème suivant décrit la forme des solutions du système (3.23).

Théorème 3.4.2 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution de (3.23). Alors pour n = 0, 1, ..., on a

x6(k+1)n+i =
1

1 − y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 − x−k+i−1
, i = 1, ..., k + 1. (3.24)

x6(k+1)n+i =
−1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

−1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, i = k + 2, ..., 2k + 2. (3.25)
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x6(k+1)n+i = y−k+i−1, y6(k+1)n+i = x−k+i−1, i = 2k + 3, ..., 3k + 3. (3.26)

x6(k+1)n+i =
1

1 − x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 − y−k+i−1
, i = 3k + 4, ..., 4k + 4. (3.27)

x6(k+1)n+i =
−1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

−1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, i = 4k + 5, ..., 5k + 5. (3.28)

x6(k+1)n+i = x−k+i−1, y6(k+1)n+i = y−k+i−1, i = 5k + 6, ..., 6k + 6. (3.29)

Preuve. 1) Soit, n = 0, 1, . . . , k. On obtient de (3.23)

x1 =
1

1 − y−k
,

y1 =
1

1 − x−k
,

x2 =
1

1 − y−k+1
,

y2 =
1

1 − x−k+1
,

...

xk+1 =
1

1 − y0
,

yk+1 =
1

1 − x0
.
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Du Théorème (3.4) on obtient

x1 = x6(k+1)+1 = x6(k+1)2+1 = · · · =
1

1 − y−k
,

y1 = y6(k+1)+1 = y6(k+1)2+1 = · · · =
1

1 − x−k
,

x2 = x6(k+1)+2 = x6(k+1)2+2 = · · · =
1

1 − y−k+1
,

y2 = y6(k+1)+2 = y6(k+1)2+2 = · · · =
1

1 − x−k+1
,

...

xk+1 = x6(k+1)+k+1 = x6(k+1)2+k+1 = · · ·
1

1 − y0
,

yk+1 = y6(k+1)+k+1 = y6(k+1)2+k+1 = · · ·
1

1 − x0
,

d’où (3.24).

2) Soit, n = k + 1, k + 2, ..., 2k + 1. De (3.23) on aura

xn+1 =
1

1 − y(n−k−1)+1
=

1

1 − 1
1−xn−k−1−k

=
−1 + xn−2k−1

xn−2k−1
, (3.30)

et

yn+1 =
1

1 − x(n−k−1)+1
=

1

1 − 1
1−yn−k−1−k

=
−1 + yn−2k−1

yn−2k−1
. (3.31)

Maintenant en utilisant (3.30) et (3.31), on obtient

xk+2 =
−1 + x−k

x−k
,

yk+2 =
−1 + y−k

x−k
,

xk+3 =
−1 + x−k+1

x−k
,

yk+3 =
−1 + y−k

x−k+1
,

...

x2k+2 =
−1 + x0

x0
,

y2k+2 =
−1 + y0

x0
.
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D’après le Théorème (3.4), on a

xk+2 = x6(k+1)+k+2 = x6(k+1)2+k+2 = · · · =
−1 + x−k

x−k
,

yk+2 = y6(k+1)+k+2 = y6(k+1)2+k+2 = · · · =
−1 + x−k

x−k
,

xk+3 = x6(k+1)+k+3 = x6(k+1)2+k+3 = · · · =
−1 + x−k+1

x−k+1
,

yk+3 = y6(k+1)+k+3 = y6(k+1)2+k+3 = · · · =
−1 + x−k+1

x−k+1
,

...

x2k+2 = x6(k+1)+2k+2 = x6(k+1)2+2k+2 = · · · =
−1 + x0

x0
,

y2k+2 = y6(k+1)+2k+2 = y6(k+1)2+2k+2 = · · · =
−1 + y0

y0
,

ce qui complète la preuve de (3.25).

3) Soit, n = 2k + 2, 2k + 3, ..., 3k + 2. Par (3.23), (3.30) et (3.31), on obtient

xn+1 =
−1 + 1

1−yn−2k−2−k

1
1−yn−2k−2−k

=

yn−3k−2

1−yn−3k−2

1
1−yn−3k−2

= yn−3k−2, (3.32)

et

yn+1 =
−1 + 1

1−xn−2k−2−k

1
1−xn−2k−2−k

=

xn−3k−2

1−xn−3k−2

1
1−xn−3k−2

= xn−3k−2. (3.33)

En utilisant (3.32) et (3.33) on aura

x2k+3 = y−k,

y2k+3 = x−k,

x2k+4 = y−k+1,

y2k+4 = x−k+1,

...

x3k+3 = y0,

y3k+3 = x0.

En utilisant le fait que {xn} et
{

yn

}

sont périodique de période 6(k + 1), on obtient la
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formule (3.26). C’est à dire

x2k+3 = x6(k+1)+2k+3 = x6(k+1)2+2k+3 = · · · = y−k,

y2k+3 = y6(k+1)+2k+3 = y6(k+1)2+2k+3 = · · · = x−k,

x2k+4 = x6(k+1)+2k+4 = x6(k+1)2+2k+4 = · · · = y−k+1,

y2k+4 = y6(k+1)+2k+4 = y6(k+1)2+2k+4 = · · · = x−k+1,

...

x3k+3 = x6(k+1)+3k+3 = x6(k+1)2+3k+3 = · · · = y0,

y3k+3 = y6(k+1)+3k+3 = y6(k+1)2+3k+3 = · · · = x0.

4) Soit, n = 3k + 3, 3k + 4, ..., 4k + 3. De (3.23), (3.32) et (3.33), on déduit que

xn+1 =
1

1 − xn−4k−3
, (3.34)

et

yn+1 =
1

1 − yn−4k−3
. (3.35)

Ainsi, on a

x3k+4 =
1

1 − x−k
, y3k+4 =

1

1 − y−k
,

x3k+5 =
1

1 − x−k+1
, y3k+5 =

1

1 − y−k+1
,

...

x4k+4 =
1

1 − x0
, y4k+4 =

1

1 − y0
.
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Il résulte du Théorème (3.4) que

x3k+4 = x6(k+1)+3k+4 = x6(k+1)2+3k+4 = · · · =
1

1 − x−k
,

y3k+4 = y6(k+1)+3k+4 = y6(k+1)2+3k+4 = · · · =
1

1 − y−k
,

x3k+5 = x6(k+1)+3k+5 = x6(k+1)2+3k+5 = · · · =
1

1 − x−k+1
,

y3k+5 = y6(k+1)+3k+5 = y6(k+1)2+3k+5 = · · · =
1

1 − y−k+1
,

...

x4k+4 = x6(k+1)+4k+4 = x6(k+1)2+4k+4 = · · · =
1

1 − x0
,

y4k+4 = y6(k+1)+4k+4 = y6(k+1)2+4k+4 = · · · =
1

1 − y0
.

La preuve de (3.27) est achevée.

5) Soit, n = 4k + 4, 4k + 5, ..., 5k + 4. Par (3.23), (3.34) et (3.35) on a

xn+1 =
1

1 − 1
1−yn−4k−4−k

=
−1 + yn−5k−4

yn−5k−4
, (3.36)

et

yn+1 =
1

1 − 1
1−xn−4k−4−k

=
−1 + xn−5k−4

xn−5k−4
. (3.37)

Donc

x4k+5 =
−1

1 − y−k
,

y4k+5 =
1

1 − x−k
,

x4k+6 =
−1

1 − y−k+1
,

y4k+6 =
1

1 − x−k+1
,

...

x5k+5 =
1

1 − y0
,

y5k+5 =
1

1 − x0
.
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En utilisant le Théorème (3.4), on obtient la formule (3.28), c’est à dire

x4k+5 = x6(k+1)+4k+5 = x6(k+1)2+4k+5 = · · · =
−1

1 − y−k
,

y4k+5 = y6(k+1)+4k+5 = y6(k+1)2+4k+5 = · · · =
1

1 − x−k
,

x4k+6 = x6(k+1)+4k+6 = x6(k+1)2+4k+6 = · · · =
−1

1 − y−k
,

y4k+6 = y6(k+1)+4k+6 = y6(k+1)2+4k+6 = · · · =
1

1 − x−k
,

...

x5k+5 = x6(k+1)+5k+5 = x6(k+1)2+5k+5 = · · · =
−1

1 − y−k
,

y5k+5 = y6(k+1)+5k+5 = y6(k+1)2+5k+5 = · · · =
1

1 − x−k
.

6) Soit, n = 5k + 5, 5k + 6, ..., 6k + 5. De (1.4), (3.36) et (3.37), on a

xn+1 =

−1 +
1

1 − xn−6k−5

1

1 − xn−6k−5

=

xn−6k−5

1 − xn−6k−5

1

1 − xn−6k−5

= xn−6k−5,

et

yn+1 =

−1 +
1

1 − yn−6k−5

1

1 − yn−6k−5

=

yn−6k−5

1 − yn−6k−5

1

1 − yn−6k−5

= yn−6k−5.

D’où

x5k+6 = x−k,

y5k+6 = y−k,

x5k+7 = x−k+1,

y5k+7 = y−k+1,

...

x6k+6 = x0,

y6k+6 = y0.
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Maintenant d’après le Théorème (3.4), il résulte que

x5k+6 = x6(k+1)+5k+6 = x6(k+1)2+5k+7 = · · · = x−k,

y5k+6 = y6(k+1)+5k+7 = y6(k+1)2+5k+7 = · · · = y−k,

x5k+7 = x6(k+1)+5k+7 = x6(k+1)2+5k+7 = · · · = x−k,

y5k+7 = y6(k+1)+5k+7 = y6(k+1)2+5k+7 = · · · = y−k,

...

x6k+6 = x6(k+1)+6k+6 = x6(k+1)2+6k+6 = · · · = x0,

y6k+6 = y6(k+1)+6k+6 = y6(k+1)2+6k+6 = · · · = y0,

d’où (3.29).

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons l’ exemple numérique

suivant :

Exemple 3.4.1 Si on prend k = 4, le système (3.23) prend la forme

xn+1 =
1

1 − yn−4
, , yn+1 =

1

1 − xn−4
, n = 0, 1, 2, . . . (3.38)

Supposons x−5 = 1, x−4 = 1.6, x−3 = 3.4, x−2 = 6.1, x−1 = 2, x0 = 1.3, y−5 = 0.7, y−4 = 4.2,

y−3 = 0.3, y−2 = 2.4, y−1 = 0.2 et y0 = 5. (voir fig. (3.4)).
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Figure 3.4 – Ce graphique montre la périodicité de la solution du système (3.38)
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3.4.1 D’autres systèmes

Corollaire 3.4.1 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution du système

xn+1 =
1

1 + yn−k
, , yn+1 =

1

−1 + xn−k
, n = 0, 1, 2, . . .

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, avec

x−k, x−k+1, ..., x0 , 1 et y−k, y−k+1, ..., y0 , −1. Alors pour n = 0, 1, ..., on a

x6(k+1)n+i =
1

1 + y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 − x−k+i−1
, i = 1, ..., k + 1,

x6(k+1)n+i =
−1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, i = k + 2, ..., 2k + 2,

x6(k+1)n+i = −y−k+i−1, y6(k+1)n+i = x−k+i−1, i = 2k + 3, ..., 3k + 3,

x6(k+1)n+i =
1

1 − x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 + y−k+i−1
, i = 3k + 4, ..., 4k + 4,

x6(k+1)n+i =
1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

−1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, i = 4k + 5, ..., 5k + 5,

x6(k+1)n+i = x−k+i−1, y6(k+1)n+i = −y−k+i−1, i = 5k + 6, ..., 6k + 6.

Preuve. Cela découle du Théorème (3.4.2) en remplaçant yn par −yn.

Corollaire 3.4.2 Soit
{

xn, yn

}

n≥−k une solution du système

xn+1 =
1

−1 + yn−k
, , yn+1 =

1

−1 + xn−k
, n = 0, 1, 2, . . .

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales sont des nombres réels non nuls, avec

x−k, x−k+1, ..., x0 , −1 et y−k, y−k+1, ..., y0 , 1. Alors pour n = 0, 1, ..., on a

x6(k+1)n+i =
1

1 − y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 + x−k+i−1
, i = 1, ..., k + 1,

x6(k+1)n+i =
1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

−1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, i = k + 2, ..., 2k + 2,

x6(k+1)n+i = y−k+i−1, y6(k+1)n+i = −x−k+i−1, i = 2k + 3, ..., 3k + 3,

x6(k+1)n+i =
1

1 + x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 − y−k+i−1
, i = 3k + 4, ..., 4k + 4,

x6(k+1)n+i =
−1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, i = 4k + 5, ..., 5k + 5,

x6(k+1)n+i = −x−k+i−1, y6(k+1)n+i = y−k+i−1, i = 5k + 6, ..., 6k + 6.

Preuve. Cela découle du Théorème (3.4.2) en remplaçant xn par −xn.
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Corollaire 3.4.3 Soit
{

xn, yn

}

n≥−kune solution du système

xn+1 =
1

−1 − yn−k
, yn+1 =

1

−1 − xn−k
, n = 0, 1, 2, . . .

où k est un entier natural fixé et les valeurs initiales x−k, y−k, x−k+1, y−k+1,...,x0, y0 ∈ R∗ − {−1}.
Alors n = 0, 1, ..., on a

x6(k+1)n+i =
1

1 + y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 + x−k+i−1
, i = 1, ..., k + 1,

x6(k+1)n+i =
1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1 + y−k+i−1

y−k+i−1
i = k + 2, ..., 2k + 2,

x6(k+1)n+i = −y−k+i−1, y6(k+1)n+i = −x−k+i−1, i = 2k + 3, ..., 3k + 3,

x6(k+1)n+i =
1

1 + x−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1

1 + y−k+i−1
, i = 3k + 4, ..., 4k + 4,

x6(k+1)n+i =
1 + y−k+i−1

y−k+i−1
, y6(k+1)n+i =

1 + x−k+i−1

x−k+i−1
, i = 4k + 5, ..., 5k + 5,

x6(k+1)n+i = −x−k+i−1, y6(k+1)n+i = −y−k+i−1, i = 5k + 6, ..., 6k + 6.

Preuve. Cela découle du Théorème (3.4.2) en remplaçant xn par −xn et yn par −yn.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le but de cette thèse est l’étude du comportement des solutions de quelques

équations et systèmes d’équations aux différences.

Dans [43], Simsek et al. ont étudié l’équation aux différence de type max suivante :

xn+1 = max
{

xn−1,
1

xn−1

}

, n = 0, 1, . . .

Motivé par ce travail, nous nous sommes intéressé dans la première partie du premier

chapitre à la forme explicite et la périodicité des solutions des deux équations aux

différences suivantes :

xn+1 = max
{

x2
n−1,

1

xn−1

}

, xn+1 = max

{

xn−1,
1

x2
n−1

}

, n = 0, 1, . . .

Dans un futur proche, nous allons essayer de résoudre en forme fermée les équations

aux différences plus générales suivantes :

xn+1 = max
{

x2m
n−k,

1

xn−k

}

, xn+1 = max

{

xn−k,
1

x2m
n−k

}

,n = 0, 1, . . . ; k = 1, 2, . . . ; m = 1, 2, . . . .

La deuxième partie du premier chapitre a été l’objet de deux systèmes d’équations

aux différences non linéaires de type rationnels, où les solutions sont en relations avec

la suite de de Fibonacci.
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Conclusion et perspectives

Le deuxième chapitre a été consacré à l’étude de la stabilité globale des points

d’équilibres de trois cas particuliers de l’équation aux différences quotient de deux

polynômes homogènes de degré k et à deux indéterminé suivante :

xn+1 =

axk
n +

k−1
∑

j=1

b jx
j
nx

k− j

n−1
+ cxk

n−1

Axk
n +

k−1
∑

j=1

B jx
j
nx

k− j

n−1
+ Cxk

n−1

,n = 0, 1, . . . (3.39)

avec x−1, x0, a,A, b j, B j, c, C sont dans ]0,+∞[. Plus précisément, nous avons étudié les

cas suivants : i) k = 3, ii) k = 5, iii) k ≥ 3, b j = b, B j = B, j = 1, 2, . . . , k − 1. Cette étude

a été motivé par le fait que la majorité d’équations aux différences rationnels étudiés

sont quotient des polynômes de degré un.

Une question naturale qui se pose, est l’étude du comportement globale de l’équation

plus générale (3.39)

Les résultats du dernier chapitre, ont été motivé, par le papier de Tollu et al. [55],

dans lequel les deux equations de type Ricatti suivantes ont été étudiés :

xn+1 =
1

1 + xn
, xn+1 =

1

1 − xn
,n = 0, 1, . . .

Dans [55], les solutions ont été exprimé en fonction des nombres de Fibonacci. Ainsi

dans la première partie de ce chapitre nous avons étudié l’équation aux différence plus

générale

xn+1 =
α

β + γxn−k
,n = 0, 1, . . . , (3.40)

les paramètres et les valeurs initiales sont des nombres réels. Les solutions de cette

dernière équation ont été exprimé en fonction de la suite des nombres de Horadam,

appelée aussi suite de Fibonacci généralisée.

Comme perspective et comme généralisation de l’équation aux différences (3.40),

nous allons essayer de résoudre en forme fermée le système :

xn+1 =
α

∓β ∓ γyn−k
, yn+1 =

α

∓β ∓ γxn−k
,n = 0, 1, . . . , (3.41)
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Conclusion et perspectives

Notons que les cas particuliers du système (3.41)

xn+1 =
1

∓1 ∓ yn−k
, yn+1 =

1

∓1 ∓ xn−k
,n = 0, 1, . . . ,

ont été déjà résolu dans la dernière partie du chapitre trois.
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[48] S. Stević, Representation of solutions of bilinear difference equations in terms of gene-

ralized Fibonacci sequences, Electron. J. Qual. Theory Differ. Equ., 67(2014), 1-15.

[49] N. Touafek, On a second order rational difference equation, Hacet. J. Math. Stat., 41

(2012), 867-874.

[50] N. Touafek, On some fractional systems of difference equations, Iran. J. Math. Sci.

Inform., 9(2)(2014), 73-86.

[51] N. Touafek and Y. Halim, Global attractivity of a rational difference equation, Math.

Sci. Lett., 2(3) (2013), 161-165.

[52] N. Touafek and Y. Halim, On max type difference equations : expressions of solutions,

Int. J. Nonlinear Sci., 11(2011), 396-402.

[53] N. Touafek and E. M Elsayed, On the periodicity of some systems of nonlinear

difference equations, Bull. Math. Soc. Sci. Math. Roum., Nouv. Sér., 55(103) (2012),

217-224.

[54] N. Touafek and E. M Elsayed, On the solutions of systems of rational difference

equations, Math. Comput. Modelling, 55(7)(2012), 1987-1997.

[55] D. T. Tollu, Y. Yalzik and N. Taskara, On the solutions of two special type of Riccati

difference equation via fibonacci numbers, Adv. Difference Equ. , (2013) Article ID

174.
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