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Introduction

Le processus de la rafle perturbé dépendant du temps et de l’état est une inclusion

différentielle d’évolution régie par le cône normal de la forme

(P)


u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))(u(t)) +G(t, u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

où, pour tout t ∈ [T0, T ] (T > T0 ≥ 0), C : [T0, T ] × Rn ⇁ Rn une application mul-

tivoque, NC(t,u(t))(u(t)) est le cône normal de l’ensemble mobile C(t, u(t)) à la position

u(t) et G est une application univoque où multivoque jouant le rôle d’une perturbation

du problème, c’est-à-dire une force externe appliquée sur le système. Ce type de pro-

blèmes a été initié par Jean-Jacques Moreau (voir [44]) pour les ensembles dépendants

du temps C et G ≡ 0 (voir [43, 44, 45, 46]) pour traiter des problèmes d’élasto-plasticité,

de quasi-statique, de circuits électriques, d’hystérésis et de dynamique. Cependant, de

nombreuses applications des processus de la rafle peuvent également être trouvées de nos

jours dans la mécanique non lisse, l’optimisation convexe, la modélisation du mouvement

des foules, l’économie mathématique, les réseaux dynamiques, les circuits électriques com-

mutés, etc, voir par exemple [2, 32, 33, 36, 40] et les références qui y figurent. L’existence

(et l’unicité) des solutions de ces systèmes et de leurs variantes classiques soumises à

des forces de perturbation, à des processus de la rafle du second ordre dépendant de

l’état, etc., a été étudiée de manière fructueuse dans la littérature, voir par exemple

[1, 4, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 17, 21, 18, 22, 26, 31, 34, 37, 40, 49, 50, 51, 52] et les références

qui y figurent.

Ce problème a été étudié la première fois pour les ensembles convexes C(t, u(t)) par

Chraibi [27] dans R3, puis, par K.M. Marques [41] dans les espaces de Hilbert sous cer-

taines conditions de compacité. Depuis, une amélioration fut apportée pour contourner

4



Introduction 5

l’hypothèse de convexité des ensembles C grâce à la notion d’ensemble prox-régulier, ont

été étudier par Castaing-Ibrahim-Yarou [22] pour prouver l’existence lorsque G ≡ 0 et

C(t, u(t)) est prox-régulier. La démonstration est basée sur l’algorithme de rattrapage de

Moreau. Ensuite, dans autre recherche ils ont remplacé l’hypothèse de prox-régulier des

ensembles C(t, u(t)) par les ensemble sous lisse. La sous lisse est une propriété géométrique

des ensembles, elle a été introduit et étudié par Aussel-Danilis-Thibault dans [16], donc

cette classe d’ensembles, est une extension de la convexité et de la prox-régularité d’un

ensemble. De cette manière, le résultat concernant l’existence d’une solution d’inclusion

différentielle du premier ordre est plus général, par exemple, la présence de symétries dans

le problème.

Dans l’étude de l’existence de solutions pour les inclusions différentielles, l’utilisation

d’hypothèses de convexité sur la perturbation G est largement connue, cette propriété

nécessaire pour passer à une limite faible le long d’une suite, qu’il s’agisse d’une suite

minimisante ou d’une suite d’inclusions différentielles approximations, en préservant les

propriétés nécessaires. En raison de sa généralité, cette approche ne doit pas toujours

fournir les meilleurs résultats, car elle ne prend pas en compte d’éventuelles informations

supplémentaires, ce problème. Ce problème a été étudié à fond dans plusieurs papiers,

voir par exemple [4, 22, 37].

Dans [25], Cellina-Ornelas ont remplacé la convexité par une propriété topologique

des ensembles plus faible appelée la presque convexité pour étudier le problème de Cauchy

suivant

u̇(t) ∈ F (u(t)), u(T0) = u0.

La presque convexité n’implique pas que l’ensemble de solutions soit compact dans l’espace

des fonctions continues à convergence uniforme, comme cela se produit dans le cas de

l’hypothèse de convexité, mais seulement que les sélections de cet l’ensemble des solutions

est compact. Cette propriété est suffisante pour établir l’existence de solutions du problème

de temps optimal. L’objectif d’un problème de contrôle optimal est d’amener un système

d’un état initial le plus prés possible d’un état final en minimisant (ou maximisant) un

critère d’optimisation.

La théorie moderne du contrôle optimal a commencé dans les années 50 avec le principe

du maximum. Les auteurs ont donné une condition nécessaire d’optimalité. Cette théorie

est développée plus tard dans différentes branches mathématiques : le problème de contrôle

optimal d’équations aux dérivées partielles, la théorie de contrôle stochastique, et la théorie

des jeux. De nos jours, la théorie de contrôle optimal a de nombreuses applications :
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les guidages, automobile, robotique, réseaux informatiques, bioréacteurs, contrôles des

procédes chimiques, etc. Dans un problème de temps optimal on cherche le temps minimal

pour qu’une trajectoire u(·) de système atteint d’un point initial arbitraire u0 au point

final précis u1.

Dans [4, 5], les auteurs ont montré l’existence d’une solution du problème

(I)

u̇(t) ∈ −NC(u(t)) +G(u(t)) p.p. t ≥ 0,

u(0) ∈ C,

où la perturbation est à valeurs presque convexes.

Comme continuation des travaux mentionnés ci-dessus, nous étudions l’existence de

solutions du problème (P) en dimension finie, où l’ensemble mobile est equi-uniformément

sous lisse, et la perturbation est à valeurs convexes puis le problème autonome

(PC)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) +G(u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ C(u0),

dans le cas presque convexe et une hypothèse plus faible sur la semi-continue supèrieure-

ment.

Dans notre thèse, nous utilisons les résultats publiés dans [37] pour établir l’exis-

tence de solutions du problème (P) dans un espace de dimension finie, où les ensembles

C(t, u(t)) sont equi-uniformément sous lisse et la perturbation G est une multi-application

semi-continue supérieurement à valeurs convexes et l’élément de norme minimale satis-

fasse une condition de croissance linéaire. En s’inspirant de la méthode de l’algorithme

de rattrapage de Moreau dans [23], c’est-à-dire, en considérant une partition appropriée

de l’intervalle temps, nous avons construit une suite d’approximante qui converge vers la

solution du problème considéré, et on a étudié quelques propriétés topologiques de l’en-

semble admissible. En utilisant les résultats obtenue et l’idée donné dans [4, 5] pour établir

l’existence de solutions du problème autonome (PC) sous une hypothèse plus faible sur la
semi-continuité supérieurement et celle de la presque convexité des valeurs de G. Comme

application, nous avous considéré le système de contrôle autonome

u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) + h(u(t), z(t)), pour z(t) ∈ Z(t),

où l’ensemble G(u(t)) = h(u(t), Z(u(t))) est compact et presque convexe.
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Un autre axe de recherche, consiste à généraliser le problème (P) pour obtenir un

nouveaux resultat d’existence de l’inclusion différentielle perturbée par la somme d’une

multi-application et une fonction de la forme

(SP)


u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))(u(t)) + F (t, u(t)) + f(t, u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

(1)

où F est semi-continue supérieurement à valeurs convexes fermées non vides et l’élément de

norme minimale satisfait une condition de croissance linéaire, et f une fonction continue.

Dans la première partie, on a montré l’existence de solutions du problème (SP) dans le

cas où F est à valeurs convexes, et on a étudié la compacité de l’ensemble admissible.

Dans la dexième, puisque la classe des ensembles presque convexes n’est pas stable par

translation, on a définie une classe plus grande qui contient les multi-applications à valeurs

presque convexes et leurs translations pour montrer l’existence d’une solution du problème

autonome de (SP). Comme application on a étudié l’existence de solutions du problème

de temps optimal.

Comme derniers résultats, on a suivi les mêmes étapes du résultat précédemment

pour définir un nouveau problème avec deux perturbations dépendant du temps de l’état

de l’atat et la vitesse de la forme

(I)


u̇(t) + h(t, u̇(t)) ∈ −NC(t,u(t))(u(t)) +H(t, u(t)) p.p. t ∈ [T0, T ],

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

(2)

telles que h : [T0, T ] × Rn → Rn est une fonction continue et H : [T0, T ] × Rn ⇁ Rn est

une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non vides fermées convexes

non nécéssairement bornées.

Cette thèse comporte une introduction générale et quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on a présenté plusieurs définitions et résultats d’ordre

générale qui nous ont été nécessaires dans nos démonstrations.

Dans le deuxième chapitre, on a étudié l’existence de solutions du problème (P)

lorsque la perturbation est convexe. Puis, on a démontré l’existence de solutions de pro-

blème autonome de (P) dans le cas la presque convexité. Ensuite, on a présenté une

application à un problème de temps optimal. Les résultats présentés dans ce chapitre ont

été publiés dans la revue de classe A : Miskolc Mathematical Notes (voir [6]).
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Dans le troisième chapitre, on a montré l’existence de solutions du problème (SP)

dans le cas convexe. Puis on a utilisé ce résultat pour montrer l’existence de solution d’un

problème autonome où la multi-application est à valeurs presque convexes. Finalement, on

a montré l’existence de solutions du problème du temps minimal. Les résultats présentés

dans cette partie ont été publiés dans le journal de classe B "Acta Universitatis Sapientiae,

Mathematica" voir (voir[7]).

Dans le quatrième chapitre, on a prouvé l’existence de solutions du problème (I),

telle que la multi-application est à valeurs convexes non nécessairement bornées. Ensuite,

on a montré l’existence de solutions du problème autonome de (I) telle que la multi-

application est à valeurs presque convexes. Dans la dernière section de ce chapitre, on a

étudie l’existence de solutions du problème du temps minimal. Les résultats présentés de

ce chapitre ont été publiés dans le journal de classe B "Advanced Studies : Euro-Tbilisi

Mathematical Journal" voir [19].
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1.1 ) Notations

Tout au long de cette thèse, nous utiliserons les notations suivantes.

• Rn l’espace euclidien de dimension n, muni de la norme ‖ · ‖ et le produit scalaire

〈·, ·〉.

• B la boule unité fermée.

• B(a, η) la boule ouverte de centre a et de rayon η > 0.

Soient T > T0 ≥ 0 et I = [T0, T ] un intervalle de R, on note par :

• CRn(I) l’espace de Banach de toutes les applications continues f : I → Rn, muni

de la norme

‖f‖ = max
t∈I
‖f(t)‖;

• L1
Rn(I) l’espace des applications Lebesgue intégrables définies sur I à valeurs dans

Rn muni de la norme

‖f‖L1 =

∫
I
‖f(t)‖dt;

• L∞Rn(I) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I à valeurs

dans Rn, muni de la norme

‖f‖L∞ = inf{c ≥ 0 : ‖f(t)‖ ≤ c, p.p. sur I};

• σ
(
L1
Rn(I), L∞Rn(I)

)
la topologie faible définie sur L1

Rn(I) ;

• σ
(
L∞Rn(I), L1

Rn(I)
)
la topologie faible* définie sur L∞Rn(I).

• B(X) la tribu de Borel sur X

Pour S un sous ensemble non vide de Rn, on note par

• 1IS la fonction caractéristique de S, définie par

1IS(x) =

 1 si x ∈ S,
0 si x 6∈ S;

• ψS(·) la fonction indicatrice de S, définie par :

ψS(x) =

 0 si x ∈ S,
+∞ si x 6∈ S;

• dS(x) la fonction distance entre le point x ∈ Rn et l’ensemble S, définie par

dS(x) = inf
y∈S
‖x− y‖;
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• ProjS(x) la projection du point x ∈ Rn dans l’ensemble S, définie par

ProjS(x) =
{
y ∈ S : dS(x) = ‖x− y‖

}
.

Si S est fermé (resp. convexe) ProjS(x) existe (resp. unique).

1.2 ) Rappel sur la continuité

Pour les résultats de cette section on renvoie le lecteur aux références [14, 30, 35].

Nous considérons dans la suite deux espaces métriques (X, d) et (Y, d′).

Définition 1.1 (Fonction continue).

Soit f : X −→ Y une fonction, f est dite continue en un point x0 ∈ X si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ X : d(x, x0) < δ =⇒ d′
(
f(x), f(x0)

)
< ε.

• f est continue sur X si elle est continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.2.

Une fonction f : X −→ Y est dite

• lipschitzienne : s’il existe L ≥ 0 telle que

d′
(
f(x), f(y)

)
≤ Ld(x, y), ∀ x, y ∈ X;

• localement lipschitzienne : si pour tout x ∈ X, il existe un voisinage Vx de x, tel que la

restriction de f sur Vx est lipschitzienne.

Définition 1.3 (Équi-continuité).

Une partie K de CY (X) est dite équi-continue au point x ∈ X si

∀ε > 0,∃η > 0, ∀x′ ∈ X, ∀f ∈ K : d(x, x′) ≤ η =⇒ d′
(
f(x), f(x′)

)
≤ ε.

• K est dite équi-continue sur X si elle est équi-continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.4 (Fonction absolument continue).

Une fonction f : [a, b] ⊂ R −→ Rn est dite absolument continue si pour tout ε > 0, il

existe δ > 0, tel que, pour toute partition dénombrable de sous intervalles disjoints [ak, bk]

de [a, b] vérifiant ∑
k

(bk − ak) < δ,

on a ∑
k

|f(bk)− f(ak)| < ε.
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Proposition 1.5.

une fonction f : [a, b] ⊂ R −→ Rn est absolument continue si et seulement s’il existe une

fonction intégrable v : [a, b] −→ Rn telle que

f(t)− f(a) =

∫ t

a

v(s)ds, ∀ t ∈ [a, b],

et on a f est dérivable presque partout et sa dérivée est ḟ = v p.p.

Remarque 1.6.

• Toute fonction absolument continue est continue (la réciproque est fausse).

• Toute fonction lipschitzienne est absolument continue.

• Toute fonction lipschitzienne est localement lipschitzienne.

1.3 ) Quelques notions d’analyse convexe

Pour plus de détails dans cette section, se référer à [14, 15, 54].

Définition 1.7.

Soit E un espace vectoriel et a, b ∈ E. On appelle segment fermé ou simplement segment

d’extrémités a et b que l’on note [a, b], l’ensemble{
λa+ (1− λ)b, 0 ≤ λ ≤ 1

}
.

• Le segment ouvert est l’ensemble
{
λa+ (1− λ)b, 0 < λ < 1

}
noté ]a, b[.

Définition 1.8 (Ensemble convexe).

Une partie S d’un espace vectoriel E est dite convexe si, toutes les fois que deux points a

et b appartiennent à S, le segment [a, b] est contenu dans S, c’est-à-dire,

∀a, b ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] : λa+ (1− λ)b ∈ S.

Définition 1.9 (Simplexe).

On appelle simplexe de Rn, l’ensemble ∆n défini par

∆n =
{

(λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Rn : λi ≥ 0, ∀ i = 1, 2, . . . , n et
n∑
i=1

λi = 1
}
.

Définition 1.10 (Combinaison convexe).

Soient E un espace vectoriel et x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle combinaison convexe des

éléments x1, x2, . . . , xn, tout élément x =
∑n

i=1 λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n.
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Proposition 1.11.

Soient E un espace vectoriel et S ⊂ E non vide. Alors, S est convexe si et seulement si,

il contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.12 (Enveloppe convexe).

Soit S un sous ensemble non vide d’un espace vectoriel E. On appelle enveloppe convexe de

S qu’on le note co(S), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de E contenants

S. Alors, c’est le plus petit convexe de E contenant S.

Définition 1.13 (Enveloppe convexe fermée).

Soient E un espace vectoriel et S ⊂ E non vide. On appelle enveloppe convexe fermée

de S qu’on le note co(S), l’intersection de tous les sous ensembles convexes fermés de E

contenant S. Donc, c’est le plus petit convexe fermé de E contenant S.

Théorème 1.14.

Soient E un espace vectoriel, E ′ son dual topologique et S un sous ensemble non vide de

E, alors

co(S) =
{
x ∈ E, ∀x′ ∈ E ′ : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S)

}
,

telle que δ∗(·, S) la fonction support associée à S, définie par

δ∗(x′, S) = sup
y∈S
〈x′, y〉.

Définition 1.15 (Fonction convexe).

Soit E un espace vectoriel et soit f : E → R ∪ {∞} une fonction.

• On appelle domaine effectif de f qu’on le note D(f), l’ensemble défini par

D(f) = {x ∈ X : f(x) < +∞}.

• On dit que f est convexe si et seulement si

∀ x, y ∈ D(f),∀ λ ∈ [0, 1] : f
(
λx+ (1− λ)y

)
≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

1.4 ) Quelques résultats de convergence

Dans cette section, nous donnons quelques théorèmes de convergence qui nous seront

utiles dans la démonstration de nos résultats d’existence. Pour plus de détails voir [14, 39]
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Théorème 1.16 (Théorème d’Ascoli-Arzelà).

Soient X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet, et K un sous

ensemble de CY (X), muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors, K est rela-

tivement compact si et seulement si, K est équi-continu et K(x) est relativement compact

pour tout x ∈ X, avec

K(x) = {f(x); f ∈ K}.

Le théorème suivant est une conséquence du Théorème d’Ascoli-Arzelà.

Théorème 1.17.

Soient X un sous ensemble compact de R, E un espace de Banach de dimension finie

et (fn)n une suite de fonctions absolument continues définies sur X à valeurs dans E,

satisfaisant les conditions suivantes :

1. pour tout t ∈ X, (fn(t))n est un sous ensemble relativement compact de E ;

2. il existe une fonction à valeurs réelles positives h ∈ L1
E(X) telle que,

‖ḟn(t)‖ ≤ h(t) p.p. sur X.

Alors, il existe une sous suite de (fn)n (qu’on le note aussi (fn)n) qui converge vers une

fonction absolument continue f : X → E au sens suivant

a) (fn)n converge uniformément vers f ;

b) (ḟn)n converge faiblement vers ḟ dans L1
E(X), c’est-à-dire, (ḟn)n converge

σ(L1
E(X), L∞E (X)) vers ḟ .

Théorème 1.18 (Lemme de Mazur).

Soient E un espace de Banach et (xn)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement

vers x. Alors, il existe une suite (zn)n ( où zn est une combinaison convexe des éléments

xn, xn+1, . . .) qui convergeant fortement vers x.

En d’autres termes, si (xn)n converge faiblement alors (zn)n converge fortement avec

zn ∈ co{xk, k ≥ n}.

1.5 ) Quelques notions sur les multi-applications

Nous donnons dans cette section quelques définitions et résultats concernant les multi-

applications et leurs sélections. les définitions et les résultats suivants ont été pris des

références [14, 15, 24, 35, 53]
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Définition 1.19.

Soient X et Y deux ensembles non vides.

1. Une multi-application F définie sur X à valeurs dans Y , est une fonction qui à

chaque élément x ∈ X associe un sous ensemble F (x) de Y. On note

F : X ⇁ Y

x 7−→ F (x).

2. On appelle domaine de la multi-application F qu’on le note dom(F ), l’ensemble

dom(F ) =
{
x ∈ X : F (x) 6= ∅

}
.

3. On appelle image de F , qu’on le note Im(F ), l’ensemble

Im(F ) =
{
y ∈ Y ; ∃ x ∈ X : y ∈ F (x)

}
.

4. On appelle le graphe de F qu’on le note Gph(F ), le sous ensemble de X×Y défini

par

Gph(F ) =
{

(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)
}
.

1.5.1 ) Continuité des multi-applications

Définition 1.20 (Semi-continuité supérieurement).

Soient X, Y deux espaces topologiques et F : X ⇁ Y une multi-application.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement au point x0 ∈ X si et seulement

si, pour tout ouvert O ⊂ Y contenant F (x0), il existe un voisinage Ω de x0 tel que

F (Ω) ⊂ O.

2. On dit que F est semi-continue supérieurement sur X si elle est semi-continue

supérieurement en tout point x ∈ X.

Théorème 1.21.

Soit F : X ⇁ Y une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs fermées.

Alors, le graphe de F est fermé.

Le réciproque est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 1.22.

Soit F : X ⇁ Y une multi-application à valeurs non vides, avec Y un espace compact. Si

le graphe de F est fermé alors, F est semi-continue supérieurement.
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Proposition 1.23.

Soit F une multi-application définie de X à valeurs dans un espace de Banach de di-

mension finie E. Donc, si F (·) est semi-continue supérieurement à valeurs compactes,

co(F (·)) est semi-continue supérieurement.

Proposition 1.24.

Si X, Y, Z des espaces topologiques séparés, f : X × Y → Z est une fonction continue,

U : X ⇁ Y est une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs compacte,

alors x→ F (x) = f(x, U(x)) est semi-continue supérieurement.

Théorème 1.25.

Soient X et Y deux espaces topologiques, F une multi-application semi-continue supérieu-

rement à valeurs compactes, alors

lim sup
x→x′

F (x) = F (x′), ∀ x′ ∈ X.

Dans la suite, nous enonçons un théorème de fermuture pour les multi-applications

semi-continues supérieurement.

Théorème 1.26.

Soient Y un espace de Banach séparable, Y ′ sont dual topologique, X un espace topolo-

gique, F une multi-application définie sur I × X à valeurs non vides, convexes et com-

pactes dans Y , telle que pour tout t ∈ I fixé, F (t, ·) est semi-continue supérieurement.

Soient (xn)n, x des applications définies sur I à valeurs dans X et (yn)n, y des applications

intégrables définies sur I à valeurs dans Y . Supposons que

a) lim
n→∞

xn(t) = x(t) p.p. sur I ;

b) (yn)n converge σ(L1
Y (I), L∞Y ′(I)) vers y ;

c) yn(t) ∈ F (t, xn(t)) p.p. sur I.

Alors, y(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. sur I.

1.5.2 ) Mesurabilité des multi-applications

Supposons que (Ω,Σ) est un espace mesurable.

Définition 1.27 (multi-application mesurable).

Soit X un espace métrique complet et F : Ω ⇁ X une multi-application. On dit que F est

Σ-mesurable où simplement mesurable si pour tout ouvert O de X

F−1(O) = {x ∈ Ω : F (x) ∩O 6= ∅} ∈ Σ.
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Proposition 1.28.

Soient X un espace métrique séparable complet et F : Ω ⇁ X une multi-application. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes

i) F est mesurable ;

ii) pour tout x ∈ X, la fonction

gx : Ω −→ R

t 7−→ gx(t) = dF (t)(x)

est mesurable.

Théorème 1.29.

Soient E un espace de Banach séparable, F : Ω × E ⇁ E une multi-application mesu-

rable et u : Ω → E une application mesurable. Alors la multi-application F (·, u(·)) est

mesurable.

Proposition 1.30.

Soit F une multi-application définie de Ω à valeurs dans Rn. Si F (·) est mesurable alors,

co(F (·)) il est aussi.

Définition 1.31.

Soient X et Y deux espaces métriques et f : Ω×X → Y . On dit que f est une application

de Carathéodory si
fx : Ω −→ Y

t 7−→ fx(t) = f(t, x)

est mesurable pour chaque x ∈ X, fixé et l’application

ft : X −→ Y

x 7−→ ft(x) = f(t, x)

est continue sur X pour chaque t ∈ Ω, fixé.

Proposition 1.32.

Soient X un espace métrique séparable et Y un espace métrique. Soit f : Ω×X → Y une

application de Carathéodory, alors f est
(
Σ⊗ B(X),B(Y )

)
-mesurable.
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1.5.3 ) Sélections

Définition 1.33 (sélection mesurable).

Soient X un espace métrique et F : Ω ⇁ Y une multi-application. Une fonction f : Ω→ X

est appelée sélection de F si

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ Ω.

• Une sélection f est dite une sélection mesurable si f est mesurable.

Théorème 1.34 (Théorème d’existence de sélection mesurable).

Soit X un espace métrique complet séparable et F : Ω ⇁ X une multi-application à valeurs

fermées non vides. Si F est mesurable alors elle admet au moins une sélection mesurable.

Définition 1.35.

Soient X un espace métrique, E un espace de Banach et F : X ⇁ E une multi-application.

Nous définissons la multi-application minimale de F par

m
(
F (x)

)
= min

{
‖y‖; y ∈ F (x)

}
.

Si E est un espace de Hilbert et F est à valeurs convexes fermées, alors m
(
F (·)

)
est une

fonction univoque, appelée sélection minimale, et on note

m
(
F (x)

)
= ProjF (x)(0).

Proposition 1.36.

Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ une tribu µ complet et µ une mesure σ-fini, Y

un espace métrique complet séparable, et F : X ⇁ Y une multi-application mesurable à

valeurs fermées convexes. Alors, la sélection minimale m(F (·)) est mesurable.

1.6 ) Sous différentiels et cône normaux

Dans cette section, nous donnons quelques résultats sur les sous différentiels et les

cônes normaux au sens de Clarke et au sens de Fréchet. Pour plus de détails voir [20, 24,

28, 29, 42].
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1.6.1 ) Sous différentiels

Définition 1.37 (Sous différentiabilité).

Soient H un espace de Hilbert, f : H → R∪{∞} et x0 ∈ D(f). On appelle sous différentiel

de f au point x0 (au sens de l’analyse convexe) qu’on le note ∂f(x0), l’ensemble défini

par

∂f(x0) =
{
x′ ∈ H : f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ H

}
.

• On dit que f est sous différentiable au point x0 si et seulement si, ∂f(x0) 6= ∅.
• Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous gradient de f au point x0.

Définition 1.38 (Dérivée directionnelle au sens de Clarke).

Soient H un espace de Hilbert et f : H → R∪{∞} une fonction localement lipschitzienne

au voisinage de x ∈ H. Alors, la dérivée directionnelle au sens de Clarke de f au point x

dans la direction v ∈ H, qu’on le note f o(x, v) est définie par

f o(x; v) = lim sup
y→x
t↓0

f(y + tv)− f(y)

t(
telle que y est un vecteur de H et t est un scalaire positif.

)
Définition 1.39 (Sous différentiel au sens de Clarke).

Soient H un espace de Hilbert et f : H → R∪{∞} une fonction localement lipschitzienne

au voisinage de x ∈ H. Alors, le sous différentiel au sens de Clarke de f au point x, noté

∂Cf(x) est défini par

∂Cf(x) =
{
ξ ∈ H : 〈ξ, v〉 ≤ f o(x; v), ∀ v ∈ H

}
.

Proposition 1.40.

Soient H un espace de Hilbert et f : H → R une fonction convexe localement lipschitzienne

au voisinage de x ∈ H, alors ∂Cf(x) coïncide avec ∂f(x).

Définition 1.41 (Sous différentiel au sens de Fréchet).

Soient H un espace de Hilbert et f : H → R∪{∞} une fonction localement lipschitzienne

au voisinage de x ∈ H. Le sous différentiel au sens de Fréchet de f au point x, noté

∂Ff(x), l’ensemble défini par

∂Ff(x) =
{
ξ ∈ H,∀ ε > 0,∃ δ > 0, ∀ y ∈ B(x, δ) : 〈ξ, y − x〉 ≤ f(y)− f(x) + ε‖y − x‖

}
.

Remarquons que nous avons toujours

∂Ff(x) ⊂ ∂Cf(x), ∀x ∈ E.

Notons aussi que ∂Ff(x) et ∂Cf(x) sont des ensembles convexes fermés.
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1.6.2 ) Cônes normaux

Définition 1.42 (Cône).

Soient H un espace de Hilbert et S ⊂ H. On dit que S est un cône si et seulement si

∀x ∈ S, ∀λ ≥ 0, λ x ∈ S.

Si de plus S est convexe. On dit que S est un cône convexe.

Définition 1.43 (Cône normal).

Soient H un espace de Hilbert , S un sous ensemble convexe non vide de H. On appelle

cône normal à S au point x0, qu’on le note NS(x0), le sous différentiel de la fonction

indicatrice de S au point x0 ∈ S, c’est-à-dire

NS(x0) = ∂ψS(x0) =
{
x′ ∈ H : 〈x′, x− x0〉 ≤ 0, ∀x ∈ S

}
.

Définition 1.44 (Cône tangent au sens de Clarke).

Soient H un espace de Hilbert , S un sous ensemble non vide fermé de H .Le cône tangent

au sens de Clarke à S au point x ∈ S qu’on le note TCS (x), est défini par l’ensemble

TCS (x) =
{
v ∈ H : doS(x, v) = 0

}
.

Définition 1.45 (Cône normal au sens de Clarke).

Soient H un espace de Hilbert , S un sous ensemble non vide fermé de H. Le cône normal

au sens de Clarke NC
S (x) de S au point x ∈ S est défini par

NC
S (x) =

{
ξ ∈ H : 〈ξ, v〉 ≤ 0, ∀ v ∈ TCS (x)

}
.

Il est connu aussi comme le sous différentiel de la fonction indicatrice

NC
S (x) = ∂CψS(x).

Nous avons une autre caractérisation de NC
S (x) en terme du sous différentiel.

Proposition 1.46.

Soient H un espace de Hilbert , S un sous ensemble non vide fermé de H. Alors Pour

tout x ∈ H, on a toujours l’inclusion suivante

∂CdS(x) ⊂ NC
S (x) ∩ B.
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Définition 1.47 (Cône normal au sens de Fréchet).

Soit S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H. Le cône normal au

sens de Fréchet de S au point x ∈ S, qu’on le note NF
S (x), est l’ensemble défini par

NF
S (x) =

{
v ∈ H,∀ ε > 0,∃ δ > 0 : 〈v, y − x〉 ≤ ε‖y − x‖, ∀ y ∈ B(x, δ) ∩ S

}
.

On a toujours l’inclusion suivante

NF
S (x) ⊂ NC

S (x), ∀x ∈ S.

Remarque 1.48.

Si S un sous ensemble convexe, alors

NC
S (x) = NF

S (x) = NS(x).

Proposition 1.49.

Soit S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H. Alors, pour tout x ∈ S
on a

1. ∂FdS(x) = NF
S (x) ∩ B.

2. Si y ∈ ProjS(x) alors, x− y ∈ NF
S (y) et ainsi x− y ∈ NC

S (y).

1.7 ) Ensembles sous lisses

Nous introduisons dans ce qui suit, la définition et quelques propriétés des ensembles

sous lisses. pour plus de détails voir [16, 37, 47].

Soit S un sous ensemble non vide fermé d’un espace de Hilbert H.

Définition 1.50.

L’ensemble S est dit sous lisse au point x0 ∈ S, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

pour tous x1, x2 ∈ B(x0, δ) ∩ S et tous ξi ∈ NC
S (xi) ∩ B (i ∈ {1, 2}), on a

〈ξ1 − ξ2, x1 − x2〉 ≥ −ε‖x1 − x2‖. (1.1)

L’ensemble S est dit sous lisse s’il est sous lisse en tout point x0 ∈ S.
De plus, on dit que S est uniformément sous lisse si pour tout ε > 0, il existe δ > 0,

tel que (1.1) soit vérifiée pour tous x1, x2 ∈ S satisfaisant ‖x1 − x2‖ < δ et tous ξi ∈
NC
S (xi) ∩ B (i ∈ {1, 2}).

La proposition suivante donne une propriété importante des ensembles sous lisse.
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Proposition 1.51.

Si un ensemble fermé S d’un espace de Hilbert H est sous lisse en x0 ∈ S, alors

NC
S (x0) = NF

S (x0),

et

∂CdS(x0) = ∂FdS(x0).

Remarque 1.52.

Dans tout ce qui suit, pour les ensembles sous lisses, on adopte les notations ∂dS(·) et

NS(·) pour le sous différentiel et le cône de Clarke (resp. de Fréchet).

Maintenant, on va donner la définition d’un ensemble equi-uniformément sous lisse.

Définition 1.53.

Soit (S(q))q∈Q une famille d’ensembles fermés de H de paramètre q ∈ Q. Cette famille

est dite equi-uniformément sous lisse, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que pour tout

q ∈ Q, l’inégalité (1.1) soit vérifiée pour tous x1, x2 ∈ S(q) satisfaisant ‖x1 − x2‖ < δ et

tous ξi ∈ NS(q)(xi) ∩ B.

La proposition suivante donne une propriété de semi-continuité supérieurement de la

fonction support du sous différentiel de la fonction distance aux ensembles sous lisses.

Proposition 1.54.

Soit {S(t, x) : (t, x) ∈ I ×H} une famille d’ensembles fermés et non vides de H, qui est

equi-uniformément sous lisse et soit un réel η ≥ 0. Supposons qu’ils existent des constantes

réelles L1 ≥ 0, L2 ∈ [0, 1[ telles que pour tous x1, x2, y ∈ H et t, s ∈ I

|dS(t,x1)(y)− dS(s,x2)(y)| ≤ L1|t− s|+ L2‖x1 − x2‖. (1.2)

Alors, les assertions suivantes sont vérifiées :

(i) pour tout (t, x, y) ∈ GphS, on a η∂dS(t,x)(y) ⊂ ηB;

(ii) pour toute suite (tn, xn)n ⊂ I×H convergeant vers (t, x), toute suite (yn)n conver-

geant vers y ∈ S(t, x) avec yn ∈ S(tn, xn) et tout ξ ∈ H, on a

lim sup
n→+∞

δ∗
(
ξ, η∂dS(tn,xn)(yn)

)
≤ δ∗

(
ξ, η∂dS(t,x)(y)

)
.
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1.8 ) La presque convexité

La presque convexité est une propriété topologique des ensembles. Notons qu’il existe

plusieurs définitions en littérature des ensembles presque convexes et nous nous sommes

intéressés par la suivante.

Définition 1.55. [25]

Soit X un espace vectoriel. L’ensemble D ⊂ X est dit presque convexe, si pour tout

ξ ∈ co(D), ils existent deux constantes λ1 et λ2, 0 ≤ λ1 ≤ 1 ≤ λ2, tels que

λ1ξ ∈ D et λ2ξ ∈ D.

Exemples. Citant quelques exemples de la presque convexité :

• Tout ensemble convexe est presque convexe. Il suffit de prendre λ1 = λ2 = 1.

• L’ensemble D = Fr(Q), où Q est un convexe qui ne contient pas l’origine.

• L’ensemble D = {0} ∪ Fr(Q), où Q est un convexe qui contient l’origine.

1.9 ) L’ensemble admissible

L’ensemble admissible du problème (P) est représente l’ensemble de toutes les solutions

possibles du problème dans un temps fini t, qui est défini par (voir[48])

Accu0(t) =
{
u ∈ Rn : u = u(t) telle que u(·) ∈ St(u0)

}
,

où St(u0) est l’ensemble des trajectoires du problème (P) sur un intervalle [T0, t] de

[T0, T ]et défini par

St(u0) =
{
u ∈ CRn([T0, t]) : u est une solution du problème (P)

}
.

On peut écrire aussi l’ensemble admissible sous la forme

Accu0 =
⋃
t∈I

Accu0(t).

Nous introduisons le concept fondamental suivant de la théorie du contrôle optimal T :

Accu0 → I, telle que

T(u) = inf{t ∈ I : u ∈ Accu0(t)}.

Ceci est connu sous le nom de fonction de temps minimal, il est clairement bien défini sur

l’ensemble admissible Accu0 .
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1.10 ) Lemme de Gronwall

Le lemme suivant est une forme discrète du Lemme de Gronwall utile pour nos preuves.

Lemme 1.56. [38]

Soient (yn)n et (gn)n deux suites positives et c une constante strictement positive, telles

que

yn ≤ c+
∑

0≤k<n

gkyk, ∀ n ≥ 0.

Alors,

yn ≤ c exp

( ∑
0≤k<n

gk

)
, ∀ n ≥ 0.
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2.1 ) Indroduction du chapitre

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence de solutions pour un processus de la

rafle du premier ordre dépendant du temps et de l’état avec une perturbation multivoque

à valeurs convexes et presque convexes. Dans ce résultat, nous avons généralisé les travaux

[4, 37] dans le cas ou la perturbation convexe et [4, 5, 25] dans le cas presque convexe

pour établir de nouveaux résultats. Tout d’abord, on a utilisé la méthode de rattrapage

de Moreau (voir [23, 40]) pour étudier l’existence de solutions et en utilisant ce résultat

pour prouver la compacité de l’ensemble admissible du problème

(P)


u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))(u(t)) +G(t, u(t)) p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

où l’ensemble mobile C : I×Rn ⇁ Rn est equi-uniformément sous lisse et la perturbation

G : I × Rn ⇁ Rn est une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non

vides fermées convexes et où l’élément de norme minimale satisfait une condition de

croissance linéaire.

Dans le deuxième résultat, sous l’hypothèses de la presque convexité de la perturbation

G et l’affaiblissement de l’hypothèse de la semi-continuité supérieurement, on a prouvé

l’existence d’une solution du problème autonome

(PC)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) +G(u(t)) p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ C(u0).

Comme application des resultats obtenus, on a prouvé l’existence de solutions du

problème de contrôle optimal

(PCO)



u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) + h(u(t), z(t)), p.p. t ∈ I

u(t) ∈ C(u(t)), ∀t ∈ I,

z(t) ∈ Z(u(t)), ∀t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ C(u0),

quand l’ensemble G(u(t)) = h(u(t), Z(u(t))) est compact et presque convexe, après nous

avons utilisé la fonction de temps minimal pour décrire l’ensemble admissible de ce pro-

blème, et G(u(t)) les solutions du problème de contrôle (PCO) sont des solutions du (PC),
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dans lequel les contrôles n’apparaissent pas explicitement, on dit que G est paramétré par

des éléments de Z. L’équivalence entre un système de contrôle et l’inclusion différen-

tielle correspondante est l’idée centrale utilisée pour prouver l’existence d’une solution au

problème du temps minimal pour (PCO).
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2.2 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs convexes

Nous étudions dans cette partie l’existence de solutions et quelques propriétés topo-

logiques de l’ensemble admissible du problème (P) où la perturbation G est à valeurs

convexes.

Théorème 2.1.

Soit C : I × Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées satisfaisant les

hypothèses suivantes :

(H1) pour tout (t, x) ∈ I × Rn, l’ensemble C(t, x) est equi-uniformément sous lisse ;

(H2) ils existent deux constantes L1 ≥ 0 et L2 ∈ [0, 1[ telles que, pour tous s, t ∈ I, et
tous x1, x2, y ∈ Rn,∣∣dC(t,x1)(y)− dC(s,x2)(y)

∣∣ ≤ L1|t− s|+ L2

∥∥x1 − x2

∥∥.
Soit G : I ×Rn ⇁ Rn une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non

vides, fermées et convexes telle que :

(H3) pour un certain réel positif α,

dG(t,x)(0) ≤ α
(
1 + ‖x‖

)
∀(t, x) ∈ I × Rn.

Alors, pour tout u0 ∈ C
(
T0, u0

)
,

(1) le problème (P) admet au moins une solution absolument continue u : I → Rn;

(2) si la multi-application G est à valeurs bornées on a

(a) pour t̃ ∈ I fixé, l’ensemble admissible Accu0(t̃) du problème (P) est compact ;

(b) la multi-application Accu0(·) est semi-continue supérieurement.

Preuve.

(1) Pour tout entier n ≥ 1, on considère la partition de I par les points

Ink = [tnk , t
n
k+1[, tnk = T0 + ken, en =

T − T0

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} et Inn = {tnn} = {T}.

Pour tout (t, x) ∈ I ×Rn, on note par m(t, x) l’élément de norme minimale de l’ensemble

fermé convexe G(t, x), c’est-à-dire, m(t, x) = ProjG(t,x)(0).

Par la définition de m et l’hypothèse (H3), on trouve

m(t, x) ∈ G(t, x) et
∥∥m(t, x)

∥∥ ≤ α
(
1 + ‖x‖

)
. (2.1)
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Etape 1. Construction des "solutions approximatives".

On va construire une suite (xnk) qui vérifie xn0 = u0 ∈ C(tn0 , x
n
0 ).

Comme l’ensemble C(tn1 , x
n
0 ) est fermé, on peut choisir un point

xn1 ∈ ProjC(tn1 ,x
n
0 )(x

n
0 + enm(tn0 , x

n
0 )), (2.2)

c’est-à-dire,

xn1 ∈ C(tn1 , x
n
0 ). (2.3)

D’après la relation (2.2) et la Proposition 1.49, on obtient

xn0 + enm(tn0 , x
n
0 )− xn1 ∈ NC(tn1 ,x

n
0 )(x

n
1 ).

D’autre part, par (2.3) on trouve∥∥xn1 − xn0∥∥ =
∥∥xn1 − xn0 − enm(tn0 , x

n
0 ) + enm(tn0 , x

n
0 )
∥∥

≤
∥∥xn1 − (xn0 + enm(tn0 , x

n
0 )
)∥∥+

∥∥enm(tn0 , x
n
0 )
∥∥

= dC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0 + enm(tn0 , x

n
0 )
)

+
∥∥enm(tn0 , x

n
0 )
∥∥

≤ dC(tn1 ,x
n
0 )(x

n
0 ) +

∥∥enm(tn0 , x
n
0 )
∥∥+

∥∥enm(tn0 , x
n
0 )
∥∥

≤
∣∣∣dC(tn1 ,x

n
0 )(x

n
0 )− dC(tn0 ,x

n
0 )(x

n
0 )
∣∣∣+ 2en

∥∥m(tn0 , x
n
0 )
∥∥.

D’après l’hypothèse (H2) et la relation (2.1), on obtient∥∥xn1 − xn0∥∥ ≤ L1|tn1 − tn0 |+ 2αen(1 + ‖xn0‖) = L1en + 2αen(1 + ‖xn0‖). (2.4)

Par induction sur k, on peut construire une suite (xnk+1). Puisque C(tnk+1, x
n
k) est fermé,

alors on peut trouver

xnk+1 ∈ ProjC(tnk+1,x
n
k )

(
xnk + enm

(
tnk , x

n
k

))
; (2.5)

et donc

xnk+1 ∈ C(tnk+1, x
n
k). (2.6)

Observons que la relation (2.5) et la Proposition 1.49 donnent

xnk + enm
(
tnk , x

n
k

)
− xnk+1 ∈ NC(tnk+1,x

n
k )(x

n
k+1). (2.7)

D’autre part, on a par (2.6) l’estimation

‖xnk+1 − xnk‖ =
∥∥xnk+1 − xnk − enm(tnk , x

n
k) + enm(tnk , x

n
k)
∥∥

≤
∥∥xnk+1 − (xnk + enm(tnk , x

n
k))
∥∥+

∥∥enm(tnk , x
n
k)
∥∥

= dC(tnk+1,x
n
k )

(
xnk + enm(tnk , x

n
k)
)

+
∥∥enm(tnk , x

n
k)
∥∥

≤ dC(tnk+1,x
n
k )(x

n
k) +

∥∥enm(tnk , x
n
k)
∥∥+

∥∥enm(tnk , x
n
k)
∥∥

≤
∣∣∣dC(tnk+1,x

n
k )(x

n
k)− dC(tnk ,x

n
k−1)(x

n
k)
∣∣∣+ 2en

∥∥m(tnk , x
n
k)
∥∥.
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Par l’hypothèse (H2) et la relation (2.1), on obtient

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ L1|tnk+1 − tnk |+ L2‖xnk − xnk−1‖+ 2αen(1 + ‖xnk‖)

= L1en + L2‖xnk − xnk−1‖+ 2αen(1 + ‖xnk‖).

Donc, pour k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, on obtient l’estimation

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ L1en + 2αen(1 + ‖xnk‖) + L2‖xnk − xnk−1‖

≤ L1en + 2αen(1 + ‖xnk‖) + L2

(
L1en + 2αen(1 + ‖xnk−1‖) + L2‖xnk−1 − xnk−2‖

)
≤ L1en(1 + L2) + 2αen

(
(1 + ‖xnk‖) + L2(1 + ‖xnk−1‖)

)
+ L2

2‖xnk−1 − xnk−2‖

= L1en(1 + L2) + 2αen(1 + L2) + 2αen
(
‖xnk‖+ L2‖xnk−1‖

)
+ L2

2‖xnk−1 − xnk−2‖.

≤ L1en

(
1 + L2 + L2

2 + . . .+ Lk−1
2

)
+ 2αen

(
1 + L2 + L2

2 + . . .+ Lk−1
2

)
+2αen

(
‖xnk‖+ L2‖xnk−1‖+ L2

2‖xnk−2‖+ . . .+ Lk−1
2 ‖xn1‖

)
+ Lk2‖xn1 − xn0‖.

D’après la relation (2.4) et l’estimation précédente on obtient,

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ (L1 + 2α)en

(
1 + L2 + L2

2 + . . .+ Lk2

)
+ 2αen

(
‖xnk‖+ L2‖xnk−1‖+ L2

2‖xnk−2‖

+ . . .+ Lk2‖xn0‖
)

= (L1 + 2α)en

k∑
j=0

Lj2 + 2αen

k∑
j=0

Lk−j2 ‖xnj ‖,

puisque L2 ∈ [0, 1[, on trouve

‖xnk+1 − xnk‖ ≤
L1 + 2α

1− L2

en + 2αen

k∑
j=0

Lk−j2 ‖xnj ‖. (2.8)

D’autre part, par (2.8) on a

‖xnk − xn0‖ ≤ ‖xnk − xnk−1‖+ ‖xnk−1 − xnk−2‖+ . . .+ ‖xn1 − xn0‖

≤ L1 + 2α

1− L2

en + 2αen

k−1∑
j=0

Lk−j2 ‖xnj ‖+
L1 + 2α

1− L2

en + 2αen

k−2∑
j=0

Lk−j2 ‖xnj ‖

+ . . .+ en(L1 + 2α) + 2αen‖xn0‖

≤ L1 + 2α

1− L2

en(k − 1) + 2αen‖xn0‖
k−1∑
j=0

Lj2 + 2αen‖xn1‖
k−1∑
j=0

Lj2

+ 2αen‖xn2‖
k−1∑
j=0

Lj2 + . . .+ 2αen‖xnk−1‖
k−1∑
j=0

Lj2

=
L1 + 2α

1− L2

T

n
(k − 1) + 2αen

(
‖xn0‖+ ‖xn1‖+ . . .+ ‖xnk−1‖

) k−1∑
j=0

Lj2.
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Comme L2 ∈ [0, 1[, on peut écrire

‖xnk − xn0‖ ≤ T
L1 + 2α

1− L2

+
2αen

1− L2

k−1∑
j=0

‖xnj ‖.

Donc,

‖xnk‖ ≤ ‖xn0‖+ T
L1 + 2α

1− L2

+
2αen

1− L2

k−1∑
j=0

‖xnj ‖.

Par le Lemme 1.56, on aura pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}

‖xnk‖ ≤
(
‖xn0‖+ T

L1 + 2α

1− L2

)
exp

( 2αT

1− L2

)
=: β. (2.9)

Etape 2. Construction de la suite
(
un(·)

)
n≥0.

Pour tout n ≥ 1 et pour tout t ∈ Ink , k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, on définit

un(t) =
tnk+1 − t
en

xnk +
t− tnk
en

xnk+1.

Remarquant que pour tout t ∈ [tnk , t
n
k+1],

un(tnk) =
tnk+1 − tnk

en
xnk +

tnk − tnk
en

xnk+1 = xnk ;

et

un(tnk+1) =
tnk+1 − tnk+1

en
xnk +

tnk+1 − tnk
en

xnk+1 = xnk+1.

Pour tout t ∈]tnk , t
n
k+1[,

u̇n(t) =
xnk+1 − xnk

en
. (2.10)

D’après les relations (2.6), (2.7), (2.10) et la définition de
(
un(·)

)
n
, on trouve

un(tnk+1) ∈ C(tnk+1, un(tnk)); (2.11)

u̇n(t) ∈ −NC(tnk+1,un(tnk ))(un(tnk+1)) +m(tnk , un(tnk)) p.p. t ∈ Ink . (2.12)

D’autre part, par (2.8), on a

‖xnk+1 − xnk‖
en

≤ L1 + 2α

1− L2

+ 2α
k∑
j=0

Lk−j2 ‖xnj ‖,

et par la relation (2.9), on obtient

‖xnk+1 − xnk‖
en

≤ L1 + 2α

1− L2

+ 2α
k∑
j=0

Lk−j2 β

≤ L1 + 2α

1− L2

+ 2αβ
k∑
j=0

Lk−j2 .
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Puisque L2 ∈ [0, 1[, on trouve

‖xnk+1 − xnk‖
en

≤ 1

1− L2

(
L1 + 2α + 2αβ

)
. (2.13)

La relation (2.10) et (2.13) donnent

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

1− L2

(
L1 + 2α + 2αβ

)
=: γ. (2.14)

Pour tout t ∈ I et chaque n ≥ 1, on définit deux fonctions δn, θn : I → I par

δn(t) =

 tnk si t ∈ Ink ,
tnn−1 si t = T,

et

θn(t) =

 tnk+1 si t ∈ Ink ;

T si t = T.

Observons que

lim
n→+∞

∣∣δn(t)− t
∣∣ = lim

n→+∞

∣∣θn(t)− t
∣∣ = 0. (2.15)

En effet, pour tout t ∈ Ink et k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, on a

|δn(t)− t| = t− δn(t) = t− tnk ≤ tnk+1 − tnk =
T − T0

n
−→ 0, si n→ +∞.

Et nous avons

|θn(t)− t| = θn(t)− t = tnk+1 − t ≤ tnk+1 − tnk =
T − T0

n
−→ 0, si n→ +∞.

Pour tout t = T

|δn(t)− t| = |tnn−1 − t| ≤ T − T = 0 −→ 0, si n→ +∞.

de même

|θn(t)− t| = T − T = 0 −→ 0, si n→ +∞.

De plus, les définitions de δn(·) et θn(·) combinées avec (2.1), (2.9), (2.11) et (2.12) donnent

un
(
θn(t)

)
∈ C

(
θn(t), un

(
δn(t)

))
∀t ∈ I, (2.16)

u̇n(t) ∈ −NC(θn(t),un(δn(t)))

(
un(θn(t))

)
+m(δn(t), un(δn(t))) p.p. t ∈ I, (2.17)∥∥m(δn(t), un(δn(t)))

∥∥ ≤ α(1 + β) =: η ∀t ∈ I. (2.18)
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Etape 3. Convergence des suites.

Pour tout n ≥ 1 et pour tout t ∈ I, on a∥∥un(θn(t))− un(t)
∥∥ =

∥∥tnk+1 − θn(t)

en
xnk +

θn(t)− tnk
en

xnk+1 −
tnk+1 − t
en

xnk −
t− tnk
en

xnk+1

∥∥
=
∥∥tnk+1 − θn(t)− tnk+1 + t

en
xnk +

θn(t)− tnk − t+ tnk
en

xnk+1

∥∥
=
∥∥t−θn(t)

en
xnk +

θn(t)− t
en

xnk+1

∥∥
=
∥∥xnk+1 − xnk

en

(
θn(t)− t

)∥∥
=
∥∥xnk+1 − xnk

en

∥∥|θn(t)− t|. (2.19)

D’après les relations (2.10), (2.14) et (2.19), on trouve∥∥un(θn(t))− un(t)
∥∥ ≤ ‖u̇n(t)‖|θn(t)− t| ≤ γ|θn(t)− t|, (2.20)

et par (2.15), on déduit que

lim
n→+∞

∥∥un(θn(t))− un(t)
∥∥ = 0, (2.21)

De la même manière, on aura

lim
n→+∞

∥∥un(δn(t))− un(t)
∥∥ = 0. (2.22)

A partir de la relation (2.20), on obtient

‖un(t)‖ − ‖un(θn(t))‖ ≤
∥∥un(θn(t))− un(t)

∥∥
≤ γ |θn(t)− t|

≤ γ en

≤ γ (T − T0).

On utilise (2.9) et l’inégalité précédente pour trouver

‖un(t)‖ ≤ γ(T − T0) + ‖un(θn(t))‖

= γ(T − T0) + ‖xnk+1‖

≤ γ(T − T0) + β.

On conclut que pour tout t ∈ I, (un(t))n est relativement compact dans Rn.

D’autre part, pour tous t1, t2 ∈ I tels que t1 ≤ t2, et par relation (2.14) on a

∥∥un(t2)− un(t1)
∥∥ =

∥∥∫ t2

t1

u̇n(s) ds
∥∥ ≤ ∫ t2

t1

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds ≤ γ(t2 − t1).
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Donc la suite des fonctions (un(·))n est equi-continue. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà

(Théorème 1.16), la suite (un(·))n est relativement compact dans CRn(I) et comme

‖u̇n(t)‖ ≤ γ p.p. t ∈ I,

par la conséquence d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.17), on conclut qu’il existe une sous suite

de (un(·))n (notée par (un(·))n) qui converge vers une fonction absolument continue u(·)
au sens :

• (un(·))n converge uniformément vers u(·) ∈ CRn(I) ;

• (u̇n(·))n converge σ(L1
Rn(I), L∞Rn(I)) vers z(·) ∈ L1

Rn(I) avec

‖z(t)‖ ≤ γ p.p.t ∈ I.

Montrons que z = u̇ p.p. En fixant t ∈ I et prenant n’importe quel ξ ∈ Rn, la convergence

faible de (u̇n(·))n dans L1
Rn(I) donne

lim
n→+∞

∫ T

T0

〈1I[T0,t](s) ξ, u̇n(s)〉 ds =

∫ T

T0

〈1I[T0,t](s) ξ, z(s)〉 ds

ce qui équivalent à

lim
n→+∞

〈ξ, u0 +

∫ t

T0

u̇n(s) ds〉 = 〈ξ, u0 +

∫ t

T0

z(s) ds〉.

Donc,

lim
n→+∞

∫ t

T0

u̇n(s) ds =

∫ t

T0

z(s) ds,

puisque un(·) est une fonction absolument continue, on obtient

u(t)− u0 = lim
n→+∞

(
un(t)− u0

)
= lim

n→+∞

∫ t

T0

u̇n(s) ds =

∫ t

T0

z(s) ds,

alors, u(·) est une fonction absolument continue et z = u̇ p.p.

On pose (
m(δn(·), un(δn(·))

)
n

=
(
hn(·)

)
n
.

La suite des fonctions
(
hn(·)

)
n≥1

est mesurable car G(·, ·) est semi-continue supérieure-

ment et par la relation (2.18),

‖hn(t)‖ ≤ η p.p. t ∈ I,

d’où
(
hn(·)

)
n≥1

est bornée dans L∞Rn(I) et donc il existe une sous suite (notée par (hn(·))n≥1)

qui converge σ
(
L∞Rn(I), L1

Rn(I)
)
vers une fonction h(·) ∈ L∞Rn(I). Alors, pour tout v1(·) ∈

L1
Rn(I) on a

lim
n→+∞

〈hn(·), v1(·)〉 = 〈h(·), v1(·)〉.
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Soit v2(·) ∈ L∞Rn(I), puisque L∞Rn(I) ⊂ L1
Rn(I), on conclut par l’équation précédente que

lim
n→+∞

〈hn(·), v2(·)〉 = 〈h(·), v2(·)〉,

qui implique que la suite
(
hn(·)

)
n≥1

converge σ(L1
Rn(I), L∞Rn(I)) vers la fonction h(·) dans

L1
Rn(I) et qui vérifie

‖h(t)‖ ≤ η p.p. t ∈ I. (2.23)

Etape 4. Montrons que u est une solution du problème (P).

Pour tout t ∈ I et pour tout n ≥ 1, d’après (H2) et (2.16), on a

dC(t,u(t))(un(t)) ≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ dC(t,u(t))(un(θn(t)))

≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+
∣∣∣dC(t,u(t))(un(θn(t)))− dC(θn(t),u(δn(t)))(un(θn(t)))

∣∣∣
≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ L1|θn(t)− t|+ L2‖un(δn(t))− u(t)‖.

Utilisant (2.15), (2.21) et (2.22), par passage à la limite dans l’inégalité précédente on

obtient

dC(t,u(t))(un(t)) −→ 0, si n→ +∞,

donc

dC(t,u(t))(u(t)) = 0, ∀t ∈ I.

Puisque C(·, ·) est à valeurs fermées, on trouve

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ I.

Par les relations (2.14) et (2.18) on a∥∥− u̇n(t) + hn(t)
∥∥ ≤ γ + η =: M,

c’est-à-dire

− u̇n(t) + hn(t) ∈MB p.p. t ∈ I. (2.24)

D’après la relation (2.17) et (2.24), on conclut que

−u̇n(t) + hn(t) ∈ NC(θn(t),un(δn(t)))

(
un(θn(t))

)
∩MB p.p. t ∈ I.

Par la Propositions 1.49, on a

− u̇n(t) + hn(t) ∈M∂d
C
(
θn(t),un(δn(t))

) (un(θn(t))
)

p.p. t ∈ I. (2.25)

D’autre part,

hn(t) ∈ G
(
δn(t), un(δn(t))

)
∀t ∈ I. (2.26)
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D’après l’étape 3, la suite
(
− u̇n + hn, hn

)
converge faiblement dans L1

Rn×Rn(I) vers(
− u̇ + h, h

)
, par le Lemme de Mazur, il existe une sous suite

(
ξn, ζn

)
n
qui converge

fortement dans L1
Rn×Rn(I) vers

(
− u̇+ h, h

)
tel que

ξn ∈ co{−u̇q + hq, q ≥ n}, (2.27)

et

ζn ∈ co{hq, q ≥ n}. (2.28)

On peut extraire une sous suite de
(
ξn, ζn

)
n
qui converge presque partout vers

(
−u̇+h, h

)
.

Donc, il existe un ensemble Lebesgue négligeable N ⊂ I, tel que pour tout t ∈ I\N

− u̇(t) + h(t) ∈
⋂
n≥0

{ξq(t), q ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{−u̇q(t) + hq(t), q ≥ n}, (2.29)

et

h(t) ∈
⋂
n≥0

{ζq(t), q ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{hq(t), q ≥ n}. (2.30)

Fixons t ∈ I\N et µ ∈ Rn. D’après les relations (2.25), on a

〈µ,−u̇n(t) + hn(t)〉 ≤ δ∗
(
µ,M∂dC(θn(t),un(δn(t)))

(
un(θn(t))

))
. (2.31)

Alors, pour chaque n ≥ 0 et tout t ∈ I\N , à partir de (2.27) on a par le Théorème 1.14

〈µ, ξk(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈µ,−u̇q(t) + hq(t)〉, ∀n ∈ N

en prenant la limite dans l’inégalité précédente quand k → +∞, on aura par (2.31)

〈µ,−u̇(t) + h(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈µ,−u̇q(t) + hq(t)〉

≤ sup
q≥n

δ∗
(
µ,M∂dC(θn(t),un(δn(t))) (un(θn(t)))

)
qui assure que

〈µ,−u̇(t) + h(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
µ,M∂d

C
(
θn(t),un(δn(t))

)(un(θn(t))
))
.

Utilisons la Proposition 1.54, il vient que

〈µ,−u̇(t) + h(t)〉 ≤ δ∗
(
µ,M∂dC(t,u(t))

(
u(t)

))
.

Comme l’ensemble M∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
est convexe fermé, on conclut que

−u̇(t) + h(t) ∈M∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
p.p. t ∈ I,
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d’après la Proposition 1.49, on obtient

− u̇(t) + h(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) p.p. t ∈ I. (2.32)

D’autre part, laes relations (2.26) et (2.30) donnent

〈µ, hn(t)〉 ≤ δ∗
(
µ,G(δn(t), un(δn(t))

)
,

on obtient par (2.28)

〈µ, ζk(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈µ, hq(t)〉, ∀n ∈ N,

par passage à la limite quand k → +∞ et par (2.26) on a

〈µ, h(t)〉 ≤ sup
q≥n
〈µ, hq(t)〉 ≤ sup

q≥n
δ∗
(
µ,G(δq(t), uq(δq(t))

)
,

qui implique que

〈µ, h(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
µ,G(δn(t), un(δn(t))

)
.

la semi-continuité supérieurement de G(·, ·) donne

〈µ, h(t)〉 ≤ δ∗
(
µ,G(t, u(t))

)
,

et comme G est à valeurs convexes fermées, on obtient

h(t) ∈ G
(
t, u(t)

)
. (2.33)

Par les relations (2.32) et (2.33) on conclut que

u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+G

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ I.

(2) (a) Avant de donner la démonstration de la compacité de l’ensemble admissible

Accu0(t̃) il est indispensable de montrer que l’ensemble de trajectoire

St̃(u0) =
{
u ∈ CRn([T0, t̃]) : u est une solution absolument continue de (P)

}
est compact pour tout t̃ ∈ I.
D’après la partie 1, le problème (P) admet au moins une solution sur I, donc l’ensemble

St̃(u0) 6= ∅.
Soit (un(·))n une suite des trajectoires de St̃(u0), alors, pour tout n ∈ N, un(·) est une

solution absolument continue du problème (P), vérifiant∥∥u̇n(t)
∥∥ ≤ γ p.p. t ∈ [T0, t̃]. (2.34)
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Alors, ∥∥un(t)
∥∥ =

∥∥u0 +

∫ t

T0

u̇n(s)
∥∥ ds

≤
∥∥u0

∥∥+

∫ t

T0

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds

≤
∥∥u0

∥∥+

∫ t

T0

γ ds

=
∥∥u0

∥∥+ γ(t− T0)

≤
∥∥u0

∥∥+ γ(t̃− T0) =: ω. (2.35)

Donc, (un(t))n est relativement compact dans Rn.

De plus, pour tout t̃1, t̃2,∈ [T0, t̃] telle que t̃1 ≤ t̃2, on a

‖un(t̃1)− un(t̃2)‖ =
∥∥∥∫ t̃2

t̃1

u̇n(s) ds
∥∥∥

≤
∫ t̃2

t̃1

‖u̇n(s)‖ds

≤
∫ t̃2

t̃1

γ ds

≤ γ(t̃2 − t̃1)

alors, la suite des fonctions (un(·))n est equi-continue sur [T0, t̃]. D’après le Théorème

d’Ascoli-Arzelà, on conclut que (un(·))n est relativement compacte dans CRn([T0, t̃]). Et

par la relation (2.34), on déduit qu’il existe une sous suite (un(·))n
(
notée aussi par

(un(·))n
)
qui converge uniformément vers une fonction absolument continue u(·) dans

[T0, t̃] et (u̇n(·))n converge σ(L1
Rn([T0, t̃]), L

∞
Rn([T0, t̃])) vers u̇(·) telle que∥∥u̇(t)

∥∥ ≤ γ p.p. t ∈ [T0, t̃].

De plus, nous avons en vertue de la relation (2.34) et en utilisant le théorème de la

convergence dominée de Lebesgue

u(t) = lim
n→+∞

un(t)

= lim
n→+∞

(
u0 +

∫ t

T0

u̇n(s)ds
)

= u0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds.

Pour tout n ∈ N, soit la fonction (fn)n où fn : [T0, t̃]→ Rn est une sélection mesurable de

la multi-application G(·, un(·)). Comme G est à valeurs bornées on peut trouver m1 > 0

telle que

‖fn(t)‖ ≤ m1 ∀t ∈ [T0, t̃], (2.36)
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alors (fn)n est bornée dans L∞Rn([T0, t̃]), Donc elle admet une sous suite qui converge

σ
(
L∞Rn([T0, t̃]), L

1
Rn([T0, t̃])

)
vers une fonction f dans L∞Rn([T0, t̃]). Par conséquence, pour

tout ξ1(·) dans L1
Rn([T0, t̃]), on obtient

lim
n→+∞

〈fn(·), ξ1(·)〉 = 〈f(·), ξ1(·)〉. (2.37)

Soit ξ2(·) ∈ L∞Rn([T0, t̃]), puisque L∞Rn([T0, t̃]) ⊂ L1
Rn([T0, t̃]), par la relation (2.37) on a

lim
n→+∞

〈fn(·), ξ2(·)〉 = 〈f(·), ξ2(·)〉,

c’est-à-dire, la suite (fn)n converge σ(L1
Rn([T0, t̃]), L

∞
Rn([T0, t̃])) vers une fonction f dans

L1
Rn([T0, t̃]) telle que

‖f(t)‖ ≤ m1 ∀t ∈ [T0, t̃].

Montrons maintenant que la limite u(·) est une solution du problème (P).

Commme (un)n est une suite de solutions du problème (P) et

fn(t) ∈ G(t, un(t)) ∀t ∈ [T0, t̃], (2.38)

on a l’inclusion suivante

− u̇n(t) + fn(t) ∈ NC(t,un(t)) (un(t)) p.p. t ∈ [T0, t̃]. (2.39)

D’après (2.34) et (2.36), on obtient pour presque tout t ∈ [T0, t̃]

‖u̇n(t)− fn(t)‖ ≤ ‖u̇n(t)‖+ ‖fn(t)‖ ≤ γ +m1 =: m2. (2.40)

Les relations (2.39) et (2.40) donnent

−u̇n(t) + fn(t) ∈ NC(t,un(t)) (un(t)) ∩m2B p.p. t ∈ [T0, t̃].

Par la Proposition 1.49, on obtient

−u̇n(t) + fn(t) ∈ m2∂d(t,un(t))(un(t)) p.p. t ∈ [T0, t̃]. (2.41)

Puisque
(
− u̇n + fn, fn

)
n
est converge faiblement dans L1

Rn×Rn([T0, t̃]) vers
(
− u̇+ f, f

)
,

alors par le Théorème 1.18, il existe une suite (xn(·), yn(·))n telle que

xn ∈ co{−u̇m + fm, m ≥ n} et yn ∈ co{fm, m ≥ n} (2.42)

et (xn, yn)n converge fortement vers
(
− u̇ + f, f

)
dans L1

Rn×Rn([T0, t̃]). On peut alors

extraire une sous suite de (xn(·), yn(·))n qui converge presque partout vers
(
− u̇ + f, f

)
.

Donc, il existe un ensemble Lebesgue négligeable A ⊂ [T0, t̃] tel que pour tout t ∈ [T0, t̃]\A

−u̇(t) + f(t) ∈
⋂
n≥0

{xm(t), m ≥ n}

⊂
⋂
n≥0

co{u̇m(t) + fm(t), m ≥ n}, (2.43)



2.2. Existence de solutions avec une perturbation à valeurs convexes 40

et

f(t) ∈
⋂
n≥0

{ym(t), m ≥ n}

⊂
⋂
n≥0

co{fm(t), m ≥ n}. (2.44)

Fixons t ∈ [T0, t̃]\A et z ∈ Rn, par les relations (2.41) et (2.43) on obtient

〈z,−u̇(t) + f(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
z,m2∂dC(t,un(t))

(
un(t)

))
.

La Proposition 1.54 donne,

〈z,−u̇(t) + f(t)〉 ≤ δ∗
(
z,m2∂dC(t,u(t))

(
u(t)

))
.

Comme la multi-application t → m2∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
est à valeurs convexes fermées, on

obtient

−u̇(t) + f(t) ∈M∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
,

d’après la Proposition 1.49, on obtient

− u̇(t) + f(t) ∈ NC(t,u(t))(u(t)) p.p. t ∈ I. (2.45)

De plus, la relation (2.44) donne

〈z, f(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
z,G(t, un(t))

)
.

La semi-continuité supérieurement de G donne

〈z, f(t)〉 ≤ δ∗
(
z,G(t, u(t))

)
,

puisque G est à valeurs convexes fermées, on obtient

f(t) ∈ G
(
t, u(t)

)
. (2.46)

Par (2.45) et (2.46), on conclut que

u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+G

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ [T0, t̃].

Donc u(·) est une solution du problème (P) sur l’interval [T0, t̃], alors l’ensemble de tra-

jectoire St̃(u0) est compact.

Montrons maintenant que Accu0(t̃) est compacte dans Rn.

Soit (xn) une suite de Accu0(t̃) converge vers x0 ∈ Rn, alors, il existe une suite (un) ∈
St̃(u0) telle que xn = un(t̃).
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Comme la suite (un) est dans l’ensemble compact St̃(u0), on peut extraire une sous suite

( notée par (un)) converge uniformément vers u ∈ St̃(u0) avec

u(t̃) = lim
n→∞

un(t̃) = lim
n→∞

xn = x0

donc u(t̃) = x0, et comme u ∈ St̃(u0) on obtient x0 ∈ Accu0(t̃), d’où Accu0(t̃) est compact.

(b) Montons que la multi-application Accu0(·) est semi-continue supérieure-

ment dans I.
Soient t ∈ I et V un voisinage ouvert de Accu0(t) dans Rn, il existe V0 un voisinage ouvert

de l’origine où

Accu0(t) + V0 ⊂ V

notons par St(u0) l’ensemble des solutions du problème (P) sur I, d’après le théorème

d’Ascoli-Arzelà, il existe δ > 0 tel que si t′ > t et | t− t′ |< δ : u(t′)− u(t) ∈ V0 pour tout

u(·) ∈ St(u0), comme u(t) ∈ Accu0(t)

u(t′) ∈ u(t) + V0 ⊂ V ∀ u(·) ∈ St(u0)

d’où

Accu0(t) ⊂ V ∀t′ ∈ B(t, δ)

qui montre par définition que Accu0(·) est semi-continue supérieurement.

�



2.3. Existence de solutions avec une perturbation à valeurs presque convexes 42

2.3 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs presque convexes

Dans cette section, nous étudions l’existence de solutions du problème (PC) tel que G
est une multi-application à valeurs presque convexeS et avec une hypothèse plus faible sur

la semi-continuité supérieurement. On étudie aussi la relation entre la solution du pro-

blème (PC) et du problème (PCco). Nous commençons par le lemme préliminaire suivant.

Lemme 2.2.

Soit G : Rn ⇁ Rn une multi-application mesurable à valeurs non vides compactes et

presque convexes, u0 ∈ C(T0) et u : I → Rn une fonction absolument continue. Supposons

que f une fonction Lebesgue intégrable. Alors, il existe deux fonctions intégrables λ1(·) et

λ2(·) définie dans I, satisfaitsant pour tout t ∈ I

0 ≤ λ1(t) ≤ 1 ≤ λ2(t)

et

λ1(t) f(t) ∈ G
(
u(t)

)
et λ2(t) f(t) ∈ G

(
u(t)

)
. (2.47)

Preuve.

Comme G(u(t)) est presque convexe pour tout t ∈ I, alors, ils existent deux muli-

applications à valeurs non vides Λ1(·) et Λ2(·) telle que

Λ1(·) : I ⇁ [0, 1]

t ⇁ Λ1(t) =
{
λ1 ∈ [0, 1] : λ1f(t) ∈ G(u(t))

}
,

et
Λ2(·) : I ⇁ [1,+∞[

t ⇁ Λ2(t) =
{
λ2 ∈ [1,+∞[: λ2f(t) ∈ G(u(t))

}
Considérons Gph(Λ1) le graphe de Λ1 défini par

Gph(Λ1) =
{

(t, λ1) ∈ I × [0, 1] : λ1f(t) ∈ G(u(t))
}

=
{

(t, λ1) ∈ I × [0, 1] : dG(u(t))

(
λ1f(t)

)
= 0
}

= ϕ−1
(
{0}
)
∩
(
I × [0, 1]

)
,

où
ϕ : I × [0, 1] −→ R

(t, λ1) 7−→ ϕ(t, λ1) = dG(u(t))

(
λ1f(t)

)
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montrons que ϕ est mesurable : pour notre démonstration il suffit de vérifier que ϕ est de

Carathéodory.

On a pour tout t fixé∣∣ϕt(λ1
1)− ϕt(λ2

1)
∣∣ =

∣∣dG(u(t))

(
λ1

1f(t)
)
− dG(u(t))

(
λ2

1f(t)
)∣∣

≤
∥∥λ1

1m(u(t))− λ2
1f(t)

∥∥
≤ ‖f(t)‖|λ1

1 − λ2
1|

puisque f dans L1, alors ϕt est lipschitz et donc ϕt(·) est continue.

Maintenant pour tout λ1 ∈ [0, 1] fixé,

ϕλ1(t) = dG◦u(t)(λ1f(t))

on a G est mesurable et u est mesurable donc G ◦ u est mesurable.

Posons

g(t, λ1) = ϕλ1(t) = dG◦u(t)(λ1f(t)).

Soit λ1, λ2 ∈ [0, 1], pour tout t fixé on a λ1 7→ g(t, λ1) est continue et pour tout λ1 fixé,

on a t 7→ g(t, λ1) est mesurable donc (t, λ1) 7→ g(t, λ1) = dG◦u(t)(λ1) est une fonction

Carathéodory et alors g est mesurable.

Soit
h : I −→ I × Rn

t 7−→ h(t) =
(
t, λ1f(t)

)
h une application mesurable car c’est le (produit cartésien de deux fonctions mesurables)

g ◦ h : I −→ R

t 7−→ g(h(t)) = g
(
t, λ1f(t)

)
= dG◦u(t)(λ1f(t))

g est mesurable et h est mesurable, alors g ◦ h l’est aussi.

Or (g◦h)(t) = ϕλ1(t), donc ϕλ1 est mesurable, alors ϕ est Carathéodory et donc mesurable.

Alors l’image réciproque de {0} par la fonction ϕ est mesurable, de plus I × [0, 1] est

mesurable, d’où Gph(Λ1) est mesurable. Par conséquent, Λ1(·) est une multi-application

mesurable à valeurs bornées, donc il existe une sélection intégrable λ1(·) ∈ Λ1(·) telle que

0 ≤ λ1(t) ≤ 1 ∀t ∈ I,

et

λ1(t)f(t) ∈ G(u(t)) ∀t ∈ I.
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On utilise le même raisonnement pour montrer que Λ2(·) est mesurable. Donc, considérons

le graphe de Λ2 défini par

Gph(Λ2) =
{

(t, λ2) ∈ I × [1,+∞[: λ2f(t) ∈ G(u(t))
}

=
{

(t, λ2) ∈ I × [1,+∞[: dG(u(t))

(
λ2f(t)

)
= 0
}

= ϕ−1
(
{0}
)
∩
(
I × [1,+∞[

)
.

Donc Λ2 est mesurable, comme G(·) est à valeurs bornées, alors Λ2(·) est à valeurs bornées

aussi, donc, elle admet une sélection intégrable λ2(·) définie dans I telle que

λ2(t) ≥ 1, ∀t ∈ I

et

λ2(t)f(t) ∈ G(u(t)).

�

Maintenant, nous présentons le théorème essentiel de cette section.

Théorème 2.3.

Soit C : I × Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées satisfaisant :

(A1) pour tout x ∈ Rn, l’ensemble C(x) est equi-uniformément sous lisse ;

(A2) il existe une constante L2 ∈ [0, 1[ telle que, pour tous x1, x2, y ∈ Rn

∣∣dC(x1)(y)− dC(x2)(y)
∣∣ ≤ L2

∥∥x1 − x2

∥∥.
Soit G : Rn ⇁ Rn une multi-application mesurable à valeurs compactes et presque convexes

telles que :

(A3) la multi-application co(G(·)) est semi-continue supérieurement sur Rn ;

(A4) pour un certain réel α ≥ 0,

dco(G(x))(0) ≤ α(1 + ‖x‖) ∀x ∈ Rn.

Donc, pour tout u0 ∈ C
(
u0

)
,

1. le problème (PC) admet au mois une solution absolument continue ;

2. pour t̃ ∈ I fixé, l’ensemble admissible de (PC) à t̃, Accu0(t̃), coïncide avec Acccou0(t̃)
l’ensemble admissible en t̃ du problème (PCco) où

(PCco)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) + co(G(u(t))) p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ C(u0).
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Preuve.

(1) Montons pour tout t ∈ I, il existe une fonction absolument continue

γ(·) : I −→ I

τ 7−→ γ(τ)

telle que la fonction x̃(·) donnée par

x̃(·) : I −→ Rn

τ 7−→ x̃(τ) = x(γ(τ))

est une solution absolument continue du problème (PC) sur l’intervalle I. De plus,

x̃(T0) = x(T0) et x̃(T ) = x(T ).

(a) Soit [a, b] ⊂ I et supposons qu’ils existent deux fonctions intégrables λ1(·) et λ2(·)
définies sur [a, b], telles que

0 ≤ λ1(τ) ≤ 1 ≤ λ2(τ) ∀τ ∈ [a, b],

et vérifie (2.47), où f(·) = m(u(·)) vérifie les conditions c’est-à-dire il est dans L1. De

plus, supposons que λ1(τ) > 0 p.p. τ ∈ [a, b].

En utilant la même procédure que dans la preuve du Théorème 3.3 dans [5] et Théorème

2 dans [25], nous conclons l’existence de deux sous ensembles mesurables de [a, b] ayant

des fonctions caractéristiques 1I1 et 1I2 qui vérifient

1I1(·) + 1I2(·) = 1I[a,b](·),

et une fonction absolument continue s : [a, b] −→ [a, b] telle que

ṡ(τ) =
1

λ1(τ)
1I1(τ) +

1

λ2(τ)
1I2(τ),

∫ b

a

1dτ =

∫ b

a

(
1I1(τ)

1

λ1(τ)
+ 1I2(τ)

1

λ2(τ)

)
dτ,

et ∫ b

a

ṡ(τ) dτ = s(b)− s(a) = b− a.

(b) D’après le Théorème 2.1, il existe une solution absolument continue x : I → Rn du

problème

(PCco)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) + co

(
G(u(t))

)
p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(u0).
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Considérons l’ensemble

Ω =
{
τ ∈ I : 0 ∈ co

(
G(x(τ))

)}
.

Montrons que Ω est fermé. Soit (τn)n une suite de Ω qui converge vers τ ∈ I.
Donc 0 ∈ co

(
G(x(τn))

)
pour tout n ∈ N. Puisque co(G(·)) est une muli-application semi-

continue supérieurement à valeurs compactes, donc son graphe est fermé (Théorème 1.21),

et comme la fonction x(·) est continue, nous aurons 0 ∈ co
(
G(x(τ))

)
, alors, τ ∈ Ω et donc

Ω est fermé.

Cas 1. Si Ω est vide, dans ce cas λ1(τ) > 0, car si on considère le contraire c’est-à-dire,

∃τ0 ∈ I : λ1(τ0) = 0,

par relation (2.47) on a

0 = λ1(τ0)m
(
x(τ0)

)
∈ G

(
x(τ0)

)
⊂ co

(
G
(
x(τ0)

))
.

Donc, τ0 ∈ Ω, contradiction avec la supposition de l’ensemble Ω est vide.

Nous pouvons appliquer l’étape (a) sur l’intervalle I. Soit

s(τ) = T0 +

∫ τ

T0

ṡ(ω)dω,

puisque ṡ est strictement positive, alors s est croissante, et on a (s(T0), s(T )) = (T0, T ).

Donc s, est défini de I dans lui même.

Soit γ(·) la fonction inverse de s(·) définie par

γ(·) : I −→ I

τ 7−→ γ(τ) = s−1(τ)

donc,

(γ(T0), γ(T )) = (T0, T ).

D’autre part, on a
d

dτ
s(γ(τ)) = ṡ(γ(τ)) γ̇(τ) = 1,

alors

γ̇(τ) =
1

ṡ(γ(τ))
= λ1

(
γ(τ)

)
1I1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1I2
(
γ(τ)

)
.

Considérons l’application x̃ : I → Rn définie par

x̃(τ) = x(γ(τ)), ∀τ ∈ I,

alors

d

dτ
x̃(τ) = ẋ

(
γ(τ)

)
γ̇(τ)

= ẋ
(
γ(τ)

)(
λ1

(
γ(τ)

)
1I1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1I2
(
γ(τ)

))
,
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puisque x(·) est une solution du problème (PCco), on aura

d

dτ
x̃(τ) ∈

(
−NC(x(γ(τ)))(x(γ(τ))) +m(x(γ(τ)))

)(
λ1

(
γ(τ)

)
1I1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1I2
(
γ(τ)

))
= −NC(x(γ(τ)))(x(γ(τ)))

(
λ1

(
γ(τ)

)
1I1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1I2
(
γ(τ)

))
+m(x(γ(τ)))

(
λ1

(
γ(τ)

)
1I1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1I2
(
γ(τ)

))
En utilisant les propriétés du cône normal et la relation (2.47), on trouve

d

dτ
x̃(τ) ∈ −NC(x(γ(τ)))(x(γ(τ))) +G(x(γ(τ))) = −NC(x̃(τ))(x̃(τ)) +G(x̃(τ)).

D’où x̃ est une solution du problème (PC).
Cas 2. Si Ω est non vide. Soit l = sup{τ, τ ∈ Ω}. Nous avons l ∈ Ω car Ω est fermé. En

effet, on a

l = sup{τ, τ ∈ Ω} ⇔ ∀ε > 0,∃τε ∈ Ω : l − ε < τε ≤ l,

donc, on peut écrire

∀n > 0, ∃(τn)n ∈ Ω : l − 1

n
< τn ≤ l < l +

1

n
,

d’où

∀n > 0,∃(τn)n ∈ Ω : |τn − l| <
1

n
,

alors, il existe une suite (τn)n dans Ω tel que lim
n→+∞

τn = l, comme Ω est fermé, on obtient

l ∈ Ω.

Le complémentaire de Ω est ouvert relativement à I, donc il constitue d’une famille des

intervalles ouverts au plus dénombrables J de la forme ]ai, bi[, aveclaposibilité que deux

intervalles sont laforme [aii , bii [ avec aii = T0 et le deuxième intervalle de la forme ]aif , bif ]

avec aif = l.

Pour tout i ⊂ J , on peut appliquer la partie (a) sur ]ai, bi[, donc, il existe deux sous

ensembles mesurables de ]ai, bi[, avec des fonctions caractéristiques 1Ii1(·) et 1Ii2(·) telles

que

1Ii1(·) + 1Ii2(·) = 1I]ai,bi[(·).

Posons

ṡ(τ) =
1

λ1(τ)
1Ii1(τ) +

1

λ2(τ)
1Ii2(τ),

on obtient ∫ bi

ai

ṡ(ω)dω = bi − ai.

Pour tout τ ∈ [T0, l], on considère

ṡ(τ) =
1

λ2(τ)
1IΩ(τ) +

∑
i

( 1

λ1(τ)
1Ii1(τ) +

1

λ2(τ)
1Ii2(τ)

)
,
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où la somme est sur tous les intervalles du complémentaire de Ω contenus dans [T0, l].

Puisque λ2(τ) ≥ 1 et ∫ l

T0

ṡ(ω)dω = p ≤ l − T0.

Posons

s(τ) = T0 +

∫ τ

T0

ṡ(ω) dω.

De plus, comme s(·) est une fonction absolument continue et strictement croissante sur

un intervalle [T0, l], alors elle admet une fonction inverse définie de [T0, l] à [T0, p].

On définit γ : [T0, p]→ [T0, l] comme la fonction inverse de la fonction s(·), le prolongement

absolument continu de γ(·) noté par γ̃(·), est défini comme suit :

γ̃(τ) =

 γ(τ) si τ ∈ [T0, p],

l si τ ∈ ]p, l].

Montrons maintenant que la fonction x̃(τ) = x
(
γ̃(τ)

)
est une solution du problème (PC)

sur l’intervalle [T0, l].

Sur [T0, p] on a γ̃(τ) = γ(τ), γ est inversible et sa dérivée

γ̇(τ) = λ2

(
γ(τ)

)
1IΩ
(
γ(τ)

)
+
∑
i

(
λ1

(
γ(τ)

)
1Ii1
(
γ(τ)

)
+ λ2

(
γ(τ)

)
1Ii2
(
γ(τ)

))
,

comme
d

dτ
x̃(τ) = ẋ

(
γ̃(τ)

)
˙̃γ(τ) = ẋ

(
γ(τ)

)
γ̇(τ).

D’après les propriétés du cône normal et la relation (2.47), on obtient

d

dτ
x̃(τ) ∈ γ̇(τ)

(
−NC(x(γ(τ)))(x(γ(τ))) +m(x(γ(τ)))

)
∈ −NC(x(γ(τ)))(x(γ(τ))) +G(x(γ(τ)))

= −NC(x̃(τ))(x̃(τ)) +G(x̃(τ)). (2.48)

Sur l’intervalle ]p, l], on a γ̃(τ) = l et ˙̃γ(τ) = 0, donc

γ̃(τ) = γ̃(p) = γ(p),

on obtient

x̃(τ) = x(γ̃(τ)) = x(γ(p)) = x(γ̃(p)) = x̃(p) et x̃(p) = x(l),

alors x̃ est constante sur ]p, l], et puisque Ω est non vide, on a

d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ co

(
G(x(l))

)
= co

(
G(x̃(τ))

)
∀τ ∈]p, l]. (2.49)
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D’autre part, comme

0 ∈ −NC(x̃(τ))(x̃(τ))

utilisons l’inclusion (2.49), on conclut que

d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ −NC(x̃(τ))(x̃(τ)) +G(x̃(τ)) ∀τ ∈]p, l]. (2.50)

D’après (2.48) et (2.50), on déduit que x̃(·) est une solution du problème (PC) sur l’in-

tervalle [T0, l].

Sur l’intervalle ]l, T ], Ω est vide et λ1(τ) > 0, alors on peut répéter les arguments de

la partie (a) et le cas 1, pour montrer que x̃ est une solution absolument continue du

problème (PC).
(2) Soit ũ(t) ∈ Accu0(t) pour tout t ∈ I, donc ũ(·) est une solution absolument continue

du problème (PC) sur l’intervalle [T0, t], telle que

˙̃u(t) ∈ −NC(ũ(t))(ũ(t)) +G(ũ(t)),

⊂ −NC(ũ(t))(ũ(t)) + co(G(ũ(t))) p.p.

donc, toute solution du problème (PC) est une solution du problème (PCco). Alors pour
tout t ∈ I et ũ(t) ∈ Accu0(t), on a

ũ(t) ∈ Acccou0(t).

On déduit que

Accu0(t) ⊂ Acccou0(t) ∀t ∈ I. (2.51)

Inversement, soit u(t) ∈ Acccou0(t), alors u(·) est une solution absolument continue du

problème (PCco) sur [T0, t]. On peut alors répéter la preuve de la partie (1) sur [T0, t] pour

trouver une solution ũ(·) : [T0, t] −→ Rn du problème (PC), tel que ũ(t) = u(t) ∈ Accu0(t),
et par conséquent

Acccou0(t) ⊂ Accu0(t) ∀t ∈ I. (2.52)

On conclut par (2.51) et (2.52), que

Accu0(t) = Acccou0(t) ∀t ∈ I.

�
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2.4 ) Application au problème de temps optimal

Dans cette section, on va appliquer les théorèmes montré précédemment pour résoudre

un problème du temps minimal de l’inclusion différentielle (PCO). Puis, on utilise la

fonction de temps minimal pour décrire l’ensemble admissible de ce problème.

Théorème 2.4.

Soient C : Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées qui satisfait les

hypothèses (A1), (A2) du Théorème 2.3 et Z : Rn ⇁ Rn une multi-application semi-

continue supérieurement à valeurs compactes sur Rn tel que 0 ∈ Z(x) pour tout x ∈ Rn.

Soit h : Rn × Rn → Rn une fonction continue satisfaisant les hypothèses suivantes :

(Hh
1) il existe une constante α > 0, tel que :

‖h(x, y)‖ ≤ α(1 + ‖x‖) ∀(x, y) ∈ Rn × Rn;

(Hh
2) pour tout x ∈ Rn, h(x, 0) = 0.

(Hh
3) Soit G : Rn ⇁ Rn une multi-application mesurable à valeurs non vides compactes

et presque convexes, telles que

G(x) =
{
h(x, z)

}
z∈Z(x)

∀x ∈ Rn.

Soient u0, u1 deux points dans Rn, on suppose que pour tout t ∈ I, u1 ∈ Accu0(t) l’ensemble

admissible du problème (PCO). Donc,

1. le problème d’atteindre u1 depuis u0 en un temps minimal admet une solution ;

2. pour tout t ∈ I
Accu0(t) =

{
u ∈ Rn : T(u) ≤ t

}
.

Preuve.

(1) Sous les hypothèses sur h et Z, Proposition 1.24G(·) est semi-continue supérieurement,

et d’après la Proposition 1.23 co(G(.)) est semi-continue supérieurement telle que

dco(G(x))(0) ≤ α(1 + ‖x‖) ∀x ∈ Rn.

Donc le problème (PCO) qui est équivalent au sens de solution au problème (PC) admet

au moins une solution et il a le même ensemble admissible Accu0(t) pour tout t ∈ I. Soit

t̄ = inf{s ∈ [T0, t] : u1 ∈ Accu0(s)}.
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Donc, par la propriété de minoration, il existe une suite décroissante
(
t̄n
)
n
dans [T0, t]

converge vers t̄, et pour tout entier n il existe une fonction un(·) solution du problème
u̇(t) ∈ −NC(u(t))(u(t)) +G(u(t)) p.p. t ∈ [T0, t̄n],

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ [T0, t̄n],

u(T0) = u0 ∈ C(u0),

tel que u1 = un(t̄n). Pour tout s ∈ [T0, t̄], on définit la suite des fonctions (yn(·))n par

yn(s) = un(s) pour tout s ∈ [T0, t̄], alors(
yn(s)

)
n
⊂ Accu0(s) = Acccou0(s).

Par la compacité de Acccou0(s), on peut extraire une sous suite
(
yn(s)

)
n
converge vers

y(s) ∈ Acccou0(s), d’où
u1 = un(t̄n) ∈ Acccou0(t̄n)

avec la multi-application Acccou0(·) est semicontinue supérieurement à valeurs compactes,

on obtient

lim sup
n→∞

Acccou0(t̄n) = Acccou0(t̄)

donc

u1 ∈ Acccou0(t̄)

D’après Théorème 2.3, Acccou0(t̄) = Accu0(t̄), d’où

y(t̄) = u1 ∈ Accu0(t̄).

par conséquent la fonction y(·) satisfait

lim
n→∞

yn(t̄n) = y(t̄) = u1 ∈ Acccou0(t̄).

Alors, y est la solution du problème (PCO) qui atteint u1 dans le temps minimal, et

t̄ est la valeurs du temps minimal.

(2) Soit t ∈ I fixé et u1 ∈ Accu0(t), alors il existe une fonction u(·) solution du problème

(PCO) tel que u1 = u(t). On définit la fonction

ũ(s) =

 u(s) si s ∈ [T0, t],

u1 si s ∈ [t, T ].

Pour presque tout s ∈ [T0, t], d’après le Théorème 2.3 on obtient

˙̃u(s) ∈ −NC(ũ(s))(ũ(s)) +G(ũ(s)). (2.53)
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Pour presque tout s ∈ [t, T ], ˙̃u(s) = 0, par l’hypothèse (Hh
2) et comme 0 ∈ −NC(ũ(s))(ũ(s))

on trouve
˙̃u(s) = 0 ∈ −NC(ũ(s))(ũ(s)) + h(ũ(s), z(s)), (2.54)

d’où, d’après l’hypothèse (Hh
3), on a

˙̃u(s) = 0 ∈ −NC(ũ(s))(ũ(s)) +G(ũ(s)) p.p. s ∈ [t, T ]. (2.55)

Des relations (2.53) et (2.55), on conclut que ũ(·) est une solution de (PCO) pour presque

partout t ∈ I.
D’autre part, pour tout t < s, ũ(s) = u1 ∈ Accu0(s). Donc

Accu0(t) ⊆ Accu0(s) p.p. t < s. (2.56)

Pour tout s < t, soit z ∈
{
u ∈ Rn : T(u) ≤ t

}
. Alors, d’après la relation (2.56), on a

Accu0
(
T(u)

)
⊆ Accu0(t),

d’après la définition de la fonction de temps minimal T(u), on obtient

z ∈ Accu0(t).

Donc, {
u ∈ Rn : T(u) ≤ t

}
⊆ Accu0(t). (2.57)

De plus, en utilisant la définition de l’ensemble admissible on obtient

Accu0(t) ⊆
{
u ∈ Rn : T(u) ≤ t

}
. (2.58)

On déduit des relations (2.57) et (2.58) que

Accu0(t) =
{
u ∈ Rn : T(u) ≤ t

}
.

�
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3.1 ) Introduction du chapitre

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence de solutions et la compacité de l’ensemble

admissible du problème non autonome

(SP)


u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+ F

(
t, u(t)

)
+ f
(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

tel que l’ensemble mobile C : I × Rn ⇁ Rn est equi-uniformément sous lisse, F : I ×
Rn ⇁ Rn est une multi-application à valeurs non vides fermées convexes semi-continues

supérieurement et non nécésairement bornée et f : I × Rn → Rn une fonction continue

qui satisfait une condition de croissance linéaire.

Puis, nous définissons une classe plus large concernant les multi-applications à valeurs

presque convexes, pour étudier l’existence d’une solution du problème autonome

(ASP)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ F

(
u(t)

)
+ f
(
u(t)

)
p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(u0),

sous une hypothèse plus faible sur la semi-continuité supérieure et l’hypothèse de la

presque convexité des valeurs de F : Rn ⇁ Rn.

Comme application, nous considérons le système de contrôle autonome

(ASPO)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ h
(
u(t), z(t

)
+ f
(
u(t)

)
p.p. t ∈ I,

z(t) ∈ U(u(t)) ∀t ∈ I,
u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(u0),

contrôler par les paramètres z(t) ∈ U(u(t)), tel que U : Rn ⇁ Rn est une multi-application

semi-continue supérieurement à valeurs compactes, sous l’hypothèse de presque convexes

sur l’ensemble

F (u(t)) = h
(
u(t), U(u(t))

)
=
{
h
(
u(t), z(t)

)
}z(t)∈U(u(t)).
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3.2 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs convexes

Dans cette section, nous étudions l’existence de solutions et la compacité l’ensemble

admissible pour le processus de la rafle (SP), telle que F est une multi-application semi-

continue supérieurement à valeurs convexes fermées et non vides non nécessairement bor-

nées.

Théorème 3.1.

Soit C : I × Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées qui vérifie :

(A C
1 ) pour tout (t, x) ∈ I × Rn, C(t, x) est équi-uniformément sous lisse ;

(A C
2 ) ils existent deux constantes L1 ≥ 0, L2 ∈ [0, 1[ telles que, pour tous t, s ∈ I et

pour tous x, u, v ∈ Rn, on a∣∣dC(t,u)(x)− dC(s,v)(x)
∣∣ ≤ L1|t− s|+ L2

∥∥u− v∥∥.
Soit F : I × Rn ⇁ Rn une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non

vides fermées convexes, telle que :

(A F ) pour un certain réel α ≥ 0,

dF (t,x)(0) ≤ α
(
1 + ‖x‖

)
∀(t, x) ∈ I × Rn.

Considérons f : I × Rn → Rn une fonction continue telle que :

(A f ) pour un certaint réel β > 0,∥∥f(t, x)
∥∥ ≤ β(1 + ‖x‖) ∀(t, x) ∈ I × Rn.

Donc, pour tout u0 ∈ C(T0, u0)

1. le problème (SP) admet une solution lipschitzienne ;

2. si la multi-application F est à valeurs bornées on a , pour τ ∈ I fixé, l’ensemble

admissible Accu0(τ) est compact.

Preuve.

(1) Existence de solution.

Pour tout (t, x) ∈ I×Rn, on pose m(t, x) l’élément de norme minimale de F , c’est-à-dire,

m(t, x) = ProjF (t,x)(0),
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et on pose

h(t, x) = m(t, x) + f(t, x).

D’après l’hypothèse (A F ) et (A f ), on obtient

‖h(t, x)‖ ≤ (α + β)
(
1 + ‖x‖

)
=: γ

(
1 + ‖x‖

)
, (3.1)

telle que γ := α + β. Pour tout n ∈ N∗, on considère la partition de l’intervalle I par

Ini = [tni , t
n
i+1[, tni = T0 + iµn, µn =

T − T0

n
, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} et Inn = {tnn} = {T}.

Etape 1. On définit inductivement la suite (xni )0≤i≤n dans Rn.

Notons xn0 = u0 ∈ C(tn0 , x
n
0 ) et pour chaque i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} les inclusions suivantes

sont bien définies

xni+1 ∈ C(tni+1, x
n
i ), (3.2)

xni + µnh(tni , x
n
i )− xni+1 ∈ NC(tni+1,x

n
i )(x

n
i+1). (3.3)

En effet, pour i = 0 et puisque C(tn1 , x
n
0 ) est fermé, on peut prendre

xn1 ∈ ProjC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0 + µnh(tn0 , x

n
0 )
)
, (3.4)

ce qui implique que

xn1 ∈ C(tn1 , x
n
0 ). (3.5)

Donc, par la Proposition 1.49 et la relation (3.4), on écrit

xn0 + µnh(tn0 , x
n
0 )− xn1 ∈ NC(tn1 ,x

n
0 )(x

n
1 ).

D’après (3.5), on trouve∥∥xn1 − xn0∥∥ ≤ ‖xn1 − (xn0 + µnh(tn0 , x
n
0 )
)
‖+ ‖µnh(tn0 , x

n
0 )‖

= dC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0 + µnh(tn0 , x

n
0 )
)

+ µn
∥∥h(tn0 , x

n
0 )
∥∥

≤ dC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0
)

+
∥∥µnh(tn0 , x

n
0 )
∥∥+

∥∥µnh(tn0 , x
n
0 )
∥∥

≤
∣∣∣dC(tn1 ,x

n
0 )(x

n
0 )− dC(tn0 ,x

n
0 )(x

n
0 )
∣∣∣+ 2µn

∥∥h(tn0 , x
n
0 )
∥∥.

En utilisant l’hypothèse (A C
2 ) et l’inégalité (3.1), on a∥∥xn1 − xn0∥∥ ≤ L1|tn1 − tn0 |+ 2γµn(1 + ‖xn0‖)

= L1µn + 2γµn(1 + ‖xn0‖). (3.6)

Supposons que, pour i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} les points xn1 , xn2 , . . . , xni ont été construits

satisfaisant (3.2) et (3.3). On pose

xni+1 ∈ ProjC(tni+1,x
n
i )

(
xni + µnh(tni , x

n
i )
)
,
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qui est bien définie car C(tni+1, x
n
i ) est fermé et nous avons

xni+1 ∈ C(tni+1, x
n
i ).

D’après la Proposition 1.49, nous avons pour tout t ∈ Ini ,

xni + µnh(tni , x
n
i )− xni+1 ∈ NC(tni+1,x

n
i )(x

n
i+1).

D’autre part, d’après la relation (3.2) on a,

‖xni+1 − xni ‖ ≤ ‖xni+1 −
(
xni + µnh(tni , x

n
i )
)
‖+ ‖µnh(tni , x

n
i )‖

≤ dC(tni+1,x
n
i )

(
xni + µnh(tni , x

n
i )
)

+
∥∥µnh(tni , x

n
i )
∥∥

≤ dC(tni+1,x
n
i )

(
xni
)

+
∥∥µnh(tni , x

n
i )
∥∥+

∥∥µnh(tni , x
n
i )
∥∥

≤
∣∣∣dC(tni+1,x

n
i )(x

n
i )− dC(tni ,x

n
i−1)(x

n
i )
∣∣∣+ 2µn

∥∥h(tni , x
n
i )
∥∥.

Par (A C
2 ) et (3.1), on obtient

‖xni+1 − xni ‖ ≤ L1|tni+1 − tni |+ L2‖xni − xni−1‖+ 2γµn(1 + ‖xni ‖)

≤ L1µn + L2‖xni − xni−1‖+ 2γµn(1 + ‖xni ‖).

Fixons i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, il vient que

‖xni+1 − xni ‖ ≤ L1µn + L2‖xni − xni−1‖+ 2γµn(1 + ‖xni ‖)

≤ L1µn + L2

(
L1µn + L2‖xni−1 − xni−2‖+ 2γµn(1 + ‖xni−1‖)

)
+ 2γµn(1 + ‖xni ‖)

≤ L1µn(1 + L2) + L2
2‖xni−1 − xni−2‖+ 2γµn

(
(1 + ‖xni ‖) + L2(1 + ‖xni−1‖)

)
≤ L1µn(1 + L2 + L2

2) + L3
2‖xni−2 − xni−3‖+ 2γµn

(
(1 + ‖xni ‖) + L2(1 + ‖xni−1‖)

+ L2
2(1 + ‖xni−2‖)

)
.

Par induction, on trouve

‖xni+1 − xni ‖ ≤ L1µn(1 + L2 + . . .+ Li2) + 2γµn(1 + L2 + . . .+ Li2) + 2γµn(‖xni ‖+ L2‖xni−1‖

+ . . .+ Li2‖xn0‖)

= (L1 + 2γ)µn

i∑
k=0

Lk2 + 2γµn

i∑
k=0

Li−k2 ‖xnk‖,

puisque L2 ∈ [0, 1[, on aura

‖xni+1 − xni ‖ ≤
L1 + 2γ

1− L2

µn + 2γµn

i∑
k=0

Li−k2 ‖xnk‖. (3.7)
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De plus, d’après (3.6) et (3.7), on trouve

‖xni − xn0‖ ≤ ‖xni − xni−1‖+ ‖xni−1 − xni−2‖+ . . .+ ‖xn1 − xn0‖

≤ L1 + 2γ

1− L2

µn + 2γµn

i−1∑
k=0

Li−k2 ‖xnk‖+
L1 + 2γ

1− L2

µn + 2γµn

i−2∑
k=0

Li−k2 ‖xnk‖

+ . . .+ (L1 + 2γ)µn + 2γµn‖xn0‖

≤ L1 + 2γ

1− L2

µn(i− 1) + 2γµn‖xn0‖
i−1∑
k=0

Lk2 + 2γµn‖xn1‖
i−1∑
k=0

Lk2

+ 2γµn‖xn2‖
i−1∑
k=0

Lk2 + . . .+ 2γµn‖xni−1‖
i−1∑
k=0

Lk2

≤ L1 + 2γ

1− L2

T

n
(i− 1) + 2γµn

(
‖xn0‖+ ‖xn1‖+ . . .+ ‖xni−1‖

) i−1∑
k=0

Lk2.

Comme L2 ∈ [0, 1[, on obtient

‖xni − xn0‖ ≤ T
L1 + 2γ

1− L2

+
2γ T

1− L2

i−1∑
k=0

‖xnk‖.

Donc,

‖xni ‖ ≤ ‖xn0‖+ T
L1 + 2γ

1− L2

+
2γ T

1− L2

i−1∑
k=0

‖xnk‖.

Par le Lemme 1.56 et pour tout i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, on aura

‖xni ‖ ≤
(
‖xn0‖+ T

L1 + 2γ

1− L2

)
exp

( 2γ T

1− L2

)
=: η. (3.8)

En utilisant les relations (3.7) et (3.8), on obtient

‖xni+1 − xni ‖ ≤
L1 + 2γ

1− L2

µn + 2γ µn

i∑
k=0

Li−k2 η.

On déduit du fait L2 ∈ [0, 1[ que

‖xni+1 − xni ‖ ≤
1

1− L2

µn
(
L1 + 2γ + 2γη

)
. (3.9)

Etape 2. Construction de la suite
(
un(·)

)
n≥0

Pour tout t ∈ Ini avec i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} et pour tout n ≥ 1, on définit

un(t) = xni +
(
t− tni

)xni+1 − xni
µn

. (3.10)

Observons que un(tni ) = xni , et la dérivée de un(·) est

u̇n(t) =
xni+1 − xni

µn
, t ∈]tni , t

n
i+1[. (3.11)
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D’après la relation (3.2), on a

un(tni+1) ∈ C
(
tni+1, un(tni )

)
(3.12)

et par les relations (3.3) et (3.11), on peut écrire

u̇n(t) ∈ −N
C
(
tni+1,un(tni )

)(un(tni+1)
)

+ h
(
tni , un(tni )

)
p.p. t ∈ Ini . (3.13)

Les relations (3.9) et (3.11) impliquent que

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

1− L2

(
L1 + 2γ + 2γη

)
=: ∆. (3.14)

Maintenant, on définit deux fonctions θn(·) : I → I et ρn(·) : I → I par

θn(t) =

 tni si t ∈ Ini ,
tnn−1 si t = T.

(3.15)

ρn(t) =

 tni+1 si t ∈ Ini ,
T si t = T.

(3.16)

Remarquons que, pour tout t ∈ I,

lim
n→+∞

∣∣θn(t)− t
∣∣ = lim

n→+∞

∣∣ρn(t)− t
∣∣ = 0. (3.17)

En combinant (3.12), (3.13), (3.15) et (3.16), il en résulte que

un
(
ρn(t)

)
∈ C

(
ρn(t), un(θn(t))

)
∀t ∈ I, (3.18)

et pour presque partout t ∈ I

u̇n(t) ∈ −NC(ρn(t),un(θn(t)))

(
un(ρn(t))

)
+ h
(
θn(t), un(θn(t))

)
. (3.19)

D’autre part, pour tout t ∈ I et de la relation (3.8) on a∥∥h(θn(t), un(θn(t))
)∥∥ ≤ γ(1 + ‖un(θn(t))‖)

= γ(1 + ‖xni ‖)

≤ γ(1 + η) =: Θ, (3.20)

et ∥∥m(θn(t), un(θn(t))
)∥∥ ≤ α(1 + ‖un(θn(t))‖)

= α(1 + ‖xni ‖)

≤ α(1 + η), (3.21)
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avec, m
(
θn(·), un(θn(·))

)
= ProjF (θn(·),un(θn(·)))(0).

Etape 3. La convergence des suites.

En vertu de la relation (3.10), on a pour tout t ∈ I∥∥un(t)
∥∥− ∥∥un(ρn(t))

∥∥ ≤ ∥∥un(ρn(t))− un(t)‖

=
∥∥xni+1 − xni −

(
t− tni

)xni+1 − xni
µn

∥∥
=
∥∥∥(tni+1 − tni )(xni+1 − xni )

µn
−

(t− tni )(xni+1 − xni )

µn

∥∥∥
=
∥∥∥xni+1 − xni

µn

∥∥∥|tni+1 − t|,

alors, ∥∥un(t)
∥∥− ∥∥un(ρn(t))

∥∥ ≤ ∥∥un(ρn(t))− un(t)
∥∥ = ‖u̇n(t)‖

(
ρn(t)− t

)
,

donc par (3.14), on trouve∥∥un(t)
∥∥− ∥∥un(ρn(t))

∥∥ ≤ ∆
(
ρn(t)− t

)
, (3.22)

et puisque lim
n→+∞

ρn(t) = t, on obtient

lim
n→+∞

∥∥un(ρn(t))− un(t)
∥∥ = 0. (3.23)

De la même manière, on trouve∥∥un(t)
∥∥− ∥∥un(θn(t))

∥∥ ≤ ∥∥un(θn(t))− un(t)
∥∥

= ‖u̇n(t)‖
(
t− θn(t)

)
≤ ∆

(
t− θn(t)

)
,

il resulte de la relation (3.17) que

lim
n→+∞

∥∥un(θn(t))− un(t)
∥∥ = 0. (3.24)

En utilisant (3.8) et (3.22), nous trouvons

‖un(t)‖ ≤ ∆(ρn(t)− t) + ‖un(ρn(t))‖ ≤ ∆(T − T0) + η.

D’où, (un(t))n est relativement compacte dans Rn. D’autre part, pour tout t, t′ ∈ I tel

que t ≤ t′ (prenant en compte (3.14))

‖un(t′)− un(t)‖ =
∥∥∫ t′

t

u̇n(s)ds
∥∥

≤
∫ t′

t

‖u̇n(s)‖ds

= ∆(t′ − t),
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donc (un(·))n est équi-continue. On conclut par le Théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème

1.16) que la suite (un(·))n est relativement compacte dans CRn(I). Puisque

‖u̇n(t)‖ ≤ ∆ p.p. t ∈ I,

par la conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.17), on déduit que (un(·))n
admet une sous suite (notée aussi (un(·))n) qui converge vers une fonction absolument

continue u(·) définie de I dans Rn dans le sens

• (un(·))n converge uniformément vers u(·) ∈ CRn(I) ;

• (u̇n(·))n converge σ(L1
Rn(I), L∞Rn(I)) vers u̇(·), tel que ‖u̇(t)‖ ≤ ∆, presque partout

t ∈ I.

Donc,

u(t) = lim
n→+∞

(
un(t)− u0

)
= lim

n→+∞

∫ t

T0

u̇n(s) ds =

∫ t

T0

u̇(s) ds.

Alors u(·) est une fonction absolument continue sur I et y = u̇. La fonction u(·) est aussi

∆ lipschitzienne sur I (puisque ‖y(t)‖ ≤ ∆ p.p. t ∈ I).
On pose pour tout n ≥ 0 (

m
(
θn(·), un(θn(·))

))
n

=
(
pn(·)

)
n
,

par (3.21) on obtient,

‖pn(t)‖ ≤ α(1 + η) ∀t ∈ I,

alors
(
pn(·)

)
n
est bornée dans L∞Rn(I), d’où elle admet une sous suite

(
notée par

(
pn(·)

)
n

)
qui converge σ

(
L∞Rn(I), L1

Rn(I)
)
vers une fonction p(·) ∈ L∞Rn(I). Donc pour tout c1(·) ∈

L1
Rn(I) on a,

lim
n→+∞

〈pn(·), c1(·)〉 = 〈p(·), c1(·)〉.

Soit c2(·) ∈ L∞Rn(I) ⊂ L1
Rn(I), on aura

lim
n→+∞

〈pn(·), c2(·)〉 = 〈p(·), c2(·)〉,

alors, la suite
(
pn(·)

)
n
est σ(L1

Rn(I), L∞Rn(I))-convergente vers une fonction p(·) qui vérifie

‖p(t)‖ ≤ α(1 + η) ∀t ∈ I.

Soit (
f
(
θn(·), un(θn(·))

))
n

=
(
qn(·)

)
n
,

d’après la continuité de f , (3.17) et (3.24) on obtient que
(
qn(·)

)
n
converge vers q(·) =

f(·, u(·)) et par (A f ), (3.8) on a

‖q(t)‖ ≤ β(1 + η) ∀t ∈ I.
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Etape 4. On montre que u(·) est une solution de (SP).

Par (A C
2 ) et (3.18), pour tout t ∈ I on a

dC(t,u(t))

(
un(t)

)
≤ ‖un(t)− un(ρn(t))‖+ dC(t,u(t))

(
un(ρn(t))

)
≤ ‖un(t)− un(ρn(t))‖+

∣∣∣dC(t,u(t))

(
un(ρn(t))

)
− dC(ρn(t),un(θn(t)))

(
un(ρn(t))

)∣∣∣
≤ ‖un(ρn(t))− un(t)‖+ L1|t− ρn(t)|+ L2

∥∥u(t)− un(θn(t))
∥∥.

En utilisant (3.17), (3.23), (3.24) et en passant à la limite quand n→ +∞ dans l’inégalité

précédente, on trouve

dC(t,u(t))

(
u(t)

)
= 0.

Grâce à la fermeture de C(t, u(t)) on obtient

u(t) ∈ C
(
t, u(t)

)
∀t ∈ I.

D’autre part, par (3.14) et (3.20), nous avons∥∥− u̇n(t) + pn(t) + qn(t)
∥∥ ≤ ∆ + Θ =: Υ.

D’où

− u̇n(t) + pn(t) + qn(t) ∈ ΥB p.p. t ∈ I (3.25)

Alors les relations (3.19) et (3.25) donnent que

−u̇n(t) + pn(t) + qn(t) ∈ NC(ρn(t),un(θn(t)))

(
un(ρn(t))

)
∩ΥB,

vai de la Propositions 1.49 on aura

− u̇n(t) + pn(t) + qn(t) ∈ Υ∂dC(ρn(t),un(θn(t)))

(
un(ρn(t))

)
p.p. t ∈ I (3.26)

avec

pn(t) ∈ F
(
θn(t), un(θn(t))

)
∀t ∈ I. (3.27)

Puisque la suite
(
− u̇n + pn + qn, pn

)
n
converge faiblement dans L1

Rn×Rn(I) vers
(
− u̇+

p + q, p
)
(d’après l’étape 3). Par le Lemme de Mazur, il existe une sous suite

(
ωn, ζn

)
n

vérifiant

ωn ∈ co{−u̇k + pk + qk, k ≥ n},

et

ζn ∈ co{pk, k ≥ n},

telle que
(
ωn, ζn

)
n
converge fortement dans L1

Rn×Rn(I) vers
(
− u̇+p+q, p

)
. La convergece

forte dans L1
Rn×Rn(I) de

(
ωn, ζn

)
n
vers

(
− u̇+ p+ q, p

)
nous permet d’extraire de la suite
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(
ωn, ζn

)
n
une sous suite qui converge presque partout vers

(
− u̇+p+ q, p

)
. Donc, il existe

un ensemble Lebesgue négligeable S ⊂ I telle que, pour tout t ∈ I\S et tout n ∈ N

− u̇(t) + p(t) + q(t) ∈
⋂
n≥0

{ωk(t), k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{−u̇k(t) + pk(t) + qk(t), k ≥ n}, (3.28)

et

p(t) ∈
⋂
n≥0

{pk(t), k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{pk(t), k ≥ n}. (3.29)

Fixons t ∈ I\S et z ∈ Rn, la relation (3.26) et (3.28) donne

〈z,−u̇(t) + p(t) + q(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
z,Υ∂dC(ρn(t),un(θn(t)))

(
un(ρn(t))

))
.

Par la Proposition 1.54, on déduit que

〈z,−u̇(t) + p(t) + q(t)〉 ≤ δ∗
(
z,Υ∂dC(t,u(t))

(
u(t)

))
.

Puisque t 7→ Υ∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
à valeurs convexes fermées, on conclut que

− u̇(t) + p(t) + q(t) ∈ Υ∂dC(t,u(t))

(
u(t)

)
⊂ NC(t,u(t))(u(t)). (3.30)

De plus, d’après (3.27), (3.29) et la semi-continuité supérieure de F , on a

〈z, p(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
z, F (θn(t), un(θn(t))

)
≤ δ∗

(
z, F (t, u(t))

)
.

Comme F est à valeurs convexes fermées, on conclut que

p(t) ∈ F
(
t, u(t)

)
. (3.31)

Par (3.30) et (3.31), on aura

u̇(t) ∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+ F

(
t, u(t)

)
+ f
(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ I.

(2) La compacité de l’ensemble admissible.

Pour montrer que l’ensemble admissible Accu0(τ) est compact, on prouver premièrement

que l’ensemble des solutions

Sτ (u0) =
{
u ∈ CRn([T0, τ ]) : u est une solution lipschitzienne de (SP)

}
est compact pour tout τ ∈ I.
D’après la partie 1, le problème (SP) admet au moins une solution sur I, d’où l’ensemble

de trajectoire Sτ (u0) est non vide.

Soit (un)n une suite dans Sτ (u0). Alors, pour tout n ∈ N, (un)n est une solution lipschit-

zienne du problème (SP) telle que∥∥u̇n(t̃)
∥∥ ≤ ∆ p.p. t̃ ∈ [T0, τ ], (3.32)
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et∥∥un(t̃)
∥∥ ≤ ‖u0‖+

∫ t̃

T0

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds ≤ ‖u0‖+

∫ t̃

T0

∆ ds ≤ ‖u0‖+∆(t̃−T0) ≤ ‖u0‖+∆(τ−T0).

Donc, (un(t̃))n est relativement compacte dans Rn.

De plus, pour tout t̃1, t̃2 ∈ [T0, τ ] tels que t̃1 ≤ t̃2 on a

‖un(t̃2)− un(t̃1)‖ =
∥∥∫ t̃2

t̃1

u̇(s) ds
∥∥

≤
∫ t̃2

t̃1

‖u̇(s) ds‖

= ∆(t̃2 − t̃1),

d’où, (un(·))n est équi-continue. En vertue du Théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.16),

la suite (un(·))n est relativement compacte dans CRn([T0, τ ]). Puisque∥∥u̇n(t̃)
∥∥ ≤ ∆ p.p. t̃ ∈ [T0, τ ]

on déduit par la conséquence d’Ascoli-Arzelà, qu’on peut extraire une sous suite de (un(·))n
(notée par (un(·))n) qui converge uniformément vers u(·) dans CRn([T0, τ ]) et (u̇n(·))n
converge faiblement dans L1

Rn([T0, τ ]) vers u̇(·) ∈ L1
Rn([T0, τ ]) telle que∥∥u̇(t̃)

∥∥ ≤ ∆ p.p. t̃ ∈ [T0, τ ].

Nous avons,

u(t̃) = lim
n→+∞

un(t̃) = u0 + lim
n→+∞

∫ t̃

T0

u̇n(s) ds = u0 +

∫ t̃

T0

u̇(s) ds

Pour tout n ∈ N, soit la suite des fonctions (kn)n où kn : I → Rn est une sélection

mesurable de la multi-application F (·, un(·)). Comme F est à valeurs bornées on peut

trouver α1 > 0 telle que

‖kn(t̃)‖ ≤ α1, ∀t̃ ∈ [T0, τ ].

Il est clair que (kn)n est bornée dans L∞Rn([T0, τ ]), alors elle admet une sous suite qui

converge σ
(
L∞Rn([T0, τ ]), L1

Rn([T0, τ ])
)
vers une fonction k dans L∞Rn([T0, τ ]). Par consé-

quent, pour toute fonction ξ1(·) ∈ L1
Rn([T0, τ ]), on obtient

lim
n→+∞

〈kn(·), ξ1(·)〉 = 〈k(·), ξ1(·)〉. (3.33)

Soit ξ2(·) ∈ L∞Rn([T0, τ ]) ⊂ L1
Rn([T0, τ ]), en utilisant la relation (3.33), on peut conclure

que

lim
n→+∞

〈kn(·), ξ2(·)〉 = 〈k(·), ξ2(·)〉,
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c’est-à-dire, la suite
(
kn(·)

)
n
converge σ

(
L1
Rn([T0, τ ]), L∞Rn([T0, τ ])

)
vers une fonction k(·)

dans L1
Rn([T0, τ ]).

Soit (ln(·))n une suite de fonctions continue où ln : I → Rn. D’après l’hypothèse (A f ) on

trouve

‖ln(t̃)‖ = ‖fn(t̃, un(t̃))‖ ≤ β(1 + ‖un(t̃)‖) ≤ β(1 + ∆) =: α2 ∀t̃ ∈ [T0, τ ].

Vai la continuité de (ln(·))n, il resulte que (ln(·))n converge vers l(·) et

‖l(t̃)‖ ≤ α2 ∀t̃ ∈ [T0, τ ].

Montrons maintenant que la limite u(·) est une solution du problème (SP).

Comme la suite (un) est une solution du problème (SP) et

kn(t̃) ∈ F (t̃, un(t̃)) ∀n ∈ N

on aura

− u̇n(t̃) + kn(t̃) + ln(t̃) ∈ NC(t̃,un(t̃))
(
un(t̃)

)
p.p. t ∈ [T0, τ ]. (3.34)

avec

‖ − u̇n(t̃) + kn(t̃) + ln(t̃)‖ ≤ ∆ + α1 + α2 =: α3 p.p. t̃ ∈ [T0, τ ].

Ce qui implique que

− u̇n(t̃) + kn(t̃) + ln(t̃) ∈ α3B p.p. t̃ ∈ [T0, τ ]. (3.35)

D’après les relations (3.34) et (3.35) et la Proposition 1.49, il vient que

−u̇n(t̃) + kn(t̃) + ln(t̃) ∈ α3∂dC(t̃,un(t̃))(un(t̃)) p.p. t̃ ∈ [T0, τ ]. (3.36)

Puisque
(
−u̇n+kn+ln, kn

)
n
converge faiblement dans L1

Rn×Rn([T0, τ ]) vers
(
−u̇+k+l, k

)
,

on peut appliquer le Lemme de Mazur pour assurer l’éxistence d’une suite (an(·), bn(·))n
telle que

an ∈ co{−u̇m + km + lm, m ≥ n} et bn ∈ co{km, m ≥ n} (3.37)

qui converge foretement vers
(
− u̇ + k + l, k

)
dans L1

Rn([T0, τ ]). Alors on peut extraire

une sous suite de (an(·), bn(·))n qui converge presque partout vers
(
− u̇+ k+ l, k

)
. Donc,

il existe un ensemble Lebesgue négligeable C ⊂ [T0, τ ] tel que pour tout t̃ ∈ [T0, τ ]\C

−u̇(t̃) + k(t̃) + l(t̃) ∈
⋂
n≥0

{am(t̃), m ≥ n}

⊂
⋂
n≥0

co{−u̇m(t̃) + km(t̃) + lm(t̃), m ≥ n} (3.38)
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et

k(t̃) ∈
⋂
n≥0

{bm(t̃), m ≥ n}

⊂
⋂
n≥0

co{km(t), m ≥ n}. (3.39)

Fixons t̃ ∈ [T0, τ ]\C et % ∈ Rn, alors la relation (3.36) donne

〈%,−u̇(t̃) + k(t̃) + l(t̃)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
%, α3∂dC(t̃,un(t̃))

(
un(t̃)

))
.

Par la Proposition 1.54, on déduit que

〈%,−u̇(t̃) + k(t̃) + l(t̃)〉 ≤ δ∗
(
%, α3∂dC(t̃,u(t̃))

(
u(t̃)

))
.

Puisque la multi-application t 7→ α3∂dC(t̃,u(t̃))

(
u(t̃)

)
est à valeurs convexes et fermées, on

obtient

−u̇(t̃) + k(t̃) + l(t̃) ∈ α3∂dC(t̃,u(t̃))

(
u(t̃)

)
p.p. t̃ ∈ [T0, τ ].

D’après la Proposition 1.49, on obtient

− u̇(t̃) + k(t̃) + l(t̃) ∈ NC(t̃,u(t̃))(u(t̃)) p.p. t̃ ∈ [T0, τ ]. (3.40)

D’autre part, on obtient par (3.39) que

〈%, k(t̃)〉 ≤ lim sup
n→+∞

δ∗
(
%, F (t̃, un(t̃)

)
.

la semi-continuité supérieure de F donne

〈%, k(t̃)〉 ≤ δ∗
(
%, F (t̃, u(t̃))

)
.

D’après la convexité et la fermeture de la multi-application F , on trouve

k(t̃) ∈ F
(
t̃, u(t̃)

)
. (3.41)

Par (3.40) et (3.41), on conclut que

u̇(t̃) ∈ −NC(t̃,u(t̃))

(
u(t̃)

)
+ F

(
t̃, u(t̃)

)
+ f
(
t̃, u(t̃)

)
p.p. t̃ ∈ [T0, τ ].

C’est-à-dire u(·) est une solution du problème (PC). Alors Sτ (u0) est compact pour tout

τ ∈ I. Et, comme dans la preuve du Théorème 2.1 partie 2 (a), on déduit que Accu0(τ)

compacte. �
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3.3 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs presque convexes

Dans cette section, on étudie l’existence de solutions du problème (ASP) et la relation

entre de l’ensemble admissible du problème (ASP) et l’ensemble admissible du problème

convexifié.

Considérons les hypothèses suivantes

Hypothèse 1 : Soit C : Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées qui

satisfait :

(H C
1 ) pour tout x ∈ Rn, l’ensemble C(x) est equi-uniformément sous lisse ;

(H C
2 ) il existe une constant L2 ∈ [0, 1[ et pour tous x, u, v ∈ Rn on a∣∣dC(u)(x)− dC(v)(x)

∣∣ ≤ L2

∥∥u− v∥∥.
Hypothèse 2 : Soit F : Rn ⇁ Rn une multi-application mesurable à valeurs non vides

compactes et presque convexes telles que :

(H F
1 ) la multi-application co(F (·)) est semi-continue supérieurement sur Rn ;

(H F
2 ) pour un certain α > 0,

dco(F (x))(0) ≤ α
(
1 + ‖x‖

)
∀x ∈ Rn.

Hypothèse 3 : Soit f : Rn → Rn une fonction continue telle que, pour un certain réel

β ≥ 0, ∥∥f(x)
∥∥ ≤ β(1 + ‖x‖) ∀ x ∈ Rn.

Soit

X = {F : Rn ⇁ Rn : F satisfait l’hypothèse 2},

Y = {f ∈ CRn(Rn) : f satisfait l’hypothèse 3}.

Puisque la classe des ensembles presque convexes n’est pas stable par translation, nous

allons définir une classe plus large Z qui contient les multi-applications à valeurs presque

convexes et leurs translations telle que

Z =
{
F ∈ X, ∃ f ∈ Y : F + f est à valeurs presque convexes

}
.

Exemple 3.2. L’ensemble D = Fr(B) ∪ {0}, ou B est un boule, D est une ensemble

presque convexe, et la translation est toujours presque convexe.
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Théorème 3.3.

Supposons que l’hypothèse 1 soit vérifiée et soit F ∈ Z. Alors pour chaque u0 ∈ C(u0),

1. le problème (ASP) admet au moins une solution lipschitzienne ;

2. pour tout τ ∈ I, l’ensemble admissible du problème (ASP) en τ, Accu0(τ), coïnside

avec Acccou0(τ), l’ensemble admissible en τ du problème convexifié.

Preuve.

(1). (a) Soit [α, β] ⊂ I et supposons qu’il existe deux fonctions intégrables ξ1(·) et ξ2(·)
définies sur [α, β], telles que

0 ≤ ξ1(t) ≤ 1 ≤ ξ2(t) ∀t ∈ I,

vérifiant (2.47) et supposons que ξ1(t) > 0 p.p. t ∈ I
Avec la même manière que la preuve du Théorème 2.3 partie 1 (a), nous prouvons l’exis-

tence de deux ensembles mesurables de [α, β] ayant des fonctions caractéristiques 1I1 et

1I2 telles que

1I1(·) + 1I2(·) = 1I[α,β](·),

et une fonction absolument continue

y : [α, β] −→ [α, β]

avec y(β)− y(α) = β − α, tel que

ẏ(t) =
1

ξ1(t)
1I1(t) +

1

ξ2(t)
1I2(t).

(b) Par le Théorème 3.1, il existe une solution lipcshitzienne x : I → Rn du problème

(ASPco)


u̇(t) ∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ co

(
F (u(t))

)
+ f
(
u(t)

)
p.p. t ∈ I;

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ I;

u(T0) = u0 ∈ C(u0).

Soit mT

(
x(τ)

)
= Projco(F (x(τ)))+f(x(τ))(0) et considérons l’ensemble

A = {τ ∈ I : mT

(
x(τ)

)
= 0}.

A est fermé. En effet, soit (τn) une suite de A qui converge vers τ ∈ I. Donc pour tout

n ∈ N, τn ∈ I et mT

(
x(τn)

)
= 0. Puisque x(·) est continue, alors mT

(
x(τ)

)
= 0, donc

τ ∈ A est A est fermé.
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Cas 1. A est vide.

Dans ce cas ξ1(τ) > 0. Car sinon, on suppose le contraire c’est-à-dire,

∃τ0 ∈ I : ξ1(τ0) = 0,

on obtient par la relation (2.47)

ξ1(τ0)mT

(
x(τ0)

)
= 0 ∈ F

(
x(τ0)

)
+ f
(
x(τ0)

)
⊂ co

(
F
(
x(τ0)

))
+ f
(
x(τ0)

)
.

Donc, mT

(
x(τ0)

)
= 0. D’où τ0 ∈ A, ceci est en contradiction avec le fait que A est vide.

Nous pouvons appliquer la partie (a) à l’intervalle I. On pose

y(τ) = T0 +

∫ τ

T0

ẏ(s) ds.

y(·) est croissante et on a

y(T0) = T0 et y(T ) = T,

donc, y est définie de I en lui même. Soit la fonction

ϑ : I −→ I
τ 7−→ ϑ(τ) = y−1(τ),

où y−1(·) est la fonction inverse de y(·) donc

ϑ(T0) = T0 et ϑ(T ) = T.

Comme

1 =
d

dτ
y(ϑ(τ)) = ẏ

(
ϑ(τ)

)
ϑ̇(τ),

on obtient

ϑ̇(τ) =
1

ẏ
(
ϑ(τ)

) = ξ1

(
ϑ(τ)

)
1I1(ϑ(τ)) + ξ2

(
ϑ(τ)

)
1I2(ϑ(τ)).

On définit la fonction x̃ : I → Rn, par

x̃(τ) = x
(
ϑ(τ)

)
∀τ ∈ I,

donc
d

dτ
x̃(τ) = ϑ̇(τ) ẋ

(
ϑ(τ)

)
.

Puisque x(·) est une solution du problème (ASPco), d’après la démonstration du Théo-

rème 3.1 on a,

d

dτ
x̃(τ) ∈ ϑ̇(τ)

(
−NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+mT

(
x(ϑ(τ))

))
.
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En utilisant la propriété du cône normal et la définition de l’ensemble Z, on obtient pour

tout t ∈ I

d

dτ
x̃(τ) ∈ −NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+ ϑ̇(τ)mT

(
x(ϑ(τ))

)
∈ −NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+ F

(
x(ϑ(τ))

)
+ f
(
x(ϑ(τ))

)
= −NC(x̃(τ))

(
x̃(τ)

)
+ F

(
x̃(τ)

)
+ f
(
x̃(τ)

)
donc, x̃(·) est une solution du problème (ASP).

Cas 2. A est non vide. Soit c = sup{τ, τ ∈ A}, alors c ∈ A car A est fermé relativement à

I. Le complémentaire de A est un ouvert relative à I, il est constitué d’une famille au plus

dénombrable des intervalles ouverts ]αi, βi[, avec la possibilité que deux intervalles sont

de la forme [αii , βii [ avec αii = T0 et la deuxième da la forme ]αif , βif ] avec αif = c. Pour

tout i, appliquons la partie (a) à l’intervalle ]αi, βi[. Donc il existe deux sous ensembles

mesurables de ]αi, βi[ leurs fonctions caractéristiques son 1Ii1 et 1Ii2 tels que

1Ii1(·) + 1Ii2(·) = 1I]αi,βi[(·).

Posons

ẏ(τ) =
1

ξ1(τ)
1Ii1(τ) +

1

ξ2(τ)
1Ii2(τ),

alors ∫ βi

αi

ẏ(τ)dτ = βi − αi.

Sur l’intervalle [T0, c], on pose

ẏ(τ) =
1

ξ2(τ)
1IA(τ) +

∑
i

( 1

ξ1(τ)
1Ii1(τ) +

1

ξ2(τ)
1Ii2(τ)

)
,

où la somme est sur tous les intervalles contenus dans [T0, c]. De plus, puisque ξ2(τ) ≥ 1

et
∫ βi
αi
ẏ(τ)dτ = βi − αi on trouve∫ c

T0

ẏ(τ)dτ = κ ≤ c− T0.

Posons

y(τ) = T0 +

∫ τ

T0

ẏ(τ)dτ,

on obtient que y(·) est une fonction inversible de [T0, c] à [T0, κ].

Soit ϑ : [T0, κ] → [T0, c] la fonction inverse de y(·), alors le prolongement absolument

continu de ϑ(·) noté ϑ̃(·) est défini par

ϑ̃(τ) =

 ϑ(τ) si τ ∈ [T0, κ],

c si τ ∈]κ, c].



3.3. Existence de solutions avec une perturbation à valeurs presque convexes 71

Montrons que la fonction x̃(τ) = x(ϑ̃(τ)) est une solution du problème (ASP) sur [T0, c]

satisfaisant x̃(c) = x(c).

• Pour τ ∈ [T0, κ], on a ϑ̃(τ) = ϑ(τ) qui est inversible et

ϑ̇(τ) = ξ2(ϑ(τ)) 1IA(ϑ(τ)) +
∑
i

(
ξ1(ϑ(τ))1Ii1(ϑ(τ)) + ξ2(ϑ(τ))1Ii2(ϑ(τ))

)
.

Comme
d

dτ
x̃(τ) = ˙̃ϑ(τ) ẋ(ϑ̃(τ)) = ϑ̇(τ) ẋ(ϑ(τ)),

on trouve,
d

dτ
x̃(τ) = ϑ̇(τ)

(
−NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+mT

(
x(τ)

))
. (3.42)

En utilisant (2.47) et les propriétés du cône normal, on obtient

d

dτ
x̃(τ) ∈ −NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+ ϑ̇(τ)mT

(
x(ϑ(τ))

)
∈ −NC(x(ϑ(τ)))

(
x(ϑ(τ))

)
+ F

(
x(ϑ(τ))

)
+ f
(
x(ϑ(τ))

)
= −NC(x̃(τ))

(
x̃(τ)

)
+ F

(
x̃(τ)

)
+ f
(
x̃(τ)

)
• Pour τ ∈]κ, c], on a ϑ(κ) = c alors ˙̃ϑ(τ) = 0, donc on obtient

ϑ̃(τ) = ϑ̃(κ) = ϑ(κ) = c,

d’où

x̃(τ) = x(ϑ̃(τ)) = x(ϑ̃(κ)) = x̃(κ),

donc x̃ est une constante sur ]κ, c], et comme c ∈ A, on a

d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ co(F (x̃(τ)) + f(x̃(τ)).

De plus,

0 ∈ NC(x̃(τ))

(
x̃(τ)

)
,

on conclut que pour tout τ ∈]κ, c]

d

dτ
x̃(τ) = 0 ∈ −NC(x̃(τ))

(
x̃(τ)

)
+ F

(
x̃(τ)

)
+ f
(
x̃(τ)

)
.

Donc, x̃(·) est une solution du (ASP) sur [T0, c] qui vérifie x̃(c) = x(c).

Sur l’intervalle ]c, T ], A est vide et ξ1(τ) > 0, alors on peut répéter les mêmes arguments

de la partie (a) pour conclure que x̃ est une solution du problème (ASP).

(2) Soit u(τ) ∈ Accu0(τ), pour tout τ ∈ I, on a u(·) est une solution lipschitzienne du

problème (ASP) sur [T0, τ ] qui satisfait l’inclusion

u̇(τ) ∈ −NC(u(τ))

(
u(τ)

)
+ F

(
u(τ)

)
+ f
(
u(τ)

)
⊂ −NC(u(τ))

(
u(τ)

)
+ co

(
F
(
u(τ)

))
+ f
(
u(τ)

)
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d’où u(·) est une solution du problème (ASPco). Alors

u(τ) ∈ Acccou0(τ) ∀τ ∈ I,

donc

Accu0(τ) ⊂ Acccou0(τ) ∀τ ∈ I. (3.43)

Inversement, soit u(τ) ∈ Acccou0(τ), pour tout τ ∈ I, alors u(·) est une solution lipschit-

zienne du problème (ASPco) sur [T0, τ ]. Reprenant les mêmes étapes de la preuve du

Théorème 3.3 sur [T0, τ ], on trouve une solution ũ(·) : [T0, τ ] → Rn du problème (ASP)

tel que

ũ(τ) = u(τ) ∈ Accu0(τ).

Donc,

Acccou0(τ) ⊂ Accu0(τ) ∀τ ∈ I. (3.44)

Par (3.43) et (3.44) on aura l’égalité

Accu0(τ) = Acccou0(τ), ∀τ ∈ I.

�
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3.4 ) Étude d’un problème du temps minimal

Comme application des résultats précédents, nous donnons le théorème suivant

Théorème 3.4. Supposons que l’hypothèse 1 est vérifiée. Soit U : Rn ⇁ Rn une multi-

application à valeurs compactes, semi-continue supérieurement dans Rn et h : Rn×Rn →
Rn une fonction continue satisfaisant l’hypothèse suivante :

(H h) il existe une constante non négative α, telle que :

‖h(x, y)‖ ≤ α(1 + ‖x‖) ∀(x, y) ∈ Rn × Rn.

Soit F : Rn ⇁ Rn une multi-application définie par

F (x) =
{
h(x, z)

}
z∈U(x)

∀x ∈ Rn.

Supposons que F ∈ Z, tel que

Z =
{
F ∈ X, ∃f ∈ Y : F + f est à valeurs presque convexes

}
.

Soient u0, ξ donnés dans Rn tels que u0 ∈ C(u0) et pour tout t̄ ∈ I, ξ ∈ Accu0(t̄). Donc,
le problème d’atteindre ξ à partir de u0 en un temps minimal admet une solution.

Preuve.

Considèrons l’ensemble

M = {t ∈ [T0, t̄] : ξ ∈ Accu0(t)}.

Par les hypothèses, le problème (ASP) admet au moins une solution sur [T0, t̄]. Donc

pour tout t ∈ [T0, t̄], l’ensemble admissible Accu0(t) est non vide. D’oùM 6= ∅. On prend

τ = infM, donc, il existe une suite décroissante (τn)n dans [T0, t̄] qui converge vers τ et

une fonction un(·) solution du problème
u̇(t) ∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ F

(
u(t)

)
+ f
(
u(t)

)
p.p. t ∈ [T0, τn],

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ [T0, τn],

u(T0) = u0 ∈ C(u0).

tel que, pour tout n ≥ 1, un(τn) = ξ. Aussi, un(·) est la solution du problème
u̇(t) ∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ co(F )

(
u(t)

)
+ f
(
u(t)

)
p.p. t ∈ [T0, τn],

u(t) ∈ C(u(t)) ∀t ∈ [T0, τn],

u(T0) = u0 ∈ C(u0).
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Soit wn(t) = un(t) pour t ∈ [T0, τ ], wn(·) ∈ Sτ (u0). Par la preuve du Théorème 3.3,

cet ensemble est compact. Alors on peut extraire une sous suite de (ωn(·))n qui converge

uniformément vers ω(·) ∈ Sτ (u0). D’autre part, on a

ξ = un(τn) ∈ Acccou0(τn),

d’après le Théorème 2.1, la multi-application Acccou0(·) est semi-continue supérieurement

à valeurs compactes non vides., de plus par le Théorème 1.25, on obtient

lim sup
n→+∞

Acccou0(τn) = Acccou0(τ).

Alors,

ξ ∈ Acccou0(τ) = Accu0(τ).

Par conséquent, ω est une solution du problème (ASPO) qui atteint ξ en un temps mini-

mum, et τ est la valeur du temps minimal. �
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4.1 ) Indroduction du chapitre

Dans ce chapitre, on commence par étudie l’existence de solution et la compacité de

l’ensemble addmissible pour le problème

(I)


u̇(t) + h

(
t, u̇(t)

)
∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+H

(
t, u(t)

)
p.p. t ∈ I;

u(t) ∈ C(t, u(t)) ∀ t ∈ I;

u(T0) = u0 ∈ C(T0, u0),

tel que h : I×Rn → Rn est une fonction continue dépendant de la vitesse et H : I×Rn ⇁

Rn est une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non vides fermées

convexes non nécessairement bornées.

En deuxième étape, nous traitons le problème autonome

(AI)


u̇(t) + h

(
u̇(t)

)
∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+H

(
u(t)

)
p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀ t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(u0),

avec les hypothèses plus faibles sur la semi-continuité supérieure et la presque convexité

de la multi-application.

Finalement, comme application, on considère le système de contrôle

(OP)


u̇(t) + h

(
u̇(t)

)
∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ f
(
u(t), z(t)

)
p.p. t ∈ I,

z(t) ∈ Z(u(t)) et u(t) ∈ C(u(t)) ∀ t ∈ I,
u(T0) = u0 ∈ C(u0),

contrôler par z(t) ∈ Z(u(t)), tel que Z : Rn ⇁ Rn es une multi-application semi-continuite

supérieurement à valeurs compactes et l’ensemble

H(u(t)) = f(u(t), Z(t)) = {f(u(t), z(t))}z(t)∈Z(u(t))

est à valeurs presque convexes.
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4.2 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs convexes

Dans cette partie, nous commençons par étudie l’existence de solutions du problème

(I) où la multi-application H est semi-continue supérieurement à valeurs convexes.

Théorème 4.1.

Soit C : I × Rn ⇁ Rn multi-application à valeurs non vides fermées satisfaisant :

(HC
1 ) pour tout (t, x) ∈ I ×Rn, l’ensemble C(t, x) est equi-uniformément sous lisse ;

(HC
2 ) ils existent deux constantes Λ1 ≥ 0, Λ2 ∈ [0, 1[ tels que, pour tous t, s ∈ I et

tous x, y, u ∈ Rn

∣∣dC(t,x)(u)− dC(s,y)(u)
∣∣ ≤ Λ1|t− s|+ Λ2

∥∥x− y∥∥.
Soit H : I ×Rn ⇁ Rn une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs non

vides, convexes et fermées qui satisfait :

(HH
3 ) pour un certain réel α ≥ 0,

dH(t,x)(0) ≤ α(1 + ‖x‖) ∀(t, x) ∈ I × Rn.

Soit h : I × Rn → Rn une fonction continue telle que :

(Hh
4) pour un certain réel β ≥ 0,∥∥h(t, y)

∥∥ ≤ β ∀(t, y) ∈ I × Rn.

Donc, pour tout u0 ∈ C(T0, u0), le problème (I) admet au moins une solution lipschit-

zienne u : I → Rn avec

‖u̇(t)‖ ≤ Θ p.p. t ∈ I,

où

Θ :=
1

1− Λ2

(
Λ1 + 2(α + β)(2 + ∆)

)
,

et

∆ :=
(
‖u0‖+ T

Λ1 + 4(α + β)

1− Λ2

)
exp

(2 (α + β)T

1− Λ2

)
.
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Preuve.

Pour tout (t, x, y) ∈ I×Rn×Rn, on pose g(t, x, y) = m(t, x)−h(t, y), où m(t, x) l’élément

de la norme minimale de H c’est-à-dire, m(t, x) = ProjH(t,x)(0).

Par (HH
3 ) et (Hh

4), on a

‖g(t, x, y)‖ ≤ α(1 + ‖x‖) + β ≤ γ(2 + ‖x‖), (4.1)

où γ = α + β. Pour tout entier n ≥ 1, considérons la partition de I par les points

Ink = [tnk , t
n
k+1[, tnk = T0 + k en, en =

T − T0

n
, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} et Inn = {tnn} = {T}.

Etape 1. On définit inductivement la suite (xn
k)0≤k≤n−1 dans Rn.

Supposons

xn0 = u0 ∈ C(tn0 , x
n
0 ) et xn1 ∈ ProjC(tn1 ,x

n
0 )

(
xn0 + eng

(
tn0 , x

n
0 ,
xn0
en

))
.

cet algorithme est bien défini puisque C est à valeurs fermées et on a

xn1 ∈ C
(
tn1 , x

n
0

)
. (4.2)

On obtient par (4.2),∥∥xn1 − xn0∥∥ ≤ ∥∥xn1 − (xn0 + eng
(
tn0 , x

n
0 ,
xn0
en

))∥∥+ en
∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥

= dC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0 + eng

(
tn0 , x

n
0 ,
xn0
en

))
+ en

∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥
≤ dC(tn1 ,x

n
0 )

(
xn0
)

+ en
∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥+ en

∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥
≤

∣∣∣dC(tn1 ,x
n
0 )

(
xn0
)
− dC(tn0 ,x

n
0 )

(
xn0
)∣∣∣+ 2en

∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥
En utilisant (HC

2 ) et la relation (4.1) on trouve,∥∥xn1 − xn0∥∥ ≤ Λ1|tn1 − tn0 |+ 2en
∥∥g(tn0 , xn0 , xn0en )∥∥

≤ Λ1en + 2γen(2 + ‖xn0‖). (4.3)

Maintenant, nous définissons la suite (xnk)1≤k≤n−1 comme suit

xnk+1 ∈ ProjC(tnk+1,x
n
k )

(
xnk + eng

(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

))
, (4.4)

et nous avons

xnk+1 ∈ C
(
tnk+1, x

n
k

)
; (4.5)

et

xnk+1 − xnk − eng
(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

)
∈ −NC(tnk+1,x

n
k )(x

n
k+1); (4.6)
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Cet algorithme est bien défini. En effet, pour k = 1 et par la fermeture de l’ensemble

C(tn2 , x
n
1 ), on peut prendre

xn2 ∈ ProjC(tn2 ,x
n
1 )

(
xn1 + eng

(
tn1 , x

n
1 ,
xn1 − xn0
en

))
, (4.7)

alors

xn2 ∈ C
(
tn2 , x

n
1

)
. (4.8)

La Proposition 1.49 et la relation (4.7) donnent

xn2 − xn1 − eng
(
tn1 , x

n
1 ,
xn1 − xn0
en

)
∈ −NC(tn2 ,x

n
1 )(x

n
2 ).

De (4.2) et (4.8), on obtient∥∥xn2 − xn1∥∥ ≤ ∥∥xn2 − (xn1 + eng
(
tn1 , x

n
1 ,
xn1 − xn0
en

)∥∥+ en
∥∥g(tn1 , xn1 , xn1 − xn0en

)∥∥
= dC(tn2 ,x

n
1 )

(
xn1 + eng

(
tn1 , x

n
1 ,
xn1 − xn0
en

))
+ en

∥∥g(tn1 , xn1 , xn1 − xn0en

)∥∥
≤ dC(tn2 ,x

n
1 )

(
xn1
)

+ en
∥∥g(tn1 , xn1 , xn1 − xn0en

)∥∥+ en
∥∥g(tn1 , xn1 , xn1 − xn0en

)∥∥
≤

∣∣∣dC(tn2 ,x
n
1 )

(
xn1
)
− dC(tn1 ,x

n
0 )

(
xn1
)∣∣∣+ 2en

∥∥g(tn1 , xn1 , xn1 − xn0en

)∥∥
D’après l’hypothèse (HC

2 ) et la relation (4.1), on a∥∥xn2 − xn1∥∥ ≤ Λ1|tn2 − tn1 |+ Λ2‖xn1 − xn0‖+ 2γen(2 + ‖xn1‖)

donc, ∥∥xn2 − xn1∥∥ ≤ Λ1en + Λ2‖xn1 − xn0‖+ 2γen(2 + ‖xn1‖).

Supposons que (xnk)0≤k≤n−2 ont été construits satisfaisant (4.4), (4.5) et (4.6). Puisque

C(tnk+1, x
n
k) est fermé, on peut prendre

xnk+1 ∈ ProjC(tnk+1,x
n
k )

(
xnk + eng

(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

))
,

et observons que

xnk+1 ∈ C
(
tnk+1, x

n
k

)
.

D’après la Proposition 1.49, on peut écrire

xnk+1 − xnk − eng
(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

)
∈ −NC(tnk+1,x

n
k )(x

n
k+1).
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En utilisant (HC
2 ), (4.1) et (4.5), nous obtenons

‖xnk+1 − xnk‖ ≤
∥∥xnk+1 −

(
xnk + eng

(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

))∥∥+ en
∥∥g(tnk , xnk , xnk − xnk−1

en

)∥∥
= dC(tnk+1,x

n
k )

(
xnk + eng

(
tnk , x

n
k ,
xnk − xnk−1

en

))
+ en

∥∥g(tnk , xnk , xnk − xnk−1

en

)∥∥
≤ dC(tnk+1,x

n
k )

(
xnk
)

+ en
∥∥g(tnk , xnk , xnk − xnk−1

en

)∥∥+ en
∥∥g(tnk , xnk , xnk − xnk−1

en

)∥∥
≤
∣∣∣dC(tnk+1,x

n
k )

(
xnk
)
− dC(tnk ,x

n
k−1)

(
xnk
)∣∣∣+ 2en

∥∥g(tnk , xnk , xnk − xnk−1

en

)∥∥
≤ Λ1|tnk+1 − tnk |+ 2γen(2 + ‖xnk‖) + Λ2‖xnk − xnk−1‖

≤ Λ1en + 2γen(2 + ‖xnk‖) + Λ2‖xnk − xnk−1‖.

Par induction, on trouve

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ Λ1en + 2γen(2 + ‖xnk‖) + Λ2‖xnk − xnk−1‖

≤ Λ1en + 2γen(2 + ‖xnk‖) + Λ2

(
Λ1en + 2γen(2 + ‖xnk−1‖) + Λ2‖xnk−1 − xnk−2‖

)
= Λ1en(1 + Λ2) + 2γen

(
(2 + ‖xnk‖) + Λ2(2 + ‖xnk−1‖)

)
+ Λ2

2‖xnk−1 − xnk−2‖

≤ Λ1en

(
1 + Λ2 + Λ2

2

)
+ 2γen

(
(2 + ‖xnk‖) + Λ2(2 + ‖xnk−1‖) + Λ2

2(2 + ‖xnk−2‖)
)

+ Λ3
2‖xnk−2 − xnk−3‖

= (Λ1 + 4γ)en

(
1 + Λ2 + Λ2

2

)
+ 2γen

(
‖xnk‖+ Λ2‖xnk−1‖+ Λ2

2‖xnk−2‖
)

+ Λ3
2‖xnk−2 − xnk−3‖,

ainsi, on déduit que

‖xnk+1−xnk‖ ≤ (Λ1 + 4γ)en

(
1 + Λ2 + Λ2

2 + . . .+ Λk−1
2

)
+ 2γen

(
‖xnk‖+ Λ2‖xnk−1‖+ Λ2

2‖xnk−2‖

+ . . .+ Λk−1
2 ‖xn1‖

)
+ Λk

2‖xn1 − xn0‖.

D’après l’inégalité précédente et la relation (4.3), on trouve

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ (Λ1 + 4γ)en

(
1 + Λ2 + Λ2

2 + . . .+ Λk−1
2

)
+ 2γen

(
‖xnk‖+ Λ2‖xnk−1‖+ Λ2

2‖xnk−2‖

+ . . .+ Λk−1
2 ‖xn1‖

)
+ (Λ1 + 4γ)enΛk

2 + 2γΛk
2en‖xn0‖

= (Λ1 + 4γ)en

(
1 + Λ2 + Λ2

2 + . . .+ Λk
2

)
+ 2γen

(
‖xnk‖+ Λ2‖xnk−1‖+ Λ2

2‖xnk−2‖

+ . . .+ Λk
2‖xn0‖

)
,

alors

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ (Λ1 + 4γ)en

k∑
i=0

Λi
2 + 2γen

k∑
i=0

Λk−i
2 ‖xni ‖.

Puisque Λ2 ∈ [0, 1[,

‖xnk+1 − xnk‖ ≤
Λ1 + 4γ

1− Λ2

en + 2γen

k∑
i=0

Λk−i
2 ‖xni ‖. (4.9)
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De plus,

‖xnk‖ ≤ ‖xnk − xnk−1‖+ ‖xnk−1 − xnk−2‖+ . . .+ ‖xn1 − xn0‖+ ‖xn0‖,

il vient donc par la relation (4.9) que

‖xnk‖ ≤ ‖xn0‖+
Λ1 + 4γ

1− Λ2

en + 2γen

k−1∑
i=0

Λk−i
2 ‖xni ‖+

Λ1 + 4γ

1− Λ2

en + 2γen

k−2∑
i=0

Λk−i
2 ‖xni ‖

+ . . .+ (Λ1 + 4γ)en + 2γen‖xn0‖

≤ ‖xn0‖+
Λ1 + 4γ

1− Λ2

en(k − 1) + 2γen‖xn0‖
k−1∑
i=0

Λi
2 + 2γen‖xn1‖

k−1∑
i=0

Λi
2

+ ‖xn0‖+ 2γen‖xn2‖
k−1∑
i=0

Λi
2 + . . .+ 2γen‖xnk−1‖

k−1∑
i=0

Λi
2

≤ ‖xn0‖+ T
Λ1 + 4γ

1− Λ2

+
2γ en

1− Λ2

k−1∑
i=0

‖xni ‖.

D’après le Lemme 1.56 et pour tout k = 0, 1, . . . , n− 1, on peut écrire

‖xnk‖ ≤
(
‖xn0‖+ T

Λ1 + 4γ

1− Λ2

)
exp

( 2γ T

1− Λ2

)
=: ∆. (4.10)

En utilisant les relations (4.9) et (4.10), on obtient

‖xnk+1 − xnk‖ ≤
Λ1 + 4γ

1− Λ2

en + 2γ en

k∑
i=0

Λk−i
2 ∆

=
Λ1 + 4γ

1− Λ2

en + 2γ en∆
k∑
i=0

Λk−i
2 .

Puisque Λ2 ∈ [0, 1[, on obtient

‖xnk+1 − xnk‖
en

≤ 1

1− Λ2

(
Λ1 + 4γ + 2γ∆

)
=: Θ. (4.11)

Etape 2. Construction de la suite
(
un(·)

)
n
.

Pour tout n ≥ 1 et pour tout t ∈ Ink , 1 ≤ k ≤ n− 1, on définit

un(t) = xnk +
(
t− tnk

)xnk+1 − xnk
en

.

Donc,

un(tnk) = xnk +
(
tnk − tnk

)xnk+1 − xnk
en

= xnk ;

et

un(tnk+1) = xnk +
(
tnk+1 − tnk

)xnk+1 − xnk
en

= xnk+1.
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Clairement que un est absolument continue sur chaque intervalle Ink . De plus, pour presque

tout t ∈]tnk , t
n
k+1[,

u̇n(t) =
xnk+1 − xnk

en
. (4.12)

Par (4.11) et (4.12), on a

‖u̇n(t)‖ ≤ Θ. (4.13)

Maintenant, on définit deux fonctions δn, ηn de I à I par

δn(t) =

 tnk si t ∈ [tnk−1, t
n
k+1[,

tnn−1 si t = T.
(4.14)

ηn(t) =

 tnk+1 si t ∈ [tnk−1, t
n
k+1[,

tnn si t = T.
(4.15)

Donc, pour tout t ∈ I

lim
n→+∞

∣∣δn(t)− t
∣∣ = lim

n→+∞

∣∣ηn(t)− t
∣∣ = 0. (4.16)

En effet,

lim
n→+∞

|ηn(t)− t| = lim
n→+∞

(tnk+1 − t) ≤ lim
n→+∞

(tnk+1 − tnk) = lim
n→+∞

en = 0,

et

lim
n→+∞

|δn(t)− t| = lim
n→+∞

(t− tnk) ≤ lim
n→+∞

(tnk+1 − tnk) = lim
n→+∞

en = 0.

En combinant (4.5), (4.6), (4.12), (4.14) et (4.15), il en résulte que

un
(
ηn(t)

)
∈ C

(
ηn(t), un(δn(t))

)
∀ t ∈ I, (4.17)

et

u̇n(t)− g
(
δn(t), un(δn(t)), u̇n(t)

)
∈ −NC(ηn(t),un(δn(t)))

(
un(ηn(t))

)
p.p. t ∈ I. (4.18)

De plus, pour tout t ∈ I, nous avons

‖m
(
δn(t), un(δn(t))

)
‖ ≤ α(1 + ∆), (4.19)

‖h
(
δn(t), u̇n(t)

)
‖ ≤ β, (4.20)

et

‖g
(
δn(t), un(δn(t)), u̇n(t)

)
‖ ≤ γ(2 + ∆). (4.21)
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Etape 3. La convergence des suites.

Pour tout n ≥ 1 et pour tout t ∈ I, par la définition de un(·) et les relations (4.13) et

(4.16) on a∥∥un(ηn(t))− un(t)
∥∥ =

∥∥∥xnk +
(
ηn(t)− tnk

)xnk+1 − xnk
en

− xnk
(
t− tnk

)xnk+1 − xnk
en

∥∥∥
=

∥∥∥xnk+1 − xnk
en

(
ηn(t)− tnk − t+ tnk

)∥∥∥
=

∥∥∥xnk+1 − xnk
en

(
ηn(t)− t

)∥∥∥
= ‖u̇n(t)‖|ηn(t)− t|

≤ Θ|ηn(t)− t|.

Par passage à la limite, on trouve∥∥un(ηn(t))− un(t)
∥∥ −→ 0, si n→ +∞ (4.22)

De la même manière, on aura∥∥un(δn(t))− un(t)
∥∥ ≤ ‖u̇n(t)‖|δn(t)− t| ≤ Θ|δn(t)− t|,

donc

lim
n→+∞

∥∥un(δn(t))− un(t)
∥∥ = 0. (4.23)

En outre, puisque ‖un(t)‖ − ‖un(ηn(t))‖ ≤
∥∥un(ηn(t))− un(t)

∥∥, on aura

‖un(t)‖ − ‖un(ηn(t))‖ ≤ Θ
(
ηn(t)− t

)
≤ Θ(T − T0),

alors, on a
(
tenant en compte la relation (4.10)

)
‖un(t)‖ ≤ Θ(T − T0) + ‖un(ηn(t))‖ ≤ Θ(T − T0) + ∆,

c’est-à-dire, pour tout t ∈ I, (un(t))n est relativement compacte dans Rn.

D’autre part, pour tous t1, t2 ∈ I tel que t1 ≤ t2, on a

∥∥un(t2)− un(t1)
∥∥ ≤ ∫ t2

t1

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds ≤ Θ(t2 − t1).

Alors, (un(·))n est équi-continue. D’après le Théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.16),

(un(·))n est relativement compacte dans CRn(I). Puisque

‖u̇n(t)‖ ≤ Θ p.p. t ∈ I,

par la conséquence du théorème d’Ascoli-Arzelà (Théorème 1.17), on conclut qu’il existe

une sous suite (notée à nouveau par (un(·))n) convergeant vers une fonction absolument
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continue u(·) dans le sens où, (un(·))n converge uniformément vers u(·) dans CRn(I) et

(u̇n(·))n converge σ
(
L1
Rn(I), L∞Rn(I)

)
vers z(·) ∈ L1

Rn(I).

Puisque un(·) est une fonction absolument continue, on obtient

lim
n→+∞

(
un(t)− u0

)
= lim

n→+∞

∫ t

T0

u̇n(s) ds =

∫ t

T0

z(s) ds.

Alors,

u(t) = u0 +

∫ t

T0

z(s) ∀t ∈ I.

Donc, la fonction u(·) est absolument continue sur I avec z = u̇ p.p. La fonction u(·) est

même lipschitzienne sur I de rapport Θ car ‖z(t)‖ ≤ Θ p.p.

Soit
(
ρn(·)

)
n

=
(
h
(
δn(·), u̇n(·)

))
n
. Puisque

(
u̇n(·)

)
n
converge σ

(
L1
Rd(I), L∞Rn(I)

)
vers u̇(·),

(δn(·))n converge vers t et h(δn(·), u̇n(·)) est continue, alors que (ρn(·))n converge forete-

ment vers ρ(·).
Soit maintenant

(
$n(·)

)
n

=
(
m
(
δn(·), un(δn(·))

))
n
. On a

‖$n(t)‖ ≤ α(1 + ∆) ∀ t ∈ I,

donc, ($n(·))n est bornée dans L∞Rn(I), alors on peut extraire une sous suite (notée aussi

($n(·))n) qui converge faiblement dans L∞Rn(I) vers une fonction $(·) ∈ L∞Rn(I). Ce qui

implique que ($n(·))n converge faiblement dans L1
Rn(I) vers une fonction $(·) telle que

‖$(t)‖ ≤ α(1 + ∆) ∀ t ∈ I.

Etape 4. Montrons que

u̇(t) + h
(
t, u̇(t)

)
∈ −NC(t,u(t))

(
u(t)

)
+ H

(
t,u(t)

)
p.p. t ∈ I.

Pour tout t ∈ I, nous avons u(t) ∈ C
(
t, u(t)

)
. En effet, par (HC

2 ) et (4.17), on a

dC(t,u(t))

(
un(t)

)
≤ d
(
un(t), un(ηn(t))

))
+ dC(t,u(t))

(
un(ηn(t))

)
= ‖un(t)− un(ηn(t))‖+ dC(t,u(t))

(
un(ηn(t))

)
≤ ‖un(t)− un(ηn(t))‖+

∣∣∣dC(t,u(t))

(
un(ηn(t))

)
− dC(ηn(t),un(δn(t)))

(
un(ηn(t))

)∣∣∣
≤ ‖un(t)− un(ηn(t))‖+ Λ1|t− ηn(t)|+ Λ2

∥∥u(t)− un(δn(t))
∥∥.

En utilisant (4.16), (4.22), (4.23) et par passage à limite quand n→ +∞ dans l’inégalité

précédente, on obtient

d
(
u(t), C

(
t, u(t)

))
= 0.

Puisque C
(
t, u(t)

)
est fermé on trouve,

u(t) ∈ C
(
t, u(t)

)
∀ t ∈ I.
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D’autre part, par (4.13) et (4.21), on a∥∥u̇n(t) + ρn(t)−$n(t)
∥∥ ≤ Θ + γ(2 + ∆) =: `,

qui donne

u̇n(t) + ρn(t)−$n(t) ∈ `B. (4.24)

Donc, par les relations (4.18) et (4.24), on arrive à

u̇n(t) + ρn(t)−$n(t) ∈ −NC(ηn(t),un(δn(t)))

(
un(ηn(t))

)
∩ `B, p.p. t ∈ I,

utilisant la Proposition 1.49, il resulte que

u̇n(t) + ρn(t)−$n(t) ∈ −`∂dC(ηn(t),un(δn(t)))

(
un(ηn(t))

)
p.p. t ∈ I. (4.25)

De plus, pour tout t ∈ I, on a

$n(t) ∈ H
(
δn(t), un(δn(t))

)
. (4.26)

Comme
(
u̇n(·) + ρn(·) − $n(·), $n(·)

)
n

converge faiblement dans L1
Rn×Rn(I) (d’après

l’étape 3) vers
(
u̇(·) + ρ(·)−$(·), $(·)

)
, donc par le lemme de Mazur il existe une suite(

ωn(·), ζn(·)
)
n
qui converge fortement dans L1

Rn×Rn(I) vers
(
u̇(·) +ρ(·)−$(·), $(·)

)
, avec

ωn(·) ∈ co{u̇k(·) + ρk(·)−$k(·) : k ≥ n}, ∀ n ≥ 0,

et

ζn(·) ∈ co{$k(·) : k ≥ n},∀ n ≥ 0.

On peut extraire une sous suite de (ωn(·), ζn(·))n qui converge presque partout vers
(
u̇(·)+

ρ(·)−$(·), $(·)
)
. Alors, il existe un ensemble Lebesgue négligeable N ⊂ I tel que pour

chaque t ∈ I\N ,

u̇(t) + ρ(t)−$(t) ∈
⋂
n≥0

{ωk(t) : k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{u̇k(t) + ρk(t)−$k(t) : k ≥ n} (4.27)

et

$(t) ∈
⋂
n≥0

{$k(t) : k ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{$k(t) : k ≥ n}. (4.28)

D’où, pour tout t ∈ I\N et µ ∈ Rn, les relations (4.25) et (4.27) donnent〈
µ, u̇(t) + ρ(t)−$(t)

〉
≤ lim sup

n→+∞
δ∗
(
µ,−`∂dC(ηn(t),un(δn(t)))

(
un(ηn(t)))

)
.

Par la Proposition 1.54, on trouve〈
µ, u̇(t) + ρ(t)−$(t)

〉
≤ δ∗

(
µ,−`∂dC(t,u(t))

(
u(t)

))
.
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Puisque t 7→ −`∂dC(t,u(t)

(
u(t)

)
est à valeurs convexes et fermées, on conclut que

u̇(t) + ρ(t)−$(t) ∈ −`∂dC(t,u(t)

(
u(t))

)
⊂ −NC(t,u(t))(u(t)). (4.29)

De plus, par (4.26), (4.28) et la semi continuité supérieure de H, on a pour tout t ∈ I\N〈
µ,$(t)

〉
≤ lim sup

n→+∞
δ∗
(
µ,H(δn(t), un(δn(t)))

)
≤ δ∗

(
µ,H(t, u(t))

)
. (4.30)

Puisque H est à valeurs convexes fermées, on obtient

$(t) ∈ H
(
t, u(t)

)
, ∀ t ∈ I\N .

On conclut par (4.29) et (4.30), que

u̇(t) + h
(
t, u̇(t)

)
∈ −NC(t,u(t))(u(t)) +H

(
t, u(t)

)
p.p.t ∈ I.

�

Dans la proposition suivante, nous prouvons la compacité de l’ensemble admissible

pour le problème (I), qui sera utilisé plus tard pour résoudre le problème de temps mini-

mal.

Proposition 4.2.

Sous les hypothèses du Théorème 4.1, et si H est à valeurs bornées, on a pour tout u0 ∈
C(T0, u0), l’ensemble admissible Accu0(t) du problème (I) est compact, pour t ∈ I fixé.

Preuve.

a) Montrer que l’ensemble que St(u0), pour tout t ∈ I est compact.

Par le Théorème 4.1, le problème (I) admet une solution lipschitzienne, donc St(u0) est

non vide. Soit (un)n ⊂ St(u0), Donc, pour tout n ≥ 0, un est une solution lipshitzienne

du problème (I) telle que ∥∥u̇n(τ)
∥∥ ≤ Θ p.p. τ ∈ [T0, t] (4.31)

et∥∥un(τ)
∥∥ ≤ ∥∥u0+

∫ τ

T0

u̇n(s) ds
∥∥ ≤ ∥∥u0

∥∥+

∫ τ

T0

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds ≤ ∥∥u0

∥∥+

∫ τ

T0

Θ ds ≤
∥∥u0

∥∥+(τ−T0)Θ.

Alors, (un(τ))n est relativement compacte dans Rn.
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De plus, (un(·))n équi-continue. En effet, soit τ1, τ2 ∈ [T0, τ ] tels que τ1 ≤ τ2, alors par

(4.31) ∥∥un(τ1)− un(τ2)
∥∥ =

∥∥∫ τ2

τ1

u̇n(s) ds
∥∥

≤
∫ τ2

τ1

∥∥u̇n(s)
∥∥ ds

≤
∫ τ2

τ1

Θ ds

= Θ(τ2 − τ1),

ceci implique que (un(·))n équi-continue. Donc, par Théorème d’Arzelà-Ascoli, (un(·))n est
relativement compacte dans CRn([T0, t]). Alors par la conséquence du Théorème d’Arzelà-

Ascoli, on peut extraire une sous suite de (un(·))n (notée par (un(·))n) qui converge vers

une fonction absolument continue u(·) : [T0, t]→ Rn au sens suivant

• (un(·))n converge uniformément vers u(·) dans CRn([T0, t]) ;

• (u̇n(·))n converge σ
(
L1
Rn([T0, t]), L

∞
Rn([T0, t])

)
vers u̇(·) telle que∥∥u̇(τ)

∥∥ ≤ Θ p.p. τ ∈ [T0, t].

Alors on a

u(τ) = lim
n→+∞

un(τ)

= lim
n→+∞

(
u0 +

∫ τ

T0

u̇n(s) ds
)

= u0 + lim
n→+∞

∫ τ

T0

u̇n(s) ds

= u0 +

∫ τ

T0

u̇(s) ds.

Pour la suite de la démonstration, on peut suivre la même démarche dans la preuve du

Théorème 4.1 pour obtenir

u̇(τ) + h
(
τ, u̇(τ)

)
∈ −NC(τ,u(τ))

(
u(τ)

)
+H

(
τ, u(τ)

)
p.p. τ ∈ [T0, t].

Alors, on en déduit que St(u0) est compact.

b) Pour montrer que l’ensemble admissible Accu0(t), pour tout t ∈ I est compact il suffit

répéter même étape de démonstration du Théorème 2.1. Par conséquent, Accu0(t) est

compact dans Rn. �
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4.3 ) Existence de solutions avec une perturbation à

valeurs presque convexes

Maintenant, nous donnons un résultat d’existence pour le problème autonome (AI),

lorsque nous affaiblissons la condition de convexité et de la semi-continuité supérieure-

ment.

Théorème 4.3.

Soit C : Rn ⇁ Rn une multi-application à valeurs non vides fermées tells que :

(G1) pour tout x ∈ Rd, l’ensemble C(x) est equi-uniformément sous lisse ;

(G2) il existe une constante Λ2 ∈ [0, 1[ telle que, pour tous x, y, u ∈ Rn,∣∣dC(x)(u)− dC(y)(u)
∣∣ ≤ Λ2

∥∥x− y∥∥.
Soit H une multi-application mesurable à valeurs non vides compactes et presque convexes

satisfaisant :

(G3) la multi-application co(H(·)) est semi-continue supérieurement sur Rn ;

(G4) pour un réel α ≥ 0,

dco(H(x))(0) ≤ α(1 + ‖x‖) ∀ x ∈ Rn.

Soit h : Rn → Rn une fonction continue et linéaire telle que :

(G5) pour un réel β ≥ 0, ∥∥h(y)
∥∥ ≤ β ∀ y ∈ Rn.

Alors, pour chaque u0 ∈ C(u0), le problème (AI) admet au moins une solution.

Preuve.

Puisque co(H) est une fonction semi-continue supérieurement à valeurs compactes, donc

d’après le Théorème 4.1, il existe une solution x : I → Rn du problème convexifié

(SI)


u̇(t) + h

(
u̇(t)

)
∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ co

(
H
(
u(t)

))
p.p. t ∈ I,

u(t) ∈ C(u(t)) ∀ t ∈ I,
u(T0) = u0.

Considérons l’ensemble fermé

Q =
{
t ∈ I : mco(x(t)) = 0

}
,
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où mco(x(t)) = Projco(F (x(t)))(0). Nous avons deux possibilités

• Si Q = ∅, dans ce cas λ1(t) > 0, alors on peut appliquer l’étape (a) dans le Théorème

2.3 à l’intervalle I. On pose la fonction absolument continue θ définie par

θ(t) = T0 +

∫ t

T0

θ̇(s) ds

qui est croissante. Nous avons,

θ(T0) = T0 et θ(T ) = T.

Soit la fonction ν : I → I définie par

ν(·) : I −→ I

t 7−→ ν(t) = θ−1(t)

où θ−1(·) réprésent la fonction inverse de θ(·), alors

ν(T0) = T0 et ν(T ) = T.

Comme
d

dt
θ(ν(t)) = θ̇

(
ν(t)

)
ν̇(t) = 1,

alors on peut écrire

ν̇(t) =
1

θ̇
(
ν(t)

) = λ1

(
ν(t)

)
111

(
ν(t)

)
+ λ2

(
ν(t)

)
112

(
ν(t)

)
.

Soit la fonction x̃ : I → Rn définie par

x̃(t) = x
(
ν(t)

)
∀ t ∈ I,

donc
˙̃x(t) = ẋ

(
ν(t)

)
ν̇(t) ∀ t ∈ I, (4.32)

alors
˙̃x(t) = ẋ

(
ν(t)

)(
λ1

(
ν(t)

)
111

(
ν(t)

)
+ λ2

(
ν(t)

)
112

(
ν(t)

))
.

On obtient par la preuve du Théorème 4.1 que

˙̃x(t) ∈
(
−NC(x(ν(t)))x

(
ν(t)

)
+mco

(
x(ν(t))

)
−h
(
ẋ(ν(t))

))(
λ1

(
ν(t)

)
111

(
ν(t)

)
+λ2

(
ν(t)

)
112

(
ν(t)

))
,

d’après la propriété du cône normal on trouve,

˙̃x(t) ∈ −NC(x(ν(t)))x
(
ν(t)

)
+mco

(
x(ν(t))

)(
λ1

(
ν(t)

)
111

(
ν(t)

)
+ λ2

(
ν(t)

)
112

(
ν(t)

))
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−h
(
ẋ(ν(t))

)(
λ1

(
ν(t)

)
111

(
ν(t)

)
+ λ2

(
ν(t)

)
112

(
ν(t)

))
,

d’où,
˙̃x(t) + ν̇(t)h

(
ẋ(ν(t))

)
∈ −NC(x(ν(t)))(x(ν(t))) +H

(
x(ν(t))

)
.

En utilisant la linéarité de la fonction h et la relation (2.47) dans le Lemme 2.2, on obtient

˙̃x(t) + h
(
ẋ(ν(t))ν̇(t)

)
∈ −NC(x(ν(t)))(x(ν(t))) +H

(
x(ν(t))

)
.

Par la relation (4.32), on trouve pour tout t ∈ I

˙̃x(t) + h
(

˙̃x(t)
)
∈ −NC(x(ν(t)))

(
x(ν(t))

)
+H

(
x(ν(t))

)
= −NC(x̃(t))

(
x̃(t)

)
+H

(
x̃(t)

)
.

Donc, x̃ est une solution du problème (AI).

• Si Q 6= ∅. Soit τ = supQ, puisque l’ensemble Q est fermé relativement à I, alors τ ∈ Q
et le complémentaire de Q est un ouvert de I. Donc il consist d’une famille dénombrable

d’intervalles ouverts ]ai, bi[, à l’exception possible de l’une des formes [τ, bii [. Pour chaque

i, appliquons le l’étape 1 dans le Thèorème 2.1 à l’intervalle ]ai, bi[, pour déduire l’existence

de deux sous ensembles mesurables de ]ai, bi[ avec les fonctions caractéristiques 11i,1(·) et

11i,2(·) telles que

11i,1(·) + 11i,2(·) = 11]ai,bi[(·).

Soit θ :]ai, bi[−→]ai, bi[ une fonction croissante absolument continue telle que

θ̇(t) =
1

λ1(t)
11i,1(t) +

1

λ2(t)
11i,2(t),

on obtient ∫ bi

ai

θ̇(t)dt = bi − ai.

Sur [T0, τ ], posons

θ̇(t) =
1

λ2(t)
11Q(t) +

∑
i

( 1

λ1(t)
11i,1(t) +

1

λ2(t)
11i,2(t)

)
,

telle que la somme est sur tous les intervalles (]ai, bi[)i contenus dans [T0, τ ], puisque

λ2(t) ≥ 1 et
∫ bi

ai

θ̇(t)dt = bi − ai

on obtient, ∫ τ

T0

θ̇(t)dt = p ≤ τ − T0.

Possons la fonction inversible θ(·) : [T0, τ ] −→ [T0, p] définie par

θ(t) = T0 +

∫ t

T0

θ̇(t)dt.
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Maintenant, on définie ν = ν(t) de [T0, p] à [T0, τ ] comme étant l’inverse de la fonction θ(·).
On définie Le prolongement absolument continue ν̃(·) sur [T0, τ ] de la manière suivante

ν̃(t) =

 ν(t) si t ∈ [T0, p],

τ si t ∈]p, τ ].

On peut prouver que la fonction x̃(t) = x(ν̃(t)) est une solution du problème (AI) sur

l’intervalle [T0, τ ] satisfaisant x̃(τ) = x(τ).

Pour tout t ∈ [T0, p], ν̃(t) = ν(t) qui est inversible et sa dérivée est donnée par

ν̇(t) = λ2(ν(t)) 11Q(ν(t)) +
∑
i

(
λ1(ν(t))11i,1(ν(t)) + λ2(ν(t))11i,2(ν(t))

)
. (4.33)

Puisque
˙̃x(t) = ˙̃ν(t) ẋ(ν̃(t)) = ν̇(t) ẋ(ν(t)),

par la relation (4.33) et la démonstration du Théorème 4.1, on obtient

˙̃x(t) ∈
(
λ2(ν(t)) 11Q(ν(t)) +

∑
i

(
λ1(ν(t))11i,1(ν(t)) + λ2(ν(t))11i,2(ν(t))

))
(
−NC(x(ν(t)))

(
x(ν(t))

)
+mco

(
x(ν(t)))− h

(
ẋ(ν(t)))

)
d’après la propriété du cône normal on aura,

˙̃x(t) ∈ −NC(x(ν(t)))

(
x(ν(t))

)
+mco

(
x(ν(t)))

(
λ2(ν(t)) 11Q(ν(t)) +

∑
i

(
λ1(ν(t))11i,1(ν(t))

+ λ2(ν(t))11i,2(ν(t))
))
−
(
λ2(ν(t)) 11Q(ν(t)) +

∑
i

(
λ1(ν(t))11i,1(ν(t))

+ λ2(ν(t))11i,2(ν(t))
))
h
(
ẋ(ν(t)))

= −NC(x(ν(t)))

(
x(ν(t))

)
+mco

(
x(ν(t)))

(
λ2(ν(t)) 11Q(ν(t)) +

∑
i

(
λ1(ν(t))11i,1(ν(t))

+ λ2(ν(t))11i,2(ν(t))
))
− ν̇(t)h

(
ẋ(ν(t)))

En utilisant la relation (2.47) et linéairité da la fonction h pour trouver

˙̃x(t) + h
(
ν̇(t)ẋ(ν(t))

)
∈ −NC(x(ν(t)))

(
x(ν(t))

)
+H

(
x(ν(t)))

donc

˙̃x(t) + h
(

˙̃x(t)
)
∈ −NC(x̃(t))

(
x̃(t)

)
+H

(
x̃(t)

)
.

D’où, x̃ est une solution du problème (AI) sur l’intervalle [T0, p].

Pour t ∈]p, τ ], ν(p) = τ et ˙̃ν(t) = 0, donc on trouve

ν̃(t) = ν̃(τ) = ν̃(p) = ν(p),
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alors

x̃(p) = x(ν̃(p)) = x(ν(p)) = x(ν̃(t)) = x̃(t),

donc x̃(τ) = x(τ) et x̃ est constante sur ]p, τ ] ce qui signifie que

˙̃x(t) = h( ˙̃x(t)) = 0,

comme

mco

(
x̃(t)

)
= 0 et 0 ∈ −NC(x̃(t))

(
x̃(t)

)
,

on en déduit que pour tout t ∈]p, τ ]

˙̃x(t) + h
(

˙̃x(t)
)
∈ −NC(x̃(t))

(
x̃(t)

)
+mco

(
x̃(t)

)
⊂ −NC(x̃(t))

(
x̃(t)

)
+H

(
x̃(t)

)
.

Sur ]τ, T ], Q = ∅ et λ1(t) > 0, alors on peut répéter les arguments de la partie (a) dans

le Théorème 2.1. Nous concluons que x̃ est une solution du problème (AI).

�
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4.4 ) Application du temps minimal

Dans le corollaire suivant, nous prouvons l’existence de solutions du problème de temps

minimum (OP) sous l’hypothèse de la presque convexité.

Corollaire 4.4.

Supposons que les hypothèses (G1), (G2) et (G5) dans le Théorème 4.3 sont vérifiées. Soit

Z : Rn ⇁ Rn une multi-application semi-continue supérieurement à valeurs compactes et

f : Rn × Rn → Rn une fonction continue telle que pour α > 0,

‖f(x, y)‖ ≤ α(1 + ‖x‖) ∀(x, y) ∈ Rn × Rn.

Supposons que H : Rn ⇁ Rn est une multi-application mesurable à valeurs compactes et

presque convexes telles que

H(x) = {f(x, z)}z∈Z(x) ∀ x ∈ Rn.

Soit u0, u1 deux points de Rn tel que u0 ∈ C(u0) et pour un certain t ∈ I, u1 ∈ Accu0(t).
Alors, le problème d’atteindre u1 de u0 dans un temps minimal admet une solution.

Preuve.

1. Nous montrons premièrement que pour tout t ∈ I, l’ensemble admissible du problème

(AI) à t, Accu0(t) coïncide avec Acccou0(t), l’ensemble admissible à t du problème convexifié.

Pour tout t ∈ I, l’ensemble admissible à t, Accu0(t) est contenu dans Acccou0(t) l’ensemble

admissible à t du problème convexifié. En effet, soit u(t) ∈ Accu0(t), pour tout t ∈ I,
alors, u(·) est une solution du problème

u̇(t) + h
(
u̇(t)

)
∈ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+H

(
u(t)

)
⊂ −NC(u(t))

(
u(t)

)
+ co

(
H(u(t))

)
p.p. t ∈ [T0, t]

donc, u(·) est une solution du problème convexifié. Alors pour tout t ∈ I, u(t) ∈ Acccou0(t).
D’où

Accu0(t) ⊂ Acccou0(t). (4.34)

Maintenant, on prouve l’inclusion inverse. Soit u(t) ∈ Acccou0(t). Alors, u(·) est une solution
du problème (SI) dans [T0, t]. La preuve du Théorème 4.3 peut être répétée sur [T0, t]

pour trouver une solution ũ(·) : [T0, t]→ Rn du problème (AI) tel que

ũ(t) = u(t) ∈ Accu0(t).
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D’où,

Acccou0(t) ⊂ Accu0(t). (4.35)

On conclut par (4.34) et (4.35) que

Acccou0(t) = Accu0(t) ∀ t ∈ I.

2. Sous les hypothèses sur Z et f , Proposition 1.24 H(·) est semi-continue supérieu-

rement, et d’après la Proposition 1.23 co(H(·)) est semi-continue supérieurement et

dco(H(x))(0) ≤ α(1 + ‖x‖) ∀x ∈ Rn.

D’après le Théorème 4.3, le problème (OP) admet au moins une solution. Soit

D =
{
τ ∈ [T0, t] : u1 ∈ Accu0(t)

}
et soit t̄ = inf D, alors il existe une suite décroissante (t̄n)n dans [T0, t] qui converge vers

t̄, et une suite des fonctions (un(·))n solution du problème

ẋ(t)+h
(
ẋ(t)

)
∈ −NC(x(t))

(
x(t)

)
+H

(
x(t)

)
⊂ −NC(x(t))

(
x(t)

)
+co

(
H(x(t))

)
p.p. t ∈ [T0, t̄n];

telle que, un(t̄n) = u1. Soit ξn(·) la suite des fonctions définie par

ξn(t) = un(t) ∀ t ∈ [T0, t̄].

ξn(·) ∈ St̄(u0), par la preuve de la Proposition 4.2, cet ensemble est compact. Alors,

on exrtaire une sous suite (ξn(·))n qui converge vers ξ(·) ∈ St̄(u0). D’autre part, nous

avons u1 = un(t̄n) ∈ Acccou0(t̄n). Par le Thèorème 2.1 (3), la multi-application Acccou0(·) est

semi-continue supérieurement à valeurs non vides compactes. Donc on obtient,

lim sup
n→+∞

Acccou0(t̄n) = Acccou0(t̄).

D’où,

u1 ∈ Acccou0(t̄) = Accu0(t̄).

Par conséquent, ξ(·) est la solution optimale en temps minimal et t̄ est la valeur du temps

minimal. �



Conclusion

Dans cette thèse, nous avons prouvé l’existence de solutions pour le processus de

la rafle du premier ordre en dimension finie, où l’ensemble mobile est équi-uniformément

sous lisse et la perturbation est une multi-application à valeurs convexes, non nécessaire-

ment bornées. Par la suite, nous avons établi la compacité de l’ensemble admissible. Dans

le deuxième chapitre, nous avons examiné l’existence de solutions pour le problème auto-

nome, où la multi-application est à valeurs presque convexes, où dans le dernier chapitre,

nous avons démontré l’existence de solutions pour le problème du temps optimal.

Au cours des deux derniers chapitres, nous avons étendu la généralisation du pro-

blème antérieur en traitant la perturbation comme la combinaison d’une multi-application

et d’une application univoque.
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Abstract

The work of this thesis focuses on the study of the results of the

existence of solutions for sweeping process of the first order gov-
erned by subsmooth sets depending on time and the state with
convex and almost convex perturbations. These perturbations are
not necessarily bounded values. We assumed three problems, the
first result with a set-valued mapping perturbation, the second per-
turbed by the sum of a set-valued mapping and a single-valued and
the third disturbed of a sum of a single-valued mapping depends on
time and a velocity and a set-valued mapping. Topological proper-
ties of the attainbale set are established in order to solve an optimal
control problem.

Résumé

Les travaux de cette thèse portent sur l’étude des resultats d’exis-

tences de solutions de processus de la rafle du premier order, gou-
vernées par des ensembles sous lisses dépendant du temps et de
l’état, avec des perturbations convexes et presque convexes. Les
perturbations considérées sont à valeurs non nécessairement bor-
nées. On a supposé trois problèmes, le premier avec une pertur-
bation multivoque, et le deuxième perturbée par la somme d’une
multi-application et une application et le troisième perturbée par
une multi-application et une fonction dépendant du temps et de
la vitesse. Des propriétés topologiques des l’ensembles admissibles
sont étudiées dans le but d’appliquer ces résultats à des problèmes
de contrôle optimal.
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