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Spécialité : Recherche opérationnelle
Thème

Etude de quelques invariants de

domination et de broadcast domination

dans les graphes

Présenté par :
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Président A. Bouchair Professeur Université de Jijel
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Je remercie sincèrement mon directeur de thèse Moussa Ahmia pour sa disponibilité, son
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3.2 Un ensemble 2-dominant sécurisé minimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Introduction

La théorie des graphes, un domaine des mathématiques discrètes, offre une représentation
visuelle et abstraite des relations entre objets. Cette discipline, initiée par Euler au XVIIIe
siècle, s’est rapidement développée pour devenir un outil fondamental dans de nombreux
domaines, de l’informatique à la biologie en passant par la logistique et les réseaux sociaux,
grâce aux travaux de Berge, Erdös,... .
Les graphes servent à exprimer la configuration et les liens au sein d’un système complexe
en représentant les interactions entre ses composants : que ce soit pour décrire un réseau
de communication, une infrastructure routière, ou d’autres structures similaires. En tant
qu’outil de représentation, les graphes offrent une approche permettant de modéliser une
diversité de problèmes en les réduisant à l’examen des sommets et de arêtes.

Dans les années 1950 et 1960, plusieurs chercheurs ont contribué à définir et à développer
des concepts clés dans la théorie des graphes. Berge, en 1958, a introduit ce qu’il a appelé
le coefficient de stabilité externe [4], rebaptisé ultérieurement par Oré en 1962 [49] comme
le nombre de domination. Ce dernier concept fait référence à un ensemble dominant dans
un graphe, défini comme un sous-ensemble de sommets où chaque sommet qui n’en fait pas
partie a au moins un voisin dans cet ensemble. Liu, en 1968 [43], a appliqué cette notion
de domination dans les réseaux de communication. Il a notamment utilisé cet ensemble
dominant pour modéliser un groupe de villes hébergeant des stations émettrices capables
de couvrir l’ensemble des villes sur une carte donnée. Son modèle initial imposait une
restriction : une station émettrice ne pouvait transmettre qu’à des villes ayant une frontière
commune avec elle.

Cependant, quelques années après, Erwin a introduit un modèle alternatif [25], éliminant
la contrainte de voisinage dans la transmission. Dans ce nouveau concept de broadcast
domination, la réception dépendait du coût attribué à la station émettrice. En d’autres
termes, il s’agissait de trouver une attribution de coût f(v) ≥ 0 à chaque sommet v du
graphe, de sorte que chaque sommet du graphe soit à une distance au plus égale à f(v) à
partir d’un certain sommet de coût non nul. Ce problème représentait ainsi une variante
intéressante du problème initial de domination dans les graphes.

L’analyse des réseaux et des systèmes complexes repose sur des concepts clés tels que
la domination et la broadcast domination dans les graphes. Ces concepts jouent un rôle
crucial dans la compréhension et l’optimisation des structures interconnectées, qu’elles
représentent des réseaux sociaux, des infrastructures informatiques ou des réseaux de cap-
teurs. La domination classique identifie les nœuds essentiels permettant de contrôler un
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réseau tout en minimisant les ressources nécessaires pour maintenir sa connectivité. D’autre
part, la broadcast domination élargit cette vision en évaluant la capacité des nœuds à dif-
fuser efficacement des informations à travers le réseau.

L’objectif principal de cette thèse est l’étude de quelques invariants et paramètres de
domination et de broadcast domination dans les graphes. Notre thèse comporte quatre
chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux notions nécessaires pour la compréhension du mémoire.
Nous rappelons l’essentiel des définitions de la théorie de graphes, puis de la domination
et la broadcast domination, nous terminons ce chapitre par quelques invariants de la do-
mination et de la broadcast domination qui ont été défini et étudié.
Au second chapitre, nous définissons un nouveau invariant de broadcast domination qui
est le broadcast dominant global dans les graphes, ensuite, nous étudions le nouveau pa-
ramètre appelé nombre de broadcast dominant global. Nous déterminons des bornes pour
des graphes quelconques et valeurs exactes pour quelques classes de graphes. Nous ter-
minons le chapitre avec des relations entre le nouveau paramètre étudié et les autres pa-
ramètres de domination et de broadcast domination.

Au troisième chapitre, nous définissons et étudions un nouveau invariant de domina-
tion dans les graphes qui est la 2-domination sécurisée, ensuite, nous étudions le nouveau
paramètre appelé nombre de 2-domination sécurisée. Nous déterminions des bornes et des
valeurs exactes pour quelques classes de graphes, ensuite, nous étudions la complexité al-
gorithmique de ce paramètre pour un graphe arbitraire et pour quelques classes de graphes.

Au quatrième chapitre, nous essayons de répondre à une perspective de recherche si-
gnalé dans [23] : que peut-on dire du nombre de broadcasts efficaces distincts dans une
chaine ?
Nous concluons cette introduction en attribuant nos publications et prépublications res-
pectives aux différents chapitres de cette thèse. Le chapitre deux est spécifiquement lié à la
référence [1], le troisème chapitre est concerné par la référence [2] et le quatrième chapitre
par la référence [3].
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1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous introduisons d’abord quelques définitions de la théorie
des graphes qui nous seront utiles pour la compréhension de cette thèse, ensuite, nous
rappelons l’essentiel des notions de la domination. Nous terminons ce chapitre par quelques
notions de la broadcast domination. Pour une compréhension approfondie des fondements
des graphes et des concepts de domination et pour reférencier les définitions et les notions
mentionnées dans ce chapitre, les travaux classiques de Leonard Euler, notamment sur
les ponts de Königsberg, sont des incontournables. Claude Berge a formalisé le concept
d’ensemble dominant dans son ouvrage de référence [4], détaillant les bases de la domination
dans les graphes. Enfin, pour une perspective plus contemporaine, les travaux d’Erwin sur
la broadcast domination, introduits dans sa thèse, Cost Domination in Graphs [24] ,
offrent une extension novatrice des concepts de broadcast domination.
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1.1 Terminologie et définitions générales

1.1 Terminologie et définitions générales

Un graphe non orienté G = (V,E) est constitué de deux ensembles, un ensemble fini
et non vide V de points appelés sommets et un ensemble E fini d’arêtes . Une arête e ∈ E
est un segment reliant deux sommets u et v, notée e = uv , et on dira dans ce cas que u
et v sont les extrémités de e et sont adjacents, on dira aussi que l’arête (u, v) est incidente
à u et à v.
On appelle un sommet isolé un sommet qui n’est adjacent à aucun sommet de G.
L’ordre d’un graphe G est le nombre de ses sommets, La taille d’un graphe G est le nombre
de ses arêtes. Un graphe est non trivial s’il est d’ordre supérieur à 1.

Graphe simple et Multigraphe

On dit que le graphe G est simple s’il ne contient pas des boucles et des arêtes multiples.

Unmultigraphe est un graphe dans lequel, il existe au moins deux sommets qui possèdent
plusieurs arêtes entre eux. Tous les graphes étudiés dans cette thèse sont supposés non

x1 x2

x3 x4

x1 x2

x3 x4

x1 x2

x3 x4

Figure 1.1 – Graphes simples et multigraphe.

orientés et simples.

Châıne

Une châıne Pn est une séquence finie de sommets x1, x2,. . ., xn telle que toute paire
de sommets (xi, xi+1) possède une arête, i = 1, n− 1.
L’entier n−1 représente la longueur de Pn et les sommets x1 et xn sont appelés extrémité initiale
et extrémité finale respectivement de la châıne Pn.
une châıne élémentaire est une séquence de sommets où chaque sommet apparâıt exacte-
ment une fois.
Une châıne est dite simple si toutes ses arêtes sont distinctes.

Exemple 1.1 Le graphe illustré dans FIG.1.2-(a) représente une châıne simple et élémentaire

mais dans FIG.1.2-(b), la châıne est simple mais non élémentaire.

Connexité

Un graphe non orienté G=(V,E) est dit connexe si tout sommet u du graphe G est
relié à tous les autres sommets du graphes par une chaine. Une composante connexe d’un
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1.1 Terminologie et définitions générales

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

x9 x10

Figure 1.2 – (a) La châıne x1, x2, x3, x4, x5 est simple et élémentaire-(b) La châıne x6,

x7, x8, x10, x7, x9 est simple mais non élémentaire

graphe G est un sous-graphe qui est connexe.

Exemple 1.2 Deux graphes sont présentés dans la Figure FIG.1.3 òu (a) est un graphe

connexe mais (b) n’est pas connexe.

x5 x4 x3

x2 x1

x5 x4 x3

x2 x1

(a) (b)

Figure 1.3 – (a) Un graphe connexe-(b) un graphe non connexe.

Voisinage

Soit G = (V,E) un graphe et v un sommet de V . Le voisinage ouvert du sommet v
est l’ensemble de sommets adjacents à v, c’est l’ensemble N(v) = {u ∈ V | uv ∈ E} et le
voisinage fermé de v est l’ensemble N [v] = N(v)

⋃
{v}.

Soit S un sous ensemble de V . Le voisinage ouvert de S est l’ensemble N(S) =
⋃

v∈SN(v)
et le voisinage fermé de S est l’ensemble N [S] = N(S)

⋃
S.

Degré d’un sommet, d’un graphe

Soit G = (V, E) un graphe, le degré d’un sommet v, noté d(v), est le nombre de sommets
adjacents à v. On note par ∆(G) = maxv∈V d(v) le degré maximum du graphe G et par
δ(G) = minv∈V (G) d(v) le degré minimum de G. En particulier, les sommets isolés sont de
degré égal à 0 et les sommets pendants sont les sommets de degré égal à 1.

12



1.2 Quelques classes de graphes

Sous-graphe

Pour un ensemble de sommets S ⊂ V , le sous-graphe de G induit par S est le graphe
noté G[S] ayant S pour ensemble de sommets. Les arêtes de G[S] sont celles de E dont les
deux extrémités sont dans S.

Complément d’un graphe

Le complément du graphe G = (V,E) est un graphe G=(V,E) avec le même ensemble
de sommets mais les arêtes de G sont les arêtes non présentes dans G.

1.2 Quelques classes de graphes

Corde

Une corde désigne une arête reliant deux sommets non consécutifs au sein d’une châıne.
Une châıne minimale induite de n sommets, notée Pn, est une séquence élémentaire qui ne
comporte aucune corde.

Cycle

Un cycle est une châıne dont l’extrémité initiale est égale à l’extrémité finale. Un
cycle élémentaire Cn d’ordre n est un cycle pour lequel les sommets sont visités une seule
fois. On dit que G est un graphe acyclique si G ne contient pas de cycle.

Exemple 1.3 Le graphe de la figure FIG.1.4 est un cycle simple élémentaire d’ordre 6,

C6 = x1, x2, x3, x4, x5, x6,x1.

Figure 1.4 – Le cycle C6.

Graphe complet

Un graphe simple G d’ordre n est dit complet si chaque sommet v de G est relié avec
tous les autres sommets de G. ∀ v ∈ G, d(v)=n− 1

13



1.2 Quelques classes de graphes

Figure 1.5 – Le graphe complet K5.

Graphe biparti

Un graphe G = (V,E) est qualifié de biparti lorsque l’ensemble de sommets V peut être
divisé en deux sous-ensembles V1 et V2 de telle manière que les sous-graphes induits par
V1 (resp. V2) ne contiennent aucune arête. Un graphe biparti est caractérisé par l’absence
de cycles de longueur impaire. Un graphe est défini comme biparti complet, noté Km,n, s’il
existe deux sous-ensembles V1 et V2 avec |V1| = m et |V2| = n, et chaque sommet de V1 est
relié à chaque sommet de V2.

Figure 1.6 – Le graphe biparti complet K3,2.

Clique

Une clique K est définie comme un ensemble de sommets où chaque paire de sommets
est adjacente, créant ainsi un sous-graphe complet. Une p-clique se réfère spécifiquement à
une clique dont la cardinalité est p.

Graphe triangulé

Un graphe G est un graphe triangulé s’il ne contient aucun cycle de longueur ≥ 4 et
chaque cycle de longueur ≥ 4 possède une corde.

14



1.3 Quelques paramètres de graphes

Arbre

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Dans un arbre, il existe deux types de
sommets ; Les feuilles sont les sommets de degré égal à 1 et les noeuds internes sont les
sommets de degré supérieur à 1. On peut avoir la racine dans un arbre enraciné.

D’autres définitions équivalentes sont possibles pour qu’un graphe G d’ordre n soit un
arbre :

• G est un graphe connexe avec n− 1 arêtes.

• G est un graphe acyclique, atteignant la taille maximale sous cette contrainte.

• G est un graphe connexe et minimal pour cette propriété.

• G est un graphe acyclique avec n− 1 arêtes.

• G est un graphe où, entre chaque paire de sommets, il existe une unique châıne les
reliant.

Chenille

Une chenille est un arbre T qui inclut une châıne P, où chaque sommet de T est soit
situé sur la châıne P, soit adjacent à un sommet de la châıne P.

x1

x2 x3

x4 x6x5 x7

Figure 1.7 – Un arbre T , x2 est un noeud interne et x4 est une feuille.

1.3 Quelques paramètres de graphes

Distance entre deux sommets

La distance d(u, v) entre deux sommets u et v d’un graphe G est la longueur de la plus
courte chaine qui les relie.

Excentricité d’un sommet

L’excentricité e(u) d’un sommet u dans un graphe G est le maximum sur les distances
entre le sommet u et les autres sommets du graphe G, e(u) = maxv∈V {d(u, v)}.
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1.4 Domination

Diamètre d’un graphe

Le diamètre du graphe G est la plus grande excentricité dans le graphe G, c’est à dire
diam(G) = maxu∈V e(u).

Rayon d’un graphe

Le rayon du graphe G est l’excentricité minimum sur tous les sommets de G, c’est à
dire rad(G) = minu∈V e(u).

Nombre de stabilité

Un stable S dans un graphe G est un sous ensemble de sommets de G tel que G[S]
est un graphe sans arêtes. α(G) = max{|S| : S est un stable de G} est appelé nombre de
stabilité de G.

Nombre de clique

Une clique K dans un graphe G est un sous ensemble de sommets de G tel que G[K]
est un graphe complet. ω(G) = max{|K| : K est une clique de G} est appelé nombre de
clique de G.

Le nombre chromatique

Le nombre chromatique χ(G) d’un graphe G est le nombre minimum de couleurs qu’on
doit affecter aux sommets du graphe G, à condition que deux sommets adjacents sont de
couleurs différentes.

1.4 Domination

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et terminologies sur la domi-

nation, des bornes sur le nombre de domination, des valeurs exactes pour ce paramètre et

la relation entre ce paramètre et d’autres paramètres de domination.

Définition 1.1 Soit G = (V,E) un graphe simple. Un sous ensemble de sommets D ⊆ V

est un ensemble dominant de G si tout sommet de V \D possède au moins un voisin dans

D.

Ore [49] a montré l’existence d’un ensemble dominant pour tout graphe connexe :
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1.4 Domination

Théorème 1.1 [49] Tout graphe connexe G d’ordre n ≥ 2 contient un ensemble de som-

mets S tel que S et V \S sont des ensembles dominants.

L’étude des ensembles minimaux et maximaux peut être importante dans la théorie des

graphes. Elle permet de mieux comprendre les structures et les relations au sein du graphe,

en identifiant les ensembles essentiels qui vérifient une propriété donnée. Sachant que tout

ensemble T vérifie une propriété dans un graphe G, il peut exister un ensemble S ⊂ T vérifie

la même propriété, il devient alors intéressant d’étudier l’ensemble minimal et l’ensemble

maximal pour certaine propriété.

Définition 1.2 Un sous-ensemble S de sommets d’un graphe G est dit minimal pour une

propriété P si S satisfait la propriété P et qu’aucun sous-ensemble strict Ś (c’est-à-dire

un sous-ensemble de S, mais pas égal à S) ne satisfait la propriété P . En d’autres termes,

S est le plus petit sous-ensemble de sommets de G qui vérifie la propriété P .

Ces notions sont couramment utilisées en théorie des graphes pour caractériser des
ensembles de sommets qui satisfont des propriétés spécifiques, comme l’indépendance ou
la domination. Cependant, pour donner une explication plus précise ou pour discuter d’un
graphe particulier, il serait nécessaire de disposer d’une représentation ou d’une description
plus détaillée de la Figure FIG.1.8, l’ensemble D = { x2, x4, x5} est maximal pour la
propriété de l’indépendance et minimal pour la propriété de la domination.

x1 x2 x3 x4

x5

x6 x7

x8 x9

Figure 1.8 – D = { x2, x4, x5} est un ensemble dominant minimal et un stable maximal.

Définition 1.3 Le cardinal d’un plus petit ensemble dominant de G est appelé nombre de

domination, et est noté par γ(G). Un ensemble dominant D de G avec |D| = γ(G) est

appelé un ensemble dominant minimum de G ou un γ-ensemble.

Le cardinal maximum d’un ensemble dominant minimal D de G est appelé nombre de
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1.4 Domination

domination supérieur, et est noté par Γ(G).

Un ensemble dominant minimal D de G avec |D| = Γ(G) est appelé un Γ-ensemble.

Dans le graphe représenté dans la Figure FIG.1.9, les paramètres du nombre de domi-
nation et du nombre de domination supérieur sont les suivants : γ(G) égale à 1, tandis que
Γ(G) est de 3. Plus précisément, {x2} constitue un ensemble dominant minimal, désigné
comme un γ-ensemble, et {x1, x3, x4} représente un ensemble dominant minimal maximum,
appelé un Γ-ensemble.

x1 x2 x3

x4

Figure 1.9 – Un graphe G avec γ(G)=1, Γ(G)=3.

1.4.1 Domination totale

Un ensemble S est considéré comme un ensemble dominant total si chaque sommet de
l’ensemble V est adjacent à au moins un sommet de l’ensemble S, V = N(S). Le nombre de
domination totale, noté γt(G), correspond au cardinal minimum d’un tel ensemble domi-
nant total. En revanche, le nombre de domination totale supérieur, noté Γt(G), représente
le cardinal maximum d’un ensemble dominant total minimal.

Il est à noter que pour tout graphe G, certains attributs spécifiques sont vérifiés :

γ(G) ≤ Γt(G) ≤ 2γ(G) et γ(G) ≤ γt(G)

Nous souhaitons rappeler quelques résultats familiers concernant la domination totale dans

le cas d’une châıne et d’un cycle.

Proposition 1.1 [37] Pour G ∈ {Pn, Cn} avec n ≥ 3,

γt(G) = ⌊n
2
⌋+ ⌈n

4
⌉ − ⌊n

4
⌋.

Observation 1.1 [36] Pour deux entiers k, j avec k > j ≥ 2,

γt(Pj) ≤ γt(Pk) ≤ γt(Pk−1) + 1.
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1.4.2 Domination double

Un sous-ensemble S de l’ensemble de sommets V est qualifié de dominant double dans le
graphe G si, pour chaque sommet v ∈ V , la condition suivante est satisfaite : soit le sommet
v appartient à l’ensemble S et a au moins un voisin dans le même ensemble S, soit le sommet
v n’appartient pas à l’ensemble S mais possède au moins deux voisins dans l’ensemble S.
Le nombre de domination double, noté γ×2(G), représente le nombre minimum de sommets
nécessaires pour former un ensemble dominant double dans le graphe G.

Théorème 1.2 [34] Lorsque le graphe G ne contient pas de sommets isolés, γ(G) + 1≤

γ×2(G)

1.4.3 Ensemble stable

Un ensemble de sommets S dans un graphe G est appelé un ensemble stable (ou

indépendant) s’il n’existe pas d’arêtes reliant deux sommets quelconques de cet ensemble. Le

nombre de domination stable i(G) et le nombre de stabilité supérieur β0(G) correspondent

respectivement à la plus petite cardinalité et à la plus grande cardinalité d’un ensemble

stable maximal dans le graphe G.

Proposition 1.2 [34] Un ensemble S est considéré comme maximal lorsqu’il est à la fois

un ensemble stable et dominant.

Observation 1.2 [29] Pour une châıne Pn,

(1) i(Pn) = ⌈n
3
⌉, et

(2) Dans la châıne Pn, il est possible de trouver un ensemble dominant D qui est à la

fois stable et qui ne comprend aucune des extrémités de la châıne Pn.

Observation 1.3 [29]

(1) Si G = Pn et n ≥ 2, alors i(GG) = ⌈n
3
⌉ + 1.

(2) Si G = Kr,s avec 2 ≤ r ≤ s, alors i(GG) = r + 1.

(3) Si G est la subdivision de la star K1, t , alors i(GG) = t + 1.

1.4.4 Ensemble efficace

Un ensemble dominant D dans le graphe G est qualifié d’efficace lorsque, pour chaque

sommet v ∈ V , le nombre de voisins de v qui appartiennent à l’ensemble D est exactement
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1.4 Domination

égal à 1. Le nombre de domination efficace du graphe G est le cardinal minimum d’un

ensemble dominant efficace du graphe G, et il est noté γe(G).

Observation 1.4 [36] Pour tout entier n ≥ 1, le nombre γ(Pn) égale à ⌈n
3
⌉ où γ(Pn)

représente le cardinal d’un ensemble dominant minimum dans la chaine Pn.

Si D est un ensemble minimum de sommets constituant un ensemble dominant de Pn

et contenant une extrémité de la châıne Pn, alors la cardinalité de D est égale à ⌈n+1
3
⌉. De

même, si D est un ensemble minimum de sommets constituant un ensemble dominant de

Pn et contenant les deux extrémités de la châıne Pn, alors |D| est égal à ⌈n+2
3
⌉

1.4.5 Packing

Un ensemble S est défini comme un packing si, pour chaque sommet v ∈ V , la cardi-
nalité de l’intersection de son voisinage N [v] avec l’ensemble S est inférieure ou égale à 1.
Le Le nombre de packing P (G) est la cardinalité maximum d’un ensemble packing dans le
graphe G, tandis que le nombre de packing inférieur p(G) représente la cardinalité mini-
mum d’un ensemble packing qui est maximal dans le graphe G. Il est important de noter
qu’un ensemble dominant efficace est automatiquement un ensemble packing. En utilisant
l’inégalité de châıne 1.1, on peut conclure que si un graphe G contient un ensemble do-
minant efficace, alors cet ensemble est incontestablement un ensemble dominant minimal.
Cependant, il est essentiel de noter que certains graphes, tels que les cycles impairs, ne
possèdent pas d’ensemble dominant efficace.

Étant donné que tout ensemble dominant minimal est également un ensemble packing
maximal dans le graphe G, cela conduit à la châıne d’inégalités suivante [34] :

p(G) ≤ P (G) ≤ γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ(G). (1.1)

Définition 1.4 Un sous-ensemble P de sommets dans un graphe G est un packing ouvert

lorsque les voisinages ouverts des sommets inclus dans P sont mutuellement disjoints. En

d’autres termes, si P est un packing ouvert dans G, et que u et v appartiennent à P ,

alors l’intersection entre les voisinages de u et de v est vide. Autrement dit, si u et v sont

deux sommets adjacents dans G, cela implique que la distance entre eux, notée d(u, v), est

supérieure ou égale à 3. Le ”nombre de packing ouvert” de G, noté ρ0(G), correspond au

cardinal maximum d’un ensemble packing ouvert dans le graphe G. Il est important de

noter que tout ensemble dominant total de G doit contenir au moins un sommet de chaque

voisinage ouvert. Étant donné qu’il y a exactement ρ0(G) voisinages ouverts, cela conduit
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1.4 Domination

à l’inegalité γt(G) ≥ ρ0(G), car le nombre de sommets dans un ensemble dominant total

doit être au moins aussi grand que le nombre de sommets dans un packing ouvert.

1.4.6 Bornes sur le nombre de domination γ

Dans cette section, nous exposons quelques résultats concernant le nombre de domina-
tion γ(G), en relation avec divers paramètres du graphe G, notamment son ordre, sa taille,
son degré minimum (ou maximum) et son diamètre.
Il est évident que le nombre de sommets n dans le graphe G constitue une borne supérieure
pour γ(G), et il est également évident qu’au moins un sommet est nécessaire pour dominer
un graphe G. La borne supérieure de γ(G), n, est atteinte si et seulement si G est un
ensemble de sommets isolés, tandis que la borne inférieure est atteinte si G possède un
sommet de degré n - 1. Si le graphe G ne contient pas de sommets isolés, alors la borne
supérieure de γ(G) est réduite de moitié.

Théorème 1.3 [49] Pour un graphe G d’ordre n qui ne possède aucun sommet isolé, γ(G)

≤ n
2
.

La borne d’Oré peut être renforcée lorsque chaque sommet du graphe G a un degré d’au
moins 3. Haynes et al. [33] ont établi une limite supérieure pour le nombre de domination
γ(G) dans cette situation.

Théorème 1.4 [33] Pour un graphe G d’ordre n qui est connexe et où le degré minimum

des sommets est supérieur ou égal à 3, alors le nombre γ(G) est inférieur ou égal à 3n
8
.

La châıne P8 satisfait à l’équation γ(P8) = 3, montrant ainsi que la limite énoncée dans
le Théorème 1.4 peut être atteinte. Walikar, Acharya et Sampathkumar ont formulé une
autre limite pour γ(G) qui dépend de l’ordre n et du degré ∆(G).

Théorème 1.5 [56] Pour tout graphe G d’ordre n,

⌈ n

1 + ∆(G)
⌉ ≤ γ(G) ≤ n−∆(G).

Berge a avancé une limite inférieure qui gagne en pertinence lorsque la disparité entre

l’ordre n et la taille m du graphe G est significative.

Théorème 1.6 [4] Pour tout graphe G,

n−m ≤ γ(G).

Haynes et al. ont établi une limite inférieure basée sur le diamètre pour le nombre de
domination d’un graphe connexe et non trivial.
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1.5 Broadcasts dans les graphes

Théorème 1.7 [33] Pour tout graphe connexe non trivial G

⌈diam(G) + 1

3
⌉ ≤ γ(G)

.

Pour les graphes ayant un diamètre de 2, Haynes et al. ont suggéré d’utiliser le degré

minimum du graphe comme limite supérieure pour γ(G).

Théorème 1.8 [33]

Lorsque G est un graphe avec un diamètre de 2, γ(G) ≤ δ(G).

Voici quelques exemples de graphes G pour lesquels on observe que γ(G) est inférieur

ou égal à δ(G). Ces graphes incluent les graphes bipartis Km,n avec m, n ≥ 2, la châıne P3,

et le cycle Cn pour n = 4, 5, 6. Une relation intrigante entre le diamètre d’un graphe G

et le nombre de domination de son graphe complémentaire G est démontrée dans l’étude

menée par Brigham, Chinn et Dutton [11].

Théorème 1.9 [11] Si γ(G) ≥ 3, alors diam(G) ≤ 2.

1.5 Broadcasts dans les graphes

1.5.1 Notions et terminologies sur les broadcasts dans les graphes

Considérons un graphe simple noté G = (V,E).

Définition 1.5 Une fonction f : V −→ {0, 1, ..., diam(G)}, où la valeur f(v) ≤ e(v) pour

chaque sommet v de G, est désignée comme un broadcast sur G.

Définition 1.6 Soit f une fonction broadcast et u ∈ V, on appelle f-voisinage fermé du

sommet u, l’ensemble défini par : Nf [u] = {v ∈ V/d(u, v) ≤ f(u)}.

Si v ∈ Nf [u], on dit que v est un f-voisin de u.

Remarque 1.1 Il est à noter qu’un sommet u est un voisin d’un sommet v si et seulement

si v est un voisin de u. Cependant, il est possible que u soit un f-voisin de v sans que v le

soit pour u. La réciprocité dans la relation de voisinage n’est pas garantie dans le contexte
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1.5 Broadcasts dans les graphes

des f-voisinages. Un exemple illustratif de cette non-réciprocité est visible dans le graphe

représenté dans la FIG.1.10, où f(x3) = 1 et f(x2) = 0, ce qui montre que x2 est un

f-voisin de x3, tandis que x3 n’est pas un f-voisin de x2.

Un sommet v pour lequel f(v) > 0 est considéré comme un sommet de broadcast (ou

sommet f -broadcast dominant, ou simplement un sommet f − dominant). L’ensemble des

sommets f − dominants, noté V +
f (G) = {v ∈ V : f(v) > 0 }, est appelé un ensemble

f − dominant (ou f − broadcast dominant).

Remarque 1.2 Un sommet f-dominant v domine tout sommet u pour lequel la distance

entre u et v, notée d(u, v), est inférieure ou égale à f(v). En revanche, les sommets ap-

partenant à l’ensemble V 0 = V − V +
f ne dominent aucun sommet de G en termes de

f-domination.

On qualifie tout sommet u ∈ V +
f de sommet de broadcast. Lorsque u ∈ V +

f et v ∈ V avec
d(u, v) ≤ f(u), on dit que le sommet v a la capacité d’atteindre un broadcast à partir de
u. L’ensemble des sommets que le sommet v ∈ V est capable d’atteindre est défini par :
H(v)= { u ∈ V +

f : d(u, v) ≤ f(u)}

x7

x1 x2 x3

1

x4

x5

1

x6

Figure 1.10 – L’ensemble V +
f ={x3, x5}.

Définition 1.7 Dans un graphe G, un broadcast dominant, noté f, assure que chaque

sommet v est f-dominé par au moins un sommet appartenant à V +
f (G). En d’autres termes,

pour chaque sommet v, il existe au moins un sommet u qui le f-domine.

Définition 1.8 Un broadcast f d’un certain type, qu’il s’agisse de domination ou autre, est

qualifié de minimal s’il n’existe pas un autre broadcast g ̸= f tel que pour chaque sommet u

∈ V, g(u) ≤ f(u) (ou, respectivement, g(u) ≥ f(u) ).
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x1 x22 x3 x4 1

x5

x6 x7

x8 x9

Figure 1.11 – Broadcast dominant minimum dans G γb(G) = 3.

Si un sommet v satisfait à f(v) ≥ diam(G), alors f est un broadcast dominant. C’est
la raison pour laquelle il n’est pas requis de prendre en compte les broadcasts dominants
avec des sommets dont les poids dépassent diam(G).

Définition 1.9 Un sommet u est considéré comme un f-voisin privé de v lorsque u est

f-dominé exclusivement par v, où v ∈ V +
f . L’ensemble de f-voisinage privé est noté pnf [v]

et regroupe les f-voisins privés de v. Si v ∈ pnf [v], on le qualifie de son propre f-voisin.

Pour un sous-ensemble S ⊆ V +
f , l’ensemble des f-voisins privés de S est défini comme

PNf [S] = Nf (S)−Nf [V
+
f − S]

.

Proposition 1.3 [25] Si f représente un broadcast dominant minimum dans un graphe

connexe G, alors V +
f = {v} si et seulement si f(v) = e(v) = rad(G).

x1 x2

2

x3

x4 x5

Figure 1.12 – f(x2) = rad(G)=2.

Proposition 1.4 [25] Soit G un graphe connexe et f un broadcast dominant minimum sur

G. Si v ∈ V +
f , alors f(v) = γb(⟨Nf [v]⟩) = rad(⟨Nf [v]⟩).
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Définition 1.10 Soit f un broadcast dans un graphe connexe G, avec ρ(f) =
∑

v∈V f(v).

Le nombre de broadcast domination γb(G) est défini comme la valeur minimum de ρ(f)

parmi tous les broadcasts dominants de G. Un broadcast dominant f dans G pour lequel

ρ(f) = γb(G) est appelé un broadcast dominant minimum dans G ou un γb-broadcast. Le

nombre de broadcast domination supérieur Γb(G) est égal au coût maximum d’un broadcast

dominant minimal dans G.

Dans le graphe représenté dans la Figure FIG 1.12, le nombre de broadcast domination
γb(G) est de 2, tandis que le nombre de broadcast domination supérieur Γb(G) est de 3.
L’ensemble x2 forme un γb-broadcast.

Théorème 1.10 [24] Pour un graphe connexe G, les conditions pour que γb(G) = γ(G)

sont les suivantes : il doit exister un broadcast dominant f de coût minimum dans G, et en

même temps, V +
f doit former un ensemble dominant.

Considérons un graphe connexe non trivial G = (V,E), et fs : V → 0, 1 comme la

fonction caractéristique d’un ensemble S ⊆ V.

Remarque 1.3 1. La fonction caractéristique fs d’un ensemble dominant minimal S

est un broadcast dominant minimal, ce qui implique que γb(G) ≤ γ(G).

2. Soit u ∈ V, et soit fu : V −→ {0, 1, ..., diam(G)} la fonction définie par :

fu(v) =

 e(v) si u = v,

0 sinon.

Le broadcast fu est un broadcast dominant minimal, car fu f-domine chaque sommet de

G.

Définition 1.11 Si un sommet u se trouve au centre du graphe G, c’est-à-dire que e(u) =

rad(G), on qualifie le broadcast fu de broadcast radial. En revanche, si e(u) = diam(G),

on le désigne comme broadcast diamétral.

1.5.2 Graphes présentant un faible nombre de broadcast domi-

nation

Il est évident que, pour un graphe connexe non trivial G, le nombre de domination γ(G)

est égal à 1 si et seulement si le rayon rad(G) est égal à 1. Les graphes ayant un nombre
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de broadcast domination égal à 1 bénéficient de la même caractérisation. Ce résultat a été

démontré par Erwin dans sa thèse [25].

Proposition 1.5 [25] Pour un graphe connexe non trivial G, le nombre de broadcast do-

mination γb(G) est égal à 1 si et seulement si le rayon rad(G) est égal à 1.

Les graphes dont le nombre de broadcast domination est égal à 2 possèdent une ca-

ractérisation similaire à ceux avec un nombre de broadcast domination égal à 1.

Théorème 1.11 [25] Pour un graphe connexe G, la condition γb(G) = 2 est vérifiée si et

seulement si le minimum entre le rayon de G et le nombre γ(G) est égal à 2.

Proposition 1.6 [25] Si G est un graphe connexe avec un nombre de broadcast domination

γb(G) égal à 2, alors soit :

1. Le rayon de G est égal à 2,

2. Ou le rayon de G est égal à 3 et le nombre γ(G) est égal à 2.

Une autre implication du Théorème 1.11 se manifeste de la manière suivante :

Proposition 1.7 [25] Si G est un graphe connexe et que le minimum entre le rayon et

le nombre de domination, c’est-à-dire min rad(G), γ(G), est égal à 3, alors le nombre de

broadcast domination γb(G) est également égal à 3.

Les résultats de la Proposition 1.5, du Théorème 1.11 et de la Proposition 1.7 nous per-
mettent de conclure que si G est un graphe connexe et que min{rad(G), γ(G)} appartient
à l’ensemble {1, 2, 3}, alors γb(G) appartient également à min{rad(G), γ(G)}. Cependant,
cette affirmation ne tient pas lorsque min{rad(G), γ(G)} est égal à 4. Pour illustrer ce
point, examinons le graphe présenté dans la Figure FIG. 1.13 :

1.5.3 Autres variations et paramètres de broadcasts dans les

graphes

Une théorie concernant les broadcasts dans les graphes a été élaborée de manière ana-
logue à celle de la domination dans les graphes.
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Figure 1.13 – γb(G) = 3 et min{rad(G), γ(G)} = 4.

Broadcast stable

Un broadcast f est considéré stable lorsqu’il remplit la condition selon laquelle, pour
chaque sommet v ∈ V +, l’intersection de son voisinage dans le broadcast f, notée Nf[v], avec
l’ensemble des sommets broadcasts V +, est réduite à l’ensemble contenant uniquement v.
Le nombre de broadcast stabilité d’un graphe G, noté βb(G), correspond au coût maximum
d’un broadcast satisfont cette condition de stabilité. D’autre part, le nombre de broadcast
stabilité inférieur, noté ib(G), équivaut au coût minimum requis pour obtenir un broadcast
stable maximal dans G. Il est important de noter que pour tout graphe G, un ensemble
d’inégalités lié au nombre de broadcast stabilité a été établi par Dunbar et al. [23] :

ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ βb(G).

Considérons un sous-ensemble de sommetsM dans le grapheG qui présente la caractéristique

suivante : pour chaque paire de sommets u et v dansM , la distance entre eux, notée d(u, v),

est égale au diamètre du graphe G. Désignons par µ(G) la cardinalité maximum de tels

ensembles dans le graphe G. Dunbar et al. [23] ont observé que cette propriété fournit une

borne inférieure pour le nombre de broadcast stabilité, βb(G).

Proposition 1.8 [23] Pour tout graphe G,

βb(G) ≥ µ(G)(diam(G)− 1) ≥ 2(diam(G)− 1)

.

Il est à noter que la fonction caractéristique fS d’un ensemble stable maximal dans un
graphe G est un broadcast stable, ce qui implique que :

i(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G)

. Il convient de noter que fS n’est pas nécessairement un broadcast stable maximum. Pour
illustrer cette affirmation, prenons par exemple la châıne P4 : (v1, v2, v3, v4) représentée
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dans la figure FIG. 1.14. Lorsque nous attribuons des poids aux sommets :f(v1) = f(v4) =
1 et f(v2) = f(v3) = f(v5) = 0, alors f représente la caractéristique d’un ensemble stable
maximal. Cependant, il est important de noter que cette fonction n’est pas un broadcast
stable maximal. Pour le montrer, nous pouvons définir une autre fonction, notée g, comme
suit : g(v1) = g(v4) = 2 et g(v2) = g(v3) = f(v5) = 0, et nous constatons que g satisfait
l’inégalité gu ≥ fu.

1 0 0 1 0 2 0 0 2 0
v1 v2 v3 v4 v5 v1 v2 v3 v4 v5

Figure 1.14 – Broadcasts stables sur P5.

Il est évident que ni le paramètre γ(G) ni le paramètre i(G) ne sont comparables à
ib(G) (γ(G) ⋄ ib(G) et i(G) ⋄ ib(G)). Par exemple, on peut constater facilement que pour
le graphe P6, on a γ(P6) = i(P6) = 2, ce qui est inférieur à 3, lequel est égal à ib(P6). Ainsi,
en prenant le graphe S(K1,t), nous observons que γ(S(K1,t)) = i(S(K1,t)) = t, ce qui est
supérieur à 2, en contraste avec ib(S(K1,t).

Il est intéressant d’explorer une comparaison entre les invariants de domination et de
stabilité d’un graphe et les invariants de broadcast. Dunbar et al. [23] ont montré que :

γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ(G).

Cela suscite la question de savoir si une série d’inégalités similaires existe pour les invariants
de broadcast domination :

γb(G) ?? ib(G) ≤ βb(G) ?? Γb(G).

La relation entre les deux invariants γb(G) et ib(G) est énoncée dans le Théorème 1.12.

Pour un sommet v ∈ V +
f , définissons d+(v) comme étant le minimum parmi les distances

d(u, v), où u ∈ V +
f - {v}.

Théorème 1.12 [25] Considérons un broadcast stable f sur un graphe G. Si l’ensemble

V + se réduit à un seul sommet, c’est-à-dire V + = {v}, alors f atteint son maximum si

et seulement si f(v) est égal à e(v). En d’autres termes, lorsque |V +
f | est supérieur ou

égal à 2, le broadcast f est maximal si et seulement si les deux conditions suivantes sont

remplies :

1. f est dominant et,

2. pour tout sommet v ∈ V +
f , f(v) = d+(v) - 1.

Par conséquent, Dunbar et al. ont pu établir que γb(G) est inférieur ou égal à ib(G).

Cependant, il est important de noter que βb(G) et Γb(G) ne peuvent pas être comparés
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directement, car βb(P4) est égal à 4, ce qui est supérieur à Γb(P4) qui est égal à 3. De même,

pour le graphe de Peterson PG, on a βb(PG) égal à 4, ce qui est inférieur à 5, la valeur de

Γb(PG). Dunbar et al. [23] établissent une corrélation entre β0 et le nombre de broadcasts

stables.

Proposition 1.9 [23] Pour tout graphe G,

ib(G) ≤ rad(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G)

.

Étant donné que γb(G) est inférieur ou égal à ib(G), nous pouvons conclure directement
que :

Corollaire 1.1 [23] Si dans un graphe G, le rayon rad(G) est égal au γb(G), alors ib(G)

est égal au rayon de G.

Broadcast dominant stable

Un broadcast f est qualifié de dominant stable s’il satisfait simultanément les conditions
de domination et de stabilité. On désigne respectivement par Γib(G) et γib(G) le coût
maximum et minimum d’un broadcast dominant stable minimal sur G. Étant donné que la
fonction caractéristique de tout ensemble stable maximal constitue un broadcast dominant
stable minimal, nous en concluons que :

γib(G) ≤ i(G) et Γib(G) ≥ β0(G)

.

Remarque 1.4 Il est important de remarquer que si f est un broadcast dominant stable

minimal, alors pour tout autre broadcast g différent de f qui satisfait g ≤ f, g est stable,

mais cela ne garantit pas nécessairement que g soit également un broadcast dominant.

Théorème 1.13 [24] Dans le cas où f est un broadcast dominant mais non stable sur un

graphe G, cela implique l’existence d’un autre broadcast g sur G qui est à la fois dominant

et stable, et qui vérifie g(V ) ≤ f(V ), et V +
g ⊂ V +

f .

Ce théorème établit une relation entre ces deux propriétés.
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1.5 Broadcasts dans les graphes

Corollaire 1.2 [24] Pour tout graphe G, il existe un γb-broadcast qui présente la propriété

de stabilité.

γb(G) = γib(G).

En ce qui concerne le nombre de broadcast domiation stable, nous avons :

Proposition 1.10 [12] Pour tout graphe G,

β0(G) ≤ Γib(G) ≤ min{Γb(G), βb(G)}

.

Les paramètres Γib(G) et Γ(G) ne peuvent pas être directement comparés. En effet, pour
le graphe en forme de châıne P10, on a Γ(P10) égal à 5, ce qui est inférieur à 9, le diamètre
de P10, mais supérieur ou égal à Γib(P10). D’autre part, le graphe de Peterson a Γib(PG)
égal à 4, ce qui est inférieur à Γ(PG), qui vaut 5.

Broadcast efficace

Un broadcast f est efficace lorsque chaque sommet est f-dominé par un seul sommet
broadcast. Le coût maximum d’un tel broadcast efficace est appelé le nombre de broadcast
efficace supérieur et est noté Γeb(G). En revanche, le nombre de broadcast efficace γeb(G)
correspond au coût minimum d’un broadcast efficace. À titre d’exemple, il est possible de
mentionner que la fonction de broadcast définie sur le graphe P6 illustré dans la Figure
FIG. 1.15 est broadcast stable mais n’est pas efficace.

x1

0

x2

3

x3

0

x4

0

x5

0

x6

1

Figure 1.15 – Un broadcast stable qui n’est pas efficace.

Exemple 1.4 La Figure FIG.1.16 présente 5 broadcasts efficaces différents sur la châıne

P5. , où γeb(P5) = 2 et Γeb(P5) = 4.

Le théoreme suivant aborde l’existance d’un broadcast efficace pour tout graphe.

Théorème 1.14 [23] Un γb-broadcast efficace existe pour tout graphe G.

Corollaire 1.3 [23] Pour tout graphe G, il existe un γb-broadcast tel que la distance entre

n’importe quelle paire de sommets broadcast u et v soit supérieure à la somme de leurs

valeurs respectives dans la fonction de broadcast.
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1 0 0 1 0 2 0 0 0 1

0 3 0 0 0 4 0 0 0 0

0 0 2 0 0

Figure 1.16 – Broadcasts efficaces sur le graphe P5.

Par définition, Nous pouvons établir que γb(G) est inférieur ou égal à γeb(G). En conséquence,

le Théorème 1.14 indique que γb(G) est égal à γeb(G). D’un côté, γeb(G) est inférieur ou

égal au minimum parmi βb(G), Γb(G), et Γib(G), pour tout graphe G, car chaque broad-

cast dominant efficace est à la fois stable et dominant minimal. D’autre part, il convient de

noter que chaque broadcast diamétral est également un broadcast dominant efficace. En

résulte la série d’inégalités du Corollaire 1.4.

Corollaire 1.4 [23] Pour tout graphe G,

γb(G) = γib(G) = γeb(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Γeb(G) ≤ Γib(G).

Proposition 1.11 [23] Tout broadcast efficace se caractérise par un broadcast dominant

stable minimal et un broadcast dominant minimal.

Définition 1.12 Pour un sommet v appartenant à l’ensemble V et un entier positif p, la

boule BG(v, p) (abrégée en B(v, p)) représente l’ensemble des sommets situés à une distance

inférieure ou égale à p du sommet v dans le graphe G.

Définition 1.13 Supposons que f est un broadcast dominant efficace sur G. Le graphe de

domination, noté Gf , est défini comme suit :

Gf = (Vf , {uv\NG(B(u, f(u))) ∩B(v, f(v)) ̸= ϕ}).

Gf est l’ensemble des sommets f -dominants, et pour toute paire de sommets u et v
dans Vf , il existe une arête (u, v) dans Ef s’il existe une arête dans G entre un sommet de
B(u, f(u)) avec un sommet de B(v, f(v)).
On peut considérer le graphe de domination comme une transformation de G dans laquelle
chaque boule B(v, f(v)) est fusionnée en un sommet unique v, tout en conservant les
relations de voisinage. Étant donné que G est un graphe connexe et que la fonction f est
dominante, le graphe Gf demeure lui aussi connexe. Si le graphe Gf est un graphe simple
(c’est-à-dire sans arêtes multiples ni boucles), alors cela signifie que f est un broadcast
radial.
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1.5 Broadcasts dans les graphes

Broadcast packing

Un broadcast packing f est une foction broadcast sur l’ensemble de sommets dans un
graphe G, dans lquelle chaque nœud est f-dominé par au plus un sommet broadcast. Le
coût maximum associé à un broadcast packing dans le graphe G est dénommé nombre de
broadcast packing et est représenté par Pb(G). Le coût minimum d’un broadcast packing
maximal est appelé nombre de broadcast packing minimal et est noté pb(G).
Il convient de noter que la fonction caractéristique fS d’un packing maximal ne correspond
pas nécessairement à un broadcast packing maximal. Cela peut être illustré en prenant
l’exemple de la châıne P5. En prenant le centre c de la châıne P5 comme exemple, le packing
S = { c } illustré dans la Figure FIG.1.17 est maximal, mais la fonction caractéristique fS
n’est pas un broadcast packing maximal. En effet, la valeur fS = 1 peut être augmentée à
2 pour obtenir le broadcast packing maximal.

x1 x2 x3

1

x4 x5

Figure 1.17 – Un packing maximal qui n’est pas un broadcast packing maximal.

Remarque 1.5 Il est important de noter que les invariants p(G) et pb(G) ne peuvent pas

être comparés directement. En effet, pour la châıne P5, nous avons p(P5) < pb(P5). D’un

autre côté, pour l’arbre binaire complet T de hauteur 5, qui comporte 31 sommets, l’inégalité

est inverse. Le broadcast radial de T constitue un broadcast packing maximal avec un coût

de 4, tandis que p(T) = 6. De plus, il est important de noter que ni le broadcast radial ni

le broadcast diamétral ne sont des broadcast packing, mais chaque broadcast packing est un

broadcast stable.

1.5.4 Bornes sur le nombre de broadcast domination γb

La châıne d’inégalité pour le nombre de broadcast domination γb et le nombre de broad-
cast domination supérieur Γb s’applique à tout graphe connexe G. suivante :

γb(G) ≤ min{γ(G), rad(G)} ≤ max{Γ(G), diam(G)} ≤ Γb(G). (1.2)

Dans [25], il est démontré que pour une châıne Pn, les valeurs de γ(Pn) et γb(Pn) sont
égales à ⌈n

3
⌉. En outre, pour tout entier k supérieur ou égal à 0, on peut définir le graphe

k-subdivisé de G, noté Sk(G), en insérant k sommets le long de chaque arête de G. Si
l’on considère un graphe T équivalent à S(K1,t), il est possible de montrer que γb(T ) est
au moins égal à 2, car aucun sommet de T ne domine l’ensemble total du graphe T. Par
ailleurs, un broadcast radial peut dominer T, ce qui implique que γb(T ) est inférieur ou
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égal à rad(T ), qui est en l’occurrence inférieur ou égal à 2. Ainsi, nous pouvons établir
l’inégalité suivante :

γb(G) = min{γ(G), rad(G)}.
Cependant, il est également démontré dans [25] que la différence entre min{γ(G),

rad(G)} et γb(G), ainsi que la différence entre γb(G) et max{Γ(G), diam(G)}, peuvent
être considérablement importantes.

De plus, pour tout entier k supérieur à 0 et t supérieur à 3, le graphe Sk,t est défini
comme étant le k-subdivisé de l’étoile K1,t. Le centre de Sk,t est un unique sommet c dans
Sk,t avec une excentricité e(c) égale à rad(Sk,t) et égale à k + 1. Un graphe G est qualifié
de γb-radial si et seulement si γb(G) équivaut à rad(G).

En 2001, dans [24], il a été démontré que le graphe Sk,t est γb-radial pour k > 0 et
t > 5. En outre, il a formulé la conjecture selon laquelle ce résultat reste valide pour t
appartenant à l’ensemble {3, 4}.

Dans [50], R. Sahbi a démontré la propriété de γb-radialité pour l’ensemble des étoiles

Sk, t et les arbres complets t-aires.

Théorème 1.15 [50] Pour tous entiers k ≥ 1, t ≥ 2, On a

γb(Ak,t) = rad(Ak,t) = k

Et pour t ≥ 3,

γb(Sk, t) = rad(Sk, t) = k + 1

.

Considérons P comme une châıne diamétrale d’un arbre T. Un ensemble M d’arêtes de
P est appelé une P-partition si les sommets d’extrémité de chaque arête dans M sont de
degré 2 dans T.

Le problème de caractérisation des arbres radiaux a été formulé par Dunbar, Erwin,
Haynes et Hedetnieni dans [23], mais il a récemment été résolu par Herke et Mynhardt :

Théorème 1.16 [39, 40] Un arbre T est considéré radial si et seulement si T ne possède

aucun ensemble de partitions non vide.

Seager, dans son article [54], a fourni une caractérisation des chenilles pour lesquelles
γb est égal à γ. De plus, Cockayne, Herke et Mynhardt ont établi une caractérisation des
arbres T pour lesquels γb(T ) équivaut à γ(T ).

La borne inférieure applicable au nombre de domination est également valable pour le

nombre de broadcast domination.

Théorème 1.17 [25] Si G est un graphe connexe non trivial, alors

γb(G) ≥ ⌈ diam(G)+1
3

⌉.
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Pour tout graphe connexe G d’ordre n, la valeur ⌈n
3
⌉ représente une borne supérieure pour

son nombre de broadcast domination.

Corollaire 1.5 [25] Pour tout graphe connexe G d’ordre n, γb(G) ≤ ⌈ n
3
⌉.

Bresar et Spacapan ont fourni une borne inférieure en termes de rayon pour le nombre de

broadcast domination.

Théorème 1.18 [10] Si G est un graphe connexe, alors

γb(G) ≥ ⌈ 2rad(G)
3

⌉.

1.6 Complexité algorithmique des problèmes d’opti-

misation combinatoire

La complexité algorithmique est un domaine de l’informatique qui étudie la performance
des algorithmes, notamment en termes de temps d’exécution et de ressources nécessaires.
Elle vise à évaluer la difficulté des problèmes et à concevoir des algorithmes efficaces pour
les résoudre. Les principales notations de complexité, telles que la notation O (grand O),
T (thêta) et Ω (oméga), permettent de caractériser le comportement des algorithmes en
fonction de la taille de l’entrée. En général, on cherche à concevoir des algorithmes dont
la complexité est la plus faible possible pour résoudre un problème donné, en minimisant
le temps de calcul ou l’utilisation de la mémoire. Cela implique souvent des compromis
entre la rapidité de l’algorithme et la qualité de la solution obtenue. La complexité algo-
rithmique est essentielle pour l’optimisation des processus informatiques et la résolution
efficace des problèmes dans de nombreux domaines, y compris l’intelligence artificielle, la
cryptographie, la recherche opérationnelle, et bien d’autres.

On peut classer certains problèmes d’optimisation combinatoire dans différentes classes
selon leurs difficultés intrinsèques.

Classe P

Un problème est classé dans la classe P s’il peut être résolu en un temps polynomial,
c’est-à-dire qu’il existe un algorithme dont le temps d’exécution augmente de manière rai-
sonnable par rapport à la taille de l’entrée. Les problèmes de la classe P sont souvent qua-
lifiés de faciles en informatique théorique, car ils peuvent être résolus efficacement. Cela
signifie que, bien que la taille de l’entrée puisse varier, le temps nécessaire pour trouver
une solution n’augmente pas de manière exponentielle. En d’autres termes, les problèmes
de classe P sont solubles en un temps raisonnable, ce qui les distingue des problèmes NP-
difficiles.
Il est important de souligner que l’absence de connaissance d’un algorithme polynomial
pour résoudre un problème donné ne signifie pas nécessairement qu’il n’appartienne pas à
la classe P.
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Classe NP

La classe NP (Non-deterministic Polynomial time) est une classe de problèmes de
décision. Un problème appartient à la classe NP s’il existe un algorithme de vérification po-
lynomial qui permet de vérifier si une solution proposée est correcte en temps polynomial.
En d’autres termes, pour un problème de la classe NP, on peut vérifier rapidement si une
solution potentielle est valide, mais il n’est pas nécessaire de pouvoir trouver cette solution
en temps polynomial. La classe NP contient de nombreux problèmes pour lesquels il est
difficile de trouver une solution, mais une fois que vous avez une solution potentielle, vous
pouvez rapidement vérifier sa validité. Cela contraste avec la classe P, où les problèmes
peuvent être résolus en temps polynomial. La question centrale en informatique théorique
est de savoir si P est égal à NP, c’est-à-dire si chaque problème dont la solution peut être
vérifiée rapidement peut également être trouvé rapidement. Cette question est l’un des
problèmes les plus célèbres de l’informatique théorique, connu sous le nom de conjecture
P = NP.

Réduction polynomiale (au sens de Turing)

Si l’on considère deux problèmes de décision, nommés P1 et P2, on peut dire que P1

se réduit polynomialement à P2 si l’on peut concevoir un algorithme pour résoudre P1 qui
inclut, en tant que sous-programme, un algorithme de résolution de P2. De plus, cet algo-
rithme de résolution pour P1 doit fonctionner en temps polynomial, même si l’on considère
que la résolution de P2 est une opération de base comptabilisée dans le temps d’exécution.

Classe des problèmes NP-complets

La classe des problèmes NP-complets (NP-Completeness) est une classe de problèmes
de décision en informatique théorique. Un problème est NP-complet s’il remplit deux condi-
tions :

— Il appartient à la classe NP, ce qui signifie qu’une solution proposée peut être vérifiée
rapidement.

— Il est aussi difficile que le problème le plus difficile de la classe NP, au sens où s’il
existe un algorithme polynomial pour résoudre le problème NP-complet, alors il
existe un algorithme polynomial pour résoudre tous les problèmes de la classe NP.

En d’autres termes, un problème NP-complet est considéré comme étant parmi les problèmes
les plus difficiles de la classe NP. Si vous trouvez un algorithme polynomial pour résoudre
un problème NP-complet, vous trouveriez essentiellement un algorithme polynomial pour
résoudre tous les problèmes de la classe NP, ce qui serait une avancée majeure en infor-
matique théorique. La classe NP-complet a été introduite par Stephen Cook en 1971. Un
problème d’optimisation combinatoire dont le problème de décision associé est NP-complet
est dit NP-dur.
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1.7 Complexité algorithmique du problème de domi-

nation

Dans cette section, nous aborderons les concepts et les conclusions liés à la complexité

algorithmique du problème de la domination pour diverses catégories de graphes. En-

suite, nous examinerons les résultats concernant la complexité algorithmique de certains

invariants de domination. Pour une analyse plus approfondie de la théorie de la com-

plexité algorithmique de la domination dans les graphes, vous pouvez consulter les articles

[13, 42, 57].

Chang a donné des résultats sur les graphes scindés, les graphes complets et les graphes

bipartis.

Théorème 1.19 [13] Le problème de domination est NP-complet pour les graphes scindés.

Corollaire 1.6 [13] Le problème de domination totale et domination connexe sont NP-

complet pour les graphes scindés.

Théorème 1.20 [13] Le problème de domination est NP-complet pour les graphes com-

plets.

Corollaire 1.7 [13] Le problème de domination totale et domination connexe sont NP-

complet pour les graphes bipartis.

Dans les deux théorèmes suivants, Chang a présenté la complexité algorithmique pour le

problème de la domination dans les chaines et les graphes triangulés.

Théorème 1.21 [13] Le problème de domination est NP-complet pour les graphes chaines

non orientées.

Théorème 1.22 [13] Le problème de domination stable pondérée est NP-complet pour les

graphes triangulés.

Lan et al. ont présenté la complexité algorithmique pour le problème de la k-domination

dans les graphes scindés.
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Théorème 1.23 [42] Pour tout entier positif fixé k, k-domination est NP-complet pour

les graphes scindés.

Théorème 1.24 [57] La domination sécurisée est NP-complet pour les graphes avec degré

4.

1.8 Complexité algorithmique du problème de broad-

cast domination

Dans cette section, nous synthétisons les concepts et les conclusions concernant la com-
plexité algorithmique liée à la recherche du nombre de broadcast domination. Pour une
analyse plus approfondie de la théorie de la complexité algorithmique dans le contexte de
broadcast domination, vous pouvez vous référer aux articles [14, 28, 52].

Problème de broadcast domination

Pour un graphe G = (V,E) avec un ensemble de sommets de cardinalité n et un entier
positif k donné, la question se pose de savoir si un broadcast dominant f sur le graphe
peut être trouvé de manière à ce que la somme des valeurs associées à chaque sommet,
notée f(V ), soit inférieure ou égale à k. Existe t-il un broadcast dominant f sur G tel que
f(V (G)) =

∑
v∈V f(v) ≤ k ?

Théorème 1.25 [45] Le problème de broadcast domination optimale est polynomial et de

complexité O(n6).

Problème de broadcast domination restreint

Le problème du broadcast domination optimal restreint se pose de la manière suivante :

Étant donné un graphe G = (V,E), ainsi que deux entiers positifs k et m tels que m soit

inférieur ou égal au diamètre de G, la question est de déterminer si un broadcast dominant

f peut être trouvé pour G, tout en respectant deux contraintes. D’une part, la somme

des valeurs associées à chaque sommet, notée f(v) pour v appartenant à V , doit être

inférieure ou égale à k. D’autre part, la valeur maximale parmi toutes les valeurs associées

aux sommets, notée max f(v) pour v appartenant à V , doit être inférieure ou égale à m.

Théorème 1.26 [41] Le problème de broadcast domination restreint est NP-complet.
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Formulation du problème de broadcast domination

Horton et al., comme décrit dans l’article de référence [41], ont présenté deux formu-
lations du problème de broadcast domination optimal sous forme de programmes linéaires
en nombres entiers. La première formulation est un programme linéaire en nombres en-
tiers mixtes, tandis que la seconde est un programme linéaire en nombres entiers avec des
variables bivalentes.

Programmation linéaire en nombres entiers mixte

Considérons un graphe G = (V,E) avec n sommets et une fonction broadcast f as-
sociée. Pour chaque sommet i appartenant à l’ensemble V , nous utilisons la variable xi

pour représenter le poids du sommet i, qui est la variable de décision associée à f(i). Il
est important de noter que ces variables xi sont des nombres entiers. De plus, pour chaque
paire de sommets i et j dans l’ensemble V , nous introduisons une variable binaire yij. Cette
variable prend la valeur 1 si le sommet i f-domine le sommet j, sinon elle prend la valeur
0. Enfin, nous définissons dij comme la distance entre les sommets i et j. En utilisant ces
variables, nous pouvons formuler le problème comme suit :
min

∑
i∈V xi

xj +
∑

i ̸=j yij ≥ 1, ∀ j ∈ V [contraintes de domination]

xi ≥ yijdij ∀ i, j ∈ V, i ̸= j [contraintes de châınage]
yij ∈ {0, 1} yii = 0 ∀ i, j ∈ V
xi ∈ {0, 1, 2, ...}

Les contraintes de domination imposent que chaque sommet soit broadcast dominant
(xj ≥ 1) ou bien f -dominé par au moins un autre sommet. D’autre part, les contraintes de
châınage autorisent la valeur de yij à être égale à 1 uniquement lorsque le poids associé à
xi est suffisamment grand pour que le sommet i f -domine le sommet j.

Le nombre total de contraintes se compose de n contraintes de domination et de n2 - n
contraintes de châınage, ce qui donne un total de n2 contraintes. En termes de variables, il
y a n2 - n variables binaires et n variables entières. Bien que cette formulation ne requière
pas de borne supérieure explicite sur les xi, il est généralement bénéfique d’en inclure une,
comme suggéré par Horton et al [41]. Le rayon du graphe peut être une borne naturelle, car
un sommet central ayant ce poids peut potentiellement f -dominer l’ensemble de sommets
du graphe.

Programmation linéaire en nombres binaires

Le problème de broadcast domination peut également être exprimé sous forme d’un
programme linéaire en nombres entiers avec des variables bivalentes. Soit G = (V,E) un
graphe et soit f un broadcast sur G. Nous définissons la variable xik comme étant égale
à 1 si le sommet i a un poids de k, et 0 sinon. L’ensemble des valeurs possibles pour k, à
l’exception de 0, est défini comme K = {1, 2, ..., rad(G)} avec xi0 = 1 (ce qui indique que
le sommet i a un poids nul). Enfin, les yij sont définis de la même manière que dans la
formulation mixte du paragraphe précédent. Ainsi, la formulation du problème peut être
énoncée comme suit :
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min
∑

i∈V
∑

k∈K kxik
∑

k∈K yjk +
∑

i ̸=j yij ≥ 1, ∀ j ∈ V [contraintes de domination]∑
k∈K k.xik ≥ yijdij ∀ i, j ∈ V, i ̸= j [contraintes de châınage]∑
k∈K

⋃
{0} xik = 1 ∀ i ∈ V

yij, xik ∈ {0, 1} yii = 0 ∀ i, j ∈ V, k ∈ {1, 2, 3, ...}
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2
Broadcast dominant global dans les graphes

2.1 Introduction

L’étude de la domination dans les graphes s’est développée à la fin des années 1950 et
1960, et commencée par Claude Berge [4]. Depuis cette publication, la domination dans
les graphes a été largement étudiée et plusieurs articles de recherche ont été publiés sur ce
sujet. En 1989, E. Sampathkumar [53] a introduit le concept de domination globale dans
les graphes. La littérature contient plusieurs invariants de domination dans les graphes,
voir par exemple [2, 16, 21, 34, 35, 36, 51].

Le concept de broadcast domination dans les graphes a été étudié pour la première fois
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2.2 Domination globale dans les graphes

en 2001 par D. J. Erwin dans sa thèse [24]. Il s’agit d’une variante de domination où il est
permis aux sommets d’avoir une valeur positive (pas nécessairement égale à 0 ou 1 comme
dans la domination) et de dominer les sommets à des distances variables.

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept de broadcast dominant global dans
les graphes. Nous définissons le nombre de broadcast domination global. Ensuite, nous
établissons des bornes, des valeurs exactes et nous déterminons le nombre de broadcast
domination global pour certaines classes de graphes. Enfin, nous présentons des relations
entre ce paramètre et d’autres paramètres de domination et de broadcast domination.

2.2 Domination globale dans les graphes

Le concept de domination globale a été introduit par E. Sampathkumar [53] en 1989. Il
a été défini dans [53] qu’un ensemble dominant S de G est un ensemble dominant global de
G si S est aussi un ensemble dominant du complément G de G. Le nombre de domination
global γg=γg(G) de G est la cardinalité minimum d’un ensemble dominant global.

Soit un graphe G où l’ensemble {x, y, z} est un ensemble dominant global.

x y z x y z

Graphe G Graphe G

Figure 2.1 – Ensemble dominant global {x, y, z}.

Le nombre de domination global des graphes bipartis, des chaines et des cycles a été

donné par Sampathkumar.

Proposition 2.1 [53] Pour un graphe G d’ordre n,

(i) γg(km,n) = 2 pour tous m,n ≥ 1,

(ii) γg(Pn) = 2 pour n = 2, 3 et γg(Pn) = ⌈n
3
⌉ pour n ≥ 4,

(iii) γg(C4) = 2, γg(C5) = 3 et γg(Cn) = ⌈n
3
⌉ pour n ≥ 6.
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

Quelques relations sont également données par Sampathkumar.

Proposition 2.2 [53] Pour tout graphe G,

(i) γg(G) = γg(G),

(ii) γ(G) ≤ γg(G),

(iii) γ(G)+γ(G)
2

≤ γg(G) ≤ γ(G) + γ(G).

2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

Dans cette section, nous définissons et étudions un nouveau invariant de broadcast
dans les graphes que nous appelons broadcast dominant global. Un broadcast dominant f
dans G est un broadcast dominant global dans G si f est aussi un broadcast dominant du
complément G de G. Le nombre de broadcast domination global γbg = γbg(G) de G est le
coût minimum f(V ) d’un broadcast dominant global f sur G.
On note par G = (V ,E) le complément du graphe G et pour un sommet u de G, soit u le
sommet correspondant dans G. Pour un ensemble X ⊆ V , soit X l’ensemble correspondant
de sommets dans V .
Commençons par un exemple où nous marquons les valeurs de la fonction de broadcast
domination pour chaque graphe par chiffre normal et les valeurs de la fonction de broadcast
dominant global par chiffre en gras.

00 0 0 2,3 0 0

0 0 0 3,3 0 0 0

P7

P7

Figure 2.2 – Broadcast dominant et broadcast dominant global sur P7 et P7.

Nous considérons quelques propriétés de base de γbg(G).
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

Proposition 2.3 Soit G un graphe, un broadcast dominant f dans G est un Broadcast

dominant global dans G si et seulement si, pour tout sommet v ∈ V -V +, les conditions

suivantes sont vérifiées :

— Si le sommet v est f -dominé par un sommet u tel que d(u, v) = 1 et f(u) = 1, alors

il existe w ∈ V + tel que d(v, w) ≥ 2 ou il existe w ∈ V + tel que d(v, w) = 1 et

f(w) ≥ 2 et f(w) ≥ d(v, w).

— Si le sommet v est f -dominé par un sommet u tel que d(u, v) = 1 et f(u) ≥ 2, alors

il existe w ∈ V + tel que d(v, w) ≥ 2 ou f(u) ≥ d(u, v).

— Si le sommet v est f -dominé par un sommet u tel que d(u, v) ≥ 2 and f(u) ≥ 2,

alors le sommet v doit être f -dominé par le sommet u dans G.

Proposition 2.4 Pour tout graphe G,

(i) γbg(G) = γbg(G),

(ii) γb(G) ≤ γbg(G).

Preuve (i) Est évident. (ii) S’ensuit puisque chaque broadcast dominant global dans G est

un Broadcast dominant dans G, d’autre part, un broadcast dominant n’est pas nécessairement

un broadcast dominant global.

D. J. Erwin a trouvé une valeur exacte pour le nombre de broadcast domination d’une

chaine et d’un cycle.

Proposition 2.5 [24]

(i) Pour tout entier n ≥ 2, γb(Pn) = γ(Pn) = ⌈n
3
⌉.

(ii) Pour tout entier n ≥ 3, γb(Cn) = γ(Cn) = ⌈n
3
⌉.

Dans la proposition suivante, nous déterminons des valeurs exactes pour quelques

classes de graphes.

Proposition 2.6 Pour un graphe G d’ordre n,

(i) γbg(km,n) = 2 pour tous m,n > 1,

(ii) γbg(Pn) = 2 pour n = 2, 3 et γbg(Pn) = ⌈n
3
⌉ pour n ≥ 4,
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

(iii) γbg(Cn) = 2 pour n = 4, 5 et γbg(Cn) = ⌈n
3
⌉ pour n ≥ 6.

Preuve Nous commençons par (i), nous savons que km,n peut être écrit km,n = (V1∪V2, E)

tels que V1 et V2 sont deux sous ensembles, chacun est un ensemble stable et ∀v ∈ V1,

N(v) = V2 et ∀u ∈ V2, N(u) = V1. km,n = (V 1 ∪ V 2, E) tels que les sous graphes induits

par V1 et V2 dans km,n sont deux cliques. Alors la fonction f qui attribue une valeur 1 à

un seul sommet dans V1 et à un seul sommet dans V2 est une fonction broadcast dominant

global et γbg(km,n) = γbg(km,n) ≤ 2. D’autre part, c’est prouvé dans [24] que γb(km,n) = 2

et nous obtenons γb(G) ≤ γbg(G) de la Proposition 2.4, d’où γbg(G) ≥ 2. Finalement,

γbg(km,n) = γbg(km,n) = 2. Concernant (ii) et (iii), le résultat découle de la Proposition 2.5

et la fonction broadcast dominante sur Pn est aussi une fonction broadcast dominante sur

Pn.

De la Proposition 2.1, Proposition 2.6 et la Proposition 2.5, nous remarquons que les
chaines et les cycles sont deux classes de graphes G qui ont les paramètres suivants :
le nombre de domination, le nombre de broadcast domination, le nombre de domination
globale et le nombre de broadcast domination global sont égaux.
Nous donnons une relation entre le nombre de broadcast domination global γbg et le nombre
de domination globale γg pour un graphe G.
Si S est un ensemble dominant global et fS : V (G) −→ {0, 1} est la fonction caractéristique
de l’ensemble S défini par :

fS(v) =

{
1 si v ∈ S,
0 sinon.

Alors fS est une fonction broadcast dominante globale. Ainsi, γbg(G) ≤ γg(G).

Proposition 2.7 Pour tout graphe G, γbg(G) ≤ γg(G).

Le résultat suivant fournit une condition générale pour que le nombre de domination

globale et le nombre de broadcast domination global pour un graphe soient égaux.

Théorème 2.1 Soit G un graphe connexe. Alors γbg(G) = γg(G) si et seulement s’il existe

une fonction broadcast dominante globale minimum f sur G telle que V + est un ensemble

dominant global.

Preuve On suppose d’abord que γbg(G) = γg(G). Soit S un ensemble dominant global

minimum de G et f la fonction caractéristique associée à S. Depuis S est un ensemble
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

dominant global minimum, il découle de l’hypothèse que γbg(G) = γg(G) que f est une fonc-

tion broadcast dominante globale minimum. De plus, S = V +. Nous supposons maintenant

qu’il existe une fonction broadcast dominante globale minimum f sur G pour laquelle V +

est un ensemble dominant global. Alors γg(G) ≤| V + |≤ γbg(G) et le résultat découle de la

Proposition 2.7.

Nous établissons une borne inférieure pour le nombre de broadcast domination global
γbg pour un graphe G, la borne est atteinte. Supposons qu’il existe un graphe G = (V,E)

pour lequel γbg(G) = 1. Il existe un sommet x dans V tel que N [x] = V et N [x] = V alors
e(x) = e(x) = 1, c’est une contradiction.

Proposition 2.8 Soit G un graphe non trivial. Alors γbg(G) ≥ 2.

Pour la caractérisation des graphes dont la borne inférieure est atteinte, on donne une
relation entre le rayon d’un graphe G et celui de son complémentaire G.

Théorème 2.2 Soit G un graphe connexe.

(i) Si rad(G) = 1, alors rad(G) est infini.

(ii) Si rad(G) = 2, alors rad(G) = 2.

Preuve Soit G un graphe. Supposons que rad(G) = 1, alors il existe un sommet x d’ex-

centricité e(x) = 1, alors le sommet x est un sommet isolé dans G. Supposons maintenant

que rad(G) = 2, alors il existe un sommet x d’excentricité e(x) = 2. Tous les sommets qui

sont à une distance 2 du sommet x dans G seront à une distance 1 du sommet x dans G.

Pour des sommets distants 1 du sommet x dans G, pour chaque sommet y dans G avec

d(x, y) = 1, il existe un sommet z dans G tel que d(y, z) > 1 sinon rad(G) = 1. Où tous

les sommets qui sont à une distance 1 du sommet x dans G seront à une distance égale à

2 du sommet x dans G, alors rad(G) = 2, avec le même sommet central.

Nous caractérisons les graphes pour lesquels γbg(G) = 2.

Théorème 2.3 Soit G un graphe non trivial. Alors γbg(G) = 2 si et seulement si rad(G) =

rad(G) = 2 ou γg(G) = 2.
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

Preuve Certainement, si rad(G) = rad(G) = 2 ou γg(G) = 2 alors γbg(G) = 2. Supposons

alors que γbg(G) = γbg(G) = 2. Alors l’ensemble V + doit contenir au plus deux sommets

et nous aurons deux cas. Premièrement, si V + = {x}, alors soit x le seul sommet de

V +, et soit fx : V → {0, 1, 2} soit défini par fx(x) = 2 ; fx(v) = 0, si v ̸= x. Alors la

fonction broadcast fx est une fonction broadcast dominante de G et de G si et seulement

si rad(G) = rad(G) = 2. Dans le second cas, V + = {y, z}, et soit fy,z : V → {0, 1} défini

par fy,z(y) = fy,z(z) = 1, fy,z(v) = 0, si v ̸= y, z. Alors la fonction broadcast fy,z est une

fonction broadcast dominante de G et de G si et seulement si V + est un ensemble dominant

global, où γbg(G) = γg(G) = 2.

Dans la Figure 2.3 nous donnons un exemple où nous avons γbg(P5) = rad(P5) =
rad(P5) = γbg(P5).

0 0 0 0 2

a d b e c

0 0 2 0 0

a b c d e

P5

P5

Figure 2.3 – Broadcast dominant global sur P5.

Soit f une fonction broadcast définie sur G, pour tout sommet v ∈ V , f(v) = 1. Alors

γbg(G) ≤ f(V ) = f(V ) = n.

Proposition 2.9 Pour un graphe G d’ordre n, γbg(G) ≤ n et cette borne est atteinte.

Ensuite, nous caractérisons les graphes pour lesquels la borne supérieure de la Propo-

sition 2.9 est atteinte.

Proposition 2.10 Pour un graphe G d’ordre n, γbg(G) = n si et seulement si G = Kn

(un graphe complet) ou G = Kn (un ensemble stable).

Preuve Clairement, nous avons γbg(Kn) = γbg(Kn) = n. Maintenant, supposons que

γbg(G) = n et G ̸= Kn, Kn. Alors G a au moins une arête uv et un sommet w non
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

adjacent à, disons v. Alors la fonction broadcast f avec

f(x) =

 1 si x ̸= v,

0 sinon

est une fonction broadcast globale et γbg(G) = f(V ) = f(V ) = n− 1.

Théorème 2.4 Pour tout graphe G, si rad(G) ≥ 3, alors diam(G) ≤ 2.

Preuve Supposons que rad(G) ≥ 3. On peut montrer que diam(G) ≤ 2, donc on prend

deux sommets u et v de G.

Soit u et v ∈ V (G). Si d(u, v) ≥ 2 alors d(u, v) = 1. Soit maintenant d(u, v) = 1.

Puisque rad(G) ≥ 3, alors tous les sommets de G ont une excentricité supérieure ou égale

à 3. En particulier e(u) = maxw∈V (G) d(u,w) ≥ 3 et il existe w ∈ V (G) : d(u,w) ≥ 3. Or

d(v, w) ≥ 2 car sinon d(u,w) = d(u, v) + d(v, w) = 2. Dans G, on a w est adjacent à u

et à v autrement dit d(u, v) = d(u,w) + d(w, v) = 2. Enfin, ∀u, v ∈ V (G), d(u, v) ≤ 2 qui

implique diam(G) ≤ 2.

Théorème 2.5 [23] Tout graphe G possède un γb-broadcast qui est efficace.

Théorème 2.6 Pour tout graphe G, il existe un broadcast dominant efficace optimal f sur

G tel que f est un broadcast dominant sur G si et seulement si G n’est pas γb-radial ou G

est γb-radial avec rad(G) ≤ rad(G).

Preuve Soit G un graphe, et f un broadcast efficace sur G. f est un broadcast dominant

tel que chaque sommet reçoit exactement un broadcast. Si G est γb-radial avec rad(G) ≥

rad(G), alors f est un broadcast dominant également pour G. On suppose maintenant que

G n’est pas γb-radial, alors |V +| ≥ 2. Puisque f est un broadcast efficace, pour chaque

sommet v n’est pas dans V +, il existe un sommet x dans V + tel que x ne soit pas dans

H(v), alors x sera dans H(v) dans G. Ainsi, f est également un broadcast dominant dans

G.

On dit que le graphe G a la propriété X si pour chaque arête xy (ie., paire de sommets
adjacents x et y), il existe un sommet z tel que z soit n’est adjacent ni à x ni à y.
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

Proposition 2.11 [32] Si le graphe G a la propriété X, alors diam(G) = 2.

Pour deux entiers quelconques m et n tels que 2 ≤ m ≤ n, il est montré que pour les
graphes des grilles Gm,n on a,

γb(Gm,n) = rad(Gm,n),

où rad(G2,n) = rad(G3,n) = ⌈n+1
2
⌉ et rad(Gm,n) = ⌊m

2
⌋+ ⌊n

2
⌋.

Proposition 2.12 Pour deux entiers quelconques m et n, 2 ≤ m ≤ n, γbg(Gm,n) =

γb(Gm,n) = rad(Gm,n).

Preuve On voit facilement que diam(Gm,n) = m + n − 2, et diam(Gm,n) = 2 de la

Proposition 2.11 car Gm,n a la propriété X. Pour deux entiers quelconques m et n, 2 ≤

m ≤ n, on a diam(Gm,n) ≤ diam(Gm,n) et le graphe de grille est un graphe γb-radial alors

le résultat de ce théorème découle du Théorème 2.6.

Notre prochain résultat découle directement du Théorème 2.4 et du Théorème 2.6.

Corollaire 2.1 Soit G un graphe.

(i) Si γb(G) = γb(G), alors γbg(G) = γb(G).

(ii) Si γb(G) ̸= γb(G), alors γbg(G) = max{γb(G), γb(G)}.

Un arbre T est un graphe connexe sans cycle, plusieurs articles ont été publiés sur la
domination et la broadcast domination dans les arbres. Dans le théorème suivant, nous
donnons un résultat sur le nombre de broadcast domination global des arbres.

Proposition 2.13 Pour tout arbre T d’ordre n,

(i) Si n ≤ 3, alors γbg(T ) = γb(T ).

(ii) Si n ≥ 4 et T est une étoile Sn−1, alors γbg(T ) = γb(T ).

(iii) Si n ≥ 4 et T n’est pas une étoile Sn−1, alors γbg(T ) = γb(T ).

Preuve Soit T un arbre d’ordre n. Si n ≤ 3, alors T est une chaine d’ordre 2 ou 3 et

γbg(P2) = γbg(P3) = 2 = γb(P 2) = γb(P 3) ̸= γb(P2) = γb(P3) = 1. Maintenant si n ≥ 4,

alors on considère deux cas selon la forme de cet arbre.

Premier cas T est une étoile Sn−1 ou un graphe biparti K1,n−1, alors γb(T ) = 1 et γb(T ) =

2,max{γb(T ), γb(T )} = 2. Donc γbg(T ) = γb(T ).
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Deuxième cas T n’est pas une étoile Sn−1 ni un graphe biparti K1,n−1. On remarque

facilement que diam(T ) ≥ diam(T ) = 2 de la proposition 2.11 car T dans ce cas a la

Propriété X pour n ≥ 4. Donc le résultat du Théorème découle du Théorème 2.6 et le

Corollaire 2.1.

Dans le corollaire suivant, Erwin a prouvé que le nombre de broadcast domination et
le nombre de broadcast domination stable sont égaux.

Corollaire 2.2 [24] Tout graphe G a un broadcast γb qui est stable, c’est-à-dire que pour

tout graphe G, γb(G) = γib(G).

Dans l’observation et le corollaire suivants, Dunbar et al. ont donné les relations entre le
nombre de broadcast domination et d’autres paramètres de broadcast domination.

Observation 2.1 [23] Pour tout graphe G, γb(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G).

Corollaire 2.3 [23] Pour chaque graphe G, pb(G) ≤ γeb(G) = γib(G) = γb(G) ≤ ib(G) ≤

Γeb(G) ≤ min{Pb(G),Γb(G),Γib(G)}.

Les résultats que nous utilisons pour établir une relation entre le nombre de broadcast

domination global et d’autres paramètres.

Corollaire 2.4 Pour tout graphe G,

(i) pb(G) ≤ γbg(G),

(ii) γeb(G) ≤ γbg(G),

(iii) γib(G) ≤ γbg(G).

Il découle de l’Observation 2.1 et du Corollaire 2.3 que γb(G) ≤ ib(G) et γb(G) ≤ γbg(G).
Cela nous amènerait à nous demander si γbg(G) est comparable à ib(G).

Si on reprend le graphe de la Figure 2.2, il est simple de montrer que γbg(P7) = 3 et
ib(P7) = 2 donc ib(P7) ≤ γbg(P7). Par contre, γbg(P7) = 3 et ib(P7) = 4 donc γbg(P7) ≤
ib(P7). Par conséquent, γbg(G) n’est pas comparable à ib(G) c’est-à-dire γbg(G) ⋄ ib(G). De
plus, nous observons que ni β0(G) ni βb(G) ne sont comparables à γbg(G). Par exemple,
toujours avec la Figure 2.2, il est simple de montrer que γbg(P7) = 3, β0(P7) = 2 et
βb(P7) = 2 donc β0(P7) = βb(P7) ≤ γbg(P7). Par contre, γbg(P7) = 3, β0(P7) = 4 et
βb(P7) = 6 donc γbg(P7) ≤ β0(P7) ≤ βb(P7). Par conséquent, nous pouvons voir que ni
β0(G) ni βb(G) sont comparables à γbg(G). Ainsi,

Observation 2.2 Pour tout graphe G,
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2.3 Broadcast dominant global dans les graphes

(i) γbg(G) ⋄ ib(G),

(ii) γbg(G) ⋄ β0(G),

(iii) γbg(G) ⋄ βb(G).
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3
La 2-domination sécurisée

3.1 Introduction

En théorie des graphes, le concept de domination a été introduit pour la première fois
comme ”coefficient de stabilité externe” par Claude Berge [4] en 1958. Oré en 1962 l’a
introduit comme ”nombre de domination”. Une application de la domination a été donnée
par Liu dans son livre [43] en 1968, l’auteur a discuté du concept de domination dans les
réseaux de communication. Ensuite, la domination a été intensivement étudiée et plusieurs
paramètres connexes ont été définis, parmi ces paramètres, Fink et Jacobson [26] ont intro-
duit le concept de k-domination, dont la 2-domination est un cas particulier. Le concept
de domination sécurisée a été introduit par Cockayne et al. [19] et étudié dans une série
d’articles [17, 15, 30, 48].
Dans ce chapitre, motivés par ces travaux, nous allons coupler les deux concepts de do-
mination sécurisée et de 2-domination pour former la base de ce travail, nous définissons
et étudions un nouveau paramètre de domination dans les graphes, qui est l’ensemble 2-
dominant sécurisé. Nous commençons, dans la Section 3.2, par introduire les concepts de
base et les résultats précédents. Dans la Section 3.3, nous établissons d’abord des bornes
inférieures et supérieures pour ce paramètre pour les graphes généraux et également pour
les graphes sans triangle, puis nous fournissons les valeurs exactes du paramètre pour
les chaines et les cycles. Dans la Section 3.4, nous calculons la complexité de calcul du
problème de 2-domination sécurisée, tout en fournissant des bornes supérieures du nombre
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de 2-domination sécurisée en termes de nombre de cliques et de nombre de stabilité pour
les graphes parfaits.

3.2 Définitions et résultats antérieurs

Soit G = (V,E) un graphe simple. Pour un sommet v ∈ V et un ensemble S ⊂ V ,
S est 2-dominant si chaque sommet de V \S a au moins deux voisins dans S. Le nombre
de 2-domination γ2(G) est égal à la cardinalité minimum d’un ensemble 2-dominant. Un
ensemble dominant sécurisé S d’un graphe G est un ensemble dominant avec la propriété
que tout sommet u dans V \S est adjacent à un sommet v ∈ S tel que (S\{v})

⋃
{u} est

un ensemble dominant. Le nombre de domination sécurisée γs(G) est égal à la cardinalité
minimum d’un ensemble dominant sécurisé.
Dans ce travail, nous définissons un nouvel invariant de domination des graphes que
nous appelons la 2-domination sécurisée dans les graphes. Un ensemble 2-dominant S
est 2-dominant sécurisé si pour chaque sommet u dans V \S, ∃v ∈ (S

⋂
N(u)) tel que

(S\{v})
⋃
{u} est un ensemble 2-dominant. Le nombre de 2-domination sécurisée γs

2(G)
est égal à la cardinalité minimum d’un ensemble 2-dominant sécurisé. On considère des
graphes simples non triviaux d’ordre n ≥ 3.
Avant de présenter nos résultats, nous présentons quelques résultats qui ont été obtenus
pour les deux paramètres γ2(G) et γs(G).

3.2.1 2-domination dans les graphes

Proposition 3.1 [7] Si G est un graphe avec δ(G) ≥ 2, alors γ2(G) ≤ β0(G).

Théorème 3.1 [7] Pour tout arbre non trivial T , γ2(T ) ≥ i(T ).

Théorème 3.2 [6] Pour tout arbre non trivial T, γ2(T ) ≥ β0(T ), avec égalité si et seule-

ment si T a un unique γ2(T )- ensemble qui est aussi un β0(T )-ensemble.

3.2.2 Domination sécurisée dans les graphes

Théorème 3.3 [19] Pour les chaines Pn et les cycles Cn,

γs(Pn) = γs(Cn) = ⌈3n
7
⌉.

Théorème 3.4 [47] Pour tout graphe G, γs(G) ≤ γ(G) + β0(G)− 1.

Théorème 3.5 [47] Pour tout graphe connexe sans triangle G, γs(G) ≤ 3
2
β0(G).

Corollaire 3.1 [47] Pour tout arbre T , γs(T ) ≤ β0(T ).
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3.3 Bornes et valeurs exactes pour la 2-domination

sécurisée dans les graphes

Dans cette section, après avoir fourni la définition du paramètre, nous établissons

quelques bornes et des valeurs exactes.

Définition 3.1 Un ensemble 2-dominant S est sécurisée (S2DS, pour faire court) si pour

tout sommet u dans V \S, ∃v ∈ (S
⋂
N(u)) tel que (S\{v})

⋃
{u} est un ensemble 2-

dominant. Le nombre de 2-domination sécurisée γs
2(G) est égal à la cardinalité minimum

d’un ensemble 2-dominant sécurisé.

Nous établissons quelques propriétés de S2DS. Pour w ∈ V \X, v ∈ X est un X-voisin

privé interne de w (X-ipn de w, pour faire court) si N(v) ∩ V \X = {w}. Soit P (w,X)

l’ensemble de tous les X-ipn de w.

Le théorème suivant fournit la borne inférieure de γs
2(G) en terme de n, l’ordre du graphe

G, pour un graphe sans triangle.

Théorème 3.6 Si G est un graphe sans triangle d’ordre n, alors

γs
2(G) ≥ n+ 2

2
.

Preuve Soit X un ensemble 2-dominant sécurisé. Soit XI l’ensemble des sommets de⋃
w∈V \X P (w,X), Xm = X\XI , et C = V \X. Soit | XI | = xI , | Xm | = xm et | C | = c.

Alors

V = XI

⋃
Xm

⋃
C (Union disjointe).

Donc

n = xI + xm + c,

c = n− xI − xm. (3.1)

En comptant e(C,X), le nombre d’arêtes de C à X, on obtient

2c ≤ e(C,X) ≤ xI +∆xm,

xI +∆xm ≥ 2c.
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Nous utilisons (3.1) pour éliminer c de cette inégalité et obtenir

xI +∆xm ≥ 2n− 2xI − 2xm,

3xI + (∆ + 2)xm ≥ 2n.

Puisque G est un graphe sans triangle alors pour chaque sommet w ∈ V \X, |P (w,X)| ≥

1 et |Xm| ≥ 2.

x ≥ c+ 2,

3xI + (∆ + 2)xm ≥ 2n, (3.2)

xI + xm ≥ c+ 2. (3.3)

La valeur minimum de xl + xm soumise aux contraintes (3.2) et (3.3) et xI , xm ≥ 0 est

(n+2)
2

. Alors

γs
2(G) ≥ n+ 2

2
.

Nous donnons un exemple pour lequel γs
2(G) = n+2

2
:

Figure 3.1 – Un ensemble 2-dominant sécurisé minimum dans un graphe sans triangle

Le deuxième théorème fournit la borne inférieure de γs
2(G) en terme de n, l’ordre du

graphe G, pour tout graphe.
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Théorème 3.7 Si G est un graphe d’ordre n, alors

γs
2(G) ≥ n+ 1

2
.

Preuve Soit X un ensemble 2-dominant sécurisé. Soit XI l’ensemble des sommets de⋃
w∈V \X P (w,X), Xm = X\XI , et C = V \X. Soit | XI |= xI , | Xm |= xm et | C | = c.

Alors

V = XI

⋃
Xm

⋃
C (Union disjointe).

Donc,

n = xI + xm + c,

c = n− xI − xm. (3.4)

En comptant e(C,X), le nombre d’arêtes de C à X, on obtient

2c ≤ e(C,X) ≤ xI +∆xm,

xI +∆xm ≥ 2c.

Nous utilisons (3.4) pour éliminer c de cette inégalité et obtenir

xI +∆xm ≥ 2n− 2xI − 2xm,

3xI + (∆ + 2)xm ≥ 2n.

Puisque G est un graphe qui peut avoir un triangle, alors pour chaque sommet w ∈

V \X, w peut être dans un triangle, alors

x ≥ c+ 1,

3xI + (∆ + 2)xm ≥ 2n, (3.5)

xI + xm ≥ c+ 1. (3.6)

La valeur minimum de xI +xm soumise aux contraintes (3.5) et (3.6) et xI , xm ≥ 0 est

(n+1)
2

. Alors

γs
2(G) ≥ n+ 1

2
.

Nous donnons un exemple pour lequel γs
2(G) = n+1

2
:
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Figure 3.2 – Un ensemble 2-dominant sécurisé minimum

Maintenant, nous fournissons des valeurs exactes de γs
2(G) pour les chaines et les cycles.

Proposition 3.2 Pour la chaine Pn et le cycle Cn,

γs
2(Pn) =


3⌊n

5
⌋+1 , si n ≡ 0 mod 5,

n− 2⌊n
5
⌋ , si n ≡ 1,2,3 mod 5,

n− 2⌊n
5
⌋−1 , si n ≡ 4 mod 5.

Et

γs
2(Cn) =

 γs
2(Pn)− 1 , si n ≡ 0, 3 mod 5,

γs
2(Pn) , si n ≡ 1, 2, 4 mod 5.

=



3⌊n
5
⌋ , si n ≡ 0 mod 5,

n− 2⌊n
5
⌋ , si n ≡ 1,2 mod 5,

n− 2⌊n
5
⌋−1 , si n ≡ 3 mod 5,

n− 2⌊n
5
⌋−1 , si n ≡ 4 mod 5.

Preuve Soit Pn une chaine d’ordre n et soit la séquence de sommets de Pn (u1, u2, . . . , un).

Soit n = 5k + r, où k ≥ 0 et r ∈ {1, 3, 4}. Définissons Y =
⋃⌊n

5
⌋−1

k=0 {u5k+1, u5k+3, u5k+4} et

Z =



{un}, n ≡ 0 mod 5,

{un}, n ≡ 1 mod 5,

{un−1, un}, n ≡ 2 mod 5,

{un−2, un−1, un}, n ≡ 3 mod 5,

{un−3, un−1, un}, n ≡ 4 mod 5.

Alors X = Y
⋃

Z est un ensemble 2-dominant sécurisé minimum de taille 3⌊n
5
⌋ + 1 si

n ≡ 0 mod 5, n− 2⌊n
5
⌋ si n ≡ 1, 2, 3 mod 5, et n− 2⌊n

5
⌋ − 1 si n ≡ 4 mod 5.
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Figure 3.3 – Un ensemble 2-dominant sécurisé minimum dans une chaine Pn.

Maintenant, soit S un ensemble 2-dominant sécurisé. Pour chaque sommet u qui n’est

pas dans S, u doit avoir au moins deux voisins v et w dans S, de sorte que S est 2-dominant

dans G. Maintenant, pour que S soit 2-dominant sécurisé dans G, l’un des deux sommets

v, w a au moins un autre voisin dans S ou v et w sont adjacents dans S, donc u, v et w

forment un triangle dans S, mais la chaine Pn est un graphe sans triangle donc au moins

un des deux sommets v, w ont au moins un autre voisin dans S. Par conséquent, S est

l’ensemble 2-dominant sécurisé minimum. Pour le cycle Cn, on considère d’abord la chaine

Pn puis on met une arête entre le sommet u1 et le sommet un. On distingue deux cas selon

la valeur de n modulo 5.

1er Cas : si n ≡ 0, 3 mod 5.

Dans ce cas l’ajout d’une arête sur Pn génère une chaine induite (un−2, un−1, un, u1) tel que

les quatre sommets un−2, un−1, un, u1 sont dans S, donc retirer un−1 de S n’a aucun effet

sur la 2-domination sécurisée de S sur G. Dans ce cas γs
2(Cn) = γs

2(Pn)− 1.

2ème Cas : si n ≡ 1, 2, 4 mod 5.

Dans ce cas l’ajout d’une arête sur Pn génère une chaine induite (un−1, un, u1) tel que les

trois sommets un−1, un, u1 sont dans S. La suppression d’un sommet de la chaine induite

fait perdre la 2-domination sécurisée de S sur G donc γs
2(Cn) = γs

2(Pn).

Après avoir fourni des bornes et des valeurs exactes pour γs
2. Dans la section suivante,

nous mettrons en évidence la complexité du problème associé.
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3.4 Complexité algorithmique du problème de la

2-domination sécurisée

Dans cette section, nous prouvons que le problème de 2-domination sécurisé (S2DOM,
en abrégé) est un problème NP-complet pour les graphes généraux, ce qui se réduit au
problème de domination sécurisée (SDOM, en abrégé ) qui est connu pour être un NP-
complet [55].
Pour cela, nous devons fournir la version décisionnelle des problèmes connexes suivants :
1) Le problème de décision pour le problème de domination sécurisée (SDOM) d’un graphe
est connu pour être NP-complet [55] :
Problème de domination sécurisée (SDOM)
Instance : Un graphe non orienté et connexe G et un entier positif k.
Question : Est-ce que γs(G) ≤ k ?

2) Formulé comme un problème de décision, nous définissons le problème de 2-domination
sécurisée, noté S2DOM, comme suit :
Problème de 2−Domination sécurisée (S2DOM)
Instance : Un graphe non orienté et connexe G∗ et un entier positif k∗.
Question : Est-ce que γs

2(G) ≤ k∗ ?

Le problème de NP-Complétude du problème de 2-domination sécurisée est donné par

le théorème suivant.

Théorème 3.8 Le problème de 2-domination sécurisée est NP-complet pour les graphes

généraux.

Preuve Pour prouver le théorème, on utilise une réduction au problème de domination

sécurisée, avec la version de décision donnée ci-dessus, et connue pour être NP-complète

[55].

Clairement, S2DOM est un membre de NP, puisqu’on peut vérifier en temps polynomial,

qui ne dépasse pas O(k∗n∗), si oui ou non un ensemble donné S∗, |S∗| ≤ k∗ de sommets

est un S2DS de G∗, où n∗ est de l’ordre de G∗.

Maintenant, montrons comment un algorithme en temps polynomial pour S2DOM pour-

rait être utilisé pour résoudre SDOM en temps polynomial.

Etant donné un graphe G d’ordre n et un entier positif k, on construit un graphe G∗
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en attachant à chaque sommet u ∈ V (G) un sommet xu (voir, Figure 3.4). Il convient de

signaler que G∗ = (V ∗, E∗) tel que V ∗ = V ∪ {xu,∀u ∈ V } et E∗ = E ∪ {uxu,∀u ∈ V }

peut être construit à partir de G en temps polynomial.

Ensuite, nous montrerons que G admet un ensemble dominant sûr SD avec |SD| ≤ k

si et seulement si G∗ admet un ensemble 2-dominant sécurisé S2SD avec |S2SD| ≤ k∗ =

k + n.

Soit SD un ensemble 2-dominant sécurisé de taille au plus k, soit S2SD = SD ∪

{xu,∀u ∈ V }. Ainsi, par définition d’un ensemble dominant sécurisé, il existe, pour chaque

sommet v ∈ V (G)\SD, un sommet u ∈ SD tel que (SD\{u})∪{v} est aussi un ensemble

dominant pour G. Par la suite (S2SD \ {u}) ∪ {v} est un ensemble 2-dominant de G∗,

comme on le souhaite. Considérons maintenant un ensemble 2-dominant sécurisé (S2SD∗)

de G∗ tel que |S2SD∗| ≤ k∗ alors on a i) {∀u dansV, xu ∈ S2DS} car sinon, xu devient

dominé par au plus un sommet qui est u, contradiction puisque S2SD∗ est supposé un

ensemble 2-dominant pour G∗. ii) SSD∗ = S2SD∗ ∩V est un ensemble dominant sécurisé

pour G car s’il existe un sommet v tel que {∀u ∈ SSD∗, (SSD∗ \ {u}) ∪ v} n’est pas un

ensemble dominant alors {∀w ∈ S2SD∗, (S2SD∗ \ {w}) ∪ v} ne sera pas un ensemble

2-dominant pour G∗, contradiction, puisque S2SD∗ est un S2SD pour G∗.

En conséquence, SSD∗ = S2SD∗ ∩ V est un ensemble dominant sécurisé avec :

SSD∗ = |S2SD∗| − n ≤ k∗ − n = k.

Ensuite, un algorithme en temps polynomial utilisé pour résoudre le problème de domina-

tion sécurisée sur G peut être utilisé pour résoudre la 2 domination sécurisée sur G∗, et

vice versa. Par conséquent, le problème de 2-domination sécurisée est NP-complet.

3.4.1 S2DOM pour les graphes bipartis

La proposition suivante montre la NP-complétude du problème de 2-domination sécurisée

pour les graphes bipartis.
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G(V,E)

xvn

vn

vj

xvjvi

xvi

v0

xv0

v1

xv1

G∗ (V ∗,E∗)

Figure 3.4 – Réduction domination sécurisée ∝ 2-domination sécurisée sur les graphes

(les sommets noirs représentent le S2DS de G∗).

Proposition 3.3 Le problème de 2-domination sécurisée est NP-complet pour les graphes

bipartis.

Preuve Pour prouver la proposition à partir d’un graphe biparti donné G = (X, Y,E)

avec des ensembles stables X et Y , on fait la même construction aux graphes généraux

en attachant un sommet xu à chaque sommet en u ∈ X ∪ Y . Il est clair que le résultat

est aussi un graphe biparti G∗ = (X∗, Y ∗, E∗) avec des ensembles X∗ = X ∪ {xu : ∀u ∈

Y }, Y ∗ = Y ∪ {xu, ∀u ∈ X}.

Ainsi, nous pouvons en déduire que S2DOM est aussi un problème NP-complet même

pour les graphes bipartis, de la même manière que dans la section précédente, puisque

SDOM est aussi NP-complet pour la classe de graphes bipartis [47].

Le théorème suivant montre que la 2-domination sécurisée reste un problème NP-

complet même pour les graphes scindés.

Théorème 3.9 Le problème de 2-domination sécurisée est NP-complet pour les graphes

scindés.

Preuve Pour les graphes scindés, nous utilisons aussi une réduction au problème de do-

mination sécurisée qui est connu pour être NP-complet même pour les graphes scindés

[47].

Considérons un graphe scindé G = (V,E) avec clique Q et stable I, dans lequel on

construit un graphe scindé G∗ = (V ∗, E∗), en attachant un sommet supplémentaire x à
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chacun de V . Donc G∗ a Q∗ = Q ∪ {x} comme clique et I∗ = I comme stable et E∗ =

E∪({xu : ∀u ∈ V }. Il est clair que G∗ peut être construit à partir de G en temps polynomial.

Considérons que G a un ensemble dominant sécurisé tel que |SD| ≤ k, et le but est

de montrer si le graphe G∗ a un ensemble 2-dominant sécurisé de cardinalité au plus

k∗ = k+ 1. L’ensemble S2SD = SD ∪ {x} est un S2DS pour G∗ comme suit, pour chaque

v ∈ (V \ SD),∃u ∈ SD : SD∗ = (SD − v) ∪ {u} est un ensemble dominant, et donc

SD∗ ∪ {x} est un ensemble 2-dominant de G∗. Ainsi S2SD = SD ∪ {x} est un ensemble

2-dominant sécurisé pour G∗ avec |S2SD| ≤ k + 1. Considérons maintenant un ensemble

de 2-domination sécurisé SSD∗ pour G∗ avec |SSD∗| < k∗, et le but est de montrer si

le graphe G a un ensemble dominant sécurisé SD tel que |SD| ≤ k∗ − 1 = k. Ainsi

SD = SSD∗ − x est un ensemble dominant sécurisé pour G avec |SD| ≤ k∗ − 1 = k. Car

s’il existe un sommet v ∈ V (G) tel que ∀u ∈ SD, (SD − u) ∪ {v}, n’est pas un ensemble

dominant, alors ∀w ∈ SSD∗, (SSD∗ − w) ∪ {v} ne sera pas un ensemble de 2-dominant,

contradiction.

Par conséquent, le problème de 2-domination sécurisée est NP-complet même pour les

graphes scindés.

Après avoir montré que le problème de 2-domination sécurisée est NP-Complet même
pour les classes de graphes scindés et bipartis. Dans ce qui suit, nous établissons une borne
supérieure pour le nombre de 2-domination sécurisé γs

2, en termes de nombre d’indépendance
β0, pour la classe de graphes parfaits, la super-classe qui inclut à la fois des classes de
graphes scindés et bipartis. Pour cela, nous avons besoin des définitions supplémentaires
suivantes.

Définition 3.2 Un graphe parfait est un graphe G tel que pour tout sous-graphe induit de

G, le nombre de cliques est égal au nombre chromatique, c’est-à-dire ω(G) = χ(G).

Définition 3.3 Le nombre de cliques couvrants θ(G) d’un graphe G est le nombre mini-

mum de cliques dans G nécessaires pour couvrir l’ensemble des sommets de G, le nombre

de cliques couvrants est également donné par θ(G) = χ(G), avec G est le complément de

graphe G.

Lemme 3.1 Pour tout graphe parfait G, θ(G) = β0(G).
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Preuve Par Définition 3.3, pour tout graphe G on a

θ(G) = χ(G).

Et par Définition 3.2, pour tout graphe parfait G on a

χ(G) = ω(G).

Donc, pour tout graphe parfait, on obtient

θ(G) = ω(G).

Ainsi,

θ(G) = β0(G),

comme β0(G) = ω(G) pour tout graphe G.

Le théorème suivant énonce cette borne supérieure de γs
2, en termes de nombre de stabilité

β0, pour les graphes parfaits.

Théorème 3.10 Pour tout graphe parfait G, on a γs
2(G) ≤ 2β0(G).

Preuve Considérons un graphe parfait G, pour chaque clique nous avons besoin de deux

sommets, comme un ensemble 2-dominant sécurisé pour la clique, donc nous pouvons

obtenir un ensemble 2-dominant ne dépassant pas 2θ(G). Par conséquent, nous avons

γs
2(G) ≤ 2θ(G). Cela implique que γs

2(G) ≤ 2β0(G), puisque le graphe est parfait.

Remarque 3.1 Notez que la borne est atteinte pour les graphes complets, pour lesquels

nous avons, γs
2(G) = 2β0(G) = 2.

Dans ce qui suit, nous réduisons à nouveau les bornes précédentes pour les graphes d’inter-

valles propres 1. Etant donné cela, un graphe d’intervalle approprié est un graphe parfait

(sans C4, sans griffe). .

1. Un graphe G est un graphe d’intervalles si l’ensemble de sommets V peut être mis en correspon-

dance biunivoque avec un ensemble d’intervalles I sur la droite réelle, sans intervalle dans I en contient

proprement un autre, tel que deux sommets sont adjacents dans G si et seulement si leurs intervalles

correspondants ont une intersection non vide
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Théorème 3.11 Pour tout graphe d’intervalle propre G, on a γs
2(G) ≤ (3β0(G) + 1)/2.

Preuve Un graphe G = (V,E) est un graphe d’intervalle propre si et seulement si G a

un ordre consécutif [44]. Etant donné que (v1, v2, . . . , vn) est un ordre consécutif de G si et

seulement si i < j < k et vivk ∈ E(G) implique vivj ∈ E(G) et vjvk ∈ E(G).

Supposons que l’ordre consécutif des sommets d’un graphe d’intervalle propre G soit

donné comme suit : (v0, v2, . . . , vn−1), nous construisons donc un ensemble 2-dominant

sécurisé S2SD comme suit : Il est clair que G[v0, . . . , vi], avec vi étant l’ordre maximum

parmi les sommets adjacents à v0, est une clique maximum. Nous avons aussi G[vi, . . . , vj],

Vj est le sommet d’ordre maximum parmi les sommets adjacents à vi, est au maximum

un. L’ensemble {v1, vi, vj} est un ensemble 2-dominant sécurisé pour G[v1, . . . , vj]. Nous

répétons le processus pour le graphe restant après avoir ajouté les sommets de l’arbre à

S2SD et supprimé le sous-graphe induit par les deux cliques maximum en question, jusqu’à

ce que vn−1 soit atteint. Cependant, si le nombre de cliques est impair, nous devons ajouter

deux sommets supplémentaires pour le dernier. On obtient ainsi S2SD ≤ 3
2
θ(G) + 2 et

donc γs
2(G) ≤ 3

2
(θ(G) + 1) = 3

2
(β0(G) + 1), comme on le souhaite.

Remarque 3.2 La borne n’est pas assurée pour tous les graphes parfaits (voir Figure

3.5), dès lors que l’ordre consécutif n’existe pas. Dans la Figure 3.5, on a β0(G) = 4 et

γs
2(G) = 7 ≥ (3β0 + 1)/2, comme discuté.

v0

v1 v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10

C1

C2

C3

C4

Figure 3.5 – Un graphe parfait pour lequel la borne γs
2(G) ≤ (3β0(G) + 1)/2 n’est pas

atteinte.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit et étudié le problème de 2-domination sécurisée
à travers la définition du paramètre, la détermination des valeurs exactes, les bornes et
le calcul de la complexité du problème associé, pour ce dernier, nous avons prouvé que le
problème correspondant est NP-complet pour des cas et même pour les graphes scindés et
bipartis.

Les travaux futurs dans ce sujet pourraient conduire à généraliser le paramètre en
introduisant un problème de k-domination sécurisée. Il est également intéressant de ca-
ractériser des graphes et/ou des arbres avec des nombres de 2-domination sécurisée et de
2-domination égaux dans une main et avec des nombres de 2-domination sécurisée et de
domination sécurisée égaux dans l’autre. Enfin, il peut être utile de comparer le paramètre
de 2-domination sécurisé avec le paramètre de domination 2-sécurisée, un paramètre nou-
vellement introduit [22]. Ceci conduit à une relation réalisée qui permet de calculer l’un
des paramètres en fonction de l’autre, au moins pour certaines classes de graphes.
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4
Broadcasts efficaces dans les chaines

Dans ce chapitre, nous déterminons des broadcasts efficaces distincts dans les
chaines, répondant ainsi à une question soulevée dans [23] que peut-on dire du nombre
des broadcasts efficaces distincts dans les chaines ?
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4.1 Paramètres de domination et de broadcast domi-

nation dans les chaines

Dans cette section, nous présentons quelques résultats obtenus concernant les pa-

ramètres de domination et de broadcast domination dans les chaines. Le nombre de broad-

cast domination a été donné par Erwin dans [24].

Proposition 4.1 [24]

Pour tout entier positif n ⩾ 3 et une chaine Pn, γb(Pn)=⌈n
3
⌉.

Bouchouika et al [8] ont donné des valeurs exactes et des bornes.

Théorème 4.1 [8]

Pour tout entier positif n ⩾ 2 et une chaine Pn, Γb(Pn) = IRb(Pn) = Diam(Pn) = n− 1.

Théorème 4.2 [8]

Pour tout entier positif n ⩾ 2 et une chaine Pn, ib(Pn) = ⌈2n
5
⌉.

Lemme 4.1 [8]

Pour tout entier positif n ≥ 3, les formules suivantes sont valides.

1) Si f est un broadcast irredundant maximal dans Pn, alors Hf (v2) ̸= ∅ et Hf (vn−1) ̸=

∅.

2) Il existe irb-broadcast f dans Pn tel que Hf (v1) ̸= ∅ et Hf (vn) ̸= ∅.

Théorème 4.3 [8]

Pour tout entier positif n ≥ 2,

irb(Pn) = γb(Pn) = ⌈n
3
⌉.

Pour le nombre de packing dans les chaines.

Théorème 4.4 [8]

Pour tout n ≥ 2,

Pb(Pn) = diam(Pn) = n− 1.

Et pour tout n ≥ 3,

Pb(Cn) = diam(Cn) = ⌈n
2
⌉.
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Lemme 4.2 [8]

Pour tout entier positif n ≥ 2, il existe pb−broadcast f dans Pn tel que f(vi) = 1 et pour

tout sommet f -broadcast vi.

Théorème 4.5 [8]

Pour tout entier positif n ≥ 2,

pb(Pn) =



n

4
si n ≡ 0 (mod 8),

2⌊n
8
⌋+ 1 si n ≡ 1, 2, 3 (mod 8),

2⌊n
8
⌋+ 2 si n ≡ 4, 5, 6, 7 (mod 8).

4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

4.2.1 Définition du paramètre

Toute chaine Pn d’ordre n (n ⩾ 2) peut admettre des broadcasts différents efficaces,
la Figure 4.1 illustre 12 broadcasts efficaces distincts dans la chaine P7 où γeb(P7) = 3 et
Γeb(P7) = 6 .

6 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 1 0 0 4 0 0 0 0

3 0 0 0 0 1 0 3 0 0 0 0 0 2

0 3 0 0 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0

2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 1 0

0 0 2 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1

Figure 4.1 – Broadcasts efficaces distincts dans P7.

Nous allons d’abord définir le paramètre que nous allons étudier dans ce travail, qui
est le nombre de broadcasts efficaces distincts, nous le notons Neb(G). Les cas symétriques
ne seront pas pris en compte. Dans l’exemple suivant, les broadcasts sur la colonne (a) sont
symétriques aux broadcasts sur la colonne (b).
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

(a) (b)

2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 2

3 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 3

Figure 4.2 – Broadcasts efficaces symétriques dans P7.

4.2.2 Etude du paramètre

On considère Nk
eb(G) le nombre de broadcasts efficaces distincts pour |V +

f | = k, c’est-

à-dire que la fonction broadcast efficace sur les sommets du graphe G a exactement k

valeurs strictement positives, alors :

Théorème 4.6 Pour tout entier positif n ⩾ 2,

Neb(Pn) = N1
eb(Pn) +N2

eb(Pn) + ....+N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn).

Preuve Pour pouvoir calculer Neb(Pn) nous devons calculer Nk
eb(Pn) pour chaque cas

|V +
f | = k.

Les broadcasts efficaces que nous pouvons affecter à une chaine peuvent être regroupés selon

la cardinalité de l’ensemble V +
f . Ces nombres élémentaires de broadcasts efficaces distincts

notés Nk
eb(Pn) où l’indice k commence par k = 1 pour lesquels une seule valeur positive

est affectée aux sommets du graphe Pn. La valeur maximum de k est k =
⌈
n
3

⌉
car avoir

un nombre maximum de |V +
f | dans Pn, les valeurs positives de la fonction de broadcast

efficace ne doivent pas dépasser 1 (pour minimiser la cardinalité de l’ensemble de voisinage

de chaque sommet broadcast), alors la fonction broadcast efficace est définie comme suit :

f(vi) =

 1 si i = 3t+ 1, t = 1, 2, ...

0 sinon

d’où le nombre de sommets broadcast dans ce cas est :

| V +
f |≤

⌊
diam(Pn)

3

⌋
+ 1 =

⌈n
3

⌉
.

Nous calculons, par la suite, le nombre Nk
eb(Pn) pour chaque cas selon |V +

f |. Nous com-

mençons par |V +
f | = 1.
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

Proposition 4.2 Soit Pn une chaine d’ordre n ≥ 2,

N1
eb(Pn) =

⌈n
2

⌉
.

Preuve Montrons que N1
eb(Pn) =

⌈n
2

⌉
pour tout n ⩾ 2.

Soit Pn = x1x2 . . . xn une chaine d’ordre n. Nous supposons que les sommets x1, x2, . .

., xn de Pn sont numérotés de 1 à n de la gauche à la droite. Dans ce cas |V +
f | = 1, c’est à

dire l’ensemble des sommets broadcasts contient un seul sommet, un seul sommet qui porte

une valeur strictement positive qu’on le note vb.

La fonction broadcast efficace doit être définie comme suit :

fi(v) =

n− i si v = vb tel que i = 1, ...,
⌈
n
2

⌉
.

0 sinon.

i est l’ordre du sommet vb dans Pn. Si le sommet vb est à la position numéro 1 de la chaine

Pn, la fonction broadcast devient :

f1(v) =

n− 1 si v = vb.

0 sinon.

Ces fonctions sont efficaces et dominantes c’est à dire sont efficaces est maximales pour

l’efficacité pour chaque position.

Maintenant selon la position i du sommet broadcast vb tel que i allant de 1 à n−rad(Pn),

on aura (n− rad(Pn)) fonctions broadcasts efficaces maximales différentes ,d’où

N1
eb(Pn) = n− rad(Pn) = n−

⌊n
2

⌋
=

⌈n
2

⌉
.

0 4 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

Figure 4.3 – Broadcasts efficaces distincts sur P6 pour |V +
f | = 1.
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

6 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

Figure 4.4 – Broadcasts efficaces distincts sur P7 pour |V +
f | = 1.

Proposition 4.3 For every positive integer n ≥ 2,

N2
eb(Pn) =

n−3∑
j=1

⌈
n− j − 1

2

⌉
−⌊n− 1

2
⌋+


n− 1

4

∑
i=2

−⌊n− 4i+ 2

2
⌋+

n−3i+1∑
j=i−1

⌈
n− j − 3i+ 2

2

⌉
.

Preuve Soit Pn = x1x2 . . . xn une chaine d’ordre n. On suppose que les sommets x1,

x2, . . ., xn de Pn sont numérotés de la gauche vers la droite. Dans ce cas, |V +
f | = 2, c’est

à dire l’ensemble de sommets broadcasts contient deux sommets qui portent des valeurs

strictement positives, notés va et vb, ordonnés de la gauche à la droite. Soit f une fonction

broadcast efficace sur Pn avec deux sommets broadcast alors, chaque sommet broadcast

f −domine une partie de la chaine Pn. Cette partie constitue une boule qu’on a noté b(xi).

Supposons que i est la position du sommet vi. Le sommet va peut se déplacer de la position

i = 1 jusqu’à la position ⌈n− 1

4
⌉. Si f(xa) = j alors le sommet xb peut se déplacer de la

position j+ i+1+ rad(Pn−j−i) = ⌊n+ j + i+ 2

2
⌋ à la position n− i+1. Alors que j prend

des valeurs de i-1 à n-3i+1 pour i = 2 à ⌈n− 1

4
⌉.

A partir de la formule de déplacement des deux sommets broadcasts, nous pouvons avoir

la valeur du nombre de broadcasts efficaces lorsque nous avons deux sommets broadcasts

N2
eb(Pn) =

n−3∑
j=1

⌈
n− j − 1

2

⌉
−⌊n− 1

2
⌋+


n− 1

4

∑
i=2

−⌊n− 4i+ 2

2
⌋+

n−3i+1∑
j=i−1

⌈
n− j − 3i+ 2

2

⌉
.

Pour éliminer les cas symétriques, nous devons supprimer ⌊n−4i+2
2

⌋ broadcasts efficaces

de chaque cas corresponds à la position i. Puis on essaie de simplifier la formule selon n.

Premier cas :

Le sommet xa est à la position 1, dans ce cas, on obtient (n+1)−⌊n+ j + 3

2
⌋ = ⌈n− j − 1

2
⌉

broadcasts efficaces pour j = 1, ..., (n−3) en réduisant les cas symétriques, alors le nombre
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

de broadcasts efficaces est :

N2
eb1

(Pn) = −⌊n− 1

2
⌋+

n−3∑
j=1

⌈n− j − 1

2
⌉

Si n est impair :

n−3∑
j=1

⌈n− j − 1

2
⌉ = ⌈n− 2

2
⌉+ ⌈n− 3

2
⌉+ ⌈n− 4

2
⌉+ ....+ 1.

= 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + .....+ ⌈n− 4

2
⌉+ ⌈n− 3

2
⌉+ ⌈n− 2

2
⌉ − 1.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 3

2
⌉) + ⌈n− 2

2
⌉ − 1.

Alors :

N2
γeb1

(Pn) = (N1
γeb

− 1)2 − ⌊n− 3

2
⌋.

Si n est pair :

n−3∑
j=1

⌈n− j − 1

2
⌉ = ⌈n− 2

2
⌉+ ⌈n− 3

2
⌉+ ⌈n− 4

2
⌉+ ....+ 1.

= 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + .....+ ⌈n− 4

2
⌉+ ⌈n− 3

2
⌉+ ⌈n− 2

2
⌉ − 1.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 3

2
⌉)− 1.

Alors :

N2
γeb1

(Pn) = (N1
γeb

)2 −N1
γeb

− ⌊n−3
2
⌋

deuxième cas :

Le sommet va est à la position i = 2 et le sommet vb peut se déplacer de la position

j + 3 + rad(Pn−j−2) = ⌊n+ j + 4

2
⌋ à la position n− 1, alors le nombre de broadcasts effi-

caces dans ce cas est :

N2
eb2

(Pn) = −⌊n−5
2
⌋+

n−5∑
j=1

n− ⌊n+ j + 4

2
⌋

= −⌊n−6
2
⌋+

n−5∑
j=1

⌈n− j − 4

2
⌉

avec j = 1, 2, ..., n− 5.
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Si n est impair :

n−5∑
j=1

⌈n− j − 4

2
⌉ = ⌈n− 5

2
⌉+ ⌈n− 6

2
⌉+ ⌈n− 7

2
⌉+ ....+ 1 + 1.

= 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + .....+ ⌈n− 7

2
⌉+ ⌈n− 6

2
⌉+ ⌈n− 5

2
⌉.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 6

2
⌉).

Alors :

N2
eb2

(Pn) = (N1
eb − 2)2 − (N1

eb − 2)− ⌊n− 6

2
⌋.

Si n est pair :

n−5∑
j=1

⌈n− j − 4

2
⌉ = ⌈n− 5

2
⌉+ ⌈n− 6

2
⌉+ ⌈n− 7

2
⌉+ ....+ 1 + 1.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 7

2
⌉) + ⌈n− 5

2
⌉.

Alors : N2
eb2

(Pn) = (N1
eb − 2)2 − ⌊n−6

2
⌋.

Troisième cas :

Le sommet va est à la position i = 3 et le sommet vb peut se déplacer de la position

j + 4 + rad(Pn−j−3) = ⌊n+ j + 5

2
⌋ à la position n− 2, alors le nombre de broadcasts effi-

caces dans ce cas est :

N2
eb3

(Pn) = −⌊n−10
2

⌋+
n−8∑
j=2

n− ⌊n+ j + 7

2
⌋

= −⌊n−10
2

⌋+
n−8∑
j=2

⌈n− j − 7

2
⌉

with j = 2, ..., n− 8.

If n est impair :

n−8∑
j=2

⌈n− j − 7

2
⌉ = ⌈n− 9

2
⌉+ ⌈n− 10

2
⌉+ ⌈n− 11

2
⌉+ ....+ 1 + 1.

= 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + .....+ ⌈n− 11

2
⌉+ ⌈n− 10

2
⌉+ ⌈n− 9

2
⌉.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 10

2
⌉).

Alors :

N2
eb3

(Pn) = (N1
eb − 4)2 − (N1

eb − 4)− ⌊n− 10

2
⌋.
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Si n est pair :

n−8∑
j=2

⌈n− j − 7

2
⌉ = ⌈n− 9

2
⌉+ ⌈n− 10

2
⌉+ ⌈n− 11

2
⌉+ ....+ 1 + 1.

= 2 ∗ (1 + 2 + 3 + ......+ ⌈n− 11

2
⌉) + ⌈n− 9

2
⌉.

= (N1
γeb

− 4)2

N2
eb3

(Pn) = (N1
eb − 4)2 − ⌊n− 10

2
⌋.

3 0 0 0 0 1 0

0 3 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 1

2 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 1 0

0 0 2 0 0 0 1 3 0 0 0 0 0 2

Figure 4.5 – Broadcasts efficaces distincts sur P7 où |V +
f | = 2.

0 0 3 0 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0 1 0

0 3 0 0 0 0 0 2 0 3 0 0 0 0 1 0

5 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 0 0 0 2 0

4 0 0 0 0 0 1 0 3 0 0 0 0 0 0 3

3 0 0 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 2 0 0

0 4 0 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 0 2

Figure 4.6 – Broadcasts efficaces distincts sur P8 où | V +
f |= 2.

Proposition 4.4 Soit Pn une chaine d’ordre n ≥ 2,

N3
eb(Pn) =


⌊n
2
⌋−2∑

i=2

N2
eb(P2i+1) si n est pair,

⌊n
2
⌋−1∑

i=2

N2
eb(P2i) si n est impair.
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

Preuve Soit Pn = x1x2 . . . xn une chaine d’ordre n. On suppose que les sommets x1,

x2, . . ., xn de Pn sont numérotés de la gauche vers la droite. Dans ce cas, |V +
f | = 3,

c’est-à-dire que l’ensemble des sommets broadcasts contient trois sommets qui portent des

valeurs strictement positives, notées va, vb et vc ordonnés de la gauche vers la droite.

Premier cas : si n est impair, soit f une fonction broadcast efficace optimale dans la

chaine Pn. On note par Si le nombre de broadcasts efficaces distincts tel que f(vb) = i

et H(vb) = 2 × i + 1, ∀i = 1, ..., rad(Pn−4), (rad(Pn−4) = rad(Pn) − 2 =
⌊n
2

⌋
− 2).

Les sommets va et vc peuvent avoir differentes positions et valeurs. On obtient N3
eb(Pn) =

S1 + S2 + S3 + S4 + ....+ S⌊n
2
⌋−2.

On décompose la chaine Pn en trois chaines induites : P2i+1 est la chaine induite par l’en-

semble (vb
⋃

Nf (vb)). les deux autres chaines, P a et P c, sont induites par le reste du côté

droit et du côté gauche, chacun de ces deux chaines contient l’un des deux sommets va et

vc.

Pour l’étude des broadcasts efficaces, P a et P c peuvent être considérées comme une chaine

induite d’ordre n− (2i+ 1), on trouve donc que

S1 = N2
eb(Pn−3),

S2 = N2
eb(Pn−5),

S3 = N2
eb(Pn−7),

jusqu’à

S⌊n
2
⌋−2 = N2

eb(P4) = 1.

Alors,

N3
eb(Pn) = N2

eb(Pn−3) +N2
eb(Pn−5) +N2

eb(Pn−7) + .....+N2
eb(P4).

Donc

N3
eb(Pn) =

⌊n
2
⌋−2∑

i=1

N2
eb(Pn−2i−1) =

⌊n
2
⌋−1∑

i=2

N2
eb(P2i).

Comme illustration :

N3
eb(P7)=1, N

3
eb(P9)=5+1, N

3
eb(P11)=12+5+1,

N3
eb(P13)=24+12+5+1.

Deuxième cas :

Si n est pair, soit f une fonction broadcast efficace optimale dans la chaine Pn. On note
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4.2 Broadcasts efficaces dans les chaines

par Si le nombre de broadcasts efficaces distincts tel que f(vb) = i et H(vb) = 2 × i + 1

∀i = 1, ..., rad(Pn−5), (rad(Pn−5) =

⌊
n− 5

2

⌋
=

⌊
n− 1

2

⌋
− 2 =

⌊n
2

⌋
− 3).

Les sommets va et vc peuvent avoir differentes positions et valeurs. On obtient N3
eb(Pn) =

S1 + S2 + S3 + S4 + ....+ S⌊n
2
⌋−3.

On décompose la chaine Pn en trois chaines induites : P2i+1 est la chaine induite par l’en-

semble (vb
⋃

Nf (vb)). Les deux autres chaines P a et P c sont induites par le reste du côté

droit et du côté gauche, chacun de ces deux chaines contient l’un des deux sommets va et

vc.

Pour l’étude des broadcasts efficaces, P a et P c peuvent être considérées comme une chaine

induite d’ordre n− (2i+ 1), on trouve donc que

S1 = N2
eb(Pn−3),

S2 = N2
eb(Pn−5),

S3 = N2
eb(Pn−7),

jusqu’à

S⌊n
2
⌋−3 = N2

eb(P5) = 2.

Alors,

N3
eb(Pn) = N2

eb(Pn−3) +N2
eb(Pn−5) +N2

eb(Pn−7) + .....+N2
eb(P5).

Donc

N3
eb(Pn) =

⌊n
2
⌋−3∑

i=1

N2
eb(Pn−2i−1) =

⌊n
2
⌋−2∑

i=2

N2
eb(P2i+1).

Comme illustration :

N3
eb(P8)=2, N

3
eb(P10)=2+7, N

3
eb(P12) = 16 + 7 + 2, N3

eb(P14)=30+16+7+2.

Donc

N3
eb(Pn) =


⌊n
2
⌋−2∑

i=2

N2
eb(P2i+1) si n est pair,

⌊n
2
⌋−1∑

i=2

N2
eb(P2i) si n est impair.
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1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 2

Figure 4.7 – Broadcasts efficaces sur P8 pour | V +
f |= 3.

0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0 0 0 0 3

2 0 0 0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 2 0 0 0 1

Figure 4.8 – Broadcasts efficaces sur P9 pour | V +
f |= 3.

Proposition 4.5 Soit Pn une chaine d’ordre n ⩾ 4 et t ⩾ 1 un entier positif, on a :

N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) =


1 si n = 3t+ 1,

2 si n = 3t+ 2,⌈
n
6

⌉
+ 4 si n = 3t.

Preuve Soit Pn = x1x2 . . . xn une chaine d’ordre n. On suppose que les sommets x1, x2,

. . ., xn de Pn sont numérotés de la gauche vers la droite.

Dans ce cas, |V +
f | = ⌈n

3
⌉, c’est-à-dire que l’ensemble des sommets broadcasts contient ⌈n

3
⌉

sommets qui portent des valeurs strictement positives.

On distingue 3 cas selon la valeur de n en fonction de 3t, t ∈ Z+.

Premier cas : n = 3t+ 1.

Pour n = 4, N
⌈n

3 ⌉
eb (P4) = 1.

Maintenant, on suppose que pour toute chaine Pn d’ordre n = 3t + 1, k ∈ Z+ (t ⩾ 2) et

|V +
f | =

⌈
n
3

⌉
, on définit la fonction broadcast efficace suivante :

f(v) =

 1 si v = v3i+1, i = 0, ...,
⌈
n
3

⌉
,

0 sinon.

La fonction f est une fonction broadcast efficace dans Pn alors N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) ⩾ 1.

Montrons maintenant que N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) ⩽ 1.
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— Si nous déplaçons le premier 1 du premier sommet, nous perdons un sommet broad-

cast et le graphe n’est pas complètement f -dominé.

— Si la fonction broadcast efficace contient une valeur supérieure à 1, on perd un som-

met broadcast et la cardinalité de l’ensemble des sommets broadcasts ne peut pas

atteindre
⌈
n
3

⌉
. Alors pour atteindre |V +

f | =
⌈
n
3

⌉
. La seule fonction broadcast efficace

dont on dispose est f d’où N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn)=1 pour tout n = 3t+ 1, t = 0, ...,

⌊
n
3

⌋
.

Deuxième cas : n = 3t+ 2.

On suppose que pour toute chaine Pn d’ordre n = 3t+ 2, k ∈ Z+(t ⩾ 2) et |V +
f | =

⌈
n
3

⌉
n = 3t+ 2 = (3t+ 1) + 1, pour partir de 3t+1 et aller à 3t+2 on ajoute un sommet à une

chaine du premier cas, on garde la même fonction f définie précédemment, on sais que f

est une fonction broadcast efficace car le sommet rajouté est f -dominé par le sommet vn−1.

On définit la fonction g comme suit :

g(vi) =


f(vi) pour i = 0, ..., n− 3,

2 si vi = vn,

0 sinon.

g est une fonction broadcast efficace différente de f alors N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) ≥ 2.

Maintenant toutes les fonctions broadcasts efficaces différentes de f et g que l’on peut

définir sur la chaine Pn nous font diminuer |V +
f | et nous font perdre la propriété |V +

f | =
⌈
n
3

⌉
d’où N

⌈n
3 ⌉

eb (Pn) = 2.

Troisième cas : n = 3t t ∈ Z+ . Pour atteindre |V +
f | =

⌈
n
3

⌉
sommets.

Soit f une fonction broadcast efficace sur Pn, alors le nombre maximum de sommets f -

dominés par le sommet vi est (2fi + 1).

Si ∀ vi ∈ V, f(vi) ∈ {0, 1} alors il n’y a qu’une seule fonction broadcast efficace f telle que :

f(v) =

 1 si i = 3t+ 2, t = 1, ...,
⌈
n
3

⌉
,

0 sinon.

Alors N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) ⩾ 1.

S’il existe f(vi) = 2 pour une valeur i alors i ne peut prendre que les positions 1 ou i=
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t+3, t=0,...,⌊n
6
⌋ mais la fonction broadcast efficace n’accepte qu’un seul sommet vi tel que

f(vi)=2 sinon|V +
f | <

⌈
n
3

⌉
. Alors N

⌈n
3 ⌉

eb (Pn)⩾ ⌊n
6
⌋ +3.

Si f(v1) = 3, ce sommet f -domine les quatre premiers sommets alors si on supprime ces

quatre sommets, on a une chaine Pn−4 d’ordre n − 4 = 3t − 4 = 3t′ + 2, t, t′ ∈ Z+, et

comme nous l’avons déjà prouvé dans le deuxième cas N
⌈n

3 ⌉
eb (P3t′+2) = 2 mais une seule

fonction peut être acceptée avec f(v1) = 3, alors N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn)⩾ ⌊n

6
⌋ +4. Un sommet vi avec

f(vi) ⩾ 4 ou f(vi) = 3 et i > 1 ne peut pas exister dans une fonction broadcast efficace

dans une chaine d’ordre n=3t, sinon |V +
f | <

⌈
n
3

⌉
.

Dans le troisième cas N
⌈n

3 ⌉
eb (P3t)=⌊n

6
⌋ +4. Donc

N
⌈n

3 ⌉
eb (Pn) =


1 si n = 3t+ 1,

2 si n = 3t+ 2,⌈
n
6

⌉
+ 4 si n = 3t.

Dans la figure 4.10 il y a un exemple pour chaque cas.

1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 2

Figure 4.9 – Broadcasts efficaces sur P7, P8 pour lesquels |V +
f | =

⌈
n
3

⌉
.

0 1 0 0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 1 0 0 0 2 0 1 0 0 1 0 0 0 0 3

2 0 0 0 1 0 0 0 2 1 0 0 0 2 0 0 0 1

Figure 4.10 – Broadcasts efficaces sur P9 pour lesquels |V +
f | =

⌈
n
3

⌉
.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans cette thèse est consacré à l’étude de quelques paramètres de
domination et de broadcast domination dans les graphes. En effet, nous avons défini et
étudié un nouveau paramètre de broadcast domination que nous avons noté nombre de
broadcast domination global, pour lequel nous avons établi des bornes supérieures et des
bornes inférieures et nous avons déterminé des valeurs exactes pour quelques classes de
graphes.

Ensuite, nous avons définit et étudié un nouveau paramètre de domination dans les
graphes que nous avons noté nombre de 2-domination sécurisée. Dans ce stade, nous avons
déterminé des valeurs exactes pour les chaines et les cycles, ensuite nous avons établi
des bornes pour ce paramètre en fonction de son ordre, après nous avons fait une étude
algorithmique pour ce paramètre, dans laquelle nous avons prouvé que la recherche du
nombre de 2-domination sécurisé est NP-complet pour un graphe quelconque et pour des
classes spéciales de graphes.

Finalement, nous nous sommes intéressés au nombre de broadcast domination efficace
dans la classe des chaines, d’abord nous avons déterminé une formule pour ce paramètre
en fonction de la cardinalité de l’ensemble de sommets broadcasts, ensuite, nous avons
caractérisé ce paramètre pour quelques valeurs 1,2,3,4 et ⌈n

3
⌉.

Comme perspectives de recherche, nous envisageons d’étudier les points suivants :
— Etude du nombre des broadcasts efficaces pour les autres cas.
— Etude du nombre des broadcasts efficaces dans les cycles.
— Choisir une autre classe de graphe pour l’étude du nombre des broadcasts efficaces.
— Etude de l’aspect algorithmique et la complexité du nombre des broadcasts efficaces.
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Résumé

Soit G = (V,E) un graphe simple. Dans notre thèse, Nous définissons et étudions

un nouveau paramètre de domination dans les graphes, c’est le nombre de 2-

dominantion sécurisée γs2(G). Tout d’abord, nous établissons des bornes inférieures

et supérieures sur γs2(G) d’un graphe et d’un graphe sans triangle. Ensuite, nous

déterminons le nombre de 2-domination sécurisée γs2(G) des chaines et des cycles.

Ensuite, nous étudions la complexité du problème de 2-domination sécurisée en prou-

vant que la détermination de la valeur de ce paramètre est NP-complète, également

pour les graphes divisés et bipartis. Enfin, nous fournissons une borne supérieure du

paramètre en termes de nombre de cliques et de nombre de stabilité pour les graphes

parfaits.

Nous définissons et étudions un nouvel invariant de broadcast domination dans les

graphes, appelé le broadcast dominant global. Nous commençons par déterminer le

nombre de broadcast dominant global des graphes bipartites, des chaines, des cycles,

des graphes en grille et des arbres. Ensuite, nous établissons des bornes inférieures

et supérieures sur le nombre de broadcast dominant global d’un graphe. Enfin, nous

établissons des relations entre le nombre de broadcast dominant global et d’autres

paramètres.

Différents paramètres de domination et de broadcast domination ont été définis, l’un

de ces paramètres est le broadcast efficace. Dans cette thèse, nous déterminons des

broadcasts efficaces distincts dans les chaines, répondant ainsi à une question sou-

levée dans [23] : que peut-on dire du nombre de broadcasts efficaces distincts dans

une chaine ?

Mots clés : Domination, domination sécurisée, 2-domination, 2-domination

sécurisée, broadcast domination, broadcast dominant global, broadcast efficace.



Abstract

Let G = (V,E) be a simple graph. In our thesis, we define and study a new domi-

nation parameter in graphs, which is the secure 2-domination number γs2(G). First,

we establish lower and upper bounds on γs2(G) for a graph and a graph without tri-

angles. Then, we determine the secure 2-domination number γs2(G) for paths and

cycles. After that, we study the complexity of the secure 2-domination problem by

proving that determining the value of this parameter is NP-complete, also for split

and bipartite graphs. Finally, we provide an upper bound for the parameter in terms

of the number of cliques and the stability number for perfect graphs.

We define and study a new broadcast domination invariant in graphs, called the glo-

bal broadcast domination. We start by determining the global dominating broadcast

number in bipartite graphs, paths, cycles, grid graphs, and trees. Then, we establish

lower and upper bounds on the global dominating broadcast number of a graph. Fi-

nally, we establish relationships between the global dominating broadcast number and

other parameters.

Various domination and broadcast domination parameters have been defined, one of

which is the efficient broadcast. In this thesis, we determine distinct efficient broad-

casts in paths, thus addressing a question raised in [23] : what can be said about the

number of distinct efficient broadcasts in a path ?

Keywords : Domination, secure domination, 2-domination, secure 2-domination,

broadcast domination, global broadcast domination, efficient broadcast.



 

 

 ملخص

γ الآمنالثنائي  ، وهو رقم السيطرة اتبيانا بسيطًا. في أطروحتنا، قمنا بتعريف ودراسة معامل سيطرة جديد في البيان G=(V,E)ليكن 
ଶ

௦
 .

γ  أولا، نقوم بوضع الحدود الدنيا والعليا على
ଶ

௦
γالآمن الثنائي و البيان بدون مثلثات. بعد ذلك، نحدد رقم السيطرة  للبيان 

ଶ

௦
 سلاسللل 

γالآمنة الثنائية . بعد ذلك، قمنا بدراسة مدى تعقيد مشكلة السيطرة حلقاتوال
ଶ

௦
 ،NP-Completeهو معامله من خلال إثبات أن تحديد قيمة  

  مثالية. بياناتمن حيث عدد النقرات ورقم الثبات للحصول على  معاملأعلى لل المنقسمة والثنائية. وأخيرًا، نقدم حداً للبياناتأيضًا 

المسيطر في  منبدأ بتحديد رقم البث العا .في البيانات ةالبث العام سيطرة، والتي تسمى اتفي البيان جديدةبث  سيطرةقمنا بتعريف ودراسة 

 سيطربعد ذلك، نقوم بإنشاء الحدود الدنيا والعليا على رقم البث العام الم الشبكية والأشجار. اتو البيان حلقاتوال سلاسللا و الثنائية البيانات

  ت الأخرى.لامانقوم بإنشاء علاقات بين رقم البث العام المسيطر والمع . أخيراً،للبيان

عمليات بث فعالة متميزة في عدد هذه الأطروحة، نحدد  البث، أحدها هو البث الفعال. في سيطرةو السيطرة تلامامعتم تحديد العديد من 

 ؟سلاسلعمليات البث الفعالة متميزة في ال ما الذي يمكن قوله عن عدد ] 23[ ، وبالتالي نجيب على السؤال المطروح في سلاسلال
 


