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Introduction

Les écoulements de fluide à travers un milieu poreux se rencontrent dans des domaines très variés
des sciences et techniques. À titre d’exemple, on peut citer les problèmes de purification de l’eau, de
dépollution des sols, d’extraction de pétrole et de gaz, les problèmes géophysiques,...

L’objectif de ce mémoire est d’effectuer une analyse numérique sur des équations aux dérivées
partielles qui sont appelées les équations de milieux poreux sur un domaine plan régulier Ω×]0, T [,

∂tu + αu +∇ · p = f dans Ω×]0, T [,
∇ · u = 0 dans Ω×]0, T [,
p = pb sur ∂Ω×]0, T [,
u(·, 0) = u0 dans Ω,

qui modélisent l’écoulement non stationnaire d’un fluide incompressible dans un milieu poreux occu-
pant le domaine Ω. Ici les inconnues sont le champ de vecteur u à valeurs dans Rd, qui représente la
vitesse du fluide, et la fonction p qui représente sa pression. La fonction f est une densité de forces
extérieures appliquées au fluide. Le coefficient α dépend de la perméabilité du milieu et de la viscosité
du fluide. On s’intéresse ici au cas d’un milieu homogène : Le coefficient α est alors supposé constant
positif. De plus, ces équations entre dans la classe plus générale des problèmes mixtes (ainsi que par
exemple le problème de Stokes ou de l’élasticité), mais nous nous contentons dans ce mémoire d’étudier
de façon détaillée la formulation variationnelle et sa discrétisation temporelle et spatiale.

Parmi les très nombreuses techniques utilisées pour la discrétisation d’équations aux dérivées par-
tielles elliptiques, nous avons choisi de présenter les méthodes spectrales. Elles ont été introduites pour
la première fois par D. Gottlieb et S. Orszag [16, 20] et développées par C. Bernardi et Y. Maday
[5, 6]. Elles reposent sur l’approximation des solutions d’équations aux dérivées partielles initialement
par des séries de Fourier tronquées puis par des polynômes de haut degré et sur l’utilisation de bases
tensorisées des espaces d’approximation. Les méthodes spectrales utilisent des formules de quadrature
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numériques pour évaluer les intégrales obtenues dans la formulation variationnelle, le plus souvent la
formule de Gauss-Lobatto, le problème est discrétisé en les noeuds de cette formule qui sont les ra-
cines de polynômes dérivées des polynômes de Legendre. De nombreux ouvrages ont été oubliés sur les
méthodes spectrales nous citons par exemple [10, 13]. Les domaines où ces équations sont posées, se
multiplient et se généralisent. Grâce aux produits de tensorisation sur les polynômes, la géométrie de
base est soit un carré soit un cube. Nous pouvons trouver des extensions sur des trapèzes, cylindres
ou même des cônes, par conséquent le champ d’applications des méthodes spectrales ne se limite plus
aux géométrie simples mais s’étend aux situations complexes.
Ce mémoire est structuré de la façon suivante :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et théorèmes importants et quelques principales
propriétés des espaces de Sobolev, les outils de la méthode spectrale ainsi que quelques concepts utilisés.

Au deuxième chapitre, nous commençons par la présentation du problème aux limites des équations
de milieux poreux. Nous nous intéressons dans ce chapitre à l’écriture de la formulation variationnelle
équivalente et nous montrons une condition inf-sup et que le problème variationnel est bien posé.

Dans le troisième chapitre, nous proposons une semi-discrétisation en temps, par un schéma d’Eu-
ler implicite d’ordre un, c’est une méthode numérique pour résoudre par approximation des équations
différentielles du premier ordre avec une condition initiale. Puis nous prouvons l’existence et l’unicité
de la solution du problème semi-discret obtenu. Ensuite, nous établissons des estimations d’erreur a
priori sur la vitesse puis sur la pression.

Au quatrième chapitre nous étudions le problème discrétisé en espace par les méthodes spectrales,
nous introduisons à chaque fois les outils de la discrétisation. Nous étudions l’existence et l’unicité de
la solution du problème discret, puis nous prouvons des estimations d’erreur optimales.

Enfin, le dernier chapitre est dédié à l’écriture matricielle des équations de Darcy, en vue de la
résolution numérique.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En particulier les
définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev et les outils de la méthode spectrale.
Nous présentons aussi quelques concepts utilisés.

1.1 Espaces de Sobolev

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques. Les démonstra-
tions des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de références suivants : Adams
[2], Dautray et Lions [12], Grisvard [17] et Lions et Magenes [19].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de l’espace dans lequel on se
place. Le symbole ∂ suivi d’un nom d’ouvert, désigne sa frontière. Deux définitions sont nécessaires
pour caractériser la géométrie des ouverts que l’on considère.

Définition 1.1.1. En dimension d ≥ 2, un ouvert borné Ω de Rd est dit lipschitzien ou à frontière

lipschitzienne si pour tout point x de ∂Ω, il existe un système de coordonnées orthogonales (y1, ..., yd),

un hypercube Ux =
d∏

i=1
] − ai, ai[ et une application lipschitzienne Φx de

d−1∏
i=1

] − ai, ai[ dans ] − ad
2 , ad

2 [

tels que :

Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd > Φx(y1, ..., yd−1)},

∂Ω ∩ Ux = {(y1, ..., yd) ∈ Ux; yd = Φx(y1, ..., yd−1)}.

Cette propriété signifie que la frontière coïncide localement avec le graphe d’une fonction lipschit-
zienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout ouvert borné convexe
de Rd est également à frontière lipschitzienne (voir Grisvard [17, Corollaire 1.2.2.3]).

3



1.1. Espaces de Sobolev

Dans la suite, on note Ω un ouvert borné lipschitzien de Rd. On note x le point générique de Ω, et
(x1, ..., xd) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue dans Rd, que l’on écrit soit
dx soit dx1, ..., dxd.
On rappelle queD(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables à support compact dans
Ω, et que D(Ω) désigne l’espaces des restrictions à Ω des fonctions indéfiniment différentiables à support
compact dans Rd. Le dual D′(Ω) de D(Ω) est l’espace des distributions sur Ω. On introduit également
C0(Ω) l’espaces des fonctions continues sur Ω. On note maintenant L2(Ω) l’espace des fonctions v

mesurables telles que ∫
Ω

v2(x) dx < +∞.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v) =
∫
Ω

u(x)v(x) dx.

On note ‖ · ‖L2(Ω) la norme

‖v‖L2(Ω) =
(∫

Ω

v2(x) dx
) 1

2
.

On sait que l’espace L2(Ω) contient les deux espaces D(Ω) et D(Ω) comme sous-espaces denses, et que
l’espace L2(Ω) est contenu dans l’espace D′(Ω). Le produit de dualité entre les espaces D(Ω) et D′(Ω)
étant alors une extension du produit scalaire dans L2(Ω). La théorie des distributions (voir Schwartz
[22]) permet de définir, pour les fonctions de L2(Ω), des dérivées d’ordre quelconque à valeurs dans
D′(Ω).

Définition 1.1.2. Pour tout entier m ≥ 0, on définit l’espace de Sobolev Hm(Ω) de la façon suivante :

Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω), ∂αv ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ m},

muni de la norme

‖v‖Hm(Ω) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

(∂αv)2(x) dx
) 1

2
. (1.1)

Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note Hm
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D(Ω) dans l’espace

Hm(Ω).

L’espace Hm
0 (Ω) est donc un sous-espace fermé de Hm(Ω). On rappelle maintenant un résultat de

base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [2, Thm 6.28]).

Corollaire 1.1.1. La semi norme

|v|H1(Ω) =
(∫

Ω

d∑
j=1

( ∂v

∂xj

)2(x) dx
) 1

2 (1.2)

est une norme sur l’espace H1
0 (Ω), équivalente à la norme ‖ · ‖H1(Ω).
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1.1. Espaces de Sobolev

Notation 1.1.2. Soit E un espace de Banach séparable de norme ‖ · ‖E. On notera L2(Ω, E) l’espace

des fonctions définies de Ω dans E telles que la fonction : v 7→ ‖v‖E appartienne à L2(Ω). Pour tout

entier m ≤ 0, on désigne par Hm(Ω, E) l’espace des fonctions de L2(Ω, E) dont toutes les dérivées

partielles d’ordre ≤ m sont dans L2(Ω, E), on définit Hm
0 (Ω, E) comme l’adhérence dans Hm(Ω, E) des

fonctions indéfiniment différentiables de Ω dans E à support compact dans Ω, et H−m(Ω, E) comme

son dual. Les espaces Hm(Ω, E) sont munis de la norme

‖v‖Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|≤m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

et de la semi norme

|v|Hm(Ω,E) =
(∫

Ω

∑
|α|=m

‖(∂αv)(x)‖2
Edx

) 1
2
.

La caractérisation des espaces Hm
0 (Ω) s’effectue au moyen du théorème de traces, que l’on trouve

démontré dans Grisvard [17]. On rappelle que l’ouvert Ω étant lipschitzien, il existe en presque tout
point de la frontière ∂Ω, un vecteur unitaire normal à ∂Ω et dirigé vers l’extérieur de Ω, que l’on note
n. Si les composantes de n s’écrivent (n1, ..., nd), on désigne par ∂

∂n l’opérateur de dérivée normale
n1

∂
∂x1

+ ... + nd
∂

∂xd
.

Théorème 1.1.3. L’application γ0 : u ∈ D(Ω) 7→ γ0(u) = u|∂Ω ∈ L2(∂Ω) se prolonge de manière

unique, et de façon continue à l’espace de Sobolev H1(Ω). On appelle l’opérateur γ0 ainsi obtenu :

l’application de traces.

l’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur L2(∂Ω). L’image de γ0 est un espace de Sobolev fractionnaire

appelé H
1
2 (∂Ω) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

‖v‖
H

1
2 (∂Ω)

= inf{‖u‖H1(Ω), u ∈ H1(Ω), γ0u = v}.

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu R0 : H
1
2 (∂Ω) → H1(Ω), dit de relèvement,

qui vérifie γ0 ◦R0 = Id∂Ω. De plus, il existe une constante positive c0 telle que

∀v ∈ H
1
2 (Ω), ‖R0v‖H1(Ω) ≤ c0‖v‖

H
1
2 (∂Ω

.

Proposition 1.1.4. (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. Pour toute

fonction u de H2(Ω) et toute fonction v de H1(Ω), on a la formule de Green :

−
∫
Ω

∆u(x) · v(x)dx =
∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
(x) · v(x)dσ. (1.3)

Définition 1.1.4. L’opérateur de divergence appliqué à un champ de vecteurs v de composantes

(vx1 , vx2) en dimension d = 2 et (vx1 , vx2 , vx3) en dimension d = 3, est défini lorsque v est de classe

C1 par la formule

∇ · v =
∂vx1

∂x1
+

∂vx2

∂x2
en dimension d = 2,

5



1.2. Rappels sur le lemme de Lax-Milgram

et

∇ · v =
∂vx1

∂x1
+

∂vx2

∂x2
+

∂vx3

∂x3
en dimension d = 3.

Nous pouvons étendre la définition de la divergence à un élément quelconque v de D′(Ω) par les formules

de dualité suivantes :

∀ϕ ∈ D(Ω), < ∇ · v, ϕ >= − < vx1 ,
∂ϕ

∂x1
> − < vx2 ,

∂ϕ

∂x2
> en dimension d = 2,

∀ϕ ∈ D(Ω), < ∇ · v, ϕ >= − < vx1 ,
∂ϕ

∂x1
> − < vx2 ,

∂ϕ

∂x2
> − < vx3 ,

∂ϕ

∂x3
> en dimension d = 3.

1.2 Rappels sur le lemme de Lax-Milgram

On écrit tout de suite l’énoncé de ce lemme, dû à Lax-Milgram [18] qui est à la base de l’étude des
équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert réel de norme ‖ · ‖H . On considère une forme bilinéaire

a(·, ·) continue sur H ×H i.e.

∃C > 0, ∀u, v ∈ H, |a(u, v)| ≤ C‖u‖H · ‖v‖H ,

et on suppose qu’elle est elliptique sur H, c’est-à-dire qu’il existe une constante α > 0 telle que

∀v ∈ H, a(v, v) ≥ α‖v‖2
H .

On considère ainsi, une forme linéaire continue l(·) sur H. Alors, le problème : Trouver u dans H tel que :

∀v ∈ H, a(u, v) = l(v),
(1.4)

admet une solution unique u dans H. De plus cette solution vérifie

‖u‖H ≤ ‖l‖H′

α
.

1.3 Rappels sur le théorème de Cauchy-Lipschitz

On réfère à [21, Thm 21.1], pour la démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz.

Théorème 1.3.1. Supposons que [t1, t2] est un intervalle compact d’intérieur non vide et que f est une

application continue de [t1, t2]×Rn dans Rn qui vérifie la propriété suivante, il existe une constante L

telle que

∀t ∈ [t1, t2],∀v, w ∈ Rn, |f(t, v)− f(t, w)| ≤ L|v − w|.

6



1.4. Problème variationnel et sa discrétisation

Ici | · | désigne une norme quelconque sur Rn. Alors quel que soient t0 dans [t1, t2] et u0 dans Rn, il

existe une unique fonction u continûment différentiable de [t1, t2] dans Rn et qui vérifie ∂tu(t) = f(t, u(t)),

u(t0) = u0.

1.4 Problème variationnel et sa discrétisation

On rappelle maintenant un résultat de base (voir [14, 15]).

Soient X et M deux espaces de Hilbert munis de normes ‖ · ‖X et ‖ · ‖M respectivement. On note
X ′ et M ′ les espaces duals correspondants. On désigne par < ·, · > le produit dual de X et X ′ ou M

et M ′. On introduit les deux formes bilinéaires continues :

a(·, ·) : X ×X → R, b(·, ·) : X ×M → R.

On note V le noyau de la forme b(·, ·). On considère le problème variationnel suivant :
Étant donné f dans X ′ et g dans M ′, trouver le couple (u, p) dans X ×M tel que :

∀v ∈ X, a(u, v) + b(v, p) =< f, v >,

∀q ∈ M, b(u, q) =< g, q > .
(1.5)

Théorème 1.4.1. On suppose que la forme bilinéaire a(·, ·) est V−elliptique. Alors le problème (1.5)

admet une solution unique si et seulement si la forme bilinéaire b(·, ·) satisfait la condition inf-sup

suivante : il existe une constante positive β telle que

∀q ∈ M, sup
v∈X

b(v, q)
‖v‖X

≥ β‖q‖M .

Théorème 1.4.2. Soit l appartient à X ′ tel que

< l, v >= 0, ∀v ∈ V. (1.6)

Alors il existe une unique fonction p dans M telle que

(l, v) = b(v, p), ∀v ∈ X. (1.7)

Notons δ le paramètre de discrétisation. Pour chaque δ, on introduit les espaces discrets Xδ et Mδ,
tels que Xδ ⊂ X et Mδ ⊂ M . On introduit l’espace Vδ analogue à l’espace V comme suit :

Vδ = {vδ ∈ Xδ, b(vδ, qδ) = 0, qδ ∈ Mδ}.

On propose une approximation au problème (1.5).

Trouver (uδ, pδ) dans Xδ ×Mδ tel que :

∀vδ ∈ Xδ, a(uδ, vδ) + b(vδ, pδ) =< f, vδ >

∀qδ ∈ Mδ, b(uδ, qδ) =< g, qδ > .
(1.8)

7



1.5. Outils de la méthode spectrale

Théorème 1.4.3. On suppose que :

i) il existe une constante α∗ > 0 telle que

∀vδ ∈ Vδ, a(vδ, vδ) ≥ α∗‖vδ‖2
X ,

ii) il existe une constante β∗ > 0 telle que

∀qδ ∈ Mδ, sup
vδ∈Xδ

b(vδ, qδ)
‖vδ‖Xδ

≥ β∗‖qδ‖Mδ
.

Alors, il existe une unique fonction pδ dans Mδ telle que (uδ, pδ) est une solution unique du problème

(1.8).

1.5 Outils de la méthode spectrale

On considère le domaine Ω égal au carré ou au cube ]− 1, 1[d, d = 2 ou 3.

Notation 1.5.1. Pour tout entier n ≥ 0, on définit Pn comme l’espace des polynômes sur R à valeurs

dans R de degré ≤ n. On note Pn(Ω) l’espace des restrictions à Ω des polynômes à valeurs dans R et

de degré ≤ n par rapport à chaque variable.

Définition 1.5.1. On rappelle la formule de Gauss-Lobatto sur l’intervalle ]−1, 1[ : il existe un unique

ensemble de N + 1 nœuds ξj, 0 ≤ j ≤ N , avec ξ0 = −1 et ξN = 1, et un unique ensemble de N + 1

poids ρj, 0 ≤ j ≤ N , tel que

∀Φ ∈ P2N−1(−1, 1),
∫ 1

−1
Φ(ζ) dζ =

N∑
j=0

Φ(ξj)ρj . (1.9)

Cette formule de quadrature n’est pas exacte sur P2N (−1, 1), donc elle n’est pas exacte pour la
norme L2(−1, 1) des polynômes de PN (−1, 1). En revanche, on a les relations suivantes (voir [8]) :

Proposition 1.5.2. Pour tout ϕN dans PN (−1, 1), on a

‖ϕN‖2
L2(−1,1) ≤

N∑
j=0

ϕN (ξj)2ρj ≤ 3‖ϕN‖2
L2(−1,1). (1.10)

Définition 1.5.2. La grille de Gauss-Lobatto est donnée par

ΣN =

 {x = (ξi, ξj), 0 ≤ i, j ≤ N} pour d = 2,

{x = (ξi, ξj , ξk), 0 ≤ i, j, k ≤ N} pour d = 3.
(1.11)

On définit le produit discret pour toutes fonctions continues u et v sur Ω par

(u, v)N =


N∑

i=0

N∑
j=0

u(ξi, ξj)v(ξi, ξj)ρiρj si d = 2,

N∑
i=0

N∑
j=0

N∑
k=0

u(ξi, ξj , ξk)v(ξi, ξj , ξk)ρiρjρk si d = 3.

(1.12)

La formule (1.10) entraîne que le produit discret est un produit scalaire sur PN (Ω) et on note ‖ · ‖N la
norme associée à ce produit scalaire.
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1.6. Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

1.6 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

Les propriétés des opérateurs de projection orthogonale et d’interpolation polynomiale sont pré-
sentées et démontrées en détail dans [6, 8].

Notation 1.6.1. On note Π1,0
N l’opérateur de projection orthogonale de H1

0 (Ω) sur P0
N (Ω) pour le

produit scalaire associé à la norme | · |H1(Ω).

Théorème 1.6.2. Pour tout entier m ≥ 1, il existe une constante c positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de Hm(Ω) ∩H1
0 (Ω), on ait

|v −Π1,0
N v|H1(Ω) ≤ cN1−m‖v‖Hm(Ω). (1.13)

Notation 1.6.3. On note IN l’opérateur d’interpolation sur la grille ΣN (1.11) : pour toute fonction

v continue sur Ω, INv appartient à PN (Ω) et vérifie

(INv)(x) = v(x), x ∈ ΣN . (1.14)

Théorème 1.6.4. Pour tout entier m ≥ 2, il existe une constante c positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de Hm(Ω), on ait

‖v − INv‖L2(Ω) ≤ cN−m‖v‖Hm(Ω). (1.15)

On a également une estimation d’erreur dans l’espace H1(Ω) (voir [6, Thm 14.2]).

Théorème 1.6.5. Pour tout entier m ≥ 1
2 , il existe une constante c positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de Hm+1(Ω), on ait

‖v − INv‖H1(Ω) ≤ cN−m‖v‖Hm+1(Ω). (1.16)

Notation 1.6.6. On note i∂Ω
N l’opérateur d’interpolation de Lagrange aux nœuds de ΣN ∩∂Ω à valeurs

dans l’espace des traces des fonctions de PN (Ω) sur ∂Ω.
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CHAPITRE 2

Analyse du problème continu

Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd, d = 2 ou 3 à frontière lipschitzienne ∂Ω. On considère
un intervalle de temps [0, T ] tel que T est un nombre strictement positif. L’écoulement d’un fluide
visqueux instationnaire et incompressible dans un milieu poreux Ω est décrit par la loi de Darcy

∂tu + αu +∇p = f dans Ω×]0, T [,

avec la condition d’incompressibilité

∇ · u = 0 dans Ω×]0, T [.

les inconnues sont le champs de vecteur u à valeur dans Rd, qui représente la vitesse du fluide et la
fonction scalaire p qui représente sa pression. La fonction f représente une densité de forces extérieures
appliquée au fluide, le paramètre α est une constante positive dépendant de la perméabilité du milieu
et la viscosité du fluide. On impose une condition aux limites de type Dirichlet sur le pression p et une
condition initiale sur la vitesse u. Le problème qu’on se propose de résoudre s’écrit donc :

∂tu + αu +∇p = f dans Ω×]0, T [,
∇ · u = 0 dans Ω×]0, T [,
p = pb sur ∂Ω×]0, T [,
u(·, 0) = u0 dans Ω,

(2.1)

tel que pb et u0 décrivent la condition aux limites et la condition initiale. Toutes ces fonctions sont des
fonctions de la variable d’espace x dans Ω et de la variable du temps t dans ]0, T [.

2.1 La formulation variationnelle

Désormais, on suppose que
• les données (f , pb) sont des fonctions de L2(0, T ;L2(Ω)d)×L2(0, T ;H

1
2 (∂Ω)) et telles que la fonction
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2.1. La formulation variationnelle

pb admet un relèvement que l’on note p̃b et qui vérifie

‖p̃b‖L2(0,T ;H1(Ω)) ≤ c0‖pb‖
L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

(2.2)

• et que la donnée u0 appartient à L2(Ω)d et satisfait la condition d’incompressibilité

∇ · u0 = 0 dans Ω. (2.3)

En vue d’écrire la formulation variationnelle du problème (2.1), on introduit la forme bilinéaire b(·, ·)
pour toute couple mesurable sur Ω,

b(v , q) = ( v ,∇q).

Proposition 2.1.1. Le problème (2.1) admet la formulation variationnelle suivante

Trouver (u, p) dans H1(0, T ;L2(Ω)d)× L2(0, T ;H1(Ω)) tel que

u(·, 0) = u0 dans Ω, (2.4)

et pour tout t, 0 ≤ t ≤ T,

p(·, t) = pb(·, t) sur ∂Ω, (2.5)

∀v ∈ L2(Ω)d, (∂tu,v) + α(u,v) + b(v, p) = (f ,v),

∀q ∈ H1
0 (Ω), b(u, q) = 0.

(2.6)

Preuve. On multiplie la première ligne de (2.1) par une fonction test v ∈ L2(Ω)d et on intègre sur Ω,
on trouve la première ligne de (2.6). D’autre part, d’après la deuxième ligne de (2.1) u est à divergence
nulle donc en multipliant par une fonction test q de H1

0 (Ω) et en intégrant sur Ω on obtient,∫
Ω

∇ · uqdx = 0.

On applique la formule de Green on trouve∫
Ω

∇ · uqdx = −
∫
Ω

u · ∇qdx +
∫
∂Ω

uqndσ = 0,

puisque q est nul sur ∂Ω, on obtient la deuxième ligne de (2.6).

Théorème 2.1.2. Pour toute donnée (f , pb) dans L2(0, T ;L2(Ω)d)×L2(0, T ;H
1
2 (∂Ω)), les problèmes

(2.1) et (2.4),(2.5) et (2.6) sont équivalents dans le sens où :

i) toute solution du problème (2.1) appartenant à H1(0, T ;L2(Ω)d) × L2(0, T ;H1(Ω)) est solution

du problème (2.4),(2.5)et(2.6),

ii) toute solution du problème (2.4),(2.5) et (2.6) est solution du problème (2.1) au sens des distri-

butions.
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2.2. Résultat d’existence

Preuve. On a montré dans la proposition précédente que si (u , p) est solution du problème (2.1) alors
elle est aussi solution de (2.4),(2.5) et (2.6). Réciproquement, soit (u , p) solution de (2.4),(2.5) et (2.6),
on prend v = ϕ un élément de D(Ω)d dans la première ligne de (2.6)∫

Ω

∂tu · ϕdx + α

∫
Ω

u · ϕdx +
∫
Ω

∇p · ϕdx =
∫
Ω

f · ϕdx.

On a u appartient à H1(0, T ;L2(Ω)d) et p appartient à L2(0, T ;H1(Ω)) ainsi que f appartient à
L2(0, T ;L2(Ω)d) alors

∂tu + αu +∇p = f dans D′(Ω).

D’autre part, d’après la deuxième ligne de (2.6) on a pour tout q dans H1
0 (Ω) la quantité b(u , q) est

nulle, On dérive au sens des distributions

∀q ∈ H1
0 (Ω), <

∂ui

∂xi
, q >D′×D= 0, ∀1 ≤ i ≤ d,

tel que < ·, · >D′×D désigne le produit de dualité.

∀q ∈ H1
0 (Ω), < ∇ · u , q >D′×D= 0.

On déduit que ∇ · u égale à zéro au sens des distributions. De (2.4) et (2.5) on conclut l’équivalence
des deux problèmes (2.1) et (2.4),(2.5) et (2.6).

2.2 Résultat d’existence

Afin de montrer que le problème variationnel est bien posé, on commence par présenter quelques
propriétés. On prouve une propriété supplémentaire de la forme b(·, ·).

Proposition 2.2.1. La forme bilinéaire b(·, ·) est continue sur L2(Ω)d ×H1(Ω) et vérifie la condition

inf-sup suivante :

∀q ∈ H1
0 (Ω), sup

v∈L2(Ω)d

b(v, q)
‖ v ‖L2(Ω)d

=| q |H1(Ω) . (2.7)

Preuve. La continuité de b(·, ·) est évidente. On montre l’égalité (2.7). On utilise l’inégalité de Cauchy-
Schwarz sur l’expression de b(·, ·), on trouve

b(v, q) ≤ ‖v‖L2(Ω)d‖∇q‖L2(Ω)d , ∀v ∈ L2(Ω)d, ∀q ∈ H1
0 (Ω).

D’où
sup

v∈L2(Ω)d

b(v , q)
‖v‖L2(Ω)d

≤ |q|H1(Ω), ∀q ∈ H1
0 (Ω).

D’autre part, on a pour v = ∇q dans L2(Ω)d,

|q|H1(Ω) =
b(∇q, q)

‖∇q‖L2(Ω)d

≤ sup
v∈L2(Ω)d

b(v , q)
‖v‖L2(Ω)d

.

On obtient l’égalité désirée.
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2.2. Résultat d’existence

Définition 2.2.1. On définit le noyau de b(·, ·) par :

V (Ω) = { v ∈ L2(Ω)d, ∀q ∈ H1
0 (Ω), b(v, q) = 0}.

Proposition 2.2.2. Le noyau V (Ω) est caractérisé par :

V (Ω) = {v ∈ L2(Ω)d, ∇ · v = 0 dans Ω}.

Preuve. On note
W (Ω) = {v ∈ L2(Ω)d, ∇ · v = 0 dans Ω},

et on montre que l’espace V (Ω) donné dans la définition 2.2.1 est égal à W (Ω). L’inclusion de W (Ω)
dans V (Ω) est évidente. Il suffit de montrer que V (Ω) est inclus dans W (Ω). Soit v dans V (Ω) donc
la quantité b(v , q) est égale à 0 pour tout q dans H1

0 (Ω). En appliquant la formule de Green on trouve∫
Ω

∇ · vqdx−
∫
∂Ω

v qndσ = 0, ∀q ∈ H1
0 (Ω).

Puisque la fonction q est nulle sur la frontière ∂Ω alors∫
Ω

∇ · vqdx = 0, ∀q ∈ H1
0 (Ω).

Comme q est une fonction quelconque dans H1
0 (Ω), ∇ · v est égal à 0. On conclut l’égalité entre les

deux espaces V (Ω) et W (Ω).

Proposition 2.2.3. Pour tout (u, p) dans H1(0, T ;L2(Ω)d) × L2(0, T ;H1(Ω)) solution du problème

(2.4),(2.5) et (2.6), il existe une fonction p∗ dans L2(0, T ;H1
0 (Ω)) telle que le couple (u, p∗) vérifie

(2.4) et on ait pour tout t, 0 ≤ t ≤ T ∀v ∈ L2(Ω)d, (∂tu, v) + α(u, v) + b(v, p∗) = (f,v)− b(v, p̃b),

∀q ∈ H1
0 (Ω), b(u, q) = 0.

(2.8)

Preuve. On pose p∗ = p− p̃b, en remplaçant dans (2.6) on aura

∀v ∈ L2(Ω)d, (∂tu , v) + α(u , v) + b(v , p∗ + p̃b) = (f , v),

Ceci donne la première ligne de (2.8).

Remarque 2.2.1. Si on prend la fonction test v dans V (Ω) dans (2.8) on obtient le problème varia-

tionnel réduit

∀v ∈ V (Ω), (∂tu, v) + α(u, v) = (f, v)− b(v, p̃b). (2.9)

Lemme 2.2.4. Les problèmes variationnels (2.4),(2.5) et (2.6) et (2.4),(2.9) sont équivalents.
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2.2. Résultat d’existence

Preuve. Il est clair que si (u, p) est une solution de (2.4),(2.5) et (2.6) alors u est une solution de (2.4)
-(2.9). Réciproquement, soit u dans H1(0, T ;V (Ω)) solution de (2.4) -(2.9). On définit l’application Lt

pour tout v dans L2(Ω)d comme suit

Lt(v) =

t∫
0

[(f (·, s), v)− α(u(·, s), v)− b(v , p̃b(s))]ds− (u(·, t), v) + (u0, v).

Pour tout t appartient à [0,T], Lt est une fonction linéaire continue sur L2(Ω)d et selon (2.4)-(2.9) elle
disparaît sur V (Ω). D’après le Théorème 1.4.2, pour tout t il existe une unique fonction P (t) ∈ H1

0 (Ω)
telle que

Lt(v) = b(v , P (t)), ∀v ∈ L2(Ω)d.

D’autre part,

b(v , P (t)) =

t∫
0

[((f , s), v)− α(u(., s), v)− b(v , p̃b(s))]ds− (u(·, t), v) + (u0, v) (2.10)

on dérive (2.10) par rapport à t on obtient,

b(v ,
dP (·, t)

dt
) = (f (·, t), v)− α(u(·, t), v)− b(v , P̃b(t))− (

du
dt

(·, t), v), ∀v ∈ L2(Ω)d,

donc si nous posons

p∗ =
dP

dt
,

on obtient (2.6) avec p = p∗ + p̃b.

Nous montrons dans la proposition suivante une estimation a priori pour la solution du problème
(2.4),(2.5) et (2.6).

Proposition 2.2.5. Supposons que les données (f, pb) appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)d)×L2(0, T ;H
1
2 (∂Ω))

et que la vitesse initiale u0 appartient à L2(Ω)d alors l’estimation a priori suivante pour la solution

(u, p) du problème (2.4),(2.5) et (2.6) est satisfaite pour tout t ∈ [0, T ]

‖u‖L∞(0,T ;L2(Ω)d) ≤ c(‖u0 ‖L2(Ω)d +‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)d) + ‖pb‖
L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

), (2.11)

et

‖p‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ c(‖u0‖L2(Ω)d + ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)d) + ‖pb‖

L2(0,T ;H
1
2 (∂Ω))

), (2.12)

tel que c est une constante qui ne dépend que de Ω et de α.

Preuve. Pour montrer (2.11) on prend v égal à u dans (2.9) on trouve

(∂tu ,u) + α(u ,u) + b(u , p∗) = (f ,u)− b(u , p̃b).
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2.2. Résultat d’existence

Ceci est équivalent à

1
2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d + α‖u‖2
L2(Ω)d =

∫
Ω

f udx−
∫
Ω

u∇p̃bdx.

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve,

1
2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d + α‖u‖2
L2(Ω)d ≤ ‖f ‖L2(Ω)d‖u‖L2(Ω)d + |p̃b|H1(Ω)‖u‖L2(Ω)d ,

puis on utilise la formule de Young,

1
2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d + α‖u‖2
L2(Ω)d ≤

1
2ε
‖f ‖2

L2(Ω)d +
ε

2
‖u‖2

L2(Ω)d +
1
2ε
|p̃b|2H1(Ω) +

ε

2
‖u‖2

L2(Ω)d ,

en choisissant ε = α
2 , on aura

1
2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d +
α

2
‖u‖2

L2(Ω)d ≤
1
α

(‖f ‖2
L2(Ω)d + |p̃b|2H1(Ω)).

On intègre entre 0 et t on trouve

‖u(·, t)‖2
L2(Ω)d+α

∫ 1

0
‖u(·, s)‖2

L2(Ω)dds ≤ ‖u(·, 0)‖2
L2(Ω)d+

2
α

t∫
0

‖f (·, s)‖2
L2(Ω)dds+

2
α

t∫
0

|p̃b(·, s)|2H1(Ω)ds.

(2.13)
Pour α strictement positif, on obtient

max
0≤t≤T

‖u(·, t)‖2
L2(Ω)d ≤ ‖u0‖2

L2(Ω)d +
2
α
‖f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)d) +
2
α
‖p̃b‖2

L2(0,T ;H1(Ω)).

En combinant cette dernière inégalité avec (2.2) on obtient l’estimation (2.11). Maintenant pour estimer
(2.12), on a besoin d’une majoration de ‖∂tu‖L2(0,T ;L2(Ω)d). Pour cela on prend v égal à ∂tu dans (2.9)
on trouve

‖∂tu‖2
L2(Ω)d +

α

2
d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d =
∫
Ω

f ∂tudx−
∫
Ω

∂tu∇p̃bdx.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

‖∂tu‖2
L2(Ω)d +

α

2
d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d ≤ ‖f ‖L2(Ω)d‖∂tu‖L2(Ω)d + |p̃b|H1(Ω)‖∂tu‖L2(Ω)d .

L’inégalité de Young pour ε = 1
2 donne

1
2
‖∂tu‖2

L2(Ω)d +
α

2
d

dt
‖u‖2

L2(Ω)d ≤ (‖f ‖2
L2(Ω)d + |p̃b|2H1(Ω)).

On intègre entre 0 et t on trouve∫ t

0
‖∂tu(·, s)‖2

L2(Ω)dds+α
(
‖u(·, t)‖2

L2(Ω)d−‖u0‖2
L2(Ω)d

)
≤ 2
(∫ t

0
‖f (·, s)‖2

L2(Ω)dds+
∫ t

0
|p̃b(·, s)|2H1(Ω)ds

)
,

En combinant avec (2.2) on déduit que

‖∂tu‖2
L2(0,T ;L2(Ω)d) ≤ 2‖f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)d) + 2c0‖pb‖2

L2(0,T ;H
1
2 (∂Ω))

+ α‖u0‖2
L2(Ω)d . (2.14)
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2.2. Résultat d’existence

Similairement, pour montrer l’estimation (2.12) on choisit v égal à ∇p dans la première ligne de (2.6)
on trouve

‖∇p‖2
L2(Ω)d =

∫
Ω

f∇pdx−
∫
Ω

∂tu∇pdx− α

∫
Ω

u∇pdx.

L’inégalité de Cauchy- Schwarz et la formule de Young donnent

‖∇p‖2
L2(Ω)d ≤ 4(‖f ‖2

L2(Ω)d + ‖∂tu‖2
L2(Ω)d + α‖u‖2

L2(Ω)d).

En intégrant entre 0 et t on obtient

‖∇p‖2
L2(0,T ;L2(Ω)d) ≤ 2‖f ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)d) + 2‖∂tu‖2
L2(0,T ;L2(Ω)d) + 2

√
α‖u‖2

L2(0,T ;L2(Ω)d).

En combinant cette inégalité avec (2.13) et (2.14) on obtient l’estimation désirée.

Finalement, on démontre l’existence et l’unicité de la solution de la formulation variationnnelle
(2.4),(2.5) et (2.6) énoncée dans le théorème suivant :

Théorème 2.2.6. Supposons que les données (f, pb) appartiennent à L2(0, T ;L2(Ω)d)×L2(0, T ;H
1
2 (∂Ω))

et que la vitesse initiale u0 appartient à L2(Ω)d et satisfait (2.3), alors le problème (2.4),(2.5) et (2.6)

admet une solution unique (u, p) dans l’espace

H1(0, T ;L2(Ω)d)× L2(0, T ;H1(Ω)).

De plus, cette solution satisfait l’estimation a priori

‖u‖H1(0,T ;L2(Ω)d) + ‖∇p‖L2(0,T ;L2(Ω)d) ≤ c(‖u0‖L2(Ω)d + ‖f‖L2(0,T ;L2(Ω)d) + ‖pb‖
L2(0,T ;H

1
2 (∂Ω))

). (2.15)

Preuve. Grâce à l’équivalence des problèmes (2.4),(2.5) et (2.6) et (2.4)-(2.9) (voir lemme 2.2.4), pour
prouver l’existence de (u , p) solution de (2.4),(2.5) et (2.6) il suffit de prouver l’existence de u solution
de (2.4)-(2.9). Notons que l ’application affine

F : (t, u) 7→ f − αu−∇p̃b

est continue et lipschitzienne par rapport à u avec la constante de Lipschitz α, en effet

‖F (t,u1)− F (t, u2)‖L2(Ω)d = ‖f − αu1 −∇p̃b − (f − αu2 −∇p̃b)‖L2(Ω)d = α‖u1 − u2‖L2(Ω)d ,

Soit (Hn)n une suite croissante de sous-espaces de dimension finie de V (Ω) telle que ∪nHn est dense
dans V (Ω). On en déduit le problème suivant, pour tout n > m

Trouver un ∈ C0(0, T ; Hn) tel que

un(·, 0) = u0,

∀v ∈ Hm,

∫
Ω

∂tun · v dx + α

∫
Ω

un · v dx =
∫

Ω
f · v dx−

∫
Ω

v∇p̃b dx, (2.16)

16



2.2. Résultat d’existence

D’après le théorème de Cauchy-Lipschitz (Théorème 1.3.1), cette équation admet une solution unique
un dans C0(0, T ; Hn). La solution un vérifie (2.11), donc il existe une sous-suite que l’on note encore
(un)n pour simplifier, qui converge faiblement vers u dans L2(0, T ;V (Ω)). La fonction u est solution
de (2.9) pour tout v ∈ Hm et donc pour tout v ∈ V (Ω) par densité. Comme u satisfait (2.13) et (2.14),
on a ainsi l’existence de u dans H1(0, T ;V (Ω)). De plus, si u1 et u2 sont deux solutions de l’équation
(2.4)-(2.9) et soit u = u1 −u2, u est solution du problème (2.4)-(2.9) tel que u0,f et pb sont égaux à
zéro, on déduit alors de (2.13) que u est nul. Ceci prouve l’unicité de la solution.

17



CHAPITRE 3

Discrétisation temporelle du problème de Darcy

On s’intéresse dans ce chapitre à la discrétisation du problème de Darcy par un schéma d’Euler
implicite en temps. Pour un entier m positif, nous introduisons une partition de l’intervalle [0, T ] en
sous intervalles [tm−1, tm], 1 ≤ m ≤ M , avec 0 = t0 < t1 < ...tm = T. On désigne par τm le pas du
temps tm − tm−1, et par τ les M-uplets (τ1, ..., τm) et tel que |τ | = max

1≤m≤M
τm.

3.1 Problème semi-discret en temps

On cherche une approximation um(x) ' u(x, tm) de la solution exacte au point tm, en discrétisant
la dérivée partielle en temps par un schéma d’Euler implicite ce qui donne

∂u

∂t
(x, tm) ' u(x, tm)− u(x, tm−1)

τm
' um(x)− um−1(x)

τm
.

On suppose les fonctions (f, pb) dans C0(0, T ;L2(Ω)d)×C0(0, T ;H
1
2 (∂Ω)), et u0 dans L2(Ω)d le problème

semi-discret s’écrit :
Trouver (um)0≤m≤M ∈ (L2(Ω)d)M+1 et (pm)1≤m≤M ∈ (H1(Ω))M , tels que

u0 = u0 dans Ω, (3.1)

et pour tout m, 1 ≤ m ≤ M ,
pm = pm

b sur ∂Ω, (3.2)
∀v ∈ L2(Ω)d, (um, v) + ατm(um, v) + τmb(v, pm) = (um−1, v) + τm(fm, v),
∀q ∈ H1

0 (Ω), b(um, q) = 0,
(3.3)

où fm = f(·, tm) et pm
b = pb(·, tm). En effet, on utilise le schéma d’Euler implicite dans (2.6), on trouve

∀v ∈ L2(Ω)d,
(um − um−1

τm
, v
)

+ α(um, v) + b(v, pm) = (fm, v),

et on multiplie par τm.
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3.2. Résultat d’existence pour la solution semi-discrète

Remarque 3.1.1. Comme dans le chapitre précédent, on définit p̃m
b le relèvement de la fonction

pm
b , 0 ≤ m ≤ M et qui vérifie

‖p̃b
m‖H1(Ω) ≤ c0 ‖ pm

b ‖
H

1
2 (∂Ω)

, (3.4)

avec la même constante c0 que dans (2.2).

3.2 Résultat d’existence pour la solution semi-discrète

Dans cette section, nous vérifions que le problème (3.1)-(3.2)-(3.3) est bien posé.

Proposition 3.2.1. Si (um, pm) est une solution de (3.1)-(3.2)-(3.3), la suite (um)0≤m≤M appartient

à V (Ω)M+1, satisfait (3.1) et telle que pour tout 1 ≤ m ≤ M

∀v ∈ V (Ω), (um, v) + ατm(um, v) = (um−1, v) + τm(fm, v)− τmb(v, p̃b
m). (3.5)

Preuve . Prenant pm∗ égal à pm − p̃b
m dans la première ligne de (3.3), on trouve

∀v ∈ L2(Ω)d, (um, v) + ατm(um, v) + τmb(v, pm∗ + p̃b
m) = (um−1, v) + τm(fm, v),

alors

∀v ∈ L2(Ω)d, (um, v) + ατm(um, v) + τmb(v, pm∗) + b(v, p̃b
m) = (um−1, v) + τm(fm, v).

Si l’on prend v dans V (Ω), on obtient

∀v ∈ V (Ω), (um, v) + ατm(um, v) = (um−1, v) + τm(fm, v)− τmb(v, p̃b
m).

Proposition 3.2.2. Le problème (3.1)-(3.5) admet une solution unique (um)0≤m≤M dans l’espace

V (Ω)M+1.

Preuve . Nous utilisons le Lemme de Lax-Milgram dont nous vérifions les hypothèses avec les notations,
pour 0 ≤ m ≤ M :

a(um, v) = (um, v) + ατm(um, v)

et
Fm(v) = τm(fm, v) + (um−1, v)− τmb(v, p̃b

m)

1. La bilinéarité de a(·, ·) provient de la linéarité des dérivées et intégrales.

2. La continuité de a(·, ·) est évidente, en effet : soient um ∈ L2(Ω)d, v ∈ L2(Ω)d

|a(um, v)| ≤ |(um, v)|+ |ατm(um, v)|.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|a(um, v)| ≤ ‖um‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d + ατm‖um‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d ,

alors
|a(um, v)| ≤ (1 + ατm)‖um‖L2(Ω)d‖v‖L2(Ω)d .
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3.2. Résultat d’existence pour la solution semi-discrète

3. La forme bilinéaire a(·, ·) est coercive, en effet : pour tout v dans L2(Ω)d

a(v, v) = (v, v) + ατm(v, v),= (1 + ατm)‖v‖2
L2(Ω)d .

4. Fm est une forme linéaire continue sur L2(Ω)d, en effet :

|Fm(v)| ≤ |τm(fm, v)|+ |(um−1, v)|+ |τmb(v, p̃b
m)|.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne

|Fm(v)| ≤ (τm‖fm‖L2(Ω)d + ‖um−1‖L2(Ω)d + τm‖∇p̃b
m‖L2(Ω)d)‖v‖L2(Ω)d .

Comme L2(Ω)d est un espace de Hilbert on déduit du lemme de Lax-Milgram que le problème
(3.1)-(3.5) admet une solution unique (um)0≤m≤M ∈ (V (Ω))M+1.

Proposition 3.2.3. Si (um)0≤m≤M est une solution de (3.1)-(3.5) l’application

Lm(v) = (fm, v)− b(v, p̃b
m)− 1

τm
(um − um−1, v)− α(um, v),

est linéaire continue sur L2(Ω)d qui disparait sur V (Ω) et satisfait

∀v ∈ L2(Ω)d, Lm(v) = b(v, pm∗), (3.6)

|pm∗|H1(Ω) ≤ sup
v∈L2(Ω)d

Lm(v)
‖v‖L2(Ω)d

. (3.7)

Preuve. La linéarité de Lm provient de la linéarité des intégrales. En vertu de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz la fonction Lm est continue.

|Lm(v)| = |(fm, v)− b(v, p̃b
m)− 1

τm
(um − um−1, v)− α(um, v)|,

≤ (‖fm‖L2(Ω)d + ‖∇p̃b
m‖L2(Ω)d +

1
τm
‖um‖L2(Ω)d +

1
τm
‖um−1‖L2(Ω)d + α‖um‖L2(Ω)d)‖v‖L2(Ω)d .

On a de (3.5) la fonction Lm s’annule dans V (Ω), alors grâce à la condition inf- sup (2.7) et d’après le
Théorème 1.4.2, il existe une unique fonction pm∗ dans H1

0 (Ω) telle que

∀v ∈ L2(Ω)d, Lm(v) = b(v, pm∗),

et on a
|pm∗|H1(Ω) ≤ sup

v∈L2(Ω)d

b(v, pm∗)
‖v‖L2(Ω)d

.

Conséquemment à la proposition précédente on a le résultat suivant.

Lemme 3.2.4. Les problèmes (3.1)-(3.2)-(3.3) et (3.1)-(3.2)-(3.5) sont équivalents.

On conclut du Lemme 3.2.4 et la Proposition 3.2.2 le résultat d’existence et d’unicité de (um, pm).

Proposition 3.2.5. Supposons (f , pb) dans C0(0, T ;L2(Ω)d)×C0(0, T ;H
1
2 (∂Ω)) et que la vitesse ini-

tiale u0 appartient à L2(Ω)d et satisfait (3.2), alors le problème (3.1)-(3.2)-(3.3) admet une solution

unique (um, pm), tel que

um ∈ L2(Ω)d, 0 ≤ m ≤ M et pm ∈ H1(Ω), 1 ≤ m ≤ M. (3.8)
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

3.3 Propriété de stabilité de la solution

Proposition 3.3.1. On suppose que les données (f , pb) appartiennent à C0(0, T ;L2(Ω)d)×C0(0, T ;H
1
2 (∂Ω))

et la vitesse initiale u0 appartient à L2(Ω)d et satisfait (3.2). La suite des vitesses (um)1≤m≤M vérifie :

‖um‖L2(Ω)d ≤ ‖u0‖L2(Ω)d +

√
2
α

( m∑
k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + c2

0‖pk
b‖2

H
1
2 (∂Ω)

)
) 1

2
. (3.9)

Preuve. Si l’on choisit v égal à um dans (3.5), on trouve

(um,um) + ατm(um,um) = (um−1,um) + τm(fm,um)− τmb(um, p̃b
m).

Ceci est équivalent à

(um − um−1,um) + ατm‖um‖2
L2(Ω)d = τm(fm,um)− τm(um,∇p̃b

m).

On utilise l’identité
(a, a− b) =

1
2
(‖a‖2 + ‖a− b‖2 − ‖b‖2),

on obtient,

1
2
(
‖um − um−1‖2

L2(Ω)d + ‖um‖2
L2(Ω)d − ‖um−1‖2

L2(Ω)d

)
+ ατm‖um‖2

L2(Ω)d = τm(fm,um)− τm(um,∇p̃b
m).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraîne

1
2
(‖um − um−1‖2

L2(Ω)d + ‖um‖2
L2(Ω)d − ‖um−1‖2

L2(Ω)d) + ατm‖um‖2
L2(Ω)d

≤ τm(‖fm‖L2(Ω)d‖um‖L2(Ω)d + ‖um‖L2(Ω)d |p̃b
m|H1(Ω)).

On utilise la relation de Young ab ≤ ε
2a2 + 1

2εb
2, en prenant ε = α

2 , on trouve

1
2
(‖um − um−1‖2

L2(Ω)d − ‖um−1‖2
L2(Ω)d + ‖um‖2

L2(Ω)d) + ατm‖um‖2
L2(Ω)d

≤ τm(
1
α
‖fm‖2

L2(Ω)d +
α

4
‖um‖2

L2(Ω)d +
1
α
|p̃b

m|2H1(Ω) +
α

4
‖um‖2

L2(Ω)d),

alors

1
2
(‖um − um−1‖2

L2(Ω)d + ‖um‖2
L2(Ω)d − ‖um−1‖2

L2(Ω)d) +
α

2
τm‖um‖2

L2(Ω)d

≤ τm(
1
α
‖fm‖2

L2(Ω)d +
1
α
|p̃b

m|2H1(Ω)).

En sommant cette inégalité sur m, on trouve
m∑

k=1

‖uk‖2
L2(Ω)d −

m∑
k=1

‖uk−1‖2
L2(Ω)d +

m∑
k=1

‖uk − uk−1‖2
L2(Ω)d + α

m∑
k=1

τk‖uk‖2
L2(Ω)d

≤ 2
α

m∑
k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)),
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

alors

‖um‖2
L2(Ω)d − ‖u0‖2

L2(Ω)d +
m∑

k=1

‖uk − uk−1‖2
L2(Ω)d + α

m∑
k=1

τk‖uk‖2
L2(Ω)d

≤ 2
α

m∑
k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)).

On en déduit que,

‖um‖2
L2(Ω)d +

m∑
k=1

‖uk − uk−1‖2
L2(Ω)d + α

m∑
k=1

τk‖uk‖2
L2(Ω)d

≤ 2
α

m∑
k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)) + ‖u0‖2
L2(Ω)d . (3.10)

On a les quantités
m∑

k=1

‖uk − uk−1‖2
L2(Ω)d et α

m∑
k=1

τk‖uk‖2
L2(Ω)d sont positives donc,

‖um‖2
L2(Ω)d ≤

2
α

m∑
k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)) + ‖u0‖2
L2(Ω)d .

Ceci achève la démonstration.

Proposition 3.3.2. Sous les hypothèses de la proposition précédente, La suite des vitesses (um)1≤m≤M

satisfait la majoration suivante :( m∑
k=1

τk‖
uk − uk−1

τk
‖2

L2(Ω)d

) 1
2 ≤

√
α‖u0‖L2(Ω)d +

√
2
( m∑

k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + c2

0‖pk
b‖2

H
1
2 (∂Ω)

)
) 1

2
. (3.11)

Preuve. Prenant v égal à um − um−1 dans (3.5), on trouve

(um − um−1,um − um−1) + ατm(um,um − um−1) = τm(fm,um − um−1)− τmb(um − um−1, p̃b
m),

En divisant par τm, on aura

1
τm
‖um − um−1‖2

L2(Ω)d + α(um,um − um−1) = (fm,um − um−1)− b(um − um−1, p̃b
m).

On utilise l’identité (a, a − b) = 1
2(‖a‖2 + ‖a − b‖2 − ‖b‖2), ainsi que - l’inégalité de Cauchy-Schwarz

on obtient,

1
τm
‖um − um−1‖2

L2(Ω)d +
α

2
(‖um − um−1‖2

L2(Ω)d − ‖um−1‖2
L2(Ω)d + ‖um‖2

L2(Ω)d)

≤ ‖fm‖L2(Ω)d‖um − um−1‖L2(Ω)d + ‖um − um−1‖L2(Ω)d |p̃b
m|H1(Ω).

La relation de Young ab ≤ ε
2a2 + 1

2εb
2, avec ε = 2τm, entraîne

1
τm
‖um − um−1‖2

L2(Ω)d + α(‖um − um−1‖2
L2(Ω)d + ‖um‖2

L2(Ω)d − ‖um−1‖2
L2(Ω)d)

≤ 2τm(‖fm‖2
L2(Ω)d + |p̃b

m|2H1(Ω)).
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

En sommant sur m, on trouve

m∑
k=1

1
τk
‖uk − uk−1‖2

L2(Ω)d + α
m∑

k=1

‖uk‖2
L2(Ω)d + α

m∑
k=1

‖uk−1 − uk‖2
L2(Ω)d − α

m∑
k=1

‖uk−1‖2
L2(Ω)d

≤ 2
m∑

k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)),

alors
m∑

k=1

1
τk
‖uk − uk−1‖2

L2(Ω)d + α‖um‖2
L2(Ω)d − α‖u0‖2

L2(Ω)d + α
m∑

k=1

‖uk − uk−1‖2
L2(Ω)d

≤ 2
m∑

k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + |p̃b

k|2H1(Ω)).

Comme les quantités α‖um‖2
L2(Ω)d et α

m∑
k=1

‖uk−uk−1‖2
L2(Ω)d sont positives on en déduit l’estimation

souhaitée.

Proposition 3.3.3. Sous les hypothèses de la Proposition 3.3.1, la suite de pressions (pm)1≤m≤M

vérifie ( m∑
k=1

τk|pk|2H1(Ω)

) 1
2 ≤ c1

(
‖u0‖2

L2(Ω)d +
m∑

k=1

τk(‖fk‖2
L2(Ω)d + ‖pk

b‖2

H
1
2 (∂Ω)

)
) 1

2
. (3.12)

Preuve. Similairement aux preuves précédentes, on choisit v égal à ∇pm dans la première ligne de
(3.3) et on effectue les mêmes étapes, commençons par utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

τm‖∇pm‖2
L2(Ω)d = −(um − um−1,∇pm)− ατm(um,∇pm) + τm(fm,∇pm),

≤ ‖um − um−1‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d + ατm‖um‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d

+τm‖fm‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d ,

(3.13)

on utilise la formule de Young avec ε = 3
τm

, on aura

‖um − um−1‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d ≤
3

2τm
‖um − um−1‖2

L2(Ω)d +
τm

6
‖∇pm‖2

L2(Ω)d .

Encore une fois la formule de Young nous donne pour ε = 3

α‖um‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d + ‖fm‖L2(Ω)d‖∇pm‖L2(Ω)d ≤
3
2
‖fm‖2

L2(Ω)d +
1
6
‖∇pm‖2

L2(Ω)d

+
3α

2
‖um‖2

L2(Ω)d +
α

6
‖∇pm‖2

L2(Ω)d .

En combinant les deux dernières inégalités avec (3.13), on obtient

1
2
τm|pm|2H1(Ω) ≤

3
2
τm‖

um − um−1

τm
‖2

L2(Ω)d +
3τm

2
‖fm‖2

L2(Ω)d +
3ατm

2
‖um‖2

L2(Ω)d .

En sommant cette dernière ligne sur les m, et grâce aux relations (3.10) et (3.11) on conclut l’estimation
cherchée.
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3.4 Estimation d’erreur

Dans ce qui suit, on va estimer l’erreur due à la discrétisation en temps.

Remarque 3.4.1. On déduit l’équation de l’erreur en soustrayant (3.3) de (2.6) à l’instant t = tm,

telle que la solution em est définie par em = u(·, tm)−um vérifiant e0 = 0 et pour tout m, 1 ≤ m ≤ M ,

∀v ∈ L2(Ω)d, (em, v) + ατm(em, v) + τmb(v, p(., tm)− pm) = (em−1, v) + τm(εm, v),

∀q ∈ H1
0 (Ω), b(em, q) = 0,

(3.14)

où l’erreur de consistance εm est donnée par

εm =
u(·, tm)− u(·, tm−1)

τm
− (∂tu)(·, tm).

Proposition 3.4.1. Supposons que la vitesse u de la solution (u, p) du problème (2.4),(2.5) et (2.6)

appartient à l’espace H2(0, T ;L2(Ω)d). Alors, on a l’estimation suivante,

‖εm‖L2(Ω)d ≤
√

τm

3
‖u‖H2(tm−1,tm;L2(Ω)d). (3.15)

Preuve. On fait appel à la formule de Taylor

u(·, tm)− u(·, tm−1) = τm(∂tu)(·, tm)−
tm∫

tm−1

(t− tm−1)∂2
ttu(·, t)dt,

donc

εm = − 1
τm

tm∫
tm−1

(t− tm−1)∂2
ttu(·, t)dt.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

εm ≤ 1
τm

(∫ tm

tm−1

(t− tm−1)2dt
) 1

2
( tm∫

tm−1

(∂2
ttu(·, t))2dt

) 1
2
.

Or ∫ tm

tm−1

(t− tm−1)2dt =
1
3
(t− tm−1)3

∣∣tm
tm−1

=
τ3
m

3
.

Par conséquent,

εm ≤
√

τm

3

( tm∫
tm−1

(∂2
ttu(·, t))2dt

) 1
2
.

En passant à la norme de L2(Ω)d, on obtient

‖εm‖2
L2(Ω)d ≤

τm

3
‖∂2

ttu‖2
L2(tm−1,tm;L2(Ω)d),

d’où
‖εm‖2

L2(Ω)d ≤
τm

3
‖u‖2

H2(tm−1,tm;L2(Ω)d).

Ceci achève la démonstration.
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Proposition 3.4.2. Sous les hypothèses de la Proposition 3.4.1, on a l’estimation d’erreur a priori

suivante pour tout 1 ≤ m ≤ M

‖u(·, tm)− um‖L2(Ω)d ≤
1√
3α
|τ |‖u‖H2(0,tm;L2(Ω)d). (3.16)

Preuve. On applique les mêmes arguments de (3.9) au problème (3.14). Pour v égal à em dans la
première ligne de (3.14), on trouve

(em, em) + τmα(em, em) + b(em, p(., tm)− pm) = (em−1, em) + τm(εm, em).

Comme p(·, tm)− pm est nul sur ∂Ω, on obtient

(em − em−1, em) + ατm(em, em) = τm(εm, em).

L’identité (a, a− b) = 1
2(‖a‖2 + ‖a− b‖2−‖b‖2), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la formule de Young

ab ≤ ε
2a2 + 1

2εb
2 avec ε = α nous donnent

1
2

(
‖em‖2

L2(Ω)d − ‖e0‖2
L2(Ω)d +

m∑
k=1

‖ek−1 − ek‖2
L2(Ω)d

)
+ α

m∑
k=1

τk‖ek‖2
L2(Ω)d

≤ α

2

m∑
k=1

τk‖ek‖2
L2(Ω)d +

1
2α

m∑
k=1

τk‖εk‖2
L2(Ω)d ,

Puisque ‖e0‖2
L2(Ω)d = 0, on déduit de (3.15) l’estimation d’erreur (3.16).

Corollaire 3.4.3. Si les hypothèses de la proposition 3.4.2 sont satisfaites, on a les estimations d’erreur

a priori suivantes( m∑
k=1

τk

∥∥∥(u(·, tk)− uk)− (u(·, tk−1)− uk−1)
τk

∥∥∥2

L2(Ω)d

) 1
2 ≤ 1√

3
|τ |‖u‖H2(0,tm;L2(Ω)d), (3.17)

( m∑
k=1

τk|p(·, tk)− pk|2H1(Ω)

) 1
2 ≤ 1√

3
|τ |‖u‖H2(0,tm;L2(Ω)d). (3.18)

Preuve. On applique les mêmes arguments de (3.11) et (3.12) au problème (3.14).

1. Dans une première étape, on prend v = em− em−1 dans l’équation (3.14), en notant que b(em−
em−1, p(·, tm)− pm) = 0, pour tout 0 ≤ m ≤ M , on aura

(em − em−1, em − em−1) + ατm(em, em − em−1) = τm(εm, em − em−1).

On utilise l’identité (a, a − b) = 1
2(‖a‖2 + ‖a − b‖2 − ‖b‖2) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on

obtient,

‖em − em−1‖2
L2(Ω)d +

ατm

2
(‖em‖2

L2(Ω)d + ‖em − em−1‖2
L2(Ω)d − ‖em−1‖2

L2(Ω)d)

≤ τm‖εm‖L2(Ω)d‖em − em−1‖L2(Ω)d .
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3.4. Estimation d’erreur

On utilise encore l’inégalité ab ≤ 1
2a2 + 1

2b2, on trouve

‖em − em−1‖2
L2(Ω)d + ατm(‖em‖2

L2(Ω)d + ‖em − em−1‖2
L2(Ω)d − ‖em−1‖2

L2(Ω)d) ≤ τ2
m‖εm‖2

L2(Ω)d .

En divisant par τm et en sommant sur m, on trouve

m∑
k=1

τk

∥∥∥ek−1 − ek

τk

∥∥∥2

L2(Ω)d
+ ατm‖em‖2

L2(Ω)d + α
m∑

k=1

τk‖ek−1 − ek‖2
L2(Ω)d ≤

m∑
k=1

τk‖εk‖2
L2(Ω)d .

On a les quantités ατm‖em‖2
L2(Ω)d et α

m∑
k=1

τk‖ek−1 − ek‖2
L2(Ω)d sont positives et en vertu de la

relation (3.15), on déduit l’inégalité (3.17).

2. Dans une deuxième étape, pour prouver l’estimation (3.17) on choisit v = ∇(p(·, tm)− pm) dans
(3.14), on obtient

|p(·, tm)− pm|2H1(Ω) = (εm, p(·, tm)− pm).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

|p(·, tm)− pm|2H1(Ω) ≤ ‖εm‖L2(Ω)d |p(·, tm)− pm|H1(Ω),

alors
|p(·, tm)− pm|H1(Ω) ≤ ‖εm‖L2(Ω)d .

En multipliant le carré de cette inégalité par τm et en sommant sur m, on trouve

m∑
k=1

τk|p(·, tk)− pk|2H1(Ω) ≤
m∑

k=1

τk‖εk‖2
L2(Ω)d .

On utilise la relation (3.15) pour conclure.
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CHAPITRE 4

Discrétisation spatiale du problème de Darcy

Dans ce chapitre on s’intéresse à la discrétisation par la méthode spectrale du problème (2.1) en
espace en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration numérique. Désormais, on considère Ω le
carré ou le cube ]− 1, 1[d, d = 2 ou 3. On désigne par N le paramètre de discrétisation.

4.1 Problème discret

On introduit les espaces discrets suivants

XN = PN (Ω)d et YN = PN (Ω),

et on approche l’espace H1
0 (Ω) par

Y0
N = YN ∩H1

0 (Ω).

On suppose les données f, pb continues respectivement sur Ω× [0, T ], ∂Ω× [0, T ] et u0 continue sur Ω.
Le problème discret construit par la méthode de Galerkin avec intégration numérique s’écrit

Trouver (um
N )0≤m≤M dans (XN )M+1, (pm

N )1≤m≤M dans (YN )M tels que

u0
N = INu0 dans Ω, (4.1)

et pour tout m, 1 ≤ m ≤ M ,

pm
N = i∂Ω

N pm
b sur ∂Ω, (4.2)

∀vN ∈ YN , am
N (um

N , vN ) + τmbN (vN , pN ) = τm(f m, vN )N + (um−1
N , vN )N ,

∀qN ∈ Y0
N , bN (um

N , qN ) = 0,
(4.3)

où les formes bilinéaires am
N (·, ·) et bN (·, ·) sont données par
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4.1. Problème discret

am
N (um

N , vN )N = (um
N , vN )N + ατm(um

N , vN )N ,

et
bN (vN , qN ) = (vN ,∇qN )N .

L’analyse numérique du problème (4.1)-(4.2)-(4.3) repose sur les propriétés des formes bilinéaires
am

N (·, ·) et bN (·, ·).

Proposition 4.1.1. Pour tout 0 ≤ m ≤ M , la forme bilinéaire am
N (·, ·) satisfait les propriétés de

continuité

∀um
N ∈ XN , ∀vN ∈ XN , am

N (um
N ,vN ) ≤ (1 + ατm)3d‖um

N‖L2(Ω)d‖vN‖L2(Ω)d , (4.4)

et d’ellipticité

∃β0 > 0, ∀vN ∈ XN , am
N (vN ,vN ) ≥ β0‖vN‖2

L2(Ω)d , (4.5)

Preuve. Ces propriétés sont une conséquence du Corollaire 1.5.2. En effet, pour la continuité il suffit
d’appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz puis la deuxième inégalité de (1.10),

∀um
N ∈ XN , ∀vN ∈ XN , am

N (um
N ,vN ) ≤ (1 + ατm)(um

N ,um
N )

1
2
N (vN ,vN )

1
2
N

≤ (1 + ατm)3d‖um
N‖L2(Ω)d‖vN‖L2(Ω)d .

Quant à la coercivité de am
N (·, ·), pour tout vN dans XN on a

am
N (vN , vN ) = (1 + ατm)(vN , vN )N .

La première inégalité de (1.10) entraîne

am
N (vN , vN ) ≥ (1 + ατm)‖vN‖2

L2(Ω)d .

Proposition 4.1.2. La forme bilinéaire bN (·, ·) est continue sur XN×YN et vérifie la condition inf-sup

suivante

∀qN ∈ Y0
N , sup

vN∈XN

bN (vN , qN )
‖ vN‖L2(Ω)d

≥ ‖∇qN‖L2(Ω)d . (4.6)

Preuve Il est évident que bN (·, ·) est continue sur XN × YN . En effet, soient qN ∈ YN et vN ∈ XN ,
on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

bN (vN , qN ) ≤ (vN ,vN )
1
2
N (∇qN ,∇qN )

1
2
N .

Grâce à la propriété (1.10), on obtient

bN (vN , qN ) ≤ 3d‖vN‖L2(Ω)d‖∇qN‖L2(Ω)d .

Pour prouver la condition inf-sup, pour tout qN dans YN , on note que ∇qN appartient à XN . En
prenant vN égal à ∇qN , on obtient en utilisant une fois de plus (1.10)

bN (vN , qN ) ≥ ‖∇qN‖2
L2(Ω)d , et ‖vN‖L2(Ω)d = ‖∇qN‖L2(Ω)d .
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Définition 4.1.1. On définit le noyau de bN (·, ·) par

VN (Ω) = {vN ∈ XN ,∀qN ∈ Y0
N , bN (vN , qN ) = 0}.

On note que, pour toute solution (um
N , pm

N ) du problème (4.1)-(4.2)-(4.3), la vitesse um
N appartient

à VN (Ω), pour tout 1 ≤ m ≤ M et vérifie

∀vN ∈ VN (Ω), am
N (um

N ,vN ) = (um−1
N ,vN )N + τm(fm,vN )N − τmbN (vN , IN p̃m

b ), (4.7)

tel que p̃m
b est le relèvement de pm

b défini dans la Remarque 3.1.1.
On est en position d’énoncer le théorème d’existence de la solution discrète.

Théorème 4.1.3. Pour toutes données f , pb continues respectivement sur Ω × [0, T ], ∂Ω × [0, T ], le

problème (4.1)-(4.2)-(4.3) admet une solution unique.

Preuve. On combine les résultats des Propositions 4.1.1 et 4.1.2, on déduit d’après le Théorème 1.4.3
l’existence et l’unicité de la solution du problème (4.1)-(4.2)-(4.3).

Par les mêmes arguments que pour les Propositions 3.3.1 et 3.3.3, on déduit la propriété de stabilité
suivante.

Théorème 4.1.4. Sous les hypothèses de la proposition précédente, la solution du problème vérifie

‖um
N‖L2(Ω)d +

( m∑
k=1

τk‖∇pk
N‖2

L2(Ω)d

) 1
2

≤ c
(
‖INu0‖L2(Ω)d + (

m∑
k=1

τk‖IN fk‖2
L2(Ω)d)

1
2 + (

m∑
k=1

τk‖ı∂Ω
N pk

b‖2

H
1
2 (∂Ω)

)
1
2

)
.

4.2 Estimation d’erreur a priori

Proposition 4.2.1. Pour tout entier N ≥ 2, on suppose la partie um de (um, pm) solution du problème

(3.1)−(3.2)−(3.3), dans Hs(Ω)d, pour tout s ≥ 1 et les données fm dans Hσ(Ω)d et pb dans Hσ+ 1
2 (∂Ω)

pour tout σ > d−2
2 . Alors, la partie um

N de (um
N , pm

N ) solution du problème discret (4.1) − (4.2) − (4.3)

vérifie la majoration d’erreur suivante,

‖um − um
N‖L2(Ω)d ≤ cN−s

(
‖um‖Hs(Ω)d +

( m∑
j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d

) 1
2 +

( m∑
k=1

τk

∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥2

Hs(Ω)d

) 1
2
)

+ cN−σ
( m∑

k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

)1
2

+ cN−σ
( m∑

k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2
. (4.8)

Preuve. Pour tout 1 ≤ m ≤ M , pour tout polynôme vm
N dans VN (Ω), on a(

(um
N − um−1

N )
τm

,um
N − vm

N

)
N

+ α
(
um

N ,um
N − vm

N

)
N

+ bN (um
N − vm

N , pm
N ) =

(
f m,um

N − vm
N

)
N

,
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4.2. Estimation d’erreur a priori

alors(
(um

N − um−1
N )

τm
,um

N − vm
N

)
N

−

(
vm

N − vm−1
N

τm
,um

N − vm
N

)
N

+ α
(
um

N − vm
N ,um

N − vm
N

)
N

+ bN (um
N − vm

N , pm
N )

=
(
f m,um

N − vm
N

)
N
− α

(
vm

N ,um
N − vm

N

)
N
−

(
vm

N − vm−1
N

τm
,um

N − vm
N

)
N

.

On retranche des deux côtés bN (um
N − vm

N , IN p̃m
b ), on voit que bN (um

N − vm
N , pm

N − IN p̃m
b ) = 0, ce qui

s’écrit :(
(um

N − vm
N )− (um−1

N − vm−1
N )

τm
,um

N − vm
N

)
N

+ α
(
um

N − vm
N ,um

N − vm
N

)
N

=
(
f m,um

N − vm
N

)
N
−

(
vm

N − vm−1
N

τm
,um

N − vm
N

)
N

− α
(
vm

N ,um
N − vm

N

)
N
− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b ).

On utilise l’identité
(a, a− b) =

1
2
(‖a‖2 − ‖b‖2 + ‖a− b‖2),

on obtient,

1
2τm

(
‖um

N − vm
N‖2

N − ‖um−1
N − vm−1

N ‖2
N + ‖(um

N − vm
N )− (um−1

N − vm−1
N )‖2

N

)
+ α‖um

N − vm
N‖2

N

=
(
f m,um

N − vm
N

)
N
−

(
vm

N − vm−1
N

τm
,um

N − vm
N

)
N

− α
(
vm

N ,um
N − vm

N

)
N
− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b ). (4.9)

Maintenant en prenant v = um
N − vm

N dans (3.5), on aura∫
Ω
(um − um−1) · (um

N − vm
N )dx + ατm

∫
Ω
um · (um

N − vm
N )dx

= τm

∫
Ω
f m · (um

N − vm
N )dx− τmb(um

N − vm
N , p̃m

b ),

ou encore

1
τm

∫
Ω
(um − vm

N + vm
N − vm−1

N + vm−1
N − um−1).(um

N − vm
N )dx + α

∫
Ω
(um − vm

N + vm
N ).(um

N − vm
N )dx

=
∫

Ω
f m · (um

N − vm
N )dx− b(um

N − vm
N , p̃m

b ),

d’où∫
Ω

(um − vm
N )− (um−1 − vm−1

N )
τm

· (um
N − vm

N )dx + α

∫
Ω
(um − vm

N ) · (um
N − vm

N )dx

=
∫

Ω
f m · (um

N − vm
N )dx−

∫
Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx− α

∫
Ω
vm

N · (um
N − vm

N )dx− b(um
N − vm

N , p̃m
b ).
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Insérons cette dernière équation dans (4.9), on obtient

1
2τm

(
‖um

N − vm
N‖2

N − ‖um−1
N − vm−1

N ‖2
N + ‖(um

N − vm
N )− (um−1

N − vm−1
N )‖2

N

)
+ α‖um

N − vm
N‖2

N

=
∫

Ω

(um − vm
N )− (um−1 − vm−1

N )
τm

· (um
N − vm

N )dx + α

∫
Ω
(um − vm

N ) · (um
N − vm

N )dx

+ α
( ∫

Ω
vm

N · (um
N − vm

N )dx− (vm
N ,um

N − vm
N )N

)
+ b(um

N − vm
N , p̃m

b )− bN (um
N − vm

N , IN p̃m
b )

+
∫

Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N

−
∫

Ω
f m · (um

N − vm
N )dx +

(
f m,um

N − vm
N

)
N

.

On majore les quatre termes suivants

E1 =
∫

Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N

,

E2 =
∫

Ω
vm

N · (um
N − vm

N )dx− (vm
N ,um

N − vm
N )N ,

E3 = b(um
N − vm

N , p̃m
b )− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b ),

E4 =
∫

Ω
f m · (um

N − vm
N )dx +

(
f m,um

N − vm
N

)
N

.

1. On commence par majorer E1. On déduit de la propriété d’exactitude de la formule de Gauss-
Lobatto∫

Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N

=
∫

Ω

(vm
N − vm−1

N

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
)
· (um

N − vm
N )dx

−
(vm

N − vm−1
N

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
),um

N − vm
N

)
N

.

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve∫
Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N

≤
∥∥∥(vm

N − vm−1
N )

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d
‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d

+
((vm

N − vm−1
N )

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
),

(vm
N − vm−1

N )
τm

− IN−1(
um − um−1

τm
)
) 1

2

N
(um

N − vm
N ,um

N − vm
N )

1
2
N .

Combinons ceci avec (1.10), on obtient∫
Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N
≤ c
(∥∥∥(vm

N − vm−1
N )

τm
− IN (

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

+
∥∥∥(vm

N − vm−1
N )

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

)
‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Par une inégalité triangulaire on déduit que∫
Ω

vm
N − vm−1

N

τm
· (um

N − vm
N )dx−

(vm
N − vm−1

N

τm
,um

N − vm
N

)
N

≤ c
(∥∥∥(vm

N − vm−1
N )

τm
− um − um−1

τm

∥∥∥
L2(Ω)d

+
∥∥∥(um − um−1)

τm
− IN (

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

+
∥∥∥(um − um−1)

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

)
‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d .

2. Évaluons E2. D’après l’exactitude de la formule de Gauss-Lobatto on a∫
Ω
vm

N ·(um
N−vm

N )dx−(vm
N ,um

N−vm
N )N =

∫
Ω
(vm

N−IN−1um
N )·(um

N−vm
N )dx−(vm

N−IN−1um
N ,um

N−vm
N )N .

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve∫
Ω
vm

N · (um
N − vm

N )dx− (vm
N ,um

N − vm
N )N ≤ ‖vm

N − IN−1um−1
N ‖L2(Ω)d‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d

+
(
vm

N − IN−1um
N , vm

N − IN−1um
N

) 1
2
N

(um
N − vm

N ,um
N − vm

N )
1
2
N .

Là encore grâce à la propriété (1.10), on obtient∫
Ω
vm

N · (um
N − vm

N )dx− (vm
N ,um

N − vm
N )N ≤ c‖vm

N − IN−1um
N‖L2(Ω)d‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d .

Et l’inégalité triangulaire entraîne,∫
Ω
vm

N ·(um
N−vm

N )dx−(vm
N ,um

N−vm
N )N ≤ c(‖um−vm

N‖2
L2(Ω)d+‖um−IN−1um

N‖L2(Ω)d)‖um
N−vm

N‖L2(Ω)d

3. Dans cette étape, on majore E3. On rappelle que

b(um
N − vm

N , p̃m
b )− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b ) = (um
N − vm

N ,∇p̃m
b )− (um

N − vm
N ,∇IN p̃m

b )N

On a de la formule de quadrature (1.9),

b(um
N−vm

N , p̃m
b )−bN (um

N−vm
N , IN p̃m

b ) = (um
N−vm

N ,∇p̃m
b −∇IN−1p̃

m
b )−(um

N−vm
N ,∇IN p̃m

b −∇IN−1p̃
m
b )N .

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz combinée avec la propriété (1.10)

b(um
N − vm

N , p̃m
b )− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b )

≤ c‖um
N − vm

N‖L2(Ω)d(‖∇(p̃m
b − IN−1p̃

m
b )‖L2(Ω)d + ‖∇(IN p̃m

b − p̃m
b )‖L2(Ω)d). (4.10)

4. Il reste à majorer que E4. toujours d’après la formule (1.9) et la relation (1.10), on voit que∫
Ω
f m · (um

N − vm
N )dx +

(
f m,um

N − vm
N

)
N

=
∫

Ω
(f m − IN−1f

m) · (um
N − vm

N )dx +
(
f m − IN−1f

m,um
N − vm

N

)
N

,

≤ c
(
‖f m − INfm‖L2(Ω)d + ‖f m − IN−1f

m‖L2(Ω)d

)
‖um

N − vm
N‖L2(Ω)d . (4.11)
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On obtient donc la majoration,

1
τm

(
‖um

N − vm
N‖2

N − ‖um−1
N − vm−1

N ‖2
N + ‖(um

N − vm
N )− (um−1

N − vm−1
N )‖2

N

)
+ α‖um

N − vm
N‖2

N

≤ c‖um
N − vm

N‖L2(Ω)d

(∥∥∥(vm
N − vm−1

N )
τm

− um − um−1

τm

∥∥∥
L2(Ω)d

+
∥∥∥(um − um−1

N )
τm

− IN (
um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

+
∥∥∥(um − um−1)

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d
+ ‖um − vm

N‖2
L2(Ω)d + ‖um − IN−1um

N‖L2(Ω)d

+ ‖∇(p̃m
b − IN−1p̃

m
b )‖L2(Ω)d + ‖∇(IN p̃m

b − p̃m
b )‖L2(Ω)d + ‖f m − INfm‖L2(Ω)d + ‖f m − IN−1f

m‖L2(Ω)d

)
.

On utilise la relation de Young ab ≤ ε
2a2 + 1

2εb
2, en prenant ε = 1

2 , on obtient

1
τm

(
‖um

N − vm
N‖2

N − ‖um−1
N − vm−1

N ‖2
N + ‖(um

N − vm
N )− (um−1

N − vm−1
N )‖2

N

)
+ α0‖um

N − vm
N‖2

N

≤ c
(∥∥∥(vm

N − vm−1
N )

τm
− um − um−1

τm

∥∥∥2

L2(Ω)d
+
∥∥∥(um − um−1

N )
τm

− IN (
um − um−1

τm
)
∥∥∥2

L2(Ω)d

+
∥∥∥(um − um−1)

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥2

L2(Ω)d
+ ‖um − vm

N‖2
L2(Ω)d + ‖um − IN−1um

N‖2
L2(Ω)d

+ ‖∇(p̃m
b − IN−1p̃

m
b )‖2

L2(Ω)d + ‖∇(IN p̃m
b − p̃m

b )‖2
L2(Ω)d + ‖f m − INfm‖2

L2(Ω)d + ‖f m − IN−1f
m‖2

L2(Ω)d

)
.

Puis on multiplie par τm et en sommant de 1 à m, on en déduit immédiatement que

‖um
N − vm

N‖2
N − ‖u0

N − v0
N‖2

N +
m∑

k=1

‖(uk − vk
N )− (uk−1

N − vk−1
N )‖2

N + α

m∑
k=1

τk‖uk
N − vk

N‖2
N

≤ c
( m∑

k=1

τk

∥∥∥∥∥(uk − vk
N )− (uk−1 − vk−1

N )
τk

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk

∥∥∥∥(uk − uk−1)− IN−1(uk − uk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk(‖uk − vk
N‖2

L2(Ω)d + ‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d) +

m∑
k=1

τk(‖p̃k
b − IN−1p̃

k
b‖2

H1(Ω) + ‖p̃k
b − IN p̃k

b‖2
H1(Ω))

+
m∑

k=1

τk(‖fk − IN−1f
k‖2

L2(Ω)2 + ‖fk − INfk‖2
L2(Ω)d)

)
.

L’inégalité triangulaire implique, d’une part

‖um − um
N‖2

L2(Ω)d ≤ c inf
vk

N∈XN

(
‖um − vm

N‖2
L2(Ω)d + ‖u0

N − v0
N‖2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk

∥∥∥∥∥(uk − vk
N )− (uk−1 − vk−1

N )
τk

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − vk
N‖2

L2(Ω)d

)

+ c′
( m∑

k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1 − IN−1(uk − uk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖p̃k
b − IN−1p̃

k
b‖2

H1(Ω) +
m∑

k=1

τk‖p̃k
b − IN p̃k

b‖2
H1(Ω)

+
m∑

k=1

τk(‖fk − IN−1f
k‖2

L2(Ω)d + ‖fk − INfk‖2
L2(Ω)d)

)
,
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et d’autre part,

α

m∑
k=1

τk‖uk − uk
N‖2

L2(Ω)d ≤ c inf
vk

N∈XN

(
‖u0

N − v0
N‖2

N

+
m∑

k=1

τk

∥∥∥∥∥(uk − vk
N )− (uk−1 − vk−1

N )
τk

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − vk
N‖2

L2(Ω)d

)

+ c′
( m∑

k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1 − IN−1(uk − uk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖p̃k
b − IN−1p̃

k
b‖2

H1(Ω) +
m∑

k=1

τk‖p̃k
b − IN p̃k

b‖2
H1(Ω)

+
m∑

k=1

τk(‖fk − IN−1f
k‖2

L2(Ω)d + ‖fk − INfk‖2
L2(Ω)d)

)
,

Comme INum est dans XN et on a

inf
vm

N∈XN

‖um − vm
N‖L2(Ω)d ≤ ‖um − INum‖L2(Ω)d ,

on déduit du Théorème 1.6.4 que

‖um − um
N‖2

L2(Ω)d ≤ c
(
‖um − INum‖2

L2(Ω)d + ‖u0 − INu0‖2
L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk

∥∥∥∥(uk − INuk)− (uk−1 − INuk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − INuk‖2
L2(Ω)d

)
+ c′

( m∑
k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1 − IN−1(uk − uk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk(‖p̃k
b − IN−1p̃

k
b‖2

H1(Ω) + ‖p̃k
b − IN p̃k

b‖2
H1(Ω)) +

m∑
k=1

τk(‖fk − IN−1f
k‖2

L2(Ω)2 + ‖fk − INfk‖2
L2(Ω)d)

)
,

et

α

m∑
k=1

τk‖uk − uk
N‖2

L2(Ω)d ≤ c
(
‖u0

N − INu0‖2
N

+
m∑

k=1

∥∥∥∥(uk − INuk)− (uk−1 − INuk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − INuk‖2
L2(Ω)d

)
+ c′

( m∑
k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1 − IN−1(uk − uk−1)
τk

∥∥∥∥2

L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d

+
m∑

k=1

τk(‖p̃k
b − IN−1p̃

k
b‖2

H1(Ω) + ‖p̃k
b − IN p̃k

b‖2
H1(Ω)) +

m∑
k=1

τk(‖fk − IN−1f
k‖2

L2(Ω)2 + ‖fk − INfk‖2
L2(Ω)d)

)
.
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Grâce à l’estimation (1.16), on obtient

‖um − um
N‖L2(Ω)d ≤ cN−s

(
‖um‖Hs(Ω)d + (‖u0‖2

Hs(Ω)d + (
m∑

k=1

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d)

1
2

)
+ cN−s

( m∑
k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥∥2

Hs(Ω)d

) 1
2 + cN−σ

( m∑
k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

) 1
2 + cN−σ

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2

≤ cN−s
(
‖um‖Hs(Ω)d + (

m∑
j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d)

1
2

)
+ cN−s

( m∑
k=1

τk

∥∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥∥2

Hs(Ω)d

) 1
2 + cN−σ

( m∑
k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

) 1
2 + cN−σ

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2
,

(4.12)

et ( m∑
k=1

τk‖uk − uk
N‖2

L2(Ω)d

) 1
2 ≤ cN−s

( m∑
j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d

) 1
2 + cN−s

( m∑
k=1

τk

∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥2

Hs(Ω)d

) 1
2

+ cN−σ
( m∑

k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

) 1
2 + cN−σ

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2
. (4.13)

Ceci termine la démonstration.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothèses de la proposition précédente, la solution du problème (4.3),(
um

N , pm
N

)
vérifie la majoration d’erreur suivante, pour tout 1 ≤ m ≤ M

( m∑
k=1

τk

∥∥∥(uk − uk−1)− (uk
N − uk−1

N )
τk

∥∥∥2

L2(Ω)d

) 1
2

≤ cN−s
{( m∑

k=1

τk‖
uk − uk−1

τk
‖2

Hs(Ω)d

) 1
2 +

( m∑
j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d

) 1
2
}

+ cN−σ
{( m∑

k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

) 1
2 +

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2
}

. (4.14)

Preuve. Pour tout m, 0 ≤ m ≤ M , pour tout vm
N dans VN (Ω) on note δu = um − um−1, δuN =

um
N − um−1

N et δvN = vm
N − vm−1

N et en prend vN = δuN − δvN dans (4.7), on trouve((um
N − um−1

N )
τm

, δuN − δvN

)
N

+ α(um
N , δuN − δvN )N =

(
f m, (δuN − δvN

)
N
− bN (δuN − δvN , IN p̃m

b ),

alors(
(um

N − um−1
N )

τm
, δuN − δvN

)
N

−

(
(vm

N − vm−1
N )

τm
, δuN − δvN

)
N

+ α(um
N , δuN − δvN )N

=
(
f m, (δuN − δvN

)
N
− bN (δuN − δvN , IN p̃m

b )−

(
(vm

N − vm−1
N )

τm
, δuN − δvN

)
N

,
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4.2. Estimation d’erreur a priori

donc (
δuN − δvN

τm
, δuN − δvN

)
N

+ α(um
N , δuN − δvN )N

=
(
f m, (δuN − δvN

)
N
− bN (δuN − δvN , IN p̃m

b )−

(
(vm

N − vm−1
N )

τm
, δuN − δvN

)
N

.

D’où,

1
τm
‖δuN − δvN‖2

N + α(um
N , δuN − δvN )N

=
(
f m, (δuN − δvN

)
N
− bN (δuN − δvN , IN p̃m

b )−

(
(vm

N − vm−1
N )

τm
, δuN − δvN

)
N

. (4.15)

Maintenant on prend v = δuN − δvN dans la première ligne de (3.5), on trouve∫
Ω
um.(δuN − δvN )dx + ατm

∫
Ω
um.(δuN − δvN )dx

=
∫

Ω
um−1.(δuN − δvN )dx + τm

∫
Ω
f m.(δuN − δvN )dx− τmb(δuN − δvN , p̃m

b ),

On peut écrire,

1
τm

∫
Ω
(δu− δvN ).(δuN − δvN )dx +

1
τm

∫
Ω

δvN .(δuN − δvN )dx

+ α

∫
Ω
um.(δuN − δvN )dx =

∫
Ω
f m.(δuN − δvN )dx− b(δuN − δvN , p̃m

b ).

Insérons cette dernière équation dans (4.15), on obtient

1
τm
‖δuN − δvN‖2

N

=
1

τm

∫
Ω
(δu− δvN ).(δuN − δvN )dx +

1
τm

∫
Ω

δvN .(δuN − δvN )dx−
(

δvN

τm
, δuN − δvN

)
N

+ α
( ∫

Ω
um.(δuN − δvN )dx− (um

N , δuN − δvN )N

)
−
∫

Ω
f m.(δuN − δvN )dx +

(
f m, (δuN − δvN

)
N

+ b(δuN − δvN , p̃m
b )− bN (δuN − δvN , IN p̃m

b ) (4.16)

Il en résulte quatre termes à majorer :

E1 = α
( ∫

Ω
um.(δuN − δvN )dx− (um

N , δuN − δvN )N

)
,

E2 =
1

τm

∫
Ω

δvN .(δuN − δvN )dx−
(

δvN

τm
, δuN − δvN

)
N

,

E3 = b(um
N − vm

N , p̃m
b )− bN (um

N − vm
N , IN p̃m

b ),

E4 =
∫

Ω
f m · (um

N − vm
N )dx +

(
f m,um

N − vm
N

)
N

.

On a majoré dans la preuve précédente E3 et E4, (4.11) et (4.10). Il reste à estimer E1 et E2. On
effectue les mêmes techniques utilisées dans la preuve précédente.
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1. Évaluons E1. Grâce à l’exactitude de la formule de quadrature on a∫
Ω
um · δuN − δvN

τm
dx−

(
um

N ,
δuN − δvN

τm

)
N

=
∫

Ω
(um − IN−1u

m) · δuN − δvN

τm
dx−

(
IN−1um − um

N ,
δuN − δvN

τm

)
N

.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (1.10) nous donnent∫
Ω
um · δuN − δvN

τm
dx−

(
um

N ,
δuN − δvN

τm

)
N

≤ c
(
‖um − IN−1um‖L2(Ω)d + ‖um − um

N‖L2(Ω)d

) ∥∥∥∥δuN − δvN

τm

∥∥∥∥
L2(Ω)d

. (4.17)

2. Majorons E2. Là encore grâce à la formule de quadrature (1.9), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
la propriété (1.10), on obtient∫

Ω
δvN · (δuN − δvN )dx− (δvN , δuN − δvN )N

=
∫

Ω
(δvN − IN−1δu) · (δuN − δvN )dx− (δvN − IN−1δu, δuN − δvN )N

≤ c‖δvN − IN−1δu‖L2(Ω)d‖δuN − δvN‖L2(Ω)d .

Par une inégalité triangulaire, on en déduit∫
Ω

δvN · (δuN − δvN )dx− (δvN , δuN − δvN )N

≤ c
(
‖δu− IN−1δu‖L2(Ω)d + ‖δu− δvN‖L2(Ω)d

)
‖δuN − δvN‖L2(Ω)d .

On insère ces estimations dans (4.16) et on utilise la formule de Young, on voit que

1
τm
‖δuN − δvN‖2

L2(Ω)d

≤ c
( 1

τm
‖δu− δvN‖2

L2(Ω)d + τm‖um − IN−1um‖2
L2(Ω)d + τm‖um − um

N‖2
L2(Ω)d +

1
τm
‖δu− IN−1δu‖2

L2(Ω)d

+ τm

(
‖∇(p̃m

b − IN−1p̃
m
b )‖2

L2(Ω)d + ‖∇(IN p̃m
b − p̃m

b )‖2
L2(Ω)d + ‖f m − INfm‖2

L2(Ω)d + ‖f m − IN−1f
m‖2

L2(Ω)d

))
.

On somme sur les m, et grâce à (1.16) et (4.13) on déduit que

m∑
k=1

τk

∥∥∥δu− δuN

τk

∥∥∥2

L2(Ω)d

≤ cN−2s
( m∑

k=1

τk

∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥2

Hs(Ω)d
+

m∑
j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d

)
+ cN−2σ

( m∑
k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

)
+ cN−2σ

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

)
. (4.18)
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Proposition 4.2.3. Pour tout entier N ≥ 2, on suppose la solution (um, pm) du problème (3.1) −
(3.2) − (3.3), dans Hs(Ω)d × Hs+1(Ω), pour tout s ≥ 1 et les données fm dans Hσ(Ω)d et pb dans

Hσ+ 1
2 (∂Ω) pour tout σ > d−2

2 . Alors, la solution (um
N , pm

N ) du problème discret (4.1) − (4.2) − (4.3)

vérifie la majoration d’erreur( m∑
k=1

τk‖pk − pk
N‖2

H1(Ω)

) 1
2

≤ cN−s
{( m∑

j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d

) 1
2 +

( m∑
k=1

τk

∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥2

Hs(Ω)d

) 1
2 +

( m∑
k=1

τk‖pk‖2
Hs+1(Ω)

) 1
2
}

+ cN−σ
{( m∑

k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω)

) 1
2 +

( m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

) 1
2
}

. (4.19)

Preuve. Pour évaluer l’erreur sur la pression, on prend vN = ∇(pm
N − qm

N ) dans (4.3), on trouve(
(um

N − um−1
N )

τm
,∇(pm

N − qm
N )

)
N

+α(um
N ,∇(pm

N − qm
N ))N + bN (∇(pm

N − qm
N ), pm

N ) = (f m,∇(pm
N − qm

N ))N ,

On ajoute et on soustrait le terme bN (∇(pm
N − qm

N ), qm
N ), on obtient

‖∇(pm
N − qm

N )‖2
N = −

(
(um

N − um−1
N )

τm
,∇(pm

N − qm
N )

)
N

− α(um
N ,∇(pm

N − qm
N ))N − bN (∇(pm

N − qm
N ), qm

N ) + (f m,∇(pm
N − qm

N ))N .

D’autre part, si l’on prend v = ∇(pm
N − qm

N ) dans la première ligne de (3.3), on voit que∫
Ω
um.((∇(pm

N − qm
N )))dx + ατm

∫
Ω
um.(∇(pm

N − qm
N ))dx + τmb(∇(pm

N − qm
N ), pm − qm

N )

=
∫

Ω
um−1.(∇(pm

N − qm
N ))dx + τm

∫
Ω
f m.(∇(pm

N − qm
N ))dx− b(∇(pm

N − qm
N , qm

N ).

En combinant les deux dernières expressions, on obtient

‖∇(pm
N − qm

N )‖2
N =

∫
Ω

um − um−1

τm
· ∇(pm

N − qm
N )dx−

(um
N − um−1

N

τm
,∇(pm

N − qm
N )
)

N

+ b(∇(pm
N − qm

N ), qm
N )− bN (∇(pm

N − qm
N ), qm

N )

+ α
(∫

Ω
um · ∇(pm

N − qm
N )dx−

(
um

N ,∇(pm
N − qm

N )
)
N

)
−
∫

Ω
fm.(∇(pm

N − qm
N ))dx + (f m,∇(pm

N − qm
N ))N

+ b(∇(pm
N − qm

N ), pm − qm
N ). (4.20)
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4.2. Estimation d’erreur a priori

On a à estimer les quantités suivantes

E1 =
∫

Ω

um − um−1

τm
· ∇(pm

N − qm
N )dx−

(um
N − um−1

N

τm
,∇(pm

N − qm
N )
)

N
,

E2 = b(∇(pm
N − qm

N ), qm
N )− bN (∇(pm

N − qm
N ), qm

N ),

E3 =
∫

Ω
um · ∇(pm

N − qm
N )dx−

(
um

N ,∇(pm
N − qm

N )
)
N

E4 = −
∫

Ω
fm.(∇(pm

N − qm
N ))dx + (f m,∇(pm

N − qm
N ))N .

Les majorations de E3 et E4 sont effectuées dans (4.17) et (4.11). Il suffit donc de majorer E1 et E2.

1. Évaluons E1. En vertu de l’exactitude de la propriété de la formule de Gauss-Lobatto on a∫
Ω

um − um−1

τm
· ∇(pm

N − qm
N )dx−

(um
N − um−1

N

τm
,∇(pm

N − qm
N )
)

N

=
∫

Ω

(um − um−1

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
)
· ∇(pm

N − qm
N )dx

−
(um

N − um−1
N

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
).∇(pm

N − qm
N )
)

N
.

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz et la propriété (1.10), on trouve∫
Ω

um − um−1

τm
· ∇(pm

N − qm
N )dx−

(um
N − um−1

N

τm
,∇(pm

N − qm
N )
)

N

≤
∥∥∥(um − um−1)− (um

N − um−1
N )

τm

∥∥∥
L2(Ω)d

‖∇(pm
N − qm

N )‖L2(Ω)d

+ 3d
∥∥∥um

N − um−1
N

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d
‖∇(pm

N − qm
N )‖L2(Ω)d .

On déduit par une inégalité triangulaire que,∫
Ω

um − um−1

τm
· ∇(pm

N − qm
N )dx−

(um
N − um−1

N

τm
,∇(pm

N − qm
N )
)

N

≤ c
(∥∥∥(um − um−1)− (um

N − um−1
N )

τm

∥∥∥
L2(Ω)d

+
∥∥∥um − um−1

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥

L2(Ω)d

)
‖∇(pm

N − qm
N )‖L2(Ω)d .

2. Similairement, pour estimer E2 on utilise la formule de Gauss-Lobatto puis on applique l’inégalité
de Cauchy-Schwarz combinée avec (1.10) et une inégalité triangulaire, on déduit que

b(∇(pm
N − qm

N ), qm
N )− bN (∇(pm

N − qm
N ), qm

N ) =

b(∇(pm
N − qm

N ), qm
N − IN−1p

m)− bN (∇(pm
N − qm

N ), qm
N − IN−1p

m)

≤ (‖∇(qm
N − pm)‖L2(Ω)d + ‖∇(pm − IN−1p

m)‖L2(Ω)d)‖∇(pm − qm
N )‖L2(Ω)d .
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Insérant les majorations de E1, E2, E3, E4 dans (4.20) et on utilise la formule de Young, on obtient la
majoration

‖∇(pm
N − qm

N )‖2
N

≤ c
(∥∥∥(um − um−1)− (um

N − um−1
N )

τm

∥∥∥2

L2(Ω)d
+
∥∥∥um − um−1

τm
− IN−1(

um − um−1

τm
)
∥∥∥2

L2(Ω)d

+ ‖um − IN−1um‖2
L2(Ω)d + ‖um − um

N‖2
L2(Ω)d + ‖∇(qm

N − pm)‖2
L2(Ω)d + ‖∇(pm − IN−1p

m)‖2
L2(Ω)d

+ ‖f m − INfm‖2
L2(Ω)d + ‖f m − IN−1f

m‖2
L2(Ω)d

))
.

On multiplie par τm et en sommant sur m et

m∑
k=1

τk‖∇(pk
N − qk

N )‖2
L2(Ω)d

≤ c

m∑
k

(
τk

∥∥∥(uk − uk−1)− (uk
N − uk−1

N )
τm

∥∥∥2

L2(Ω)d
+ τk

∥∥∥uk
N − uk−1

N

τk
− IN−1(

uk − uk−1

τk
)
∥∥∥2

L2(Ω)d

+ τk‖uk − IN−1uk‖2
L2(Ω)d + τk‖uk − uk

N‖2
L2(Ω)d + τk‖∇(pk − qk

N )‖2
L2(Ω)d + τk‖∇(pk − IN−1p

k)‖2
L2(Ω)d

+ τk‖f k − INfk‖2
L2(Ω)d + τk‖f k − IN−1f

k‖2
L2(Ω)d

))
.

Par une inégalité triangulaire on voit que

m∑
k=1

τk‖∇(pk − pk
N )‖2

L2(Ω)d ≤ c
( m∑

k=1

τk‖∇(pk − qk
N )‖2

L2(Ω)d +
m∑

k=1

τk‖∇(pk
N − qk

N )‖2
L2(Ω)d

)
.

On choisit qm
N l’image de pm par l’opérateur de projection orthogonale de H1

0 (Ω) sur YN . En utilisant
les Théorèmes 1.6.2, 1.6.4 et les estimations (4.13) et (4.18) on déduit que

m∑
k=1

τk‖pk − pk
N‖2

H1(Ω) ≤ cN−2s
( m∑

j=0

τk‖uk‖2
Hs(Ω)d +

m∑
k=1

τk

∥∥∥uk − uk−1

τk

∥∥∥2

Hs(Ω)d
+

m∑
k=1

τk‖pk‖2
Hs+1(Ω)

)
+ cN−2σ

( m∑
k=1

τk‖fk‖2
Hσ(Ω) +

m∑
k=1

τk‖pk
b‖2

Hσ+1
2 (∂Ω)

)
.

Ceci donne l’estimation désirée.
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CHAPITRE 5

Mise en œuvre

On se propose dans ce chapitre d’écrire le système correspondant au problème (4.1)-(4.2)-(4.3). Ceci
nous permet de mieux visualiser le type de système matriciel obtenu par notre méthode de discrétisation
et donc de mieux appréhender sa résolution. On suppose que Ω est le carré ]− 1, 1[2.

5.1 Algorithme de résolution du problème de Darcy

On suppose connues les valeurs de la fonction f aux points ΣN ∩Ω, les valeurs de la fonction pb aux
points de ΣN ∩ ∂Ω. Nous faisons appel aux polynômes de Lagrange `j , 0 ≤ j ≤ N , associés aux points
ξj , c’est -à-dire les polynômes de PN (−1, 1) qui valent 1 en ξj et s’annulent en ξm,0 ≤ m ≤ N , m 6= j.
Les polynômes `j ,0 ≤ j ≤ N , forment une base de PN (−1, 1). Alors une base de PN (Ω) est donnée par

{`i(x)`j(y) , 0 ≤ i, j ≤ N}.

La frontière de Ω est donnée par

∂Ω = {(−1, y);−1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x,−1);−1 ≤ x ≤ 1} ∪ {(1,−y);−1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, 1);−1 ≤ x ≤ 1}.

Le vecteur vitesse s’écrit de la façon suivante :

um
N = (umx

N , umy

N ),

où

umx

N (x, y) =
N∑

i=0

N∑
j=0

umx

ij `i(x)`j(y) avec umx

ij = umx

N (ξi, ξj), (5.1)

umy

N (x, y) =
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij `i(x)`j(y) avec umy

ij = umy

N (ξi, ξj), (5.2)
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5.1. Algorithme de résolution du problème de Darcy

et la pression pm
N s’écrit :

pm
N (x, y) =

N∑
i=0

N∑
j=0

pm
ij `i(x)`j(y) avec pm

ij = pm
N (ξi, ξj), (5.3)

alors

pm
N (x, y) =

N−1∑
j=1

pm
0j`0(x)`j(y) +

N∑
i=0

pm
i0`i(x)`0(y)

+
N−1∑
j=1

pm
Nj`N (x)`j(y) +

N∑
i=0

pm
iN`i(x)`N (y) +

N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

pmy

ij `i(x)`j(y).

On décompose vN comme suit :
vN = (vx

N , vy
N ),

on obtient alors
(um

N , vN )N = (umx

N , vx
N )N + (umy

N , vy
N )N .

En utilisant ces décompositions, le problème (4.1)-(4.2)-(4.3) devient :
(1 + ατm)(umx

N , vx
N )N + τmbN (vx

N , pm
N ) = (um−1x

N , vx
N )N + τm(fmx

, vx
N )N ,

(1 + ατm)(umy

N , vy
N )N + τmbN (vy

N , pm
N ) = (um−1y

N , vy
N )N + τm(fmy

, vy
N )N ,

bN (um
N , qN ) = 0.

On commence par traiter la première équation, d’après (5.1) on trouve

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umx

ij (`i ⊗ `j , v
x
N )N + τm

(
vx
N ,

∂pm
N

∂x

)
N

= (um−1x

N , vx
N )N + τm(fmx

, vx
N )N ,

alors d’après (5.3), on obtient

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umx

ij (`i ⊗ `j , v
x
N )N + τm

N∑
i=0

N∑
j=0

pm
ij (v

x
N , `′i ⊗ `j)N = (um−1x

N , vx
N )N + τm(fmx

, vx
N )N .

Concernant la deuxième équation, on a d’après (5.2)

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij (`i ⊗ `j , v
y
N )N + τm

(
vy
N ,

∂pm
N

∂y

)
N

= (um−1y

N , vy
N )N + τm(fmy

, vy
N )N ,

alors d’après (5.3), on obtient

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij (`i ⊗ `j , v
y
N )N + τm

N∑
i=0

N∑
j=0

pm
ij (v

y
N , `i ⊗ `′j)N = (um−1y

N , vy
N )N + τm(fmx

, vy
N )N .

Finalement, la troisième équation s’écrit :

N∑
i=0

N∑
j=0

umx

ij

(
`i ⊗ `j ,

∂qm
N

∂x

)
N

+
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij

(
`i ⊗ `j ,

∂qm
N

∂y

)
N

= 0.
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5.2. Description du système linéaire

En choisissant les fonctions tests vx
N , vy

N égal à la fonction `r⊗ `s, 0 ≤ r, s ≤ N et qN égal à la fonction
`r ⊗ `s, 1 ≤ r, s ≤ N − 1, on obtient

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umx

ij (`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N + τm

N∑
i=0

N∑
j=0

pm
ij (`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `j)N

= (um−1x

N , `r ⊗ `s)N + τm(fmx
, `r ⊗ `s)N ,

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij (`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N + τm

N∑
i=0

N∑
j=0

pm
ij (`r ⊗ `s, `i ⊗ `′j)N

= (um−1y

N , `r ⊗ `s)N + τm(fmx
, `r ⊗ `s)N ,

N∑
i=0

N∑
j=0

umx

ij (`i ⊗ `j , `
′
r ⊗ `s)N +

N∑
i=0

N∑
j=0

umy

ij (`i ⊗ `j , `r ⊗ `′s)N = 0.

(5.4)

On a la condition aux limites
pN = pm

b sur ∂Ω,

ce qui donne

pm
N (x, y) =

N∑
i=0

pm
bi0`i(x)`0(y) +

N−1∑
j=1

pm
bNj`N (x)`j(y)

+
N−1∑
j=1

pm
b0j`0(x)`j(y) +

N∑
i=0

pm
biN`i(x)`N (y) +

N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

pm
ij `i(x)`j(y).

La première ligne de (5.4) devient alors

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umx

ij (`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N +
N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

pm
ij (`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `j)N

= um−1x

N (ξr, ξs)ρrρs + τmfmx
(ξr, ξs)ρrρs −

N∑
i=0

pm
bi0(`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `0)N

−
N−1∑
j=1

pm
bNj(`r ⊗ `s, `

′
N ⊗ `j)N −

N−1∑
j=1

pm
b0j(`r ⊗ `s, `

′
0 ⊗ `j)N −

N∑
i=0

pm
biN (`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `N )N .

5.2 Description du système linéaire

Nous allons au total obtenir l’équation matricielle suivante :

Am
1 Umx

+ Bm
1 Pm = Fm

1 .

La matrice Am
1 a pour coefficients les termes

am
1 (i, j, r, s) = (1 + ατm)(`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N , 0 ≤ i, j, r, s ≤ N,

et la matrice Bm
1 a pour coefficients les termes

bm
1 (i, j, r, s) = τm(`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `j)N , 0 ≤, r, s ≤ N, 1 ≤ i, j ≤ N − 1.
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5.2. Description du système linéaire

Le vecteur Fm
1 a pour composante

um−1x

N (ξr, ξs)ρrρs + τmfmx
(ξr, ξs)ρrρs −

N∑
i=0

pm
bi0(`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `0)N

−
N−1∑
j=1

pm
bNj(`r ⊗ `s, `

′
N ⊗ `j)N −

N−1∑
j=1

pm
b0j(`r ⊗ `s, `

′
0 ⊗ `j)N −

N∑
i=0

pm
biN (`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `N )N .

Concernant la deuxième équation de (5.4) :

(1 + ατm)
N∑

i=0

N∑
j=0

umy

ij (`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N

N−1∑
i=1

N−1∑
j=1

pm
ij (`r ⊗ `s, `i ⊗ `′j)N

= um−1y

N (ξr, ξs)ρrρs + τmfmy
(ξr, ξs)ρrρs −

N∑
i=0

pm
bi0(`r ⊗ `s, `i ⊗ `′0)N −

N−1∑
j=1

pm
bNj(`r ⊗ `s, `N ⊗ `′j)N

−
N−1∑
j=1

pm
b0j(`r ⊗ `s, `0 ⊗ `′j)N −

N∑
i=0

pm
biN (`r ⊗ `s, `i ⊗ `′N )N .

Ceci mène à l’équation matricielle suivante

Am
2 Umy

+ Bm
2 Pm = Fm

2 .

La matrice Am
2 a pour coefficients les termes

am
2 (i, j, r, s) = (1 + ατm)(`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N , 0 ≤ i, j, r, s ≤ N,

et la matrice Bm
2 a pour coefficients les termes

bm
2 (i, j, r, s) = τm(`r ⊗ `s, `i ⊗ `′j)N , 0 ≤ r, s ≤ N, 1 ≤ i, j ≤ N − 1.

Le vecteur Fm
2 a pour composante

um−1y

N (ξr, ξs)ρrρs + τmfmy
(ξr, ξs)ρrρs −

N∑
i=0

pm
bi0(`r ⊗ `s, `

′
i ⊗ `0)N

−
N−1∑
j=1

pm
bNj(`r ⊗ `s, `

′
N ⊗ `j)N −

N−1∑
j=1

pm
b0j(`r ⊗ `s, `

′
0 ⊗ `j)N −

N∑
i=0

pm
biN (`r ⊗ `s, `i ⊗ `′N )N .

Finalement, la forme matricielle de dernière équation de (5.4) s’écrit

Cm
1 Umx

+ Cm
2 Umy

= 0,

les matrices Cm
1 et Cm

2 ont pour coefficients les termes successivement

Cm
1 (i, j, r, s) = (`i ⊗ `j , `

′
r ⊗ `s)N , 0 ≤ i, j ≤ N, 1 ≤ r, s ≤ N − 1,

et
Cm

2 (i, j, r, s) = (`i ⊗ `j , `r ⊗ `′s)N , 0 ≤ i, j ≤ N, 1 ≤ r, s ≤ N − 1.

44



5.3. L’algorithme d’Uzawa

On remarque que
Cm

1 = BmT
1 et Cm

2 = BmT
2 .

En recombinant tous les systèmes linéaires obtenues, on aura :
Am

1 Umx
+ Bm

2 Pm = Fm
1 ,

Am
2 Umy

+ Bm
2 Pm = Fm

2 ,

BmT
1 Umx

+ BmT
2 Umy

= 0.

Donc le système linéaire à résoudre s’écrit, comme suit :{
AUm + BPm = F,

BT Um = 0,

où

A =

(
Am

1 0
0 Am

2

)
, B =

(
Bm

1

Bm
2

)
, BT =

(
BmT

1

BmT
2

)
, Um =

(
Umx

Umy

)
, F =

(
Fm

1

Fm
2

)
.

Détermination de la matrice Am
1

La matrice Am
1 est diagonale, ses coefficients s’écrivent alors sous la forme

(1 + ατm)(`i ⊗ `j , `r ⊗ `s)N = (1 + ατm)
N∑

k=0

N∑
n=0

`i ⊗ `j(ξk, ξn)ρkρn`r ⊗ `s(ξk, ξn)ρkρn,

= (1 + ατm)`r(ξi)`s(ξj)ρiρj ,

= (1 + ατm)δriδsjρiρj ,

où δri désigne le symbole de Kronecker.
Détermination de la matrice Bm

1

l’expression de la matrice Bm
1 est donnée par

τm(`r ⊗ `s, `
′
i ⊗ `j)N = (1 + ατm)

N∑
k=0

N∑
n=0

`r ⊗ `s(ξk, ξn)ρkρn(`′i ⊗ `j)(ξk, ξn)ρkρn,

= τm(`′i ⊗ `j)(ξr, ξs)ρrρs,

= τm`′i(ξr)δjsρrρs.

5.3 L’algorithme d’Uzawa

Le problème discret (4.3) est équivalent à un système linéaire carré de la forme(
A B

BT 0

)(
Um

Pm

)
=

(
F

0

)
.

On notera que la matrice A est carré et symétrique. De plus, elle est diagonale, donc facile à inverser.
L’algorithme habituellement utilisé pour résoudre les systèmes de type (5.5), s’appelle l’algorithme
d’Uzawa, qui consiste à éliminer la vitesse à partir de la première ligne ce qui donne :

Um = A−1(F −BPm).
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5.3. L’algorithme d’Uzawa

On est donc amené à résoudre successivement les deux systèmes découplés

BT A−1BPm = BT A−1F, AUm = (F −BPm), (5.5)

le fait, que dans notre cas, la matrice A soit le plus souvent diagonale rend la résolution de ces systèmes
particulièrement facile.

Remarque 5.3.1. La résolution du premier système dans (5.5) peut s’effectuer soit par méthodes

directes soit par méthodes itératives. Comme la matrice BT A−1B est symétrique, la méthode du gradient

conjuguée semble parfaitement appropriée pour résoudre ce système.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l’étude des équations de Darcy instationnaires
rencontrés en milieu poreux munies de conditions aux limites de Dirichlet portant sur la pression.
Tout d’abord, l’analyse du problème continu a été présenté où le paramètre physique de perméabilité
est constant. Nous avons montré que ce problème admet une solution.
Ensuite, la discrétisation de ces équations a été faite à l’aide du schéma d’Euler implicite d’ordre un en
temps et des méthodes spectrales en espace. Ces méthodes sont basés sur la méthode de Galerkin avec
une intégration numérique dans des espaces de fonctions de type polynomial. Nous avons montré que
les problèmes semi discret et discret admettent une solution unique. Nous avons donné des estimations
de l’erreur entre la solution semi discrète (en temps) et la solution continue et entre la solution discrète
(en espace et en temps) et la solution semi discrète.
Nous avons montré comment ces résultats peuvent être vérifiés numériquement en écrivant les systèmes
matriciels équivalents au problème discret. Nous avons explicité les matrices entrant en jeu et nous
avons décrit le système linéaire obtenu.
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Appendice

1. Formule de Taylor

Soient I un intervalle de R, x0 un point intérieur à I, et f : I → R une fonction. On fixe un en-
tier naturel n.

Théorème 1.1 (théorème de Taylor avec reste intégral)
Supposons que f est de classe Cn+1 sur I. Alors, pour tout h appartient à R tel que x0 +h appartienne
à I on a

f(x0 + h) =
n∑

k=0

h
k

k!
f (k)(x0) +

hn+1

n!

∫ 1

0
(1− t)nf (n+1)(x0 + th)dt.

Le reste intégral admet une autre expression. Plus précisément, on a l’égalité

hn+1

n!

∫ 1

0
(1− t)nf (n+1)(x0 + th)dt =

∫ x0+th

x0

(x0 + h− t)n

n!
f (n+1)(t)dt.

2. Schéma d’Euler implicite

On note tn les termes d’une subdivision à n pas de l’intervalle [t0, t0 + T ], Le nième pas est noté
hn = tn+1 − tn. Le shéma d’Euler implicite est de la forme

y0 donné,

hn = tn+1 − tn,

yn+1 = yn + hnΦ(tn, hn, yn, yn+1).
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5.3. L’algorithme d’Uzawa

3. Polynôme de Lagrange

Définition 3.1 Soient n un entier naturel, x0, x1, ..., xn, (n + 1) point distincts de l’intervalle ]a, b[. Il

existe une et une seule famille, notée (`i)0≤i≤n, de (n + 1) polynôme de degré au plus n vérifiant, pour

tout 0 ≤ i ≤ n,

`i(xj) =
n∏

j=0,j 6=i

x− xj

xi − xj
.

De plus, pour tout 0 ≤ i, j ≤ n, hi(xj) = δij.

Proposition 3.1 La famille (`i)0≤i≤n est une base de Pn(]a, b[).

4. Quelques inégalités

4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E,< ·, · >) un espace préhilbertien. Pour tous x et y de E, on ait

| < x, y > | ≤
√

< x, x > ·
√

< y, y >.

4.2 Inégalité de Young
Soit ε un nombre réel strictement positif. Pour tous réels a et b positifs on a

ab ≤ ε

2
a2 +

1
2ε

b2.
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