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Introduction

Les écoulements de fluide & travers un milieu poreux se rencontrent dans des domaines trés variés
des sciences et techniques. A titre d’exemple, on peut citer les problémes de purification de 'eau, de

dépollution des sols, d’extraction de pétrole et de gaz, les problémes géophysiques,...

L’objectif de ce mémoire est d’effectuer une analyse numérique sur des équations aux dérivées

partielles qui sont appelées les équations de milieux poreux sur un domaine plan régulier 2x]0, T,

Ou+au+V-p=f dans Q2x]0,T7,

V-u=0 dans Qx]0, T,
D =Dy sur 000,77,
u(-,0) = ug dans Q,

qui modélisent ’écoulement non stationnaire d’un fluide incompressible dans un milieu poreux occu-
pant le domaine €. Ici les inconnues sont le champ de vecteur u & valeurs dans R, qui représente la
vitesse du fluide, et la fonction p qui représente sa pression. La fonction f est une densité de forces
extérieures appliquées au fluide. Le coefficient oo dépend de la perméabilité du milieu et de la viscosité
du fluide. On s’intéresse ici au cas d’un milieu homogéne : Le coefficient « est alors supposé constant
positif. De plus, ces équations entre dans la classe plus générale des problémes mixtes (ainsi que par
exemple le probléme de Stokes ou de I’élasticité), mais nous nous contentons dans ce mémoire d’étudier

de facon détaillée la formulation variationnelle et sa discrétisation temporelle et spatiale.

Parmi les trés nombreuses techniques utilisées pour la discrétisation d’équations aux dérivées par-
tielles elliptiques, nous avons choisi de présenter les méthodes spectrales. Elles ont été introduites pour
la premiére fois par D. Gottlieb et S. Orszag [16, 20] et développées par C. Bernardi et Y. Maday
[5, 6]. Elles reposent sur ’approximation des solutions d’équations aux dérivées partielles initialement
par des séries de Fourier tronquées puis par des polyndémes de haut degré et sur 'utilisation de bases

tensorisées des espaces d’approximation. Les méthodes spectrales utilisent des formules de quadrature
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numériques pour évaluer les intégrales obtenues dans la formulation variationnelle, le plus souvent la
formule de Gauss-Lobatto, le probléme est discrétisé en les noeuds de cette formule qui sont les ra-
cines de polyndémes dérivées des polynémes de Legendre. De nombreux ouvrages ont été oubliés sur les
méthodes spectrales nous citons par exemple |10, 13]. Les domaines ou ces équations sont posées, se
multiplient et se généralisent. Grace aux produits de tensorisation sur les polynomes, la géométrie de
base est soit un carré soit un cube. Nous pouvons trouver des extensions sur des trapézes, cylindres
ou méme des cones, par conséquent le champ d’applications des méthodes spectrales ne se limite plus
aux géométrie simples mais s’étend aux situations complexes.

Ce mémoire est structuré de la facon suivante :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et théorémes importants et quelques principales

propriétés des espaces de Sobolev, les outils de la méthode spectrale ainsi que quelques concepts utilisés.

Au deuxiéme chapitre, nous commencons par la présentation du probléme aux limites des équations
de milieux poreux. Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’écriture de la formulation variationnelle

équivalente et nous montrons une condition inf-sup et que le probléme variationnel est bien posé.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons une semi-discrétisation en temps, par un schéma d’Eu-
ler implicite d’ordre un, c¢’est une méthode numérique pour résoudre par approximation des équations
différentielles du premier ordre avec une condition initiale. Puis nous prouvons l'existence et I'unicité
de la solution du probléme semi-discret obtenu. Ensuite, nous établissons des estimations d’erreur a

priori sur la vitesse puis sur la pression.

Au quatriéme chapitre nous étudions le probléme discrétisé en espace par les méthodes spectrales,
nous introduisons a chaque fois les outils de la discrétisation. Nous étudions ’existence et 'unicité de
la solution du probléme discret, puis nous prouvons des estimations d’erreur optimales.

Enfin, le dernier chapitre est dédié & I'écriture matricielle des équations de Darcy, en vue de la

résolution numérique.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base utilisées tout au long du mémoire. En particulier les
définitions et les propriétés fondamentales des espaces de Sobolev et les outils de la méthode spectrale.

Nous présentons aussi quelques concepts utilisés.

1.1 Espaces de Sobolev

Les notations utilisées dans ce mémoire pour les espaces de Sobolev sont classiques. Les démonstra-
tions des propriétés indiquées figurent en particulier dans les ouvrages de références suivants : Adams
[2], Dautray et Lions [12], Grisvard [17] et Lions et Magenes [19].

Dans ce qui suit, d est un entier positif représentant la dimension de ’espace dans lequel on se
place. Le symbole 0 suivi d’'un nom d’ouvert, désigne sa frontiére. Deux définitions sont nécessaires

pour caractériser la géométrie des ouverts que 1’on considére.

Définition 1.1.1. En dimension d > 2, un ouvert borné 0 de R? est dit lipschitzien ou & frontiére

lipschitzienne si pour tout point x de OS), il existe un systéme de coordonnées orthogonales (y1, ..., Yd),

d d—1
un hypercube U* = T[] — as, a] et une application lipschitzienne ®* de [[] — aj, a;[ dans | — %, %[
i=1 =1

tels que :

QnU* ={(y1,-,ya) €U ya > P (y1,--,ya—1)},
oNNU* = {(yla "'ayd) € Uxa Ya = ¢x(yla "’ayd—l)}‘
Cette propriété signifie que la frontiére coincide localement avec le graphe d’une fonction lipschit-

zienne. Elle sera satisfaite par tous les ouverts considérés dans ce mémoire. Tout ouvert borné convexe

de R? est également & frontiére lipschitzienne (voir Grisvard [17, Corollaire 1.2.2.3]).



1.1. Espaces de Sobolev

Dans la suite, on note € un ouvert borné lipschitzien de R?. On note @ le point générique de €, et
(21, ...,xq) ses coordonnées. Finalement, on utilise la mesure de Lebesgue dans R?, que l'on écrit soit
dx soit dxy, ..., dxg.

On rappelle que D(£2) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact dans
Q, et que D(Q) désigne I'espaces des restrictions a ) des fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans RY. Le dual D’(Q) de D(R) est I'espace des distributions sur Q. On introduit également
CO(Q) T'espaces des fonctions continues sur . On note maintenant L2(£2) I'espace des fonctions v
mesurables telles que

/vQ(m) dxr < +o00.

Q

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) = /u(az)v(a:) da.

Q

On note || - || 12(n) la norme
1

Joll20) = ([ *(@) de) "

Q

On sait que l'espace L?(€2) contient les deux espaces D(€2) et D(Q2) comme sous-espaces denses, et que
I'espace L?(€2) est contenu dans I'espace D’'(Q2). Le produit de dualité entre les espaces D(Q2) et D'(£2)
étant alors une extension du produit scalaire dans L?(Q2). La théorie des distributions (voir Schwartz
[22]) permet de définir, pour les fonctions de L?(£2), des dérivées d’ordre quelconque & valeurs dans

D'(Q).
Définition 1.1.2. Pour tout entier m > 0, on définit l’espace de Sobolev H™(2) de la fagon suivante :
H™(Q) = {v e L}(Q), 9% € L*(Q), Ya € N, |a| < m},

muni de la norme

el = ([ 3 @epar) (1)

Q lelsm
Définition 1.1.3. Soit m un entier positif. On note Hj*(Q2) ladhérence de l'espace D(2) dans l’espace

L’espace HJ*(§2) est donc un sous-espace fermé de H™(€2). On rappelle maintenant un résultat de

base, connu sous le nom d’inégalité de Poincaré-Friedrichs (voir Adams [2, Thm 6.28]).

Corollaire 1.1.1. La semi norme
d 1
Z ov |2 3
Q=1 7

est une norme sur lespace Hg (), équivalente o la norme | - || g1 (q).-



1.1. Espaces de Sobolev

Notation 1.1.2. Soit E un espace de Banach séparable de norme || - ||g. On notera L*(Q2, E) lespace
des fonctions définies de Q dans E telles que la fonction : v — ||v||g appartienne a L*(Q). Pour tout
entier m < 0, on désigne par H™(Q, E) l’espace des fonctions de L*(), E) dont toutes les dérivées
partielles d’ordre < m sont dans L*(Q, E), on définit HJ*(Q, E) comme l'adhérence dans H™(Q, E) des
fonctions indéfiniment différentiables de Q dans E a support compact dans Q, et H="™(Q, E) comme

son dual. Les espaces H™(Q, E) sont munis de la norme

1
ol = ([ 3 @0 @)hds).

Q la|l<m
et de la semi norme X
2 2
e = ([ 3 I0%0)@)3de)
Q lel=m
La caractérisation des espaces H{j'(Q2) s’effectue au moyen du théoréme de traces, que 1'on trouve
démontré dans Grisvard [17]. On rappelle que l'ouvert Q étant lipschitzien, il existe en presque tout
point de la frontiére 9€2, un vecteur unitaire normal & 9€) et dirigé vers 'extérieur de €2, que I'on note

n. Si les composantes de n s’écrivent (ny,...,ng), on désigne par a@n I'opérateur de dérivée normale

0
oxg "

nla%l + ...+ nyg
Théoréme 1.1.3. L’application vo : u € D(Q) — vo(u) = ulpg € L*(0N) se prolonge de maniére
unique, et de facon continue a l'espace de Sobolev H'(QY). On appelle l'opérateur o ainsi obtenu :
’application de traces.

Vopérateur vy n'est pas surjectif sur L2(0S). L’image de ~yo est un espace de Sobolev fractionnaire

appelé H%(OQ) et qui est un espace de Hilbert pour la norme

103 oy = DELlullig@), € HY(Q),70u = v}.

H? (00)

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu Ry : H%((‘?Q) — HY(Q), dit de relevement,

qui vérifie o o Rg = Idgq. De plus, il existe une constante positive cq telle que

1
Yo e H2(Q), |[|[Rov|lgiq) < COHUHH%(BQ'

Proposition 1.1.4. (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné régulier de classe Ct. Pour toute
fonction u de H?(Y) et toute fonction v de HY(QY), on a la formule de Green :

—/Au(x) ~v(x)dr = /Vu(x) -Vo(z)dr — g;i(x) -v(z)do. (1.3)
Q Q

o0
Définition 1.1.4. L’opérateur de divergence appliqué o un champ de vecteurs v de composantes
(Vgy, Vay) en dimension d = 2 et (Vg,, Vz,, Vzy) €n dimension d = 3, est défini lorsque v est de classe

C! par la formule
Ovg,  OUg,

8%1 6952

v.v:

en dimension d = 2,



1.2. Rappels sur le lemme de Lax-Milgram

et

0 0 0
V- v= Yy + Yap + Y23 on dimension d = 3.

8.7}1 89@2 8.1‘3

Nous pouvons étendre la définition de la divergence a un élément quelconque v de D'(2) par les formules

de dualité sutvantes :

0 . .
> — < Ugy, 92 - en dimension d = 2,

Vo e DY), <V -v,0>=— < vy, o
2

Oy

dp Oy

0
Yo e D), <V -v,p>=—<Up,— >— < Upy, — >—<vx3,—(p > en dimension d = 3.
x1

8x3

1.2 Rappels sur le lemme de Lax-Milgram

On écrit tout de suite I’énoncé de ce lemme, di & Lax-Milgram [18] qui est a la base de I’étude des

équations aux dérivées partielles.

Lemme 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert réel de norme || - ||g. On considére une forme bilinéaire

a(-,-) continue sur H x H i.e.
AC > 0, Vu,v € H, |a(u,v)| < C||lullg - ||v]|a,
et on suppose qu’elle est elliptique sur H, c’est-a-dire qu’il existe une constante o > 0 telle que
Yoe H, a(v,v)>alv]%.
On considere ainsi, une forme linéaire continue l(-) sur H. Alors, le probleme :

Trouver u dans H tel que :

Yo € H, a(u,v) =1(v),
admet une solution unique u dans H. De plus cette solution vérifie

fully < 10

1.3 Rappels sur le théoréme de Cauchy-Lipschitz
On référe a 21, Thm 21.1], pour la démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 1.3.1. Supposons que [t1,t2] est un intervalle compact d’intérieur non vide et que f est une
application continue de [t1,ta] X R™ dans R™ qui vérifie la propriété suivante, il existe une constante L

telle que

Yt € [t1,ta], Yo,w € R™, |f(t,v) — f(t,w)| < Lljv — w|.



1.4. Probléme variationnel et sa discrétisation

Ici | | désigne une norme quelconque sur R™. Alors quel que soient ty dans [t1,ta] et ug dans R™, il

existe une unique fonction u continiment différentiable de [t1,ts] dans R™ et qui vérifie

Opu(t) = f(t, u(t)),

u(tp) = wo.

1.4 Probléme variationnel et sa discrétisation

On rappelle maintenant un résultat de base (voir [14, 15]).

Soient X et M deux espaces de Hilbert munis de normes || - || x et || - ||as respectivement. On note
X' et M’ les espaces duals correspondants. On désigne par < -,- > le produit dual de X et X’ ou M

et M'. On introduit les deux formes bilinéaires continues :
a(,): X x X =R, b(,): X xM-—>R

On note V' le noyau de la forme b(-, ). On considére le probléme variationnel suivant :

Etant donné f dans X’ et g dans M’, trouver le couple (u,p) dans X x M tel que :
Yo € X, a(u,v) + b(v,p) =< f,v >, (15)
Vg € M, b(u,q) =< g,q > .

Théoréme 1.4.1. On suppose que la forme bilinéaire a(-,-) est V —elliptique. Alors le probléeme (1.5)

admet une solution unique si et seulement si la forme bilinéaire b(-,-) satisfait la condition inf-sup

suivante : il existe une constante positive 3 telle que

b
Vg€ M, sup (v.q)
veX HUHX

> Bligllar-
Théoréme 1.4.2. Soit | appartient a X' tel que
<lLv>=0, VvelV. (1.6)
Alors il existe une unique fonction p dans M telle que
(l,v) =b(v,p), YveX. (1.7)

Notons § le paramétre de discrétisation. Pour chaque d, on introduit les espaces discrets X et Mg,

tels que X5 C X et Mg C M. On introduit 'espace Vs analogue & I’espace V' comme suit :
Vs ={vs € X5, blvs,q5) =0, qs € Ms}.

On propose une approximation au probléme (1.5).

Trouver (us, ps) dans X5 x Mj tel que :

Yus € X, a(U§,U5) + b(v(g,p(;) =< f, Vs >
VQ(S S M57 b(u57q5) =<g,95 > .



1.5. Outils de la méthode spectrale

Théoréme 1.4.3. On suppose que :

i) il existe une constante o > 0 telle que
Vs € Vs, a(vs,vs) > o*|vs|%,

ii) il existe une constante 3* > 0 telle que

b(vs, g5
Vas € My, sup 28 B) 5 gy
U sl

Alors, il existe une unique fonction ps dans My telle que (us,ps) est une solution unique du probléme

(1.8).

1.5 Outils de la méthode spectrale

On considére le domaine € égal au carré ou au cube | — 1,1[¢, d = 2 ou 3.

Notation 1.5.1. Pour tout entier n > 0, on définit P,, comme [’espace des polynomes sur R & valeurs
dans R de degré < n. On note P,(Q) lespace des restrictions a Q2 des polynoémes 4 valeurs dans R et

de degré < n par rapport a chaque variable.

Définition 1.5.1. On rappelle la formule de Gauss-Lobatto sur lintervalle | —1,1[ : il existe un unique
ensemble de N + 1 neuds &, 0 < j < N, avec §g = —1 et {n = 1, et un unique ensemble de N + 1
poids p;, 0 < j < N, tel que

1 N

v € Poy_1(—1,1), / Q) dc =3 0(€))p; (1.9)

—1 :
7=0
Cette formule de quadrature n’est pas exacte sur Poy(—1,1), donc elle n’est pas exacte pour la

norme L?(—1,1) des polynémes de Py (—1,1). En revanche, on a les relations suivantes (voir [8]) :

Proposition 1.5.2. Pour tout ¢ dans Py(—1,1), on a

N
H‘PNHH —1,1) SZ §J Pj <3HSONHL2( 1,1) (1.10)
j=0

Définition 1.5.2. La grille de Gauss-Lobatto est donnée par
x=(6&), 0<ij<N our d=2,
YN = { (&, €5) W) } pour (1.11)
{z=(%,&,%), 0<4,j,k< N} pour d=3.

On définit le produit discret pour toutes fonctions continues u et v sur § par

Z Z u(&i, §5)v(&is &) pip; si d=2,
(w,v)v =4 Y0 n (1.12)
> > ul&, &Gy &e)v(&i, o Ep)pipjpr st d=3.
i=0j=0k=0
La formule (1.10) entraine que le produit discret est un produit scalaire sur Py (£2) et on note || - || x la

norme associée & ce produit scalaire.



1.6. Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

1.6 Erreur d’approximation et d’interpolation polynomiale

Les propriétés des opérateurs de projection orthogonale et d’interpolation polynomiale sont pré-

sentées et démontrées en détail dans |6, §|.

Notation 1.6.1. On note H}\}O Vopérateur de projection orthogonale de HE(Q) sur P () pour le

produit scalaire associé a la norme | - |1 (q)-

Théoréme 1.6.2. Pour tout entier m > 1, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de H™(Q2) N HY(Q), on ait
v — H}\}OU’Hl(Q) < ch_mHvHHm(Q). (1.13)

Notation 1.6.3. On note Iy lopérateur d’interpolation sur la grille ¥ (1.11) : pour toute fonction

v continue sur Q, Iyv appartient o Py () et vérifie
(Inv)(z) =v(x), x€XN. (1.14)

Théoréme 1.6.4. Pour tout entier m > 2, il existe une constante c positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de H™(2), on ait
o~ Znvllzagy < N"[oll ). (1.15)

On a également une estimation d’erreur dans l'espace H'(Q2) (voir [6, Thm 14.2]).

1

Théoréme 1.6.5. Pour tout entier m > 3, il existe une constante ¢ positive ne dépendant que de m

telle que, pour toute fonction v de H™1(2), on ait
o= Tnollm ey < N~ [ollgoess oy (1.16)

Notation 1.6.6. On note i‘?vg Vopérateur d’interpolation de Lagrange auz neuds de ¥ MO d valeurs

dans lespace des traces des fonctions de Py (§2) sur 5.



CHAPITRE 2

Analyse du probléme continu

Soit  un ouvert borné connexe de R% d = 2 ou 3 a frontiére lipschitzienne 2. On considére
un intervalle de temps [0,7] tel que T est un nombre strictement positif. L’écoulement d’un fluide

visqueux instationnaire et incompressible dans un milieu poreux ) est décrit par la loi de Darcy
ou+au+Vp=f dans Qx]0,T7,
avec la condition d’incompressibilité
V-u=0 dans Qx]0,T7.

les inconnues sont le champs de vecteur w & valeur dans R?, qui représente la vitesse du fluide et la
fonction scalaire p qui représente sa pression. La fonction f représente une densité de forces extérieures
appliquée au fluide, le paramétre « est une constante positive dépendant de la perméabilité du milieu
et la viscosité du fluide. On impose une condition aux limites de type Dirichlet sur le pression p et une

condition initiale sur la vitesse w. Le probléme qu’on se propose de résoudre s’écrit donc :

Ou +au+Vp=jf dans 2x]0,T7,

V-u=0 dans Qx]0, T7, (2.1)
D=Dp sur 002 x10,T7, '
u(-,0) = ug dans €,

tel que pp et ug décrivent la condition aux limites et la condition initiale. Toutes ces fonctions sont des

fonctions de la variable d’espace = dans 2 et de la variable du temps ¢ dans |0, .

2.1 La formulation variationnelle

Désormais, on suppose que
e les données (£, py) sont des fonctions de L%(0, T; L2(2)%) x L?(0, T} H? (092)) et telles que la fonction
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2.1. La formulation variationnelle

pp admet un relévement que 'on note py et qui vérifie

1Ps ]l 20,7 0)) = collpell o 8 (o0 (2.2)
e et que la donnée ug appartient a LQ(Q)d et satisfait la condition d’incompressibilité
V-uy=0 dans Q. (2.3)

En vue d’écrire la formulation variationnelle du probléme (2.1), on introduit la forme bilinéaire b(-, -)

pour toute couple mesurable sur €2,
b(v,q) = (v, Vq).

Proposition 2.1.1. Le probleme (2.1) admet la formulation variationnelle suivante

Trowver (u,p) dans H(0,T; L*(Q)%) x L?(0,T; H(Q)) tel que

u(-,0) =up dans Q, (2.4)

et pour tout t, 0<t<T,
p(-t) =po(-,t)  sur O, (2.5)
Yo € L2(Q)4, (du,v) + a(u,v) + b(v,p) = (f,v),

(2.6)
Vq € H&(Q), b(u,q) = 0.

Preuve. On multiplie la premiére ligne de (2.1) par une fonction test v € L2(Q2)? et on intégre sur ©,
on trouve la premiére ligne de (2.6). D’autre part, d’aprés la deuxiéme ligne de (2.1) u est a divergence

nulle donc en multipliant par une fonction test ¢ de H}(f2) et en intégrant sur Q on obtient,

/V-uqdac:O.
Q

On applique la formule de Green on trouve
/V-uqdm:—/u-quac+/uqnda:0,
Q Q o0

puisque ¢ est nul sur 92, on obtient la deuxiéme ligne de (2.6).

Théoréme 2.1.2. Pour toute donnée (f,py) dans L2(0,T; L*(Q)%) x L?(0,T; H%(aQ)), les problémes
(2.1) et (2.4),(2.5) et (2.6) sont équivalents dans le sens ot :
i) toute solution du probleme (2.1) appartenant o H'(0,T; L?(Q)%) x L2(0,T; H'(Q)) est solution
du probléme (2.4),(2.5)et(2.6),

i1) toute solution du probléeme (2.4),(2.5) et (2.6) est solution du probléme (2.1) au sens des distri-

butions.
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2.2. Résultat d’existence

Preuve. On a montré dans la proposition précédente que si (u, p) est solution du probléme (2.1) alors
elle est aussi solution de (2.4),(2.5) et (2.6). Réciproquement, soit (u, p) solution de (2.4),(2.5) et (2.6),
on prend v = ¢ un élément de D(02)? dans la premiére ligne de (2.6)

/8tu'goda:+a/u-god:n—k/Vp‘cpdw:/f*Pde-
Q Q Q

Q
On a u appartient a H'(0,T; L%(Q)?) et p appartient a L?(0,T; H'(2)) ainsi que f appartient a
L2(0,T; L*(Q)9) alors
ou + au+ Vp = f dans D' (Q).
D’autre part, d’aprés la deuxiéme ligne de (2.6) on a pour tout ¢ dans H}(Q2) la quantité b(u,q) est

nulle, On dérive au sens des distributions

8 .
Vg€ H(Q), < 3q>pkp=0, V1<i<d,

tel que < -, - >pryp désigne le produit de dualité.
VqGH&(Q), <V -u,q >pxp=0.

On déduit que V - u égale & zéro au sens des distributions. De (2.4) et (2.5) on conclut 1’équivalence
des deux problémes (2.1) et (2.4),(2.5) et (2.6).

2.2 Reésultat d’existence

Afin de montrer que le probléme variationnel est bien posé, on commence par présenter quelques

propriétés. On prouve une propriété supplémentaire de la forme b(-, -).

Proposition 2.2.1. La forme bilinéaire b(-,-) est continue sur L*>(Q)? x H'(Q) et vérifie la condition
inf-sup suivante :

Vg € HA (), sup b(v,q)

LICL VPN 2.7)
o ol 4@

Preuve. La continuité¢ de b(-, -) est évidente. On montre I’égalité (2.7). On utilise I'inégalité de Cauchy-

Schwarz sur I'expression de b(-,-), on trouve
b(v,q) < |vllr2)llValliz@y, Vv e L*(Q)7, Vg€ Hy(9Q).

D’ou b, q)
v,q

sup <l (), Yq € Hy(Q).

’UELQ(Q)d Hv||L2(Q)d

D’autre part, on a pour v = Vq dans L?(Q),
b(Vg,q)  _ b(v,q)

< sup

dlmo) = 1ol z2(ye”
gl @ IVall 20y verz(@y IVl

On obtient ’égalité désirée.
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2.2. Résultat d’existence

Définition 2.2.1. On définit le noyau de b(-,-) par :
V(Q) ={ve L} Vqec HI(Q), blv,q)=0}.
Proposition 2.2.2. Le noyau V() est caractérisé par :
V() ={veL*(Q)¢ V-v=0 dans Q}.

Preuve. On note
WQ) ={vel*)(0)? V-v=0 dans Q},

et on montre que l'espace V(§2) donné dans la définition 2.2.1 est égal & W(£2). L’inclusion de W ()
dans V(Q) est évidente. Il suffit de montrer que V(£2) est inclus dans W (). Soit v dans V' (€2) donc
la quantité b(v, ¢) est égale & 0 pour tout g dans H}(€2). En appliquant la formule de Green on trouve

/V-qum/v qndo =0, Yq € H}(Q).
Q o0

Puisque la fonction ¢ est nulle sur la frontiére 0€2 alors

/V ~vgde =0, VYqe HY(Q).

Q
Comme ¢ est une fonction quelconque dans H&(Q), V - v est égal & 0. On conclut I’égalité entre les
deux espaces V() et W(2).

Proposition 2.2.3. Pour tout (u,p) dans H'(0,T;L*(Q)?) x L?(0,T; H'(Q)) solution du probléeme
(2.4),(2.5) et (2.6), il existe une fonction p* dans L*(0,T; Hi(Q)) telle que le couple (u,p*) vérifie
(2.4) et on ait pour toutt, 0 <t <T

Vv e LQ(Q)d’ (815“) ’U) + a(u, ’U) + b(’l),p*) = (f? U) - b(v7ﬁb)’ (2 8)
Vg € Hy(Q), b(u,q) =0.
Preuve. On pose p* = p — py, en remplagant dans (2.6) on aura
Vo € LQ(Q)dv (atua ’U) + OZ(’U,, ’U) + b(’l),p* +ﬁb) = (fa ’U),

Ceci donne la premiére ligne de (2.8).

Remarque 2.2.1. Si on prend la fonction test v dans V(Q2) dans (2.8) on obtient le probléme varia-
tionnel réduit

Yoe V(Q), (Ou,v)+ a(u,v)=(f,v) —b(v,pp). (2.9)

Lemme 2.2.4. Les problémes variationnels (2.4),(2.5) et (2.6) et (2.4),(2.9) sont équivalents.
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2.2. Résultat d’existence

Preuve. 1l est clair que si (u, p) est une solution de (2.4),(2.5) et (2.6) alors u est une solution de (2.4)
-(2.9). Réciproquement, soit u dans H'(0,T;V (Q2)) solution de (2.4) -(2.9). On définit I'application L,

pour tout v dans L?(Q)? comme suit

t
Li(v) = /[(f(-, 5),v) = a(u(- s),v) = b(v, pp(s))lds — (u(- 1), v) + (uo, v).
0

Pour tout t appartient a [0,T], Ly est une fonction linéaire continue sur L%(Q2)? et selon (2.4)-(2.9) elle
disparait sur V(€2). D’aprés le Théoréme 1.4.2, pour tout ¢ il existe une unique fonction P(t) € HE(Q)
telle que

Li(v) = b(v, P(t)), Yo € L*(Q)%

D’autre part,

b(v, P(t)) = /[((f, s),v) —a(u(.,s),v) = b(v,py(s))lds — (u(-, 1), v) + (uo, v) (2.10)
0

on dérive (2.10) par rapport a ¢t on obtient,

dP(-,t) ~ du

dt ) = (f('vt)v ’U) - a(u('vt)v ’U) - b(’U,Pb(t)) - (7('7t)7 ’U), Vv € L2<Q)d7

b
(v, 7

donc si nous posons

ap
S odt’
on obtient (2.6) avec p = p* + pp.

Nous montrons dans la proposition suivante une estimation a priori pour la solution du probléme
(2.4),(2.5) et (2.6).

Proposition 2.2.5. Supposons que les données (f.py) appartiennent a L?(0,T; L>(Q)4)x L*(0, T; H> (092))
et que la vitesse initiale ug appartient a LQ(Q)d alors l’estimation a priori suivante pour la solution
(u,p) du probleme (2.4),(2.5) et (2.6) est satisfaite pour tout t € [0, T]

lull oo 0,752(0)4) < clllwo lp2)a +HIAlL20,m;22(0)9) + ”pb”m(o,T;H%(aQ)))’ (2.11)
et

1Pl 220,712 (02)) < cllluoll2(@ya + 1Al 20,7 02(0)0) + Hpb”L?(o,T;H%(aQ)))’ (2.12)
tel que ¢ est une constante qui ne dépend que de € et de a.

Preuve. Pour montrer (2.11) on prend v égal & u dans (2.9) on trouve

(Orw, u) + a(u, u) + b(u, p*) = (f, u) — b(w, pp)-
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2.2. Résultat d’existence

Ceci est équivalent a

1d ~
il el + allullagy = [ Fude — [ uVpida,
Q Q

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve,

1d

thHUHLz(Q o+ allullF2 gy < IF 2 @allull 2@y + Dol oyl 2 e
puis on utilise la formule de Young,

1d

€ 1 €
2dtHUHLz o+ allull7z g HfHLz 5”““%2(9)61_‘_%’]75‘?{1(9)+§HU’H%2(Q)UZ7

en choisissant € = 5, on aura

1d « 1

9 dtH HLZ 5“““%2(9) a(”f”Lz(Q)d + ‘pb’Hl(Q )-

On intégre entre 0 et ¢ on trouve

¢ ¢
! 2 2 [ -
Hu(‘at)||%2(g)d+04/0 ||U(',3)H%2(Q)dd5 < ||U('»0)||%2(Q)d+a/||f('73)||%2(g)dd3+a/|pb('»5)|§11(9)ds
0 0

(2.13)

Pour « strictement positif, on obtient

2
2 2 2 ~ 19
Or?ta<xTHu( )HLQ(Q)d < HUOHLQ(Q)d + aHfHLQ(O,T;LZ(Q)d) + EHprLZ(O,T;Hl(Q))'

En combinant cette derniére inégalité avec (2.2) on obtient I'estimation (2.11). Maintenant pour estimer
(2.12), on a besoin d’une majoration de ||yl 12(0,7;12(0)e)- Pour cela on prend v égal & Oyu dans (2.9)
on trouve

1022

thHqu :/fatudm—/ﬁtuVﬁ,d:c.
Q Q

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz on trouve

18w 72y + 5 a < [Fllz2ellOvull 2 qye + Dol (o) 100w l| 2 (ya-

Ll

L’inégalité de Young pour € = % donne

10 g + 3wl ge < (I iape + 150 o)

On intégre entre 0 et ¢ on trouve

t t t
[ 10030 B () g NolFye) < 2( | WP qyudst [ 17t ) ds).
En combinant avec (2.2) on déduit que

”atuHiQ(QT;L?(Q)d) < 2HinQ(O7T;L2(Q)d) + 200”]%”1 + OZHUOH%%Q)d- (2.14)

2(0,T;H 2 (992))
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2.2. Résultat d’existence

Similairement, pour montrer 'estimation (2.12) on choisit v égal & Vp dans la premiére ligne de (2.6)

on trouve

||Vp|!%2(ﬂ)d :/prdm—/@tqudw—a/qudw.
Q Q Q

L’inégalité de Cauchy- Schwarz et la formule de Young donnent
HVPHQH(Q)d < 4(”f”%2(g)d + HatuH%Q(Q)d + 0‘“““%2(9)d)~
En intégrant entre 0 et ¢ on obtient
IVPl1Z20,r:2(0)0) < 208 W20, 7302 (090) + 20120 1p20)) + 2Vl el 720 2. 020)0):

En combinant cette inégalité avec (2.13) et (2.14) on obtient l'estimation désirée.

Finalement, on démontre ’existence et I'unicité de la solution de la formulation variationnnelle

(2.4),(2.5) et (2.6) énoncée dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.6. Supposons que les données (f, py) appartiennent a L*(0,T; L*(Q)?)x L?(0, T} H? (092))
et que la vitesse initiale ug appartient o L*(Q)? et satisfait (2.3), alors le probleme (2.4),(2.5) et (2.6)

admet une solution unique (u,p) dans l’espace
HY0,T; L*(Q)%) x L*(0,T; HY(Q)).
De plus, cette solution satisfait I’estimation a priori

lull i1 07522002y + IVPI 20, 1:0200)0) < clllwoll L2@ye + (1l L20,7:02(0)4) + HprLQ(o,T;H%(ag)))' (2.15)

Preuve. Grace a I’équivalence des problémes (2.4),(2.5) et (2.6) et (2.4)-(2.9) (voir lemme 2.2.4), pour
prouver 'existence de (u,p) solution de (2.4),(2.5) et (2.6) il suffit de prouver I’existence de u solution
de (2.4)-(2.9). Notons que 1 ’application affine

F: (t,u)— f—au— Vpy
est continue et lipschitzienne par rapport & w avec la constante de Lipschitz «, en effet
[1F'(t, u1) — F(t, w2 2 = If — awr — Vpp — (f — aus — V) || 12y = eflur — uallp2 ),

Soit (H,), une suite croissante de sous-espaces de dimension finie de V(Q2) telle que U, H,, est dense

dans V(€). On en déduit le probléme suivant, pour tout n > m

Trouver u, € C°(0,T;H,) tel que

un('7 O) = Uuop,

Vv € H,y, /8tun-vdw—|—a/un-vda:—/f-vdac—/vVﬁbdx, (2.16)
Q Q Q Q
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2.2. Résultat d’existence

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 1.3.1), cette équation admet une solution unique
u,, dans C°(0,T;H,). La solution u,, vérifie (2.11), donc il existe une sous-suite que 1’on note encore
(), pour simplifier, qui converge faiblement vers u dans L?(0,T;V(Q2)). La fonction u est solution
de (2.9) pour tout v € H,, et donc pour tout v € V() par densité. Comme w satisfait (2.13) et (2.14),
on a ainsi I'existence de w dans H'(0,7T;V(£2)). De plus, si u! et u? sont deux solutions de 1’équation
(2.4)-(2.9) et soit u = u! — u?, u est solution du probléme (2.4)-(2.9) tel que ug, f et py sont égaux &

zéro, on déduit alors de (2.13) que w est nul. Ceci prouve 'unicité de la solution.
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CHAPITRE 3

Discrétisation temporelle du probléme de Darcy

On s’intéresse dans ce chapitre & la discrétisation du probléme de Darcy par un schéma d’Euler
implicite en temps. Pour un entier m positif, nous introduisons une partition de Uintervalle [0,7] en
sous intervalles [t;,—1,tm],1 < m < M, avec 0 =ty < t1 < ...t,,, = T. On désigne par 7,, le pas du

temps t,, — tm—1, et par 7 les M-uplets (71, ..., 7,) et tel que |7| =  Inax 7.

3.1 Probléme semi-discret en temps

On cherche une approximation u™(x) ~ u(x,t,,) de la solution exacte au point t,,, en discrétisant
la dérivée partielle en temps par un schéma d’Euler implicite ce qui donne

ou w(x,ty) —u(x,typ_1)  u™(x) —um Y

—_— t ~ ~
ot (@, tm) Tm T

On suppose les fonctions (£, p) dans C°(0, T; L2(£2)%)xC°(0, T} H2 (082)), et ug dans L?(2)? le probléme
semi-discret s’écrit :
Trouver (u™)o<m<nr € (L2(Q)HMHL et (p™)1<manr € (HY(Q))M, tels que

w =y dans Q, (3.1)

et pour tout m, 1 <m < M,
P =p,t sur 0f, (3.2)

Yoe L)%, (w"0) + (U, 0) b Tnb(o,p™) = (4, 0) + 7, 0), 53

Vq € H&(Q), b(u™,q) =0, '

ou f"* = fl-;tm) et py* = py(-, tin). En effet, on utilise le schéma d’Euler implicite dans (2.6), on trouve

m—1

U

we 2@, (“ w) +a(u0) + (") = (17 v).

Tm

et on multiplie par 7,,.
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3.2. Résultat d’existence pour la solution semi-discréte

Remarque 3.1.1. Comme dans le chapitre précédent, on définit py* le relévement de la fonction
Py, 0 <m < M et qui vérifie

155" 1) < €0 128" 13 ey (3.4)

avec la méme constante cy que dans (2.2).

3.2 Reésultat d’existence pour la solution semi-discréte

Dans cette section, nous vérifions que le probléme (3.1)-(3.2)-(3.3) est bien posé.

Proposition 3.2.1. Si (u™,p™) est une solution de (3.1)-(3.2)-(3.3), la suite (W™ )o<m<m appartient
a V(QMHL satisfait (3.1) et telle que pour tout 1 < m < M

Yo e V(Q), (4™ v)+ ar,(u™, v) = ("L v) + 70 (7, v) — Tib(v, pp™). (3.5)
Preuve . Prenant p™* égal a p™ — p,'" dans la premiére ligne de (3.3), on trouve

Yo € L2 Q)% (u™, v) 4+ oty (U™, v) + Tb(v, p™ + pp™) = ("L, v) + 7 (F7, 0),
alors
Vo € L), (u™, v) + arpm(u™, v) + Tmb(v, p™) + b(v, 5p™) = (u™ L, v) + 7 (F7, v).

Si l'on prend v dans V (£2), on obtient

Yo e V(Q), (U™ v)+ arp(u™, v) = (W™, v) + 7 (7, v) — Tib(v, pp™).
Proposition 3.2.2. Le probléeme (3.1)-(3.5) admet une solution unique (u™)o<m<m dans 'espace
V(Q)MH,

Preuve . Nous utilisons le Lemme de Lax-Milgram dont nous vérifions les hypothéses avec les notations,
pour 0 <m < M

,v) = (U™, v) + at, (v, v)

et
F™(v) = 1 (7, 0) + (4™, 0) — 7nb(v, ™)
1. La bilinéarité de a(-,-) provient de la linéarité des dérivées et intégrales.
2. La continuité de a(-,-) est évidente, en effet : soient u™ € L?(Q)¢, v € L?*(Q)?
la(u™, v)| < |(u™, V)| + |aTm (u™, v)|.
En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

la(u™, v)| < HUmHL2(Q)dHU||L2(Q)d + aTmHUm”L?(Q)dHUHL?(Q)da

alors

la(u™, v)| < (1 + amm)||w” || L2 (9)al vl 2(0)a-
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3.2. Résultat d’existence pour la solution semi-discréte

3. La forme bilinéaire a(-,-) est coercive, en effet : pour tout v dans L2(2)?

a(v,v) = (v,v) + aty(v,v),= (1 + aTm)H”H%z(Q)d-

d

4. F™ est une forme linéaire continue sur L2(Q)?, en effet :

[F™ ()] < [mm ("5 o) + (w7, 0)] + [ b (0, 55™)]-

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

[E™ ()] < (| z2@ye + ™ Mz (@ya + 7l V5™ | 2 ) 01l 2 (g)a-

Comme L?(Q)? est un espace de Hilbert on déduit du lemme de Lax-Milgram que le probléme
(3.1)-(3.5) admet une solution unique (u™)o<m<nr € (V(2))MF1.

Proposition 3.2.3. Si (u™)o<m<n est une solution de (3.1)-(3.5) Uapplication
~m 1 m m— m
Lin(v) = (f™,v) = b(v,pp™) — — (u™ — u™ 1, v) — a(u™, v),

Tm

est linéaire continue sur L2(Q)? qui disparait sur V(Q) et satisfait
Voe L2(Q)9,  Lpn(v) = b(v, p™), (3.6)

Lipn(v)
P @) < sup T ”m . (3.7)
veL2(Q)4 IV L2(Q)d
Preuve. La linéarité de L,, provient de la linéarité des intégrales. En vertu de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz la fonction L, est continue.
~ 1 _
|Lm(v)| = |(fnav) - b(vvpbm) - ?(um —u™” 1> ’U) - a(um’ ’U)|,
m

(™ N 2ye + 1IVDe™ | L2 (e + T*HU 220 + 7||U 1||L2(Q)d + al[u™ | 2 |Vl 20

IA

On a de (3.5) la fonction L,, s’annule dans V' (), alors grace a la condition inf- sup (2.7) et d’apres le

Théoréme 1.4.2, il existe une unique fonction p”* dans H&(Q) telle que
Yo e L2(Q), Ly (v) = b(v, p™),

et on a

1% b ’U, pm*
" ) < sup blvp™)
veL2(Q)4 | ’U||L2(Q)d

Conséquemment & la proposition précédente on a le résultat suivant.
Lemme 3.2.4. Les problémes (3.1)-(3.2)-(3.3) et (3.1)-(3.2)-(3.5) sont équivalents.
On conclut du Lemme 3.2.4 et la Proposition 3.2.2 le résultat d’existence et d’unicité de (u™,p™).

Proposition 3.2.5. Supposons (f,py) dans C°(0,T; L*(Q)?) x C°(0,T; H%((?Q)) et que la vitesse ini-
tiale ug appartient a L?(Q)? et satisfait (3.2), alors le probleme (3.1)-(3.2)-(3.3) admet une solution

unique (u™,p"™), tel que

Wt e L2, 0<m<M et pmeHYQ), 1<m<M. (3.8)
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

3.3 Propriété de stabilité de la solution

Proposition 3.3.1. On suppose que les données (f,py) appartiennent a C°(0,T; L?(2)%)xC°(0, T; H> (09))

et la vitesse initiale ug appartient a L?(Q)? et satisfait (3.2). La suite des vitesses (W™ )1<m<n véTifie :

1

m 2 [ k2 201 |12 2
[u™ (| L2(qye < lluollL2)ye + \/Z(%ﬁe(”f 1720 +COHPbHH%(89))) : (3.9)

Preuve. Si l'on choisit v égal & ™ dans (3.5), on trouve

(u™, u™) + arp (U™, u™) = (umfl, u™) 4+ T (7 u™) — T b(u™ ™).

Ceci est équivalent a

(W — ™ ™) + o [0 20 g0 = T (P, ™) — T (w0, V™).

On utilise 'identité .
(a,a —b) = §(HGH2 + lla—b)* = [[]|*),

on obtient,

(™ = ™ Y72 gpa + U™ 17 2(qpa — 6™ T2 (0)a)
@ @) @

| =

+ aTm”um”%%Q)d =T (", u™) — T (U™, V™).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

1 _ -
§(||um —u” 1”%2(9)(1 + ”Iu’mH%Q(Q)d = [Jw™ 1”%2(9)‘1) + O‘TmHumH%%Q)d

< T (1" 2 e [ w™ | L2(0ye + 1w [ L2()a D6 ™ [ 71.())-

On utilise la relation de Young ab < §a2 + 2%1)2, en prenant € = §, on trouve
1 _ _
§(||um —u” 1”%2(Q)d = [Ju™ 1”%2(Q)d + Hu’mH%%Q)d) + a7m||'u,m||%2(md
1 « 1 «
< Tm(&”fnﬂiqg)d + Z‘|Um||i2(g)d + a’pbm’%{l(g) + Z‘|Um||%2(g)d)a
alors

1

_ _ a
2(”um —u™ 1”%2(9)4 + HumH%ﬁ(Q)d — [lu™ 1||2L2(Q)d) + §Tm”um”%2(9)d

1 Lo
S Tm(EHJmH%Q(Q)d + a’pb ’?L[l(Q))

En sommant cette inégalité sur m, on trouve

m m m m
DI I gpe = DI T g + D 1wt = o T qpa + @ D Tl w1 g
k=1 k=1 k=1 k=1
2 m
~k
< aZTk(HJ&H%%Q)d + o ’%{1(9))’
k=1
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

alors

m m
HumH%Q(Q)d - HUOH%Q(Q)d + Z lu* — “kiluiz(g)d + OJZTkHukH%%Q)d
k=1

2 _
< - ZTk(HfCH%Q(Q)d + |pbk|§{1(g))'
k=1

a

On en déduit que,

m m
HumH%Q(Q)d + Z | — uk_lHiz(Q)d + OZZTkHUkH%2(Q)d
k=1

2

< o 2ol oy 1 )+ 19 e (3.10)
=1

k 1”

m
On a les quantités > ||u* — 2(q)e €t @ Z e || uF ||L2(Q)d sont positives donc,
k=1

2 — ~k
[y < 5 D0 7l 1 Lapa + 156" o) + 19 20y
k=1

Ceci achéve la démonstration.

Proposition 3.3.2. Sous les hypothéses de la proposition précédente, La suite des vitesses (U™ )1<m<mr

satisfait la majoration suivante :

N

m uf — yF1 1 m
(™M) < Vallwoll s + V2 M ooy + Sy ) (BID)
k=1 k=1

H2(09)
Preuve. Prenant v égal & ™ — 4"~ ! dans (3.5), on trouve
(um . ,u,m—I’ u™ — um—l) + OéTm(’u,m, u™t — um—l) _ Tm(fn7 U™ — um—l) o Tmb(’u,m — 1’p~m)

En divisant par 7,,,, on aura

1

7_7Hum _ um—IH%Q(Q)d + a(um’ U™ — um—l) _ (fn’ U™ — um—l) o b(um — l,ﬁm)
m

On utilise 'identité (a,a — b) = 3(||a]|® + [la — b]|? — ||b]|?), ainsi que - I'inégalité de Cauchy-Schwarz
on obtient,

1

_ a — _
- Ju™ — ™ ||%2(Q)d + 5(”“ —u” ”%Q(Q)d = [Ju™ 1”%2(9)01 + ||um||%2(g)d)
m

-1 -1 ~
< z2@pellw™ — w™ | p2@ye + 1w — w™ [ L2@palPo™ |11 (0)-
La relation de Young ab < §a2 + %bQ, avec € = 27, entraine

1 _ _ —
— " = " e + allle™ = g + 6 L2 ggpe = 6™ 72 0)a)
m
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3.3. Propriété de stabilité de la solution

En sommant sur m, on trouve

m m
I k k— k k—
Z;H" HL2 +OCZHU |’L2(Q)d+aZHu ' HL2 _O‘ZHU 1”%2(9)4
k=1 " k=1
m
~
<2 1172 + 26" i )
k=1
alors
m 1 m
k k— k k—
Sl — By ol g — ol gy oD~
k=1 " k=1
m
~ |
||kaL2 yi T [Po |%{1(Q))'
k=1

Comme les quantités af|u™ . eta Z [k — ub=1|2 T2(q)¢ SONt positives on en déduit Iestimation

2
20
souhaitée.

Proposition 3.3.3. Sous les hypothéses de la Proposition 3.3.1, la suite de pressions (p"™)i<m<m

vérifie

N

m l m
(el o)™ < ea (lollFageye + Do w1 oy + 112y ) (3.12)
k=1 k=1

Preuve. Similairement aux preuves précédentes, on choisit v égal & Vp™ dans la premiére ligne de

.3) et on eflectue les mémes étapes, commencons par utiliser I'inégalité de Cauchy->chwarz on trouve
3.3 ff; 1 8 ¢ iliser I'inégalité de Cauchy-Sch
TmHVPmH L2 — —(u™ — ™ Vp™) — am (W, V™) + 1 (£, V™),
< ™ = w2l VP | 2@)a + amml| W 2@y VP 2@ (3.13)

T 1" | 22(0)a [ VP™ [ L2 ()

on utilise la formule de Young avec € = %, on aura
m m—1 m 3 m m
o L2(Q)¢ L2(@) = L2(Q)d L2(Q
™ — W pa(ya [ VD™ e < 5l = w0 Ragpa + |V
m

Encore une fois la formule de Young nous donne pour ¢ = 3

3 1
al|w™ | 2@l V™ 2@ + I 2@y IVP™ 2 ()e < I 120 + g”meHsz(Q)d
B1e" 5 o 9
+ ?Humnm(g)d + gHme”L?(Q)d
En combinant les deux derniéres inégalités avec (3.13), on obtient

1 3 u —umt o, 3Tm

3a7'
2
§Tm‘pm‘H1(Q) S iTmH ™ HLQ o

=1 20 SR

En sommant cette derniére ligne sur les m, et grace aux relations (3.10) et (3.11) on conclut I’estimation

cherchée.

23



3.4. Estimation d’erreur

3.4 Estimation d’erreur

Dans ce qui suit, on va estimer ’erreur due a la discrétisation en temps.

Remarque 3.4.1. On déduit ’équation de l'erreur en soustrayant (3.3) de (2.6) a linstant t = t,,,

telle que la solution e™ est définie par €™ = u(-, t,,) — u™ vérifiant € = 0 et pour toutm, 1 <m < M,
Voe L2(Q)4,  (e™ v) + atm(e™, v) + Tmb(v, p(. tm) — p™) = (€™, v) + T (™, v), (3.14)

Vg € HL(Q), b(e™ q) =0, '

ot ’erreur de consistance €™ est donnée par

m _ Ulotm) —utiner) () (- ).

Tm

Proposition 3.4.1. Supposons que la vitesse u de la solution (w,p) du probléme (2.4),(2.5) et (2.6)

appartient a lespace H%(0,T; L2(Q)9). Alors, on a l'estimation suivante,

m Tm
1™ 2 = [ 5 Il 2, 1 sz () (3.15)

Preuve. On fait appel a la formule de Taylor

tm
W tn) — st 1) = T (B0 (- ) — / (t = to1)O2u(-, £)dt,

tm—1
donc
tm
m 1 2
Tm
tm—1
Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
1 tm 1 b 1
em < (/ (t—tm,l)th)Q( / (aftu(.,t))th)Q.
Tm tm—1 P
m—1

Par conséquent,

tm )
m Tm 2 2 32
< /™
o< 5 ([ @t na)
tm—1

En passant a la norme de L%(Q)?, on obtient
2 Tm 192,112
Hgm”m(g)d < ?mHattu”LQ(tm_l,tm;LQ(Q)d)’
d’out
-
E

Ceci achéve la démonstration.
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3.4. Estimation d’erreur

Proposition 3.4.2. Sous les hypothéses de la Proposition 3.4.1, on a l'estimation d’erreur a priori

swwvante pour tout 1 <m < M

m 1
u(-tm) — w2y < —=I7l1vll g2(0,t;12(2) ) (3.16)
V3a

Preuve. On applique les mémes arguments de (3.9) au probléme (3.14). Pour v égal a € dans la

premiére ligne de (3.14), on trouve
(€™, e™) + Tna(e™, e™) +b(e™, p(.,tm) — p™) = (€™, €M) + Tin(e™, e™).
Comme p(-, ty,) — p™ est nul sur 0N, on obtient
(€™ —e™ 1 e™) 4 ar,(e™, e™) = 1,(c™, e™).

Lidentité (a,a —b) = 3(||a]|? + [|a — b]|> — [|b]|?), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la formule de Young

ab < §a2 + Q%bQ avec € = o nous donnent

1 k k - k
G He°||m)d+z||e1 Bagqye) + @D melle 1220

m m
o k2 1 k2
Q;Tkne |L2(Q)d+2a;mle 1720y

Puisque ||60H%2(Q)d = 0, on déduit de (3.15) l'estimation d’erreur (3.16).

Corollaire 3.4.3. Siles hypothéses de la proposition 3.4.2 sont satisfaites, on a les estimations d’erreur

a priori sutvantes

- (u(-,tx) — u¥) — (u(- tp_1) —uF=1) 2 3 1
> 7 < —=I7lllullg2(0,6,0:12(0)4) (3.17)
<k:1 H Th ‘ L2(Q)d) V3
(ZTk’P(',tk) -P |12L11(Q)> < ﬁh’HUHHZ(O,tm;LQ(Q)d)- (3.18)
k=1

Preuve. On applique les mémes arguments de (3.11) et (3.12) au probléme (3.14).

1. Dans une premiére étape, on prend v = e™ — e™~! dans '’équation (3.14), en notant que b(e™ —

e L p(-,tm) — pm) = 0, pour tout 0 < m < M, on aura

(em o em717em o emfl) _’_aTm(em’em . emfl)

On utilise I'identité (a,a — b) = 3(||al|* + [la — b]|* — [|b]|?) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient,

AT

e = €™ gy + T2 (€™ 2aqga + le™ — €™ s gga — €™ 2 0p0)

< Tl [l 2 palle™ — €™Ml 2 -
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3.4. Estimation d’erreur

On utilise encore I'inégalité ab < 1a? + 1p2, on trouve
g 2 2
e — ™2 gya + amm (€™ Zagays + €™ = €™ 2z gy — €™ 2aye) < 2N Zaye-

En divisant par 7, et en sommant sur m, on trouve

[t ety 2 S k=1 _ k2 S k2
m _
3 k[ S e e+ 0 3 e = g < 3 il e
k=1 k=1 k=1
On a les quantités ary,|le™(|2, (@) et @ Z | eF k||L2(Q)d sont positives et en vertu de la
=1

relation (3.15), on déduit l'inégalité (3. 17)

. Dans une deuxiéme étape, pour prouver l'estimation (3.17) on choisit v = V(p(-, tm,) —p™) dans
(3.14), on obtient

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

p(stm) = 2™ H1 0y < ™ |n2g@yelp(otm) = ™ [ (@)
alors
Ip(stm) — " 1) < 1€™ ] L2(0)
En multipliant le carré de cette inégalité par 7,, et en sommant sur m, on trouve

m

m
D k(o) = P i) < D mllef 7
k=1

k=1

On utilise la relation (3.15) pour conclure.
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CHAPITRE 4

Discrétisation spatiale du probléme de Darcy

Dans ce chapitre on s’intéresse a la discrétisation par la méthode spectrale du probléme (2.1) en
espace en utilisant la méthode de Galerkin avec intégration numérique. Désormais, on considére €2 le

carré ou le cube | — 1, 1[4, d = 2 ou 3. On désigne par N le paramétre de discrétisation.

4.1 Probléme discret
On introduit les espaces discrets suivants
Xy :PN(Q)d et Yy :PN(Q),

et on approche l'espace H}(Q) par
Y& = Yy N H(Q).

On suppose les données f, p, continues respectivement sur Q x [0, T],9Q x [0, T] et ug continue sur €.

Le probléme discret construit par la méthode de Galerkin avec intégration numérique s’écrit

Trouver (u%)o<m<n dans (Xy)MHL (p)1<m<ns dans (Yy)M tels que
ud = Iyu’ dans Q, (4.1)
et pour tout m,1 < m < M,
P =i sur 9Q, (4.2)

Yoy € Yy, af(u®, vn) + Tmbn (v, pN) = T (F™ NN + (et vn)w,

Van € YS, by (uR,gn) =0,

ou les formes bilinéaires af{j(-,-) et by (-, -) sont données par
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4.1. Probléme discret

agr(uip, vN)N = (uff, UN)N + aTm(uly, vN)N,
et
bn(vn,qn) = (vN, Van)N.
L’analyse numérique du probléme (4.1)-(4.2)-(4.3) repose sur les propriétés des formes bilinéaires
afi(-,-) et by (-, ).
Proposition 4.1.1. Pour tout 0 < m < M, la forme bilinéaire af(-,-) satisfait les propriétés de

continuité
Vuly € Xy, Yoy € Xy, afj(uly,on) < (1+ Osz)?)dHuYNnHLz(Q)dH’UNHLz(Q)d, (4.4)

et d’ellipticité
360 >0, Yoy € Xy, ay(vn,vn) > ﬁoH’UNH%z(Q)d, (4.5)
Preuve. Ces propriétés sont une conséquence du Corollaire 1.5.2. En effet, pour la continuité il suffit

d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis la deuxiéme inégalité de (1.10),

1 1
(1 + arm)(uff, ul) i (vN, oN)

(1 + amm) 3wl 2 yallon [l 2 (e

V’U/?Vl S XN, Yoy € XN, a%(u]"\},v]v) <
<

Quant & la coercivité de af{j(-,-), pour tout vy dans Xy on a
av(vn,vn) = (14 amy) (v, vN)N-
La premiére inégalité de (1.10) entraine
AR ox.vw) 2 (1+ o) [ox22 -

Proposition 4.1.2. La forme bilinéaire by (-, -) est continue sur Xy x Yy et vérifie la condition inf-sup

sutvante

by (v
Yan €YY, sup b (vN, an)

> IVan |l L2 (qye- (4.6)
onexy || ON |l L2

Preuve 1l est évident que by(-,-) est continue sur Xy x Yy. En effet, soient gy € Yy et vy € Xy,

on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

bn(vn,qn) < ('UN,UN)]%V(V(]Na VQN)]%V-
Grace a la propriété (1.10), on obtient

by (vn, an) < 3 on |l 2yl Van || 2oy

Pour prouver la condition inf-sup, pour tout ¢x dans Y, on note que Vgy appartient & Xy. En

prenant vy égal & Vg, on obtient en utilisant une fois de plus (1.10)

bv(vn,an) 2 [IVan 72y et lonlizzap = [Vanllz -
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Définition 4.1.1. On définit le noyau de by (-,-) par

V() = {vy € Xy,Ygn € Y, bn(vy,qn) =0}

On note que, pour toute solution (ufy, pit) du probléme (4.1)-(4.2)-(4.3), la vitesse uf; appartient
a V(2), pour tout 1 < m < M et vérifie

Yoy € VN(Q), aR(ul,vn) = (Wi L on)n + Tn(F™ vn)N — Tmbn (VN INDY), (4.7)

tel que pp* est le relevement de p;* défini dans la Remarque 3.1.1.

On est en position d’énoncer le théoréme d’existence de la solution discréte.

Théoréme 4.1.3. Pour toutes données f,py continues respectivement sur @ x [0,T],0Q x [0,T], le

probleme (4.1)-(4.2)-(4.3) admet une solution unique.

Preuve. On combine les résultats des Propositions 4.1.1 et 4.1.2, on déduit d’aprés le Théoréme 1.4.3

I'existence et 'unicité de la solution du probléme (4.1)-(4.2)-(4.3).

Par les mémes arguments que pour les Propositions 3.3.1 et 3.3.3, on déduit la propriété de stabilité

suivante.

Théoréme 4.1.4. Sous les hypothéses de la proposition précédente, la solution du probléeme vérifie

1

luklz@ye + (30 I VP22 )’
k=1

l 1
< c(IEwsollsaiaye + (3 7T Pyt + Zm\z P2 o))
k=1

4.2 Estimation d’erreur a priori

Proposition 4.2.1. Pour tout entier N > 2, on suppose la partie u™ de (u™, p™) solution du probléme
(3.1)—(3.2)—(3. ) dans H*(Q)?, pour tout s > 1 et les données f™ dans H (Q)? et py, dans HU‘%(@Q)
pour tout o > 452, Alors, la partie wt de (W, pit) solution du probleme discret (4.1) — (4.2) — (4.3)
vérifie la majomtzon d’erreur suivante,

m - % m uk _ uk—l 2
m m —s m
[u™ — uyll 2@ < N (HU | 15 ()¢ + (ZTkHu HHs(Q)d) + (Zm‘ THHs(Q)d)

N

)

+cN*U<ZTk||f ”HJ(Q)) +cN™ (;Tk!\pf\\zﬁé(am) : (4.8)

(SIS

Preuve. Pour tout 1 < m < M, pour tout polynéme v%; dans Vy(£2), on a

((uN—uﬁ Y

o 7u7V1_v]n\}> +a(u7\fl7u%_v%)]v+b]\f(u]n\}_UR}:p?VAL): (‘fm7u%_v%)]\[
m
N
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4.2. Estimation d’erreur a priori
alors

m m—1 m m—1
(uN — Uy ) m m Un — Un m m
7_—7 uN - vN - - _
m
N

,UN—DN> +a(uf — v, u — o)+ ov (Ul — R, )
Tm N
v’ﬁ—vﬁfl
:(fm’urﬁ_,U%)N_a(v’r]r\},uﬁ_v%)]v_ T 7uT]G_’07]7\}
m
N

On retranche des deux cotés by (ufy — v, Znpy'), on voit que by (uly — V3, iy — Inpy') = 0, ce qui
s’écrit :

-1 -1
((u%v%)(u% “ % m)
- yUN — UN
" N

v%—v%il
(fm’u?r\}_ern)N_ ,UN — VN

+a(uy — o Uy — oY)

. —a(v’Nn,uﬁ—vﬁ)N—bN(uﬁ—vﬁ,INﬁg%).
m

N
On utilise l'identité

1
(a,a—b) = §(Hall2 — [[I* + lla — b[|*),
on obtient,

5 (= 1% = lluly ™ = oy IR+ Il — o) = (uy ™ = o DIR) + alluly = Rl
m

vﬁ—vﬁ_l
7(fm7u%_v%)]v_ ,u%—’v%

. — a(vf, uf — oR) y — b (uf — OR, Inpy'). (4.9)
m N
Maintenant en prenant v = uj} — vy} dans (3.5), on aura
/(um —u™ ) (U — ) dx + aTm/ u™ - (up — vi)de
Q Q
= o [ 57 (e o) b — R,
Q
ou encore
1
— Q(um R e e e A VA W OV VA 11 a/ﬂ(um — vy + vy). (U — vy)dx
m
= [ 17 = Ry = by — ),
d’ou
U™ — ) — (L = gl
/( R~ N )-(urj(}—v%)dac—l—a/(um—vﬁ)-(u’f\}—vﬁ)dm
Q Tm Q
-1
_ m mo_am) e — ,UTNn_vTNn mo_am) e m mo_am) e b — .
= Qf - (uy — vy)de o - (uy — vy)de —a QUN‘(UN vy)dz — b(uy — vy, ')
m
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Insérons cette derniére équation dans (4.9), on obtient

1

o Ul = o =l ™ = o™ IR+ 11y — o) = (™ = o

— ) + alluf — o1
yECELOE )
Q

Tm

(up — vy)dx + a/(um — o) - (ujy — vRy)dx

Q

al [ o (= o) — (R 65— o)) + B — 07— b () = o, T

-1 m m—1
v — vy v — v
+ N N '(um_vm)dm_ N N ult —
N N sy WN N
Q Tm Tm N

- /Q £ — o)da + (7 — )

On majore les quatre termes suivants

—1 m m—1
v — U YT — v
N N m m N N m m
Ey :/ - (uy — vy)dz — <77UN—UN) )
Q Tm Tm N

B, = / - (ul}— o) — (ol — o),
Q
By = b(u — 03 7) — bl — o Ty,

By = /Q £ — o)+ (P U — )

1. On commence par majorer Fi. On déduit de la propriété d’exactitude de la formule de Gauss-
Lobatto

—1 m m—1
v — v v — v
/ N N -(uﬁ—vﬁ)dm—( N N
Q

m m
y UN — vN)
Tm Tm N
—1 —1
v — vy u™ — u™
N N m m
— [ (R () (- e
Q m m
ug m—1 m m—1
_(M_INA(U —u ),uﬁ—vﬁ) _
Tm N

Tm
On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

-1 m m—1
v — o v — v
N N m m N N m m
/ ———— (uy — vy)dz — (77 uy — UN)
Q Tm N

Tm
(,U% — 'U%_l) u" —u" ! m m
< HT —In-a( - )‘ L2(Q)d||'u'N — Nl L2 (o)
(v — %) W (- ) W ;
- —TIN- —In- ) uy — v, U — V)3
+ ( . ~N-1( Tm ) . N-1( . ) N( N~ VNS U — V) Y
Combinons ceci avec (1.10), on obtient
o — gl o — ! (v — ’Um_l) u™ — ym!
/ INTON (o) — (NiN,u%_v%> gc(HNiN_IN(i)’
Q Tim Tm N Tm Tm
(v — ) wn - !
5 TN ) ) upy — vy
[ W) | ) R~ Rz
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Par une inégalité triangulaire on déduit que

v — vm—l o ’Um_l
/ NN (- e — (Nizv wp - vge)
Q Tm Tm N
- (H(,U%_,U;G—l) ,u’m_um—l‘ H(um_um—l) 7 (um_,u,m—l)‘
c _ _ - =
a Tm Tm L2 ()4 Tm N Tm L2 ()¢
(um _ ,u’mfl) u™ — umfl
- —IN g (— ‘ ) um — 'Um .
o WAl | ) 18— Rz

2. Evaluons Ey. D’aprés I'exactitude de la formule de Gauss-Lobatto on a

/Q o (ut— o) da— (o, ) = /Q (W Ty ) (ult— o) e (o~ Ty, o) .

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
/Qv% (U — vR)da — (W, uf — )N < (R — Invoruy ool ul — oR [ L2o)
1 1
+ (v = In-1ul, vy — Inv-1uy) 3 (U — R, uy — o) %
La encore grace a la propriété (1.10), on obtient
/Qvﬁ (uy — vX)de — (v, uy — )N < cllvy — Iv—1uR | g2 oallul — vl L2 ()a-
Et l'inégalité triangulaire entraine,
2
/Qv%'(ﬁ—v%)dw—(v?}a up—v )N < c(llu” =R |72 et —In_1up || 2 ()a) [ un — vl 2 ()
3. Dans cette étape, on majore E3. On rappelle que
bluy — vy, py') — b (uy — oN, Inpy') = (uy — vy, Vpy') — (uy — v, VINDy' )N
On a de la formule de quadrature (1.9),
b(uy—vN, by ) —bn (uy—vi, Inpy') = (U —vyN, VD, —VIn-1py')—(u§—vN, VIND, —VIN-1Dy' )N-
On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz combinée avec la propriété (1.10)

b(uy — vy, py') — b (uyy — v, Inpy')

< clluy = vl 2@ (IVPY = Iy M 2@ + IVENPE = 25" 12)e)- (4.10)
4. Il reste a majorer que Ey. toujours d’apres la formule (1.9) et la relation (1.10), on voit que
5 s = oRde -+ (£ - )
= /Q(fm —In1f™) - (Ui — Vi) de + (F™ — In_of™, ulf — vR) 5

<c(lf™ = Inf" 2@y + 1™ = In-1 f " l2a) Ui — oWl L2)a- (4.11)

32



4.2. Estimation d’erreur a priori

On obtient donc la majoration,

W*—%AMM+ﬂW&—¢w%

— (luf = ORI — luy™ = o R+ [l — oR) = (uy
m
(W — oY) — ! — ™ h u™ — um!
< cfjuf — v ( N — H = In(——— ‘
= CHUN ,UNHLQ(Q)d Tim Tim L2(Q + Tm N( Tm ) L2(Q)d
— um 1) u™ — ym— 1 9
[ —hqk———wy®dHW—%hmwa—hqﬁhmw

m m

HIV@ = In-abs ) L2 + IVENDE = D)l 2@)a + 1™ = INF" [12@)a + IF™ —IN—1f’”HL2<Q)d>-

On utilise la relation de Young ab < §a2 + %bQ, en prenant € = %, on obtient

(uy™" = vy DIIR) + aolluy — vilIZ

i(\uﬁ-—vﬁﬂ%-—Huﬁ‘ = o)~ (R
S il
Tm Tm L2(Q)¢ Tm Tm L2()?
1 -1
+ H w” —T:m ) _INl(W_T:m)‘ iz(n)d ™ = 0172 e + ™ = In-auff| 720y
FIVE — InaB)aqage + IVENTE — T gy + 1™ = TS ™y + ™ = 1 f ™ g )

Puis on multiplie par 7, et en sommant de 1 & m, on en déduit immédiatement que

m
ko k k—

lut — ol — lul — o IR + D (" = o) = (uy ™ = o DI+ asz||uN il

k=1 k=1

2
m F_ o) — (b1 — o~ m k b1y 112
U U v — A —
(3 @R S ) T
Tk L2(Q)d k=1 Tk L2(Q)d

m m
k_ .k k k ~& ~& ~& ~&
+ ZTk(HU - UNH%Q(Q)d + [lu” = Iy 1w H%z(g)d) + ZTk(”pb _IN—lpr?{l(Q) + 1P _IprH%{l(Q))
k=1

+ 3 = In o By + 15 = InF R a0pe)).
k=1

L’inégalité triangulaire implique, d’une part

" — wFapa < e inf ([l = oG+ e — oelFaqoe
N N

m k _ ok k=1 _ o k—1y ]| m
(u" —vy) — (U — v )
BT + 3" mellut = s
k=1 k L2(Q)d k=1
m k k—1 k k—11 |12 m
w — "t — Ty g (u —ut k k2
+CI( Tk + TkH’u, —In_1u HLQQd
; Tk L2(Q) ; )
m m
& & & &
+ > mllBy — InaB 7o) + D kB — InD 17 o
k=1 k=1
m
K k k k
+ > It = v By + 15 = InSH B2 (pa) )
k=1
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4.2. Estimation d’erreur a priori

et d’autre part,

m

oy mell ol — o < inf (||u9v—v9v||%v
1 GXN

m
+ 3 el = vkl )
k=1

2

LQ(Q)d

uf — Tl — Ty (uF — WP

m
+ ) et = Inoaf ([ g
L2 o

Tk

+ZT/€Hpb In- 1prH1(Q)+ZTk”pb IprHHl(Q
k=1 =1

+ ZTk(ka _INfl.ka%%Q)d + ”.fk _IN.fk”%ﬁ(Q)d))v

Comme Zyu™ est dans Xy et on a

,,}gg [u™ — vl L2(ye < lu™ — INU"|| 2 ()

on déduit du Théoréme 1.6.4 que

Hum — U%H%Q(Q)d < C(Hum _ INumH%Q(Q)d + ”'u,o _ INU’OH%Z(Q)d

m m
+ D7 + > Tl = Inu 32 )
k=1 L2(Q)¢ g
m
(Zm
=1

2
m m

+ > 7llPf — In-1By 30y + 185 = InB 7)) + D (17" = Inoa ¥l G2 g + 15" - Ika||%2(Q)d)>7
k=1 k=1

k—1 2

(uf — InuF) — (WP — Iyub )

Tk

uf — T - Ty g (uF - Y

m
+ Z TkHUk - ZNflukHiQ(Q)d
L2 Q) =1

Tk

et

o>l = 32y < el — vl I
m
+>
k=1
m
+ CI<ZTk

k=1

(uf — IyuP) — (uF=' — Zyub) 2

Tk

m
Kk k2
+§ T || Uu — Inu )
L2 @4 k=1 : " ”LQ(Q)d

s IN—1(uk . ukq) 2

m

k k12
by +ZT]€HU —In_1u ||L2(Q)d
L2Q)¢ k=1

Tk

m m
+ > 7lllPf — InaBb 30y + 185 = InBE T 0y) + D (1 F* = Inoa F¥ 172 (qpe + 15 _IkaH%?(Q)d))‘
k=1 k=1
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Gréace a l'estimation (1.16), on obtient

_ k 1
™ = it agape < N (16" sy + (160 e + Zmuu o))

m —11|2 1 1 1
_ ub — ot L ~ 1 ~ .
+cN 5( ) +cN ”( 76l FE N0 ) +cN ”( ) )
2. s ,; ell ¥ e ) kz el
Ui 1
< cN*S(HumHHsW + (O el e )
Jj=0
m k k—1|2 1 m 1 s
_ ub — u L ~ 1 B .
+cN S( Y ) +cN ”( 7l FE N ) +cN (’( ) ) )
2 ! - oo ; k[ 5 e ) Z 1~3Hpb\|HU+§(aQ
(4.12)
et
- k2 3 - k2 3 " uF — k12 1
(ZTk”’UI _UN||L2(Q)d> SCN_S<ZT]€HU ||HS(Q)d> —}—CN—S(ZTkHTHHS(Q)d>
k=1 = —
m 1 1
—0 2 —0 2
+ N (Y el )+ eN (Zm|pb\|m+2(m) . (4.13)
k=1

Ceci termine la démonstration.

Proposition 4.2.2. Sous les hypothéses de la proposition précédente, la solution du probléme (4.3),

(ufﬁ,p%) vérifie la majoration d’erreur suivante, pour tout 1 < m < M

2

D=

k k—l) ( k k— 1)’

- (v — u Uy — uy
Tk ~
& k

< CN—S{(ZTkH ||HS(Q)d)é + (im”ukﬂzs(g)d)
=0

L2(Q)d>

N

}

k=1
* CN_U{(ki_lT’C”fk”%rﬂmoé + (é kllprIH%(aQ))é}- (4.14)

m—

Preuve. Pour tout m, 0 < m < M, pour tout v dans Vy(£2) on note du = u™ — v !, Suy =

upy — uﬁ_l et duy = v} — vﬁ_l et en prend vy = duy — dvy dans (4.7), on trouve

((UN —uy~ D)

- ,5uN — (5’0]\[)N + a(u?(}, 5’U,N — (5’0]\[)]\[ = (fm, ((5’U,N - 5’UN)N - bN(cSuN — (5’0]\],2}\7%”),

alors

| _ am—1
(W,m-m) . (vazv),(;w_(;w) T au, Suy — Son)n
N

Tm Tm N

_ m ~m (UN — /U% 1)
= (f™, (Guy — dvn )y — by (duy — dvy, Inpy') — | ——L—,

Tm

(5’U,N — (5’UN> N
N
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4.2. Estimation d’erreur a priori

donc
<5UN_5’UN,(5’U,N—(5’UN> +a(u’ﬁ,5uN—5vN)N
Tm N
m ~m (IUTNR — ’07]371)
= (f ,(5’U,N — 5’UN)N — bN(éuN — (5’UN,Ipr ) — 7_7, 5’U,N — 5’UN
m N

D’on,

1 2 m

7_—H<5uN —dun || + a(ul, duy — dun) N

(v — o)

7(S’U,N — (5’UN> . (4.15)

= (fm, (5’U,N — 5’UN)N — bN(éuN - (51)]\[,11\7%”) — (
N

Tm

Maintenant on prend v = duy — dvy dans la premiére ligne de (3.5), on trouve

/ u”.(duy — dvy)dx + aTm/ u”.(duy — dvy)dx
Q Q

= / um_l.(éuN —doy)dx + Tm/ f".(duy — dvy)dx — 1,,b(duny — dun, Dy'),
Q Q

On peut écrire,

L (0u— duy).(duny — dvy)dx + 1 dvn.(dun — dvy)dx
T™m JOQ T™m JQ

+ a/ u”.(duy — dvy)dx = / f".(duy — dvy)dx — b(dun — dun, Dy").
Q Q
Insérons cette derniére équation dans (4.15), on obtient

1
— || 6un — dun |3
Tm

= 1 (6u— dvy).(duy — duy)dx + 1/ ovn.(duny — dvy)dx — (M, ouyn — 5'0N>
T™m JQ N

Tm JQ Tm
+ Oé(/Q u™ . (Sun — dvy)de — (U, duy — don)N) — /Qfm.((SuN — duy)da + (f, (duy — dun)
+ b(0un — dvn,py') — bn(duny — Sun, InDy') (4.16)
Il en résulte quatre termes & majorer :

B = a(/ u".(duy — dvy)dx — (uh, duy — (5UN)N),
Q

1
E2 = / (5’01\[.(511]\[ — (5’UN)dw — <(SUN,5UN — (5’UN> s
T™m JQ N

Tm

By = b(u — o, Py') — b (ulf — oN, InDy),

By = /Q £l — vd + (F7 - o)

On a majoré dans la preuve précédente E3 et Ejy, (4.11) et (4.10). Il reste a estimer E; et E3. On

effectue les mémes techniques utilisées dans la preuve précédente.

36



4.2. Estimation d’erreur a priori

1. Evaluons E;. Grace & 'exactitude de la formule de quadrature on a

m Oun —duy duy — ovy
/Qu —dx — <N77>N

Tm Tm

-0 0 0

_ / (W — Ty - SN OO (Zwovur — g, 2N =00

Q Tm Tm N
L’inégalité de Cauchy-Schwarz et la relation (1.10) nous donnent
/ m (5’11,]\[—(5’01\[ 5uN—5'vN
DI (o B by
QO Tm Tm N
m m m m (SUN — 5’0]\[
< c(||u —InN_1u HL2(Q)d + |[u™ — uN||L2(Q)d) _— (4.17)
Tm L2(Q)d

2. Majorons Es. La encore grace a la formule de quadrature (1.9), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et

la propriété (1.10), on obtient
/Qd'vN - (duy — ovy)dr — (dvy, duny — duN)N
= /Q(é'vN —In-16u) - (duy — dvn)dx — (dvy — In—_10u, duny — dUN)N
< cl|dvy — In—10u 2 (yelldun — don |2 (o)
Par une inégalité triangulaire, on en déduit
/QévN - (duy — dvy)dx — (dvn,duny — dvN)N
c([low —In—10ul 2(qye + [|[0u — dvn | 2)a) [[0un — dun || L2y

On insére ces estimations dans (4.16) et on utilise la formule de Young, on voit que

1 2

1
< c<—H(5u 50 32 (qpa + Tl = T By + il 0" = i3 aqpa + — 68— T-18u3 e
m

+ 1 (IV @ = In B 2aqage + IV ENTE — B 2aqage + 1™ = I F™ g + 1™ = I 1 ™ ) )

On somme sur les m, et grace a (1.16) et (4.13) on déduit que

ZT’“H% 22(9)

m
uT—u
<en 2 (] o)
sc ZTk p Y +ZTkHU HH
k=1
m
N (Sl o) + N2 (S bk Ry o) (4.18)
k=1 k=1
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Proposition 4.2.3. Pour tout entier N > 2, on suppose la solution (u™,p™) du probleme (3.1) —
(3.2) — (3.3), dans H*(Q)? x H*TY(Q), pour tout s > 1 et les données f™ dans H?(Q)? et p, dans
H‘”‘é(ﬁﬁ) pour tout o > 2. Alors, la solution (W, p%) du probleme discret (4.1) — (4.2) — (4.3)

vérifie la majoration d’erreur

<kZTkllp’“ ~ okl o)
=1

N

< CN_S{<iTkH’U/kH?{S(Q)d>é + <i’rk’ WHH@(Q)‘) <Z7'ka HHs+1 ) }
j=0 k=1
- cN—J{(iTkllf’“II%U(Q)>5 (ET,ﬂHpb 10y 89)) } (4.19)

B
Il
—

Preuve. Pour évaluer l'erreur sur la pression, on prend vy = V(p§} — ¢}f) dans (4.3), on trouve

_am—1
(M,V(p% - q?&)) (), V(DK — ai))n +bn (VPR — a3, R = (™, V(oR — i)
m N

On ajoute et on soustrait le terme by (V(pR} — ¢i), ¢7), on obtient

m m (u —uy 1)
V(X —am)Ik = — (NN

Tm

V(py — ﬁ))

N
—a(uy, V(py —an))n — On(V(py —an),an) + (f", V(PN — av))N

D’autre part, si 'on prend v = V(p§} — ¢}}) dans la premiére ligne de (3.3), on voit que

/ u™.((V(pN — qn)))dzx + aTm/ u™ . (V(py — qi))dx + d(V (P — i), ™ — aiy)
Q Q

— /Q (VR — ) da 4 T /Q PRV — )z — bV — g qR).

En combinant les deux derniéres expressions, on obtient

m—1 m—1

—u m m Uy — U m m
-V(py — qn)dx — (NiNy V(py — QN))N

Tm Tm

um

mo_om\||2 _
IV a1k = |
+ (VPN — an), an) — bn(V(ON — av), an)
+ a(/Q u™ - V(pN — g )dz — (uf, V(O — qﬁ))w)
_ /Qfm,(v(p% —ai))dz + (f™, V(pR — af))n

+b(V(pN — an), P" — an)- (4.20)
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4.2. Estimation d’erreur a priori

On a & estimer les quantités suivantes

u” — g1 u™ — ’U,mil
Ey = /Q VR - ai)de — (B VR - )

Tm

Ey =b(V(pN — ax),an) — bn(V(PN — av), an),

By = /Q u™ - V(p — q)dx — (uﬁav(l’% - Q?VI))N

Tm

&z—Aﬁﬂ%ﬁﬂ%WﬁU@Wﬁ—ﬁmL

Les majorations de Es3 et E4 sont effectuées dans (4.17) et (4.11). Il suffit donc de majorer E; et Ej.

1. Evaluons E;. En vertu de I'exactitude de la propriété de la formule de Gauss-Lobatto on a

u" — ! m m uy — um_l m m
/ ——— V(N —an)dx — (NiNa V(pN — QN)>
QO N

Tm Tm
um — um—l u™ — um_l
= [ (e Tt VR - aia
Q Tm Tm
wm — ! u™ — ym!
- (NiN _IN—I(i)'V(pTNn - Qﬁ)) .
Tm - N

On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la propriété (1.10), on trouve

m—1

u™ — ym! uny — u
[ Yok - e (Y 0k - o)
QO Tm Tm N

H (w" —w ) — (uy — uy ) |

m m
< _ LQ(Q)dHV(pN —q\) 2 ()
u — um—l um — ym—1
N [ SO
+ - N-1( - ) LQ(Q)dH (PN QN)”L2(Q)d
On déduit par une inégalité triangulaire que,
u™ — um! uy — “%_1
/ ——— V(N —qw)dz ~ (7 V(P — q"ﬁ))
Q Tm Tm N
< | (" —u™ ") — (uf —uy™) |
o Tm L2(Q)d
um — ,u}mfl u™ — umfl
e LR
= N1 ()| o gy ) [V PR = @) 20

2. Similairement, pour estimer E5 on utilise la formule de Gauss-Lobatto puis on applique I'inégalité

de Cauchy-Schwarz combinée avec (1.10) et une inégalité triangulaire, on déduit que

b(V(pN — ), av) — bn(V (PN — aX), an) =
V(PN — V), a — In—10™) —bn(V (PR — a). a3 — In—1p™)
<(IV@an = P"Nr2@ye T IVE™ = In-10" ) 2 ) IV (0™ — af) | L2 ()e-
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4.2. Estimation d’erreur a priori

Insérant les majorations de Ey, Fo, F3, E4 dans (4.20) et on utilise la formule de Young, on obtient la

majoration

VR — a0 1%

. C(H (um — uml)Tm(uN —uy 1)‘

2 H u™ — um—l u™ — ,um—l

— Iy 4 (— ———
£2(Q)d N1 )

Tm Tm

2

L2(Q)d
+ [Ju™ _IN—l’U‘mH%Q(Q)d + [Ju™ — U%H%z(g)d +[IV(gn _pm)H%Q(Q)d +[IV(p™ _IN—lpm)H%Q(Q)d
U™ = I By + I = TN " ) )

On multiplie par 7,, et en sommant sur m et

Z 7|V (rk — Q?V)H%z(n)d
k=1

2 k k—1 ko g k—1

m k lc—l) ( k k— 1)‘

U —u U — U
<2 (v "
k

+ 7| — IN—lukH%Q(Q)d + 7| u* — U?v”%qmd + [V (0" — (ﬁ:\f)”%Q(Q)d + 7| V(p* — IN—lpk)H%z(Q)d

Tl = I e+ IS = T P 1) ).

Tm L2(Q)d Tk Tk L2(Q)d

Par une inégalité triangulaire on voit que
m m m
k k k k k k
ZTkHV(p —pN)HQLz(Q)d < C(ZTkHV(p - QN)H%z(Q)d + ZTkHV(pN - QN)H%z(Q)d)-
k=1 k=1 k=1

On choisit ¢} 'image de p™ par 'opérateur de projection orthogonale de H} () sur Yy. En utilisant
les Théorémes 1.6.2, 1.6.4 et les estimations (4.13) et (4.18) on déduit que

k _ k=12
2 k u u
ZTka ~ il < N 8(]2%m|ru [ d+ZmHTHH5(9 +Zm\p e @)
20 k
N (ZT P S Lo o0

k=1

Ceci donne 'estimation désirée.
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CHAPITRE 5

Mise en ceuvre

On se propose dans ce chapitre d’écrire le systéme correspondant au probléme (4.1)-(4.2)-(4.3). Ceci
nous permet de mieux visualiser le type de systéme matriciel obtenu par notre méthode de discrétisation

et donc de mieux appréhender sa résolution. On suppose que 2 est le carré | —1,1[2.

5.1 Algorithme de résolution du probléme de Darcy

On suppose connues les valeurs de la fonction faux points Xy N2, les valeurs de la fonction pp aux
points de X N JS2. Nous faisons appel aux polynémes de Lagrange £;, 0 < j < N, associés aux points
&j, c’est -a-dire les polynomes de Py (—1,1) qui valent 1 en ; et s’annulent en &,,,0 <m < N, m # j.
Les polynomes £;,0 < j < N, forment une base de Py(—1,1). Alors une base de Py (£2) est donnée par

{ti(x)t;(y) ,0<i,j <N}
La frontiére de € est donnée par
90 = {(~1L,y)i~1 <y < 1} U{(e, —1)i—1 o < 1} U{(L,—y)i~1 <y < 1} U{(a,1);—1 < = < 1},
Le vecteur vitesse s’écrit de la fagon suivante :

upy = (ufy,uly’),

ol NN
uf (z,y) = D> ul (@) (y) avee ul =l (&,€)), (5.1)

i=0 j=0

N N
uf (z,y) =) > ul (@) (y) avee uf’ =u (&, &), (5.2)

i=0 j=0
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5.1. Algorithme de résolution du probléme de Darcy

et la pression pi; s’écrit :

N N
y) = ZZ}?Z’&(x)@(y) avec pjy =

i=0 j=0

PN (& &), (5:3)

23

alors

=z

—1
pR(@,y) =Y porlo(x)l;(y) + szof
1
1

. N—-1N-1 -
+ ) RN (2)0(y) + mee Z > o]
=1 j=1

j=1

Z

On décompose vy comme suit :
oy = (v§, Vi),
on obtient alors
(ufy, o) = (Ul vR)N + (R oR) -
En utilisant ces décompositions, le probléme (4.1)-(4.2)-(4.3) devient :

_1I7/U£]L‘V)N + Tm(fmx7vjx\/”)N)

VRN + T (f 050N,

(1+ aTm)(MN”x, V)N + T (v, D) = (uly
(1+ aTm)(uTZ\'}y,v?\,)N + TN (v, D) = (uy

On commence par traiter la premiére équation, d’aprés (5.1) on trouve
N N ap
(L4 amn) D2l (6@ € 0k + i (VR S ) = (Wl R )+ (7 R )
i=0 j=0

alors d’aprés (5.3), on obtient

N N N N
A+ amm) > > ul (6@ GvR)N + Tm YD Pk 6 @ L)y = (Wi vk v + T (f™ vk N
i=0 j=0 i=0 j=0

Concernant la deuxiéme équation, on a d’aprés (5.2)

a 7
) 3 580 (0 2 7

UN
=0 5=0 ay N
alors d’apres (5.3), on obtient
N N N N
mY m—1Y 'y m® Y
(14 ary) ZZul (¢ ®€],UN)N+TmZZpU v, b @ LN = (U vX)N A T (F7 RN
=0 j=0 1=0 5=0

Finalement, la troisiéme équation s’écrit :

Al m® 8%”\/'1 Al mY 8(]%
ZZUij (&@fj,%)N—FZZUU <€i®€j,a—y)N:0,

i=0 j=0 i=0 j=0

42



5.2. Description du systéme linéaire

En choisissant les fonctions tests v%;, v}’v égal a la fonction £, ® £, 0 < r,s < N et gy égal a la fonction
b @4Ls, 1 <71, <N —1, on obtient

(

(1—|—aTm)Z Zuw (b2, 0, ®£)N+Tmz Zp”(e R L, l; @ Uj)N
=0 7=0 1=075=0
= (e, ®£)N+Tm(fm””£ ® LN,
N N
(I+amm) Y X ufll’ (6 @ £, 4, ® Ly )N—i—TmZ pr(e ® Ly, i @ U5)N (5.4)
=0 j=0 1=0j=
= (uly €®€)N+Tm(f Ar @ L5)N,
N N - v
Yoo uft (G @y, b @ L )N+Z Zu” (l; @ L5, b, @L)N = 0.
L i=0 j=0 1=0j=

On a la condition aux limites

pN = py’ sur 0S,
ce qui donne

N-1

N
zy) =Y pioli(@)lo(y) + D pinin (@)l (y)
i=0 J=1
—1N-1

N-1 N
+ > phoilo@)i(y) + > phinti(@)en (y) + Z > Pz
7j=1 =0 i=1 j=1

La premieére ligne de (5.4) devient alors

—-1N-1

(14 amm) Zzuw 6@ 4, & L, N+Z S Pl @ L 6@ )N

=0 7=0 i=1 j=1
N

= Uﬁilz (éra és)prps + Tmfmx (fra és)prps - ZPIC?O(ET ® L, E; ® KO)N
=0
N-—1 N

= Dkl ® L, Uy @ 4) Zpboj e @ Lo Uy @ L) — > ppin (e ® L, £ @ L) N
Jj=1 i=0

5.2  Description du systéme linéaire
Nous allons au total obtenir ’équation matricielle suivante :
ATU™ + B"P™ = F[".
La matrice AT" a pour coefficients les termes
al"(i,j,r,8) = (1 + am)(l; @ £, 6, @ Ls)N,0 < 0,7,7,8 < N,
et la matrice B" a pour coefficients les termes

b (iy g,y 8) = T (br @ Us, U, @ 4j) N, 0<,7,s <N, 1<i,j<N-—1.
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5.2. Description du systéme linéaire

Le vecteur F]" a pour composante

N
U%_lz (§r7 gs)prps + Tmfmz (fra gs)prps - Zpg;bo(gr ® 6574 ® gO)N
i=0
N-1 N-1
= Dkl @ e, Uy @ L) — > phi (e @ Lo, Uy @ £) pr @ Ls, 0, @ UN) N
Jj=1 j=1
Concernant la deuxiéme équation de (5.4) :
N N N-1N—
L+ amm) YD ul’ (6@, 6 ® L)y Zzpwﬁ ® ls, i ® U) N
i=0 j=0 i=1 j=1
N N-1
= uﬁily(grags)Prps + T f™ (57“’53 PrpPs — Zpbzo E ® Ls, ;i ®£l ZP?N] f ® Ls, {N ®E,)
=0 7j=1
N-1 N
= 0l @ L o @ G n =Y pin (b @ Ls, £ @ Uy N
Jj=1 =0

Ceci méne a I’équation matricielle suivante
ADU™ 4 BI'P™ = F3
La matrice A5" a pour coefficients les termes
ay'(i,7,7,8) = (1 + ary)(l; @ €, b, @ ls)N,0 < i,j,7,5 < N,
et la matrice By* a pour coefficients les termes
by (i, 4,7, 8) = T (br ® s, ; @ £5)n,0 < r,s <N, 1 <, j < N — 1.

Le vecteur F3" a pour composante

N
Ul (6 8)prps + T ™ (&, &) prps — D Do (e @ L, 6 @ Lo)
=0
N
= Dl @ L, Uy @ L) Zp,,oje @ Ls, by @ Li)N — > phin (b ® L, i ® Ly N
] 1=0

Finalement, la forme matricielle de derniére équation de (5.4) s’écrit
U™+ CU™ =0,
les matrices CT" et C* ont pour coefficients les termes successivement
CU (i, jyrys) = (b @4, 0, @Ls)N,0<i,j <N, 1<r,s<N-—1,

et
C iy jyrys) = (6 @ 0,6, @ L)N,0<i,j <N, 1<r,s <N -1
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5.3. L’algorithme d’Uzawa

On remarque que
o =BT et Civ =By,
En recombinant tous les systémes linéaires obtenues, on aura :
ATU™ + By P™ = F]",
ApU™ + By'P™ = Fy",
BrTy™ + pyptyum™ = 0.

Donc le systéme linéaire & résoudre s’écrit, comme suit :

AU™ + BP™ = F,
BTy™ =,

AP0 BP BT um Fr
A= ("1 B=|("1),BT=" |, U"= L E=12 .
0 AT Bp BT um Fir

Détermination de la matrice AT

La matrice A7" est diagonale, ses coefficients s’écrivent alors sous la forme

N N

(14 ar)(li @4, b @ L) = (L4 amm) D> L@ G(Ek &n)prpnlr @ Ls(Eks n) prpn,
k=0 n=0

= (1 + aTm)gr(fi)gs(fj)Pi,Oj,
= (1 + aTm)(Sri(Ssjpipja
ou 6,; désigne le symbole de Kronecker.

Détermination de la matrice BT"

I'expression de la matrice B{" est donnée par

N N

Tl @ L, (R L) = (L+amm) Y Y e @ Lo(Sky &n) prpn (8 @ L) (Eks &n) Pk
k=0n=0

= Tm(gi @ gj)(gm fs)prp&
= ngé(fr)éjsprps-

5.3 L’algorithme d’Uzawa

Le probléme discret (4.3) est équivalent & un systéme linéaire carré de la forme

() ()= ()

On notera que la matrice A est carré et symétrique. De plus, elle est diagonale, donc facile & inverser.
L’algorithme habituellement utilisé pour résoudre les systémes de type (5.5), s’appelle I'algorithme

d’Uzawa, qui consiste & éliminer la vitesse a partir de la premiére ligne ce qui donne :

U™ =A"YF - BP™).

45



5.3. L’algorithme d’Uzawa

On est donc amené a résoudre successivement les deux systémes découplés
BTAT'BP™ = BTA™'F, AU™ = (F — BP™), (5.5)

le fait, que dans notre cas, la matrice A soit le plus souvent diagonale rend la résolution de ces systémes

particuliérement facile.

Remarque 5.3.1. La résolution du premier systéeme dans (5.5) peut s’effectuer soit par méthodes
directes soit par méthodes itératives. Comme la matrice BT A~ B est symétrique, la méthode du gradient

conjuguée semble parfaitement appropriée pour résoudre ce systéme.
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Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a I’étude des équations de Darcy instationnaires
rencontrés en milieu poreux munies de conditions aux limites de Dirichlet portant sur la pression.
Tout d’abord, ’analyse du probléme continu a été présenté ou le paramétre physique de perméabilité
est constant. Nous avons montré que ce probléme admet une solution.

Ensuite, la discrétisation de ces équations a été faite & ’aide du schéma d’Euler implicite d’ordre un en
temps et des méthodes spectrales en espace. Ces méthodes sont basés sur la méthode de Galerkin avec
une intégration numérique dans des espaces de fonctions de type polynomial. Nous avons montré que
les problémes semi discret et discret admettent une solution unique. Nous avons donné des estimations
de lerreur entre la solution semi discréte (en temps) et la solution continue et entre la solution discréte
(en espace et en temps) et la solution semi discréte.

Nous avons montré comment ces résultats peuvent étre vérifiés numériquement en écrivant les systémes
matriciels équivalents au probléme discret. Nous avons explicité les matrices entrant en jeu et nous

avons décrit le systéme linéaire obtenu.
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Appendice

1. Formule de Taylor

Soient I un intervalle de R, xg un point intérieur & I, et f : I — R une fonction. On fixe un en-
tier naturel n.

Théoréme 1.1 (théoréme de Taylor avec reste intégral)

Supposons que f est de classe C"T! sur I. Alors, pour tout h appartient & R tel que 2o+ h appartienne

a7l ona
n hn+l

K 1
Fla 1) = 3 G f a0 + o [ oo+ )

Le reste intégral admet une autre expression. Plus précisément, on a I'égalité

hrtl Pt (3o + b —t)"

n!

/1(1 — )" D) (g + th)dt = / FO () dt.
0 x

|
n: o

2. Schéma d’Euler implicite

On note t,, les termes d’une subdivision & n pas de lintervalle [tg,to + T, Le neme pas est noté

hp = tpt1 — tp. Le shéma d’Euler implicite est de la forme

Yo donné,
hn == tn+1 - tna
Ynt+1 = Yn + hnq)(tn> hn> Yn, ynJrl)-
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5.3. L’algorithme d’Uzawa

3. Polynome de Lagrange

Définition 3.1 Soient n un entier naturel, xg, 1, ..., Ty, (n+ 1) point distincts de l'intervalle ]a,b[. Il
existe une et une seule famille, notée ({;)o<i<n, de (n+1) polynéme de degré au plus n vérifiant, pour
tout 0 <1 < n,
n
T —x;
li(x;) = -7,
i) H T — T
J=0,57#1

De plus, pour tout 0 <i,j <n, hi(z;) = d;j.
Proposition 3.1 La famille (¢;)o<i<n est une base de Py(]a,b[).
4. Quelques inégalités

4.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E, < -,- >) un espace préhilbertien. Pour tous x et y de E, on ait

| <zyy>|<V<z,2> V/<y,y>.

4.2 Inégalité de Young

Soit € un nombre réel strictement positif. Pour tous réels a et b positifs on a

€ 1
b< —a? 4+ —b2.
ab = gam+ o
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