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Introduction

Les méthodes itératives ont presque 200 ans. La premiere méthode itérative pour
les systemes des équations linéaires est due a Carl Friedrich Gauss [16]. Sa méthode des
moindres carrés a conduit a un grand systeme des équations ou la méthode de 1’élimination
de Gauss ne peut pas étre appliquée. Vingt ans plus tard, Carl Gustav Jacobi [12] a
décrit une méthode tres similaire & celle de Gauss. En 1874, Philips Lundwig Seidel [13],
un étudiant de Jacobi, a écrit également sur une méthode itérative pour résoudre des
équations dues a la méthode des moindres carrées.

Un systeme linéaire de n équations et n inconnus x;

a11T1 + 129 + ... + 1Ty = bl,

A1 L1 + Ao + ...+ GpnXy = by,

s’écrit sous la forme Az = b. Ces systemes linéaires interviennent dans un grand nombre
de problemes numériques, par exemple

(a) L’approximation des solutions des EDP, que ce soit par les différences finies ou par

les éléments finis. Le probleme model se donne par ’équation de la chaleur. Dans

ce cas, les systemes linéaires sont des variantes discretes de problemes continus.

{ —Au(x,y) = f(x,y) sur Q C R?,

u(z,y) = 0 sur o2 M

(b) les problemes d’interpolation, lorsque 1’on cherche & approcher une fonction connue
seulement a un nombre fini de n points par un polynéme P,. le Calcul de P, revient
a résoudre un systeme de n equations.
(c) Les problemes d’optimisation qui utilisent les moindres carrées.
Les algorithmes de résolutions des systemes linéaires se classent en trois grandes catégories :
les méthodes directes (élémination de Gauss, factorisation de Cholesky, etc), les méthodes
itératives (Jacobi, Gauss-seidel, etc) et les méthodes projectives (gradient conjugué, etc).
Les méthodes directes sont les plus efficaces parce qu’elles fournissent la solution exacte
en un nombre fini d’itérations. La stratégie est de transformer le systeme Az = b en deux
systemes dont les matrices sont triangulaires ol la résolution est particulierement simple.
Les méthodes directes ont I'inconvénient de nécessiter une assez grande place de mémoire.

elles deviennent cotiteuses en temps et en mémoire lorsque la taille du systeme est élevée.

111



Introduction iv

L’utilisation des méthodes itératives a tendance a s’imposer avec ’augmentation de
la puissance des ordinateurs. Le principe consiste a construire une suite des solutions
approchées convergent vers la solution exacte. Ces méthodes s’appliquent surtout aux
systémes dont la matrice est creuse (contient beaucoup de zéro) ce qu’est le cas dans
les systemes issus d’'une discrétisation par éléments finis ou différences finies. En général,
les méthodes itératives ne permettent pas d’obtenir la solution exacte, néanmoins, chaque
itération donne une meilleure approximation de la solution. On s’arréte dés que la précision
(condition d’arrét) désirée est atteinte.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres :

On commence par un chapitre introductif qui rappelle et présente les résultats fondamen-
taux du calcul matriciel ainsi que les notions et les théoremes utilisés pour démontrer
les résultats des autres chapitres. On aborde dans le deuxieme chapitre les méthodes
itératives linéaires en donnant les propriétés majeures notamment la consistance et la
convergence. On présente également une étude détaillée sur les quatre itérations les plus
fréquentes Richardson, Jacobi, Gauss-Seidel et la relaxation. L’ensemble des itérations
linéaires forme un algebre, sur lequel, plusieurs opérations sont définies. L’étude de ces
opérations fait I'objet du chapitre 3. Le dernier chapitre est consacré a donner quelques
criteres de convergence sur les itérations linéaires qui possedent certaines propriétés de

positivité.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre introductif a pour but de rappeler les résultats fondamentaux de I'analyse
matricielle que ’on va utiliser dans les autres chapitres. Selon les problemes qui se posent
plus tard, on est amené a utiliser un grand nombre d’outils différents que 1’on accepte

sans démonstration. Pour plus d’information on se réfere a [17, 18].

Notation

e K le corps R ou C.
o AT AH yespectivement, la matrice transposée et hermitienne de A.
° A—T — (AT)_I,A_H — (AH)—I'

e (-,-) produit scalaire.

e || - ||2 norme euclidienne.

o (z,y)a = (Az,y).

e || - ||4 norme associée a (-, ).

e || - || norme infini.

e |- | valeur absolue dans R (module dans C).

® \ax(A) plus grande valeur propre de A.

® \uin(A) plus petite valeur propre de A.

e p(A) rayon spectral de la matrice A.

e spec (A) spectre de la matrice A.

e Cond (A) conditionnement de A.

e D(®) domaine de définition de l'itération ®.
e det(A) determinant de A.

e Re(z) partie réelle de z € C.

o My (K) I'espace des matrices.

e ker(A) noyau de A.

e [ ensemble des itération linéaires et consistantes.

o Lo ensemble des itérations définies positives.
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Lqemi ensemble des itérations semi-définies positives.

Lsym ensemble des itérations symétriques.

L~ ensemble des itérations directement définies positives
N={0,1,2,3,...}.

® resp. : respectivement.

P,, ensemble des polynome dont le degré < n.

1.1 Quelques définitions et propriétés sur les ma-
trices

Dans tous les chapitres M,,(K),p, ¢ € N est 'espace vectoriel sur le corps K formé
par les matrices de taille p (lignes) x¢ (colonnes), a éléments dans K. Dans les cas ou les

corps des scalaires peut étre choisi indifféremment égal a R ou C, on le désignera par K.

Définition 1.1.1 Soit A = (a;;) € My, (K), on définit la transposée et l'adjointe de A
respectivement par

AT = (a5i) i, AT = (@5) -

Si K =R alors A" = AT,
Lemme 1.1.2 [es propriétés suivantes ont lieu

(ANT=A, (A+B)"=A4"+B" (M) =x4" X eK
(AB)" = B"A", (AT = (4")!

(A+ B =A" + B (AA)Y =xA" N ecK

(AB)H — BHAH, (A—I)H — (AH>_1

la définition suivante donne les classes des matrices tres couramment utilisées que ce soit

dans ’analyse numérique ou dans ’algebre.

Définition 1.1.3

a) Une matrice A = (a;;) € My (K) est dite :

(a) j
1) diagonale si a;; = 0 pour toutt # j. Dans ce cas, on note A = diag (a11, ass, - - ., ann),

J
(2) identité si elle est diagonale et a;; = 1,Vi. On la note Iy = diag(1,1,...,1),
3) triangulaire supérieure si a;; =0 pour touti > 7,
g p J p J
4) triangulaire inférieure st a;; =0 pour tout i < j,
j

(5) symétrique si K =R et A= AT,
(7) hermitienne si K =C et A= AH,
(8) orthogonale si K =R et AAT = ATA = Iy,
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(9) unitaire si K = C et AA" = AHA = Iy,
(10) Normale si AAH = AR A.

(b) les matrices A et B commutent si
AB = BA.

(c¢) Les matrices A, B € My (K) sont dites semblable s’il existe une matrice réguliere T,
telle que
A=T7'BT.

Si T est unitaire, les matrices A et B sont dites unitairement semblables.
Définition 1.1.4 L’application {-,-) : KN x KN — K définie par

(.4 yle = Zf\il ry; st K=R
L, Y) =
ylo =" 275 siK=C

est appelée produit scalaire euclidien si K = R et hermitien si K = C. On a aussi

(Az,y) = (x, ATy).

Matrice inversible

Définition 1.1.5 On dit que la matrice carrée A de taille N est inversible ou réguliere
s’il existe une matrice B de taille N telle que AB = BA = Iy. La matrice B est appelée

inverse de A et on note A1, De plus
(AB)™ = BT (A7) = (A7 (4) ! = (47",

Théoréme 1.1.6 Soit A € My (K), les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) A est réguliere (inversible),
(b) rang (A) = N,
(c) det(A) £0,
(d) Az =0 si et seulement si x = 0,

(e) pour tout b € KN : Ax = b posséde une unique solution.

(e) ker A = {0}.

1.2 Valeurs et vecteurs propres

Définition 1.2.1
(a) On dit que A € K est une valeur propre de A s’il existe x # 0 tel que Ax = \z. Le
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vecteur x est le vecteur propre associé a A. L’ensemble de toutes les valeurs propres est

appelé le spectre de A noté par spec (A). On a
spec (A7) =spec (A) et spec(A") = {X\: X €spec(A)}.
(b) Le rayon spectral de A que ’on note p(A) se donne par
p(A) = max{|A] : A € spec (A)}

Le rayon spectral vérifié les propriétés suivantes

p(CA) = [Clp(A) V(e K, VA € My(K),
p(AF) = (p(A)* VEk € N* et ,\VA € My(K),
p(A) =p(B) VA,B e Mn(K),

p(A) = p(AT) = p(AT) VYA e My(K),
p(AB) = p(BAWA € Myn(K), B € My (K).

Théoréme 1.2.2

(a) Les valeurs propres des matrices semblables A et B coincident
spec (A) = spec (B).
(b) Soit P, € P, alors

spec (P (A)) = {P.(\) : X € spec (A)}.

Décomposition de Schur

Pour une matrice arbitraire, on peut prouver qu’elle est unitairement semblable a une

matrice triangulaire, comme 'affirme le résultat suivant.

Théoréme 1.2.3 (voir [17])
(a) Pour toute matrice A € Mn(K), il existe une matrice unitaire U € My (K) et

une matrice triangulaire supérieure R telles que
A=URU"

Les élément diagonaux de R sont les valeurs propres de A.

(b) Si A est normale alors, il existe D diagonale et U unitaire telles que A = UDU
avec D = diag (\;), \; € spec (A).

(c) Si de plus, A est hermitienne alors, on a la méme décomposition que (b) avec
Ai € R.
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Théoréme 1.2.4 Soient A, B deuzx matrices normales alors, A et B commutent si et

seulement si il existe une matrice unitaire () telle que
Q" AQ = diag (A},  QBQ = diag {1:}. (L1)

ot \; € spec (A) et u; € spec(B).

1.3 Normes matricielles

Définition 1.3.1 Une norme matricielle est une application || - || : Muyn(K) — R telle
que pour toutes A, B € Myn(K) on a

(1) ||A|l = 0 et ||A]| =0 si et seulement si A =0,

(2) lleAll = |al][A]l, Ya € K

(3) |A+ B < ||A|l| + ||B|| (inégalité triangulaire),

(4) |AB|| < |A|l|IBI|, A € Muyn(K), BA € My p(K)( norme multiplicative).

Définition 1.3.2 On dit qu’une norme matricielle ||-|| est compatible ou consistante avec

une norme vectorielle || - ||+ si
[Az]l. < A[lll«]l., VzeRY, VeeKY, Ae Myu(K)

Proposition 1.3.3 L’application || - || définie sur My (K) par
Av
4= swp Iy v = sup v,
verm—o} lvlls  jop< Joll=1
est une norme matricielle appelée la norme matricielle subordonnée ou induite par la

norme vectoriel.

Lemme 1.3.4
(a) Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

(b)
spec (A" A) C RY.

Preuve.
Soient A\ € spec (A7 A) et x # 0 le vecteur propre associé & \.

(a)
(Az,z) = (x, AP z) = (z, Az) = (\z,2) = (2, \)
= All|* = All[|*

= A=A )\eR

|Az||* = (Az, Az) = (A" Az, 2) = o, 2) = A||z]|* > 0= \ > 0.
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Proposition 1.3.5 Soit A € My(C). On a

|All; = max Z a1,

1<j<n

1All2 = /(AT A) = /p(AAT) = || AT |2,

| Allse = max Z ;]

1<i<n

Conditionnement

Définition 1.3.6 Soit ||-|| une norme matricielle subordonnée. Pour toute matrice inver-
sible A € My(C), on appelle conditionnement de A relativement a la norme matricielle

| || le nombre

cond(A) = [ A7|[|A].

Théoréme 1.3.7 Soit A € My(C) une matrice inversible, nous avons les propriétés

survantes
(a) Cond (A) = Cond (A™1) et Cond (aA) = Cond (A) pour tout o € K — {0},
(b) Si A est une matrice normale, on a
Cond 2(A) = Anax(A) /Amin(A).

Proposition 1.3.8 Soient A € My(K) et || - || une norme consistante, alors

(a)

p(A) < [ A]. (1.2)
(b)
AT = (). (13)
(¢) Soient A € Mn(K) et ¢ > 0. Il existe une norme matricielle consistante || - ||a.
(dépendant de ) telle que
[All4e < p(A) + € (1.4)

Ainsi, pour une tolérance fixée aussi petite que voulue, il existe toujours une norme matri-

cielle telle que la norme de A soit arbitrairement proche du rayon spectral de A, ¢’est-a-dire

p(4) =it 4]
linfimum étant pris sur [’ensemble de toutes les normes consistantes.

Théoréme 1.3.9 Soit A € My(K), alors

lim [|[A"||=0 < p(A4) <1

<2Ak> converge et ZAk (I—-A)"
k=0
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1.4 Matrices définies positives

Définition 1.4.1
Une matrice A € My (K) est dite
(a) définie positive, si A = A et (Ax,z) > 0 pour tout v € KY — {0},
(b) semi-définie positive, si A = A et (Az,x) > 0 pour tout v € KV,
(c) définie négative, si —A est définie positive
(d) semi-définie négative, si —A est semi-définie négative.
Notation
On écrit A > 0 pour toute matrice définie positive A. On écrit également A > 0,4 < 0
et A < 0 respectivement, pour exprimer les définitions (b)-(d).
Les termes (semi) définie positive et (semi) définie négative (semi-définie négative) définissent
un ordre partial sur ’ensemble des matrices hermitiennes. Ce qui justifie la définition sui-

vante

Définition 1.4.2

Pour toutes matrices hermitiennes A et B, on définit
A>B< A— B >0« A— B est définie positive .

A > B,A < Bet A< B sont définies de fagon similaire. Toute inégalité de la forme

A > B implique implicitement que les deux matrices A et B sont hermitiennes.

Lemme 1.4.3 (voir Lemme C2 [5])
Soient A, B € My(K), les propriétés suivantes ont lieu

A>0& CACY >0 VC € My(K) régulicre (1.5)

A> B & CACY > CBC? VYO € My(K) régulicre (1.6

A>0e CACT >0 VC € My(K), (1.7

A>B & CACH > 0BCH VO € My(K), (1.8

A>B & CPAC > CPBC vC € My(K), (1.9
AB>0=A+B>0, 1

AB>0=A+B>0 siA>0o0uB>0,
A>0&CA>0 VY(>0,

—(<A<ES A2 <€ si A hermitienne |

(
(
(
(I <A<E&l < spec(A) C[C,E  si A hermitienne (1.13
(
A>B>0&0< A <B™. (
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Lemme 1.4.4 A > 0 (resp. A > 0) si et seulement si la matrice A est hermitienne, et

toutes les valeurs propres de A sont strictement positives (resp. positive).

Corollaire 1.4.5 La matrice A A est définie positive. (Il suffit d’utiliser Lemme 1.5.4 et

le fait que AT A est hermitienne)

Lemme 1.4.6

(a) Toute matrice définie positive est réguliere.

(b)
A>0< A7 > 0.

(c) Soit A = (a;;);; € Mn(K) alors
A>0=a;>0etA>0=a;>0 i=1---N. (1.16)
Par conséquent, diag {a;} est définie positive (semi-définie positive)

Lemme 1.4.7
(a) 0 < A < B impligue que | Alls < |Bll> et p(4) < p(B).
(b) 0 < A < B implique que ||Al|s < ||Bl|2 et p(A) < p(B).

Remarque 1.4.8 Si les matrices A et B sont définies positives (semi-définie positive),

le produit AB n’a que des valeurs propres strictement positives ( positives).

Théoréme 1.4.9 (voir Théoréme 1.7 [17])
(a) Pour toute matrice(semi) définie positive A, il existe une et une seule matrice B qui

soit (semi) définie postive et qui vérifie B> = A. On lappelle la racine carrée de A et on
1

la note A2. Pour son inverse on utilise la notation A~ = (A71)2,
(b) A2 commute avec A et tout polynome de A.
(c) Az est Uunique solution (semi) définie positive de I'équation matricielle X* = A ot

A est (semi) définie positive.

Définition 1.4.10 Soit A une matrice définie positive, on définit le produit scalaire as-
socié a A par
(z,y)a = (Az,y). (1.17)

La norme associée a (-,-)a est

2|4 = /(Az, ) = \/(Azz, A3z) = || Azz]),. (1.18)

La norme matricielle induite par || - |4 est

IBlla=|A2BAZ|. Be My(K). (1.19)



Chapitre 2

Méthodes itératives

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés fondamentales des méthodes itératives no-
tamment la consistance et la convergence. Une étude détaillée a été établie sur les quatre

itérations de base : Richardson, Jacobi, Gausse-Seidel et la relaxation.

2.1 Notations et définitions
Au cours de ce travail, on cherche a résoudre le systeme
Az =b (2.1)

ou A € My(K) est une matrice supposée réguliere afin de garantir la solvabilité de (2.1)
pour tout b € KV,

Définition 2.1.1 Une méthode itérative (non nécessairement linéaire) est une applica-
tion
®: KM x KV x KMV — KY
(x,0,A) =®(x,b, A).

On note x,, = xp(xo,b, A),m € N, les itérés générés par la méthode ® a partir d’'une

condition (valeur) initiale zo € KY. La suite générée se donne par

xO(y7 ba A) =Y, (2 2)
xm+1(ya bv A) = Cb($m(ya b7 A)a b7 A), m > 0.
Parfois, on écrit
Tt = P(zp, b, A), m >0 (2.3)

Remarque 2.1.2 L’écriture ®(x,b, A) signifie que la méthode ® est dépendante et ap-

plicable auz données (data) A et b. Ici, le mot "applicable” dit que l'itération ® est bien

9
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définie (méme si la suite (x,,) est divergente). Comme la matrice A est supposée fixée
dans la plus part des cas, on écrit souvent Tp,11(y,b) := ®(x,,(y,0),b). Par ®(-,-, A), on
exprime le fait que litération (2.2) est appliquée exclusivement a la matrice A.
Définition 2.1.3

(a) D(®):={A: ®(-,-, A) est bien définie} est le domaine de définition de .

(b) Une itération est dite ”"algébrique” si la définition de ®(-,-, A) est basée seulement sur

les données de A € D(P).

2.1.1 Point fixe

Les méthodes itératives de la résolution du systeme Az = b s’écrivent en générales

sous la forme z = ®(x), ce qui représente une méthode de point fixe.

Définition 2.1.4 Un point x* = x*(b, A) est dit point fize de l'itération ® correspondant
abeKN et AeD(®) si:a*=d(x*,b,A).

Le lemme suivant donne une relation entre le point fixe de ® et la suite générée par (2.2).

Lemme 2.1.5 supposons que ® soit continue par rapport a la premiere variable. St

limp,—ooTm(y, b, A) =: x* existe, alors x* = ®(x*,b, A).

Preuve.
On a
Tmi1 = P(zm, b, A)
si
Ty = X" = Ty = 7
alors
lim z,., = lim &(z,,b, A)
m——+oo m——+oo

® est continue, donc

e Pt = S Zma b 4)

d’ou
= ®(z*, b, A)

donc z* est un point fixe de ®(-,b, A). n
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2.1.2 la consistance

Le Lemme 2.1.5 dit que les résultats possibles d’'une méthode itérative doivent étre
cherchées dans I’ensemble des points fixes. En effet, les approximations x,, de la solution
x sont consistantes de fagon qu’elles convergent vers une limite z* qui se considere (sous
certaines conditions) comme la solution du systeme. Ce point x*, d’apres le dernier lemme,
appartient a I’ensemble des points fixes. Cette relation entre la solution et le point fixe

fait 'objet de la définition suivante.

Définition 2.1.6 On dit qu’une méthode itérative ® est consistante si pour tous b € KV

et A € D(®) : toute solution du systéme Ax = b est un point fize de ®(-,b, A).

Remarque 2.1.7 Selon la Définition 2.1.6, la consistance signifie que pour tous b,x €

KN et toute matrice A € D(®), l'implication swivante est satisfaite
Ar=b= 2= 0(z,b,A).

L’implication inverse donne une forme alternative (non équivalente) de la consistance, et

répond a la question : est-ce-que chaque point fixe est une solution ?, c’est-a-dire :
Yo un point fize de ® = Vb € KV VA € D(®): Az = b. (2.4)

Notons que les deux variantes de consistantes ci-dessus, n’exigent pas la régularité de A.
Méme si la matrice A n’est pas réguliere (singuliére), le systéme Ax = b peut avoir une
solution pour certain b € KY. Alors, la Définition 2.1.6 implique 'ezistence d’un point fize
de ®(-,b, A). Vice versa, (2.4) assure l'ezistence d’une solution dés que ®(-,b, A) admet

un point fixe.

2.1.3 La convergence

Une définition naturelle de la convergence d’une méthode itérative ® semble d’étre

lim ,,(y,b,A) existe pour tous y,b € K. (2.5)

m——+00

Ou x,(y,b, A) est la suite générée par (2.3) et liée a la valeur initiale z := y, tandis
que A € D(®P) est une matrice fixée. D’apres cette définition, la méthode itérative peut
converger vers des limites différentes selon la valeur initiale y qu’est choisie arbitrairement
dans K¥. 1l est donc intéressant de donner une définition plus forte rendant la convergence

indépendante de la condition initiale.

Définition 2.1.8 Soit A € D(P) fizée.
La méthode itérative ®(-, -, A) est dite convergente si pour tout b € K | il existe une limite

z*(b, A) de (2.3) indépendamment de la premiére variable (condition initiale).
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Remarque 2.1.9 Dans tout ce qui suit, on suppose souvent que la méthode itérative est
consistante et convergente dans le sens : ® consistante pour toute matrice A € D(P) et

Uitération particuliére ®(-,-, A) associée a A est convergente.

Théoreme 2.1.10 On suppose que ® soit continue par rapport a la premiére variable,
alors

O est consistante et convergente si et seulement si A régquliére et O vérifie (2.4) et (2.5).

Preuve.

(i) La propriété (2.5) découle de la Définition 2.1.8. Supposons que A soit singuliere, alors
I’équation Ax = 0 admet une autre solution y* # 0 avec la solution trivial z* = 0. La
consistance implique que z* et y* sont des points fixes de ® par rapport a b = 0. On

définit les deux suites constantes
Ty (2,0, A) = ®(2*,0,A) = z*

xm(y*707 A) = (b<y*707 A) = y*

d’apres la définition de la convergence on obtient z* = y*, ce qui contredit I'hypothese
x* # y*. 1l nous reste qu’a montrer (2.4). La définition de la convergence montre que ®
ne peut avoir qu'un seul point fixe par rapport a b (il suffit de prendre deux suites avec
deux valeurs initiales différentes). La régularité de A assure I'existence et I'unicité de la
solution de Az = b, il découle de la consistance que cette solution est le seul point fixe de
® par rapport a b, ce qui traduit (2.4).

(ii) Soit z,(y,b) la suite générée par l'itération ®. D’apres le Lemme 2.1.5

*

z*:= lim z,(y,b) est un point fixe de ® par rapport a b,

m——+00
la, propriété (2.4) implique que ce point fixe est une solution de systéeme Az = b. De
plus cette solution est unique selon la régularité de A. Comme ce point est la limite de
xm(y,b), alors cette suite possede seulement une limite indépendante de y, ce qui traduit
la convergente au sens de la Définition 2.1.8.
La convergence implique I'unicité du point fixe par rapport a b selon la premiere impli-
cation (i), et par (2.4) ce point fixe est I'unique solution de Az = b, ce qui établit la

consistance de ®. n

Remarque 2.1.11 La consistance n’est pas suffisante pour assurer la convergence.

Exemple 2.1.12 considérons le systéme

20x=b (A=2I).
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On veut résoudre ce systeme avec la méthode itérative

{ Tm1 = P(zp, b, A) = =2, + b

Ty = 0.
Soit T la solution de Ax = b, est-ce que ®(T,b,A) =T ?
O(7,0,A)=—-T+b=-T+AT=-7T+2T =T,

donc (2.6) est consistante.

D’autre part
Tomi1l = —Tom +b0 =129, 1 —b+bYm=1,23, ...
= Tomi1 = Tom—1,m=1,2,3,...
et
To(m41) = Tomy2 = —Tome1 + 0= Topm —b+ b
= Ta(mt1) = Tom,m =0,1,2,...

ce qui implique
Tom+1 = Loam—-1 = T1 = b
Tomt2 = Tom = To = 0

alors
b st m est impair
Ty =

0 st m est pair,

d’ot (z,,) est divergente.

2.2 Méthodes itératives linéaires

2.2.1 Trois formes normales
Premiere forme normale

Définition 2.2.1 (L’itération linéaire, la matrice d’itération)
Une méthode itérative ® est dite linéaire si ®(x,b) est linéaire par rapport a (x,b), de

facon plus précise, s’il existe deux matrices M et N telle que
O(x,b, A) = M[A]x + N[A]b. (2.7)
Dans la plupart des cas, A est supposée fizée, on écrit alors
®(x,b) = Mz + Nb. (2.8)

La matrice M = M[A] est appelée la matrice d’itération de ®.
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® est lindaire en (z,b), en effet, on prend (z,b) et (y,c) € k*¥ associés aux systémes

Az =bet Ay = ¢, alors

O((z,0) + (y,¢)) =Pz +y,b+c) =Mz +y)+ N(Ob+c)
= (Mx+ Nb) + (My+ Nc) = ®(z,b) + D(y, ¢).

De plus, pour a € K, on a

®(a(z,y)) = ®(ax, ay) = M(ax) + N(ay)
=aMz+ aNy = a(Mz + Ny) = a®(z,y).

L’itération (2.3) s’écrit sous la forme (2.9) qui représente la premiere forme normale de la
méthode P.
Tmi1 = P(zpm, b, A) = Mz,, + Nb, m > 0. (2.9)

Notation 2.2.2 On note M*XY la matrice d’itération d’une méthode itérative appelée

'XY'. Lorsque ® doit étre préciser, on note M.

Remarque 2.2.3 L’itération ®(-,-, A) est algébrique au sens (b) de la Définition 2.1.3

si et seulement si les matrices M et N sont des fonctions explicites de A.

Consistance et deuxiéme forme normale

Pour une méthode itérative linéaire et consistante ®, toute solution du systeme Az = b
est un point fixe par rapport & b, avec x = Mx+Nb. Chaque z € KV peut étre une solution

du systéeme Ax = b (en prenant b := Ax), alors
r=Mz+ Nb= Mz + NAz = (M + NA)z,Vr € KV, (2.10)

ce qui conduit a

MI[A] + N[AJA = I, (2.11)

ou, brievement
M+ NA=1. (2.12)

Théoréme 2.2.4 (La consistance)
Une itération linéaire ® est consistante si et seulement si la matrice d’itération M peut

étre déterminée a partir de N par
MI[A]=1—- N[A]JA VA € D(D), (2.13)
de plus, si A est réguliere alors N se représente en fonction de M

N[A] = (I — M[A)A™L. (2.14)
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Preuve
=) Evident(d’apres la définition (2.11)).

<) Soit x € K¥ : Az = b. Supposons que la matrice d’itération M s’écrive sous la forme

MI[A] =1 — N[A]JA pour toute A € D(®).

M[A] =1 — N[A]JA = M[A]z = x — N[A]Az,Vr € KY
=z = M[A]lx + N[A]b

=z = ®(z,b).
"
La combinaison de (2.13) dans (2.9) donne
Tmy1 = M[A]z,, + N[A]b
= (I — N[A]A)z,, + N[A]b
d’on
Tmi1 = Tm — N[A](Az,, —0), m > 0. (2.15)

L’itération (2.15) s’appelle la deuxieme forme normale de ® dont la matrice de la deuxieme

forme normale est

N = N[A] = Ny = Na|A].

Remarque 2.2.5 La deuziéme forme normale associée au systeme Ax = b se détermine
seulement via la matrice N[A]. Ce qui permet a litération (2.15), avec N choisie arbi-
trairement dans M,,(K), de représenter toutes les itérations linéaires et consistantes. On

note
L={®: K" xK¥ x KN 5 K" linéaire et consistance} (2.16)

Troisiéme forme normale

La troisieme forme normale d’une itération linéaire s’écrit comme suit
WIA|(xm — Tms1) = Az, — b, m > 0. (2.17)

W = W[A] = Wg = Ws[A] est appelée la matrice de la troisieme forme normale de .
L’itération (2.17) donne une forme implicite de z,,1, elle peut s’écrire sous la forme du

probleme

{ résoudre Wé = Ax,, — b (2.18)

avec 0 = Ty, — Tyl

cela, représente une définition de z,,,; sous une condition de régularité de W.
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Remarque 2.2.6 Si la matrice W est réguliére, alors
Ty — Ty1 = W[A] YAz, — b) = 20 y1 = 3, — W[A] (A, — b),

une comparaison avec la deuziéme forme normale donne N = W=, D’autre part, (2.15)

avec N réguliere peut s’écrire sous la forme de (2.17) avec W = N1, Dans ce cas
M[A] =1~ N[A] =1 - W[A]'A. (2.19)

itérati inéaire .1 = m une relation ré

L’itération linéaire x,,,1(xg,b, A O (2, (29,0, A),b, A) donne une relation récurrente
entre x,,.1 et x,,, cela nous oblige a passer par tous les itérés z,,, 1 = 0,m, afin que I'on
puisse calculer x,,,1. La représentation suivante donne une formule explicite de la suite

() permettant de calculer chaque itéré z,, directement a partir de zo et b.

Théoréme 2.2.7 L’itération linéaire (2.9) se donne par

T (20, b, A) = M[A]™zo + mz: M[A*N[A]b pour m >0 et A € D(®). (2.20)

k=0

Preuve
On procede par récurrence.

Pour m =0, on a
0-—1
M[A]’mo+ Y MIAJFN[A]b = o = @o(w0, b, A).
k=0

Supposons que (2.20) soit vraie pour m — 1. D’apres la formule (2.8)

T (20,0, A) = M[A]z,,_1 + N[A]b

= M[A}(M[A]" 2o + mi: MI[A)*N[AJb) + N[A]b
= M[A]™xq + mi: M[AJ*N[A]b+ N[A]b
= M[A]™xq + mi: M[A]*N[A]b

2.2.2 Résultats de convergence

L’idée de base des méthodes itératives est de construire une suite (z,,) telle que

limz,, =z (2.21)
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ou x est la solution du systeme Az = b. Comme la solution exacte n’est évidemment pas
connue, on est obligé de calculer une valeur approximative z,, de x déterminée par un
critere d’arrét plus commode (par exemple |z — x,,| < &, ou € est une tolérance fixée).

Cela conduit a des erreurs dans le calcul de la solution. Dans la suit, on note
em = Ty —x  ou x est la solution de Az =b (2.22)

I’erreur a l'itération m.
La condition (2.21) revient & lim,, e,, = 0 pour toute valeur initiale x.
On suppose que la méthode soit consistante, alors © = Mz + Nb ou x défini dans (2.22).

En combinant avec (2.9), on obtient
Tme1 — ¢ = Mz, — Mz = M(x, — x),

donc
em+i1 = Mep,, m>0. (2.23)

Par conséquent
em =M"eq, m > 0. (2.24)

La quantité r,, := Az — b (ou r,, = b — Ax,,) représente le résidu a l'itération m.

Le théoreme suivant donne le critere fondamental de convergence des méthodes itératives

linéaires (condition nécessaire et suffisante).

Théoréme 2.2.8 (Théoréme de convergence)

L’itération linéaire (2.9) est convergente si et seulement si
p(M[A]) < 1. (2.25)

Preuve

Supposons que 'itération (2.9) soit convergente. Dans la formule (2.20), on prend b = 0,
alors x,,(z0,0, A) = M[A]™zy pour tout zo € K¥. En particulier x,,(0,0, A) = 0, ce qui
entraine la convergence de x,,(0,0, A) vers 0. En tenant compte de la définition de la

convergence, on obtient
lim 2, (79,0, 4) =0, Vxy € K. (2.26)

Supposons que p(M[A]) > 1, alors, il existe A € spec(M) : |\ > 1 et z € KV — {0} :
Mz = Az
Le choix zy = = donne z,,(z¢, 0, A) = A™zy qui ne peut pas converger vers 0 (car |A| > 1).
Ce qui contredit (2.26).
Réciproquement, supposons que p(M[A]) < 1. 1l résulte du Théoreme 1.3.9 que

lim M™xy =0,

m— 00
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tandis que le Théoreme 1.3.9 implique

SO M= (1 - M)

m>0

grace a la représentation (2.20), (z,,), converge vers
x* = (I — M[A])"'N|[A]b. (2.27)

Par conséquent, I'itération (2.9) est convergente grace a I'indépendance de sa limite z* de

la valeur initiale z. n

Lemme 2.2.9 Soit ® € L définie par ®(z,b, A) = v — No(Ax — 1), avec A réguliere.
Si ker(Ng) # {0}, alors ® est divergente.

Preuve
Soit « # 0 tel que Ngz = 0 (c’est-a-dire z € ker(Ng)). Comme A est réguliere, alors
Ax # 0. Posons 0 # y := A~ 'z, donc

Moy = (I — NoA)(y) =y — NoAy =y — Now =y,

alors A = 1 est une valeur propre de Mg, par conséquent p(Mg) > 1. Il résulte du

Théoreme 2.2.8 que ¢ est divergente. n

Corollaire 2.2.10

(a) Sila méthode itérative (x,b) = M[A]x+ N[A]b est convergente, alors la suite générée
(T) converge vers (I — M)~'Nb.

(b) Si litération est consistante et convergente, alors A et N = N[A] sont réguliers, de

plus, la suite générée x,, converge vers l'unique solution x = A~'b.

Preuve

(b) Montrons par 'absurde. Supposons que A ou N soit singuliére, le produit NA Dest
aussi. Alors, il existe = # 0 tel que NAz = 0. Comme M = [—N A (grace a la consistance),
x est un vecteur propre de M associé a la valeur propre A = 1. Donc p(M) > 1 ce qui
contredit la convergence.

D’autre part, on a &, 11 = &, — N(Ax,, —b) avec A et N inversibles, de plus (z,,) converge
vers (I — M)~'Nb, donc

(I —M)""Nb= (I — M)"'Nb— N(A(I — M)""Nb—1b)

= NA(I — M)"'Nb= Nb
= (I - M)"'Nb=A""

c’est-a-dire, (x,,) converge vers I'unique solution de Az = b. ]
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Définition 2.2.11 On dit que la convergence d’une méthode itérative ® est monotone

par rapport a une norme (induite) || - || si ||Msl|| < 1.

Le critere de convergence p(M) < 1 donné par le Théoreme 2.2.8 ne fournit aucune
conclusion ou estimation concernant ’erreur e,, = x,, —x pour certain m fixé. La formule
de lerreur (2.24) est donnée via la norme matricielle ||M ||, ce qui rend cette norme un
critére alternatif de convergence. L’inégalité (1.4) permet d’établir une condition suffisante

de convergence.

Théoréeme 2.2.12 Soit || - || une norme matricielle consistante. Une condition suffisante

de la convergence d’une itération est

|M]| < 1. (2.28)

De plus
lemsall < [[M|[llemll et lemll < IM[™[eoll. (2.29)
Preuve

D’apres (1.2), on a p(M) < ||M]||, alors comme ||[M]|| < 1, on obtient p(M) < 1, ce qui

implique la convergence d’apres le Théoreme 2.2.8. D’apres (2.23), on a
Em+1 = M €ms

donc
lemall = [[Men || < [[M|[lenm]]
D’autre part, on a
em = M™eg.

Alors
lemll = |M™eol| < [|M™[[|leoll < [M[[|M]]...[[M]l|leoll = [[M]|™[|eo]]-

Remarque 2.2.13 D’apreés linégalité (2.29), il est important que ||M|| soit assez petit
pour assurer une vitesse de convergence trés rapide de e, vers 0. L’inégalité (1.4) montre
que l'on peut remplacer la petitesse de || M| par celle de p(M), ¢’est-a-dire, la convergence
est d’autant plus rapide que p(M) est petit. Alors, une estimation de p(M) peut fournir
une bonne indication sur la convergence. La définition suivant introduit d’autres quantités

utiles a l’étude de la convergence.

Définition 2.2.14 Soit M = M[A] la matrice d’itération, on appelle
(a) || M| le facteur de convergence a l’itération m.
(b) || M™% le facteur moyen de convergence a Uitération m

(¢) Rp(M) = Zlog||M™| le tauz moyen de convergence a litération m.

m
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Le calcul de ces quantités est tres cotiteux car il requiert I'évolution de M™. On préfere

donc en général estimer le taux de convergence asymptotique défini par

R(M) = lim R,(M) = —logp(M)

k—o0

ou on a utilisé (1.3).

2.2.3 Choix d’un test d’arrét

Les méthode directes donnent la solution du systeme dans un nombre fini des itérations,
tandis que les méthodes itératives génerent une suite de solutions approchées. Ce processus
itératif doit avoir un critere permettant d’estimer si on est proche de la solution désirée.
Cela nous conduit a définir ce que 'on appelle le test d’arrét. Le test naturel consiste
a arréter le processus lorsque l'erreur est assez petite avec une certaine tolérance € > 0,
c-a-d ||z — x| < € ou x est la solution. Comme la solution est inconnue, on va définir

deux type de tests : un test basé sur I'incrément
[Zma1 — | < €

et un autre basé sur le résidu
|Az,, —b|| < e

La proposition suivante donne le comportement de I’erreur selon le test choisi.
Proposition 2.2.15 Soit x,,11 = ®(x,,, b, A) = Mx,,+ Nb une méthode itérative consis-

tante, alors

(a) Si||Az,, —b|| < e alors

- | m — ] 3
|lzm — 2| < ||A7 e et T < Cond (A)W
(a) Si||xm — zm-1]] < e alors
- [£m — | 3
Zm — || < ||(I — M) He et < Cond (I — M)
]l [Vl
Preuve.
(a) On a
lzm — 2]l = A7 (Azm — b)| < JA7H[[|Azm — Il < A7
de plus
- LAZTIIBl] A==t [LAH]]A]
lom =2l < AT e="——e < T llzlle
il 1]
Cond (A)

= —r—llzlle
2]
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(b) La méthode étant consistante alors, selon (2.13)

Mx=x—NAr=2— Nb= Nb=x— Mzx. (2.30)
On a
T —x = (I—MYHI—-M)(2y—2)=U~-M) Y2, — Mz, + Mz — )
C2 (1 MY = M, — NBY = (I — M) (2 — s
donc

2 — 2l < N = M) l2mr — @l < (7= M) e

Remarque 2.2.16 [ est clair que le test d’arrét basé sur le résidu dépend du condition-

nement de A, alors il est déconseillé de 'utiliser si la matrice A est mal conditionnée.

L’absence d’accumulation des erreurs d’arrondi se considere comme un avantage pour
les méthodes linéaires, ou on peut utiliser 'itéré x,, ou une valeur voisine z,, dans

I'itération ®. Ce résultat est justifié par la proposition suivante

Proposition 2.2.17 On considere l’itération ®(x,,,b, A) = Mx,, + Nb avec | M| < X <

1, alors pour tout € > 0 et toute suite (Z,,) vérifiant |Tpi1 — (Mxp, + NO)|| <€ on a

- €
Preuve.
Tout d’abord, on a
m—1
L
> N =
, 1—AX
1=0
m—1
, 1
= AN< —
— —1-A

On utilise la récurrence sur m pour démontrer que

m—1

2w — @[l < X™|zo — 2]+ N

i=0
I'inégalité est clair pour m = 0. Supposons qu’elle est vraie pour m, alors
|\Mz,, + Nb — Mx — Nb| = ||M(z,,, — 2)||

IM[l|zm =2l < Alzm — 2|

N |z — x| 42> X
=1

[zm i1 —

IA A ||§
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d’autre part

IN

|ZTms1 — Mz, + NO)|| + [[(Mz, + NO) — 2|

e+ [[mir — =]

[Zms1 — ]|

IN

e+ A" |xg — 2| + 82)\i

=1
m
N 2o — 2| + EZ N
=0

g
/\m+1 - -
o — ] + ——

IN

IA

2.2.4 Itérations a deux termes

Une méthode itérative est dite une itération & un pas (a un terme) si le calcul
de litéré x,,,.; exige seulement la connaissance de l'itéré z,,, on trouve parfois des
méthodes itératives dont l'itéré x,,,, se donne en fonction de z,, et x,,_ 1, ces méthodes

se représentent par
Tm+1 = M()C(fm + Mlxm—l + Nob, m Z 1. (232)

Dans ce cas, on a besoin de donner deux valeurs initiales zy et x;. Une telle méthode
itérative s’appelle méthode itérative a deux termes (deux pas) ou bien une récurrence a

deux termes. L’équation (2.32) peut s’écrire sous la forme d’une méthode itérative a un

(z)(z) (7)o
M:<M0 Ml).
I 0

En prenant Z,, = (z,, Xm_1)' € C?N | on obtient

seul terme, en effet

ou

on a

Nob
b
0

()90

alors, en posant
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on trouve
Lia1 = M Z, + N’b/, (2.34)

ce qui représente une itération linéaire a un terme.
Si @ est litération linéaire définie dans (2.34), c.a.d Z,41 = ®(Z,,,0) = MZ,, + N'V,
alors la condition p(M) < 1 assure la convergence de (Z,,) vers un point fixe de ®. En

effet, si Z = lim,,, Z,, alors
Z =1limZ,,;1 =lim®(Z,,V) =lim(MZ,, + N'V)
=MZ+ NV =o(Z,V).

Si de plus la méthode itérative @ est consistante alors (en suivant la méme méthode dans
(2.11))

xz

M M, Nob
629<x);:Z:MZ+N’b’:< 1%+ Moz + No ),vq:eCN,
T

donc
I—Ml—MOINoA.

2.3 Méthodes itératives classiques

Cette section donne un apercu détaillé des méthodes itératives tres couramment em-
ployées dans la résolution du systeme linéaire Az = b, pour lesquelles nous nous sommes
limités a quatre itérations exemplaires et fondamentales. Trois méthodes se construisent

en décomposant la matrice A sous la forme
A=W —-R (2.35)

ou W est une matrice inversible. Le systeme Ax = b est équivalent au systeme Wz =

Rx + b, dans ce cas, la méthode itérative prend la forme suivante
Wami1 = Rrpm + b 2y = W Rx, + Wb & Wy, — Tgr) = Az — b

Ce qui justifie la notation "W’ dans (2.35) grace a la troisieme forme obtenue dans la
derniere équivalente. Il y a une infinité de choix possible pour les matrices W et R, I'idée

consiste a choisir une matrice W facile a inverser (diagonale, triangulaire, etc..).

2.3.1 Itération de Richardson

Cette méthode se donne via la deuxieme forme normale (donc la méthode itérative
doit étre consistante), en prenant N = 0,0 € C( ou R). L’itération obtenue, que I'on

note ®XM g’appelle la méthode de Richardson et se donne par

Tmi1 = Ty — 0(Az,, — D). (2.36)
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Dans son papier [4], Richardson a donné une autre variante de (2.36) en variant la

constante 6 qui s’appelle l'itération semi-itérative (non-stationnaire) de Richardson.

Proposition 2.3.1

(a) La matrice d’itération de Richardson ®FM est MMM .= T — A, de plus les matrices

de deuzieme et troisiéme forme normale sont NP .= 0 et WD .= %I.
(b) ®Rt € L est algébrique et D(ORN) = My (K).

Preuve
(a) On a d’apres (2.36)

Tyl = Ty — 0(Axy, — b) = 2, — Az, + 0
= —-0A)x, +06b
= MRichy 4 NRichp
d’ou
MPE® = (I —0A) et N =01
D’autre part

1
T+l = Ty — Q(Axm - b) = (xm - zm—i—l) = Q(Axm - b) = 5($m - $m+1) = (Al’m - b)

La comparaison avec la troisitme forme normale, donne Wgteh = 17.

(b) La matrice d’itération de la méthode de Richardson se donne par M = [ — A,
de plus Nt := 0] = (I — MBM)A~L = ([ — T + HA)A~L, donc il est clair que M et
N sont des fonctions explicites de A, et comme la méthode est linéaire alors ®H" est

algébrique. n

Remarque 2.3.2 La méthode de Richardson semble étre la plus simple possible, cette
méthode avec 8 = 1 est le prototype de toute itération linéaire. En effet, toute itération

linéaire s’écrit sous la forme
®O(z,b, A) =z — N[A](Azx — b) = 2 — (N[A]Az — N[A]b) = & (2, N[A]b, N[A]A).
Alors ® n’est que l’itération de Richardson appliquée au systéme N[A]Ax = N[A]b.

Remarque 2.3.3 La méthode de Richardson est une itération définie par un parameétre
0 € C, Une telle méthode demande a l'utilisateur de choisir un paramétre optimal, ce qui
peut causer des probléemes dans la pratique, méme si le parametre optimal est connu, car
le calcul de ce parametre peut dépendre des données inconnues (comme le spectre d’une
matrice), ou il est plus couteuz que le paramétre original. La difficulté s’augmente dans

la présence de deux parametre ou plus.
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Convergence de l’itération de Richardson

La matrice d’itération de la méthode de Richardson est MM = T — A, alors (voir
(b) du Théoreme 1.2.2)

spec (MpUM) = {1 — fa : a € spec (A)}.

Il est claire que si spec (A) est réel, alors spec (MFUM) Pest aussi pour 6 € R. L’étude de

convergence dans cette section se limite aux cas ou 6 est réel.

Théoréme 2.3.4 (convergence de l’itération de Richardson)
Soit A une matrice dont les valeurs propres sont 0 < Apin = A1 < ... < Ay = A\pax €t

0 € R. Alors
(a)
DFM converge < 0 < 0 < 2/ Amax- (2.37)
(b) Le paramétre optimal 0o minimisant p( Mih) est

2 - )\min

ic )\max
Oopt = FAE . avec p(Mefjpth) = N (2.38)
(c) Si de plus, A est hermitienne et inversible, alors
Cond,(A) —1
lem1ll2 < r|P (2.39)

Condo(A) +1

Preuve.

La méthode de Richardson converge < p(MZ%") <1< p(I —0A) <1

S max |1 —0N| <1 |1 — 0 nax| <1
0<i<n

S —1<1 =0 <1
< 0<0 <2/ Aax

(b) Comme 0 < Apin < A < Amax, ? = 1,7, alors (6 > 0)

1 - eAmax S 11— 9)\1 S 1— ‘9)\min
= |1 = 0Xi| < |1 = Ommax| 0 |1 — OAuin|
= [1— 6] < max {|1 — O\pinl, |1 — OAnax| }, Vi = 1,0

donc

p(MeRich) = max |1 — 0\;| = max {’1 — 0 Amin

1<i<n

|1 - exmaxj}. (2.40)

Considérons la fonction
0 <0~ (0) = p(Mz"").
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i T aoptl |1

FIGURE 2.1 — p(Mi") et Gy -

Le parametre optimal 6y, qui rend p(MFU") minimal doit vérifie

©(Oopt ) = min p(0) = rg1>igl (max{|1 — OAmin, |1 — QAmax|}).

0>0

D’apres le graphe représenté par la Figure 2.1, la fonction ¢(+) atteint son minimum
au point 8¢ tel que
OMmax — 1 =1 — i
alors 5
Oppt = ——————.
Pt )\min + )\max

Dans ce cas

p(MQRO:)Cth) = ‘P(QOPt) = eopt )\max - 1

. 2>\max 1
B )\max + )\min
)\max - )\min
B )\max + )\min ‘
(c) Comme A est hermitienne alors p(A) = ||A||a = Amax. De plus, on a

spec (A1) = {i Ai € spec (A)},

L
donc

A7 s = pA™) = max & = 1 (2.41)
Ce qui implique

Cond (4) = A5 AlJ, = 222, (2.42)

)\min
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d’autre part (on prend 6 = 6, )

lemsill < 11555 |2 llem >

A=Al ic
= p(Myos)lemll
>\max - >\m1n || ||
= em
Amax + Ain |
(2.42) Condo(A) — 1 || ||
= em
Cond o(A) + >
]
Corollaire 2.3.5 Supposons que la matrice A soit définie positive et 0 € R, alors
(a) )
DFN converge <0< 6 < Al (2.43)
2
(b) La convergence est monotone par rapport a la norme euclidienne || - ||z et a la norme
| - ||a. De plus
p(Mg"") = [[ Mgl = [|M5"" | (2.44)
. Cond »(A) — 1 2| A7l
Mglehy = Oopt = . 2.45
PMy.") Condo(A) +1 POUT Vopt Cond,(A) +1 (245)
Preuve.

(a) II suffit d'utiliser 1'égalité Apmax = p(A) = ||A||2 (car A hermitienne) et le Théoreme
2.3.4.
(b) La matrice MU =T — 0 A est hermitienne car A l'est aussi. Alors

p(M" ") = || M ||z

De plus, MU est un polynéome de A, donc MeRiChA% = A%M;ﬁ‘jh d’apres (b) de le
Théoreme 1.4.9. On déduit que

IMGE |4 = AR MGED AT || = [ MJED A AT || = || M o
ce qui établit (2.44). D’autre part, on a
. Amax — Ami
MRlch __ Zmax min
p( Bore ) >\max + )\min
= Amax
P, +1
(2.42) Condo(A) — 1
~ Condy(A)+1°
Et
2
Oppp = ——————
Pt )\max + AInin
1 _
25 (2ﬁ2) 2 A7

/\m‘”‘ +1 (241) Condo(A) + 1
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Remarque 2.3.6 L’inégalité (2.39) montre que la convergence de la méthode de Richard-

son peut devenir lente si la matrice A est mal conditionnée.

Le théoreme suivant donne un résultat de convergence plus général sans aucune hy-
pothese sur la matrice A. Cependant, ce critere peut étre difficile en pratique, car il utilise

un terme géométrique (convexité).

Théoréme 2.3.7 Soit 3(A) l'enveloppe convexe de spec (A) définie par

Y(A) = Z axA:ay >0, avec Z aA—l,AEMN((C)}.
Aé€spec (A) A€spec (A)
Alors
DN converge pour un 0 € C approprié¢ < 0 ¢ X(A).
Preuve.

On suppose que 6 = 0, alors p(Mh) = p(I) = 1, donc la méthode de Richardson est

divergent. Dans ce qui suit, on suppose que 6 # 0. D’autre part
(M) = {1} - 92(A), (2.46)
en effet, il est clair que

spec (MU") = {1} — Ospec (A) = {1 — OA/\ € spec (A)}.

on a
1€ S(MMM) & = Z A\, Z ay =1
A€spec (MEHich ) A€spec (MFich)
&= Z ax(1—6X) = Z ay—0 Z azA
A€spec (A) AEspec (A) A€spec (A)

Spu=1-80 Z QA

A€spec (A)

S pe{l} —05(A).

=) Par 'absurde, on suppose que 0 € X(A), alors d’apres (2.46), on trouve 1 € S(MPh).

Sans perdre la généralité, on peut trouve un A € spec (M) tel que [N =1

= p(Mg"") > 1
= & divergent pour tout 6 € C
ce qui contredit 'hypothese " ®Nh convergente pour certain 6 € C”.

<) Supposons que 0 ¢ X(A), L'exercice 3.36(b) de [5] assure la convergence pour un 6

approprié. [



2.3. METHODES ITERATIVES CLASSIQUES 29

Dans le cas général, la matrice A peut étre non hermitienne. L’étude de I'itération de
Richardson dans ce cas consiste a diviser la matrice A afin d’avoir des matrices hermi-
tiennes. Cette opération s’appelle la décomposition hermitienne de A et se donne par

A=Ay +iA; avec Ay =

(A+ A"), A, = — (A — A™). (2.47)

1 1
2 21
Nous allons donner quelques résultats de convergence avec des estimations appropriées

sur les matrices Ay et A;. Pour plus de détails on se réfere a [3].

Théoreme 2.3.8 On suppose qu’il existe deux réels 0 < a < 3, tel que

0 < al < A, (2.48)

AT A < BA,. (2.49)
Alors pour tout 0 satisfaisant

0<60<2/8, (2.50)

l'itération de Richardson converge de fagon monotone par rapport a la norme euclidienne

p(ME) < | Mf], < \/T— a2 —05) < 1. (2.51)
Le terme a droit est minimale pour 6 = 1/5, dans ce cas

p(MF") <||IMgFls < /1 —a/B. (2.52)
Preuve. On a

(MEiehyH ppRich — (1 — g AV (1 — 0A) "2 (1 — 0AT)(I — 0A)
=1—0(A" + A) +6*A" A

(2.49)

< 1 —204,+ 08A,
=T—0(2—08)4
——

>0
(2.48)

< T—0a(2—08)I =[1—0a(2— 0B,

donc i
. . , 1.14
[(MgE™ (MM Ny = IMGE" 5 < 1—60a(2—68),

d’ou

p(MGe") < [ Mgl < /1 = 6a(2 - 65),
d’autre part, on a d’apres (2.50)
0<0<2/f=0<2-0<2=0<60a2-105)<20a
=0<1—-60a(2—-0P) <1
= /1 —-0a(2-60p) <1,
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ce qui établit (2.51).

Considérons la fonction

2[99r—>cp(9):\/1—904(2—96),

0, -
5
donc + fap
’ — o
v (0) = :
V1—0a(2—03)
d’ou )
¢ (6) :0@—044—9&5:0(:)9:5.
Donc, la fonction ¢ admet un minimum en 6 := % Il résulte de (2.51) que
pOFD) < IMF, < VT=0aZ=05) < \1- 5

Remarque 2.3.9

(a) Le Théoréme 2.5.8 donne un exemple typique ot l'optimisation de p(MFh) a été
remplacée par celle de sa borne supérieure dans (2.51). Parfois, le parametre optimal
d’un probléme auxiliaire est plus facile a calculer que le probléme original.

(b) La condition (2.49) peut étre s’écrire également comme suit
(Az, Ax) < B(Apz, x),Vo € CV.
En effet

AT A < BAy < BAy — AT A semi-définie positive
& ((BAy — AT A)z, x) > 0,Vz € CV
& (A" Az, z) < B(Agz, x), Vo € CV,

(c) Si A est définie positive, alors les inégalités (2.48) et (2.49) sont satisfaites avec
@ = Amin(A) et f = Anax(A) respectivement. En effet, la positivité de A implique

A" = A Ag=A, A =0 et spec(A) C [Amin(A), Amax(A)] C RY

done, d’apreés (1.13)
0 < (AT < Ag = A < A (A)] (2.53)
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ce qui traduit (2.48). D’autre part, pour tout x € CN

1 1 (2.53)
= (max(A)] — A) A3z, A2z) > 0

& AT A < Apax(A) Ap.

Ce qui établit (2.49).

On peut également avoir un résultat de convergence en utilisant une certaine estimation

sur la matrice A;.

Théoreme 2.3.10 On suppose qu’il existe des constantes 0 < o < 3 et 7 > 0 telles que

al S AO S ﬁja
||A1||2 <T.
Alors la méthode de Richardson converge pour

0<fl< —
af + 12

de facon monotone par rapport a la norme euclidienne

. , 1 1
pMEE™) < | M < S0(8 — ) + \/(1 —50(8+a)" + 072 < 1.

Preuve.
Soit ¥ €]0, 1] arbitraire, d’apres (2.40), on a

[Mg#Mla = [ — 0A|l2 = || — 0Ag — i0A ||
= ||(0 — 0A4o) + (1 — )1 —ibA) ||,
< |91 — 04|, + ||(1 — 9)T —i0A,|,.
D’autre part, (2.54) implique
(0 —0a) > 9T — Ay > (9 —05)1
mais
(¥ —ba), (¥ — 08) < vy = max{|d — al, |9 — 05|}

donc
Yol > 91 —0Ag > —vy9l.

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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L’utilisation de (1.14) donne
[91 — 0 A2 < .

De plus, la matrice C' := (1 — )] — i#A; est normale, donc ||C||2 = p(C). Il est clair que
spec (C) = {1 — 0 —ifu, u € spec (A;)}.

De plus, comme A; est hermitienne alors, d’apres (2.55) on obtient p(A;) = ||A1]l2 < 7.

On déduit que spec (A;) C [—7,7]. En tenant compte de cette derniére inclusion

p(C) = max)|1—19—i9,u]: max /(1 — )2 4 02p2

pnespec (Aq pespec (Ar)

< V(1 —10)2 + 6272,
il résulte de (2.58)

1M [l < 79+ p(C)
<o+ /(1 —0)2 + 6272,

Afin de majorer ||[M ||, par une quantité minimale, on choisit un J.p; €]0, 1] tel que
= min y.
,yﬂopt 196]0,1[719

c’est-a-dire

Vot = ﬂrggﬁ[(maX{lﬁ —bal, | = 68]}).

De fagon similaire a celle utilisée dans (2.43) du Théoreme 2.3.4, on trouve

Los - a),

1
ﬁopt = 50(/8 + Oé) et Yopt = 9

alors

HM;%iCh HQ S 70pt + \/(1 - ﬁopt )2 + 927'2.

]
2.3.2 Itération de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation
Les trois méthodes restantes se base sur la décomposition suivante de la matrice A =
(aij)ig
. —F
A=D—-FE—-F = D (2.59)
-F
ou
0 0 ap - ay
a 0 0 -+ ao
D=diag(as) E=—| . = 2
Qp1  Gp2 0 0

(2.60)
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Méthode de Jacobi

Dans (2.35), on prend W = D et R = E + F. La deuxiéme forme normale donne
l'itération de Jacobi notée @72

Tm41 = CI)JaC (l’m, b) =Tm — D_I(Axm - b) (261)

Proposition 2.3.11

(a) Les matrices associées 4 ®1% € L sont

Tpy1 = Mz, + N2 (2.62)

avec
M =D YD - A)=1- DA, (2.63)
NP = D~ Wl = D, (2.64)

(b) ®I2 est algébrique.

Preuve
(a) On a d’apres (2.61)

Tpi1 = Ty — D YAz, —b) = (I — D 'A)x,, + Db
— MJaC.fL'm —|—NJaCb
donc
M =1 -D'A=DYD-A) et N™=D"

(b) Les matrices d’itérations de Jacobi sont M7 =T — D71A et N7 = D1 = (A +
F + E)7! alors M et N sont des fonctions explicites de A, ce qui implique que ®72¢ est
algébrique. n

Remarque 2.3.12 Si D = cl,c € C, alors la méthode de Jacobi coincide avec l’itération

de Richardson pour 6 := %, en effet,

c

1 .
Tyt = O (2, b) = Ty — D (Azpy — b) = 2, — E(Aa:m —b) = dFM (3, b).

En utilisant les définitions de M’ et N7 on trouve que la composante 332;+1 du vecteur

Tmy1 €St
i 1 " .
Tyl = a_ii(bi - Z 'aiszn)- (2.65)
J=1j#i

Il résulte de (2.65) que

D(®") = {A € My(C) :ay #0 pouri=1,..,N}. (2.66)
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Méthode de Gauss-Seidel

Elle est basée sur la décomposition A = W — R, en prenant W =D — E et R = F.
On note ®° litération de Gauss-Seidel, ses matrices sont données par la proposition

suivante.

Proposition 2.3.13

(a) Les matrices des formes normales de Uitération ®%5 (x,b) = Mz + NSb sont
M =(D-E)'F N =(D-E)" W% =D-E. (2.67)

(b) ®C5 € L est algébrique et D(®S) = {A € Mn(C) :ay; #0 pouri=1,..,N}.

Preuve

(a) D’apres la deuxieme forme

Tyt = 95 (20,0, A) = 2, — (D — E) ' (Az,, — D)
=(I—-(D—-E)'Az, —(D—-E)"=(D-E)YD—-FE— Az, —(D—-E)""
=(D—E)'Fx,, — (D - E) b

Ce qui traduit (a).

(b) 11 est claire que M et N sont des fonctions explicites de A, d’ott &5 est

algébrique. De plus selon (2.68), il faut que ay; # 0, pour que la méthode ®“5 soit bien

définie. (]

Les composantes de la suite générée par Gauss-Seidel se donnent par

i—1 n
$m+1 = (L_ |:bl — Z al-jxinﬂ — Z Clijl"zn:| s 1= 1, N. (268)
i =1

j=i+1
Remarque 2.3.14 La méthode de Gauss-Seidel differe de celle de Jacobi par le fait qu’a
Vitération (m +1) les valeurs ), j = 1,1 — 1 (déja calculées) sont utilisées pour mettre
a jour la solution. Par contre la méthode de Jacobi doit stocker en mémoire toutes les
composantes des vecteurs x,, et T, 1, ce qui rend l'itération de Gauss-Seidel plus avan-

tageuse.

Théoreme 2.3.15 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors la

méthode de Jacobi et de Gauss-siedel est convergente pour tout xg

Méthode de relaxation

L’itération de relaxation que I'on note ®5°R (successive-Over-Relaxation) est une

méthode basée sur celle de Gauss-Seidel, en considérant la décomposition A = (g —

E)+ (D - g — F), ou w # 0 est le parametre de relaxation, alors le systeme Az — b s’écrit

r = (g —E) (F+ (i —1)D)x + (g —E)"b (2.69)
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L’algorithme de relaxation est

o donnée
: : = n : 2.70
Ty = (1 —w)zy + - [bi =2 AThyy — 2 aijxﬂ- (2.70)
Jj=1 Jj=i+1

Remarque 2.3.16

(1) Les itérés i}, générés par (2.70) s’écrivent également sous la forme
i i i
T = (1 — w)ap + wa g,

ot T}y (4 droit) est donnée par la méthode de Gauss-seidel.
(2) D(®3OR) = {A = (a;;) € M,(C) : a;; # 0 pouri=1,..,N}.
(3) ®SOR est appelée "Sous-Relaxation” si 0 < w < 1, et "Sur-Relazation” si w > 1.

(4) Siw =1, &R coincide avec 5.

Proposition 2.3.17 (a) Soit A = D — E — F décomposée selon (2.60), les matrices

associées a la premicre et la deuziéme forme normale de ®5°F(x,b) sont
L1 = M5Oz, + NIOFp (2.71)
M59F = (D —wE)Y ™ {(1 —w)D +wF} = (I —wL) (1 —w)I +wl)} (2.72)
N" =w(D - wE)™ =w(l —wL)™'D™! (2.73)

o
L:=D'E, U:=D'F (2.74)

et la matrice de la troisieme forme normale est
WE0R — =Y (D —wE)=w'D - E. (2.75)

(b)Pour tout w, litération ®5°F(x, b) € L est algébrique.

Preuve
(a) On a
D 1- D
5OR =t = (5 = B)N(F + ——D)an+ (S — E) ',
w w w
1 l—w 1
=(—(D—-F 71F —D m —(D — Eilb
(w( NHEF + » ) +(w< wE))™b,

1—
—w(D—E)NF+ TwD)xm +w(D — wE)™',
=(D—-E) " wF+ (1 —-w)D)zy +w(D—wE)™'b,

donc, d’apres (2.71)

MEO" = (D= E) MwF +(1-w)D} et NSO =w(D-wE)™".
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D’autre part, on a
WEOR — (N5O®)= — (w(D —wE) ™)' =w™ (D -wE)=w™'D — E.

(b) 11 est clair que M et N sont des fonctions explicites de A et comme la méthode est

linéaire alors ®3°F est algébrique. [

2.3.3 Convergence de Jacobi, Gauss-Seidel et relaxation

Le résultat principale de convergence des itérations linéaires est donné par le Théoreme
2.2.8. Ce résultat est valable pour toute matrice quelconque A. Dans cette section, on
s'intéresse a étudier la convergence des trois ces méthodes avec quelques hypotheses sur

la matrice A.

Itération de Jacobi

Théoreme 2.3.18 Une condition suffisante de convergence de l'itération de Jacobi est

A et 2D — A sont définies positives , c’est-a-dire 2D > A > 0. (2.76)
Dans ce cas, la convergence est monotone par rapport a || - ||a et || - ||p
p(M) = M| 4 = [M*|p < 1. (2.77)
Preuve.
On sait que W72 = D, donc il suffit d’utiliser le Théoréme 4.1.5. n

Itération de Gauss-Seidel

Théoréme 2.3.19 L’itération de Gauss-Seidel converge pour les matrices définies posi-

tives. La convergence est monotone par rapport a la norme ||.||a :
(M) < M54 < 1. (2.78)

Preuve.
Comme A > 0 alors, les entrées diagonales de A sont strictement positives (car (Ae;, e;) =
ai; > 0 olt (e;); est la base canonique de RY), donc D > 0. De plus, E¥ = F puisque A

est hermitienne. Il s’ensuit que
WS WS =D-E+(D-E¥=2D-FE-F=D+A>A>0,
par conséquent, la condition (4.25) est satisfaite, donc l'itération de Gauss-Seidel est

convergente selon le Théoreme 4.2.3. n

Comme l'itération de Gauss-Seidel est un cas particulier (w = 1) de l'itération de la
méthode de relaxation, nous allons établir d’autres criteres de convergence et des estima-

tions seulement pour la méthode de relaxation.



2.3. METHODES ITERATIVES CLASSIQUES 37

Méthode de relaxation

Lemme 2.3.20 (Kahan [2])

Pour toute matrice A € D(®OR), l'inégalité suivante a lieu :
p(MSOR) > |w — 1| pour tout w € K. (2.79)

Par conséquent, |w—1| < 1 est une condition nécessaire pour la convergence de relaxation.

St w est réel, cette condition est équivalente a 0 < w < 2.

Preuve.
Soient \; ...\, , les valeurs propre de M59F alors
- D 1 D 1-—w
det (M5 = | | | \i| = |det(=—E) " (F+=D)| = |det(— — E)'det(F +(——)D
et (M) = | [T M| = [det( — £)7 (P4 D) = |det( — B) det(F+ (~—)D)]
Il est clair que les matrices (% —E)tet F41 —*#D sont triangulaires dont les entrées
diagonales sont respectivement Sl & —ay, donc
a’ZZ
B i w S l-w wl—-w
H Qg | = — Q5
azz w Q;; W
=1 =1 =1

ﬁH‘M’—H‘l—w‘ 1—w}

donc
n

[T p50%) = T M| = 1 = w|" = p" (M5O > |1 — w|"
i=1 i=1
d’ou
p(MEOR) > |1~ .
On sait que SOR est convergente si et seulement si p(M5°R) < 1, la derniere inégalité

demande & |1 — w| qu’il soit inférieure strictement & 1. Il est clair que si w € R, alors
l-w<lel<w<?2.

L’inégalité |1 — w| < 1 est une condition nécessaire de convergence de SOR. Cette

condition devient suffisante sous certains hypotheses.

Théoréme 2.3.21 (Ostrowski[6]) Supposons que A soit définie positive divisée sous la

forme
A=D—-E—-FE" (2.80)

Supposons aussi que
0<w<2, (2.81)



2.3. METHODES ITERATIVES CLASSIQUES 38

alors litération de relaxation (2.71) est convergente de fagon monotone par rapport a

-1l
p(MGOT) < [ MGOH|la < 1. (2.82)

Au lieu du Théoreme 2.3.21, nous allons donner un résultat similaire mais plus général.

L’idée consiste a affaiblir les conditions (2.60).

Corollaire 2.3.22 Soit A > 0 se décompose sous la forme (2.80) avec

E € My (K) arbitraire
D € My (K) définie positive .

On suppose que (2.81) soit vérifiée, alors, la méthode de relaxation est convergente. De

plus (2.82) est satisfaite et (D — wkE) est réguliére.

preuve.
On a WiO" = 1D — E, donc

2

W

2

WEOR + (WEOR)H D—FE—_EH (220) A+ (; _

1)D.
.. 2 o2
La condition (2.81) assure que — — 1 > 0, par suit (— — 1)D > 0, donc
w w

2
WSEOR 1 (WSORYVH — A 4 (; —1)D>A>0,

ce qui traduit la convergence de SOR et I'inégalité (2.82) selon le Théoreme 4.2.3. La
définition de l'itération de SOR exige la régularité de D —wE (voir (2.69). Cette régularité

a été établie dans la preuve du Théoreme 4.2.3.

Remarque 2.3.23 La vitesse de convergence de la méthode de relaxation est liée au choix
du parametre de relaxation w. On ne peut pas donner des réponses satisfaisantes a la
question du choix du paramétre optimal wep, (c’est a dire, pour lequel le rayon spectral est
le plus petit) seulement dans des cas particuliers (par exzemple la matrice A est tridiagonale
[7]). On se référe a [8, 9] pour plus de détails.



Chapitre 3

Algebre des itérations linéaires.

La plus part des méthodes itératives intéressantes et connues sont construites a partir
des itérations simple par des opérations algébriques élémentaires. Cette construction est
justifiée par le fait que I'’ensemble des itérations linéaires £ forme un algebre, c-a-d, il
y a quelques opérations définies sur L. Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier les
opérations majeures sur L : addition, produit, ... etc. On étudie également d’autres
concepts comme la symétrie, damping en donnent les propriétés et les matrices définissant
chaque opération. En utilisant ces opérations, on peut construire des nouvelles itérations

(méthode semi-itératives, méthode de gradient conjugué,. .. etc).

3.1 Itération adjointe, symétrique et définie positive

Dans cette section on donne les définitions des trois itérations : adjointe, symétrique et
définie positive), avec quelques exemples. Donc il sera important d’exprimer la dépendance
des matrices M, N, W avec la matrice principale du systeme Ax = b. Par conséquent, nous
utilisons les notations explicites Mg[A], Ng[A], et Wo[A] introduites dans le deuxieme

chapitre.

3.1.1 [Itération adjointe

Définition 3.1.1 Soit & € L définie par ses matrices Mg[A], No[A], et We[A]
O(x,b,A) = x — No[A](Ax — D).
L’itération adjointe ®* € L de @ est définie par :
O*(,b, A) == = — (No[AT]))" (Az — b). (3.1)
La matrice de la deuzieme forme normale de ®* est :
No-[A] = (No[4"])", (32)

39
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et la matrice d’itération de ®* est
Mg-[A] = I — Ngw[AJA = T — Ng[AT)TA = (I — AT N4[A™])".
Si N+ est réguliere, sa matrice de la troisiéme forme normale est
HN\H
We-[A] = (Wa[A"])".

1l est clair que
D(®*) := {A € My(K) : A" € D(®)}.

Remarque 3.1.2
L’itération ®* est appliquée au systéme Ax = b, ce qui justifie les notations Mg« |A], Nox[A]
et Wa-[Al.

La définition de ®* implique les égalités suivantes

o™ = @, (3.3)
Mg [A] = A~ (Mg[AT))" A, (3.4)
p(Ma-[A]) = p(Ms[A™]). (3.5)

En effet, on a d’apres (3.1)
O*(2,b, A) =z — (Ng[AT]))" (Az — b).
donc

O (2,0, A) = & — (No-[A"])T (A — b) = & — ((No[(AT)])T)" (Az — b)
=1 — Np[A](Ax — b) = ®(z,b, A).

Mg [A] = (I — AT Ng[AT))" = <1 — AT((1 - M¢[AH])A‘H))

— (I = I+ AT M[AT] A=)

— A7 (Mg[AT)) " A.
D’apres (3.4), les matrices Mg«[A] et (Mg[AT])H sont semblables, donc
p(Ma-[A]) = p(Mo[A"]") = p(Ma[A™]),

alors, la convergence de ®*(-,-, A) n’a pas besoin d’étre analysée si la convergence de

(-, -, Af) est connue.
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Itération adjointe de Gauss-Seidel et SOR
On suppose que la matrice A? soit décomposée sous la forme
AP = D[A"] — E[AT] — F[A"],

ot D[A®], E[Af] et F[Af] sont celles dans (2.59) mais lié & A#. La décomposition (2.59)

implique

ce qui justifie
D[A"] = D[A)®, E[A"] = F[A]", F[A"] = E[A]".

Si la partie diagonale D[A] est réelle, l'itération adjointe de Gauss-Seidel est
95 (2,1, 4) = & — (NS (A" (Aw — ) "2 0 — (D[] = B[A™))~"(Az 1)
— o — (D[AI" — FIAJ#) ™ (Az — b) = = — (D[A] - F[A])™"(Az — b),

par conséquent
N9 = (D~ )™ = (D|A] = FA)™
la matrice d’itération est
MES[A|=T1-N“"A=I—-(D-F)'A
=(D-F)YY D—-F—-A)=(D—-F)'E.

On déduit que ®95" s’obtient par celle de Gauss-siedel ®“5 en échangeant simplement
les roles de E et F' . Les définitions de E et F' montrent que les composantes z},i = 1, N
calculées par ®%°" se donnent par I'ordre inverse de celles calculées par S5 c-a-d |

xy, JcZ’l, z; . Cette itération s’appelle I'itération backward
P = S, (3.6)
Remarque 3.1.3 De facon similaire a celle utilisée dans ®57, on trouve que
M3 = (D —wF) {(1 —w)D+wE} et QPR =IO (3.7)
En effet,

MZOT A} =T — NZPW[AJA = (I — ATNGOR[AT)H = (I — AMw(D[A"] — wE[AT]) ™"
= —w(D-wF)T AT =T - w(D-wF)™'A
= (D~ wF) (D~ wF —wA) = (D~ wF) (1 -w)D + wE).
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3.1.2 Itérations symétriques

Définition 3.1.4 (Lyy )
® € L est dite symétrique si
o = P~

L’ensemble des itérations symétriques est notée par Ly, .
En utilisant la définition de ®*, on obtient la caractérisation
® € Lym < N[A] = N[A"]" (& Ng- = No)  pour toute A € D(®), (3.8)

en effet

b ecLym &0=0"
& 2 — N[A|(Az — b) = v — N[AT]" (Az — b),V2,b, A
& N[A] = N[AT)H.

Remarque 3.1.5 Si ® € Ly, et A€ D(P), alors
A= A" = N[A] = N[A)". (3.9)
Lemme 3.1.6 Supposons que D(®) ne contient que les matrices réguliéres, alors
O € Logm < (M[AJAT)T = M[AT A,

Une conséquence particuliere est

Preuve

On a

(M[AJA™HYT = M[AT|A™T & AT M[A)T = M[AT]AH
e ATH(I — N[AJA)T = (I — N[AT] AT )A~H
& A N[AT = A~ — N[AT]
& N[A)T = N[AY]
& N[A] = N[AH)H
8)

o e Lym.
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Exemple 3.1.7

(a) L’itération de Richardson avec 0 réel et Jacobi sont symétriques. En effet, on a

O (2,0, A) = 2 — O(Ax — b)

= ONN (1, b, AT = 2 — 0(AT2 — b)
= NP [AR] = 01

N (NoRich [AH])H 9k o1 — NaRich 4]

= O symetrique

ausst, on a

Plac (.Z', b, AH) = — Dil[AH] (AHx - b)
= N7 [Af] = D7Y[AY] = diag {1/a;}
N (NJac [AH])H _ diag{l/aii} = D—l[A] = NJac [A]

(b) L’itération de Gauss-Seidel n’est pas symétrique.

1 1
Considérons le contre exemple suivant, on prend A = ( 0 ), donc

AH:<—@' O),D[AH]:(_i 0>,E[AH]:( 0 0)7
1 — 0 —i 1 0

w%vwwtaDMﬂ—EMﬂrH=<‘i];)

GST a1 _ B S0 (o0 _[—io0
NS [4] = (D[A] ~ ELA) [(0¢) <OO>} <O ﬁ>,

ce qui traduit la non-symétrie de S .

alors

Lemme 3.1.8 57 ® € Ly, et A >0, alors
® converge = N > 0.

Preuve
On suppose que ¢ soit convergente, alors p(M) < 1. On sait que

N >0« N=N"et spec(N) C R%

donc
N n’est pas définie positive < N # N ou spec (N) ¢ R
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On suppose que N ne soit pas définie positive, comme A¥ = A donc N¥ = N (selon

(3.9)). Alors N a au moins une valeur propre négative. On pose
M:=A:MA= = As(] — NA)A® =] — AN Az

alors, M et M sont semblables, de plus ,A%N A a au moins une valeur propre négative.
En combinant avec le fait spec (M) = spec (]\/4\) = {1} — spec {A2N A2}, on déduit que
p(M) > 1. Ce qui contredit p(M) < 1, donc N > 0.

Remarque 3.1.9
Soit A >0, ® € Ly, implique que (Mx,y) 4 = (x, My)a, pour tous z,y € KV, ot (-,")4
est le produit scalaire défini dans (1.17), en effet

= (Az,y) — (AN[A]Az, y)

DELaym
A>0

= (Az,y) — (N[A]" Az, Ay) = (Az,y) — (Az, N[A]Ay)
= (Az, (I — N[A]A)y) = (z, My) a.

(Az,y) — (AN[A]" Az, y)

3.1.3 Itérations définies positives

Cette classe des itérations exige des conditions supplémentaires plus fortes. Ce qui la

rend une classe particulieres de celle des itérations symétriques.

Définition 3.1.10 (L)

® € L est définie positive si elle est symétrique et vérifie
A>0= N[A] >0 pour toute A € D(P).

lensemble des itérations définies positives est noté par Lpos C Leym -

L’équivalence entre la positivité de N et celle de W (car W = N~') nous permet de

remplacer I'implication ci-dessus par

A>0=W[A] >0 pour toute A € D(P).

Exemple 3.1.11
(a) Litération de Richardson avec § > 0 est définie positive (NSN[A] = 01 > 0 si 0 > 0).
(b) L’itération de Jacobi est définie positive. En effet

A>0=D>0< N* =D71>0

(c) St ® € Logm est converge pour toutes les matrices définies positives A € D(P), alors
O € Lyos (il suffit d’utiliser le Lemme 3.1.8).
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Définition 3.1.12 (Lem;)

Une itération ® € L est dite semi-définie positive et on note ® € Loem; St
A>0= N[A] >0 pour toute A € D(®).
Notons que : Lyos C Lsemi C Lsym C L.

La définition d’une itération (semi) définie positive se donne avec une condition qui semble
un peut fort sur la matrice A (A > 0). En affaiblissant cette condition, on va introduire

la définition suivante

Définition 3.1.13 (L)

Une matrice A € D(®) est dite directement définie positive si
A réguliére = N[A]A > 0. (3.10)
Cette classe des itération est notée par L.

Remarque 3.1.14
(a) L’un des ensembles Lo €t Lo ne contient pas Uautre. St ® € L5 et D(P) > A >0,
alors

N[AJA = AN[A] = N[A]A > 0,

11 suffit de justifier linclusion spec (N[A]A) C RY..Comme ® € Lyos et A > 0 alorsN[A] >
0. De plus N[A] et A commutent, donc d’aprés le Théoréme 1.2.4 assure l'ezistence d’une

matrice unitaire Q) telle que
QYN[AJQ = diag M(N[A])) =T, Q"AQ = diag (MA)) = S,
alors

N[AJA = (QTQ™)(QSQ™) = QTSQ".

Les wvaleurs propres de N[A|A sont celles de T'S qu’est une matrice diagonale, dont la
diagonale est formée par le produit des valeurs propres de A et N[A]. Comme N[A] > 0 et
A >0, alors ces valeurs propres sont strictement positives, et par conséquent N|[A]JA > 0.
(b) Si A>0 et >0, alors X € Lo car (NA)T = (A) =0A=NA

NZ0oetA>0= spec (NA) C R7,.

(c) Si N et A commutent avec A > 0, alors ®1%¢ € L.q. En effet, on a 1% € L, alors,
d’apres (a) ¢ € L.
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Exemple 3.1.15 Un exemple d’une itération directement définie positive est due de choix
N[A] = A c’est-a-dire

d(z,b,A) =1 — A" (Az —b), VA€ D(®)={A régulicre }. (3.11)

Si A est réguliere, alors N[AJA = A® A. La matrice A™ A est définie positive (voir Corol-
laire 1.4.5).

Remarque 3.1.16 Soit ® ["itération associée au systéme Ax = b, donnée par
Tyt = O(1,,,0,A) = 2 — A" (Az —b). (3.12)
L’itération damped ®y (appelée itération de Landweber [14]) est
Tyt = Py(Tm, b, A) = 2, — VA" (Az — b) = 1, — I(AT Az — ATD),

alors
Dy(-,b, A) = dRIN (. AHp AH A),

3.2 Itérations linéaires damped
Définition 3.2.1 Soit ® € L une itération définie par sa deuxieme forme normale
Tma1 = ®(zp, b, A) =z, — N(Az,, — 1),
et soit ¥ € K, litération damped de ® que l'on note Oy ou (¥ - ®) est définie par
Tmi1 = Po(Tm, b, A) =z, — IN(Azy, — b). (3.13)

Les matrices de ®y sont notées par

1

Mo, [A] = I = ONo[A]A, No,[A] = UNa[A], Wa,[A] = < WA

L’opération qui a chaque ®, associé Oy est appelée damping.

Proposition 3.2.2

(a) Damping est associatif : 01 - (Vg - ) = (V102) - @ pour tous V1,92 € K.
(b) (9 ®) =10 - D pour tout 9 € K.

(c)[(P* =D = (V- P)*=0 D) =V eR.

(d) Si® € L s etV >0, alors V- € L 5 .

(e) Si V€L somi etV >0 alors V- P € L o -
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Preuve
(a) On a
791'(192'(13):191'(1)1922191'\112‘1/191,

avec U = &y, , alors
U(z, b, A) = Oy, (2,0, A) = x — 9 N(Azx — b),
donc

191 . (192 . @)(ZL’, b, A) = \I]ﬂl(I,b, A) =T — 791(192]\7)(1413 — b) =T — (191192N)(AJ] — b)
= By, g, (2,0, A) = (9102) - Oz, b, A).

(b) On a

(0 - ®)*(z,b, A) = ®}(2,b, A) = v — Ng, [AT]" (Az — b)
— 2 — (INo[AT)) " (Az — b) = 2 — T(No[A)) " (Az — )
=10 (x,b,A).

(c)

<) Supposons ¥ € R, donc ¥ = 9. Si ®* = @, alors
(V- D) =0J-* =9

=) On a
Pr=0= V- 0) =0 0= =09 d=>9-d=10-0.

Alors, pour tous z,b € K¥, A € M (K)

9 ®(z,b,A) =10 - B(x,b,A) = v — INg(x,b, A) = x — INg(Ax — b)
= (U —9)N(Az —b) =0
=J=9<9ck

(d) On doit montrer que @, est symétrique et
A > 0= Ng,[A] > 0.

On a ¥ > 0, donc ¥ € R, alors d’apres (c), la symétrie de ® implique la symétrie de ®y.
Si A > 0, alors Ng[A] > 0 (car @ est définie positive), mais Ng,[A] = INg[A] et ¥ > 0,
donc Ng,[A] > 0. =

Remarque 3.2.3 L’itération ®y est définie également par

Gy(x,0,A) = (1 — )z +I9P(x,b, A).
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En effet, on a

Gy(x,0,A) =2 —IN(Az —b) = — IN(Ax — b) —Jx + Iz
=(1—-9)x+9J(x— N(Az — b))
= (1 —-9)x +9P(z,b, A).

L’expression 9@ (x,b, A) est différente de celle qui définit ’itération damped ¥ - ®.

L’itération damped se voit comme une méthode qui dépend d'un parametre ¥ € K.
Le choix de parametre optimal ¥, se fait selon les criteres suivants :
e Le rayon spectral : ¢ ,py doit minimiser p(My).
e ) ., minimise une certaine norme ||Myl|.
e Si p(My) et ||My|| sont bornées supérieurement par une fonction ¢(¢), on cherche un
Uopt tel que @(Pqpt ) soit le plus petit possible. Une réponse est donnée dans le Théoreme
2.3.8.

3.2.1 L’itération damped de Jacobi

D’apres ce qui procede, N7 [A] = D!, alors l'itération damped de Jacobi notée @3¢

se donne par
Tyt = PP (2, b, A) = 2, — 9D Az —b) (¥ € K). (3.14)

On verra dans le dernier chapitre que chaque itération damped n’est que l'itération de
Richardson associée au systeme N Az = Nb. Une condition de positivité (spec (NA) C
R, ) sera nécessaire pour appliqué le résultat de convergence de Richardson. Dans ce cas,
la condition suffisante de convergence de Jacobi 2D — A > 0, établie dans le Théoreme
4.2.3 sera remplacée par un parametre ¢ bien choisi. Ce parametre vérifie (voir Théoreme
4.2.2)

0 <9 < 2/Amax(DA). (3.15)
Remarque 3.2.4 L’itération damped de la méthode de relazation que l’on note 9 - 5O
s’appelle la relazation accélérée AOR (Accelerated Over-Relaxation). Il est clair que ¥ -

OSOR dépend de deux parametres ¥ et w. Pour plus de détails sur cette itération, on se

référe a [1].

3.3 Addition des itérations linéaires

Définition 3.3.1 Soient ®, ¥ € L deux itérations définies par leurs matrices Ng et Ny.

La somme ® + VU est définie par

(@ + W) (2,b) := & — (Ng + Ng)(Az — b).
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Notons que (® + V) (z,b) # ®(x,b) + V(z,b), en effet

(® + V) (z,b) = x — (No + Ny)(Ax — 1)
=x — Ng(Ax —b) — Ny(Az —b) + = — x
= (z — No(Az — b)) + (x — Ny(Az — b)) — x
= ®(x,b) + U(x,b) — .

L’idée principale est que les termes Ng(Ax —0b) et Ny(Ax—b) peuvent avoir des propriétés
différentes, mais complémentaires, cela rend leur somme meilleure que chaque terme a

cote.

Lemme 3.3.2 Les propriétés suivantes ont lieu :

(a) (V1 -P)+ (Vg P) = (V1 +10s) - D.

(b)) (P+V)= (0 -D)+ (V).

(c) (& + V)* = O 4 U™,

(d) L’élément neutre de l’addition des itérations est litération identité ®°(z,b, A) = x.

(¢) Myso|A] = My[A] + My[A] - I.

Preuve.

(a)

(01 @ + 0y - ®) (2, b, A) = (Bgy + Do) (, b, A)
=2 — [Ns,, + Ns, |(Ar — D)
=x — [U1Ngp + U2 Ng](Az — b)]
=2 — N Ne(Ax —b) — 99Ng(Ax — b)
=z — (V1 +Y2)Ne(Azx — b)
= (V1 +Vs) - D(x,b, A).

(b)

V- (D4 W) (2,0, A) = (&4 V)y(z,b,A) = 2 — I[Ng + Ny|(Ax — b)
=z — [UNg + INy|(Az — 1)
=2 —[No, + Ny, |(Az — )
= (Py+ Uy)(z,b,4) = (9 - ®)(2,b, A) + (V- U)(z,b, A).

(® + W)*(z,b, A) = 2 — (Ng[AT] + Ny [AT]) (Ax — b)
=2 — (No[A"]" + Ny [A"]")(Azx - b)
=12 — (Ng+ + Ny« )(Ax — b) = (D" + U*)(z,b, A).
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(e)
Mayo[A] = I — Noyu[AJA = I — (Na[A] + Ne[A]) A
= (I — Ng[A]) + (I - Ng[A]) — I
= My[A] + My[A] — 1.

Il résulte de (e) que
spec (Mg g) = spec (Mg + Myg) — {1}.

Alors

M. = max A—1],
p( (D—HIJ) A€spec (Mg+My) | |

d’ot, la convergence de ® et W n’est, ni suffisante ni nécessaire pour la convergence de
D+ .

La somme des itérations convergentes peut devenir divergente, puisque le parametre de
damping ¥ peut quitter l'intervalle de convergence (voir par exemple (3.15)). D’autre
part, la somme des itérations divergentes peut étre convergente. La proposition suivante

montre que certaines sommes sont convergentes.

Proposition 3.3.3 Soit A > 0 et soit ®;,i = 1,n une famille des itérations linéaires
telles que

®;(x,b,A) =x — N;(Ax —b) avec N; > 0,i =1,n.

Pour w; €]0,2/p(N;A)[, on définit l'itération

1 n

C’est-a-dire
O(z,b,A) —x——ZwZ (Ax — D).

Alors, litération ® est convergente si et seulement St

ﬂ ker(N;) = {0}. (3.16)

Preuve.

=) Par l’absurde, supposons que ® soit convergente et (3.16) soit fausse, alors
Jw £0: 2 € ker(N;),Vi = T,n = ker(N;) # {0},¥i = T,n "2 ker(Ng) # {0}.

Le Lemme 2.2.9 implique que ® est divergent, ce qui contredit 'hypothese.
<) On applique le Lemme 1.4.3 sur N; > 0 et A > 0, on obtient
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Par la somme on trouve
1 & 1 — w;<2/p(N; A)
S No nzw _(HZWP( )) ( )

i=1 i=1

Il suffit de montrer que Ng > 0, afin qu’on puisse utiliser le Théoreme 4.1.5. Comme
(3.16) est vraie, alors
Vo # 0,3y € 1,n: Njyx # 0,

donc, pour tout z € KV

(Nopx,x) = ZwZNxx >—<Nxac) 0,

alors Ng > 0. L'inégalité (3.17) devient

1
0<N¢<2A*1:>§N;1>A>0

= 2Ws > A > 0.

3.4 Produit (composée) des itérations

Les opérations que I'on a vu précédemment (damping et 1’addition) sont définies via
les matrices Ng et Ny. Par contre, on va voir que le produit sera défini par les matrices
Mq> et M\p

3.4.1 Définitions et propriétés

Définition 3.4.1 Soient ®,V € L, le produit (la composée) de ® et ¥ noté ® o U est
défini par
Tims1 = (P o U)(xy,, ) := O(¥(xp,b),b). (3.18)

D’apres cette définition, le produit peut se voir comme la composée de ® et V.

Proposition 3.4.2
(a) Si ® et U sont consistantes, alors ® o W [’est aussi.

(b) Les matrices des itérations de ®, W et & o U sont liées par
Mooy = Mo My, (3.19)

et par suite
p(Maow) = p(Myos).
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(c) Si ® est consistante, alors la matrice de la deuziéme forme normale Neoy se donne
par
Nooy = MeNy + No = No + Ny — N ANy. (3.20)

(d) Soient We, Wy et Weoy les matrices de la troisiéme forme normale de @, et ® o W
respectivement. Supposons que Ng et Ng et Ny soient réguliers, si W — Wy — A est

singuliere, alors ® o U est divergente, sinon
Waow = Wy (W + Wy — A) "' W (3.21)

Preuve.
(a) Supposons que ® et W soient consistantes, c’est-a-dire pour toute solution z* du

systeme Az = b, on a ®(z*,b) = x* et ¥(z*,b) = z*, alors

(PoW)(x*) = P(V(x*,b),b) = P(z*,b) = 2.

(b) on a
(CI) o \I’)(SU, b) = M@o\pflf + N@o\pb = (I)(\If(l’, b), b) = (I)(M\pSC + N\pb, b)
= M@M\pl‘ + (M@N\I/ + Nq;)b, Vr € KN,
donc

M<I>M\II = M<I>o‘ll~

(c) La partie (b) montre que Ngoy = MeNy + Ng. La consistance de ¢ implique
Mg =1 — NgA (voir Théoreme 2.2.4) |

donc
N@O\p = M@N\p -+ Nq) = N\p — N@AN\I; + Nq).

(d) La régularité de Ng et Ny garantit 'existence de We = qul et Wy = N\Ijl. En tenant
compte de (3.20) on obtient

Noow = Wal + Wot — Wt AW = Wit (We + Wy — AW,

La singularité de Wy + Wy — A implique la singularité de Ngoy (parce qu’elles sont
semblables et 0 € spec (Wg + Wy — A)), par conséquent ker(Neow) # {0}. On conclut,
d’apres le Lemme 2.2.9 que ® o ¥ est divergente. Si (We + Wy — A) est réguliere, alors

Ngoy 'est aussi, et

Waow = Noly = Wo(We + Wy — A) "W,



3.4. PRODUIT (COMPOSEE) DES ITERATIONS 53

Remarque 3.4.3
(a) La convergence de @ et W n’est ni suffisante ni nécessaire pour la convergence de PoW.

(b) Une condition suffisante pour la convergence de ® o W est
[Ma| <1, et |[Myll <1,
ot l'une des inégalités strictes ' <' peut étre remplacée par’' <'.

L’utilisation du Théoreme 2.2.12 et I'inégalité ||MeMyl|| < ||Msl||||My]|| garantit (a).
La partie (a) est démontrée par des contres exemples.
Le premier exemple montre que ® o W peut diverger, malgré la convergence de ® et W.
1 2
0 —2
-1l . Puisque les valeurs propres sont —- et
1 V2

2
\’/—%, alors p(Mg) = \% < 1 d’ou la convergence de ®.

-2 4
01 ) La matrice d’itération est My =

11
Soit A = ( Lo > , la premiere itération ® est définie via Wg = ( ) . La matrice

d’itération est My = I — Wy'A =

La deuxieme itération ¥ utilise Wg = (

=1 1

I-Wi'A= ( 21 i ) Les valeurs propres de My sont 0 et %, alors p(My) = %, dou
U est convergente.

1 -1
-1 1

propres sont 0 et g donc p(MeMy) = g > 1, c’est-a-dire l'itération composée est diver-

La matrice d’itération du produit ® o U est Mo My = % ( ), dont les valeurs

gente.

Le deuxieme exemple est I'itération de Kaczmarz ®%2¢ [15]. Cette itération est le produit
de plusieurs itérations divergentes. L’itération de Kaczmarz est toujours convergente pour
toute matrice A réguliere. Une étude détaillée de cette itération est donnée aussi dans [5].

Les propriétés algébriques du produit font I'objet du lemme suivant.

Lemme 3.4.4

(a) L’élément neutre du produit est litération identité ®° donnée dans le Lemme 3.3.2 :
O=00P’ =90 P.

(b) Le produit est associatif

(PoW)oQ=Po (Vo) pourd, ¥ Qe L.

(c¢) Le produit n'est pas distributif par rapport a l'addition mais, on a

"

(D +D)oU=(DoW)+(d oW)-T, &, & VecL,

Do (W +0¥")= (oW + (PoV) -, & ¥ ¥ eL
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Preuve.
(a) On a

d o CI)O(:c,b) = @(Qo(sc,b), b) = ®(x,b),
et

P o O(x,b) = <I>0(<I>(x, b),b) = ®(z,b).
(b)

((® o W) oQ)(z,b) = (P o W)(Qz,b),b) = P(¥(Qz,b),b), b)
= ®(VoQ(z,b),b) = (Po(Vo))(z,b).

(2" + ") 0 W) (z,0) = (D" + @) (U(z,b),b)

' (U(x,b),b) + " (¥(x,b),b) — ¥(x,b)
= (2 oW )( b) + (@ 0 W)(x,b) — U(x,b)
((

/

!

(D o)+ (" 0 W) — ¥)(x,b).

/

®o (U +0")(z,b) = B((V + ¥')(z,b),b)
= O(V (x,b) + U (x,b) — z,b)

YL B (W (2,b),b) + B(U" (z,b),b) — (x,b)

= (P o W) (z,b) + (P o U")(z,b) — ®(x,b)

= ((PoV) + (Do U" — d)(x,b).

3.4.2 Construction d’itérations symétriques

Définition de o5Y™

Beaucoup des itérations importantes comme Gauss-Seidel et relaxation ne sont pas

symétriques. Le produit des itérations s’impose comme un outil important qui ne permet

de symétriser ces itérations. L’'importance de la symétrie est due du fait que plusieurs

itérations connues et efficaces sont construites a partir des itérations symétriques (la

méthode semi-itérative de Chebychev, ...).

Lemme 3.4.5 Le produit ® oV satisfait (P o ¥)* = U* o d*,

Preuve.
La définition (3.1) et (3.2) dit que (® o ¥)* est caractérisée par

N@ow)+[A] = (Niwow)[A"])".
D’autre part, la définition de Ngoy[A] dans (3.20) implique que

(Nooy[AT))H = (No[A"] + Ny[AT] — No[AT) AT Ny [AT)) "
= (Na[AT)T + (No[AT)T — Ny [AH]7 A(No[AF])H
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en utilisant (3.1), (3.2) et (3.20), on obtient
(Naow[AT]) = Ng+[A] + Ny« [A] — Ny [A]ANg-[A] = Nysoa-[A].

d’ou
N(CbolIl)* [A] - N\I,*quk [A],

par conséquent
(Po W) =T* o d*.
Pour symétriser une itération ® € £, on considere I'itération
OV = ®* o P. (3.22)

Théoreme 3.4.6

(a) ®Y™ est une itération symétrique, @™ € L g, et s’appelle Uitération symétrisée de
.

(b) Soit ® € L associée a N[A] et W[A], on utilise les notations

N := N[A], N := N[AT)H et W := W[A|,W .= W[A")H

en supposant que les inverses W = N~' W' = N~ et (W + W — A)~Y existent, alors

les matrices associées a D™ sont

M»™ = (] = N'A)(I —NA)=1— N¥"4,
N¥™ = N4+ N — N AN,
W™ = W(W 4+ W — AW

(c) Si A= A" alors
N/ _ NH,W, — WHstym — (Nsym)H’Wsym — (T/Vsym>H7

tandis que

AM™™ = (M)A,

Preuve.
(a) Selon le Lemme 3.4.5

((I)Sym)* — (@* o @)* — @* o @**’

et d’apres (3.3), on trouve
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(b)

Nsym = Ncpsym = NCI>*O<I> = Nq)* +N_ N(I)*AN
= N[A¥]H £ N — N[A#)H AN
— N +N - N AN.

M™™ = Mgeym = Mgeog = M- My
= (I — N[A¥)HA)(I — N[AJA) = (I — N'A)(I — NA)
—I-NA-NA+NANA=I—-(N+N —N AN)A
— [ — N¥™A.

OnaW = N""alors

N — W W WA =W W+ W — AW
—(WW+W —AW)™

d’ou
W = (NY™)" L = W(W + W — AW

Combinaison avec le damping

Pour relier le damping a l'itération symétrisée :
e On construit ™ = ®* o @ et ensuite on applique un damping sur &Y™ | le résultat est
(@Y™ )y =1 - Pyypy
e Au lieu de ®* o &, nous appliquons le produit a l'itération damped @y, c’est-a-dire
(Dy)¥™ = D o Dy.
e Nous pouvons méme combiner les deux approches, on obtient (®yg, )" = ¥a- (U1 - )™,
Notons qu’en général (&™), # ($y)¥™. Dans le cas ot A = A" (voir Théoreme

3.4.6), les matrices correspondantes a la deuxieme et troisieme forme normale sont

(N¥™)y = 9(N + N7 — NTAN),

1

(Wo™)y = SW(W + WH — A) W,

53

(Ng)™™ = =9(N + N* —9gN"AN),
(Wy)™™ = %W(W +WH A TTWH,

ot N et W = N~! sont celle qui définissent ® (sans damping).
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Implémentation
La définition de N*¥™ ne signifie pas que l'itération @™ doit étre implémentée via
Tmt1 = Ty + N (Az,, — b).

Parce qu’elle est couteuse. Alors, pour implémenter %™ | on suit la définition du produit

en tant que la composée de ®* et ®

L b).

Ty = Ly 1 = O(zp, b) = Ty = @*(Q:Wri,
Remarque 3.4.7 Comme les itération de Gauss-Seidel et SOR ne sont symétriques,

alors leur versions symétrisées sont intéressantes et données par

sym . 5GS GS sym .__ Fbackw SOR SOR
(I)GS T <I>backw od 7(I>wy T (I)w © CI)w )

cela revient a (3.22),(3.6) et (3.7). Donc d’aprés (3.22), on obtient

Bppe s = PO ¢f pPackwSOR _ SOR

3.5 Transformation (préconditionnement)

On a vu, dans le premier chapitre que la méthode de Richardson se considére comme
un prototype de toutes les méthodes linéaires et consistantes. Cette propriété s’obtient
par une transformation appropriée en passant a un autre systeme équivalent. La vitesse
de convergence des méthodes itératives dépend de certaines propriétés de la matrice du
systeme. Une facon d’accélérer la convergence est de transformer le probleme originale en
le préconditionnement a I'aide d’une matrice connue supposée inversible. Cette transfor-
mation agissant sur le rayon spectral de la matrice d’itération de sorte que le spectre du
la nouvelle matrice d’itération du nouveau systeme soit contenu dans une région suffisam-
ment petite. Alors, le nouveau systeme a résoudre est équivalent mais 1’objectif est que la
nouvelle itération soit plus rapide. On s’intéresse dans cette partie a définir les différentes
types de transformations en donnant les propriétés majeures de cette opération sans passer

par I’étude de la convergence ( ainsi que la vitesse de convergence) du systeme transformé.

3.5.1 Transformation a gauche

Définition 3.5.1 La transformation a gauche consiste a multiplier les deuzx cotés du
systeme

Ar=b
par une matrice réquliere T, afin d’avoir un systeme équivalent
TyAx = Tgb. (3.23)

que [’on note A.
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Pour étudier le nouveau systeme transformé, on utilise deux approches. L’approche
naif consiste & calculer A et b puis étudier les systemes (3.23) indépendamment de (2.1). Le
deuxieme tient compte au systeme originale en essayant de trouver une méthode itérative
du deuxieme forme appliquer au systeme Az = b dont les matrices sont définies en fonction

des matrices du systeme transformé. Pour cela on note
O(x,b, A), N[A], M[A4], etc,
la méthode itérative et les matrices du systeme (2.1), donc
Tmt1 = P(zm, b, A)

= 2, — N[A|(Az,, — )

=2, — W[A] (A, — b).
On applique la méme méthode ®, en remplagant (b, A) par (ZA), fl), on obtient

Tmi1 = T — N[A|(Azy, — D) = 2, — N[T,A]T,(Az,, — b)

cela conduit & définir une nouvelle itération ® appliquée au systeme Az = b définie par

A

i1 = (2, b, A) = 2, — N[T,A|T,(Az,, — D) (3.24)

Il est clair d’apres (3.24) que litération P n'a plus besoin de 121, néanmoins, A apparait
de facon implicite seulement dans N[T,A].

On définit les matrices
N[A] := N[T,A]T,,W[A] :== N[A] ™" = T, 'W[T,A] (3.25)

Iitération ® se donne par

A A

Tme1 = P(zpm, b, A) = x,, — N[A](Azx,, — D)

Notation 3.5.2 La transformation a gauche par une matrice T, permet de construit une

nowvelle itération ® & partir de ['itération originale ®, ce qui justifie la notation suivante

A

O =0oT, (3.26)
ce qui exprime ['utilisation de la méme itération ® mais apres une transformation par Ty.

Exemple 3.5.3

(a) Toutes méthode itérative ® se voit comme une méthode de Richardson appliquée au
systéme transformé Az = b avec A = Ng[AJA,b := Ng|Ab, c’est-d-dire & = PRich o
Ng[A].

(b) Considérons la transformation suivante avec T, = A"

Tyl = T — N[ATAJAT (Az,, — D) (3.27)



3.5. TRANSFORMATION (PRECONDITIONNEMENT) 29

Uitération de Richardson associée a (5.27) se caractérise par NyjoP[AHA] = 0I. En
prenant 0 = O = m, on obtient l’itération de Landweber @5;701 définie par
@5;)? = <I>9R;§f o AH avec Ty = Ty — O AT (Az,, — D).

Proposition 3.5.4 Les assertion suivantes sont faciles a démontrer.La régularité de T,
est la seule hypothese considérée, néanmoins, certaines propriétés reste vraies meéme si'l,
est singuliére.
D(@*)=D(®oT, ={Aec My(K):T,Ac D)},
Naor,[A] = No[T, AT,
Waor, [A] = T, ' Woe T, Al
Mgor,[A] = I — Naor, [A]A = Ma[TyA], (3.28)
p(Maor,[A]) = p(Mos[TyA]),
((I) o) Tl) o) TQ =do (TlTQ),
V=0oT,&d=VoT, "

L’élément neutre est la matrice d’identité Ty, = 1.

Preuve.

(a)PelL=deL,

d est la méme itération ® mais appliquée au systeme T,Az = Tyb, comme @ linéaire pour
Az = b, donc ® reste linéaire pour T, Ax = T,b, alors d est linéaire.

(b) On a par définition, appliquer ® & Az = b revient & appliquer ® sur (T,A)x = T,b,

donc D(®) =P oT,) ={A e My(K):T,A e D(D)}.
(c) On a d’apres (3.24) : Ng[A] = Noor,[A] = No[T,A]T,.
(d) (PoTy)oTy=Po(T1T3)
®o (T1Ty)(x,b, A) = © — No[Th' TL AT To(Ax — b) =  — No|T1 (T2 A)| T (T Ax — Thb)
— 2 — No|[TVAT\ (Az — D), (A = THA, b = Tyb)
= doTy(x,A D).

posons ¥ = (® o T7), donc

® o (T1Th)(x,b, A) = U(x, A, b) = x — Ny[A](Az — )
=1 — Ny[TLA|To(Az — b) = Vo Ty(x,b, A)
= (®oTy)oTy(z,b, A)

donc
So (T1T) = (PoTy)oTs.
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Remarque 3.5.5 La convergence de ® se base sur la valeur de p(My), et d’apreés (3.28),
on déduit que [’on a plus besoin d’analyser P (appliquée au Az = b) si la convergence de

O(-,-,T,A) est déja connue.

3.5.2 Transformation a droite

Considérons le systeme Ax = b, pour une matrice réguliere Ty, on pose
=Ty, €KV,
Cela conduit a définir la transformation a droite suivante
AT,z =10 (3.29)

dont I'inconnue est z.
Il est clair que cette transformation donne un autre systeme différent est non équivalent
au premier systeme, au contraire de la transformation a gauche.
Résoudre le systeme (3.29) peut se faire de deux maniere. La premiere consiste a calculer
A dans

Az =b avec A:= ATy

Puis appliquer une méthode itérative non nécessairement celle appliquée au premier
systeme.
La deuxieme est d’appliquer la méme itération ® sur le nouveau systeme. Alors ®(-, -, A)
s’écrit

Emir = P(&m, b, A) = &y — No[A|(AZy, — b) = &y — No[ATyY) (AT 2, — b).
Posons z,, := T;Z,,, on obtient

Tima1 = T — TyNo[ATy)(Az,, — b).

Cette nouvelle itération que 1’on note P appliquée au systeme Ax = b est donnée par ses

matrices
N[A] := Ty;Ng[ATy),
WIA] := We AT, T .

De fagon analogue a (3.26), on note

®="Tyod.
Remarque 3.5.6 On note e,, = x,, — x lerreur a litération m du systéeme Ax = b,
associé & la méthode ®(z,,,b, A).
On a
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alors

em =Ty — & = Ty(Tp — &) = Tyép,

ou €, = I, — T est 'erreur a l'itération m du systéeme AT,z = b associée a la méthode
O(2p,, b, ATy,

Clitons deux exemples de la transformation a droite :

(a) Ty = A" : litération transformée se donne par
Tyt = AT 0 ®(2,,, b, A) = 2, — A¥ Np[AAY](Az — b)

(b) On choisie Ty = A et ® = XN glors Ng[ATA] = NJ}D[AHA] = 01. Dans ce cas

d = AH o ® est donnée par
Tyl = Ty — OAT (A, — b).

Remarque 3.5.7 On suppose que A soit réqulicre, on choisit Ty = A" et on pose d =
Ty0®, alors
(a) Si ® € Ly alors M = M. En effet, on a

® € Loym < N[S] = N[(S)")" pour S € D(®).

Mg =1 — Nz[AJA =1 — A" N4[AATA
PELsym
S=AAH
= (I — A" No[AAT|A)" = ME.

[ — AT NG[(AATYT)T A = (T — AT Ng[(AAT)TA)"
(b) Si ® € L, alors P e L-o. En effet, puisque A est régqulicre AA™ est définie positive
®ecLl,s e ((ID € Lsym et S > 0= Ng[S] >0, pour toute S € D(@)),
pour S = AAH | on obtient
N AAT] > 02 AT NG[AAT]A > 0 & Ny[AJA > 0,

donc

de Loy
Proposition 3.5.8 Soient ® € L et Tyo ® € L. Les assertions suivantes ont lieu
D(Td o (I)) = {A S MN(K) AT, € D((I))},

NTqu> [A] = Tchp [ATd] s
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Wr,oa|A] = We[ATy| T,
Mroo[A] =1 — Nrjoo[A|A = TdMq>[ATd]Td_1,
p(Mr00[A]) = p(Me[ATy)),
Tyo(Ty0®) = (IT}) 0@, Ty, Ty € My(K).

UV=Tod&ed=T,"00.

3.5.3 Transformation centrée

Cette transformation consiste a appliquer a la fois, une transformation a gauche et a
droite sur le systeme
Ax =1

ca donne z = Ty et TyAx = Tyb. Le nouveau systeme transformé est
Az =b avec A= TAT,; et b= Tyb.

De facon analogue a ce qu’est fait précédemment, on obtient

A

Fmpr = O(2,b, A) = & — No[A] (A, —b) = Tyipi1 = Tyiim — TyNo [T, ATy T, (AT i —b),

ce qui conduit a définir la nouvelle itération o appliquée au systeme Ax = b par

A

Tmy1 = P(xp, b, A) =z, — TyNo|T,ATy|T,(Az —b),

avec

N3 [A] = TyNo|T,AT,|T,,

de fagon similaire & (3.26), on note & = Ty 0 ® o T},.

Remarque 3.5.9 Généralement, la transformation a un seul coté (unilatérale) n’hérite
pas la symétrie de ® , par contre, pour T; = Tf, la transformation centrée la garde.
En effet, ® est symétrique si et seulement si Ng[A] = Ng[AH)H, supposons que ® soit

symétrique, on a

Ny[A")H = (TyNo[T,A" T, T,)" = TgH No[T, A" T "T,
= Tf Ng [TgAHTf 11T, = TgH N@[(TQATQH VHT,
o™ H H _
- T No[T,AT)|T, = TyNo[T,AT,)T,

= N3 [Al.
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Proposition 3.5.10 Si® € £, et & :==Tjo0d oTy € L. Les assertions suivantes ont lieu
D(Tyo®oT,) ={Aec Myn(K):T,AT; € D(D)},

N [A] = TyNg[T,AT,|T,,
WAl = T, '\ We[T,AT, )T,
Mg[A] = I — N[AJA = TyMo[T, AT, T; ",
p(My[A]) = p(Mo[T,AT4)),

Tyo(Tio@oT)oTy = (1)) 0 ®o (IVTy) 1,1, 1, T, € My(K),

@:Tdo(Dng@q):T(;lo\Ilng*l.



Chapitre 4

Analyse des itérations définies

positives

La positivité peut se représenter dans plusieurs sens selon la propriété supposée sur les
matrices définissant la méthode itérative (les trois formes normales). Ce chapitre donne
quelques criteres de convergence sur les itérations linéaires qui possedent certaines pro-
priétés de positivité. Plusieurs résultats de convergence concernant ces cas sont obtenus
par un damping approprié tout en bénéficiant des résultats établis dans les chapitres

précédents.

4.1 Différents cas de positivité

Dans cette section, on présente les cas possibles de positivité liés a une méthode
itérative linéaire ® définie par ses matrices M = M[A],N = N[A] et W = W][A]. Les
différents sens de positivité se classent en six cas
e Cas 1 : spectre positive de N A.

La condition la plus faible considérée dans ce chapitre est
spec (NA) CJ0, +o0]. (4.1)

e Cas 2: & € L. : directement définie positive.

La positivité dans ce cas est représenté par
NA > 0. (4.2)

Cette propriété n’exige aucune hypothese sauf la régularité de A.
e Cas 3: ® € L, : définie positive.
Ce cas représente le sens usuel de positivité d’une méthode itérative appliquée a une

matrice définie positive. Cela donne

A>0, N>0, W=>0. (4.3)

64
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Lemme 4.1.1 Supposons que (4.1) soit vérifiée, alors chacune des conditions suivantes
assure la propriété (4.1)

(a) ® € Loy (cas 2).

(b) A>0 et N>D0.

(c) ® € Lyos (cas 3).

Preuve

(a) ® est directement définie positive si

A réguliere = NA >0
= spec (NVA) C RY.

(b) Si A > 0et N > 0, donc d’apres la Remarque 1.4.8, le produit N A n’a que des valeurs
propres strictement positives, ¢’est-a-dire spec (NA) C R7.

(c)

B E Ly = N>0A4>0Y spec(NA) CR?.

Remarque 4.1.2

(a) Les conditions (4.2) et (4.3) implique que spec (M) C| — oo, 1[. En effet, on a M =
I — NA donc spec (M) = {1} — spec (NA), mais spec (NA) C R%, donc Uinclusion est
vérifiée.

(b) (4.2) implique que M est hermitienne et M < I. En effet, on a
M =(T-NA? =T - (NAY =T -NA=M.

De plus
I-M=I-14+NA=NA>O.

Proposition 4.1.3 Supposons que ® soit convergente (c-a-d p(M) < 1), alors
(a) Sous la condition (4.2) la convergence est monotone par rapport a || - |2, || - [|nva €t
|- Il (vay-1, de plus

p(M) = |[Mlly = |M|[xa = |M][xa)-1-

(b) Sous la condition (4.3) est vérifie, la convergence est monotone par rapport a || - ||a et
| - [lw, de plus
p(M) = |[M]la = [[M]lw-

preuve.
(a) Ona NA > 0et (NA)~! > 0 alors les normes || - |[va et || - [[(wva)-: sont bien définies.
De plus

1Ml = /p(MTM) = /p*(M) = p(M) < 1
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et

IM|[na=|[(NA)ZM(NA)Z ||y = [(NA)2(I — NA)(NA)Z |
— [T = NA|j, = | M|,

ce qui établit (a).
(b) De facon similaire a (a). =

Dans ce qui suit, pour une matrice A > 0, on note
M:=A:MAZ =] — A:NAz =] — AsW~ ' Az (4.4)
Et pour W > 0, on note
M:=W:iMW? =] -W32ZAW?= =1 — N2ANz. (4.5)

Les matrices M, M et M sont semblables, elles ont alors le méme rayon spectral. De plus
M et M sont hermitiennes, alors les égalités dans (b) de la Proposition 4.1.3 peut étre
exprimées par

p(M) = p(M) = ||M]); = || M]|a, (4.6)
p(M) = p(M) = | M|l = | M| (4.7)

eCas4: W+ WH>0.
les propriétés N + N > 0 et W + WH > 0 sont équivalentes. En effet

=N"—

N+ N> o2 wH (v ¢ Ny > 0 "ES w4 wH > 0.

e Cas 5 : Itération symétrisée ®™ € Ly, .
L’itération &Y™ = ®* o ® est celle définie dans la section 3.4.2. Si A = A le Théoreme

3.4.6 implique

M = (I —=N"A)(I - NA) =1— N4,
N&™ = N+ N¥ - NHAN, (4.8)
W = W (W + W — A)" W

Ou N et W définissent l'itération @, tandis que M™ NY™ et W™ gont les matrices
associées a V™.
e Cas 6 : décomposition hermitienne de A.
Une matrice non hermitienne A peut étre divisée en A = Ay + 1Ay, ou A; et Ay sont
définies dans (2.47). Un résultat de convergence est établi sous certaines conditions de
positivité sur Ay.

Le lemme suivant donne un outil auxiliaire permettant de démontrer quelques résultats

de convergence ainsi que certaines estimations.
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Lemme 4.1.4 Soient o et B € R tels que 0 < a < . On suppose que (4.8) soit vérifiée,

alors
0<aW <A<BW & spec(M) C[l—p5,1-a, (4.9)
0<alWW <A< pBW & spec(M)C|]l—05,1—af, (4.10)
2W>A>0& p(M) < 1. (4.11)
Preuve.

(a) On sait que les matrices M = AsMA7T =1 — A3NA3 et M sont semblable, alors
spec (J/\/[\) = spec (M). Comme spec (M) C [1 — 5,1 — ], alors d’apres (1.13) et I'égalité

—~

MH =
1-BI<M=I-ANA < (1-a) ] (1-pPA <A - N<(1-a)A".

Par la définition de la relation ” <7 on trouve que

(1—a)A ' —(AP=N) et A'—N-—(1-p3)A" sont semi-définies positives
& N—-—aAl et BA'—N sont semi-définies positives
SN>aA1t'>0 et BAI>N>0

W ocaW <Adet0< A< W

S0<alW <ALBW.

(b) Il suffit de remplacer ” <” par” <” dans (a).
(c) Découle de (b) en prenant des valeurs appropriées de avet § (8 =2et 0 < a < 1 assez

petit). n

Théoreme 4.1.5
(a) On suppose que
2W > A >0, (4.12)

alors, litération Ty, = T, — WAz, — b) converge, de plus, la convergence est mo-

notone par rapport a la norme ||.||a et la norme ||.||w c’est-a-dire
p(M) = |[M]la = |M]lw < L. (4.13)
(b) Pour a et B réel avec 0 < a < f3, supposons que
0<alV <A< BW. (4.14)
Alors le spectre de M est réel et
spec (M) C [1 - 8,1 —al. (4.15)

De plus
p(M) = [[M||a = [[M|lw < max {|1 —al,[1 - 5l}. (4.16)
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Preuve.

(a) La convergence de l'itération ,,.1 = 2, — W' (Az,, —b) est une conséquence directe
de (4.11). La propriété (4.13) découle de (4.6) et (4.7).

(b) 11 suffit d’utiliser (4.9) pour avoir (4.15). De plus, la condition (4.12) est un cas
particulier de (4.14), donc selon (4.13)

(4.15)
[M|la=[M]lw = p(M) < max{[l—af |15}

4.2 Analyse de convergence

4.2.1 Cas 1, Cas 2 et Cas 3
L’idée ou ’approche utilisée

Notre but consiste a résoudre le systeme Ax = b, en utilisant une méthode itérative
D,

Les trois cas considérés impliquent (tous) que
spec(NA) CRY  car NA > 0.

La convergence de Richardson est établie pour les systemes dont le spectre de la matrice
est dans R*. Cela nous conduit a chercher une autre systeme équivalent a Ar = b ot on
peut utiliser les résultats de convergence de Richardson. On considere 'itération damped
®y de ® donc

Tmi1 = Py(zm, b, A) = x,, — IN[A](Az,, — b) (4.17)
= 1, — V(N[A]Az,, — N[A]b)
= QRich (1 Nb,NA).

Alors, @, n’est que l'itération de Richardson appliquée au systeme N Az = Nb. En basant

sur cette idée, on va analyser la convergence des situations considérés ci-dessus (cas 1-3).

Remarque 4.2.1 Les systémes Az = b et NAx = Nb sont équivalents (car N est inver-

sible), donc la solution fournie par ®y est aussi une solution de Ax =b.

Le théoreme suivant donne les différents résultats de convergence de 'itération @, définie

par (4.17) sous les hypotheses considérées dans les cas 1 — 3.

Théoréme 4.2.2 Soit 9 € R et soient Apax (T€Sp. Amin) la plus grande (resp. petite)
valeur propre de N A.
(a) Cas 1 : sispec(NA) C|0,+o0[, alors

Oy converge < 0 < ¥ < 2/A\pax- (4.18)
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Et on a
2 Amax — Ami
Dopt = —————— M. — Mmax o 4.19
Pt )\max + )\min avee p< Dopt ) >\max + )\min ( )
(b) Cas 2 : si NA >0, alors
Dy converge < 0 <V < 2/[|[NAJs. (4.20)
La convergence est monotone par rapport a la norme euclidienne || - ||2, et a la norme
|- llva -
p(Myg) = ||Myll2 = [[My|lna < 1. (4.21)
(c) Cas 3 : supposons que (4.3) soit vérifiée, alors
2
Oy converge <& 0 <V < ) (4.22)
avec
Amaz = |[NZANZ||y = ||AZNAZ ||y = p(NA). (4.23)
Une formulation équivalente de la condition (4.22) utilisant W = N~1 est
0 <JA < 2.
De plus
p(My) = | My||a = | My|lw = maz{|1 = Iinl, [1 = IAnazl}- (4.24)

La valeur optimale de Vopy qui minimise p(My) est dans (4.19).

Preuve.

(a) Il est clair que

Dy(z,b, A) = XN (2, Nb, NA),
d’autre part, tous les cas 1 — 3 impliquent que
spec (NA) C R7.

En tenant compte du Théoreme 2.3.4 (appliqué au systeme NAz = Nb) on déduit que
chacun des cas 1 — 3 justifie (4.18) et (4.19).

(b) on a
NA>0= (NAT = NA
PP (NA) = A = VA
= 0<9 <2/||NA|s>.
On a

M= (I = NgA)" = (I —9NA! @O I —ONA= M,

NA>
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donc p(My) = || Myl|2. De plus, la norme || - ||y4 est bien définie car NA > 0, alors

[Myllna = [[(NA)Z My(NA)Z |y
= [(NA)2(I —9INA)(NA)Z ||,
= [T —9INA|s = || My]l2.

(c) On pose NA := A3NAAT = A3 NA?, donc (NA)H = NA et par suite
Amsx = p(NA) = |[NA|| = AN Azl
mais NA et NA sont semblables, alors
Amax = p(NA) = [| A2 N Az|),.

D’autre part, si on pose NA = W%NAW%, alors NA ressemble & NA de plus

NAN Yy aw =
~ NA' = ~Na
donc
p(NA) = p(NA) = [|[NA||y = |[WZ AW ||y = |[NZANZ||,.
On a

<= NA
Amax ~ NA>0 0 <p(NA) <
(1.13)

2
<:>O<NA<§I

— )< ¥A < 2Nt
— 0 < VA < 2W.

0<v<

SN

Pour démontrer(4.24), on suit la méme méthode utilisé dans (4.21) tout en bénéficiant de
(4.10). .

4.2.2 Cas4: W +WH" ou N+ N définie positive

Tout d’abord, nous traitons le cas
W4+Wwi>A>o0. (4.25)
Théoréme 4.2.3 Sous la condition (4.25), la matrice W est réguliére et l'itération
Tmt1 = ®(zp, b, A) = x,, — N(Az,, — b)
converge de fagon monotone par rapport a la norme || - || a

p(M) < |[Mlla < 1.
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Preuve.

Pour la singularité de W, on suppose qu’il existe x # 0 tel que Wx = 0, donc

0 < ((W+WHz, z) = (Waz,z) + (z, W) =0
= (W + Wz, z) =0
= W + WH n’est pas définie positive

ce qui contredit (4.25).
Comme p(M) < || M]| 4, il suffit de montrer ||[M||4 < 1 pour assurer la convergence (voir
le Théoreme 2.2.12). On a d’apres (4.4)

(MYFM = (I — AsWHAz) (] — A2 W1 A2)
=T — AW HW + WHW 142 + Az W HAW 1 42

on a

W wH > A wt iyl s woE A

donc
(MYIM < T — A2 W HAW Az 4 As W HAW Az = |
mais (M)# M > 0, donc
0< (MM <1
= p(MD)M) < 1

donc

—

= 7 1
IM][.a = [[M]l2 = p((M)" M)2 < 1.

Proposition 4.2.4 La condition W + W > A est nécessaire pour garantir | M||a < 1.

Preuve.

Supposons que W 4+ W — A n’est pas définie positive, alors W + W — A possede au
moins une valeur propre A < 0. La matrice (M) M égale aussi a

1

(MM =1— AW HW +WH — )W Az

donc
spec (M)" M) = {1} — spec {AzWH(W + WH — )W~ Az}

comme A < 0, alors
3p € spec (M)EM) : |u| > 1

donc
—_~ — l
IM]|a = || M]ls = p((M)TM)? >1

ce qui contredit I'hypothese ||M||4 < 1. =
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Corollaire 4.2.5 On suppose que W + W > 0 et A > 0. On peut toujours avoir la
condition (4.25) mais sur litération damped, c’est-a-dire, au lieu de (4.25) on obtient

WH+ Wy > A >0 pour un 9 approprié.

Preuve.

On choisit
)\min(W + WH)

Amax(A)
olt Amin (W + WH) est la plus petite valeur propre de W + WH et \.(A) = p(A). Alors
Amin (W +WH) 1

Amax(A) = 19/\m1n<W + W ) )‘max(A) >0

1 1
<~ )\min(aw + EWH) — )\maX(A) >0
VL A (W + W) = A (A) > 0
M W A0

hermitienne

SWy+ W >A>0.

9 <

Y <

4.2.3 Cas 5 :Itération symétrique P™

Dans ’étude du cas 5, on utilise les notations définies dans (4.8) pour litération
O™ = @* o @, Litération P est définie par les matrices M et N.

Proposition 4.2.6 Supposons que A > 0, alors
p(AL™) = |V [ = A7 4 et spec (™) € [0, o]
ot
M™ = AT M™™ AT = (M) M > 0.
La relation entre M et M*™ se donne comme suit
p(M™) = ||MIA = M]3 (M := A2MA7). (4.26)

Si Y™ est convergente, sa convergence est monotone par rapport a la norme ||.||a, de
plus
spec (M™™) C [0, 1].
Preuve.
On démontre d’abord que M= = (M)HM. On a
Moy = A3 M™™ A5
= A2(I — N¥A)(I - NAA®
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et
(MM = A= MPAz Az M A=
= AT MYAMA=
ALY AT (1 - ANT)A(I = NA)AT
— (A2 — A2NPA)(I - NA)A=
— A2(] — NP A) (I - NA)A=

= M,
Comme (]\7 ) M > 0 alors M Vest aussi. Le fait que M est hermitienne implique
p(M™) = || M [l = [|(M)" M]|2 = |M]13 = |10
de plus M™ et M sont semblables, donc
p(M*™) = p(M™™).

Si @Y™ est convergente, alors p(M®™™) < 1, d’apres égalité (4.26) la convergence est

monotone par rapport a || - || . ]

Théoréeme 4.2.7 L’égalité (4.26) implique que ®™ est convergente si et seulement si

la convergence de ® est monotone par rapport a || - || 4.

Preuve.

O™ converge <= p(M¥™M) < 1

4.26
G2 Ma |2 < 1

< |[|[Ms|la < 1.

4.2.4 Cas 6 : décomposition hermitienne de A

Quelques résultats de convergence concernant la décomposition hermitienne sont donnés
dans les Théoremes 2.3.8 et 2.3.10. Dans le cas 6, la condition A > 0 est affaiblie par Ag >
0. Afin d’éviter 'ambiguité, l'itération ® se donne par ces matrices N = N[A],W = W[A]
et M = MI[A]

Tmr1 = P(zp, b, A) = z,, — N(Azx,, — b)

alors l'itération damped @y est définie par Ny, Wy et My.



4.2. ANALYSE DE CONVERGENCE 4

Théoréme 4.2.8 Supposons que A = Ay + 1Ay (voir 2.47) avec Ag > 0 et W > 0, la
matrice de la troisieme forme normale de ®(-,-, A). Les constantes optimales 0 < o < 3
et >0 dans

aW < Ay < W, —TW <A <TW (4.27)

sont @ = Amin(NAg), 5 = Amax(NAg) et 7 = p(NAy) . Alors litération damped (3.13)

converge pour
200

af + 12

de fagon monotone par rapport a la norme || - ||w

0<d<

o(My) < [ Myl < %19(6 —a)+ \/[1 _ %ﬁ(ﬁ Fa P <1 (4.28)

Preuve.

Soit M := N2 MyNz = I — ﬁN%AN%, alors My ressemble a M. Par conséquent on peut
considérer M comme la matrice d’itération de la méthode de Richardson avec 6 := ¥ et
A := N2AN? au lieu de A. La division A = Ay +i4, implique la division A" = A, +iA)
ou

Ay = N2AyNz, A, =NzA;Nz

Les inégalités (2.54),(2.55) appliquées & A" sont équivalentes & (4.27). L'estimation (2.57)
due au Théoreme 2.3.10 est équivalente a (4.28) car | M|y = [|[W2M;W = || = ||My|w

.(On suit les mémes étapes de la preuve du Théoreme 2.3.10).
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