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Abstract

The aim of this thesis is to contribute to the study of some classes of
evolution problems for differential inclusions governed by monotone or hypo-
monotone operators and involving unbounded convex perturbations, in par-
ticular the first and second order sweeping process problem with unbounded
non-convex moving sets in an infinite-dimensional separable Hilbert space.
The approach is based on Moreau’s catching-up algorithm. In order to deal
with a large class of unbounded non-convex sets, we assume a truncated con-
dition.

Key words: Differential inclusions, subsmooth analysis, sweeping pro-
cesses, perturbations, non-convex sets, truncation.



Résumé

L’objectif de cette these est d’apporter une contribution a I’étude de
quelques classes de problemes d’évolutions pour des inclusions différentielles
régies par des opérateurs monotones ou hypo-monotones et contenant des
perturbations convexes non-bornées, en particulier le probleme du proces-
sus de la rafle du premier et second ordre avec des ensembles mobiles non-
convexes non-bornés dans un espace de Hilbert séparable de dimension infi-
nie. L’approche est basée sur une adaptation de ’algorithme de rattrapage
de Moreau. Afin de traiter une large classe d’ensembles non-convexes non-
bornés, nous remplacons la condition de facon absolument continue par une
condition de troncature.

Mots clés : Inclusions différentielles, analyse sous-lisse, processus de la
rafle, perturbations, ensembles non-convexes, troncature.
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NOTATIONS GENERALES

co(A) L’enveloppe convexe d'un sous-ensemble A.

co(A) L’enveloppe convexe fermée de A.

B La boule unité ouverte de H.

B La boule unité fermée de H.

B(z,r) = x + rB La boule ouverte de centre z et de rayon r.
B(z,r) = x + rB La boule fermée de centre x et de rayon r.
R L’ensemble des nombres réels.

N L’ensemble des entiers naturels.

Y™ Dual topologique d’un espace Y.

(+,-) produit scalaire dans la dualité Y* Y.

H L’espace de Hilbert.

R™ L’espace euclidien de dimension finie n.

%u([0,T]) L'espace de toutes les applications continues définies sur [0,7] &

valeurs dans H.

L4 ([0,T]) L’espace des applications Lebesgue intégrables a valeur dans H
sur [0, 7.
L%(]0,T]) L’espace des applications carré intégrables définies sur [0,7] a

valeur dans H.

L% ([0,T]) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur
[0,7] a valeur dans H.




#;7%([0,T]) L’espace des applications u définies sur [0,7] & valeurs dans
I’espace de Hilbert H, absolument continue ayant une dérivée premiere 4 €
Ly ([0, T]).

#2'([0,T]) Lespace des applications absolument continues sur [0, 7] & va-
leurs dans H, ayant une dérivée premiere absolument continue et une dérivée
seconde faible dans L}, ([0, T]).

p.p. Presque par tout.

s.c.s. Semi-continue supérieurement.

s.c.i. Semi-continue inférieurement.

resp. Respectivement.

d(+, A) Fonction indicatrice d’un ensemble A.

14(+) Fonction caractéristique d’un ensemble A.

o(+, A) Fonction support d'un ensemble A.

Proj4(+) Projection sur ’ensemble A.

d(-) Fonction distance a A.

o(LL([0,T]), L3([0,T]) La topologie faible définie sur LL([0,T]).
o(L$3([0,T7), L (]0,T]) La topologie faible* définie sur L3 ([0, T]).



INTRODUCTION

Le processus de rafle est une classe trés importante d’inclusions diffé-
rentielles particulieres, régies par un cone normal a un ensemble. Il a été introduit
pour la premiere fois par J.J. Moreau dans les années 70, notamment dans une
série d’articles, voir [59, B6]. Ce type de probléme trouve des applications dans
plusieurs domaines, tels que la mécanique, les planning en économétrie et les sys-
temes dynamiques non lisses. Le processus de la rafle est modélisé sous forme d’une

inclusion différentielle de la maniére suivante
—u(t) € Ny (u(t)) p.p. dans [0,T], u(0) = ug € C(0), (1)

olt Ne(-) désigne ici le cone normal a I'ensemble C(t). Ce processus peut étre
expliqué comme suit : le point u(t) doit rester a I'intérieur de ’ensemble mobile
C'(t), lorsque I'ensemble C'(t) se déplace, le point u(t) est rattrapé par la frontiere
de C(t) qui pousse vers l'intérieur, d’ou le nom de rafle ou de balayage. Moreau a
résolu le probleme (1) en supposant que les ensembles C'(t) sont convexes, fermés
et varient de maniere absolument continue et en utilisant une nouvelle technique
appelée "I’algorithme de rattrapage'. Dans un nombre de contextes variés,
plusieurs auteurs ont réalisé de nombreux travaux. Une premiere approche consiste
a ajouter des perturbations, c’est-a-dire des forces externes appliquées au systéme.

La perturbation peut étre univoque ou multivoque, comme suit

—u(t) € Now(u(t)) + F(t, u(t)) p.p. dans [0,T], (2)
u(0) = ug € C(0).

Nous referons principalement le travail de C. Castaing, T.X. Duc Ha et M. Valadier

[30] qui ont étudié I'existence de solutions en utilisant des ensembles convexes ou

>



leurs complémentaires. De plus, dans le travail de C. Castaing et M.D.P. Monteiro
Marques [29], les auteurs résolvent cette inclusion différentielle en supposant une
hypothese de croissance linéaire sur F' et une condition de boule intérieure sur C'(t).
Une amélioration importante a été apportée au processus de rafle en contournant
I'hypothese de convexité des ensembles C(t) grace a la notion d’ensemble prox-
régulier. Avec ce nouveau concept, plusieurs travaux ont été établis. Initialement,
le cas sans perturbation a été étudié par G. Colombo, V.V. Goncharov [36] et H.
Benabellah [15]. Par la suite, L. Thibault [63] et G. Colombo en collaboration avec
M.D.P. Monteiro Marques [37] ont également étudié ce probléeme dans le contexte
d’un espace de Hilbert.

Dans [22] M. Bounkhel et L. Thibault ont introduit de nouvelles caractérisa-
tions pour les ensembles uniformément prox-réguliers, en se basant sur les sous-
différentiels des fonctions distance associées a ces ensembles. En utilisant ces
caractéristiques, ils ont établi I'existence de solutions pour les processus de rafle
non-convexes dans les espaces de Hilbert et avec des perturbations multivoques.

Pour d’autres approches, voir par exemple [2, 3] [I8] 23]

Lorsque les ensembles mobiles C' dépendent du temps et de I'état, cela gé-
néralise le processus de rafle classique et donne naissance au processus de rafle

dépendant de I’état. Il est décrit par le probleme suivant

—il0) € Nogun(u(0) + F(t,u(t)) + g(t,u(t)) p-p. dans [0,7],
u(t) € C(t,u(t)), uw(0) =uy € C(0,up).

Ce dernier a été introduit pour la premiere fois dans la these de K. Chraibi [33]
avec F, g = 0 pour un ensemble mobile convexe C(t, u(t)) et dans le cas ot H = R3.
Ce résultat a été généralisé par M. Kunze et M.D.P. Monteiro Marques [48], en
utilisant le schéma implicite suivante
U = Projc(tﬁl,u%)(u?) et t = 2’2—n, Uy = Uo.

Récemment, N. Chemetov et M.D.P. Monteiro Marques [32] ont établi les premiers
résultats concernant un ensemble mobile C(¢, u(t)) uniformément prox-régulier a
variation absolument continue dans 'espace et Lipschitzienne dans le temps avec
F = 0. En utilisant une version généralisée du théoreme de Schauder, C. Castaing,
A.G. Ibrahim et M.F. Yarou [28] ont présenté une approche pour prouver l’exis-
tence d’une solution de a condition que C(t,u(t)) est prox-régulier et boule
compacte et F,g = 0, et pour le probléme perturbé (méme en présence d’un re-
tard). Ces résultats ont été généralisés par [4, B] aux ensembles equi-uniformément
sous-lisse, qui ont été introduits pour la premiere fois par D. Aussel, A. Daniilidis et

L. Thibault [14]. Depuis, dans le contexte des ensembles convexes et non-convexes,



les processus de rafle dépendant de 1’état ont été étudiés par plusieurs auteurs (voir
[4, Bl 8, 27, B2, [57]). Dans [26], Castaing a introduit dans les célebres "Travaux
du Séminaire d’Analyse Convexe de Montpellier" le concept de processus de rafle
du second ordre par des ensembles convexes ou non-convexes, qui dépendent de la

variable d’état comme suite

—i(t) € Nequ)((t)) p.p. dans [0,7]
U(t) S C(U(t)), 1:60 =1 € C('LL(])
De nombreux autres travaux ont maintenant généralisé les résultats de Castaing en

affaiblissant les hypotheses et en ajoutant différentes perturbations au processus
de la rafle (voir [6] [7, @, 27, 52]).

Plusieurs travaux ont également prouvé des résultats d’existence pour un autre

probleme particulier de la forme

—ii(t) € Neuy (W(t)) + F(t,u(t), u(t)) p.p. dans [0,7]
Uy = Vg € C(O,Uo)

(4)

C. Castaing, A.G. Ibrahim et M.F. Yarou ont établi dans [28] I'existence d'une
solution de (4) a condition que la multi-application C(-,-) soit Lipschitzienne,

¢’est-a-dire qu’il existe une constante réelle L > 0
|de(ea) (u) = desy) (V)] <llu—vl|+L([E = s|+]lz — yl]) (5)

pour tous u,v,z,y dans un espace de Hilbert H et t,s € [0,7]. Cependant, il
est difficile pour un ensemble non-borné de satisfaire cette hypothese, puisque la
distance de Hausdorff-Pompeiu entre deux ensembles non-bornés peut étre égale
a 'infini, par exemple, dans le cas d'un hyperplan de rotation. Cela conduit plu-
sieurs chercheurs a affaiblir I'inégalité sur I’ensemble mobile sous diverses formes,
notamment en remplacant la distance de Hausdorff-Pompeiu par la distance de

Hausdorff-Pompeiu tronquée, c’est-a-dire

%P(C@? x)u C(Sa y)) = max { sup dC(s,y) (U), sup dC’(t,x) (U)}

weC(t,x)NpB vEC (s,y)NpB

< L(|t = s|+[lz = yll),

pour un choix approprié de p > 0. Dans [I] les auteurs supposent un contrdle sur
la distance de Hausdorff-Pompeiu, non pas sur I’ensemble des déplacements C'(, -)
seulement, mais entre les troncatures bornées de la forme C(-,-) N pB pour un
certain réel p > 0 dépendant des données initiales. Pour d’autres approches, nous
référons a [19, 20} 49| 57, 58, [65] [66].



L’ensemble des travaux de cette these constitue une contribution, dans la conti-
nuité des recherches précédentes, a 1’étude de trois probléemes principaux liés au

processus de rafle.

Dans le premier chapitre, nous dispensons des concepts fondamentaux et des
résultats essentiels qui nous seront utiles ultérieurement. Ces concepts incluent
des notions d’analyse multivoque, des notions d’analyse non lisse et la distance
de Hausdorff-Pompeiu tronquée. Dans le deuxieme chapitre, nous étudions 1’exis-
tence de solutions pour 'inclusion différentielle de premier ordre impliquant un
ensemble mobile non-borné et deux perturbations : I'un est multivoque et 'autre
est univoque. En utilisant une approche de discrétisation et en introduisant la
notion d’ensembles equi-uniformément sous-lisses, ce chapitre généralise les ré-
sultats déja établis pour les ensembles convexes et ceux qui sont uniformément
prox-réguliers. Ensuite, nous appliquons ce résultat a un probleme de complémen-
tarité. Le dernier chapitre est divisé en deux sections. Dans la premiere section,
nous étudions 'existence de solutions pour une classe de processus de rafle non-
convexe du second ordre dans un espace de Hilbert de dimension infinie et une
perturbation non-bornée. Ce processus est régi par le cone normal a un ensemble
mobile non-borné dépendant a la fois du temps et de ’état et controlé par la dis-
tance de Hausdorff-Pompeiu tronquée. Dans la deuxieme section, en conservant les
mémes conditions, nous démontrons I’existence d’une solution lorsque ’ensemble
mobile dépend conjointement du temps, de 1’état et de la vitesse. En guise d’ap-
plication, nous illustrons ces résultats avec un exemple d’une classe d’inégalités

quasi-variationnelles.

Quelques résultats de cette these ont été publiés en collaboration avec le pro-
fesseur Mustapha Fateh Yarou et Lounis Sabrina Maitre de conférences A, voir
50, 51].
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1.1. Analyse convexe 10

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines définitions, propositions, ainsi que

des théoreémes essentiels qui seront nécessaires tout au long de cette these.

— Comme d’habitude, H est un espace de Hilbert réel en général séparable,

dont le produit scalaire (-,-) et de la norme associée ||-|.
— La projection de z sur I’ensemble fermé A qu’on note Proj,(-), I'ensemble
défini par
Proj,(a) i= {y € A+ da(a) = ly — 2|},

ou da(z) la fonction distance du point = a I'ensemble A défini par
d = inf ||z — y||.
a(e) = ink 2 ]

— En outre, on appelle la fonction support de A et on la note o(-, A), la
quantité définie par

o(x, A) := sup(z,y), Vo e H.

yeS

— 0(+, A) (resp. 14(+)) la fonction indicatrice (resp. la fonction caractéristique)
de A, définie sur H par

0 sixeA, 1 six €A,
iz, A) = resp. 1a(z) =
+oo siz ¢ A 0 siz¢A.

1.1 Analyse convexe

Définition 1.1. [67/(Ensemble convexe)

On dit qu’un sous-ensemble S C H est convexe si
Ve,ye S, VA e [0,1]: X+ (1-XNyesS.

Définition 1.2. [67/(Enveloppe conveze)
L’enveloppe conveze de S C H, notée co(S) est lintersection de tout les ensembles
convexes contenant S, et c’est le plus petit convexe contenant S.

En d’autres termes, nous avons cette caractérisation

co(S) = {Z)\mi, n>11z,€8 X>0 > \= 1}.

i=1 =1
Définition 1.3. [67] (Enveloppe convexe fermé)
L’enveloppe conveze fermée de S C H, notée co(S) est l'intersection de tout les
ensembles convexes fermés contenant S, et c’est le plus petit convexe fermés conte-

nant S.
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1.2 Distance de Hausdorff
Dans cette section, nous présenterons quelques résultats concernant la distance
de Hausdorft.

Définitions 1.1. [10), (11, [31] Soient A et B deuz sous-ensembles fermés de H et
soit p €]0, +o0]

On appelle écart entre A et B, que l'on note exc(A, B), la quantité définie
par
exc(A, B) := sup dp(x).

€A
e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note H(A, B),

la quantité définie par
H(A, B) := max{exc(A, B),exc(B, A)}.

e On appelle p-écart entre A et B, que l'on note exc,(A, B), la quantité
définie par
exc,(A,B) == sup dp(x).

z€EANPB
e On appelle distance de p-Hausdorff entre A et B et on la note H,(A, B),

la quantité définie par
H,(A, B) := max {excp(A, B), excp(B,A)}.

Remarques 1.1. [71]
(1) Sip=-+oc on a pB = H. Alors

eXCoo(A, B) :=exc(A, B) et Hoo(A, B) :==H(A, B).
(2) Pour tout réel o > 0, tel que exc,(A, B) < «, on a
ANpB C B+ aB.
(3) Pour tout x € AN pB et 2’ € H, il est facile de voir que
dp(x') <||lz — 2’| +exc,(A, B),
ot de fagon équivalente
dp(2") < dyn5(&') + exc,(A, B).

(4) 1l faut noter que

H,(A, B) < sup|da(z) — dp(z)| := H,(A, B).

z€pB
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1.3 Analyse multivoque

Dans cette section, nous abordons quelques concepts de base sur les multi-

applications et les notions importantes de semi-continuité.

1.3.1 Multi-applications

Définition 1.4. [31)] Soient X etY deuzx ensembles non vides. Une multi-application
(ou application multivoque) F définie sur X d valeurs dans 'Y est une fonction qui
associe & chaque élément v € X un sous-ensemble F(x) CY, on note F : X =3Y
ou F: X — P(Y), (P(Y) est l’ensemble des parties de Y').

On appelle domaine (resp. image et graphe ) de la multi-application F : X =Y
et on note D(F) (resp. Im(F') et gph(F)) l'ensemble défini par

D(F):={z e X / F(x) # 0},

(resp. Im(F):= |J F(x),

zedom(F)
et
gph(F) :={(z,y) e X xY : 2 € D(F), y € F(x)}).

1.3.2 Concepts de continuité des multi-applications

Définition 1.5. [12] Soient X et'Y des espaces métriques, F : X =Y et k un
réel positif. On dit que F' est k-Lipschitzienne si

H(F(z), F(y)) < kd(x,y), Yo,y € X,
ot d est la distance sur X.

Définition 1.6. [f0] Soient X etY deux espaces topologiques.

1. On dit que F est semi-continue supérieurement (s.c.s.) en xg € X, si et
seulement si pour tout ouvert V- de'Y tel que F(xy) C V, il existe un ouvert
U de X tel que xg € U et F(x) CV, Vo € U.

2. On dit que F est semi-continue inférieurement (s.c.i.) en xy € X, si et
seulement si pour tout ouvert V de Y tel que F(xg) NV # 0, il existe un
ouvert U de X tel que xg € U et F(x)NV #£0, Vx e U.

3. On dit que I est continue au point xo si et seulement si elle est s.c.s. et

s.c.i. au point xg.

4. On dit que F est s.c.s. sur X st elle est s.c.s. en tout point v € X.



1.3. Analyse multivoque 13

5. On dit que F' est s.c.i. sur X si elle est s.c.i. en tout point x € X.

6. On dit que F' est continue sur X si et seulement si elle est s.c.s. et s.c.i.

sur X.

Proposition 1.1. [f0] Soient X etY deux espaces topologiques. Une multi-application
F . X =Y a valeurs non vides est s.c.s. si et seulement si l'image inverse
FHC):={z e X : F(x)NC # 0} est fermée pour tout sous-ensemble fermé C
de Y, et elle est s.c.i. si et seulement si pour tout sous-ensemble ouvert G de Y,

F~Y(G) est aussi ouvert dans X.
Proposition 1.2. [12] Soient X, Y deux espaces topologiques et soit F: X =Y
une multi-application

1. Si F s.c.s. a valeurs fermées, alors gph(F') est fermé.

2. Soit Y un espace compact. Si gph(F) est fermé alors F est s.c.s.

3. Si F est s.c.s. a valeurs compact, avec X un espace compact. Alors, F(X)

compact.

Définition 1.7. [12] Soient X et Y deux espaces vectoriel normé. On dit que
F: X 3Y est scalairement s.c.s. si et seulement si pour tout p € Y*, la fonction

x> o(F(z),p) est s.c.s.

1.3.3 Mesurabilité des multi-applications

Soit (X, X') un espace mesurable et Y un espace métrique complet et séparable.

Définition 1.8. [31] Soit F' : X = Y wune multi-application. On dit que F est

X -mesurable si pour tout ouvert U C X, on a
FU)={zeX :Flx)nU #0} e X.

Définition 1.9. [71] (Sélection de multi-application)
Soit F': X =Y une multi-application. On appelle sélection de F, toute fonction
f: X =Y, qui satisfait

f(z) € F(z) Vz € X.

Théoréme 1.1. [13] Si F' est X-mesurable a valeurs fermées. Alors F' admet au

moins une sélection mesurable.

Définition 1.10. [15] (Sélection minimale)
Soit F' une multi-application définie d’un espace métrique X a valeurs dans un
espace de Banach Y. On définit la multi-application minimale de F par

m(F(x)) :={ue F(z): |ull = min [y[|}.

yeF(z)
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Si F' est une multi-application a valeurs fermées convezres et Y est un espace de
Hilbert, alors la multi-application minimale m(F(-)) se transforme en une fonction

univoque connue sous le nom de sélection minimale, explicitement définie par
m(F(x)) = Projp,(0).

Proposition 1.3. [13] Soit X un espace métrique complet mesure o-fini, Y un
espace métrique complet séparable et F : X =Y une multi-application mesurable

d valeurs fermées convezes. Alors, la sélection minimale m(F(-)) est mesurable.

Définition 1.11. [13] (Fonction de Carathéodory)

Soient X, Y deux espaces topologiques et (€,3) un espace mesurable. On dit que

f:QAx X —Y c’est une fonction de Carathéodory, si
(1) Pour tout x € X, f(-, ) est X-mesurable.
(7i) Pour toutt € ), f(t,-) est continue.

1.4 Quelques concepts de compacité

Définition 1.12. [16] Un espace métrique (Y,d) est dit compact si toute suite de

d’élément de Y, on peut extraite une sous-suite qui converge.

Définition 1.13. [68/ Un sous-ensemble S d’un espace topologique E est dit re-

lativement compact si son adhérence dans E est compacte dans E.

Définition 1.14. [61)] Soit X un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble
S € X est boule compacte si son intersection avec toute boule fermée de X est

compacte.

Théoréme 1.2. [72] (Théoréme d’Ascoli-Arzela)

Soit J un espace métrique compact, (Y,d) un espace métrique complet, et K un
sous-ensemble de €;(Y'), l'espace des applications continues définies sur J a va-
leurs dans 'Y, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors, K est rela-
tivement compact si et seulement si K est équicontinue et K(x) est relativement

compact, avec
K(x) ={f(z): f e K}.

Théoréme 1.3. [61] (Théoréme de Dunford-Pettis)
Soit H un espace de Hilbert. Tout ensemble bornée k C Li;([0,T]) uniformément

intégrable est relativement faiblement compact.

Lemme 1.1. [/2] (Lemme de Mazur)

Soit E un espace de Banach, et soit (z,) une suite d’éléments de E convergeant
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faiblement vers x. Alors, il existe une suite (z,,) (ot z, est une combinaison convere

des €léments x,, Tpi1,...) convergeant fortement vers .

Théoréeme 1.4. [13] (Théoréme de séparation)

Soit A un sous-ensemble non vide dans espace vectoriel normé Y, Alors
co(A)={zeY: : V' eY” (2 2) <oz, A)},

ot (-,+) produit scalaire dans la dualité Y*.

1.5 Analyse non lisse

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et propriétés de base
sur sous-différentiels, les cones tangents et les cones normaux, qui sont des outils

essentiels dans I’étude des processus de rafle.

Théoréeme 1.5. [21] (Sous-différentiabilité)
Soit f : H — R une fonction conveze et xg € dom(f), tel que

dom(f):={x € H f(x) < +o0}.

e On appelle sous-différentiel de f au point xo qu’on note Jf(xq), l’ensemble
défni par
Of(wo) ={CeH: ((a—wxo) < [f(x)— [f(zo), Vo € H}.
e On dit que [ est sous-différentiable au point xy si Of(xg) # 0.
Définition 1.15. [21] Soit f: H — RU{+o0} une fonction localement Lipschit-
zienne au voisinage de xo € dom(f). Alors
(a) La dérivée directionnelle au sens de Clarke de f en xo dans la direction
v € H, noté f°(xp;v), est définie par

f°(zo;v) := limsup flz +tv) = f(=)

;
r—x0,tl0 t

ot x est un vecteur de H et t un scalaire positif.

(b) Le sous-différentiel de Clarke de f en xq, noté 0° f(xo) est défini par
0 f(wo) :={C € H: f(x0,0) 2 (¢, h), Yv € H}.

(c) Le sous-différentiel Prozimal de f en xo, noté O f(xg) et défini comme
l’ensemble de tous les éléments ( € H tels qu’il existe deux constantes

réelles positives 0, X > 0 vérifient

(C,x—x0) < fl2) — fmo) + M|z — 20||%, 7 € 3o + 0B.
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(d) Le sous-différentiel Fréchet de f en xo, noté 0% f(xzo) et définie comme l'en-
semble de tous les éléments ( € H tels qu’il existe deux constantes réelles

positives §, A > 0 vérifient

¢,z —wo) < f(x) = flwo) + Mz — x0l|, = € 20+ 0B.

Remarquons que nous avons toujours,
0" f(xo) C 0" f(wo) C 0 f (o).

Définition 1.16. [21] Soit S un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et
x € 5. On appelle

(a) Cone tangent de Clarke a S au point x, noté TS (x), Uensemble défini par
TS (z) :={ve H: dy(z;v)=0}.

(b) Céne normal au sens de Clarke a S au point x noté N§(x), I'ensemble
défini par
NS(z) = {g €H:((,v)<0,¥ve Tg(x)}.

Il est connu aussi comme le sous-différentiel de Clarke de la fonction indi-

catrice

0°5s(x) = NS (2).

(¢c) Céne normal Proximal a S au point x qu’on noté NI (x), l'ensemble défini
par
N&(z):= {C € H:3k >0 telque x € Projg(z + K()}.

1l est connu aussi comme le sous-différentiel Proximal de la fonction indi-

catrice

0" 6s(x) = N& ().
(d) Céne normal de Fréchet de S au point x noté NE(x), Uensemble défini par
NE(z) = {C € H: (¢, o' —z) <e€llx' —z| tel que ' € .il:—i—eIB%}.

1l est connu aussi comme le sous-différentiel Fréchet de la fonction indica-

trice
8F(55(1:) = Ng(x)

Remarque 1.1. [3]/ Si S est conveze on définit
NS (z) = {C €H: (¢ 2 —x)<0,Va € S}.
Remarque 1.2. [35] ¢ € NE(x) si et seulement s’il existe M > 0 tel que

(¢, 2 —2) < M|z’ —z|* Vo' € 8.
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Proposition 1.4. [2]] Soit S un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de

Hilbert H et x un point dans S. On a toujours
1. 0Fdg(z) = NE(z)NB, 9Pds(z) = NE(z)NB et 9%ds(z) C N§(z)NB.
2. Siy € Projg(x), alors

x—y€NE(y), ©—ye NE(y) et ainsi = —y € NS (y).

Remarque 1.3. [21] Si S convezxe, alors tous les cones mentionnés ci-dessus

coincident
N§ (z) = N§ (z) = N (x).

1.6 Ensembles r-prox-reguliers

La notion de prox-régularité a été définie pour la premiere fois par H. Federer
[43] en 1959 sous le terme ” Positive Reached set” dans I'espace R™. Par la suite,
cette notion a été généralisée aux espaces de Hilbert par F.H. Clarke, Y.S. Ledyaev,
R.J. Stern et P.R. Wolenski [34] en 1990, puis développée par R.A. Poliquin, R.T.
Rockafellar et L. Thibault [60] en 2000 et finalement adaptée aux espaces de Ba-
nach par F. Bernard, L. Thibault et N. Zlateva [17].

Présentons quelques résultats fondamentaux concernant la prox-régularité. Dans

cette partie, r > 0 et U,(S) est r-tube ouvert de S, c’est-a-dire
U (S)={z € H,ds(z) <r}.

Définition 1.17. [60] Soit S est un sous-ensemble fermé de H et r > 0, on dit
que S est r—proz-réqulier (ou uniformément proz-régulier), si pour tout x € S et
tout 0 #£ v € NE(z) on a

v 1
<,y—x>s||y—as||2, wyes.
o %

Pour r = 400 dans ce cas, l'uniforme r-proz-régularité de [’ensemble fermé S est

équivalente a la convexité de [’ensemble S.

Nous présentons maintenant quelques propriétés concernant la prox-régularité.

Proposition 1.5. [60] Soit r €]0,400] et soit S un sous-ensemble fermé non vide

r-proz-régqulier de H. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes
(a) Pour tout x € H tel que dg(x) < r, l’ensemble Projg(x) est un singleton.

(b) L’ensemble Projg : U.(S) — S est bien défini et localement Lipschitzien
sur U, ().
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(¢) Pour tout u € U.(S)\ S, et v = Projg(u), on a

x = Projg (:)3 + tH> vt € [0,r].
[u — |

(¢) Pour tout x € S, on a
NE(z) = NS(z) et 0"dg(x) = 0%dgs(x).
(e) Pour tout x € S, on a

0%dg(x) = N§ () NB.

1.7 Ensembles sous-lisses

Maintenant, nous introduisons une nouvelle classe d’ensemble, via le concept
des ensembles sous lisses.
Définition 1.18. [7/, [67)

e On dit qu’un sous-ensemble fermé non vide S de H est sous-lisse en xqg € H

si, pour tout € > 0 il existe d > 0 tel que

(" —y" . —y) > —¢llz -y, (1.1)

pour tous v,y € SNB(xg,0) et pour tous x* € NS (z)NB et y* € NS (y)NB.
e On dit que S est sous-lisse lorsqu’il est sous-lisse en tout point de S.

o On dit que S est uniformément sous-lisse, si pour tout € > 0 il existe § > 0
tel que (1.1)) est vérifiée pour tous x,y € H satisfaisant |z — y|| < d, pour
tout z* € N§(z) NB et tout y* € NS (y) N B.

La proposition suivante donne la régularité au sens de Fréchet des ensembles
sous-lisses.

Proposition 1.6. [6])] Soit S un sous-ensemble fermé d’un espace de Hilbert H,

si S est sous-lisse au point xy € S alors

8Cds(:v0) = aFdS(q:O) et Ng(xo) = Ng(:zzo).

Ensuite, nous donnons la définition d’equi-uniformément sous-lisse, pour une

famille d’ensembles.
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Définition 1.19. [64] Soit () un sous-ensemble et soit (S(q))qeq une famille d’en-
sembles fermés de H. Cette famille est dite equi-uniformément sous-lisse, si pour
chaque € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour chaque q € Q, l'inégalité est véri-
fiée pour tous x,y € S(q) satisfaisant ||z — y|| < § et pour tous z* € N§(x) NB,
y* € N§(y)nB.

La proposition suivante correspond a la propriété de la s.c.s. scalaire du sous-

différentiel de la fonction distance.

Proposition 1.7. [/j|] Soit {S(t,u) : (t,u) € [0,T] x H} une famille d’ensembles
non vides fermés de H qui est equi-uniformément sous-lisse et soit p un nombre
réel positif. Supposons qu’il existe des constantes réelles L1, Lo > 0 telles que, pour

tous u,v € H et tous t,s € [0,T] avec s < t.
exc(S(t,u),S(s,v)) < Lift —s|+ Ly ||u—v || .

Alors
(a) Pour tout (s,u,y) € gph(C), on a pd“ds(su(y) C pB.

(b) La multi-application d valeurs conveze faiblement compactes (s,u) — 0%dg(s..)(y)
vérifie la propriété de s.c.s. : pour toute suite (s,), dans [0,T] convergeant
vers s, toute suite (u,), convergeant vers u, toute suite (y,), convergeant

vers y € S(s,u) avec y, € S(sp,uy,) et n'importe quelle € H, on a

lim sup O-(g7 paCdS(sn,un) (yn)) < U(Ca pacdS(s,u) (y))

n—ao0

1.8 Quelques résultats utiles

Définition 1.20. [52] On définit la variation de la fonction u : [0,T] — H dans

un sous-intervalle J de [0,T] par l’expression suivante
var(u, J) := sup{>_[lu(t;) —u(ti=1)||, n €N, t; € J, tg <t1 < ... < tyn}.
i=1
La fonction u est dite d variation bornée sur [0,T] si et seulement si var(u, [0,T]) <

+o0.

Théoréme 1.6. [52] Soit (u,) une suite de fonctions définies de l'intervalle I =
[0, T, a valeurs dans H. Supposons que les assertions suivantes sont satisfaites

e [l existe une constante M > 0 telle que

Jun ()| < M, YVt eI, neN.
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e [l existe une constante L > 0 telle que

var(u,, [) < M Vn € N.

Alors, il existe une fonction w : I — H a variation bornée sur I et une sous-suite

(Un,) de (un), telle que (uy,) converge faiblement vers w.

Lemme 1.2. [/6] (Lemme de Gronwall discret) Soit o > 0 et soient (by,), (5,)

deux suites positives vérifiant

n—1

bn§a+26kbk pour n=0,1,2,---
k=0

alors, pour tout n € N, on a
b, <« X0 Pr

Remarque 1.4. Dans la suite, pour les ensembles uniformément prox-réguliers
ou sous-lisses, nous adoptons la notation ddg (resp. Ng) pour le sous-différentiel

(resp. le cone) de Clarke (de Fréchet et Proximal.)
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2.1 Le probleme général

Dans ce chapitre, nous étudions I’existence de solutions pour le processus de

rafle évolution de la forme
—u(t) € Nequy (u(t)) + F(t,u(t) + gt ut)  pp. t€0,T],
(8) Ju(t) € O(t,u(t)) pour tout t € [0,T],
u(0) = uy,

ou C : [0,7] x H = H est une multi-application a valeurs fermées non vides,
F :[0,T)x H= H est une multi-application & valeurs convexes fermées non vides
et g : [0,7] x H — H est une fonction de Carathéodory. Le probleme (S) a été
étudie dans [57] en supposant que la multi-application F' satisfait la condition de

croissance linéaire, c’est-a-dire, qu’il existe une constante 5 > 0 telle que
F(t,x) C B(1+]=])B,

pour tout ¢ € [0, 7] et tout = € ( )UI HC’(t, a). De plus, la multi-application C' été
t,a)elx

supposée uniformément r-prox-réguliere et a valeurs bornées, c’est-a-dire, il existe

p > 0 tel que

C(t,x) C pB,
pour chaque (t,z) € [0,T] x H.

L’auteur résout ce probléeme en utilisant ’algorithme de rattrapage de Moreau

suivant

. i
Uiy 1= PrOJC(t;LH,ug) (u? — (G — T — ft;b“ 9(7, U?)dT) ;
fre F(trul), uf = up.

Notre objectif principal de ce chapitre est de fournir un résultat d’existence pour
le probleme (S) impliquant des ensembles sous-lisses non nécessairement bornés.
La classe des ensembles sous-lisses contient strictement la classe des ensembles
prox-réguliers et décrit un comportement variationnel d’ordre un. De plus, nous
affaiblissons les hypotheses sur la perturbation en prenant une fonction de Cara-
théodory satisfaisant une condition de croissance linéaire et la perturbation F' est
scalairement s.c.s. a valeurs fermées non-bornées, pour laquelle seul 1’élément de
norme minimale satisfait a une condition de croissance linéaire, nous mentionnons
que la mesurabilité de Projp.,(0) : [0,7] — H permet de construire une solution
du probleme (S) par le biais de I'algorithme de rattrapage de Moreau approprié

suivant

n

. n t?+1 n
Uiy € PrOJC’(t;{H,u;L) (uz _/t (f +9)(7 )d7> :

7

Nous montrons que cette approche peut étre adaptée pour obtenir I'existence de

solutions a (S).
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2.2 Résultat principal

Considérons la multi-application C' : [0,7] x H = H a valeurs fermées non
vides satisfaisant les conditions suivantes
(A¢,) La famille {C(t, z); (¢,x) € [0,T] x H} est equi-uniformément sous-lisse.
(Ac,) Il existe Ly > 0 et 0 < Ly < 1 tel que, pour chaque (t,y),(r,2) €
0,T] x H
exc(C(7,2),C(t,y)) < Lalt = 7| + Loflz — y|.

(Ac,) Pour tout sous-ensemble borné A de H, 'ensemble C(]0,7] x A) est
boule compacte.
Soit F' : [0,7] x H == H une multi-application a valeurs non vides convexes
fermées et scalairement s.c.s. par rapport a la deuxiéme variable  pour presque
tout ¢ € [0, 7] et vérifiant
(Ap) Pour chaque x € H, I'application Projp(. ,)(0) : [0,T] — H est mesurable

et il existe un réel § > 0, tel que

dr(e(0) < B(L+ all) vt € [0,7)
Considérons aussi une fonction g : [0,7] x H — H satisfait
(Ay) g est une fonction de Carathéodory et pour une certaine constant réel
a >0,
lg(t, )| < a1+ [l])),

pour tout ¢t € [0, 7] et tout = € H.

Théoréme 2.1. Supposons que les hypotheses (Ac,) — (Ay) sont satisfaites, alors
pour chaque uy € H avec ug € C(0,u), il existe une application Lipschitzienne
u:[0,T] — H satisfaisant (S). De plus, pour chaque t € [0, T
Jaty) < 2 HLEDELS),
ath

o
L o _
avec A := {HuoH—i-T%L;ﬁ)}e 1—1Ly,

Preuve. Pour chaque n € N*; on considere la partition de U'intervalle I = [0, 7],
. T ...
t! =ihy, h, =— if i € {0,...,n}, (2.1)
n
et I’ensemble

I =t r [, for i€ {0,...,n—1}.

]

Pour chaque (t,u) € I x H, notons par f(-,-) I’élément de norme minimal de

ensemble convexe fermé F'(t,u) de H définie par f(t,u) := Projp,)(0) et par
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h(-,+) la somme des deux applications f et g, c’est-a-dire, h(t,u) = f(t,u)+g(t,u).
Alors, ceci implique que
| 7a(t, u) [|< (a+ B)(A+ [ u]). (2.2)

Etape 1 : Construisons uf, ut, .., ul'_, dans H tel que, pour chaque i = {0, ...., n}

les inclusions suivantes sont satisfaites

upyy € C(thq,uf), (2.3)
i
U?+1 < Projc(t?+17u?) <UZL _ /tn +1 h(T, U?)dT) 3 (24)

ainsi que les inégalités suivantes
Juf [l < A, (2.5)

et

Li+2(a+06)(1+ A
||U?+1_U?|| < h, . ( l ) .
1— 1L,

En utilisant la boule compacité de C(t},u{), on peut choisir

tn
tn

0
et donc u} € C(t},ug). De plus, en utilisant I'hypothese (A¢,), les relations (12.1))
et (2.2), on trouve que

"
u — <ug - /t h(r, ug)d7>
0

ty
< ey (16— [ r)ar) + 5 = §)(a + 5)0+ gl

0

[uf = ug| <

24
+ [ ug) ar
0

< dogy ) (ug) + /tn 1A, ug)lldr + (87 = t5)(a + B)(1 + [lug]])
0

< exc(C(ty, ug), C(#, ug)) + 287 — t5)(a + B)(1 + [lug)
< La( —t5) + 208 — t5)(a + B) (L + [lugl),

ce qui implique que

=gl < (8 — 2)(Ly + 2(a+ B)(1+ [l I]), (2.6)
alors Lo+ 2+ B)(1 + [l
||U1 _UOH < (tl _to) 0 )
1— Lo
d’ou

Ly +2(a + 5)(1 + |lug]])

o < e =]+ ) < i

Ly +2(a+ ) (oz—l—ﬁ)

+ Jlugll

IN

1— L, =

hn,
Ly +2(a+ B) a+f
< {21 2S 1+2hn1_L2 ,

lugl + llugll
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et par conséquent

a+p

L 2 2T
1 0 1—L2

Supposons maintenant que les points v, ..., u}' ont été construits, pour 0, ..., 7, avec

t <n — 1. D’apres la boule compacité de C’ (7.1, u}), on peut choisir

: ti
Uy € PrOJC(t;{H,u?) <Uzn - /t h(r, U?)d7> )

n

et par suite ul' , € C(t7,,,u}). De plus, en utilisant (Ag, ), et (2.2)), on trouve

que
L i
A e A | I
tm

£
< dogeyup ( A u?)df) +(# — ) o+ B)(1+ ]

[uiy — uifl] <

n H'l n n n n
< dcur,,, umy () + / [A(7, w)|dr + (2, — ) (@ + B)(1 + [[u]])

< exc(Ct, u), Ot ui ) + 2(8 — ) (e + B) (1 + [|luf']])
< La(ti = 87) + Loflui® — iy || + 2(82, — ) (e + B) (1 + [|luf']])
< hn(Ly + 2(a + B) (1 + [[ui'[]) + Lafluf® — w4,

ce qui montre que
ey =2l < ha(Ly + 2(c+ B+ 1 1) + huLa(Ly + 2+ B)(L + [l )
+L%||u?_1 — u;s|.
Ainsi, en déduit que

ity =@l < b D2 Ly ™ (Ly + 2(c+ B)(1+ [lup, ) + Lalluy — ugll-

m=1

L’ inégalité (2.6)) nous donne

ity =l < b D2 Ly ™ (Ly +2(c+ B)(1+ [lup,|) + Lyha(Ly + 2(a+ B)(1 + |lug )

m=1

< h S LML+ 20+ B)(1+ )

m=0

< (P20 ) S ).

m=0

D’autre part, pour ¢ =0,---,n— 1, 0on a
iy | <l —ud [l + - 4 Juf =gl + lug ]

1
< gl + X ke — uill,
k=0
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et donc
" Li+2(a+p Lk
il < g+ 3 (22D onga ) 3 2l
=0
n : Ly +2(a+ - n
< fugll + i+ )= 1_(L2 Dt on (ot 9 Z(Z >||um||
= m=0

n _ Li+2a+p o "
< \|u0\|+hn(z+1)11_(L2)+2h (a+ ) Z(ZL’; )HumH

k=m

" Ly +2(a+ B) a+ .
< {lug+ T2 ED o, 20T .

En utilisant le Lemme [1.2] on obtient pour i = 0,...,n — 1

a+f
Ly +2(a+ p) €2T1_L2 _A
1— Lo

Y

W&NS{MW+T

par conséquent

Li+2(a+B)(1+A)
1— Lo

T = hyA. (2.7)

Etape 2 : On construit les suites des fonctions (t,(-))n, (6n(-))n, (3(-))n de T &
)

valeurs dans H. Pour chaque ¢ =0, ...,n — 1, on définit 0,,(-),v,(:) : I — H par

tr uf tej; 2% of te )ty
7 if t=0, th="T iof t=T,
(2.8)

et u, : I — H, par
u if te [ty
=1 Y Il (2.9)
urif t=T.

Observons tout d’abord que, pour tout t € I

n . T
Jm 16 (t) — ] = n111+1100(ti+1 — 1) = m o 0,
et
lim t|= lim (t t)) = lim (¢t} )= 1l T =0
n—lH-ooh/n()_ |_n_1>+oo( _/Yn( )) _n—1>+oo< i+1 z) _n—1>r—£loog_ .

Etape 3 : On va démontrer que la suite un() converge vers une fonction wu(-).

Pour tout entier n € N et par les relations ) et . on remarque que

|lun(B)]| < A Vtel,
a partir de (2.7), on a

T
var(u,; I) = sup ZHUZ—H —ul'|| < nh,A = n— A=TA.

neN ;—q
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D’apres le Théoreme il existe une sous-suite de (u,),en (notée aussi (uy,),) et
une fonction u a variation bornée telle que

un(t) — wu(t) faiblement dans H Vt € I. (2.10)

n—o0

Montrons maintenant que u(-) est Lipschitzienne.
Pour tout p,q € {0,...,n} et t,s € [,avect < s. Alors, t € [ty 17, [et s € [t 10 ,].
En utilisant (2.7)) et (2.9) on trouve que

[un(t) — un ()| = [lu; — g

< Hup - up+1|| + ||up+1 - uerZH + .t Huqf2 - uquH + ||uq71 - uq”

q—p—-1 q—p+1
< D g — gl SA DD (e — o) S AR — 1)
k=0 k=0

T
<At = s[+[s =ty + |, —t]) §A(\t—s]+25). (2.11)
En utilisant la convergence faiblement de u,, vers u, on obtient

[u(t) = u(s)|] < T inf{lu, () = un(s)]] < A(Jt = s]),

n——+o0o

et par conséquent, u(-) est Lipschitzienne sur I et on a

—ul(t
la(t)]| < lim u(s) — u(t)
st s—1

<A p.p. Vtel.

I clair que w,(-) est équicontinue. De plus, supposons que l’ensemble ¥ (t) =
{un(t) : n € N} est relativement compact dans H. En effet, grace a (2.3) et

, on a
U (0n(t)) € C(0n(t), un(yn(t)))-

D’autre part, on déduit par (2.5)), que
(un(0,(t))), C C(I x AB) N AB.

En utilisant le fait que C'(I x AB) N AB est relativement compact, car 'ensemble
C(I x AB) N AB est une boule compacte, alors (u,(0,(t))), est relativement com-

pact. Par (2.11)) on trouve que
T
[t (6 (1)) — un ()] < A <9n(t) - 2) 50, as n— oo
n

Ainsi, 'ensemble {u,,(t)}nen est relativement compact dans H et comme la suite
(un)nen est équicontinue, on conclut donc (u,)nen est relativement compact dans
¢u(I), et par suite on peut extraire de (u,),eny une sous-suite qui converge uni-

formément vers wu.
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Etape 04 : Montrons, maintenant que u(-) est solution du probléme (S). Remar-
quons que, d’apres la condition initiale (u,(0) = uf = uo), et (2.10) on a
u(0) = up. De plus, u(t) € C(t,u(t)). En effet,

do(tu(ey) (un(0n(1))) < exc(C(On(t), un(ya(1))), C(L, u(?)))
T
< Li— o+ Loflun(y(8) — u(®)]]
en utilisant le fait que [[un(72(t)) — u(?)[| — 0 et puisque C(t, u(t)) est fermé, on
obtient u(t) € C(t,u(t)) pour tout t € I.

On définit maintenant P'application v, : I — H, pour chaque i € {0,...,n — 1},

par

n t — t? n n tﬁl n t n
Up(t) ==l + ———— uy —ui + h(r,u})dr —/ h(7,u}")dT.
¢ t

i — ti P
Remarquons, par les définitions de u, et v, et les relations (2.2)), (2.5 et (2.7)),
que pour tout ¢t € [t 7, ]

[on (t) = w(@)] < [lon(t) = un (@) + [lun(t) = u(®)]]

t—t;
sﬁlt@mﬂ un+/ I, nmj [ + s (8) ~ ()
i+1 %
t—17 n n m ¢
—nn<”Uz‘+1—ui”+(0¢‘|‘5)(1+A)/ d7>~|—(a—|—ﬁ)(1~l—A) dr
t’L+1 _tl t? t;-n

+ [lun(t) = w@)]
<=6 (A28 + )1+ A)) + [lun(t) — u(@)]

< T (A28 + 0)(1+ )+ lunlt) — u(t)]|
Puisque u,, converge uniformément vers u, on conclut alors que
v, (t) — u(t) pour tout ¢ € I.
Pour chaque entier n € N, ¢ € {0,...,n — 1}, v,(-) est différentiable sur |¢', ¢}, [ et

—ul —i—jy“ h(s,ul)ds

n n
ti+1 - t’L

) + h(t. ) = ,
par conséquent

[0,(8)]| < A+2(a+B)(1+A):=m pp. tel (2.12)
Considérons maintenant les applications &,, ¥, : I — H définies par

En(t) == f(t,un(0,(2))) et 9,(t) := g(t,u,(,(t))) pour tout t e I.

En se basant sur les définitions de f et g, on obtient pour tout ¢t € I

1€ (D] < a(l+A4) et [[da(t)]] < B(1+A). (2.13)
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On conclut donc que
[0n(t) + In(t) + &a(®)]| < m+ (@ + B)(1+A) =1 pp. t €l

En utilisant (2.4)), la Proposition et la régularité normale de Fréchet pour les

ensembles sous-lisse, on trouve que

par conséquence

On(t) + U (t) + &u(t) € —Nc(gn(t),un((;n(t)))(un(en(t))) NIBpp. tel. (2.14)

En utilisant (2.14)), la Proposition [1.4] on obtient

On(t) + Un(t) + &a(t) € —ladc(gn(t)yun(%(t)))(un(9n<t))) pp.tel,

et

&nlt) €

F(
A partir de ([2-13), on conclut que &,(-)
application f() € L (I) telle que ||£(t)|| < (1 + A), et par I'hypothese de conti-

nuité sur g(-,u(+)), on déduit que 9, (-) converge vers I'application ¥(-) = g(-, u())
dans L1 (1).
De plus, par l'inégalité (2.12)) signifie que la suit (9,(-)) converge faiblement dans

On (), un (0n(t)))-

converge faiblement dans L};(I) vers une

L1, (I) vers une application ¢(-) € L},(I). En utilisant le fait que v, () une fonction

absolument continue, on obtient
t
U (1) = v,(0) +/ Un(s)ds pour tout t € I,
0

en passant a la limite lorsque n tend vers oo, on trouve que u(t) = u(0)+ fi ¢(s)ds
et par conséquent 4(-) = ¢(-) p.p. sur I. Ce qui implique que v,(-) converge
faiblement vers u(-) dans Lk (1).

D’autre part, comme (0, + 9, + &, &n)n converge faiblement dans Lk (1) vers
(i + 9+ & &) alors d’apres le lemme de Mazur, il existe une suite (wy, w@,), qui

converge fortement dans LY, (I) vers (i + 9 + &, &) avec
W € co{Op + VO +&m :m >n} et w, € co{, : m >n},

ce qui montre que, on peut extraire de (w,, @, ), une sous-suite qui converge p.p.
vers (u+17+&, ). Dong, il existe un ensemble négligeable S C I tel que, pour tout
tel\S,ona

i(t) + 9(t) + §(2) € Qo{E(t) + D(®) + Eult) :m > ),
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et
£(t) @O@{Sm(t) cm > n}.
Il résulte que, pour tout t € I'\ S, et tout y € H, on a

(y, u(t) +9(t) +£(1t)) < o(y, 10dc, (1) un (1)) (Un (On (1)),

et
(U, &(t)) < o(y, F(0,(t), un(0n(1)))),

ce qui implique que, pour chaquet € I et y € H, on a

{y, a(t) +0(t) + £(1)) < sup{y, om(t) + Im(t) +&m(t)) V1 €N,

et
(y,€(1)) < sup (y,Em(t)) Vn € N.
Donc
(y,u(t) +9(t) + (1)) < igfiga@, B (8) 4+ O (£) + En(t)) Vn €N,
et

(y,£(t)) < infsup(y,&n(t)) Vn e N.

m>n

Ce qui montre, pour chaque t € I,

(y (1) + 9(t) + &(1)) < limsup o (y, ~10dc(o, (0,000 (Un(0a(1)))) V1 € N,

et
(y,&(t)) < limsupo (y, F(0,(t),un(t))) Vn eN.

n—-—+o0o

Par conséquent, d’apres la Proposition [I.7], pour tout ¢ € I,

(y, a(t) +0(t) + £()) < o (4. 10dcu (u(t)))

et en utilisant le fait que F'(-,-) est scalairement s.c.s., on a

(y,€(t)) <o (y,F(t,ut)) YyeH,

ce qui assure que

{i(t) + 9(t) + £(1)} € To(—10dogui (u(t)) pp. L€ I,

et
§(t) € co(F(t u(?)) pp. tel,
en utilisant le fait que les multi-applications ddo(-) et F(-,u) sont a valeurs

convexes fermé, on trouve que

u(t) +9(t) + £(t) € —10dcuwy) (ult)) C —Neue) (u?)) pp. €T,
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et
E(t) € F(t,u(t)).

Ceci complete la démonstration. [ |

Le corollaire ci-dessous est une conséquence directe du Théoreme [2.1]

Corollaire 2.1. Soit F' : [0,T] x R* = R" est une multi-application d valeurs
non vides fermées converes dans R™ telle que F(t,-) est scalairement s.c.s. sur
R™ satisfaisant (Ap). Supposons que les hypothéses (Ac,), (Ac,) et (A,) sont
satisfaites. Alors, pour tout ug € H et ug € C(0,uq), il existe une application

Lipschitzienne u : [0, T] — R™ vérifiant (S) avec ||u(t)| < %ﬁg(um p.Dp.

2.3 Application aux probléemes de complémenta-

rité différentielle

Dans cette section, nous illustrons comment le corollaire peut étre appliqué
a un cas particulier du processus de rafle. Les applications réelles peuvent étre
trouvées dans le probleme de complémentarité différentielle, qui peut étre écrit
comme des processus de rafle perturbés. [53] [54] Moreau a introduit les conditions
de complémentarité dans le contexte dynamiques lagrangiennes en dimension finie.
Ces conditions sont utilisées pour modéliser des systemes mécaniques soumis a des
contraintes unilatérales, en utilisant les outils d’analyse convexe. Cette extension
du principe de Gauss offre une meilleure compréhension de ces systeémes, qui sont
constitués d’équation différentielle ordinaire couplée a des conditions de complé-
mentarité. Il forment une classe de systemes dynamiques non lisses utiles en génie
mécanique et électrique ainsi qu’en optimisation et dans d’autres domaines. Pour

plus de détails, on réfere a [25], 24].

2.3.1 Reésultats auxiliaires

Nous commencons par construire plusieurs opérateurs qui seront utilises plus
tard.
Soit S un ensemble fermé, on dit que S est Fréchet-normalement régulier si Ni'(z) =
Pour tout x € S. En particules, si S est fermé convexe, alors il est Fréchet norma-

lement régulier.
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Définition 2.1. [3§] Soit h : R™ — R" est une application différentiable et x €
h=1(S). On dit que l’ensemble d’images inverse S a la propriété d’image inverse

du cone normal uniforme a x € h™1(S), 8%l existe un certain > 0 tel que

Nh—l(s)(ﬂf) HERTL Q Jh(x)* Ng(h(l’)) N ﬁERn .

Présentons maintenant quelques propositions importantes qui nous seront utiles

dans ce qui suit.

Proposition 2.1. [59] Soient x,y € H et soit S un céne convexe fermé non vide
de H. Alors
S*sxlyeS<= —z e Ng(y),

telle que S* = {y € R": (v,y) >0, v € S} représente le cone dual, et la notation

7 17 signifie orthogonalité.

Proposition 2.2. [/5] Soient h : R® — R™ une fonction continiment différen-
tiable, S C R™ un cone conveze fermé et y € R™. Supposons qu’il existe 5 > 0 tel
que

Brn C Jh(z)Bre — S pour tout x € R”, (2.15)

ou Jh est la matrice Jacobienne. Alors ’ensemble h™'(S —y) est Fréchet norma-

lement réqulier et
Ni-1(s—y)(x) = [Jh(x)]"Ns(h(z) +y).

Proposition 2.3. [7] Soit h : R™ — R" une fonction continiment différentiable
avec Jh uniformément continue. Supposons que l’ensemble S(t) C R™ est convexe
pour tout t € [0,T] et satisfait la propriété d’image inverse du céne normal uni-

forme, alors la famille h=1(S) est equi-uniformément sous-lisse.

Proposition 2.4. [[7] Soient S C R"™ un cone convezxe fermé et h : R™ — R"™ une
fonction différentiable. Considérons les assertion suivantes
i) Il existe > 0 tel que

Bg: C Jh(z)B8Bgr- — S.
it) Il existe B > 0 tel que pour tout v € R"
dp-1(5—v)(7) < Bdg(h(x) 4+ v).
i) 1l existe B > 0 tel que pour tout v € R"

Nh—l(S,v) (37) QERTL - Jh(l’)* Ns(h(x) + U) N BERTL .

Alors, i) = ii) = iii).
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2.3.2 Exemple

Appliquons les résultats précédents pour montrer 'existence d’une solution

pour le probléeme dynamique non-lisse suivant

u(t) = g(t,u(t)) + f(t,u(t)) + [Jh(u(t))]"x(t)
(AS) y(t) = h(u(l)) + ¢(t, u(t))

K >vy(t)Lz(t) € K*

u(0) = uyp,

tel que g : [0,7] x R" — R™ satisfait (Ay), f(¢,u(t)) € F(t,u(t)) tel que F :
[0,7] x H = H une multi-application a valeurs non vides fermées scalairement
s.c.s. satisfait (Ar), K C R™ est un cone convexe fermé de cone dual K*, ¢ :
[0,7] x R® — R™ est une fonction Lipschitzienne de constante kg < % dont
k' qui sera ultérieurement choisit et A : R®* — R™ une fonction continiiment
différentiable telle que la matrice jacobienne associée Jh est uniformément continue

et satisfait ’hypothese (2.15)).
D’apres la Proposition 2.1, on peut récrire la troisi¢tme condition dans (AS) sous

la forme
—x(t) € Nk (y(1)),
d’ou
—[Jh(u(®)]x(t) € [Jh(u(t)]"Ni(h(u(t)) + o(t, ult))),
et donc

—f(tu(t)) = g(t,u(t) — [Jh(u@®))]"x(t) € [Th(u(t))] Nk (h(u(t)) + o(t, u(t)))
— [t u(t)) — g(t, u(t)).
D’apres la premiere relation de (LAS) on obtient
w(t) € =[Jh(u(t)]"Ni(h(u(t)) + ¢t ult))) + f(t, u(t)) + g(t, u(t)),

et par suite par la Proposition [2.2] on trouve que

—0(t) € Nou) (u(t)) + f(E u(t) + g(t, ul?)),

avec C'(t,u(t)) := h™(K — ¢(t,u(t))). Pour démontrer que 'ensemble C(t, u(t)) =
h=H(K — ¢(t,u(t))) est equi-uniformément sous-lisse, on utilise la Proposition [2.3|
11 suffit donc de montrer que K — ¢(t, u(t)) satisfait la propriété de I'image inverse

du cone normal uniforme, c¢’est-a-dire, il suffit de montrer que

Nh—l(Kfaﬁ(t,u(t)))(x) N ERn - Jh(x)* NK(h(SE) + ¢(t, u(t))) N BER”

)
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pour 3 > 0. On sait qu’il existe k£ > 0 telle que pour tout x € R"
ER" g k’Jh(.fE)ERn — K,

donc par la Proposition [2.4] on obtient la propriété de I'image inverse du cone
normal uniforme avec 3 = k et par conséquent h~* (K —g¢(t,u(t))) est uniformément
sous-lisse.

Montrons maintenant que C(t,u(t)) satisfait ’hypothese (A¢,). Pour ce but, on

doit démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.5. Soit h : Brn — Bgn une fonction continiment différentiable
telle que Jh est uniformément continue et soit K est un cone convexe fermé tel que
[2.15)) est satisfaite. Alors, la multi-application v = h™'(K — v) est k'— Lipschitz

continue pour tout k' > k.

Preuve. Puisque K est un cone, alors d’apres (2.15)) et la Proposition pour
tout z € R™ on a
dhfl(K—U) (IL‘) S k?dK(h(l') + ’U).
Soit vy, v, € R et x € h™1(K — v;). Alors,
dhfl(K—vz)(x) S de(h<.T) + UQ) S kHUQ - U1||.
Par conséquent, pour € < k' — k, il existe x. € h™1(K — vy) telle que
|2 = x]| < dp=1(x—um) () + €llvz — w1,
et par conséquent
l = x|l < (k+ €)llva = vill < Klva — vl

il résulte que
h_l(K — Ul) C h_l(K — Uz) + k’/H’Ug — U1||,

ce qui complete la preuve de la proposition. |

Montrons maintenant que (A¢, ) est satisfaite. Soient (7,u), (t,w) € [0, T] xR"

avec 7 <t
exc(C’(T, u), C’(t,w)) < H(C(T, u),C’(t,w))

= sup |do(ru) (V) — dogw (V)]
vER™

< W[ l6(r,w) = o(t, w)l|
< W (¢ =)+ lu = wll],

d’ou (Ag,) est satisfaite. Alors, d’apres le Corollaire le probleme (AS) a une

solution.
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3.1 Introduction du chapitre

Le but de ce chapitre est d’établir quelques résultats d’existence de solutions
pour un processus de rafle non-convexe tronqué dans un espace de dimension in-
finie. Notre approche est basée sur I'algorithme de rattrapage de Moreau.

Tout d’abord, on va étudier le résultat concernant 1’existence de solutions du pro-

bléme suivant

i(t) € —Nouw (a(t) — F(tut),a(t)) pp. te [To,T],
u(Ty) = uo, W(Ty) = vy € C (T, uo),

(P1)

ou la perturbation multivoque F' définie sur [Tg, 7] x H X H est s.c.s. a valeurs non
vides convexes fermées dans H, et I'ensemble non-borné C'(t,u(t)) dépendant du
temps et de I'état et controlé par la distance tronquée de Hausdorff-Pompeiu au
lieu de la distance Hausdorff-Pompeiu. Par conséquent, notre hypothese de base
repose sur le comportement Lipschitzien de I’ensemble mobile C(-,-). Autrement

dit, nous supposons qu’il existe un réel L > 0, tel que
H,(C(t,z),C(s,y)) < L(|t — 5|+ ||z — y||> pour tous xz,y € H.

Il est évident que ce type d’hypotheése de continuité Lipschitzienne est plus réali-
sable que I’hypothese classique pour I’ensemble mobile non-borné.

Dans la Section 3.4, on considere la variante suivante du processus de rafle

i(t) € =Neuw.aw) (@(t) — Ft,u(t),at)) pp. te[To,T],
u(Ty) = uo, W(Ty) = vo € C (T, uo, o),

(P2)

ou ’ensemble mobile C' non-convexe non-borné est uniformément prox-régulier,
dépend conjointement du temps, de I'état et de la vitesse et également contrélé
par une distance de Hausdorff-Pompeiu tronquée. L’existence de solutions pour le
probléme (Ps,) a été établie, en utilisant la méthode donnée par Castaing, Ibrahim
et Yarou [28] pour montrer I'existence de solutions pour des ensembles uniformé-
ment prox-réguliers et boule compacte C(¢,u(t)) avec variation absolument conti-
nue dans le temps pour le probleme perturbé. Ensuite, on généralise ce résultat en
supposant que C' est uniformément sous-lisse.

Comme une application, nous allons appliquer les résultats précédents pour une

classe d’inégalités variationnelles.

3.2 Résultats auxiliaires

A présent, nous présentons quelques résultats qui se révéleront utiles pour la

suite de cette étude.
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Définition 3.1. Soit S un sous-ensemble convere non vide de H. On dit que la

fonction f S — RU{+oo} est o—semiconvexe sur S pour un certains o € RT si

o
—1

fltz+ (1= t)y) < tf(x)+ (1= f(y) + 50 = Dl —yl,

pour tous x, y € S et pour tout t €]0, 1].

Proposition 3.1. [57] Soient C et Cy deux sous-ensembles r-proz-réguliers dans
H avecr >0, et soient aussi a €]0,1[, § € [0,400], et Hyars(C1, Co) < 1. Alors,
pour tout x € U,o(Cy) NU,o(C2) N 6B, on a

. . 2ar
[Projc, (#) — Proi, (@] < (5

1/2
Hrats(Ch, C2)> :

ro
—

Proposition 3.2. [52] Soient Cy et Cy deuz sous-ensembles convezes fermés non

vides de H et x € H. Alors, on a
IProje, () — Proje, (@) | < 2(de, () + dey (2)YH(CY, Ca).

Lemme 3.1. [39/ (Théoréme du point fire de Schauder)
Soit S un sous-ensemble convexe fermée bornée et non vide de H et F': S = S

une application continue. St F' relativement compacte, alors F' admet un point fixe.

Avant de donner une variante du Proposition 4.1. dans [22], concernant la s.c.s.
scalaire du sous-différentiel proximal de la fonction distance, nous donnerons les

lemmes suivants.

Lemme 3.2. [58] Soit U un sous-ensemble ouvert de H, x € U et f : U — R une
fonction. S’il existe un réel § > 0 avec B(x,0) C U tel que f est o-semiconveze

sur B(z,d) pour un réel o > 0. Alors, pour tout h € B, on a

fo(@h) = inf ¢ f(ﬂ?+th)—f(fﬁ)+%(||x+thl\2—H~”6H2) —o(x, h) = f'(; h).

t€]0,0]
Lemme 3.3. [57] Soit S un sous-ensemble r-proz-régulier de H pour un certain
r €]0,+00]. Alors, pour chaque s €]0,7[, on a pour tout (z,h) € S x B
di(z; h) = ltiﬁ)l t~'ds(z + th)

1
-5

= inf ¢! [ds(a: +th) + (x, h).

t€]0,s]

1 2 _ 2] —
sl + 6107 = JalP)] - -

Proposition 3.3. Soit r > 0, pour tout (t,x) € [Ty, T| x H, C(t,z) un sous-
ensemble fermé non vide de H qui est r-proz-régqulier. Supposons qu’il existe p €
10, +o0] et L € [0, 400 tel que

H,(C(r,2),C(t,y)) < L(\T —t|+ ||z — y||) pour tous T, t € [To, T1.
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Soient t € [To,T], T € H et g € C(,7) N pB, (tn)nen une suite de [t, T| avec
tn — t, (Tn)nen une suite de H avec x,, — T et (Yn)nen une suite de H avec y, — 7y

et yn € C(tn, x,) pour tout n € N, alors

imsup dg, o) (Yni h) < digz(y;h)  pour tout  h € H.

n—o0

Preuve. Soit § €]0,r[ et h € B. Puisque C(¢,Z) est un sous-ensemble 7-prox-
régulier, donc par la Proposition , Papplication Proje gz est bien définie sur
U.(C(t,7)) et continue, donc

lim Proj - = Projos- (1) =7 € pB,
lim Proje(; z (y) joam (@) =T Ep

alors
Projoaz (y) € pB,
donc, on peut trouver un nombre réel a €]0, J] tel que pour tout y € B(g, a), on a
Projcz (y) € pB.
En utilisant la derniere inclusion, on obtient
de@z () = |y — Projogz (v)l

< dC(z,f)mpﬁ(y)
<lly - Projc(z,a(y)H = dC(Z,E)(Z/);

et par suite
dogz(v) = dc(g@mpﬁ(y) pour tout y € B(y, ),
D’apres le Lemme [3.3] on obtient

71 1
lyn+7h]> = ynll?) = —— (Yn, 1),

(3.1)

(r—9)
et puisque, pour tout n € N et pour tout 7 €]0, af, on a
AC () Y+ Th) < et (T +7h) + [lyn — 7,

alors, par les Remarques[L.1] on trouve que

Actm o +Th) < i@+ 7h) + €26, (C(ET), Ot ) + Iy — T,
d’ou

Acttnin (U + TH) < Aoz, 5 (5 + 78) + L[~ tal + 117 = 2ull) + iy — 51,
par conséquent

lim sup 7' de,00) (Yn + TH) < T deg ) (T + TH). (32)

n—oo
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D’autre part, pour tout 7 €]0, o[, on a

, 1
lim sup | ———(yn, ) + (Il + ThI* = llyn]l?)

n—+oo r—a

= _Ti5<y7 h> +
1 1

BT AR T

=5+ g

r—2o
1 2
= TmHhH ) (3.3)

Donc par (3.1)),(3.2)) et (3.3) on obtient, pour tout 7 €]0, o

1
2(r —0)r

1 —_ 2 —12
st 17+ 70 = 1)

({(y+71h,y+ 7h) — (7,7))

7, 7h) + (Th,g) + 7| h|?)

. o _ _ 1
Hmsup d,, .. (Unih) <7 'dogn G+ 7h) + 7 A%

n—-+4oo 2(7“ - 5) |

Puisque 7 € C(t, T), alors

limfé]up Aoz ¥+ Th) < digz (T h).

a qui montre que

lim sup doc(tmxn)(yn; h) < d?;(zg) (y; h),

n—-+00

pour tout h € B. En utilisant 'homogénéité positive de la dérivée directionnelle

de Clark, on en déduit que la derniere inégalité reste vraie pour tout he H. W

De la proposition précédente, on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.4. Soit r €]0, +o0], pour tout (t,x,y) € [Ty, T] x H x H, C(t,z,y)
est un sous-ensemble non vide de H qui est r-prox-réqulier. Supposons qu’il existe

des constantes réelles L, aq, ao tels que, pour tous x1,yq, T2, Yy2 € H et tous ti,ts €
[T0> T]:

Ho(C(tr, 71, 91), Ct2, w2, 92)) < Lty — to| + 1 || 21 — 22 || +aallyr — yal|-

Soient (t,x,y) € [To, T)x Hx H, ety € C(t,z,y)NpB, (tn, Tn, Yn)nen une suite de
[t, T] x Hx H avec (tn, Tn,yn) — (t,2,y) et p € [0, +00[ tel que yn € C(tn, Tp, Yn)-
Alors, on a

limsup o(v, Odct,, wn,yn) (YUn)) < 0(V, 0dc(t,2,y)(y))  pour tout v € H.

n—-+o0o
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3.3 Résultat d’existence pour un processus de

rafle dépendant du temps et de I’état

Dans cette section, nous étudions un résultat d’existence de solutions pour le
processus de rafle du second ordre avec un ensemble de contraintes dépendant du

temps et de I’état et une perturbation multivoque.

3.3.1 Théoréme d’existence

Considérons les hypotheses suivantes

(ep) F :[To,T) x H x H= H une multi-application a valeurs convexes fermées
non vides telles que
(i) F est scalairement s.c.s.
(ii) Pour tout t € [Ty, T] et tous u, v € H avec v € C(t,u), il existe § > 0
telle que
Ap(tuw)(0) < B+ [Jull + [|v]]).

(o) C : [Ty, T) x H = H une multi-application a valeurs fermées non vides telles
que
(i) 11 existe une constante r > 0 telle que, pour chaque ¢ € [Tp, T et chaque
u € H, I'ensemble C(t,u) est r-prox-régulier.
(i) 11 existe deux constantes réelle L > 0 et p > {||vo|| + |luoll + 27(L +
23) }eT(+L+26) telle que pour tous t, s € [Ty, T] et tous =, y € H

H,(Clt, ), Clsy) < L(It =]+ 1o — )

(iii) Pour tout sous-ensemble borné A de H, I'ensemble C([Ty,T] x A) est

boule compacte.

Théoréme 3.1. On suppose que (), () sont satisfaites, alors pour chaque
ug € H et vg € C(Ty, up), il existe deux applications absolument continues u, v :
[Ty, T] — H tels que

u(t) = uo +Tf o(s)ds vt € [Ty, T),

(PO Zi(t) € Neg.uwy (0(8) + F(t, ut), o(t)) p.p. dans [Ty, T),
u(Ty) = uo, v(Th) = vy € C(Th, up).

Autrement dit, le probléme (Py) admet une solution absolument continue u :
[To, T} — H.
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Preuve. Soit f(t,u,v) I'élément de norme minimale de ’ensemble convexe fermé
F(t,u,v) de H définie comme suit f(t, u, v) = Projp(,,(0). Par (&7F) on a

1F (s s )| < B [lull + flof])- (3-4)

Fixer ng > 1 satisfaisant
1 LT
(p+DE+LT (3.5)
Un 2

Etape 1. Considérons pour chaque n > ng, une partition de I = [Ty, T'] définie
par t!' := ih, pour 0 <i <n, ou h, = % On pose uf = ug, vy = vg € C(Tp, up)
et on prend uf = ugy + hyvy. On construit g, uf, ...... Jupr et vy, uf, . , v dans

H tels que pour chaque i = 0,1,...,n — 1, les affirmations suivantes sont vérifient

no_ .
Vit1 = PrOJC(t;LH,ug+1

y (U = b (L uf, v)')) (3.6)

v, € Ot uiy ) avee ujlyy = ui + hypvy'
Jua ] + vl < p. (3.7)
En effet, d’apres la définition de la distance, on obtient
ey upy (Vg — b f (85, ug, vg)) < depup)(05) + hall f (85, ug, v5) -
En appliquant I'inégalité (3) des Remarques [L.1] on déduit que
dC(t’f,u’f)(Ug - hnf<t87 Ug, Ug))
< dogn umnB(v0)  exc,(Ctg, ug), C (8, uf)) + bl f (15, u, v5) |

< excy(Cltg, ug), C(17, uy) + hall £ (t5, ug, vg) |
< H,(Clg, ug), C(8, ut)) + hall £ (£5, ug, vg) |-

En utilisant la condition (ii) de I'hypothése (<), on trouve que

deqyup) (Vg — b f (85, ug, vg)) < L7 = t5] + [[uf = ug ) + haB(1+ [lug |l + llvg[])
< Lhy + Lhg||vg |+7a8 + ha B(J|ug | +[|vg 1))
< Lhy 4 Lhyp + hofB + hof3p
< ho(B+ L)+ hup(B+ L)
< ha(B+ L)1+ p) < g <7

Par la prox-régularité de ’ensemble C(t}, u!'), on conclut que I'application
PrOjC(t?,u’f)(Ug - hnf(tga Ug, Ug))v
est bien définie, donc on peut trouver un point v} € C(t7,u}) telle que

v = PTOJC(t?,u?)(Ug — ha f (TG, ug, vg)),
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et, a partir de (3.4) et la condition (ii) de 'hypotheses (27), on trouve que
[0 — w5 + hn f(t5, ug, v9) || < degpupy (Vg — b f(t5, ug, vg))
< deqyup) () + hal[ £ (25, ug, vg) |
< dem upns (Vo) + ex¢,(C (8, ug), C (87, u)) + hnll £ (£5, ug, vg) |
< Lty — 15) + Llfuy — ugl[+hall f (5, ug, v) |
< Lhn + Lhg||vg |4 4 k[l f (5, ug, v5) ]
< Lhn(1+ [[vg 1) + hnllf (25, ug, vg) ]
Cela nous donne
[0 = og |l < Lhn (1 + [logll) + 2hall £ (5, ug, v5) I,
donc
[o7l| < llvg | + Lhn(1 4+ llvg ) + 2hn (1 + [lug || + llvg]])- (3.8)
Par ailleurs, on a
Jut | < [lug | + hanllvg |l (3.9)

de et 7 on trouve que
o]+ 10T g1+ gl + L+ 26) + ha(1+ 26 + L) e | + 25|
< 0§l + [l + 2T(L +28) + T(1+26 + L)ef | + T(1 + 28 + L)l
< gl + gl + 27(L +28) + T(1+ 28 + ) (o | + )
< (Il + W) 1+ T(L 425 + 1)) + 271+ 29)
< (Negll+ gl )T+ 1 2T(L + 2B)eT 42+

< (Igl -+ gl + 27(L +26) )52 <

NS . n o on n noom n "
Similairement, on suppose que les points wug, uf, ...., ui,;, vy, v, ..., Vi, ont été

construits pour 7+ < n — 2, et prenons u;,, = u;,; + hyvi,;, on obtient

dC(t?ﬁ,u?H)(U?H - hnf(tzn+17 U, U?ﬂ)) < dC(t?H,u?H)(U?H) + han(t?H, U g, U?ﬂ)“
< exc, (Ot 1, uit), Othe, uito)) + dC(t?+1,u?+1)ﬂpE(v?+1) + h |l f (81w, 07|
< exCy (Ot ui), Ot g, uiys)) + [ f (6, uiyy, 070 |
< Ly — ] + ey — wl )+ huB + i | + 02 )
< B L1+ e ) + BBt |+ efia )
< Lhy, + Lhyp + hpBp + hy, 8

ghn(B+L)(1+p)<g<r.
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D’apres la prox-régularité de 'ensemble C(t7, 4, u},), on déduit que I'application

) ( vt = haf (0, u?+1vv?+1>) ,

est bien définie a valeurs non vides. On trouve alors un point v, , tel que

n n n n
u?,,) (Uz'+1 — haf (41, ui's1, Ui+1)) :

: n n n
Par construction, nous avons v}, € C(t7,,, uf,,) et

Proj
Jc(tz+2 7,+2

Ve = Projogn

[0 — vty + B f (G, wit, VD) < dor,yur, ) (Vi — B f (8200, w1, v7)
< dC(my 1+2)(U2‘+1) + h |l f (81w, 07|
o Prl)ﬂpB( i1) +exc, (O, uiy), Ot s, uiys)) + bl f (811, uiyp, vl
< L(the — tia) + L(llufy — wiall) + Bl f (82, w0 |
< Lhn (1 + [0 [) + ol f (4, wiiq, vt ) -

cir

Donc

[0y = Vi ll < Lha (U4 {07 () + 2ha |l F (1, ity v )l (3.10)
ce qui signifie que

[0 2ll < v ll + Lha (1 + (o [) 4+ 28 B(1 + (lui | + [loi 1),
ainsi

[ooll < lJoiall + hn(L 4 20) [0 1| + 20 Blluis || + A (L + 25).

Par induction, on trouve que

i+1 i1
[WFall < 110Gl + (i + 2)(L + 28) + ha(L +28) 3 07| + 20 > _ |luf . (3.11)
j=0 3=0

D’autre part, on a
[uioll < Nluipr |+ hnllodill,
donc, par induction, on obtient
i+1

ol < gl + Fon D [V (3.12)

J=0

De (3.11)) et (3.12]), on constate que

i+1
IWFiall + llufiall < llog | + llugll + 2T (L +28) + ha(1+ L +26) > (IIU?II + IIU?H)-

J=0

En utilisant le Lemme on conclut que

fofiall+ ol < {1+ s + 2T(L + 28) peT 5429 < p,
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et par conséquent 'algorithme est bien défini et on a déja prouvé que les suites

n

(ul");, (vl); sont uniformément bornées par p.

D’apres (3.4]) et (3.7), on trouve que
1w, o)l < B(L+p) = 1.
De plus, par (3.10) on peut déduire que

'U,? —’U? n n o, n ,n
S T L o)) + 20 £l o) |

n

< L(1+p)+2B8(1+p)
< (L+28)(1+p) =, (3.13)

o —
il en résulte que les suites (thz) et (f(t7, ul', vl')); sont uniformément bor-
N .

77
7
nées par ¢ et n respectivement.

Etape 2. Fixons un entier quelconque n € N*. On définit maintenant sur [¢?, 2, ]

pour 0 <i < n — 1, les applications w,(+) et v,(-) par

t—1n
Un(t) =+ A - (U?H - U?)a

et
Un(t) == v + A (v — o).
n

Alors, pour tout ¢ €]t} ¢ ],

() = L = o € Ot ), (3.14)
et . .
in(t) = % (3.15)

Considérons maintenant, deux applications 0,,(t) et ~,(t) définie par

tn if o teltt,
O,(t) =4 ! d 1t (3.16)
th="T if t="T,
tr i telththyl,
Talt) =1 " ,f I (3.17)
I1 est facile de voir que
A [0,() 1] = lm () —f = lm (1, - ) =0, (318)

En combinant (3.6), (3-16), (3.17) et la Proposition [1.4] il en résulte pour presque

tout t € [Tp, T] que

= Un(t) € Ne@, ) un0a) (Vn(0n(t))) + f (Y (t), un(1n(t)), valm(t))) . (3.19)
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A partir de ([3.13)) et de (3.17), on obtient
[on ()] <, (3.20)

on conclut donc que (v,(+)), est équicontinue de rapport .

D’autre part, pour chaque ¢ € [t7, t7,,], on a

t—17
unt) =l + S (= ) =l (¢ )

par itération, on obtient
Un(t) = 110 + / (Y (5))ds. (3.21)

Aussi, d’apres ) et (3.17) on a
Un(Yn(t)) € C(Va(t), un(7n(t))),

comme (u"), et (v]")", sont uniformément bornées, on obtient alors
vn(a(t)) € C([0, T, pB) N pB.

De la condition (iii) de 'hypothese (%), on remarque que l'ensemble C([0, T x
pB) N pB est compact. Par conséquence (v,(7,(t)) ] est relativement compact

n

dans H. Puisque

Jonin(®) = wa(®l < [ Ninls)lds < <o) — 1) >0, a5 o0,

alors 'ensemble {v,(t), n € N} est relativement compact dans H. D’apres (3.20)),
(Un)nen est équicontinue. En appliquant donc le théoreme d’Ascoli-Arzela, on
conclut que (v,)nen est relativement compact dans €y ([7h,T]) et par suit, on
peut extraire une sous-suite, également notée (v,)nen, qui converge uniformément
vers v € Gy ([T, T)).

En utilisant 'inégalité pour la deuxieme fois, on peut extraire une sous-
suite également notée (0, )nen qui converge faiblement® dans L3 ([T, T,
(o(L%([Ty, T)), LY ([Ty, T])) vers une certaine application w € LS ([Tp, T]) avec
@l << pp. te€[L,T]

Fixons maintenant ¢ € [T, T et en prenant £ € L ([1y, 7)), a partir de la conver-
gence faible* de v,, vers w, on trouve que

lim (0,,(+), €()) = (w(-),&()),

n—o0

ce qui est équivalent a

t

lim [ (0,(s), = /t ds.

n—00
0
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En prenant (e;);ec; comme base de H tel que £(-) = 1j94(+)e;, pour chaque j € J.

La convergence faible* nous donne

<J§2j @n<3>’€j> - </ w<5>d876j>’

ce qui implique que
et par conséquent

Donc

et v = w, alors v, converge o(L¥([Ty, T]), LY ([Ty, T]) vers © € LY ([Ty, T]), ainsi
pour tout & (+) € L([Ty, T]) € LY([Ty, T]), on a
lim (0n, &(-)) = (0(), &1())-

n——~oo

Alors (1, (+)), converge o (LY ([To, T)), L% ([Ty, T))) dans L ([Ty, T)) vers v(+). D’apres
, et la convergence uniforme de (v,), vers v, On conclut que (uy)n
converge uniformément vers une fonction absolument continue u avec u(t) =
up + Jiv(s)ds

Posons z,(t) = f(7n(t), un (Y0 (), va(Va(t)), pour tout ¢ € [Ty, T, alors

[2a (@) < 7. (3.22)

Ceci implique que (z,(+))n est bornée dans L% ([Ty,T]). Donc, on peut extraire
une sous-suite de la suite (2,(+)), qui converge o(LL([Ty,T]), L3 ([Ty,T])) dans
L} ([T, T)) vers une application z € L}, ([To, T]) avec ||z(¢)|| < n p.p. t € [Ty, T).
En effet, pour tout y(-) € L} ([Ty, T]), on a

lim (z,(-),y(-)) = (z(-),y(+)).

n—»aoo

Soit z(+) € L ([T, T)) C LY([Ty, T]), donc

lim (z,(-), 2(-)) = (2(), z(-)),

n—-ao0

ceci signifie que la suit z,(+) est converge o (L}, ([Ty, T1), L5 ([To, T])) ver la fonction

Etape 3 : Montrons maintenant que, pour tout p.p. t € [Ty, 7], on a

0(t) € =Nequwy) (v(t) — 2(0).
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On commence d’abord par démontrer que, pour tout ¢ € [Ty, T, on a

u(t) € C(t,u(t)).

En effet, pour tout t € [Ty, T], on trouve que

Actua) (00 0a(8)) < A 0,003 (00 0al0)) + ex6, (O 1), a8, (), (2. u(t) )
< Ty (Cl0ul0), 0600, O, u(t)) )
< L0 () = t] + [lun(0n(t)) — u(®)]]}-

On sait que, si n — oo alors {|0,(t) — t| + ||un(0,(t)) — u(t)||} — 0 et pour tout
t €16, T),v,(0,(t)) — v(t) = u(t). Puisque C(t,u(t)) est fermé, on obtient

u(t) € C(t,u(t)).
De plus, par I'inclusion (3.20)) et 'inégalité (3.22)), on a
i+ 2l < 15all + 20l < <+ 1= 1

d’ou
Up + 2n(t) € 1B,
il en résulte de (3.19) que

U + Zn(t) € _NC(Gn(t),un(Gn(t)))(Un(8n<t))) NIB pp-t€ [TO, T]
= —L0de(0,(1)un 0,0 (Un(0n () p-p- L € [To, T1, (3.23)

et
zn(t) € F(yn(t), un(1a(t)), vn(7n(t))- (3.24)

En utilisant le lemme de Mazur et la convergence faible de (0, + z,, 2,), dans
Ly iy ([To, T)) to (9+2, 2), il existe donc une suite (wy,, @, ), qui converge fortement

dans Li;, 5 ([To, T]) vers (0 + z, z) avec
wp € co{Op + 2 :m>n} et w, € co{z, : m>n}.

On peut donc extraire de (wy, @, ), une sous-suite qui converge p.p. vers (0 + z, z).
Par conséquent, il existe un ensemble Lebesgue négligeable S C [Tp, T tel que

pour chaque t € [Ty, T]\ S, on a

0(t)+ 2(t) € ngo{wm(t) :m>n} C ngoﬁ{ijm(t) + 2 (t) : m > n},

et

z(t) € ngo{wm(t) :m>n} C n@()@{zm(t) :m > n}.

I1 résulte de (3.23) et (3.24]) que pour tout n € N tout ¢ € I et pour tout y € H,

(y, (1) + 2(1)) < 0 (4, 1000, 0,002 (L (Oa(1))))
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et
(Y, 2(t)) < o (y, F (3 (1), un(7a (1) va(7a()))) -
De plus, pour chaque n € N et tout t € [Ty, 7]\ S de (3.23) on obtient

(y,0(t) + 2(t)) < sup (Y, Om(t) + 2m(t))

et
(y, 2(t)) < sup (y, zm(t)) .

m>n

Ensuite, pour tout y € H

(y, 0(t) + 2(t)) < inf sup (y, o, (t) + 2m(1)) ,

neN m>n

et
(y, 2(t)) < inf sup (y, zn (1)),

neN m>n

qui assure que

(y, 0() + 2(1)) < imsup o (4, ~10dc(, (1) a8 1) (0 (O (1))) )

n—s00
et

(y, 2(0)) < limsupo (y, F (u(t),tn (o (8)), a3 (0)
Par la Proposition [3.3 et la s.c.s. scalaire de F', on obtient

(y, 5(1) + 2()) < o (3. ~10dou (v(1)))
et
(y,2()) <o (y, F(t,ult),v(t)))),
cela donnent

O(t) + 2(t) € —10dc(tu(ry)(v(t) C —Neuy) (v(t)),

et
2(t) € F(t, u(t),v(t)).

Par conséquent
—0(t) € Neqaey (v(t) +2(t)  pp. t€[To,T],

et
2(t) € F(t,u(t),v(t))  pop. te[TpT),

avec
lo(t) + 2| <1 pp. te[TT].

Ceci complete la démonstration. |
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3.3.2 Application a une classe d’inégalités quasi-variationnelles

Dans cette section, nous nous intéressons par l'application du résultat prin-
cipal prouvé dans le Théoreme a l'inégalité quasi-variationnelle différentielle

suivante : trouver u : [Ty, T] — H telle que, pour tout w € D(u(t)), A > 0, on a

(—a(t) — g(t),w —a(t)) < (f(t,u(t), w(t), w—u(t)) + Nw —a(t)[?
w(Ty) = wg, w(Ty) = g € D(u(Tp)),

(AP1)

ou D : H = H est une multi-application & valeurs fermées dans H, g € L ([T, T])
et f(t,u(t),u(t)) € F(t,u(t),u(t)) avec F : [Tp,T] x H x H = H une multi-
application a valeurs non vides convexes fermées.

Cette classe de problémes trouve sa motivation dans le fait qu’elle constitue la
formulation variationnelle des problemes d’élasticité linéaire avec frottement ou
contraintes unilatérales, et des problemes de contact frictionnel quasistatique im-
pliquant des matériaux viscoélastiques a mémoire courte sous des forces de per-
turbation dépendant de 1’état. Pour plus de détails, on se réfere a [41], 62).

Par la définition du cone normal proximal, ce probleme est équivalent a

a(t) + g(t) € =Npuuy(alt)) — f(t,u(t),a(t)) p.p. dans [Tp, T1,
u(Ty) = uo € D(u(Typ)),

(3.25)

On suppose que D et F' vérifient les hypotheses suivantes

(S1) 11 existe une constante r > 0 telle que, pour chaque t € [Tj, T et chaque
u € H, ensemble D(u(t)) est r—prox-régulier.

(Sz) 1l existe une constante réelle L; > 0 et une constante réel étendue p positive

tels que pour chaque x, y € H,
H,(D(x), D(y)) < Liflz = y].

(S3) Pour tout sous-ensemble borné A de H, l’ensemble D(A) est boule com-

pacte.

(S4) F est scalairement s.c.s. et pour un certain réel 5; > 0
Ap(tuw)(0) < Br(1 A+ [lull + lv]]),
pour tout (t,u,v) € [Ty, T] x H x H.

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (S1) — (S4), pour chaque vy dans H, le pro-

bléme (AP1) admet une solution absolument continue.

Pour montrer ce théoreme, nous avons besoin des propositions suivantes.
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Proposition 3.5. Soit D un sous-ensemble non vides de H. Alors, pour tous

Y,z € H tel quey+z € D, on a

Np(y+2)=Np_.(y)

Preuve. Soit £ € H, alors

£ € NF(y+2) <= 3t >0 tel que dp(y + z +t&) = t||€||
<= 3t >0 tel que dp_.(y +t&) = t||€]|

e Nj_.(y).
m

Proposition 3.6. Soit D un sous-ensemble non vides fermées de H. Pour tout
z€ H ona

1. Si D est r-proz-régulier. Alors D + z is r-prox-réqulier.

2. Si D est boule compacte tel qu’il existe M > 0: ||z|]| < M. Alors D + z est

boule compacte.

Preuve.
1. Posons C' = D + z et prenons z1,x, € C. Il faut montrer que pour tout
v € N (z1) on a
(w22~ 1) < ool 22 — 2]
2r
Comme x1, x5 € C' dong, il existe y1,y2 € D tel que x1 = y1+2 et x5 = yo+2.
En utilisant 'uniforme prox-régularité de D, on obtient

1
(v,yo —y1) < 5““””91 — 2|, pour tout v € Ng(yl).

D’autre part, d’apres la Proposition [3.5, on a
Np(yi) = Np(yr + 2 = 2) = Np,. (g1 + 2) = NE ().
Ce qui montre que
(0,25 — 1) < 21THU||||:(:1 — 2, pour tout v e NE(z),

d’ott 'uniforme prox-régularité de C.

2. Soit (v,), une suite d’élément dans C'NaB tel que o une constante positive,
alors v, € C et ||v,||< « et par suite il existe u,, € D tel que v, = u, + z

ce qui montre que u,, = v, — z et

[unll <llon[l+I2]l
<a+M=<d.
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Donc u,, € DNa/B et comme D et boule compacte on peut extraire alors de
(u,) une sous-suite notée (u,, ) qui converge vers un élément u de D N o’B.

Comme ||v,, || < «, alors passons a la limite lorsque n; — oo, on obtient

Jim o, 1< o

En utilisant le fait que ||-|| est continue, on trouve que
I, im_ vl <
d’ou
ol < «,

et par conséquent v € C'N aB et donc C est boule compacte.

Preuve. (du Théoréeme Considérons pour tous ¢, s dans [Tp, T,

—i—/ / T)drds et C(t,x) x—/ / des /Otg(s)ds.

En utilisant la Proposition [1.5 et (3.25]), on trouve

(1) €Ny )t (B0 = [ 9(3)ds) + F(1(0), 5(0),

ENC(t,x(t))( (t )) + F(t,@(t), £(t)),

avec (1) = xg € C(Tpy, o). Pour Montrer que le probleme (LAP;) admet une solu-
tion absolument continue, il faut démontrer que C(t, z(t)) satisfait les hypotheses
de (@/). D’apres la Proposition , et comme || [3 g(s)ds| < Tllgll e (o= M,
donc C satisfait les conditions (i) et (ii7) de 'hypothese (/). De plus, pour tous
t,t' € [Ty, T], on obtient

A

Ho(C(t,x), C(t',y)) < Hy(C(L,2), C(t' y))
= 50D gt ) 98 =0 [ 0(6)09)

z€pB

t/
<50 A, 1 o) = Dy i \+H/ s)ds— [ gls)ds]|

z€pB

<L1Hx—// des—y+/ / desH—i—/ 1901 15 o s

< walle— il [ [ of drds||+ [ sy

< Liflz —yl[ + L[t - t/|<L1

+ 1)||9||L;,°<[T0,T1>

< Lt =+ Iz —ylD,
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avec L = (LT + 1)||g|so (7, 17)- Alors, (i4) est vérifié.

D’autre part, F' est scalairement s.c.s. De plus, on a
t s t
It < B+ le = [ [ g(r)drdsl|+[ié = [ gls)dsl)
T2
< Bi+ Bullx|| + 51?”9”@;([%77’]) + Bl + Bi TN gl Lo (z,10)

T2 .
< B+ Tllgllegg o + = lollgpamom) (1 + Nl + [l21)-

Alors
dpai(0) < A1+ [lz] + 1),

N 2 . . \
ott B = Bi(1+ Tllgllss (tron) + TngHL;{o([To,T]))- Ainsi, toutes les hypotheses du
Théoreme sont satisfaites et nous avons donc 'existence d’une solution pour
le probleme (AP;). [ ]

3.4 Résultat d’existence pour un processus de
rafle dépendent conjointement du temps, de

I’état et de la vitesse.

Dans cette section, on étudie le résultat d’existence du probléme (Py).

3.4.1 Théoréme d’existence

Théoréme 3.3. Soit C' : [Ty, T] x Hx H = H est une multi-application a valeurs

fermées non vides satisfaisant les hypothéses suivantes
(HE) Pour chaquet € [Ty, T) et chaque u, v € H, C(t,u,v) est r-proz-réqulier
pour une constante positive r.

(HS) 1l existe des constantes réelles Loy > 0, ag €0, 1 telles que pour

chaque x, y, u, v € H et tous s,t € [Ty, T] avec s < t.
Hy(Ct,2,y), C(s,u,v)) S Lt —s)+ar |z —u| +az [y —v ],

ou p une constante positive.

(HS) Pour tout sous-ensembles bornés A et B de H, l’ensemble C([Tp, T] x

A x B) est boule compacte.

Soit F: [Ty] x H x H = H une multi-application d valeurs non vides fermées
convexes tel que (o/y) est satisfaite. Alors, pour chaque (ug,vy) € H? avec vy €

C(Ty, ug, vo), il existe au moins une ¥y ([Ty, T)-solution u(-) du probléme (P).
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a1+28
Preuve. Soit p = k(141 3)+T 5+ avec k = (HUQH + JJuol| + 2Tf+02£> (H 1-az )

On choisir T € [Ty, T] suffisamment petit tel que

L 1
—_— + aip+ B(1+ p)( +a2)<f‘
1—0[2 2

(3.26)

Fixons k' = k(1 +T15) + 11 5.

a) On commence d’abord par montrer qu'il existe au moins une %5 ([Tp, T1])-
solution u(-) du probleme (Ps). Considérons, pour tout entier n > 1, une

partition de [ := [Ty, T1]| avec les points
T
=ih,,1=0,1,..n, avec h, = Lot Ty = tg.
n

Notons par f(t,u,v) I’élément de norme minimale de F'(t,u,v), c’est-a-dire,
fltu,v) = ProjF(tyuw)(O). Alors

| (& u,0) [< B+ [[wl + vl (3.27)
Posons
uy = ug, vy = v € C(Ty, up,vp), et u =ug+ hyvp. (3.28)

Etape 1 : On construit les suites (u")1<i<n €t (V]")1<i<n dans H tels que,

pour chaque 7 = 1, ..., n, on a les inclusions suivantes

v = Projoge ) (V51 = hnf (61, w0 )) (3.29)
v € C(t7ul, o)) avec ul =u} ;+ h,v}, (3.30)

et
[ || + o'l < p. (3.31)

En effet, & partir de (HY), (3:27), et (3:28) les Remarques [1.1} pour tout
v € B(vy — h f(t8,ul,vy),m), on a

deep g ) (0 = haf (68, 63,08)) < dogepug o) (08) + hall (25, 0 08|

< oy up g (05) + exo(C(t5, 13, 05), C (17,5, 0)) + ho | £ (25, uf, )|
< M (Ot w0, O, 0)) + h [ (5., )]

< L(t — 1) + el — ufll+asll — v [+hall £ (15, uf of)

< Lt = t5) + aaflvg [ +azllo — vg + ha f (8, ug, vg) [+ (1 + a2) |Lf (£5, ug, vg

< Lhy, + athup + agn + hyB(1 + p)(1 + az)
L+aip+B(1+p)(1+ aq)
]_—042

L 1+ p)(1
§T1< +a1p+lﬁ( ;p)< +a2)>:n<72“<r. (3.32)
- G2

< Lhy, + athpp + Tias + h, (1 +p)(1+ a2)

)



3.4. Résultat d’existence pour un processus de rafle dépendent conjointement du
temps, de I'état et de la vitesse. 54

Ainsi, comme C' est a valeurs r-prox-régulieres, par la Proposition [L.5] et

pour tout v € B (v} — h, f(to, ul,vi),n) la fonction ¢, (v) = Projem un vy (Vg —

b f(t5, ul, vf)) est bien définie.

Nous allons maintenant montrer que ¢ (v) est continue sur B (v§ — h,, f (5, ug, v3),n) .
Fixons ¥ un élément dans B (v — h, f(t5, ul, vi),n) et soit (vUn,)nen une

suite de B (v — h,, f(t8, uy, vi), n) tel que v,, — v. On distingue deux cas.

cas 1 : Si p = +oo. Alors, H,(-,-) = H(-,-). En prenant en compte

(HS), (3.32)) et la Proposition , on constate que

|01 (vm) — &1(D))]

= |Pr0j0(t?,u;l,vm)(vg — hnf(t5, ug, vg)) — PTOJC(t?,u;L,ﬂ)@(T)L — hnf(tg, ug, vg))|

<2 (dC(t’f,u’f,vm)(Ug — haf(tg, ug, vg)) + den urw) (vg — ha f(t5, ug, Ug))) X
H(C[], uf, vm), C(H, uY, 7))

< 2rLs||v,, — o).

Dans ce cas, la convergence de v, vers v permet d’obtenir la continuité de
1.
cas 2 : Si p < +00. D’apres (3.32)), on a

vo — hnf (L5, ug, vg) € U (C(8), uf, vm)) N U5 (C(t], uy,v)).
Par I’hypothese de la fonction f on obtient

[0 — haf (25, ug, vl <llvg I+T1B(1+[[ugl[+[lvg )
<ugll+ g 1+T28 + T B([lug | +llvg 1)
< (lugll + llog )X + T1B) + T18
<k(1+Tp)+Tp=F.

Donc

v — haf (tg, ug, vg) € U (C(t},uy,va)) N Uz (C(t),uy, 7)) N E'B.
D’autre part, p = % + K, alors on a

Hf-}-k’(C( ?’u?ﬂ}m)a C( ?7“?7@)) < a2||vm —WHa
2

et d’apres la convergence de v,, vers ¥ on en déduit que

Hr (Ct],u},vm), Ot} u},v)) — 0.
7+k/
2
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Ainsi, pour m € N suffisamment grand

Hf+k/(c(t?7u?70m>, C(t?,u?’@)) S CYZH/Um o WH
2

< @pf|vm = vg + ha f (8, ug, vg) [[+-0o|[v = vg + hn f (£5, ug, vg) |

L 1 1
§2%ﬂ< +aw+f<;m<+a9>
- &2
L 1 1
S2T1< +041,0+15( + p)( +a2)><2;:

En utilisant (HS) et en appliquant la Proposition on obtient

[p1(vm) = 1@ < | 2rHr  (C(#Y,uy, vm), C(8], uf, 7))

<
< (Zras|vm —ol)?

Donc, la convergence de v,, vers ¥ nous donne la continuité de ¢,. De plus,

pour tout v € B (v] — h f(t8, ul, v¥),n), on a
¢1(v) € E(“S — ha f (15, ug, vg),m) -
En effet, d’apres (3.32), on a

[f1(v) — vg + hn f (25, ug, v6) || < dep upw) (Vg — hnf (85, ug, vg)) < 1.
(3.33)
Alors, pour tout v € B (v§ — hy, f(t8, ud, vy),n), on a
gbl(”) € E(Ug - hnf(tg7ug>vg)a 77) )

cela signifie que

$1(v) € C (87,4, B (v — haf (15w, v5),m) ) (VB (0] = ho f (85, uf, 0F), )
En utilisant 'hypothése (HS'), ensemble ¢, (E(vg — hnf(tg,ug,vg),n))

est relativement compact. On conclut que I'application ¢; satisfait toutes
les hypotheses du théoreme du point fixe de Schauder, d’ou 'existence d’un
point fixe v} € B (v} — h, f(t2,ul, v3),n) tel que v = ¢ (v}). Clest-a-dire

’U?ll = PrOjC(t?,u{l,v?)<Ug + hnf(tga ug? Ug))
Par ailleurs, d’apres (3.33), on a

[0 = vgll < n+ haB(1+ |lugll + llvgl]),
<7 (L +ap+ B(1+ p)(1+ ay)

1—0&2
L+ a;+25(1+p)
1—042 '

) +T15(1+ p)

<T



3.4. Résultat d’existence pour un processus de rafle dépendent conjointement du
temps, de I'état et de la vitesse. 56

Démontrons a présent que les suites (u]) et (v}") sont uniformément bornées.

En particulier, établissons que
[[ut [+ [[or]|< p.
En effet,

[01 = vg + ha f (15, ug, v0) || < dowpup ep) (v6) + Bl f (855 ug, vp) ]
< dC(taiug,vS)(Ug) + eXC(C(tgquL’USL)? C<t7117 u?? U1n>> + hn”f@&“ﬁa”(?)”
< Hp(Clig, ug, vg), O, uf, v7)) + hal[ f (15, ug, vg) |
< Lhy + arhn|log || + calvy — og || + hal f (25, ug, v5)
ce qui montre que
[0 — vgl] < Lhy + cnhnp + aol[vf — o5l + 2ha || f (5, ug, vi) I,
d’ou
(1 —ag)[v} =gl < Lhn + hnaa|[og ]| + 2k 5(1 + [lug |l + [z (1),

alors

n n Lhn (05) n
o< g+ T+ B 05+ 28

s n n
1_7%(1 + g | + [log [])-

D’autre part, de (3.28]) on a
[ut || < lugll + hnl[vg I

Par addition, on obtient

L+28 a1 +28+1

Jorl + | < g+ o + To e+ 7, 22 o1+ T 2 gl
. L+28 a1 +28+1
< lugll =+ llog | + 273 1_ +T11_7(|| v ll + [luglh),
a1 +2604+1 L+2
sm%MW%M1+ﬂi—f——+T B
1—0[2 1—0&2

On peut donc en déduire que

il o L+2B) potzsn
MN+MNSQ%WW%WMT1 ) S k<

Supposons maintenant que pour ¢ = 1,....m, avec m < n, les points

ug, uy...,up, vy, vl v ont été construit de maniere que les propriétés

» Y'mo » Ym

(3.29), (3.30) et (3.31) sont satisfaites. prenons

n _.n n
Uty = Ui + havy'
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Donc, pour tout v € B (v — h, f(t?, u?,v!"),n) on a

17

dogr, up, 0 W7 = B f (60, 07) < dewp,, ur, 0)(07) + Bal [ f (8 0, 07|
< dC’( f)ﬁp@(vin) + excp(C’(t;-L, u?, U?), C(t?Jrl’ u:'L+17 ?})) + han(t?, u?, U?)”

< H(CW, uif, 07), O, uitr, ) + | F (8w, 0|

n n
tugtv

79 Y1 Y 2 L)

< Lhy + arhn[[o]]| + asllo = o[ +ha | (& wif, 07 |

< Lhy + cxh[[0] || + z2llo — v + ha f (7w, 07) || + B (1 + a2) | F (8, w07

< Lhy + arh |07 || + aon + ha|l f (&7 ws v7) [ (1 + a2)

L+aip+ B+ p)(1+ay)
1-— (0%)

L 1 1
§T1< +a1p+16(_;p)( Jm?)) =n=

< Lhy,, + arhyp + T + h, (14 p)(1+ as)

<.

N3

En utilisant le fait que C(t7,,,u}, ,v) est r-prox-régulier, on en déduit
que l'application ¢;1(v) = PrOjC(t?i—&—l,u?Jrl,v) (v = ha f (7, uff, v)) est bien
définie. D’une maniéré analogue, on peut facilement vérifier que

Gir1(v) » B0 — hy f(t7, ul,v!"),n) — H est continue, et pour tout v €
B (v — hy f(t1,u,v"),n), on a

1 7L T

¢i+1(v) € E(U? - hnf<t?7 U?, Uzn)7 77) :
En effet,

[@ia(v) =0 +-hn f (8] +uif +07) | < dow,, wp,, 0 (0F =ha f (G 0 +07)) <.
(3.34)
Par conséquent, pour tout v € B (v — hy, f(£7, ul', v7),n),

1) 7Y T

gbi-l—l(v) eC (t?-&-hu?-i-lag(vzn - hnf(tgl?u?: U?)777)> mE(U? - hnf(t?’ U?,U?), 77) .

Par (HY'), 'ensemble ¢; 4 (E (V" — hy f (£, ul, o), 77)) est relativement com-
pact. Donc par le théoreme du point fixe de Shauder, on conclut que I'ap-
plication ¢;;; admet au moins un point fixe, c’est-a-dire, il existe vy, €
B (v} — hy f(t2,ul', v1), n) tel que v}, = @i (v), d’olt

17 7L T

Vi = ProjC(tggl,u;;I,v) (vi' = ho (8, i, 0}") Ui € O, wiy, vit)-

Et par (3.34) on a 'estimation suivante

[viy = o'l < m+ hall £ (8w o) |

<7 <L +ap+ B(1+p)(1+ ay)

1 — Qg

L+ a;+25(1+p)
1 — Qg

) +T13(1 + p)

<T

=A. (3.35)
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Montrons maintenant que les suites (uf, ;) et (vy, ;) sont uniformément bor-

nées. En particulier, établissons que

[ [+ of 1< p.
En effet,

[0 = v + hn f(8 uit, 07) || < do

i) Y Ye

tvnopy ) (00) Bl F (8 w07 |
S d C(trul ’U")ﬂpB( ) + eXCp(O(t?7 uz s U )7 O(tz‘—f—lvuz&-hvﬁi—l)) + hn”f(tzn’ uz ) U )”
< Hp(CE uf, vf), O, wihy, vi)) + hal [f (87w, )|

i) Y Y

< Lhy + arhn|[0]']] + allolyy — o | + Bl £ (& wit, 7)),

i P Ve

d’ou
iy — vlMl| < Lhy 4+ aqhpp + as|v™i + 1 — ol || + 2k, || f (27, w07l

i) Y Y

donc
(1 — a)llviy — vi'll < Lhy + hpoal[v] || + 2R, B(1 + [[u{| + [|of'[])

(1 = ag)ljoily = o'l < Lhn + hnaa[[o* || + 22 51+ ('] + [},

et par suite

Lh, athy, 2h, 0
ol < g™ n 1 m ™.
ol < 070+ e 2 o+ (o i + )
Par conséquence
il < oo ll+Pon——7" ZH I+ Fon—— ZH 'l

Par ailleurs, on a
[ui | < [luf]] + hallv?]],
alors

%
il < Mgl + P D107 -

=0
Par addition
v i |+ [l
" L+283 a1+25+1 n ‘ 0
<Huo||+||vo||+2T11 + I ZH ||+h ZH |
" L+2p3 14+ a1 +26 < " N
< I+ g+ 2T + Ty jzo<||vj||+||uj||>
L+2p3 1+a+26 ¢

< |ug 2T + T ? ).
< gl + gl + 27 00+ T2 S+ )
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En utilisant le Lemme [1.2, on trouve que

" " L+28Y\ peit2sst
ool + e | < (Huon i +27 ) :

— < p.
1— =P

Dong, les suites (ul');, (v}"); sont uniformément bornées par p.

D’apres , on a

I uit o) 1< B8O+ [ ui [+ [Toi ) <BA+p) =T, i=1,2,..,n.

n 19 Wi Ve

En conclusion, les suites (%J)l (f(tr, ul, vl)); sont uniformément bor-
nées par A et I' respectivement.
Etape 2 : Construction des suites (t(-))n: (Vn (), Bn(-))ns (n(-))n. Pour

tout ¢t € [t |,tP], i = 1...,n, on définit
n t— t?fl n n
un(t) = uj 4 + (ui' — i y), (3.36)
B
et A
Un(t) == vy + h (o —oily)

Ainsi, pour presque tout ¢t €]t |, 7]

n n

Uy (1) = i =L =, € C(th g, ul v} y), (3.37)
et
v — vty
nl(l) = 5
inlt) =
par (3.35)), on obtient
|on ()] < A. (3.38)

On pose, pour chaque t € [Ty, T1| et chaque n > 1

¢ i te [t ],
tz = T1 Zf t= T17
. i teftr ],
t?z—l Zf t= Tl.

Alors, pour tout t € [T, T1], on peut dire que

lim 6,,(t) —t| = lim |x,(t) —t| = lim (¢ —1t,)=0. (3.41)

n—-+00 n—-+0o00 n—-+0o00

En vertu de la Proposition u -7 et (3.40), il en résulte que
pour presque tout ¢ € [Ty, T1]

~0n(t) € NO(O,(8)un (0 (8)).0m (00(8)) (Vn (0 () +f (X (), n (X0 (1)), v (X (1))
(3.42)
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et
vn(6(t)) € C(0n(t), un(0n(t)), va(0n(t))). (3.43)

De plus, par (3.36) et (3.37)), on trouve que
un(t) = uiy + (t =t )iy,

et par itération, on obtient
t
un(t) = ug +/T Un(Xn(T))dT. (3.44)
0

Etape 3 : La convergence des suites (), (tn) €t (f(xn()s Un(xn (), Un(xn())).
D’apres (3.31)) et (3.43)), on a pour tout ¢t € T

un(0n(t)) € C([To, T1], pB, pB) N pB.

Grace aux hypotheses (HY), la suite v,(6,(t)), est relativement compact

dans H. D’autre part, on a
On(t)

| (0,(2)) — v (B)]| < / |on () ||dr < A(0,(t) —t) = 0, as n — 0.
t

Alors, I'ensemble {v,(t) : n € N} est relativement compact dans H. Il
est clair que, (v,(+)), est équicontinue d’apres (3.38). Par conséquent, le
théoreme d’Ascoli, nous assure que la suite (v,(+)), est relativement com-
pact dans € ([To, 71]). On peut donc extraire une sous-suite de (v,(-)), qui
converge uniformément vers v € €y ([Ty, T1]).

En raison de l'inégalité (3.38), il existe une sous-suite de (,(-)),) qui
converge o(L3([Ty, Th]), LY ([Ty, T1])) dans LS ([Tp, T1]) vers une applica-
tion 2 avec ||2(t)|| < A p.p. Cela signifie que

t t

lim [ (5a(r), E(r)dr = [ (), &(r)dr, Ve € Li (T, Ti)).

n—oo T() TO

Maintenant, fixons t € [Ty, T1] et prenons § = x- 1z, ) pour tout x € H on

a
t t
<J£& /To O (T)dT, 2 1[T07T1}> = </To Q(r)dr, z- 1[T07T1]> ,
donc . .
<x, lim @n(T)dT> = <x,/ Q(T)d7'>,
n—oo |7, To
alors

lim t Op(T)dT = /t Q(r)dr.

n—oo TO TO
Ce qui implique que
t t

lim v,(To) + [ Op(7)dT =0(To) + | Q(7)dT.

n—+o0 T To
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Puisque v,, est absolument continues, on obtient

lim_(va(t) — va(0)) = [ " on(r)dr

n—-+00 To
t
= | Q(r)dr,

To
et comme la suite v,(-) converge uniformément vers v, alors
t

v(it)=vo+ | Qr)dr et v=Q p.p.te [Ty, T1].
To

Donc (9, (+))n converge o (L% ([T, T1]), Ly ([To, Th])) vers o(-) € L ([Ty, T1)).
Pour tout &i(+) € L ([To, Ta]) C Ly ([To, Tr]), on obtient

Jim G, &) = (50), &4

Alors (0,(+))n convergent o (LY ([Ty, T1]), L33 ([To, T1])) dans LY, ([Ty, T1]) vers
(+). A partir de (3.41), et la convergence uniforme de (v,,), vers v,
on déduit que (u,), converge uniformément vers une fonction absolument
continue u avec u(t) = ug + [7, v(7)dr.

Soit g, (t) = f(xn(t), un(xn(t)), vn(xn(t)), pour tout ¢ € [Ty, T1] alors

lgn ()] < T

Donc (¢, (+))n est bornée dans L3 ([Ty, T1]), alors on peut extraire une sous-
suite notée (¢,(-)) qui converge o (L% ([Ty, T1]), L ([To, T1])) vers une appli-
cation ¢(-) dans L% ([T, T1]) € L}([Ty, T1]). Cela signifie que

lim (g.(-),(-)) = (a(-),€()), V€ € Ly ([To, Th]),

n—o0

comme LY ([Ty, T1]) C L ([Ty, T1]), on déduire que pour tout & € L ([T, T1])

lim (g (-),£(-)) = {a(-), €())-

n—o0

Alors (gn(+)) converge o(LY([Ty, T1)), L33 ([To, T1])) vers ¢ € Li([Ty, Th])

avec [lq()| <T' p.p.
Etape 4 : Dans cette étape, nous allons montrer que u(-) est une solution

de (PQ)
Premieérement, prouvons que v(t) € C(t,u(t),v(t)), pour tout t € [Tp, 1T1].

detu(t)w®) (Vn(0n(t))) < deon 0),um 0n (1)) 0m 0n (1))npB (Un (O (1))
+eXCp( (05(8), un(0n(1)), vn(0,(2))), C(t, u(t), v(t)))

< Hp(C(0n(t), un(0a(t)), va(6n(2))), C(t, u(t), v(t)))

< L0 (t) = t] + onfJun (0n(2) — u(t)]| + czllon(n(t)) — v(B)]-
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Par conséquent, on obtient de(s,u),v()) (v (Hn(t))) — 0. depuis Un(0,(1)) —

—00

v(t) = u(t) et en utilisant le falt que D(t,u(t), (t)) est fermé, on obtient

u(t) € C(t,u(t),v(t)).

D’autre part
[0n(t) + @n (O] < 0n @] + lga@) | < A+T =T,

donc
n(t) + qn(t) € TB.

Cela garantit que par (3.42)), on a

On(t) + Gn(t) € =N, 1), (00 (0)00 (02 0) (Un (On(£))) N TB
= =T 00, (£)un (0 (1)), (0 (£))) (Vr (O (1)), (3.45)

et
Qn(t) € f(Xn(t)’ un(Xn(t)>7 vn(Xﬂ(ﬂ))' (3'46)

Puisque (0,4, Gn)n converge faiblement dans Lk, ([T, T1]) vers (0+q, q),
par le lemme de Mazur, il existe une suite (w,, @,), qui converge fortement
dans LY, ,([Ty, T1]) vers (v + q,q) avec w, € co{Om + ¢m : m > n} et
@y € co{qm : m > n}.

Donc on peut extraire de la suite (w,, @, ), une sous-suite qui converge p.p.
vers (0 + ¢, q) et par conséquent il existe un ensemble Lebesgue négligeable
S € [Ty, T1] tel que pour chaque t € [Ty, T1]\S, on a

o) +at) € O Ton(®) T anlD: M2} C O eofim(tan(t): m=n},

et

q(t) € ngo{qm(t) . m>n}C ng()@{qm(t) :m > n}.

Grace a (3.45)) et (3.46), pour tout n € N et tout y € H, on a également

(, 0(t) + (1)) < 0 (4, = LOAC (0 (1) 0 001 00 00 ) (U (On (1))

et

(y,q(1)) <o (Y, F (xn (), un(Xn(t)), vn(Xn(t)))) -

De plus, pour tout n € N

(y,0(t) + q(t)) < sup(y, om(t) + gm(t)),

et
(y,q(t)) < sup (Y, gm(t)) -

m>
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Ce qui implique que

(y,0(t) +¢(t)) < limsupo (y, _TadC(On(t),un(en(t)),vn(an(t)))(Un(gn(t)))) :

et
(y,q(t)) < limsup o (y, F (Xn(t), un(Xn(t)): va(Xa(t)))) -

n—-+4oo
D’apres la proposition [3.4] et en utilisant la s.c.s. scalaire de F, pour tout
t € [Ty, T1], on obtient

(y,0(t) +4q(t)) <o (y7 —TﬁdC(t,u(t),v(t))(U(t))) ,
et
(y,q(t)) <o (y, F(t,u(t),v(t)))).
On conclut donc que
U(t) + (](t) € —T@dc(t,u(t)m(t))(v(t)) C _NC(t,u(t),v(t))(U(t>>;
et
q(t) € F(t,u(t),v(t)).
par conséquence
0(t) € —=No@uw.ow) () —qt)  pp. te [Ty T,

et
q(t) € F(t,u(t),v(t)) p.p. te€ [Ty, T1],

lo(t) +q@)|| <Y p.p. te€ [Ty, Th].

Alors il existe au moins une %5 ([Ty, T])-solution u°(-) du probléme

ﬂo(t) S —NC(tMO(t)’ﬂO(t))(Uo(t)) — F(t,u()(t), Uo(t)), pp. t€ [Tg,Tl]
u’(t) € C(t,u’(t),v°(t)),

UO(T[)) = Uy, UO(T()) = Up.

(b) Pour prolonger la solution dans Uintervalle [Ty, T], on choisit T3 < Ty, < T
tel que ([3.26)) est vérifie et on considére le probleme suivant : trouver u' :
[T1, T3] — H tel que

' (t) € Ct,ul(t), v (t))

@' (t) € =Ne@ur a0 (t) — F(t,u'(t),a'(t)), pp. te[T1,T
U1(T1) = UO(Tl)aal(T1> =

UO(T1>a
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si Ty, = T on obtient la solution sur U'intervalle [Ty, T']. Sinon, on peut appli-
quer ce qui précede aux intervalles [T5, T3], ..., [T,—1,T], et on obtient la so-
lution u?(+) sur [Ty, T3] avec u?(Ty) = u' (Ty) et u*(Ty) = v} (T3), ..., u"1(+)
sur [T,,_1,T] avec u" Y (T,_1) = u" 2 et «" Y (T,,_1) = v *(T},_1). Consi-
dérons les applications u : [To,T] — H et v : [Ty, T] — H définies par
u(t) = u"(t) et v(t) = v™(t) pour tout t € [1;,T;+1] et i € N, alors il est
facile de conclure que u et v satisfont (Pz).

Ceci complete la preuve.

Corollaire 3.1. Soit C : [Ty, T|x H x H = H une multi-application d valeurs non
vides fermées qui vérifie les hypothése (Ac,) et (Ac,). Soit F: [Ty, T|x HxH = H
une multi-application a valeurs non vides convezes fermées satisfaisant [’hypothese
(Arp). Supposons de plus que les ensembles C(t,u,v) sont equi-uniformément sous-
lisse pour tout (t,u,v) € [Ty, T] x H x H. Alors, pour tout (ug,ve) € H?, avec
vo € C(Tp, ug,vo), il existe au moins une Wy ([Ty, T]) solution u(-) du probléme

(P2).

Preuve. Etape 01 : Comme dans le théoréme précédent on considéré pour chaque

n > 1, une partition de [Ty, 7] définie par t} := ih, pour 0 < i < n, tel que

h, = % et ty = Tp. Fixons uf = ug, v = vg € C(Tp, ug, vg) et on prend
u" = ug + h,vg. On construit u?, u? u et v, VT v" dans H tels que
1 — 0 n 0. 07 JEIEEERER 9 n 0, |RIEEEEEE y Un qu

pour chaque i =0, 1, ..., n, les inclusions (3.29)), (3.30)), (3.31]) sont vérifiées.

La boule compacité de ’ensemble C'(t7, u},v]) permet de choisir
vy € Projem un wmy (Vg — b f (15, ug, vg)).

Dot vy € C(t7, uf, vy), et vy — hy f (5, uf, vg) — 07 € Nen un omy(v7). En utilisant
(Ag,) et (3.27)), on obtient

[0 = vg + hn f(t5, ug, v) || < dogupep) (v9) + bl (25, 15, v5) |

1

< dc(tg,ug,vg)mpﬁ(vg) + eXCP(C( gvugvvg)> C( ?7 u?v U?)) + han( 87“87”3)”
< exc,y(C(tg, ug,, vg), O, uts 1)) + ha f (85, ug, vp) |
< Lty + fluf = gl + ([0 = vgl) + hal £ (25, w5, vo)l,

donc
[0} = oG [l < Lhn(1+ [[og ) + L([Jof — vg]) + 28ha (1 + [Jug || + [[vg 1),
et par conséquent

(1= L)} = vg | < Lha(1+ [[0§11) + 2B (1 + Jug || + I0§]]).
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ce qui implique que

P (1t ) + 222 (1 gl + o).

D’autre part on a l’estimation

lor | < g

[ | < [lugll + hnllvg -

Par addition, on obtient donc

n " n L+203 L—|—25 20
o7+ Il < gl + e |+ T2 4 (S 1) g+ T
n L+2p3 1+25 "
< llugll + lvgll + 27— + T—(llvgll + [lug )
1423 L+2,6
< (||lvg 0 14T 2T .
< (Jogl+ g (14755 L)+ -
Alors
n n L+ 25 26+1
o]+ flat ] < (logll + uglhe” =5 +2r=—"> A
L 428y p2s+1
SO%H+Mﬂ+ﬂHVL)J“L=n
Supposons que ug, uy, ..., U, vy, vy, ..., v ont été construites pour i = 0,1, ..., m,

avec m < n, tel que
n _ n n
ui = u; + hyvl
iy ; no o om s
La boule compacité de I'ensemble C(t7,,,u}, |, v},) permet de choisir

n n n n n n
Uit1 € Projogr, ur,, or ) y (U = B (87, uff,07)), done vty € O, uiy, vihy), et

U;L - hnf<t?7u1 U ) z+1 € NC(tl+1 Uy g, Z+1)(Uln+l)'

En utilisant (Ag,) et (3.27)), on a

[y = o+ hn f(E w0 | < degp, iz, om ) (V7)) + Bal (& 6 07|

< dC(tHl Uy g, ZH)(Ul”rl) + hnl‘f@?—&-l: u?—i—l? Ui—i—l) H + eXCP(C(t?a uz ) Uy )7 C@?—H? u?—i—l? U?—i—l))

< excp (Ot v, v)), O, uy, vif)) + bl f (4, ulg, v |
< Hp (O uf, 07), C(E s uitg, i) + hallF (8w, o)
< L(tdy — 1+ ludyy — 'l + oy — o l]) + | £ (87wl 07
< Lhn (L4 [[0]]) + Lllviy — o' | + Al (£ i, 07)]],
ce qui implique que
[0ty = ol < Lha(1+ ([0} ]) + Lllvit g — o] 4+ 2ha [ £ (87, i, o),

donc

(1= D)llviyy = vl < Lhn (1 + [[07]]) + 2hn B(1 + [|ug' || + [[7']]), (3.47)
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par conséquent

[0y = 'l € 57— ha(L+ |07]]) + —— (L + [l | + [loi']])-

1 1-L
Alors

L L B 6]

o< o —h, M+ 2h,——— + 2h, i
ool < el + = = e+ 2 + 2 |
L+2B L+25 203
< [v*| + hn———— + Ay, M+ hy, i
o7+ o = =2 By = ]
il s’ensuit
. n (i+ (L +20) L+2ﬁ . i
L R e ZH |+ Zn |
D’autre part, on a
[y || < [l || + halloF

donc par induction, on a

luiia | < gl + R D07 -

§=0

En combinant les dernieres inégalités, on trouve que

o L+23 L—|—25 n N
oIl < g +27 547 (55 )Zu ||+2T—Z||u [

L+2p3 1+258
< gl + gl + 275> + T sz:%(uv I+ ).

En utilisant le Lemme on obtient

L+26> T2+
e —L
1—-L

[0l + ludiall < (Hvo I+ llugll + 27

De plus, a partir de (3.47)), on obtient

U?Jrl_vln L n 26 n n
<
U < T e+ 22 T )
2
< _- _c
<7 7A+p) + =780 +p)
- 1-L

et par conséquent ’algorithme est bien défini et on a déja montré que les suites

(u

. , , . ot —vl . )
i )i, (’Uln)l sont uniformément bornées par p et la suite (%) , est uniformé-
n 7

ment bornée par A. En procédant les mémes étapes de la démonstration du théo-
réme (3.3 dans intervalle [Tp, 7] on trouve qu'il existe au moins une #5>([Ty, T7)
solution u(-) du probléme (Py). [ |
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3.4.2 Application a une classe d’inégalités quasi-variationnelles

On peut déduire du Théoreme un résultat d’existence pour les problémes
d’inégalité quasi-variationnelle suivants. Trouve u : [Ty, T] — H tel que, pour tout

k> 0,o0n a

(U(t), w —u(t)) < (i(t), w —i(t) + a(iu(t), w —a(t)) + b(u(t), w — u(t))
(APs) +rlw —a(t)||? Yw € S+t ult),u(t)).

Ug = ’LL(T()), U(To) = uo € S + ¢(T0,U0, Uo)
a(-,-): Hx H — Ret b(-,-) : Hx H — R sont deux formes bilinéaires réelles,
symétriques, bornées et elliptiques sur H x H, I € #;7*([T, T]), S est une multi-

application a valeurs fermées non nécessairement convexes et ¢ : [Ty, T|x H x H —

H est une fonction Lipschitzienne.

Théoréme 3.4. Soit S une multi-application a valeurs non vides fermées relati-

vement compact de H, pour chaque t € [Ty, T,
(AS1) S est r-proz-régulier.
(AS3) A (resp. B) est un opérateur linéaire borné sur H induite par a(-,-) (resp. b(-,)),

tels que
a(u,v) = (Au,v) (resp.b(u,v) = (Bu,v)) pourtousu, v € H,

(AS3) 1 est uniformément bornée, c’est-a-dire qu’il existe pn > 0 tel que ||I(t)]] < p.

(AS,) Il existe des constantes réelles L > 0, ay €]0, 1] et ag > 0, tels que
[t 2, y) — (s, u,v)|| < L[t — s| + arllz — ul| + azfly — vf],

pour tous x,y,u,v € H et pour tout s <t dans [Ty, T).

Alors, pour chaque ug € H, il existe au moins une #" ([Ty, T)-solution du pro-
bléeme (APy).

Preuve. Par la Remarque [1.2] I'inégalité quasi-variationnelle de type (AP3) peut

s’écrire sous la forme suivante
i(t) + Au(t) + Bu(t) — 1(t) € —=Ng\ g ey (@(t))-
En utilisant la Proposition [I.5 on obtient

—ii(t) € Nequ,a) (W(t)) + F (¢ u(t), u(t)),
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ot C{t, u(t), (b)) = S+(t,u(t), a(t)) et F(t, ult), a(t)) = {Au(t)+ Bu(t) ()},
Evidemment, C satisfait les hypotheses (HC) et (HS). D’aprés la Proposition
et pour tous u,u,v,v € H et s <t € [Ty, T], on a

H,(C(t,u, 1), C(s,v,0)) < sup ’ds(:c —Y(t,u, 1)) — dg(z — (s, v,0))|

z€PB

< \W(t, u, U’) - @ZJ(S, v, U)H

< Lt —s| + afflu —v|| + abl|u — o]

Puisque [ est continu, il est clair que F' est une multi-application s.c.s. a valeurs
convexes. De plus, seul 1’élément de norme minimale satisfait une condition de
croissance linéaire avec § = p + ||A| + || BJ|. Par conséquent, toutes les hypo-
theses du Théoreme sont satisfaites. Nous avons donc I'existence de solutions
de problemes (APs). [ |



CONCLUSION

Dans la premiere partie de cette thése, un processus de rafle non-convexe du
premier ordre dépendant de 1’état avec des perturbations non-bornées a valeur
d’ensemble a été considéré. Le processus de rafle du second ordre a été consi-
déré dans la deuxieme partie de cette these. L’existence d’une solution absolument
continue a été prouvée pour une classe d’ensembles non-convexes, a savoir des
ensembles uniformément sous-lisses dans la premiere partie et uniformément prox-
réguliers dans la deuxieme partie, en adaptant un schéma de discrétisation implicite
au cas non-convexe. L’approche présentée dans ce document peut étre appliquée
a d’autres ensembles généraux, tels que les ensembles positivement a-far on peut
aussi envisager le cas des ensembles uniformément semi-continus inférieurement.
L’hypothese standard de Lipschitz dans la deuxieme partie a été remplacée par une
hypothese tronquée, afin de traiter une large classe d’ensembles non-bornés. En
outre, nous avons affaibli la perturbation multivoque en ne prenant que 1’élément
de norme minimale satisfaisant a une condition de croissance linéaire.

Comme perspective, on peut aussi mettre une condition de troncature sur la per-

turbation.

69
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