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INTRODUCTION CENERALE

En optimisation mathématique et en analyse variationnelle, I’étude des inclusions
gouvernées par des opérateurs maximaux monotones est fondamentale. Ses applications
sont tres diverses, couvrant de nombreuses spécialités et fournissant un ensemble d’ou-
tils puissants pour résoudre des problemes complexes. La recherche dans ce domaine est
toujours en cours, valorisant le développement algorithmique a la fois théorique et pra-
tique. Ces opérateurs possedent certaines propriétés qui permettent d’assurer 1’existence
et 'unicité de solutions liées a ces problémes. Dans ce contexte, les inclusions différen-
tielles gouvernées par un opérateur maximal monotone fixe A, ont pris apparition sous la
forme

—u(1) € Au(r), p.p. T € I;

u(0) =ug € D(A),
ou D(A) est le domaine de A. Rigoureusement étudié par différentes méthodes dont on
peut citer quelques travaux tels que [12, 13, 15, 24]. Puis nous avons le cas souvent
abordé ou A dépend du temps, ou le travail de A. A. Vladimirov [64] a été I'un des
premiers a étre consacré a 1’étude des inclusions d’évolution avec un opérateur maximal
monotone dépendant du temps supposé régulier. Dans [47] les auteurs montrent I’existence
et I'unicité d’une solution absolument continue, en admettant que A(7) est de variation

absolument continue, dans le sens ou il existe a € WH1(Z), telle que pour tous 7,5 € T

dis(A(T), A(s)) < |a(7) — a(s)],

ou dis(+,-) est la pseudo distance entre les opérateurs maximaux monotones introduite
par A. A. Vladimirov [64]. Depuis, divers autres études ont été menées a fin de développer

le travail de [47] en introduisant différentes perturbations aux inclusions fondamentales

1il
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impliquant des opérateurs maximaux monotones et en affaiblissant les hypotheses dans
I'objectif d’atteindre des résultats d’existence plus larges. Par exemple, dans [54] les au-
teurs examinent 'existence et 1'unicité d’une solution absolument continue dans un espace

de Hilbert H du probleme

—u(1) € A(m)u(r) + f(r,u(r)), p.p. T € Z;
(I) u(r) € D(A(r)), ¥r € T;
u(0) = ug € D(A(0)),

ou f:Z x H — H représente la perturbation du probleme qui correspond a une force
externe appliquée sur le systeme. Cette application est Lipschitz continue par rapport a
la deuxieéme variable sur chaque sous ensemble borné de H et satisfaisant la condition de
croissance linéaire. Dans [63], les auteurs démontrent 1’existence de solutions du probléme
(I) lorsque D(A(7)) = H, sans hypotheses concernant la régularité temporelle des opé-
rateurs maximaux monotones dépendant du temps, et par l'utilisation de la méthode de
régularisation Yosida. Dans le cadre d’une perturbation multivoque, A. A. Tolstonogov
[62] établit un résultat d’existence sous les hypotheses traditionnelles sur la perturbation
(mesurabilité, Lipschitzité au sens de Hausdorff, condition de croissance linéaire) dans un
espace de Hilbert séparable. Récemment, B. K. Le dans [49] a étudié pour la premiere
fois une inclusion différentielle plus générale, régie par un opérateur maximal monotone

dépendant a la fois du temps et de I'état.

Le processus de la rafle, en anglais "sweeping process" est un cas trés important et
particulier ou I'opérateur maximal monotone est le sous différentiel convexe de la fonction
indicatrice d'un ensemble fermé convexe C'(7). Ce processus a été introduit dans les années

soixante-dix par J. J. Moreau dans [50, 51, 52], sous la forme

—(7) € Ne (u(r)), p-p. 7 €I
(1) u(r) € C(7), YT € T;
u(0) = ug € C(0),

ott Ng(ry est le cone normal & C(7). La motivation originale est de modéliser I’évolution
quasi-statique dans 1’élastoplasticité, la dynamique du frottement, les matériaux granu-
laires, la dynamique du contact. Cependant, de nombreuses applications du processus de
la rafle sont devenues décisives dans plusieurs branches de la science, en particulier en mé-
canique non lisse, en optimisation convexe, en modélisation du mouvement des foules, en

économie mathématique, en réseaux dynamiques et en circuits électriques commutés, etc,
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on peut se référer aux travaux [34, 42, 48]. La généralisation du probleme (/1) a fait I’ob-
jet de nombreuses études, a titre d’exemple, en présence d’une perturbation multivoque,

le probleme de la forme

—u(t) € Nogy(u(r)) + F(r,u(r)), p.p. T €Z;
(Truoz) Yu(t) € C(7), V7 €T;
u(0) = ug € C(0),

est établi dans [37] on F' : Z x H = H est consacré a étre séparément semicontinue
supérieur avec des valeurs convexes compactes et satisfait la condition d’inclusion de la
croissance linéaire compacte. Pour un cas moins général, des travaux intéressants concer-
nant l'inclusion différentielle (75, z) ont été effectués en dimension finie par Castaing et
al [27] et C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [31], sous 'hypothese de convexité de
C(7) ou de son complément. Il y a une multitude d’autres publications qui abordent cette
thématique, couvrant le processus de la rafle dépendant de 1’état, le cas du second ordre,
le processus de la rafle dégénéré, le processus de la rafle implicite, ainsi que le processus de
la rafle non convexe (les ensembles prox-réguliers, les ensembles sous-lisses, les ensembles

positivement a-far), on peut consulter les références [3, 8, 18, 29, 38, 45, 46, 66].

Derniérement dans les articles [2, 4, 5, 9, 10] les auteurs montrent le résultat d’existence
pour un probleme gouverné par le processus de la rafle, dans le cas d’une perturbation non
bornée apparait lorsque I’élément du norme minimale est borné ou satisfait a une condition
de croissance linéaire. Il convient de noter que la méthode utilisée pour la démonstration
des résultats d’existence dans les références précédentes est la méthode de rattrapage de

Moreau.

La théorie de la relaxation a re¢u un grand intérét chez les chercheurs pour différents
problémes, ou ils ont réussi a prouver des théorémes de densité entre le probleme original et
le probléme convexifié. Nous pouvons mentionner, a titre d’exemple, les articles [32, 39, 44]
qui ont commencé a étudier la relaxation pour les inclusions différentielles bornées dans un
espace de dimension finie avec I'’hypothese classique de Lipschitzité au sens de Hausdorff.
Dans [59], la relaxation est obtenue pour le probleme de Cauchy non borné dans un
espace de dimension finie, en utilisant une notion plus faible que la Lipschitzité c’est la p-
Hausdorff Lipschitzité. L’auteur dans [61] a complété les études [44, 59] avec des questions
similaires dans l'espace de Banach pour le probleme de Cauchy non borné. Nous nous
référons également a [41, 56, 60] pour d’autres théoréemes de relaxation concernant des

problémes plus généraux que ceux mentionnés précédemment.
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Cette these est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre expose des résultats
préliminaires et des outils fondamentaux nécessaires tout au long de notre étude. Nous
examinerons des concepts tels que la multi-application, ’analyse convexe, les théoremes

de convergence, la distance de Hausdorff et les opérateurs maximaux monotones.

Dans le deuxieme chapitre, nous proposons une nouvelle généralisation des travaux
récents d’Affane et al [2, 4, 5], pour montrer 'existence de solution du probleme (7p., 1)
ou C' : T = R? est une multi-application & valeurs fermées non vides convexes dépendant
du temps et F': Z x bB = R% avec b > 0, est une multi-application & valeurs fermées non
vides. Les travaux mentionnés précédemment traitent principalement la semicontinuité
supérieure et la convexité des perturbations. Notre travail élargit ces études en excluant
les conditions de convexité, de bornitude et de compacité aux valeurs de la perturbation;
nous supposons simplement une croissance linéaire sur 1’élément de la norme minimale,

c-a-d, il existe deux constantes a > 0 et 3 > 0, telles que pour tout (7,y) € Z x bB,
d(0, F(r,y)) < a+ Byl

De plus, notre résultat ne nécessite pas I’hypothese de la semicontinuité supérieure, nous
utilisons a la place une condition plus faible, de Lipschitzité au sens de p-Hausdorff, c-a-d,

il existe ¢ > 0, telle que pour tous (7,%1), (s,92) dans Z x bB,

haus,(F(7,y1), F(s,y2)) < (|7 = s| + Bllyr — 2]l

Ensuite, un autre résultat d’existence pour le probleme (7p.,z) est présenté, étant le
résultat d’existence principal de ce chapitre. Nous nous sommes basés sur des techniques

développées dans les travaux de A. A. Tolstonogov [61] pour prouver ce résultat.
D’autre part, nous donnons un résultat d’existence pour le probleme convexifié
—u(7) € Noy(u(t)) +eoF (1,u(r)), p.p. 7 € T;

(TeoFuoz) S u(r) € C(1), V7 €T;
u(0) = ug € C(0).

En outre, nous abordons la relaxation en se fondant sur les résultats obtenus précédem-
ment, autrement dit, nous examinons la relation entre les solutions du probléme original

(TFuoz) et du probléme convexifié (Tepruy.z)-

Dans le troisieme chapitre on se penche sur I’étude d’un processus de la rafle perturbé,



Introduction générale vii

de la forme

—u(7) € Ny (u(r)) + F(r,u(r)), p.p. 7 €T,
(SFuoz) u(r) € Clu(r)), V7 € T;
u(0) = ug € Cup),
ott C': R* = R est une multi-application & valeurs fermées non vides convexes dépendant
de I'état et F': T x bB = R avec b > 0, est une multi-application & valeur fermées non
vides non convexes. Les résultats de l'existence et de la relaxation sont présentés, en

reprenant les hypotheses précédentes concernant la perturbation dans une perspective

plus large, c-a-d, il existe £, A € L& (Z), telles que, pour tout (1,y) € Z x bB

d(0, F(r,y)) < &(7) + A7)yl

et tous (7,v1), (7,42) € Z X bB,

hausp(F<T> yl)a F(Ta y2)) < )‘<T)Hy1 - yQH

Nous avons obtenu les résultats d’existence de solutions dans ce chapitre en nous inspirant
de la méthode de construction de solutions approximatives présentée dans [10] et par

'application d’une méthode de construction donnée dans [61].

Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude d’une inclusion d’évolution gouvernée par

un opérateur maximal monotone dépendant du temps de la forme

—u(r) € A(T)u(r) + F(7,u(1)), p.p. T € Z;
(Mru,z) { u(r) € D(A(7)), V1 € T;
u(0) = ug € D(A(0)),

ainsi que I’étude du probleme convexifié

—u(r) € A(T)u(r) + coF (1,u(r)), p.p. T € Z;
(Mapuoz) S u(t) € D(A(T)), Vr € I;
u(0) = ug € D(A(0)),

ott A(1): D(A(7)) C R = R? est un opérateur maximal monotone et F : Z x bB = R?
avec b > 0, est une multi-application a valeurs fermées non vides. L’objectif principal de
ce chapitre est de traiter les résultats d’existence du probleme original (Mg, ) et du
probleme convexifié (Mzp,z) et la propriété de relaxation entre ces deux problemes, en

utilisant des techniques développées dans le troisieme chapitre. Nous adoptons les mémes
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hypotheses sur la perturbation, néanmoins, les hypotheéses supposées sur 'opérateur A(T)
sont différentes de celles sur les ensembles mobiles convexes fermés ; ici, 'opérateur A(7)
est de variation absolument continue et sa norme minimale satisfait une condition de

croissance linéaire.

Notons que les résultats du troisieme chapitre ont fait ’objet d’une publication avec le
Professeur Doria Affane et le Professeur Mustapha Fateh Yarou dans le journal "Annals
of West University of Timisoara-Mathematics and Computer Science' [19], tandis que les
résultats présentés dans le quatrieme chapitre ont été publiés dans la revue "Lobachevskii

Journal of Mathematics" [20].



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Nous entamons ce chapitre en énongant nos notations, puis en rappelant quelques
résultats de base qui seront essentiels tout au long de cette these. Le chapitre aborde
des définitions et concepts fondamentaux sur la mesurabilité, les multi-applications, leur
sélection et leur mesurabilité, I’analyse convexe, ainsi que quelques résultats de conver-
gence, la distance de Hausdorff, les opérateurs maximaux monotones, et on conclut avec

un lemme de Gronwall.

1.1 Notations générales

Dans ce qui suit, Z = [0, 7] (T > 0), est un intervalle de R et R? est I’espace euclidien

de dimension finie d muni de la norme || - ||. On note par:

e p.p 'abréviation de presque partout ;

c-a-d I'abréviation de c’est-a-dire;

resp. I’abréviation de respectivement ;

limsup l'abréviation de limite supérieur ;

R la droite achevée, c-a-d, R = [—o0, +-00];

(-,+) le produit scalaire ;
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e B la boule unité fermée de R? centrée a l'origine, nB (resp. nB) la boule ouverte

(resp. la boule fermée) de rayon n > 0;

e B(z,0) la boule fermée de centre z et de rayon 6 > 0;
o L%.(Z)(1 < p < o00) 'espace des applications mesurables g : Z — RY, tel que

ng |lg(T)||PdT < oo, munie de la norme
T 1
lgllo = ([ llg(r)dr)7:

o LXi(Z) 'espace des applications g : Z — R? essentiellement bornées, muni de la
norme

9]l = inf{c =0 |[g(z)[| < ¢ p.p. sur T};

o 0(Lga, L) la topologie faible définie sur Lyq(Z);

o Wég (Z) Vespace des applications u absolument continues sur Z tel que @ € L 4(Z);

o Cra(Z) (resp. ACgre(Z)) V'espace de Banach des applications u : Z — R? continues

(resp. absolument continues) muni de la norme de la convergence uniforme

[ulle = sup [[u(T)]-
TET

Pour D un sous ensemble de R?, on note par:
e co(D) I'enveloppe convexe de D;
e ¢o(D) 'enveloppe convexe fermée de D;

e [p la fonction indicatrice de D, définie par

0 sixeD,
Ip(x) =
+oo siz ¢ D

e 15 la fonction caractéristique de D, définie par

1 sixeD,
Ip(x) =
0 siz ¢ D

e d(-, D) la fonction distance entre le point z € R? et I'ensemble D définie par
d(z.D) = inf [}z — ]|

pour z € R4, si D = &, alors d(x, D) = 400

Soit G : J x RY = R¢ pour J C R une multi-application, on note par
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e S(G) I'ensemble de toutes les sélections mesurables de la multi-application G;

e S?(G) l'ensemble de toutes les sélections mesurables dans L.(J) (1 < p < 00) de

la multi-application G, donné par
SHG) ={f € Lga(T) : f(7,0) € G(r,0)};
® R(Pg.uw,.7) Pensemble de solutions du probleme (Pg u,.7), 00 wy est la condition

initiale.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats qui suivent ont été pris de la référence [11].

Définition 1.1.
Soit X un ensemble non vide, ¥ une famille de sous ensembles de X. Alors X2 est dite

une tribu sur X si

1. 0ex;

2. AeX=X\AeXx;

3. A, eX= UA, el

neN

e Le couple (X,X) est appelé espace mesurable, et les éléments de X sont appelés en-
sembles mesurables.
e Sila troisiéme relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que > est une
algebre sur X.

e Si X estun espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée par B(X), est la plus

petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2.

Soient (X1,%1), (Xo,3) deuzx espaces mesurables et f une application définie sur Xy d
valeurs dans Xo. On dit que f est (X1, 39)-mesurable si pour tout A € ¥, f1(A) € 3.
Si Xo est un espace topologique, une application (X1, B(Xs))-mesurable est dite application

Borélienne.

Définition 1.3.

Soit (X,X) un espace mesurable. Alors lapplication p : ¥ — R est une mesure si
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1. p(@)=0;
2. u(%An) = > u(A,), pour toute suite dénombrable (A,) d’éléments de ¥ deux d

deux disjoints.

e Le triple (X, 3, ) est appelé espace mesureé.

e Sip(A) < oo, pour tout A € 3, on dit que p est une mesure finie ou que l’espace
(X, %, 1) est fini.

e Une mesure p est dite o-finie sur (X,X), s’il existe une suite (E,)y d’éléments de ¥

telle que X = UE, et pour tout n € N, pu(E,) < co.

Définition 1.4.
Soient (X, %, 1) un espace mesuré et A un sous ensemble de X. On dit que A est p-

négligeable ou négligeable, s’il existe B € ¥ tel que A C B et u(B) = 0.

« On dit qu'une propriété sur X est vraie p-presque partout (u.p.p.), si I’ensemble
ou elle n’est pas vérifiée est p-négligeable.
o La tribu p-complete de X notée X, est la tribu engendrée par X et les ensembles
p-négligeables, c-a-d,
Y, ={AUZ: A€ X et Zensemble ;1 — négligeable}.
o La tribu X est dite complete si ¥ = ¥, c-a-d, si tout ensemble p-négligeable

appartient a .

1.3 Concepts d’analyse multivoque

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats concernant les
multi-applications nécessaires pour notre présente recherche, appelées aussi dans la lit-
térature applications multivoques, multi-fonctions, ou correspondances. Ces résultats ont

été pris des références [16], [30], [43], [55] et [57].

1.3.1 Multi-applications et sélections

Définition 1.5.

Soient X,Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application F définie sur X a
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valeurs dans Y toute application qui a chaque élément x € X associe un sous ensemble

F(z) deY, et onnote FF: X 3Y.

Définition 1.6.
Soit F: X =Y une multi-application.
e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note D(F), le sous
ensemble de Y défini par:

D(F)={z € X: F(x)#0}.
e On appelle graphe de F', qu’on note gph(F), le sous ensemble de X x Y défini par:
gph(F) ={(z,y) € X x Y : y € F(2)}.
e On appelle image de F, qu’on note Im(F), le sous ensemble de Y défini par:
Im(F)={yeY: dJze X,ye F(x)}.
e On définit la multi-application inverse F~1:Y = X par:
Fl(y)={r e X: (x,y) € gph(F)}.
Définition 1.7.
Soit F' : X = Y une multi-application. On appelle sélection de F toute application

f:D(F)—Y vérifiant:
f(z) € F(z),Yz € D(F).

Définition 1.8.
Sotent X un espace métrique, Y un espace de Banach et F': X =Y une multi-application,

on définit la sélection minimale de F' par:
Projee)(0) = {me(z) € F(x) : d(0, F(z)) = [lmp(z)|}-

Si'Y est un espace de Hilbert, la sélection minimale eziste (resp. unique) lorsque F est

fermée (resp. conveze).

1.3.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.9.
Soient (X,%) un espace mesurable, Y un espace métrique et F' : X =% Y une multi-

application . On dit que I est X-mesurable ou mesurable, si pour tout ouvert V deY

F'V)y={z e X :Flx)nV #0} e
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Proposition 1.1.
Soit (X,%, 1) un espace mesuré o-finie complet. Soient Y un espace métrique complet
séparable et F' : X ==Y wune multi-application a valeurs fermées non vides. Alors, les

assertions suivantes sont équivalentes:
(a) F est X-mesurable ;
(b) gphF € X @ B(Y);

(¢) pour chaque y € Y, Uapplication d, : X — R définie par d,(z) = d(y, F(x)) est

Y -mesurable.

Théoréme 1.1.
Sotent (X, 3, 1) un espace mesuré o-finie complet, Y un espace métrique complet sépa-
rable, f : X — Y wune application mesurable et o : X — R™T une fonction mesurable.

Alors, x — B(f(x), 0(x)) est une multi-application mesurable.

Théoréme 1.2.
Sotent (X,3) un espace mesurable, Y un espace de Banach séparable, F : X xY =3Y
une multi-application mesurable et u : X — Y une application mesurable. Alors, la multi-

application x — F(x,u(x)) est mesurable.

Définition 1.10.
Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X =Y

une multi-application. Alors, Uapplication mesurable f: X — 'Y satisfaisant
flz) € F(z), Vo € X,
est appelée une sélection mesurable de F.

Théoreme 1.3. (Théoréme d’existence de sélections mesurables)
Soient (X, %) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F: X =Y
une multi-application mesurable a valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins

une sélection mesurable.

Proposition 1.2.
Soient (X, X, ) un espace mesuré o-finie complet, Y un espace métrique complet séparable
et ' : X =Y une multi-application mesurable d valeurs fermées convezxes. Alors la

sélection minimale est mesurable.

Théoréme 1.4.

Soient X un espace de Banach séparable, F : T = X une multi-application mesurable a
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valeurs fermées non vides et (coF')(1) = coF (1) l’enveloppe convexe fermée dans X, pour
T € L. Alors, coF : T == X est une multi-application mesurable a valeurs fermées non

vides. De plus, si l'ensemble SP(F') est non vide ou 1 < p < 00, alors
SP(colF) = coSP(F).

Théoréme 1.5.
Soient X un espace de Banach séparable et F': T = X une multi-application mesurable
intégrablement bornée a valeurs fermées non vides. Alors, pour toute u € S(coF’) ete > 0,

il existe v € S(F) telle que

0 e I /ST (u(g) - v(g))dg” < e.

1.4 Concepts d’analyse convexe

Les résultats suivants sont pris des références [16], [22], [23], [33], [55] et [65].

Définition 1.11. (Ensemble convexe)

Une partie A d’un espace de Hilbert H, est dite convexre si pour tous deux points a,b
appartient a A le segment [a,b] est contenue dans A, c-a-d, NA+ (1 — \)A C A,V €
0,1], ou encoreVz,y € A, VA € [0,1], Az + (1 — Ny € A.

Définition 1.12. (Simpleze)
On appelle simplexe de R™, ’ensemble A,, défini par
A, = {(Al,...,)\n) ER" A >0, i=1n Y A= 1}.
i=1
Définition 1.13. (Combinaison conveze)
Soient X un espace de Hilbert et x1, xs,..., x, € H. On appelle combinaison convexe des
éléments x1, o, ..., T, tout élément x qui s’écrit comme suit
T = Z)\i:cl- tel que (A1, Ag, ..., Ap) € A,

i=1
Définition 1.14. (Enveloppe convexe)
Soit A un sous ensemble d’un espace de Hilbert H. On appelle enveloppe convezre de A,
qu’on note co(A), Uintersection de tous les convexes de H contenant A, c’est donc le plus

petit convexe de H contenant A.
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Définition 1.15. (Enveloppe convexe fermée)
Soit A un sous ensemble d’un espace de Hilbert H. On appelle enveloppe conveze fermée
de A qu’on note co(A), Uintersection de tous les sous ensembles convexes fermés de H

contenant A, c’est donc le plus petit convexe fermé de H contenant A.

Théoreme 1.6.
Soient H un espace de Hilbert, et K un sous ensemble non vide de H. L’enveloppe convexe

fermée de K est caractérisée par
co(K)={ye H : YW e H, (t,y) <, K)},
ot 0*(+, K) est la fonction support associée a K définie par

6 (y, K) = sup(y/,v), Vy/ € H.
veK
Définition 1.16.

Soient H un espace de Hilbert et g : H — R U {400} une fonction réelle.

e On appelle domaine de définition de g qu’on note par dom(g), U'ensemble défini
par

dom(g) ={z € H : g(x) < +o0}.

e On dit que g est convexe si pour tous z,y € dom(g), X € [0,1], nous avons

g(Az + (1= Ny) < Agl@) + (1 = Ng(y).

Définition 1.17. (Dérivée directionnelle)
Soient H un espace de Hilbert et g : H — R U {+o0} une fonction réelle. La dérivée
directionnelle de g en T € dom(g) dans la direction v € H est donnée par

. . gz +ov) —g(z
(510) = iy 87+ =500

Y
lorsque la limite existe.

Définition 1.18. (Sous différentiabilité)
Soient g une fonction continue convexe sur l'espace de Hilbert H et & € dom(g). On

définit le sous différentiel de g en x comme suite
dg(z) ={& € H:{£v) <g(x,v), pour toutv € H}.

Proposition 1.3.
Soit H un espace de Hilbert. Pour toute fonction continue convexe g, tout T € dom(g), et

toute direction v € H, on a
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1. la dérivée directionnelle g'(x;v) existe, positivement homogéne et sous additive sur

H par rapport a v ;
le sous différentiel Og(x) est fermé convexe ;
si g(x) = +o00, alors dg(z) =0 ;

09(z) ={ye H: (y,x —x) < g(z) — g(x), pour tout x € H};

Ag + f)(x) = dg(x) + 0f () et O(ag)(z) = adg(x) pour tout « € R et toute

fonction continue convexe f définie sur H.

Définition 1.19. (Cone normal)
Soient H un espace de Hilbert réel, C' un sous ensemble convezxe non vide de H. On appelle

cone normal a C' au point u, et qu’on note Nc(u), 'ensemble défini par
Ne(u) ={u € H: (u',v—u) <0, pour toutu € C}.

Remarque 1.1.
Le cone normal a C' au point u est connu aussi comme le sous différentiel de la fonction

indicatrice

Ne(u) = 0lc(u).

Les résultats suivants donnent quelques propriétés du cone normal.

Proposition 1.4.
Soit C un sous ensemble fermé convexe d’un espace de Hilbert H, alors pour tout u € C

on a
1. ze Ne(u) @ ueCetzu) =0%z0C),
2. z= Projo(u) & u—2z € No(z),

3. 0d(u,C) = Ne(u) N B.

Théoréme 1.7.
Soit C un sous ensemble fermé convexe non vide dans [’espace de Hilbert H. Donc, ’ap-
plication

(z,y) = 0d(y, C(x))
satisfait la propriété de semicontinuité supérieure, c-a-d, pour tout n, soit (x,) une suite
de H converge vers x € H et (y,) une suite de H avecy, € C(x,) converge versy € C(x),

alors pour tout z € H

lim sup 6* (2, 0d(yn, C(x,))) < 6*(2,0d(y, C(x))).

n—oo
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1.5 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris des références [15], [25], [26], [36] et [58].

On commence par rappeler le Théoreme d’Ascoli-Arzela.

Théoréme 1.8. (Théoréme d’Ascoli-Arzeld)
Soient X un espace métrique compact, (Y,d) un espace métrique complet, et K un sous
ensemble de Cy (X). Alors, K est relativement compact si et seulement si K est équicon-

tinue, et [’ensemble
K(x) ={g(z) : g € K}, pour tout x € X

est relativement compact.

Le théoreme suivant est une conséquence du Théoreme d’Ascoli-Arzela.

Théoreme 1.9.

Soient X un sous ensemble compact de R, Y un espace vectoriel normé de dimension
finie et (g,) une suite d’applications absolument continues définies sur X a valeurs dans
Y satisfaisant les conditions suivantes:

i) V1 € X, (gn(7)) est un sous ensemble relativement compact de Y ;

i) il existe une application d valeurs réelles positives f € L (X) telle que

|gn(T)|| < f(1), p.p. surX.

Alors, il existe une sous suite de (g,) (qu’on note aussi (g,)) qui converge vers une appli-

cation absolument continue g : X — Y au sens suivant:

i) (gn) converge uniformément vers g ;

ii) (g,) converge faiblement vers g dans L (X), c-d-d, (§,) converge vers g € o(Li-(X), L (X)).
Théoréme 1.10. (Théoréme de Mazur)

Soient Y un espace de Banach et K un sous ensemble compact de Y. Alors co(K) est

compacte.

Lemme 1.1. (Lemme de Mazur)
Soient Y un espace de Banach et (z,,) une suite des éléments de Y convergeant faiblement
vers x. Alors, il existe une suite (y,) (ot y, est une combinaison convexe des éléments

Ty, Tpi1, -+ ) convergeant fortement vers x.
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Lemme 1.2.
Soient X un espace de Banach séparable réflexif, (uy)n>1 C L% (Z) et u € L5 (Z) (1 <

p < 00). Si (uy)n>1 est une suite bornée et

lim max || /ST (un(g) - u(g))dg” = 0.

n—00 0<s<7<T

Alors, (up)n>1 converge faiblement vers u dans L% (Z).

Proposition 1.5.
Soit X un espace de Banach uniformément convexe, c-da-d, pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que

Ve,ye X[zl <1 flylf < Tet|lz —yl| > e= II:U;UII <1-o.

Soit (x,) une suite dans X telle que (x,) converge faiblement vers x € X et
lim sup ||z, < ||l2|-
n—o0

Alors (x,,) converge fortement vers .

1.6 Distance de Hausdorff

Dans cette section, nous exposons quelques résultats concernant la distance de Haus-
dorff et la distance de p—Hausdorff qui sont pris des références [14], [30] et [53].

Considérons un espace métrique (X, d).

Définition 1.20.

Soient QQq, Q)2 deux sous ensembles de X, [’écart entre ()1 et Qo est défini par

e(Q1,Q2) = sup d(xy,Qs2) = sup < inf d(ml,x2)>,

T1€Q1 z1€Q \72€Q2

et la distance de Hausdorff entre Q1 et Qo est donnée par

haus(Q1, Q2) = max{e(Q1, Q2),e(Q2, Q1)}.

Observons que haus(Q1, Q) = haus(Qq, Q1).
De plus, la distance de Hausdorff entre Q1 et Qo est la distance uniforme entre d(-, Q1)

et d(a QQ); c-d-d,
haus(Q1,Q2) = sup |d(z, Q1) — d(z, Q2)|.

zeX
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Proposition 1.6. (Propriétés élémentaires)

Soient Qi (i = 1,2,3) des sous ensembles de X. On a
. e(Q1,0) =00 si Q1 # 0;

e(0,Qz) = 0;

e(Q1,@2) =0 <= Q1 C Qx;

e(Q1,Q3) < e(Q1,Q2) + e(Q2, Qs);

haus(Q1, Q2) = 0 <= Q1 = Qs;

haus(Q1, Q3) < haus(Q1, Q2) + haus(Qs, Q2);
| d(z, Q1) — d(x, Q) |< haus(Q, Qs), ¥ € X.

~

NS s o

Soit X un espace vectoriel normé. Pour chaque sous ensemble S C X et p > 0, on

note

S,=SNpB.

Définition 1.21.

Soient S, S’ deux sous ensembles de X. Pour chaque p > 0, Uapplication haus, : X x X —
R™ est définie par
haus,(S, S") = max{e(S,,5), e(S), 5)}.
Proposition 1.7.
Soient S; (1 =1,2,3) des sous ensembles de X. Pour chaque p > 0, nous avons:
(a) la nonnégativité: haus,(S1,S2) > 0;
(b) la symétrie: haus, (S, S2) = haus,(Ss2, 51);

(¢) Uinégalité triangulaire: pour chaque p > d(0,S;) (i =1,2,3)
haus,(S1,S3) < hauss,(S1, S2) + hauss,(Ss, S3);

(d) si Sy,Sy sont fermés, alors haus,(S1,S2) = 0 pour tout p > 0 si et seulement si

Sl - 52.

Remarque 1.2.

Sotient Sy, 5o des sous ensembles de X , notons que si p = 00, haus. (51, S2) = haus(Si, Ss).

Lemme 1.3.

Soient X un espace vectoriel normé et S un ensemble convexe fermé tel que S,, # 0 pour
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certain pg > 0. Alors pour tous p > pg et n >0, on a

haus(Sy1y, S,) < [(p+ po)/(p — po)ln,

ce qui implique que lapplication n — haus(S,4y, S,) est lipschitzienne sur R*.

Proposition 1.8.

Soient S,S" C X deur sous ensembles fermés convexes tels que S,,, S|, sont non vides

pour un certain py = 0. Alors pour tout p > po,

2p
P — Po

haus(S,,S’) <

P ~p

haus, (S, S").

Preuve. Pour chaque n > 0, on a
6(527 SP) g G(S;, Sern) + e(Serm Sp):

et
e(S,,5") < e(S,, S

P p ptn

)+ e(Sp S0),

ptn Xp

cela implique que

haus(S S’):max{e(S;,Sp)ﬁ(S ST}

P *~p P >p

< max{e(S;, Sp+n)s €(Sp, S;+77>} + max{e(Spin, Sp), e(S;H?, Sfl))}7

par suite
haus(S,, S;) < 1 + Bz,
avec
B = max{e(S;, Sp+77)7 e(Sp, S,/o+n)}7
et

B2 = max{e(S,4n, Sp), (S, .S}

p+n Pp

Puisque S et S’ sont convexes, d’apres le Lemme 1.3, on trouve

B2 < (p+po)/(p— po)n. (1.1)

En posant

n = haus,(S,5"), (1.2)

on obtient

e(S), Spin) = (S5, 5) et e(S,,S5,.,) =e(S,5).
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En effet, pour tout y € S}, on a d(y, ) < e(S),S) <n. Alors, d(0,5) < [ly|| +d(y,S) <
p+mn, cad, S C (p+n)B, don, S = S, et e(S),5) = e(S), Sp1y) et de méme,
6(Sﬁ7 S//)+17) - e(Spa Sl)

Do,

B = max{e(S;, Sp-f—n)a G(Spa S

p+n

)} = max{e(S,,S),e(S,, ")} = haus,(S,5").  (1.3)
D’apres (1.1), (1.2) et (1.3), on a

Bi+ B2 < ((p+p)/(p = p))haus,(S, S") + haus,(S, S')
< (20/(p = po))haus, (S, ),
par conséquent

2p
P — Po

haus(S,, S;) < haus,(S,S").

1.7 Opérateurs maximaux monotones

Cette section est consacrée a la définition et les propriétés des opérateurs maximaux

monotones. Les références largement utilisées ici sont [24], [47] et [64].

1.7.1 Notion d’opérateur

Soient H un espace de Hilbert et A : H = H une multi-application (opérateur).

Définition 1.22.
Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous x; € D(A) et z; € A(x;) (1 = 1,2),
on a

<21 — 29,11 — l’Q) Z O

Exemple 1.1.
Soit A un opérateur monotone de H. Alors, les opérateurs suivants construits a partir de

A sont monotones : A~ A, pour X\ > 0.
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Définition 1.23.
Un opérateur monotone A est maximal s’il n’est pas inclus dans d’autres opérateurs mo-

notones, c-a-d, s’il est maximal parmi les opérateurs monotones.

La proposition suivante est considérée comme une explication de la définition précé-

dente.

Proposition 1.9.
A est maximal monotone si et seulement si A est monotone et pour tout (z,y) € H x H
tel que

(x —u,y —w) >0, pour tout (u,w) € gph(A).

Proposition 1.10.

Soit A un opérateur de H. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
1. A est mazimal monotone.
2. A est monotone et R(I +A) = H.

3. Pour tout A > 0, (I + AA)™! est une contraction définie sur H.

Définition 1.24.
Si A est un opérateur mazimal monotone, A%x est l’élément de Ax ayant une norme
minimale, c-a-d,

A%z = Proj.(0).

Proposition 1.11.

Si A est un opérateur maximal monotone, alors Az est convexe fermé pour chaque x € H.

Définition 1.25.
Un opérateur A est dit demi-fermé si la condition suivante est satisfaite: v € D(A) et
y € A(v), chaque fois que v = 71113010 v, fortement dans H et y = nlgrolo Yn faiblement dans

H ot v, € D(A) ety, € A(vy,).

Proposition 1.12.

Tout opérateur mazximal monotone est demi-fermé.

1.7.2 Pseudo-distance de Vladimirov
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Définition 1.26.
Soient A1, Ay : H = H deux opérateurs maximaux monotones. La pseudo-distance de

Vladimirov entre A, et Ay et définie par

. <y1 — Y2, T2 — 331> .
dis(Aq, Ay) = su , x; € D(AY), v € Ajzy, 1 =1,2 5.
A Ae) p{ Toal + o + 1 (49, v

La distance dis(-,-) ne constitue pas une métrique, car, en général, l'inégalité triangulaire

n’est pas vérifiée.

Lemme 1.4.
Soient Ay, Ay deux opérateurs maximaux monotones. Alors
(a) dis(Ay, Ay) € [0, +00], dis(Ay, Ay) = dis(Aa, A1) et dis(Ay, As) = 0 si et seulement
st Ay = As.

(b) [lz = Projpryy(@)| < dis(Ay, A2) pour tout v € D(Ay).
(c) haus(D(Ay), D(As)) < dis(A;, As).

Lemme 1.5.
Soient Ay, Ay deux opérateurs maximauz monotones. Si A; = Ng, (le cone normal) avec

C; (i =1,2) des sous ensembles convezxes fermés de H, alors

diS(Al, AQ) = hGUS(Cl, 02)

Preuve. Soient A;, Ay deux opérateurs maximaux monotones et A; = N¢, avec C; (i =
1,2) des sous ensembles convexes fermés de H. Alors, d’apres le Lemme 1.4, on trouve

I'inégalité suivante
haus(D(Ay), D(As)) = haus(Cy, Cy) < dis(Az, As),

donc, il suffit de montrer que dis(A;, As) < haus(Cy,Cy). Soient x; € C; et y; € Ajz; =

N, (z;) (1 =1,2). Alors, d’apres les estimations suivantes
d(z1,Cy) < haus(Cy, Cy) et d(xs,Cy) < haus(Cy, Csy),
on obtient,
(1,22 — x1) < [[lll|z2 — 21|l < [lyalld(z2, C1) < [snllhaus(Cy, Cz).

De méme,

(Y2, 21 — 12) < ||y2||haus(Cy, Cy).
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D’ou,
(y1 — Y2, w2 — 1) < haus(Cy, Co2)(||ya ]l + [lyall)
< haus(C1, Co)(1 + [lyal| + [lv:ll),
par conséquent, dis(Aj, Ay) < haus(Ch, Cy). O
1.8 Lemme de Gronwall

Le lemme suivant est pris de la référence [24].

Lemme 1.6.

Soient h € Ly (Z) et a une constante positive. Considérons ® : T — R une fonction

continue vérifiant

1 1 T
5@2(7) < 5042 +/ h(s)®(s)ds, V1 € T.
0

Alors,
()] < o+ / h(s)ds, V7 € T.
0



CHAPITRE 2

PROBLEMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR
UN PROCESSUS DE LA RAFLE DEPENDANT DU TEMPS

2.1 Introduction

Ce chapitre comporte dans un premier temps, un théoréeme qui démontre 1’existence
de solutions pour une inclusion d’évolution gouvernée par un processus de la rafle du

premier ordre dépendant du temps dans un espace de dimension finie R?, de la forme

—u(1) € Ny (u(r)) + F(1,u(7)), p.p. T € T;
(Truoz) Yu(r) € C(1), V7 €T;
u(0) = uy € C(0),
ou C : T = R? est une multi-application & valeurs fermées non vides convexes et F :

Z x bB = R? avec b > 0, est une multi-application & valeurs fermées non vides vérifiant

les hypothéses suivantes:
(H1) il existe deux constantes positives (3, ¢ telles que, pour tous (7,y1), (s, y2) dans Z x
bB,
haws,(F(7,y1), F(s,42)) < ¢ = 5[ + Bllyr — well;
(Hs) il existe a > 0, telle que, pour tout (7,y) € Z x bB,

d(0, F(7,y)) < a+ Bllyll.

18



2.2. Résultat d’existence 19

La démonstration de notre premier théoreme est basée sur la méthode de rattrapage de
Moreau. Cette méthode est construite avec une discrétisation du temps et 'utilisation de
la propriété de projection. Nous obtenons un nouveau résultat en prenant en considération
une condition concernant les suites et en éliminant les conditions de convexité et de bor-
nitude des valeurs de la perturbation, ainsi que I’hypothese habituelle de semi-continuité
supérieure. Par conséquent, nous la remplacons par une notion plus faible de Lipschitzité
au sens de p-Hausdorff. En second lieu, nous présentons le théoreme principal de ce cha-
pitre qui aborde la bornitude de la solution en ajoutant une condition sur p. Puis, nous

traitons I'existence de solutions pour le probléme convexifié suivant
—u(7) € Noy(u(t)) +coF(1,u(r)), p.p. 7 € T;
(TeoFuo,z) (u(r) € C(7), V1 € T;

Par la suite, on présente le théoréme de relaxation qui traite la relation entre les solutions
du probléme original (7z,,7) et du probleme convexifié (Tegruy.z)-

Notons que les résultats de ce chapitre sont soumis dans une revue internationale.

2.2 Résultat d’existence

Au premier lieu, commencons par énoncer un théoreme concernant ’étude de 'exis-
tence de solutions du probléeme (7., z) lorsque la perturbation est a valeurs non convexes
et non bornées, satisfaisant une condition de Lipschitzité au sens de p-Hausdorff.
Entamons par présenter I’hypothese suivante sur ’ensemble mobile:

(He) Soit C : T = RY une multi-application satisfaisant:
(A;) pour chaque 7 € Z, les ensembles C'(7) sont fermées non vides et convexes ;

(As) il existe une constante L > 0 et pour tous 7,5 € Z
haus(C(1),C(s)) < L|T — s|.

Théoréme 2.1. Supposons que (Hc) soit vérifié et F : T x bB = R? avec b > 0, une
multi-application d valeurs fermées non vides vérifie les hypothéses (H1), (Hz) et

(Hs) F(-,Y(-)) est mesurable pour chaque Y € Cra(Z) avec |Y (7)|| < b, pour tout T € Z.

Supposons que l’hypothése suivante soit également vérifiée:
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(Ha) soient les suites (z,) C Lya(Z), (un) C Cra(Z) et A, : T — I, telles que pour tout
7 €L, (un(An(7)))n converge, z,(7) € F(An(T),un(An(7))) N (o + BA)B et (2,)

converge faiblement vers z € L%4(Z), on a

liﬂs;}p ||ZnHL;d(I) < ||Z||L§d(I)7

avec A = Nexp(2T53) et A = |luo|| + T(L + 2(a + Bluol]))-

Alors, pour chaque uy € C(0), le probléme (Tpu,z) admet une solution Lipschitzienne
u:Z — R vérifie

|a(T)|| < L+2(a+ BA), pp. TEL,

et
lu(T)|| < |luoll + T(L + 2(ac + BA)), pour tout T € T.

Preuve. Pour chaque n > 1, on considere une partition de Z par les points
T
T, =key, e, =—, k=0,1,2,-- - n.
n
Soit mp(7,y) € Projr(y(0), par (Hs) et pour tout (7,y) € Z x bB, on obtient

lme (T, y)l < o+ Bllyll- (2.1)

Etape 1. La construction de la suite (27)o<p<n-

Posons zfj = ug € C(0), pour chaque k € {0,1,---,n — 1}, les inclusions suivantes sont
vérifiées

Tri1 € C(T); (2.2)

0+ e (7 1) — s € Nogp, (). 2.3

En effet, pour & = 0 et puisque C(7]") est un convexe fermé, on a
xy = ProjC(Tf)(mg + e,mp(1y, ug)),

donc,

zt € O(r), (2.4)

d’apres la Proposition 1.4, on obtient

xy +enmp(1y, 75) — 27 € Non) (7).
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D’apres (2.1), (2.4) et (Hc), il s’ensuit que

27 = @]l < [la7 = (25 + enmp (75, o)) || + llenmnp (75, wo) |
= d(zg + eamp(75, w0), C(11) + l[enmp (75", uo) |
< d(ag + enmp (75, u0), 1) + d(xg, C(11') + [leame (75", uo) |
< |d(zg, C(11)) = d(zg, C(79)] + 2en]lme (75, wo) |
< haus(C(r1"), C(17)) + 2enlme(7g', uo)|
< Lfg = 77 + 2en[|mp(75', wo) |

< en(L 4 2(a + Blluol]))-

Supposons que, pour 0,1,--- k avec k € {0,1,-- - n — 1} les points xj, a7, - -, x} sont

construits et vérifient (2.2) et (2.3). Puisque C'(7}, ) est convexe fermé, on peut prendre

w1 = Projoep, ) (@ + eame(my', 1)),

on a,

Ty € C(Ti4)-
Grace a la caractérisation du cone normal en fonction de la projection, on peut écrire
Ty + enmp(Ty, T}) — Thq € NC(T£+1)(xZ+1).
D’apres (2.1), (2.2) et (H¢), on obtient
2k = 2l < llofyy — (@3 + enmp (7, 20) | + [lenme (7, 21
< d(zy + enmp(ry, 2g), o) + d(af, C(730)) + llenme (i, 23) |

< haus(C(1,), C(1)) + 2e,||mp (7, 21 ||

< Lny = mila |+ 2en (o + Blll),

donc,

[0 = 2]l < en(L 4 20) + 2en ||, (2.5)

et

ok = a5l < llog = 2ol + ooy — 2holl + -+ 2y = 5]

< 2enfB(llaf [l + [l2f ol + - - - + lzgl) + ken(L + 2a),
alors, pour tout n > 1 et tout k=1,2,---,n

[kl < lluoll + T(L + 2a) + 2T B|uol| + 2en ({27 | + - - - + [Jag 4 [])-



2.2. Résultat d’existence 22

Posons A = ||ug|| + T (L + 2(a + Blluol|)) et o, = 2¢,,3, alors
2kl < A4 onll2y ] + - - - + i) (2.6)
Montrons que, pour tout n > 1 et tout k =1,2,---,n
il < AL+ )"
Pour k=1, 0n a

T
27 — ol < — (L +2(a + Bluo]])) < A.

Supposons que (2.6) soit vraie pour 7,1 < i < k, alors

[z | < A+ onlllzy )| + 2l + - -+ il + 27 1)
§A+Q(A+M1+mg+xl+%f+-~+Au+@y4>

:)\+>\U"(1+(1+gn)+(1+0n)2‘|""+(1+0n)i_1)

(140, -1

— A+ A
* J"((1+an)—1

) =M1 +0,)".
Ainsi, pour tout n > 1 et tout £ = 1,2, ..., n, on obtient

k—1 n
2 <A1 +0,)F <A 1+@ <\ 1+@ .
k n n

Par conséquent,

@]l < Aexp(2TB) = A. (2.7)

D’apres les relations (2.5) et (2.7), on trouve
7741 — 2l < en(L + 2(a+ BA)). (2.8)

Par conséquent, la construction de zf, 7, ..., 2" est obtenue par induction telle que (2.2)
et (2.3) sont satisfaits.
Etape 2. Construction des suites approximatives.

Pour chaque 7 € [10,7]".,], avec k = 0,1, ...,n — 1, et pour chaque n > 1, on définit

T, =T T =T
U (1) = k+; xy + . k Tpy - (2.9)
n n
Observons que, u, (7)) = ., et
TP, — Xf
U (T) = % (2.10)
n

Par (2.2) et (2.3), on peut écrire

un(Ti41) € C(T744); (2.11)
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— U (7) + mp (T, un (7)) € Nogp, ) (Un(Ti1)), P-p- 7 € [0, T [ (2.12)
Les relations (2.8) et (2.10) impliquent que pour chaque 7 € Z et n > 1
|in(T)]| < L+ 2(a+ SA). (2.13)
Posons
T si T € |7, Tl
ol rt. 78 o1
M osir=T,
et
T si 7€ T, Tl
0,(7) = k+1 [T T | (2.15)
T si T=T.
Pour tout n > 1 et tout 7 € Z, on a
Jim O.(7) = Jim dn(1) =T (2.16)
En effet, pour tout 7 € [0, 70 [et k=0,1,...,n—1, ona
0n(T) = T| =7 -1 <18y — T = e, = 0 quand n — o0,
de méme,
0 (7) = 7| =13y — T < T — T = e, — 0 quand n — oo.
De plus, par (2.11), (2.12), (2.14) et (2.15), on aura
Un (0 (7)) € C(6,(7)); (2.17)
U (0,(7)) € C(0,(7)); (2.18)
— Un(7) + mp(0n(7), un(d,(7))) € NC(Hn(T))(un(en(T)))a p.p. T €[, it ls (2.19)

Mg (0n(T), Un(0n(7))) € F(0n(T), un(0n(7))).
Etape 3. La convergence des suites.

D’apres (2.9), on trouve pour tout 7 € Z

[ (0n (7)) — wn(T)|| =[lun(7i1) — ()l
. — T T—T7"
:szﬂ — Ty — b $Z+1“
en en

n n n n n n . .n
EnTpy = Ty Ly + Ty — T + T Ty

€n

n n n .M n n n n n M1
| Dttt T T Tkt~ T T T TL — Tl T T I

€n
:H Tl?Jrl(szrl _ IZ) + T(‘rz _ ‘r;clJrl) ||
€n

" —n
=[ = |7 — 7,
n
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par (2.13), on a
[t (0 (7)) = un(T)I| = [lion (T)[[(0n(T) — 7) < (L + 2(a + BA))(0n(T) — 7),

donc, en utilisant (2.16), on aura

T [ (60(7)) = ()] =0, (220
et de méme
Tim [Jun(3(7)) = un(7)]| = 0. (2.21)

Ensuite,

|2 ()| = Nt (O (7)) < [[1n(0n (7)) — un(7)]]
< (L+2(a+ BA)(On(T) —T)
<(L+2(a+ BA)T.

De la relation (2.7), découle I'inégalité suivante
[un(T) [} < (L +2(a + BA))T + A,

donc, on conclut que la suite (u,(7)),>1 est relativement compacte. D’autre part, pour

tous 11,72 € Z tels que 1 < Ty, en utilisant (2.13), on obtient

() = a2l = | [ ia(s)dsl] < [ ()]s
< (L +2(a+ ) (2 — 7),

alors, la suite (u,(+))n>1 est équi-continue. Par le Théoreme d’Ascoli-Arzela, on conclut
que (up)n>1 est relativement compacte dans Cra(Z), donc on peut extraire une sous
suite (notée aussi (uy),>1) qui converge uniformément vers une certaine application w.
Par (2.13), (tn)n>1 converge faiblement dans Lgq(Z) vers w avec ||w(7)|| < L + 2(a +
BA), p.p. 7 € Z. En fixant 7 € T et en prenant n’importe quel ¢ € R?, la convergence
faible dans Ly4(Z) donne

i [ (Lon(s)e, in(s))ds = /OT<1[O,T](s)e,w(s)>ds,

n—=o0.Jo
d’ou
dim (e, uo + /OT Un(s)ds) = (e, ug + /OT w(s)ds).
Alors, lim Jo tn(s)ds = [5 w(s)ds, puisque u,(-) est une application absolument continue,
on obtient u(7) = up + [y w(s)ds et w = .

Pour tout 7 € Z, nous avons

[ (00 (7)) = w(T) || < [Jun(0n(T)) = un(T)[| + llun(7) = u(T)];
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d’apres (2.21), on aura

lim ||w,(9,(7)) —u(7)|| = 0. (2.22)

n—oo

Maintenant, on pose (mpg(0,(+), un(0,(+))))n = (hn(:))n pour tout n > 1. Par (2.1) et (2.7),
on a pour tout 7 € Z ||h,(7)|| < a+ BA, donc (hy)n>1 converge faiblement dans L.(Z)
vers h avec ||h(7)|| < a+ BA, p.p. 7 € Z. Comme Lg,(Z) est uniformément convexe,
I'hypothese (H4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence forte de (hy,),>1.

De plus, puisque h,(7) € F(6,(7),un(6,(7))) N pB avec p = a + A pour tous 7 € T et
n > 1, en utilisant (H;), on déduit que

d(h(7), F(1,u(7))) < [[M(7) = hn(7)|| + d(n(7), F (7, u(T)))
< ||W(T) = Ry (7)|| + haus,(F(0,,(T), un(0n(7))), F (7, u(T)))
< (7)) = ha(T) || + C[0n(7) = 7| + Bllun(0n(7)) — w(7)]-

Gréace a (2.16), (2.22), la convergence de la suite (h,(-))n,>1 vers h(:) et par passage a la

limite dans la derniere inégalité, on obtient
d(h(r), F(r,u(1))) =0, p.p. 7 € Z.

La fermeture de F'(r,u(7)) donne h(1) € F(7,u(T)), p.p. T € L.
Step 4. Montrons que u € R(Tru,1)-
Pour chaque 7 € Z et pour n > 1, par (H¢) et (2.18), on obtient

d(un(7), C(7)) < d(un(7), un(0n(7))) + d(un(0n(7)), C(7)) = d(un(0(7)), C(6n(7)))
< [un(7) = un (O (7)) + haus(C(7), C(0n(T)))
< Jun(7) = un(On ()] + LIOn(7) — 7].

En utilisant (2.16), (2.20), en passant a la limite dans I'inégalité précédente et grace a la
fermeture de C'(7), on obtient u(7) € C(7), pour tout 7 € Z.

D’autre part, nous avons
| = tn(7) 4 P (T)[| < [t (T) ]| + 2 (T) | < L+ 3( 4 BA), (2.23)
d’apres la Proposition 1.4, (2.19) et (2.23), on obtient pour p.p. 7 € Z
— 1 (7) + (7)) € Neo, (r) (Un(00(7))) N EB = £0d (un(0n(7)), C(0n(7))),

ot & = L+ 3(a+ SA). Comme (—t, + hy,) converge faiblement dans L .(Z) vers —u+ h,

une application du Lemme de Mazur a (—u, + h,) fournit une suite (w,),>1 avec

Wy € co{ =0, + hy : m > n},
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telle que (wy,),>1 converge fortement dans Lg.(Z) vers —i + h. Nous pouvons extraire de
(wy(+))n>1 une sous suite qui converge p.p. vers —a(-) + h(-). Alors, il existe un ensemble

négligeable de Lebesgue N C Z tel que pour chaque 7 € Z\ N

—a(r) + h(r) € () {wk(r) : k > n} C () co{—i () + hi(7) : k > n}.

n>0 n>0

Fixons 7 € Z\N et v € R% par la derniére inclusion et le Théoréme 1.6, on trouve

(—a(1) + h(1),v) < sup(—iy(T) + hi(T),v), Vn >0,

k>n
alors,
(—a(1) + h(7),v) < inf sup(—ig(7) + he(7), V)
nzoan
= lim sup(—1, (1) + hp(7),v).
n—oo
Donc,

(=i() + (), v) < limsup 5”9l (un (60(7)), C (00 (7). )

< £67(9d(u(r), C(7)), v),

ou la semicontinuité supérieure de la mult-iapplication dd(-,C(-)) entraine la deuxieéme

inégalité. Comme Od(u(7), C(7)) est convexe fermé, on obtient
—u(7) + h(r) € £0d(u(r),C(T)) C N (u(r)).

O

La proposition suivante sera utile dans les résultats suivants, nous supposerons que la

perturbation est une application bornée, c-a-d, f : Z — R? telle que:
Ja>0: [[f(7)] < o, pour tout T € Z. (2.24)
Proposition 2.1. Supposons que (Hc) soit vérifié et f: T — R vérifie (2.24). Alors,
(1) le probléme
—u(1) € Now(u(r)) + f(), pp. 7 €T;
(Ttuo) §u(r) € C(T), V7 € T;
u(0) = uy € C(0),
admet une solution unique Lipschitzienne w : T — R? telle que:
|w(m)|| < L+ 2, pp.T7 €L,

et
Jw()[l < |luoll + T(L + 2ar), Y7 € T;
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(2) siwy (resp. wm) est la solution de (T, un 1) (resp. (Tf,, um.z)), on trouve pour tout

=
ln(7) = wn (P < gy =i+ [ 1) = Fnls)ds: (2.25)

(3) soit (fn)n : T — RE une suite de fonction vérifie (2.24), converge faiblement vers
[ € Lia(Z) et w,(0) = ug pour tout n € N. Alors, pour tout n € N, w, €

R(Tf, uoz) converge uniformément vers w € R(Tfu,1)-

Preuve. 1) Posons ¥ (7) = [; f(s)ds, pour tout 7 € Z et considérons la multi-application
Vo : T = R? définie par

Vo(r)=C(1) +¥(71).
L’ensemble Vi () satisfait (A;), et par (Az), on obtient pour chaque p € R? et tous
T,s€L

(s, Vi (7)) = A, Vo ()| = [, C(7) + (7)) = d(p. C(s) + 0 ()|
< |0(r) = (s)]| + d(p. O(r) = d{p, C(5))
< [ 1s@lidv + LIz =
< (L+a)|t — s
Par conséquent
haus(Vi(r), Va(s)) < Lalr = s,

olt Ly = L + a. Par le Théoréme 2.1, il existe une solution Lipschitzienne v : Z — R¢ de
probléme suivant:
—0(7) € Ny (v(7)), p.p. T €T;
v(1) € Vu(r), V7 €T,
v(0) = up € Vig(0),
qui vérifie
|o(7)]| < Ly, pp. T €L,

De plus, 'application w(7) = v(7) — ¥(7) est une solution Lipschitzienne de
—(7) = f(7) = —0(7) € Now(v(r) = ¥(7)) := Nog (w(T)),

et satisfait

|w(r)|| < L+ 2a, pp. 7€ L.
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A présent, nous allons démontrer 'unicité. Soient w; et wy deux solutions de (77, z) avec
w1(0) = ws(0) = ug, la monotonicité du céne normal permet d’obtenir, pour presque tout
TeTL,

5 7 wi(7) = waT)[” = (ir(7) = 1ia(7), wi(7) — ws(7)) <0,

par intégration, il vient que ||w;(7) — wo(7)[|? < [Jw1(0) — w2 (0)]|* = 0.

2) En utilisant a nouveau la propriété de monotonie du coéne normal, on obtient

(= (n(7) + fu(7)) + (n(T) + fin(7)), wn(T) = win(7)) = 0, p.p. 7 €T,

donc,

(n(7) = (7)), wn(T) = Wi (7)) < (falT) = fn(7); wn(7) = Wi (7)), P-p. T €L,

ou, de maniere équivalente

5 7 1wn(7) = wn (DI < (fal7) = finl7) wa(7) = win(7))-

Par intégration de 0 a 7, on obtient

() = ()P < Sl =+ [ 1a(s) = Slnls) = wm()lds,

en utilisant le Lemme 1.6, on trouve

ln(r) = wn (I < g = a1+ [ 1Fa(5) = Sl

3) Puisque pour tout n > 1, (w,) est une solution Lipschitzienne du probleme (77, 4,.7)
et
[ion(7)I] < L+ 20, pp7 €T,

nous obtenons la compacité relative de (w,(7)),>1, pour tout 7 € Z et 1'équi-continuité
de (wy(+))n>1. Par le Théoreme d’Ascoli-Arzela, (wy,),>1 est relativement compacte dans
Cri(Z), donc nous pouvons extraire une sous suite de (wy,),>1 (notée aussi (wy,)n>1) qui
converge uniformément vers une certaine application y.

Comme w est la solution de (7}, z), par la propriété de monotonie, on peut écrire pour

tout Te€Z
S h(r) — walr) P < {Fulr) = £, w(r) — wa(7)
= (fu(T) = [(7),w(T) = y(7)) + (fulT) = [(7), y(T) — wa(7)),
donc,

< [ (fuls) = f(s),w(s) —y(s))ds + 2Tally — wnlle.

=]
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Par passage a la limite et puisque (f, — f) converge faiblement vers 0 dans L.(Z) et que

(wy,) converge uniformément vers y, on obtient w = y. O

Présentons maintenant le théoreme essentiel de ce chapitre qui établit la bornitude de
la solution en supposant une condition sur p. Ce résultat est nécessaire dans la preuve de
la section suivante.

On note par 7 : Z — R™, la solution de

7(1) = a+ pr(r), pp. T €I; (2.26)

7’(0) =Tp Z O,
ou

(1) = ree’™ + g(eBT — 1), pour tout 7 € Z.

Théoréme 2.2. Supposons que les hypothéses (H¢), (H1), (H2) et (Hs) du Théoréme 2.1
soient vérifiées, v satisfaisant (2.26) avec ||ug| < 1o < b et 0 < p < 7 (7). Alors, (Tru,1)

admet une solution absolument continue @ : T — R? telle que pour tout T € T,

[a(r)] <r(r) < 0.

Preuve. Par (2.26), on trouve que 7(7) > 0 pour tout 7 € Z, alors 'application r : Z —
R™ est strictement croissante. Comme |Jug|| < ry < b, soit r(7) < b, pour tout 7 € Z ou
bien il existe un unique d €]0, T] tel que r(7) > b, pour 7 €]d, T et r(d) = b.

Posons K = [0,d]. Par (Hs) et (2.26), on obtient pour y € r(7)B,

F(r,y)N#(t)B#0, p.p. 7 € K.

Soient (7,v1), (1, y2) € K x r(7)B et p(t) = i(7), p.p. 7 € K, il existe p(1) € Fyr)(1, 1)
telle que

d(p(T), F(Ta y2)) < e(Fp(T)(Ta yl)a F(T> 3/2))
< haus oy (F(7,91), F(7,42)),

en utilisant (), on aura

d(p(7), F(7,92)) < Bllyn — v2ll;

dong, il existe q(7) € F(7,y2), telle que

p(1) = q(1) € Bllyr — 12|l B,
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et
p(1) € (1) + Bllyr — vl B C F(7,92) + Bllyn — v B.

Alors,
F(r,y1) N#(7)B C F(7,92) + Blly1 — vo|| B, p-p- 7 € K. (2.27)

Supposons que 'on peut définir par induction une suite (f,, @,) € Lia(K) x Cra(K), telle

que pour tout n > 1 les conditions suivantes sont satisfaites:

o) = o) = 0. () < ol + [ 155 225)
Ful(r) € F(r (7)), pop- 7 € K (2.29)

iy la solution correspondante de (77, u.x): (2.30)
[fri1(T) = (D) < Blltn(T) = 1 ()], P-p- 7 € K; (2.31)
[in(T)[| < r(7), V7 € K, |[fu(T)| < 7(7), pp. T € K; (2.32)
in(7) = i a (P)]] < 70 EfT_)nl_; v f WC;S; (2.33)

et pour presque partout 7 € K et n > 2,

150 = Dl < B v [Ty ey

En effet, () entraine, pour 7 € K
ao(7) = d(0, F(7,1(7))) <, p.p. T € K. (2.35)

En utilisant (Hj3), do(-) est mesurable, donc, on peut écrire

- N +
- ao(T) + «

ao(T) <a, pp.TEK.

Par (2.35), F(-,u0(-))N WB , est mesurable a valeurs fermées non vides. Alors, d’apres
le Théoréme d’existence de sélections mesurables, il existe une sélection mesurable f; telle
que

A <, pp.TEK, (2.36)
fi(r) € F(r,00(7)), p-p. 7 € K.

Par la Proposition 2.1, on pose @; la solution correspondante de (77, 4,x). De (2.25),

(2.26) et (2.36), il s’ensuit que

()l < uoll + [ 1i(lds < ro+ [ #(s)ds = (7).
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Puisque pour 7 € K, fi(7) € F(7,10(t)) N7(7)B, p.p. T € K et [|uo(7)| = 0 < r(7), en
utilisant (2.27), on obtient

fi(7) € F(r,uy(7)) + B||a:(7)||B, p-p- T € K,

et
d(fi(7), F(7, (7)) < Bllaa(7)]|, pp- 7 €K,
quand ||, (7)|| # 0.
En posant Ky = {7 € K : ||ay(7)|| = 0}, par 'hypothese (H3) et puisque on a I’application
f1 est mesurable, &;(7) = d(f1(7), F(1,u1(7))) est mesurable et

Ay (7) + Bl (7)

Ol < gy, = ¢ K1

d1(7'> <

en tant que Ky C K est fermé. Alors, on trouve que la multi-application

O+ Ala)l5
2

F(-,a,(-)) N (fl(.) + @ ) sur K\K,

est mesurable a valeurs fermées non vides. Donc, d’aprés le Théoreme d’existence de
sélections mesurables, il existe une sélection mesurable v; de cette application sur C\K;.

Posons
fo(r) = vi(r) st T e K\Ky;
fl(T) siTe€ ICl.
Alors,
fa(T) € F(r,u1(7)), p-p.- T €K,
1f1(7) = fo()|| < Bllas ()], pp. T € K. (2.37)

Par conséquent, pour p.p. 7 € K

LD < (A + Bllaa(T)]| < a+ Br(r) = 7(7),

Par la Proposition 2.1, on pose s la solution correspondante de (7%, ). Par suite, a
partir de (2.25), on obtient ||a2(7)|| < |luoll + fy || f2(s)||ds, ainsi, ||az(7)|| < r(7), et par
(2.37),

1A() = £7) | < Blan () < Blluoll + [ 1(s)llds),

donc,

IA() = o) < B(ro+ [ ads). pp.7 e K. (2.38)
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D’apres (2.25) et (2.38), on aura

laa(r) =i (D) <vo [ Bds+a [*5 [ dsdu=ro(87) +a [ (8(r — u))du.

Par induction, supposons que (fi, 1), - -, (fa, U,) sont définies et vérifient (2.28), (2.29),
(2.30), (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34).

Méme raisonnement que précédemment, pour n > 1, soit &, = {7 € K : ||U,_1(7) —
Un(7)|| = 0}. Puisque &, (7) = d(fn(7)), F(T,4,(T)) est mesurable et

n(r) < 2D F WD =0l g5, () ), 7 2 K

en tant que IC,, C K est fermé,

F(-,tn(-) N (fn() + () + ﬁ||ﬂn2_1() — an()HB) sur IC\KC,,

est mesurable a valeurs fermées non vides. Dong, il existe une sélection mesurable v,, de

cette application sur C\/C,,. On pose

va(1) st T € K\Ky;
fn+1 (T) =
fulr) st TEK,.

Par conséquent, on obtient
f’fH—l(T) S F<T7 ﬂn<7-))7 p-p.TE IC,

[frtr(7) = Fu(T)]| < Bllttnr(7) = @n(T)]], P-p. 7 € K,

[ fri1(T) = ful(T)]| < 5||ﬂn 1( )—ﬂn( )l

gﬁ{ _1 —|— / (T =) ds},p.p.TG/C.

n—l

Pour chaque n > 1 et par la Proposmon 2.1, en posant @, la solution correspondante

de (T, 1,u0,c)- D'autre part,
[ fnsa (DI = [Lf(7 Z 1fi+i(m) = (O < B Nl (r) = dja (7).
donc, par (2.33) et (2.36)

[ fria (T Sﬁﬁ;llﬂj(ﬂ a1 ()| + 12 (1)l
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Grace & (225), [ (7] < lwoll + 5 1 s () ds et s (7)]] < 7(7)- Ainsi,
Js1(7) = ()] < / Ui (5) = o)l

< /OTﬁ{T 68 )t + / sn—_ul d }ds,

par conséquent

[@ns1(7) — @ (7))
T (53)n 1ds+04/075</0 ((S_wnldu>d8

(n—1)! (n—1)!
)
)

<r/ ))
I e
e ([

= sy sy sk et [ ([ Bn(3s = )y ~ds )
= TO), / T”(ﬁs)"_ljg(ﬁs)ds

n(n —1)!Jo

o [ B = ) (3l = s )

n(n—1)!'Jo

- n(;“ﬂl)/;jsw >”ds+(n‘ﬁl)!/07 ([ 260~ wyds)au

Uu.

ds|d

I~

du

L’inégalité (2.33) implique que

S s () — n(r)]] < / Br=s)"
n=0
< roeﬂd + B(eﬁd —-1)= r(d) = b.

Par conséquent, Z | Gns1(T) — Un(7)|| converge pour tout 7 € I, alors, (u,(7))n,>1 est

une suite de Cauchy En effet, soit € > 0, donc il existe ny € N, tel que pour tous n € N

et n > ng

o
> N1 (7) — @ (7)]] <.
n=0

Soient m,n € N tels que m > n > ny. Alors

LCRCTED MDNLELICTE SRR YCTES

Ainsi, la suite (@,(T)),>1 converge vers une application @(7). De méme, l'inégalité (2.34)

implique que pour presque tout 7 € K, la suite (f,(7)),>1 converge vers une certaine
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application f(7).
Pour tout 7 € K, puisque ||ii,(7)|| < 7(7) et 7 € Lk+(K), (tin)n>1 converge faiblement
dans Lg.(K) vers y avec ||y(7)|| < 7(7). En fixant 7 € K et en prenant n’importe quel

e € R?, la convergence faible dans Lj,(K) donne

tim [ (o (s)es (s = [ (Lo (5)e (),

n—oo 0

ou de maniere équivalente

n—o0

lim (e, ug + /OT Ui, (s)ds) = (e, ug + /OT y(s)ds).

Alors, lim ] i, (s)ds =[] y(s)ds. Puisque i, (-) est une application absolument continue,
on obtient @(7) = ug + J7 y(s)ds et y = . D’aprés le Lemme de Mazur et par 1'utilisation

des arguments précédents de la preuve du Théoreme 2.1, on trouve que
u(r) € —Noq (a(r)) + f(7).
D’apres (H1), (2.27), (2.29) et (2.32), il vient que
d(fu(7), F(7,0(7))) < Blltn(7) — a(7)[, p-p. T € K,
par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on aura
d(f(r), F(r,u(r))) =0, p.p. T € K,

la fermeture de F'(1,u(7)) donne f(7) € F(r,a(r)), p.p. T € K. O

La proposition suivante énonce les conditions sous lesquelles (Tzpy,z) admet une
solution.

Il existe deux constantes 7, i > 0 telles que pour tout p > 0, on note par 7 : Z — R™, la

solution de

=<

(1) =p+4(u+np)(7), pp. T €L
%(0) =To Z 0.
Proposition 2.2. Supposons que (Hc) soit vérifié et que ||ugl| < ro < b. Soit F : T x

bB = R une multi-application & valeurs fermées non vides, satisfaisant aux hypothéses

sutvantes:

(H$°) coF (-, Y (+)) est mesurable pour chaque Y € Cra(Z) avec |Y(7)|| < b pour tout
TETL;

(HS) pour tout p > 0 et tous y1,yo dans bB, yy # ya,

haus,(COF (T,11),c0F (T,42)) < (1 + np)||y1 — vell;
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(HS°) pour tout py > 0 et tout (1,y) € Z x bB, d(0,c0F(1,y)) < po.
Alors, il existe une application u € R(Twru,z) telle que
[u()|| < 7(7), VT € I,
et pour tout T € Z, 7(1) < b.
Preuve. Posons p = 2py, il découle de (H5°) que coF (1, y)NpoB # 0 et coF (1, y)NpB # 0,
donc on peut définir une multi-application mesurable U : Z x bB = R% a valeurs fermées

non vides par

U(r,y) = coF(t,y) N pB, pour tout 7 € Z.

La Proposition 1.8 implique que pour tous u,v € bB et tout 7 € Z

haus(U(r,u),U(T,v)) = haus (@FP(T, u), cok, (T, U))

< haus,(coF (1, u),coF (T,v)),

P~ Po

par (H5°), on peut écrire

mme@mevm»<p2p(u+mmm—vH

— FO

=4+ np)||lu — vl

Pour w(r) € U(7,0) et y € bB, on obtient

d(0,U(7,y)) < d(0,w(r)) + d(w(7), U(7,y))

< w(n)[[+  sup d(w(r),U(1,y))
w(7)eU(r,0)

< p+ haus(U(1,y),U(r,0))
<p+4(u+np)|yl.

Par le Théoreme 2.2, il existe une application u € R(Tyu,z), puisque U(r,u(1)) C
coF (1,u(7)), on conclut que u € R(Tewvuz)- u

Maintenant, on va annoncer une autre version du Théoreme 2.2, qui jouera un roéle
important dans I’étude de la relaxation.
Soient 1 : Z — R? une application Lipschitz avec 9(0) = ug et Q : R = Z x R? une

multi-application définie par

QW) ={(r.y) eI xR :y € B(r),b)}, b>0.
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Théoréme 2.3. Supposons que (H¢) soit vérifié et que 0 < ro < b. Soit F': Q(¢) = RY

une multi-application a valeurs fermées non vides, satisfaisant les hypothéses suivantes:

(H5) F(-,Y(-)) est mesurable pour chaque Y € Cra(Z) avec ||Y (1) — ¢(7)|| < b, pour
tout T € Z;

(He) pour 0 < p <7 (7) et yy # ya tels que (1,y1), (1,y2) sont dans Q(¢), on a
haus,( =¥ (7) + F(7,91), =0(7) + F(7,95)) < Bllys — wel|;

(H7) pour tout (1,y) € Q(4), d(¥(7), F(r,y)) < a+ Blly — v(7)|.

Alors, le probléme (Tpu, 1) admet une solution.

Preuve. Soit D, : Z = R? une multi-application définie par

L’ensemble Dy(-) est convexe fermé non vide et pour chaque p € R? et tous 7,5 € Z

(d(js, Dy (7)) — d(, Dy(s))] = [d(p1, C(r) — (7)) — (. Cs) — (s))]
< J(r) = w(s)]| + [d(, C(r)) — d(p, C(s))|
< () — (8] + haus(C(r), C(s))
< () — (s + Lir — s|
< [ I©)lds + Lir = 5|

Soit A une constante positive, telle que pour tout 7 € Z, [|¢/(7)|| < A. En posant Ly = L+,
on aura

haus(Dy(7), Dy(s)) < Lo|T — s|.

Soit G : T x bB = R? une multi-application mesurable & valeurs fermées non vides définie

par

G(t,2) = =¢(1) + F(1,2 + 9(1)).

Pour toute v(7) € G(7, 2) et tout 7 € Z, on trouve que

d(0,G(r,2)) =  inf v(T)]| = inf v(7)]|,
O.Gr)= it = if )

posons w(7) = v(7) +4(7), on obtient

d(0,G(r,2)) = inf — (7)) +
(0,G(7,2)) worer o) | = (7)) +w(r)]

= d(¢(r), F(r,2 + (1)),
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en utilisant (H7), on aura

d(0,G(r,2)) < a + 2]
Pour tout 7 € T et tous z;, 2o € bB tels que z; # 2, on a
haus,(G(7, 1), G(7, 22)) = haus,( — ¥(7) + F(7, 21 + $(7)), = (7) + F(7, 20 + ¥(7))),
il s’ensuit de (Hg) que
haus,(G(T, z1), G(7, 22)) < Bl|z1 — 22]|.
Par le Théoreme 2.2, le probléeme

y(1) € =Np,(»(y(7)) + G(t,y(7)), p-p. T € L;
y(1) € Dy(T), VT € Z;

y(0) =0 € Dy(0),

admet une solution y : Z — R? telle que |ly(7)|| < r(7) et y(7) = u(r) — () pour tout
T € Z. Alors, u € R(Tru,1) €t

|lu(r) — ¥ (7)|| < r(7), pour tout 7 € Z.

2.3 Relaxation

Le résultat suivant établit la relation entre les ensembles de solutions R(Tzru,z) €t
R(Tru,z)- Pour cette raison, par la Proposition 2.1, supposons v > 0 et u, la solution du
probléme

1. (7) € —Ne) (ue(7)) + fo(7), pp. T €T;

us (1) € C(7), Y7 € T et u.(0) = o,
ot fiu(1) € co(F(1,u.(7)) NyB) et ux € R(TasFuyz). On définit une multi-application
Q(u) : RY = T x R? comme suit

Qu) ={(r,y) € T xR*:y € B(u.(r),b)}, b>0.

Théoréme 2.4. Supposons que (Hc) soit vérifié et F: Q(u,) = RY satisfait (Hs) et les

hypothéses suivantes:
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(Hg) il existe o > 0, telle que pour tout (1,y) € Q(u,), F(r,y) NaB # 0;

(Ho) il existe n, k. > 0, telles que pour tous (T,y1), (T,y2) dans Q(u.) avec p > 0,
haus,(F(7,y1), F(7,y2)) < (kx +np)lly1 — v2|[;
(Hio) il existe o, > 0, telle que pour tout (1,y) € Q(u.) avec y # u,, on a

d(y(r), F(7,y)) < ouflus(r) — yl.

Alors, R(Tpu,z) est dense dans R(Tewru,z) par rapport d la topologie de convergence

uniforme.

Preuve. Soit H : Z = R? une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

H(t) = F(7,u.(7)) N yB.

En utilisant le Théoréme 1.4, on obtient S*(coH) = ¢oS*(H). Alors, f.(1) € coS'(H) et
Ve >0, 3 h. € coSY(H) : ||f, — he|1 <
Par la Proposition 2.1, le probléme (7j, 4, 7) admet une solution u;_: Z — R, telle que
up, converge uniformément vers u, quant € — 0.
Puisque h. € coS*(H), il existe une collection finie d’éléments
fie SYH), i=1,---7,

n n
et des constantes positives «, telles que > a; =1, et he = > o4 f;.
i=1 i=1

Soit F': T = R% une multi-application intégrablement bornée, définie par
F(r)y={fi(r):i=1,..,a}, VT €.

Alors h, € coF (1), par le Théoréme 1.5, il existe une suite (v, )nen C Lka(Z) telle que
vo(T) € F(1) C H(T) et

lim max H[ (val<) = he(e))ds]| = 0.

n—00 0<s<7<T

Par le Lemme 1.2, nous déduisons que (v,), converge faiblement vers h. dans Lg.(Z).

Selon la Proposition 2.1, le probléme (7, .,.z) admet une solution g, : Z — R% avec

gn converge uniformément vers u,, lorsque n — oco.
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Puisque,
Hgn - U*HC < Hgn — Un,||c + HuhE - u*HCa
on conclut que
gn converge uniformément vers u, quant n — oo.
Alors,
dng € N, Vn > ng @ ||gn — ulle < b/2. (2.39)
Posons
[ = sup(a, ks, 7, 04). (2.40)
D’apres (Hs) et (2.40), on a pour tout n > ng et tout (7, y(7)) € Q(u.),
F(r,y(t))NIB # 0. (2.41)
Par (H10), (2.39) et (2.40), on a
d(gn(7), F(7, 9n(7))) < U[t(T) = gu(7) ]| (2.42)
D’autre part, pour tout n > ng et tout (7,2) € Z x (b/2)B
—gn(7) + F(7,2+ gu(7)) NIB C (=gu(7) + F(7, 2 + ga(7))) N (=gu(7) + 1B)
C (=gn(1) 4+ F(7,2 4 gu(7))) N (L + 31)B. (2.43)

Prenant (2.41) en compte, pour tout n > ng et tout (7,2) € Z x (b/2)B, il existe une

application p, (1) € F(7,2 + ¢,(7)) NIB. On pose y,(T) = pn(7) — gn(7), donc
Yn(T) € —gn(7) + F(7,2 + gu(7)) N B,
d’apres (2.43), on conclut que pour tous (7,2) € Z x (b/2)B, n > ng

(=gu(T) + F (7,2 + gu(7))) N (L + 31)B # 0.

Posons p = 2L 4 5l et p1,(7) = yn(7) + gn(7), alors, p,(7) € F, (1,2 + gn(7)), €

donne pour tous z, 2 € (b/2)B,

A(pn(7), F(7,2 4 ga(7))) < e(Fy(7, 2 + gn(7)), F (7, 2+ gn(7)))
< haus,(F(r, 2 + gu(7)), F(7, % + gu(7)))
< (ke +mp)ll2 = £|
< (0L +50) ]2 — £,

t (Ho)
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donc, il existe A(7) € F (7,2 4 gn(7)), telle que
pn(7) = 12(7) € (I +n(2L + 51)) ||z — £|| B,
alors,

Yn(7) € —gn(7) +0(7) + (I + (2L +51))||z — £||B
C —gu(T) + F(7, 2+ gn(7)) + (L + (2L + 51)) ||z — #||B. (2.44)

Soit G, : Z x (b/2)B = R% une multi-application mesurable définie par
Gn(7,2) = —gn(T) + F(1,2 + gu(7)), n > ny. (2.45)
De (2.44) et (2.45), on peut écrire pour tous z, ¢ € (b/2)B et tout n > ny
Gn(1,2) N (L + 31)B C Gp(7,2) + (I +n(2L + 51)) ||z — £|| B. (2.46)
Si p = L + 3l, cette derniere inclusion implique que
e(Gpp(7,2),Gp(T,2)) < (L4+n(2L + 51))||z — 2|, (2.47)
en échangeant les roles entre z et Z, on obtient
e(Gn (7, 2),Gr(1,2)) < (I +n(2L + 51))||z — 2] (2.48)
D’apres (2.47) et (2.48), on peut écrire
haus, (G, (7, 2), Gn(T, %)) < (I +n(2L + 51)) ||z — Z||. (2.49)

En revenant a (2.46), par I'interchangement des rdles entre z et £ et pour Z = 0, on aura

pour tout (7,2) € Z x (b/2)B et tout n > ng

Gn(1,0)N (L +31)B C G,(7,2) + (I +n(2L + 51))| 2| B

Ainsi, pour n > ng avec ||z|| < b/2 et y,(7) € G,(7,0) N (L + 31)B, il existe w, (1) €
Gn(T,2), telle que
[y (7) — wn (DIl < (1 4+ (2L + 50)[|2],

cela implique que

d(yn(7), Gn(7,2)) < (I +n(2L + 51))]| 2] (2.50)

Par conséquent,

d(0, Gn(7,2)) < [lyn(T)I| + d(yn(7), Gn(7, 2)).
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Par (2.50), on peut écrire
d(0, Gn(7,2)) < [lyn(T)I] + (1 + n(2L + 50)[|2]]- (2.51)
(2.42) et (2.45), donnent
d(0, G (7,0)) < lu(7) = gu(T)]] (2.52)
Puisque y,(7) € G,(7,0) N (L + 31) B, 'inégalité (2.51) implique que

d(0,Gn(r,2)) < inf  |lya(7)[| + (I + (2L + 50))||=|]
Yn(7)EGRH(T,0)

=d(0,G,(7,0)) + (I +n(2L + 50))| =,
pour tout (7,2) € Z x (b/2)B et tout n > nyg, il en résulte, grace a (2.52), que
d(0, Gy (T, 2)) < l|us — gnlle + (I +n(2L + 51))| 2] (2.53)
Posons
an = l||us — gullc et k=14 n(2L + 5l).
Avec ces notations, (2.49) et (2.53) deviennent pour tout n > ng
d(0,G,(7,2)) < a, + k|2,
haus, (G, (T, 2), Gn(T, 2)) < K|z — £]|.
Considérons I’équation différentielle suivante
T(T) = an + kry(7), p.p. T €TL;
r(0) =0,
avec la solution 7,,(7) = %= (e"” — 1). Notons que pour tout 7 € Z, r,(7) converge vers 0,

quand n tend vers oo, par conséquent, pour tout n > ng et tout 7 € Z, 0 < r,(7) < b/2.

Par le Théoreme 2.3,

Uy (7) € =Noy (un (7)) + F(7,u,(7)), pp. T €L,

un (1) € C(1), V1 € T;

u,(0) = uy € C(0),
admet une solution u,, : Z — RY satisfaisant

[un(T) = gu(T)|| < ul(7), V7 € T.
Alors,
[un(T) = uc(T)|| < 7ol7) + [lgn(7) — w7,

par passage a la limite, on trouve que (u,),>1 converge uniformément vers w,, avec

[un(7) = u(T)]| <. O



CHAPITRE 3

PROBLEMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR
UN PROCESSUS DE LA RAFLE DEPENDANT DE L’ETAT

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude du processus de la rafle du premier ordre dépendant
de I’état avec une perturbation multivoque. Cette inclusion d’évolution peut étre exprimée

sous la forme

—u(7) € Ny (u(r)) + F(r,u(r)), p.p. 7 € T;
(Sruoz) u(r) € Cu(r)), V7 € T;
u(0) = up € C(up),

ou C : RY = R? est une multi-application & valeurs fermées non vides convexes, et
F : I xbB = R%avec b > 0, est une multi-application a valeurs fermées non vides non

convexes vérifiant les hypotheses suivantes:

(H1) il existe £, A € L&+ (Z), telles que, pour tout (1,y) € Z x bB,
d(0, F(7,y)) < &(7) + A7)yl et d(0, F(7,0)) =0 pour £(7) = 0;
(H2) pour tous (7,91), (7,92) dans Z x bB,

haus,(F(T,y1), F(T,y2)) < AX7)|ly1 — y2l-

42
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Ce chapitre est spécifiquement orienté a examiner 'existence de solutions du probleme
(SFupz) en utilisant la méthode donnée dans [10] et les techniques développées dans [61],
ainsi que 'existence de solutions pour le probléme convexifié
—u(7) € New) (u(r)) +coF (1,u(r)), p.p. T € I;
(SwoFuoz) { u(t) € C(u(r)), V7 € I;
u(0) = up € C(ug),

et on acheve le chapitre par donner le théoreme de relaxation.

3.2 Résultat d’existence

Commencons par présenter I’hypothese suivante sur I’ensemble mobile:

(He) Soit C : RY = RY une multi-application satisfaisant:
(Ay) pour chaque u € RY, les ensembles C(u) sont fermées non vides et convexes ;

(As) il existe une constante L € [0, 1] telle que, pour tous v, w,r € R%, on a

|[d(z, C(v)) = d(z, C(w))| < Lflv = wl.

Pour la preuve des résultats suivants, nous avons besoin de la proposition suivante ou la

perturbation de

—u(7) € Ny (w(r)) + f(1), p-p. T €T;
(Stuoz) u(r) € C(u(r)), V7 € I;
u(0) = up € C(up),

est une application univoque, telle que
3¢ € Lg+ (D) : ||f(7)|| < &(7), pour tout 7 € T. (3.1)

Proposition 3.1. Supposons que (Hc) soit vérifié.

(1) Soit f : T — R vérifie (3.1). Alors, (Stu,z) admet une solution unique absolument

continue @ : T — R?, avec

i)l < T IF @), pp- 7 € T,

et pour tout T € T

2/l

- |
()l < ol + -1
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(2) Soit (fu)n : T — R® une suite de fonction vérifie (3.1), converge faiblement vers
[ € L3a(Z) et 1,(0) = ug pour tout n € N. Alors, pour toutn € N, @, € R(Sf, uo.z)

converge uniformément vers i € R(Syu,1)-

(3) Sity, € R(St,unz) (resp. Uy € R(Sf,, umz), o0 a, pour tout T € T
[t (7) = G (D] < [ug — ug”l +/0 1fn(s) = fin(s)llds. (3.2)

Preuve. 1) Par la Proposition 3.2 dans [10] on trouve I'existence de la solution, alors, il
suffit de montrer 'unicité. Soient @, et @y deux solutions de (S, z) avec ;1 (0) = u2(0) =
Up, la monotonicité du cone normal donne, pour presque 7 € Z,

1d

5 g () = as(7)|I* = (ua(7) = tiz(7), @ (7) = a(7)) <0,

par intégration, on obtient ||iiy(7) — o (7)||* < [|@1(0) — @2(0)||* = 0.

2) On a pour tout n > 1, @, € R(Sf, uo,z) €t

2 26(‘)
< —=,pp.7€Z

puisque ¢ € L%, (Z) C Li+(Z), on obtient la compacité relative de (@, (7)),>1, pour tout
7 € T et I'équi-continuité de (@,(-))n>1. Par le Théoreme d’Ascoli-Arzela, (,),>1 est
relativement compacte dans Cra(Z), d’ot1, on peut extraire une sous suite de (y,)n>1 (
notée aussi (i, ),>1) qui converge uniformément vers une certaine fonction z.

Comme 4 est la solution du (Sf.,z), par la propriété de monotonie, on peut écrire pour

tout 7 € Z
T a(r) — B < () — ), () — (7))
= (fu(7) = f(7),0(7) = 2(7)) + {fu(T) = f(7), 2(7) — (7)),
donc,

) = ()P < [ Uals) = F(5),s) = al))ds + [ Uuls) = F(5),2(5) = ns))ds

2
< [ (Fals) = £(5), als) = 2(3))ds + 20 ¢l = anlle
Par passage a la limite et puisque (f, — f) converge faiblement vers 0 dans L%.(Z) et que

(t,) converge uniformément vers z, on obtient 4 = z.

3) Par la monotonicité du cdne normal, on obtient

(= (Un(7) + fa(7)) + (@n(7) + fin(7), U (7) = (7)) = 0, P.p. 7 € L,
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(tn(7) = tn(7), Un(T) = U (7)) < {fal7) = fin(7), Un(7) = (7)), PP- T €L,

ou d’une maniére équivalente

5 7, 18n(7) = U (T * < {falT) = fin(T), U (T) = tign (7))

Par intégration, il vient que

i) = (D)2 < Sl = w2+ [ 15nls) = o)) = ()]s,

en utilisant le Lemme 1.6, on trouve

() = (D] < Wi = al + [ 15ul5) = Fnl)ds:

]

Dans le résultat d’existence suivant, nous supposons que la perturbation de (Sp., 1)

multivoque a valeurs non convexes et non bornées.

Théoréme 3.1. Supposons que (Hc) soit vérifié et F : T x bB = R? pour b > 0, une

multi-application d valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothéses (Hi), (Hz) et
(Hs) F(-,y(-)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec ||y(T)|| < b, pour tout T € T.

Supposons que [’hypothése suivante soit également vérifiée:

(H4) soient les suites (z,) C Lia(Z) et (2,) C Cra(Z), telles que pour tout 7 € I,
(Zo(T))n converge, z,(7) € F(1,2,(A(7))) N (&(7) + XN(7)k)B et (z,) converge

faiblement vers z € L4(Z), on a

lizr:sgpllznllL;d<I> < l=llez @)

avec k = 2(||uo|| + %”5“1)

Alors, pour chaque uy € C(uyg), le probléme (Spu,z) admet une solution absolument

continue u : T — R? satisfaisant

la(r)[l < 5(r), pp. 7 €L,

avec
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Preuve. Pour chaque n € N*, on considere la partition de Z par les points

n
T;

:Z.gn)‘c:n: OS S

314

On note par mp(7,y) 'élément de norme minimale de ’ensemble fermé F(7,y) donc par

(H1) et pour tout (7,y) € Z x bB, on obtient

lme (T, y)|| < &(7) + A lyll- (3-3)

On suppose que

T 1—-L
/0 As)ds <~ (3.4)

Etape 1. Construction des solutions approximatives.

Pour ug € C(up), traitons le probléme suivant sur Uintervalle [0, 77']:
—(7) € Now)(u(r)) +me(T,u), p-p. 7 € [0,77];
u(0) = ug € Cluy),

ott mp(-,ug) € L{4([0,7]]) dépend uniquement de 7. Par la Proposition 3.1, le probléme

précédent admet une solution absolument continue uf : [0, 7] — R4, telle que

. 2 .
lag (Il < 37— llme (T, wo)ll, - pp. 7 € [0, 77].

Puisque uf(7]") € C(ug(1]")) est bien définie, prenons en compte dans 'intervalle [7]", 73]

le probleme suivant

—u(T) € Newr) (u(r)) +me(r,ug (1), p.p.7 €[], 73];
u(t') = ug () € Clug(rl)),

qui admet une solution notée uf : [t 73] — RY avec u(7]') = ul(7") et satisfaisant
lar (DI < = llme(r ag (7))l pop. 7 € [7, 7],

Pour chaque n, il existe une suite finie d’applications absolument continues u : [7]*, 7% ;] —

R4, (0 <i <n—1) telle que, pour chaque 0 <i <n — 1,

(1) € Neqp @) (g (7)) +me(T,uiy(77")), pp- 7 € [7, 74 ;
ui (") = iy (7] )GC( 1(77"),

ou u”,(0) = ugp et

1 (Il < 3= llme (7, wiZs (), pop. 7 € [, 7],
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On définit la fonction u, : Z — RY par
Up(T) =l (7); VT € |77, 7], 0<i<n—1
et 0, : 7 — T par
on(T) =7, VT e [, 7 [, 0<i<n—1, 0,(0) =0.
Ainsi, u,(+) est une solution absolument continue de
—n(7) € Noqun(m) (un(T)) + me (7, un(en(7))), pp-7E€TL; (35)
U, (0) = up,
avec
i 2
(Tl < 3 llme (7, unlea(m)), pp- 7 € T. (3.6)
Par intégration sur [7*, 7/",], on obtient
7,+1
[n (T3 DI < (7 / e (s, un(7"))llds.
Par itération, on a pour chaque 0 <7 <n—1
(DI < lluoll + 77— Z/ e (s, un(7y))[|ds
< Juo| t1 7 Z {/ (s)ds + |Jun(1q H/ ds}
< 2 L[ e(s)a O [ A(s)d
< fluol + 1_L{ [ ls)as + s a7 Ms)as),
par suite,
9 T
o () < Nl + 5= { [ €()ds + qmass n ()N [ Ao ).
En utilisant (3.4), on aura
dax {|un ()| < 2(|[uoll + T—FlI€l),
d’ou,
2
lun(on () < 2(l[woll + =7 lI€ll1) := & (3.7)
Par (3.3), (3.6) et (3.7), on obtient
[mp (7, un (o (7)) < &(7) + M7)8 = ka(7),
et
. 2 >
lin(7)| < ——(&(7) + A(7)r) == B(7), pp. 7 € L. (3.8)

1-L
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Etape 2. La convergence des suites.
On observe que, |0,(7) — 7| = |77* — 7| < €, alors p,(7) — 7 quand n — co. En utilisant

(3.8), on trouve que pour tout 7 € Z,

T

Junon(r)) = un(r) < [

on(T

T

lin()lds < [* B(s)ds,

on (T

et [un ()| < |5l + &, alors,

lim [[un(on(7)) = un(7)|| = 0, (3.9)

n=560
et (Un(7))p>1 est relativement compacte, puisque 3 € L%, (Z) C Lk, (Z). D’autre part,
selon (3.8), (un(+))n>1 est équi-continue, par le Théoreme d’Ascoli-Arzela nous concluons
que (uy)n>1 est relativement compacte dans Cra(Z), donc, on peut extraire une sous suite
(& nouveau dénoter par) (u,),>1 qui converge uniformément vers une certaine application
u. Par (3.8), (t,)n>1 converge faiblement dans Ly (Z) vers z avec ||z(7)]| < B(r), pp. T €
7. En fixant 7 € 7 et en prenant n'importe quel € € R?, la convergence faible dans L%, (Z)

donne
T

lim [ (L (5)€ wn(s))ds = /OT<1[07T](8)6, z(s))ds,

n—oo Jo

ou équivalent

lim (e, ug +/ U (s)ds) = (€, uq +/ z(s)ds).
Alors, 7}1—{20 Jo wn(s)ds = [y z(s)ds, puisque u,(-) est une application absolument continue,
on obtient u(7) = ug + [y z(s)ds et z = 1.

Pour tout 7 € Z, nous avons

[un(on (7)) — u(T)]| < llun(en(7)) = un(T)I| + [Jun(7) — u(7)],
en utilisant (3.9), on obtient

lim ||un(0,(7)) — u(7)|| = 0. (3.10)

n—o0

Posons (mg(+, un(0n(+))))n = (fu(:))n, pour tout n > 1. Puisque || fn(7)|| < £1(7), (fo)n>1
converge faiblement dans L ,(Z) vers f avec || f(7)|| < k1(7), p.p. 7 € Z. Comme L%,(Z)

est uniformément convexe, ’hypothese (#H,4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence

forte de (fp)n>1-
De plus, puisque f,(7) € F(7,u,(0,(7))) N p(T)B avec p(7) = k(1) pour tout 7 € Z et
n > 1, alors par (Hs3), on déduit que

d(f(7), F(r,u(r))) < [f(7) = fulT)l + d(fa(7), F (7, u(7)))
< IF(7) = falT)| 4 haws ) (F (7, un(en (7)), F(7, u(1)))
< f () = (DIl + A [un(en(7)) = ul7)]|

\]
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Gréace a (3.10), la convergence de la suite (f,(-)),>1 vers f(-) et en passant a la limite

dans la derniere inégalité, on obtient
d(f(r), F(r,u(r))) =0, p.p. T € L.

La fermeture de F(7,u(7)) donne f(7) € F(r,u(1)), p.p. T € L.
Etape 3. Nous prouvons que u € R(Spu7)-
Pour chaque 7 € Z, et pour n > 1, par (As)

d(un(7), C(u(r)))
< ||un(7) - un(@n(T)H + d(un(gn(T))a C(U(T))) - d(“ﬂ(@n(T))v C(un(gn<7—))))
< Jun(7) = un(on(T)|| + Lllun(on(7)) — u(7)].

En utilisant (3.9), (3.10), en appliquant la limite & 1'inégalité précédente et d’apres la
fermeture de C'(u(7)), on obtient u(7) € C(u(7)), pour tout 7 € Z.

D’autre part, nous avons

| = (7) + fa (D < Nt (D) + [ T < B(T) + #1(7) := M(7). (3.11)
Par (3.5) et (3.11), nous obtenons pour presque tout 7 € 7

~ () + fulT) € Nou, () (ua(r)) N M(7)B = M(7)0d(un(7), C (un(7)).

Comme (—u, + f,) converge faiblement dans L%,(Z) vers —u + f, une application de

Lemme de Mazur a (—, + f,,) fournit une suite (A,,),>1 avec
A, € co{—y + fon i m > n},

de telle sorte que (A,),>1 converge fortement dans Liq(Z) vers —u + f. Donc, on peut
extraire de (A, (+)),>1 une sous suite qui converge p.p. vers —u(-) + f(-). Alors, il existe

un ensemble négligeable de Lebesgue N C Z tel que pour tout 7 € Z\N

—a(t) + f(r) € ({Ak() : k >n} C () of{—tn(T) + fu(T) : k > n}.

n>0 n>0

Fixons 7 € ZT\N et v € R%, d’aprés l'inclusion précédente et le Théoréme 1.6, on obtient

(—a(r) + f(r),v) < ]\7[(7) lim sup 6" (0d(un (1), C(u,(7))), v)

n—oo

< M(r)*(0d(u(r), C(u(7))), v),

ou la semicontinuité supérieure de la multi-application dd(-,C'(-)) entraine la deuxieéme

inégalité. Comme Od(u(7), C'(u(7))) est convexe fermé, on aura

—i(7) + f(7) € M(7)dd(u(r), C(u(1))) C Neuem(u(r)).
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T 1—
Enfin, lorsque / A(s)ds > , nous subdivisons Z en intervalles satisfaisant (3.4), et
0

en conséquence de ce qui précede, nous construisons une solution absolument continue

dans chaque sous intervalle, alors le probleme (Sg,, z) possede une solution sur 7. O]

Dans le théoréme suivant, nous traitons la bornitude de la solution en ajoutant une
condition sur p, ce résultat jouera un réle majeur dans la preuve du théoréme de relaxation.

On note par w : Z — R, la solution de

w(t) =&(7) + M71)w(T), p.p. T €L

W(O) =wy > 0,

(3.12)

ou

w(T) = wee™ +/ e =m)e (g) /0)\ , Vr el

Théoréme 3.2. Supposons que les hypothéses (He), (Hi), (Ha) et (H3) du Théoréme
3.1 soient vérifiées, w satisfait (3.12) avec ||ug| < wop < b et 0 < p < w(r). Alors,
(SFupz) admet une solution absolument continue v : T — RY telle que pour tout T € T,

Jo()|| < w(T) < 0.

Preuve. En utilisant (3.12), on trouve que w(7) > 0 pour tout 7 € Z, alors I"application
w:Z — RT est strictement croissante. Comme ||ug|| < wp < b, soit w(7) < b, pour tout
7 € Z, ou bien il existe un unique d €]0,T] tel que w(7) > b, pour 7 €]d, T] et w(d) = b.
Posons K = [0,d]. Pour y € w(7)B, nous avons par (H;) et (3.12)

F(r,y)Nw(t)B # 0, p.p. T € K.

Soient (7,41), (7,y2) dans K x w(7)B et p(1) = w(r), p.p. 7 € K, il existe p(r) €

For(T,1), telle que

d(p(T), F(Tv y2)) < e(Fp(T)(Ta yl)v F(T’ yQ))
< hausq (F(7, 1), F(7, 42)),

en utilisant (), on obtient

d(p(7), F(7,42)) < A(7)llys — v,

alors,

p(7) € F(1,y2) + A(7)||y1 — v2|| B, p-p. 7 € K. (3.13)
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Supposons que l'on peut définir par induction une suite (h,,v,) € L{4(K) x Cra(K) telle

que pour tout n > 1, les conditions suivantes sont satisfaites

ho(7) = vo(7) = 0, [[on(7)]| < Jluol +/O 1B ()| ds, V7 € K; (3.14)
hn(T) € F(1,0,-1(7)), p.p- T € K; (3.15)
v, la solution correspondante de (Sh, ug.k); (3.16)

(U (7))n>0 €t (hn(7))n>1 sont des suites de Cauchy pour tout 7 € K;

En effet, posons Iy = {7 € K : {(7) = 0}, donc (H;) implique
Eo(T) = d(0, F(7,v0(7))) < &(7), p.p. T € K\Ko. (3.17)

En utilisant (#s3), I'application & est mesurable et
=L L (7)), pp- T € K\Kp.

Par (3.17), F(-,v(:)) N WE, est mesurable a valeurs fermées non vides. Alors, il

existe une sélection mesurable wy de cette application. On pose

wo(T) siTe K\Ko;
hl (’7') =
ho(T) siT € Ky,

et
[ (7)|| < &(7), p-p- T EK, (3.18)

hi(7) € F(1,v9(7)), p-.p- T € K.

D’apres la Proposition 3.1, prenons v; comme solution correspondante de (Sp, uo.c)- De

(3.2), (3.12) et (3.18), on obtient

Joa() < ol + [ en(s)lds < wo + [ eo(s)ds = ().

Puisque pour 7 € K, hi(7) € F(r,v9(7)) N&(T)B, p.p. 7 € K et |loo(7)|| = 0 < w(7),

d’apres (3.13) on aura
hi(1) € F(r,v1(7)) + A(7)||v1(7)|| B, p.p. T € K,

et
d(hi(7), F(7,01(7))) < A@)[[vi(T)]], p-p- T € K,
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quand [jv1(7)| # 0. Soit K1 = {7 € K : |juy(7) — vwo(7)|| = 0}. Puisque 51(7') =
d(hy(1), F(1,v1(7))) est mesurable et

: &(7) + A@) [ (D]

&i(7) < 5 <A@ lor (D, ™ ¢ Ky,

en tant que I’ensemble K7 C K est fermé, on voit que la multi-application

F(-, ()N (hl(-) el A2(\"”’”1(')”3) sur KC\K;

est mesurable a valeurs fermées non vides. Alors, il existe une sélection mesurable w; de

cette application sur C\XC;. On pose

wi(1) siTe K\Ky;
ha(T) =
hi(t) siTe Ky,

et
ho(T) € F(1,v1(7)), p.p- T €K,

|hi(7) = ho(T)|| < A(T)[Jor ()|, p-p- T € K. (3.19)

Par conséquent, pour p.p. 7 € K
[P ()| < 1A (T[] + A(T)[Jor () || < &(7) + MT)w(7) = w(T).

Par la Proposition 3.1, on pose vy la solution correspondante de (Sh,.u, ). Ensuite, a
partir de (3.2), on obtient ||va(7)|| < |Juoll + Jg [|h2(s)||ds, ainsi, ||va(7)|| < w(T), et par
(3.19),

Ihs(7) = ha(r)l < A oa(r) < Al + [ 1hs(5) s ).
donc,
|ha(7) = ha(T)|| < A(7) (wo +/0 f(s)ds), p.p. T € K. (3.20)

Grace a (3.2) et (3.20), on obtient

Joa(r) = va(P) < [ ha(s) = hals)ds <wo ["As)ds + ["&(6) [ As)dsds
—woi(r) + [ ((r) = ())&(<)ds.

Par induction, supposons que (hy,v1),- -+, (h,, v,) sont définies et vérifient (3.14), (3.15),
(3.16) et
i (7) = (D) < A [6n(7) = 0 (D], . 7 € K,

|lvn(T)]| S w(7), V7 € K, ||ha(7)]] < w(7), pp. T € K. (3.21)
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En raisonnant comme précédemment, pour n > 1, soit KC,, = {7 € K : ||[vp(7) —vp—1(7)|| =
0}. Puisque &,(7) = d(hn(7)), F(7,0,(7)) est mesurable et
; Eu(7) + A1) [0a(7) = vaa (7))

&n(7) < 5 <A oa(7) = ona (D, T ¢ K,

en tant que IC,, C K est fermé, alors, pour 7 € K\,

F(7vn<>) N (hn() + 5”(> + /\<)||U;(> - Un_l(')HB)7

est mesurable & valeurs fermées non vides. Il existe donc une sélection mesurable w,, de

cette application sur C\/C,,. Posons

wy (1) siT e K\Ky;
hn+1 (T) -
ho(T) siT € K,.

Donc, on obtient pour p.p. 7 € IKC, hyi1(7) € F(7,0,(T)), [|Png1 (T)=hn(T)]| < A7) ||n—1(7)—

v (7)|| et

L L s = L O W

La Proposition 3.1 fournit la solution correspondante v,1 de (Sh,., ux). D’autre part,

1 (D] = ([P ()] < 2_: 1Pji(7) = ()] < AT Z [05(7) = vj—a (7]l

donc,
[nsa (T)]] < AT ZIIUJ — v ()| + [|ha ()]

< A\() (WO S (m<7>)j i §/OT (m(7) - m(s>>j§(s)d5> +&(7)

Gréce a (3.2), on obtient ||v,41(7)|| < [Juol| + J5 ||~ns1(8)||ds, et ||vnr1(7)]] < w(7). Ainsi,
[on11(7) = vn(7 || </ [ns1(s) — hn(s)lds

< w /O TA(s) (ﬁ(i))f)!lds [ [ <m<sz O e s

n—1)!
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par conséquent

Alors, on peut écrire

f:o |Uns1 () — v (T)]] < wo Z )" /OT i (m(7) — m<s))n£(s)ds
= wpe™ +/ (M=) ¢ (5)ds = w(T).

Par conséquent, Z |Un41(T) — v, (7)|| converge pour tout 7 € K, donc (v, (7))n>1 est une

suite de Cauchy, d ou, elle converge vers I'application v(7), et nous avons

3 () = ()] < Ao 3= O / O " sy}
=A(1 {woe +/ e —m ds}:)\(T)w(T)a

alors, § |hng1(T) — hi(7)|| converge pour presque tout 7 € IC, et (h,,(T))n>1 est une suite
de Caﬁiﬁy, donc elle converge vers une certaine application (7).
Pour tout 7 € K, puisque [|0,(7)|| < &(7) et w € L (K) C Lig+(K), (95)n>1 converge
faiblement dans Lg.(KC) vers y avec ||y(7)|] < @(7). En fixant 7 € K et en prenant
n’importe quel e € R?, la convergence faible dans L4(K) donne

d

lim [ (Lo (5)e, 0n(s))ds = /0 (Lo (s)e, y(s))ds,

n—oo 0

ou d'une fagon équivalente

lim ( eu0+/ Un(s)ds) euo+/

n—o0
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Alors, nhﬁnolo Jo tn(s)ds = [y y(s)ds, puisque v, (+) est une application absolument continue,
on obtient v(7) = ug + [5 y(s)ds et y = 0. D’apres le Lemme de Mazur et par 'utilisation

des arguments présidents dans la preuve du théoreme 3.1, on obtient
0(1) € =Ne(r) (v(T)) + h(T).
Par (Hz), (3.13), (3.15) et (3.21), on obtient
d(hpr(7), F(7,0(7))) < M7)[lva(7) = o(7)[|, p-p. 7 € K,
par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on trouve
d(h(7), F(r,v(7))) =0, p.p. T € K.

La fermeture de F(7,v(7)) donne h(1) € F(1,v(7)), p.p. T € K. O

La proposition suivante donne les conditions sous lesquelles le probleme convexifié
admet une solution.

Il existe u € Li+(Z) et ¢ > 0 telles que pour tout p € L4+ (Z), on note par & : Z — R*

la solution de
@(1) = p(7) +4(u(7) + Cp(7))o(T), pp. T €T;
(I)(O) = W Z 0.
Proposition 3.2. Supposons que (He) soit vérifié et que ||ug|| < wo < b. Soit F :

I xbB = R? une multi-application d valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothéses

sutvantes:

(H5°) coF (-,y(+)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec |y(7)|| < b, pour tout
TEL;

(HS?) pour tout p € Ly (Z) et tous y1,ys dans bB, y1 # ya
haws() (coF (,y1), coF (7, 42)) < (u(7) + Cp(7))llyr — wll;

(HS?) pour tout py € L% (Z) et tout (1,y) € Z x bB, d(0,c0F (1,y)) < po(T).

Alors, il existe une application u € R(Szwruyz) satisfaisant
Ju(r)|| < @(7), VT € I,

et pour tout T € I, (1) < b.
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Preuve. Posons p(7) = 2po(7) pour tout 7 € Z. 1l résulte de (HS’) que coF(r,y)) N
po(T)B # D et coF (1,y))Np(7)B # (), d’ott on peut définir une multi-application mesurable

U:Z x bB = R? a valeurs fermées non vides par
U(r,y) =coF(t,y) N p(T)B, pour tout 7 € Z.
La Proposition 1.8 implique que pour tous v,w € bB et tout 7 € T

haus(U(1,v),U(7,w)) = haus(CoF,(T,v),CoF (T, w))

2p(7)

< mhausp(T) (CoF (t,v),coF (1,w)),

selon (H5°), on peut écrire

haus(U(7,v), U(T,w)) < p(r)—po(r)(“( )+ Cp(T))l |

= 4(u(7) + Cp(7))lv — wll.
Pour z(7) € U(7,0) et y € bB, on obtient

d(0,U(r,y)) <d(0,2(7)) + d(z(7), U(7,y))

<|[z(D)[[+ sup d(z(7),U(,y))
z(7)eU(r,0)

< p(7) + haus(U(7,y), U(7,0))

< p(7) +4(u(7) + Cp(7) Iy l-

Par le Théoréme 3.2, il existe une application u solution de (Syu, z), puisque U (7, u(T)) C

coF (1,u(7)), on conclut que u € R(Szmru,1)- O

Nous présentons maintenant une autre version du Théoréme 3.2 nécessaire a 1’étude
de la propriété de relaxation.
Soient ¢ : Z — R une application Lipschitz avec ¥(0) = ug et Q : RY = Z x R? une

multi-application définie par

Q) ={(r.y) eTx Ry € B(r),0)}, b>0.

Théoréme 3.3. Supposons que (Hc) soit vérifié et que 0 < wy < b. Soit F': Q(¢) = RY

une multi-application a valeurs fermées non vides telle que

(Hs) F(-,y(-)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec ||y(T) — (7)|| < b, pour tout
TeEL;

(Hs) pour tout (1,y) € Q(¢), A(4(7), F(7,y)) < &(r) + A(7)lly — v(7)];
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(H7) pour 0 < p < w(T) et y1 # yo tels que (T,y1), (T,y2) sont dans Q(), on a

haus,(=(7) + F(7,51), =9 (7) + F(7, 42)) < A7) [lv1 = v2.

Alors, le probléme (Spu,z) admet une solution.

Preuve. Soit D, : R = R¢ une multi-application définie par:
Dy(v) = Clv+ (1)) — ¢(7).
L’ensemble Dy (-) satisfait (A;) et par (As), on obtient pour tous v, 21, 22 € R?
|[d(v, Dy(21)) = d(v, Dy(22))] < L|z1 = 2.

Soit G : Z x bB = R une multi-application mesurable & valeurs fermées non vides définie

par G(7,2) = —(7) + F(7,z + ¥(7)). Pour tout (1) € G(r, z) et tout 7 € Z,

d(O,G(T, Z)) = inf ||$<T)||v

2(T)€(=y(T)+F(1.2+4(7)))

posons w(7) = x(7) + 1(7), on obtient

d(0,G(r,2)) = inf —q
(0,G(7,2)) e res o) | = ¢(7) +w(r)]

= d(¥(r), F(r,z + (1)),
d’apres (Hg), on trouve que
d(0,G(r,2)) < &(7) + A(T)] 2.

Pour tous 7 € T et 21, 25 € bB tels que 2; # 25, on a

haus,(G(T, z1), G(T, 22)) = haus,(—= (1) + F(1,21 + (7)), = (7) + F(7, 20 + ¥(7))),
en utilisant (H7), il s’ensuit que
haus,(G(1,21), G(T, 22)) < M(7T)||21 — 22|
Par le Théoreme 3.2, le probleme
—§(7) € Np, i) (y(7)) + G(7,y(7)), p-p. T € T;
y(7) € Dy(y(1)), V1 € T;
y(0) = 0 € Dy(0),

admet une solution y : Z — R telle que ||y(7)|| < w(7) et y(7) = u(r) — () pour tout
T € Z. Alors, u € R(Spu,z) €t

lu(T) — (7)|| < w(T), pour tout T € 7.
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3.3 Relaxation

Au cours de cette section, nous établissons I’approximation des ensembles de solutions
R(Sz5Fuy,z) Par les ensembles de solutions R(Sg,, 7). Pour cette raison, par la Proposition

3.1, supposons que v € L+ (Z) et ug, telles que

—Teo(T) € Ne(uen (7)) (Ueo(T)) + foo(T), P-p. T € I;
Ueo(T) € C(Ueo(T)), VT € T et ue(0) = uy,

ol foo(T) € Co(F(T,uceo(T)) Ny (T)B) et ue € R(Sewruz)- Nous définissons une multi-
application Q(ue) : R? = Z x R? comme suit

Queo) = {(7,y) € T x R*: y € Blueo(7),b)}, b> 0.

Théoréme 3.4. Supposons que (Hc) soit vérifié et F: Q(ue) = R? satisfait (Hs) et les
hypotheéses suivantes:
(Hs) il existe & € L% (T), telle que pour tout (T,y) € Quw), F(r,y) NE(T)B # 0;
(Ho) il existe ¢ > 0 et ¢ € Ly (Z) telles que pour tous (T,v1), (T, y2) dans Q(ue,) avec
p=0,
haus,(F(7,y1), F(7,42)) < (6(7) + Cp)llyr — well;

(Hio) il existe U € L% (T), telle que pour tout (1,y) € Q(ueo) avec y # Uey, 0N @

d(y(r), F(r,y)) < U(7)[uco() — y-

Alors, R(Srpu,z) est dense dans R(Szmru,z) par rapport d la topologie de convergence

uniforme.

Preuve. Soit II : Z = R? une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

(1) = F(7,uc(T)) Ny(T)B.

En utilisant le Théoréme 1.4, on trouve que S%(coll) = ¢0S?(II). Donc f.(7) € caS*(II)
et
Ve > 0,3h € coS*(IT) : || foo — hell2 < e
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Par la Proposition 3.1, le probléme (S}, 4,.7) posséde une solution uy, : Z — RY, telle que
up, converge uniformément vers u., lorsque e — 0. Puisque h, € 0082(1'[), il existe une
collection finie d’éléments

fi € SQ(H)7 1< S

n
et des constantes positives «;, telles que Z a;=1,et he = a;f;.
=1 =1
Soit F': T = R une multi-application définie par

F(r)={fi(r):1<i<a}, Vrel.

Alors, he € coF (), puisque 7 — ||F(7)]|| est carré intégrable, c-a-d, [ ||F(r)|?dr < oo,

en utilisant le Théoréme 1.5 il existe une suite (r,)nen+ C Lga(Z) telle que
() € F(1) C TI(7),
et

lim max ||/ ra(S) — he(<))ds]| = 0.

n—00 0<s<7<T
Par le Lemme 1.2, nous concluons que (1), converge faiblement vers h, dans L. (Z).
Par la Proposition 3.1, (S,, 4, z) admet une solution g, : Z — RY avec g, converge

uniformément vers u,, quand n tend vers co. Puisque,
19n = ticolle < [lgn — unlle + llun, — tecolle,
on déduit que g, converge uniformément vers u., quand n — oo. Alors, on peut écrire
dng €N, Vn >ngy @ ||gn — Ueollc < /2. (3.22)
Posons
V(1) = max(&(7), o(1),~v(7),¥(7)), V7 € L. (3.23)
En utilisant (Hsg), (3.22) et (3.23), on trouve pour tout n > ng et tout (7,y(7)) € Q(uco)
F(r,y(1)) Nd(1)B # 0. (3.24)
D’apres (H10), (3.22) et (3.23), on a
d(§n(7), F(7,9a(7))) < 9(7)|[tco(T) — gu(7)]]- (3.25)
De plus, pour tout n > ng et tout (7,2) € Z x (b/2)B
~Gn() + F (7,2 + gu(r)) N 0()B C (=gu(r) + (2 + g2(r))) 0 (~da(7) + (7))

C(=gn(T)+ F(1,2 4+ gn(7))) N <<3_L)ﬁ<7—>>

=

1—-L
(3.26)
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En prenant en compte (3.24), pour n > ng et tout (7,z) € Z x (b/2)B, il existe une
application p,(7) € F(7,2z + g.(7)) N9(7)B. Posons §,(7) = pn(7) — ga(7), donc

n(T) € =gu(7) + F(7, 2 + gu(7)) N0(7) B,

de (3.26), on conclut que pour tout (7,2) € Z x (b/2)B et tout n > ngy

(~ulr) + Flr 2+ () 0 (BT D) B 2
On pose p(1) = (5—1/:_)29(7) et L1, (T) = Un(T) + gu(7), alors, p,(7) € Fory(T, 2 + gu(T)), €t

(Ho) donne pour tous z, # € (b/2)B,

d(pn(7), (7,2 4 g0(7))) < e(Fpr) (T, 2 4 ga(7)), F(T, 2 + gn(7)))
< haus ) (F (7,2 4 go(7)), (7,2 + gu(7)))
< (o(1) + Cp(m)llz — 2|l

< (00 + (O - 9

Donc, il existe n(7) € F(1, % + gn(7)), telle que

() () € (960 + (O T ) o - B,

L
par suite,
iu(r) € ~gutr) + () + (0r) + ¢ (CTEXD)) o - 2B .27
C ~gu(r) + F(r %+ galr) + (9(7) + g(“if(”)) |2 — #|B.

Soit Gy, : Z x (b/2)B = R% une multi-application mesurable définie par
Gn(T,2) = —gn(T) + F(7, 2 + gn(7)), n > no. (3.28)

D’apres (3.27) et (3.28), on peut écrire pour tous z,% € (b/2)B et tout n > ny,

Go(r,2) N (W)B CGo(r,2) + (0(7) + g(“;f)g(”)) 2= £|B. (3.29)
Sip(r) = %, cette derniere inclusion entraine que
(G (.20, Gl ) < (90 + ¢ (CTEEON Y s e

en alternant les roles entre z et Z, on obtient

(G2, Gl 2)) < (90 + ((CTEON -2 @ay
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A partir de (3.30) et (3.31), on peut écrire

haus o) (Ga(r, 2), Gu(r, £)) < (ﬁ(f) + g(w» =4 (332)

En revenant a (3.29), par ’échange des rdles entre z et £ et pour Z = 0, on obtient pour

tout (7,2) € Z x (b/2)B et tout n > ny

Go(7,0) N (W)B C Gl 2) + (ﬁ(f) + C(W)) I21IB.

Ainsi, pour tout n > ng avec ||z]| < b/2 et y,(7) € Gn(7,0) N <(31L_)g(7)>B, il existe

W, (1) € Gyu(T, 2), telle que

Jin(r) — (Ol < (96r) + (LAY ) o,

ou de maniere équivalente

(), Gl 2) < (940) + ¢ (CTEDY ey, (3.3

Par conséquent,

d(0, Gn(7,2)) < [[gn ()] + d(Gn(7), Gn(T, 2)).

De (3.33), on écrit

40,60 2) < Iall + (900) + (CTEEON) ) (3

(3.25) et (3.28), donnent

d(0, G (7,0)) < I(7)]tico(T) = gn(7)]]- (3.35)

Puisque 9, (1) € G, (7,0) N <(3_1L_)29(T)>B, I'inégalité (3.34) implique que

. (5 - L)V(r)
d0,Go(r.2) < it ia(n)] 4+ (90) + (ST ) )

= d(0,G,(7,0)) + (19(7) + g(W)) 1211,

pour tous z € (b/2)B et n > ny, il résulte de (3.35)
5—L)J(r
A(0, G, 2) < 9t — e + (97 + (P TN (s
Posons

GN(T) = 19(7—)”“00 - gn||C7

et
6= D)y

Br) = 0(r) + ¢ (20
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Avec ces notations, (3.32) et (3.36) deviennent

d(0, Gu(7,2)) < an(7) + k(7)l|2],

haus -y (G (T, 2), G(7, 2)) < k(1)||2 = £]|.

Considérons 1’équation différentielle suivante

@n(7) = an(7) + k(T)wn(7), P-p. 7 € I;
avec la solution w, (1) = [ "M =1)q, (s)ds et n(t) = [T k(s)ds, ¥r € T. Notons que

pour tout 7 € Z, w,(7) converge vers 0, lorsque n tend vers oo, donc, pour tout n > ng

et tout 7 € Z, 0 < w, (1) < b/2. Selon le Théoréme 3.3,

Un(7) € =Ne(un(r) (Un(T)) + F(7,un(7)), p.p. T € L;
un(7) € Clu, (7)), V1 € Z;
u,(0) = up € C(up),
admet une solution u,, : Z — R? satisfaisant
n(7) = gu(P) < wnlr), ¥r € T.
Alors,
[1n(T) = Ueo(T)[| < Wi (T) + |gn(T) — ueo(T)l,

par passage a la limite, (u,),>1 converge uniformément vers e, avec ||u, (7) — e (7)|| < b

pour tout b > 0. O



CHAPITRE 4

PROBLEMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR
UN PROBLEME D’EVOLUTION REGIE PAR UN
OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier une inclusion d’évolution gouvernée par un
opérateur maximal monotone dépendant du temps dans un espace de dimension finie R,

de la forme

—u(t) € A(T)u(t) + F(7,u(7)), p.p. T € Z;
(MEuz) S u(r) € D(A(T)), V1 € T;
u(0) = o € D(A(D)),
ou F : ZxbB = R? pour b > 0 est une multi-application & valeurs fermées non vides non
convexes et non nécessairement bornées, considérée comme la perturbation du probléme
et A(T) : D(A(7)) € R?* = R? est un opérateur maximal monotone avec son domaine

D(A(T)), a variation absolument continue et sa norme minimale satisfait une condition

de croissance linéaire. Nous examinons aussi I'inclusion lorsque le terme de perturbation

63
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est convexifié. Cette inclusion peut étre sous la forme
—u(7) € A(T)u(r) + coF (t,u(r)), p.p. T € Z;
(Masruoz) Yu(r) € D(A(T)), V1 € T;
u(0) = ug € D(A(0)).

Grace aux techniques développée précédemment, ce chapitre est dédié a l’examen des
résultats d’existence du probleme original (Mg, z) et du probleme convexifié (Masru,,7)

et la propriété de relaxation entre ces deux problemes.

4.2 Résultat d’existence

On commence par présenter I’hypothese suivante:

(H4) Soit A(7) : D(A(1)) € RY = R? un opérateur maximal monotone vérifie:

(Ay) il existe un o € Wi (Z) strictement croissante, tel que

dis(A(T), A(s)) < |a(T) — a(s)|, V7,5 € T;

(Az) il existe une constante ¢ > 0, telle que

1A°(T)u| < c(1+ ||lu), V7 € T et u € D(A(T)).

Ensuite, il est nécessaire de rappeler le théoreme suivant de [17], qui traite 1’existence et

I'unicité de solution pour le probleme non perturbé.

Théoreme 4.1. Supposons que (Ha) soit vérifié. Alors pour chaque uy € D(A(0)), le
probleme

—u(t) € A(T)u(r), p.p. T € I;

u(0) = up,

posséde une solution unique absolument continue u: T — R? avec
[a(r)|| < K(1+ (7)), p.p.- 7 €L,

pour une certaine constante K €0, 00[ dépendant de ||uol|, ¢, T et a.
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Maintenant, nous énoncons la proposition suivante, qui sera utile dans les prochains

résultats, ou la perturbation f : Z — R? de

—u(t) € A(T)u(r) + f(7), p-p. T € T;
(Mf,uol)
u(0) = ug € D(A(0)),
est une application univoque, telle que:

3o € L+ (Z) : ||f(7)]| < ¢(7), pour tout 7 € Z. (4.1)

Proposition 4.1. Supposons que (H4) soit vérifié.

(1) Si f:Z — R vérifie (4.1), alors, (M., 1) admet une solution unique absolument

continue @ : T — R?, avec
i)l < My, (1+ () + (1+ Mygy, )o(7), pp. 7 €L,
et
@) < Hluoll + Mgy, (T + (1)) + (1+ Mygy, )¢l V7 € Z,

ot Mygp, = 2(1+e(1+ | Fl) (1 + Myy)), et
Mgy, = (lwoll + 20 + (1 + [ FID)T + aT) + || fllr) ) e>0HMIDT+a@ A0,

(2) Soit (fu)n : T — R® une suite d’application vérifiant (4.1), qui converge faiblement
vers f € L%.(T) et 4,(0) = ug pour tout n € N. Alors, pour tout n € N, @, €

R(My, uoz) converge uniformément vers i € R(M fuo.1)-

(3) Pour tous n,m € N, tels que @, € R(Mj, un 1) €t iim € R(My,, un 1), alors

() = () < Nl = w7+ [ 1fuls) = Sm(lds, ¥r € T.

Preuve. 1) Pour chaque 7 € Z, posons A(7) = [ f(s)ds, et considérons 'opérateur

maximal monotone Z(7) : D(Z(7)) € R? = R défini par
Z(1)y = A(T)(y — A(7)), Vy € D(Z(7)),
ou

D(Z(r)) ={y € R": Z(r)y # 0}
={y e R A(T)(y - A7) # 0}
= {w+A(r) € RY: A(r)w # 0}
— {w e R*: A()w # 0} + A7)
= D(A(7)) + A(r).
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L’opérateur Z(7) vérifie (A;) et (As). En effet, soient s,7 € Z, 1 € D(Z(7)), 2 €
D(Z(s)) et yy € Z(T)x1, y2 € Z(s)x2. Selon la définition de dis(-,-), et le fait que pour
T € I, A7) satisfait (A;), on a

(Y2 =1, 210 = A(7) — (22 = A(s))) < dis(A(T), A(s)) (1 + [lyall + llvl)

< la(r) = a()|(1+ o1 + lal)-
Alinsi,
(2 = Y1, 21 = 32) < (o — 1,71 — A(7) = (22 = A(5))) + (92 — y1, A(T) — A(s))
< (Ja(m) = a(s)| + |AGF) = A (T+ Iyl + llwal).

Posons pour 7 € Z, ai(1) = [5(a(s) + || f(s)]|)ds. Par conséquent, «; est absolument

continue avec

dis(Z(7), Z(s)) < |on(7) = au(s)].

D’autre part, notons que pour tous 7 € Z, y € D(Z(7)), on obtient

1Z°(T)yll = [A°(7) (y — A(n))
< c(l+[ly = A(n)]])
<c(L+[lyll + 1)
< c(L+[lyll + £ + cllylll £l
< c(

L[+ llylD),

alors, il existe une constante cz = c(1 + || f]|1) telle que ||Z°(T)y| < cz(1 + ||ly||). Par

conséquent, le probleme (M, 7) est équivalent a

—2(1r) € Z(1)z(7), pp.- T €TL;
2(0) = uo € D(Z(0)),
par le Théoréme 4.1, le probleme ci-dessus admet une solution unique absolument continue

2z Z — R telle que
12(7)Il < K(1+cn(r)), pp. T €,
ou

K— 2(1 . cz(l 4 (HUOH + 2(1 + CZ) (T + al(T)>)€202 (T+a1(T)>)),

et z(1) = @(7) + A(7) pour tout 7 € Z. Par conséquent & € R(M,, 1) et

[a(m)Il < Myg, (1 + élr) + [LF()ID + 1 ()]
< My, (1 + d(T)) + (1 + MHf”l)gO(T), pp.TeZL.
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2) Puisque pour tout n > 1, 4, € R(My, u,z) €t

i ()] < My, (14 6(7)) + (1 + My, )o(7), pp- 7 €T,

puisque &, ¢ € L%,(Z) C Lia(Z), on obtient la compacité relative de (@, (7))n>1, pour
tout 7 € T et I'équi-continuité de (4, (-))n>1. Par le Théoreme d’Ascoli-Arzela (,),>1
est relativement compacte dans Cra(Z), donc, on peut extraire une sous suite de (U, ),>1
(notée aussi (@, ),>1) qui converge uniformément vers une certaine application z.

Comme @ est la solution de (M, 7), par la propriété de monotonie de 'opérateur maxi-

mal monotone, on peut écrire pour tout 7 € Z

) — ()P < (o) — (7)) — ()
= (fulr) = 1), 8(7) = 2(0)) + () = (7). 2(7) = al),
donc,

a0 = a( @I < [ (fals) = F(s), (o) = 2(s))ds + [ (fals) = £(5), 2(5) = n(s))ds
< [ (al) = £(),(s) = 2())ds + 2l 12 = e

Par passage a la limite et puisque (f, — f) converge faiblement vers 0 dans L%.(Z) et que

(ti,) converge uniformément vers z, on obtient @ = z.

3) En utilisant & nouveau la propriété de monotonicité, on aura

(=(@n(7) + fa(7)) + (@ (7) + fin(7)), tn(7) = (7)) 2 0, P-p. 7 € L,

donc,

(Un(T) = Ui (7), Un(T) = U (7)) < (fu(T) = fu(7), Un(T) = G (7)), PP T €L,
d’ou
5 7 N8n(7) = @ (DI* < (Fa(7) = fnl7) G (7) = (7).
Par intégration, on trouve

i) = (D)7 < Sl = w12+ [ 1) = i) in(s) = ()]s,

par l'utilisation du Lemme 1.6, on obtient

[ (7) = @ (T)|| < [Ju — ug'] +/ [fn(8) = fm(s)l[ds.
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Maintenant, nous présentons un théoreme concernant ’existence de solution pour le

probleme (Mg, 1)-
Théoréme 4.2. Supposons que (H,4) soit vérifié et F: I x bB = R pour b > 0, une
multi-application a valeurs fermées non vides satisfaisant:

(H1) F(-,y(-)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec |y(7)|| < b, pour tout T € T ;

(Hs) il existe p,x € Lix+ (L), telles que pour tout (1,y) € I x bB
d(0, F(7,y)) < o(m) + x()llyll et d(0,F(7,0)) =0 pour ¢(r) = 0;

(Hs)
haUSp(F(T, yl)? F(Tv y2)) < X(T)Hyl - y2||7 V(Ta yl)? (Ta y2) €L X bE
Supposons que l’hypothése suivante soit également vérifiée:

(H4) soient les suites (z,) C Lia(Z) et (2,) C Cra(Z), telles que pour tout 7 € I,
(Zo(T))n converge, z,(1) € F(7,2,(An(7))) N (o(T) + x(7)k)B et (z,) converge

faiblement vers z € L% 4(Z), on a

limsup [|2alz2 ,z) < ll2l22 @),

avec

K= 2(IIUoH + Myl i (T + a(T)) + (1 + Mgy il ) ||90||1>-
Alors, pour ug € D(A(0)), le probléme (Mg, z) admet une solution absolument continue
u:Z — R? satisfaisant
la(7)|| < B(r), pp. T €L,

avec

B(r) = Migpsnits (1 + 6(7)) + (1 4+ Miguiaiun ) (0(7) + X (7))

Preuve. Pour tout n € N*, on considere une partition de Z par les points

0 T .
T; :zen,en:g,ogzgn,

On note par mpg(7,y) 'élément de norme minimale de ’ensemble fermé F(7,y) donc par

(H2), on obtient

lme (. Yl < (7) + x()lyll, ¥(7.y) € T x bB. (4.2)

Supposons que
1

T
X(s)ds < )
/0 2(1 4+ Myglps+siixiir)
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ott Myl xih = 2(1+ (1 + el + mlxl) (@ + M n)) €t My o, = (luoll +
21+ c(1+ |||l + £l x| )NT + a(T) + |lo|l: + ,@HXH1))e2c(1+||saH1+on||1)(T+a(T)+||<p||1+onll1).
Etape 1. Construction des solutions approximatives.

Pour ug € D(A(0)), traitons le probléeme suivant sur l'intervalle [0, 7]]:
—u(r) € A(T)u(r) + mp(7,uo), p-p.- T € [0,77];
u(0) = ug € D(A(0)),

Puisque mp (-, up) € Lya([0,7"]), par la Proposition 4.1, le dernier probléme admet une

solution absolument continue uf : [0, 71'] — R4, telle que

5 (< Migisntts (14 (7)) + (14 Mg ) (#(7) + x(Dllwoll), p-p- 7 € [0, 77,
(4.4)
De méme, prenons en compte dans U'intervalle [7]", 7| le probléme
—u(r) € A(T)u(T) +mp(r,ug (1)),  p-p-7 €[, 75];
u(rl') = ug (') € D(A(71)),
qui admet une solution dénotée par uf : [r', 73] — R avec u(7]') = uf(1]') et satisfaisant
(4.4). Pour chaque n, il existe une suite finie d’application absolument continue u :

[, 1] = R (0 <i < n—1) telle que, pour chaque 0 <i <n—1,

(2

—; (1) € A(T)u (1) + mp (T, w (7)), P-p. 7 € [1", 74 ];
ui (") = wi (1) € D(A(T]")),

ou u”,(0) = ugp et
[ (7]
< Myt (1+ a(7)) + (1 + Mygpsmpn ) ((7) + XDy 7)), pop- 7 € [ 770,
On définit la fonction u, : Z — R par
Un(7) =i (7); VT € [, 7]], 0<i<n—1,

et 6, :Z — I par

Op(7) =7, V7T € [7", 7], [, 0<i<n—1, 6,(0)=0.
Ainsi, u,(-) est une solution absolument continue de

—tUy (1) € A(T)un(T) + mp(T,u,(0,(7))), p.p.TEIL;

un(0) = wy,
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avec

it ()| < My ity (14+6(7) )+ (1 Mg smints ) (D)X () [un(@n(7)]), DD 7 € T.

(4.6)
Par intégration sur [7;*, 77|, on obtient
e (7)< tn (F + My | (1 6())ds + (1 + My sty ) | f“ o (s)
+ X (8)[lun (7" [|ds.
Par conséquent, par itération, nous avons pour chaque 0 < i <n —1
[[un (750
< ol + Migp+#lixh ;/Tjﬂ (1 + d(S))ds + (1 + M||¢||1+HHX||1) ;/jﬂ ©(s)

+ X(8)[[un(7i) || ds

< [uoll + Migpy +#ixi /OTZL+1 (1 +a(s))ds + (1+ Mg miuin ) ;) { /jﬂ p(s)ds
) [ vl

< uoll + Mg+, /OTZL+1 (14 a(s))ds + (1 + M¢||1+K||X1>{ /0

+ max (7 [ ™ x(s)ds},

n
Tit1

o(s)ds

0<k<n
donc,

T T
max Jun ()] < oll + Myt [ (14 (5))ds + (14 Migporapaan){ [ 9(5)ds

0<k<n
T
+ max lun () [ x(s)ds}.

0<k<n

En utilisant (4.3), il vient que

e [n (7)) < 2(loll + Mistmtas (7 + (D)) + (14 Mgt ot ) 211 ).

alors, on a

(DI < 2ol + My st (T + @) + (14 Mg s, )il ) o= . (4.7
Par (4.2), (4.6) et (4.7), on obtient
I (B ] < 0(7) + X(7)r 2= R (7),

et

it ()| < My ity (14 @(7)) + (14 My ) (9(7) + x(7)5) = B(7), pp- T € T.
(4.8)
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Etape 2. La convergence des suites.
On a, |0,(1) — 7| = |7* — 7| < €,, donc 0,,(7) — 7 lorsque n — co. En utilisant (4.8), on

trouve pour tout 7 € 7

e (Bu(7) ~wnO < [ i(s)las < [ Bs)as
et Jun(r) | < 1811 + s, alors,

lim {[un (6 (7)) — un(7)|| = 0, (4.9)

n=r00
et (un(7))n>1 est relativement compacte, puisque § € L{.(Z) C Lia(Z). D’autre part
(un(+))n>1 est équi-continue selon (4.8). Par conséquent, par le Théoreme d’Ascoli-Arzela,
on conclut que (u,),>1 est relativement compacte dans Cra(Z), donc on peut extraire une
sous suite (dénotée a nouveau par) (u,),>1 qui converge uniformément vers une certaine
application u. De (4.8), (i,)n>1 converge faiblement dans L%,(Z) vers z. En fixant 7 € Z

et en prenant n’importe quel € € R?, la convergence faible dans L%{d (Z) donne

lim [ (Lo (s)e, in(s))ds = /0T<1[0,T](s)e,z(s)>ds,

n—oo Jo

ou d'une maniere équivalente

lim ( eu0+/ U (s)ds) euo+/

n—o0

Alors, li_)m Jo wn(s)ds = [y z(s)ds, puisque u,(-) est une application absolument continue,
n o

nous obtenons u(7) = ug + [y z(s)ds et z = 1.

Pour tout 7 € Z, nous avons

[ (0 (7)) = u(T)|| < [[un(0n(7)) = un(T)|| + [Jun(T) = u(7)]l;
en utilisant (4.9), on obtient

lim ||u,(0,(7)) — u(7)|| = 0. (4.10)

n—o0

Posons (mp(-, un(0,(-))))n = (fu(*))n, pour tout n > 1. Puisque || fn(7)|| < k1(7), (fu)n>1
converge faiblement dans L% ,(Z) vers f avec || f(7)|| < k1(7), p.p. T € Z. Comme L%,(Z)
est uniformément convexe, ’hypotheése (H,4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence
forte de (fn)n>1-

De plus, puisque f,,(7) € F(7,un(0,(7))) N p(7)B avec p(1) = k1(7) pour tous 7 € Z et

n > 1, alors en utilisant la condition (#3), on peut conclure que
d(f(r), F(r,u(7))) < [|f(7) = fu(®)[| + d(fu(7), F (7, u(7)))
< NF() = falD) || + haus i) (F(7, un (0,(7))), F(7, u(7)))
<N f () = Fa(Ol + X () [[un(0n(7)) — u(7)]].

\]

\]
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Gréace a (4.10), la convergence de la suite (f,,(-)),>1 vers f(-) et en passant a la limite

dans la derniere inégalité, on obtient
d(f(7),F(r,u(r))) =0, pp. 7 € L.

La fermeture de F'(7,u(7)) donne f(7) € F(r,u(7)), p-p. 7 € L.
Ensuite, nous prouvons que u € R(Mpy,z). Pour chaque n € N, selon (4.5), et en

appliquant la propriété de fermeture de I'opérateur maximal monotone, cela implique que

—u(t) € A(T)u(t) + f(7), pp. T € L.

1
2(04+Mjjo |y 4rlixlly)

(4.3), et par suite de ce qui précéde, nous construisons une solution absolument continue

Enfin, lorsque [ x(s)ds > nous subdivisons Z en intervalles satisfaisant

dans chaque sous intervalle, alors le probleme (M, 7) admet une solution sur Z. O

Pour prouver le théoreme de relaxation, nous avons besoin du théoréme suivant, qui
fournit la bornitude de la solution en introduisant une condition sur p.

On note par @ : Z — R™, la solution de

@(7) = (1) + x(T)@(7), pp. 7 € T; (4.11)

?D(O) = Wy Z O,
ou

w(T) = wee™™ + /T e =) o (5)ds, m(r) = /T x(s)ds, VT € L.
0 0

Théoréme 4.3. Supposons que les hypothéses (Ha), (Hi1), (Hz2) et (Hs) du Théoréme
4.2 soient vérifiées, w satisfait (4.11) avec ||ug|| < wo < b et 0 < p < w(r). Alors,
(Mpu,z) admet une solution absolument continue v : Z — R telle que pour tout T € Z,

|lo(7)|| < w(1) <b.

Preuve. L’application de la méthode de construction utilisée pour prouver le Théoreme
3.2 et la Proposition 4.1 permet d’obtenir, pour tout n > 1, une suite (h,,, v,) € Lga(K) X
Cra(K) qui satisfait

ho(7) = vo(7) = 0, [[vn(7)]] < [[uo| +/O [ (s)lds, VT € K;

ha(7) € F(T,0,-1(7)), pp. T € K;
vy, la solution correspondante de (Mp,, o 1);

12 (7) = P (T) || < X(T)[[on(T) = vnr (T, PP 7 € K
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[on(T)|| < w(7), V7 € K, [[hn(7)|| < @ (7), p-p. 7 € K;
(Un(7), hn(T))n>1 converge vers (v(7), h(7)) pour tout 7 € K.
Ainsi,
(9 )n>1 converge faiblement vers © € Lia(K),

et
h(t) € F(r,v(1)), p.p. T € K,

ou K = [0,d] pour un unique d €]0,T]. Grace a la propriété de fermeture de 'opérateur
maximal monotone, on obtient

—o(r) € A(T)v(T) + F(r,v(7)), p.p.- T € K.

O

Les conditions sous lesquelles le probléme convexifié admet une solution sont présentées
dans la proposition suivante. Pour la preuve, nous utilisons des techniques similaires a
celles utilisées dans la Proposition 3.2.

Il existe p € L+ (Z) et ¢ > 0 telles que pour tout p € Ly (Z), on note par @ : Z — R

la solution de
(1) = p(r) +4(u(7) + ¢p(7))e(7), pp. 7 € T;

Proposition 4.2. Supposons que (H.4) soit vérifié et ||ug|| < wo < b. Soit F: T x bB =

RY une multi-application a valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothéses suivantes:

(H5°) coF (-, y(+)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec ||y(7)|| < b, pour tout
TeL,

(H5?) pour tout p € L+ (Z),
hausr) (€0F (1,31), @0F (1,2)) < (1(T)+Cp(7))lly1—1ell, Yy1,y2 € bB avec y1 # yo;
(HS°) pour tout py € L% (Z), on a
d(0,c0F (1,y)) < po(T), Y(1,y) € T X bB.
Alors, il existe une application u € R(Mgru, 1) Satisfaisant
[u(7)|| < (), VT € T,

et pour tout T € Z, wo(71) < b.
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Nous présentons maintenant une autre version du Théoreme 4.3 qui est essentielle
pour examiner la propriété de relaxation.
Soient ¢ : Z — R une application Lipschitz avec ¥(0) = ug et Q : RY = Z x R? une

multi-application définie par

Q) = {(T,y) €IxR:ye E(@/J(T),b)}, pour b > 0.

Théoréme 4.4. Supposons que (H_4) soit vérifié et que 0 < wy < b. Soit F': Q(¢) = R

une multi-application a valeurs fermées non vides telle que

(Hs) F(-,y(-)) est mesurable pour chaque y € Cra(Z) avec ||y(7) —(7)|| < b, pour tout
TEL,

(Ho) pour tout (1,y) € Q(v), A((7), F(r,y)) < o(7) + x(7)ly = ()]l

(H7) pour 0 < p < wo(7) et tout (1,91), (T,y2) € Q(¥) avec y1 # ya, on a

haus,(=(7) + F(7,51), =¢(7) + F(7,92)) < x(7)l[t2 = 3.

Alors, le probléme (Mg, 1) admet une solution.

Preuve. Soit By : D(B,(7)) € RY = R? un opérateur maximal monotone défini par
By(1)z = A(T)(2 + ¥(7)), V(1,2) € T x RY,
ot D(By(7)) = D(A(7)) + (7). Alors, By, satisfait les hypotheses (A;) et (As) telles que
dis(By(T), By(s)) < |aa(T) — aa(s)|, Vs, 7 € Z,
pour une application absolument continue as(7) = [7(c(s) + [|<(s)|)ds, pour 7 € T, et
1Bi(m)yll < es(1+ llyl), V7 € Zet y € D(By()),

pour cg = c(1 + |Jug|| + ||¢]1)-

Soit G : Z x bB = R une multi-application mesurable & valeurs fermées non vides définie

par G(1,2) = =(7) + F(7,2 + ¢(7)). Alors G vérifie les hypotheéses (Hs) et (Hs) telles
que
d(0,G(r,2)) < o(7) + x(7)lz]l, V(7,2) € T x bB,

et

haus,(G(1,21), G(T, 22)) < x(7)||z1 — 22|, Y(7, 21), (7,22) € T X bB.
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Par le Théoréme 4.3, le probleme

—9y(7) € By(m)y(r) + G(7,y(7)), p.p. T € T;
y(0) =0 € D(By(0)),

admet une solution y : Z — R? ot y(7) = u(r) — (7) pour tout 7 € Z. Alors, u €
R(MFuo1)- O

4.3 Relaxation

Dans cette section, nous établirons 'approximation des ensembles de solutions R(Mzpu, 1)
par les ensembles de solutions R(M g, 1). Pour cela, par la Proposition 4.1, supposons

que v € L%, (Z) et ug telles que

(Mo z) —les(T) € A(T)ug(T)) + foo(7), P-p. T €Z;
uz(0) = ug € D(A(0)),

ou fz(T) € Co(F (7, uz(T))y(7)B) et uz € R(Mzpu, 7). On définit une multi-application
Q(uz) : R4 = T x RY comme suit

Quz) = {(T,y) €eIxRy:ye E(UE(T)76)}, pour b > 0.

Théoréme 4.5. Supposons que (Hy) soit vérifié et F : Q(us) = RY satisfait (Hs) et les

hypothéses suivantes:

(Hs) il existe p € Ly (T), telle que
F(r,y) Ne(m)B # 0, ¥(r,y) € Quwm);
(Ho) il existe ( >0 et ¢ € L% (T), telles que
haus,(F(7,y1), F(7,y2)) < (¢(7) +Cp)llyr — w2ll, V(7. 41), (T, 42) € Q(uzs) et p = 0;
(Hio) il existe U € L. (Z), telle que

d(y(7), F(1,y)) < ¥(7)|luzm(T) = yll, Y(7,9) € Quzw) avec y # uz.

Alors, R(Mpu, 1) est dense dans R(Magspu,z) par rapport a la topologie de la convergence

uniforme.
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Preuve. Soit II : Z = R? une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

(1) = F(7,uz(T)) N~(T)B.

Par le Théoréme 1.4, on aura S?(coll) = coS?(I1). Alors fz(7) € c0S*(II) et
Ve > 0,31, € oS () < [ fro— 1o < .

D’aprés la Proposition 4.1, le probleme (M, 4, z) admet une solution uy, : Z — R, telle
que uy, converge uniformément vers ug lorsque € tend vers 0.
Puisque f, € coS*(II), il existe une collection finie d’éléments h; € S*(I), 1 < i < n et
des constantes positives d;, telles que Z 0;=1et f. = Z 0;h;.

=1
Soit H : Z = R? une multi- apphcatlon deﬁme par

H(t)={hi(r):1<i<n}, Vr €T

Alors, fo € coH(7). Puisque 7 — ||H(7)]| est carrée intégrable et par l'utilisation du

Théoréme 1.5, il existe une suite (wy,)nen+ C Lia(Z) telle que
wn(T) € H(1) C II(7),

et
lim max H/ wn (s ))d§||:0

n—00 0<s<7<T
Par le Lemme 1.2, on conclut que (w,), converge faiblement vers f, dans Li.(Z). Et
par la Proposition 4.1, (M, ., z) admet une solution 7, : Z — R? telle que r,, converge

uniformément vers uy, lorsque n tend vers co. Comme

Irn = uzslle < [lrn —uyllc + llug. — uzlle,
on déduit que r, converge uniformément vers ug lorsque n — co. Alors, on peut écrire

dng €N, Vn >ng : ||rn — uglle < b/2. (4.12)

Posons
&(7) = max (d(T), o(1), (1), (1), \I/(T)>, VT el (4.13)
D’apres (Hs), (4.12) et (4.13), on a pour tout n > ng et tout (7,y(7)) € Q(uz)
F(r,y(1))N&(T)B # 0. (4.14)

e (Hio), (4.12) et (4.13), on aura

d (7 (1), F(7,70(7))) < &(7)[|uzs(T) — (7). (4.15)
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De plus, pour tout n > ng et tout (7,2) € Z x (b/2)B

—7(T) + F(1,2 4+ 1r,(7)) NE(T) B (4.16)
C (= i(r) + F(r, 2 +7a(r))) N (= #u(7) + (1) B)

C (= 7al(r) + F(r.2 4 1a(7))) N (Mg, + 26(r)(1 + M) B.
(4.17)

Prenant en compte (4.14), pour n > ng et tout (7, 2) € Zx (b/2)B, il existe une application
Pu(T) € F(7,2+ rp(7)) NE(T)B. On pose 4, (7) = pn(7) — 7n(7), donc

Un(7) € =10 (T) + F(1,2 + 1,(7)) N &(T)B,
a partir de (4.16), on conclut que pour tous (7,2) € Z x (b/2)B, n > ng
(= #a(m) + F(r,2 4 70(7))) 0 (M, + 26(7) (1 + Myy,)) B # 0.

Posons p(7) = 2Mjy, + &(7)(3 + 4M),) et pn(7) = Gn(T) + 7n(7), alors, (1) €
FE, (7,2 4+ r,(7)), et (Ho) donne pour tous z, % € (b/2)B,

d(jun(7), F (7, % +10(7))) < e(Fpiry (7, 2 + 1(7)), F(7, £ +10(7))
< haus, iy (F(7, 2 4+ 1p(7)), F(T,2 +1,(7)))
< (¢(r) +Cp(m) Iz — £
< (&(r) + ¢ (2Mpy, + E(T)B + 4My)) )|z — 4]

Ainsi, il existe n(7) € F(7, 2+ r,(7)), telle que
n(7) = 1(7) € (£07) + C(2M oy, + E(T)B +4M) ) )12 — 2] B,
d’o,

Gn(7) € = (7) + () + (€(7) + C(2M g, + E(T)B +4Myy,)) )1z — 2B (4.18)
C —in(7) + F(r, 2 +10(7)) + (£(7) + C(2M)), + E(T)(B + 4My,)) ) |12 — £I|B.

Soit Gy, : Z x (b/2)B = R% une multi-application mesurable définie par
Gp(7,2) = =7 (7) + F(1, 2+ 15(T)), n > no. (4.19)
D’apres (4.18) et (4.19), on peut écrire pour tous z,% € (b/2)B et tout n > ny,

Gn(7,2) N (M, +26(r) (1 + Myy,)) B (4.20)
C Gn(7, 2) + (§(7) + C(2Mpy, + E(T) (B + 4Myp)) |2 — £][B.
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Si p(7) = My, + 28(7)(1 4+ M, ), cette derniére inclusion entraine que
&(Gi o) (7, 2), Ga(7,4)) < (E(7) + C(2M g, +E(T)B+4Myo)) )1z — £, (4.21)
en alternant les roles entre z et £, on obtient
&(Gin o) (7, £), Ga(7,2)) < (E(7) + C(2M g, +E(T)B +4Myy)) )1z = 2. (4.22)
A partir de (4.21) et (4.22), on obtient
hausy(e)(Ga(T, 2), Gu(7, £)) < (E(7) + C(2Mpy, +E(7) B+ AMjy,)) Iz = £ (4.23)

Revenons a (4.20), avec 'interchangement des roles entre z et £ et pour Z = 0, on aura

pour tout (7,2) € Z x (b/2)B et tout n > ng
G, 0)N (M, +26(7) (14 M) ) B € G, 2)+(E(T)+C (2Mpy, +€(7) (3+4Mp,)) ) 1211 B.

Par conséquent, pour n > ng avec ||z|| < b/2 et 4,(7) € G,(7,0) N (MM1 +2¢(7)(1 +
Mllv\h))E’ il existe w, (1) € G,(7, 2), telle que

19(7) = n(T)I| < (E(T) + C(2Mj, + ET)B + 4Mjay,)) 1=,
ou de fagon équivalente
d(n(7), Ga(r,2)) < (E(7) + C(2Mjpyy, + ETB +AMpy ) Izl (4.24)
Alinsi,
d(0, Gn(7,2)) < [|gn()]| + d(@n(7), (T, 2))-
Par (4.24), on écrit
d(0, Gu(7,2)) < 9a(7)l| + (£() + C(2Mppy, + €T B+ 4My)) )2l (4.25)
(4.15) et (4.19), donnent
d(0, G (7,0)) < &(7) us(7) = ()] (4.26)
Puisque 4, (7) € G,.(7,0) N (Mllw\h +2¢(m)(1 + M||7||1))§, I'inégalité (4.25) implique que
Ad(0,Go(r,2) < inf ()| + (60) +C(2Mpy, + E)B + AMi)) ) 2]
= d(0,G(7,0)) + (£(7) + ¢ (2My, + E(T)(B +4Mpy)) ) 121

pour tous z € (b/2)B et n > ny, il s’ensuit de (4.26)

d(0, Gn(7,2)) < &(7) s — ulle + (€(7) + C(2Myyy, + E(T)B + AMyy)) )12 (4.27)
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Posons
qn<7—> = €<T>Hu@ - 7ﬁn“Ca

et
p(r) = &(7) + C(2Mj, + E(T)B +4M ) ).

Avec ces notations, (4.23) et (4.27) deviennent
d(0, G (7, 2)) < gn(7) + p(7)ll2]],
haus ) (Gn(7, 2), Gu(T, £2)) < p(7)|2 — £]|.
Considérons 1’équation différentielle suivante
wWn(T) = qu(7) + p(7)wn(7), P.p. T € Z;
w,(0) =0,

avec la solution @, (1) = [J e"M™)q,(s)ds et n(t) = [j p(s)ds, Vr € T. Notons que
pour tout 7 € Z, w, (1) converge vers 0, lorsque n tend vers oo, par conséquent, pour tout

n>mngettout 7 € Z, 0 < w,(7) < b/2. Par le Théoreme 4.4,

Un(T) € —A(T)un(7) + F(7,u,(7)), p.p. T € T;
un (1) € D(A(7)), VT € T;
u,(0) = ug € D(A(0)),
admet une solution u, : Z — R¢ satisfaisant
|ty (7) — 7o (T)|| < @y (7), VT €.
Alors,
[un(7) = U ()| < @n(7) + [[7n(7) — uzs(7)]],

par passage a la limite, (u,),>1 converge uniformément vers uz, avec ||u,(7) — uz(7)|| <

b. ]



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette these, on a présenté des résultats d’existence et de relaxation pour des
inclusions différentielles du premier ordre dans un cadre de dimension finie sans utiliser les
hypothéses de convexité et de bornitude et par 'application d'une condition de Lipschitzité

au sens de p-Hausdorff sur la perturbation.

Nous avons consacré la premiere et deuxieme partie a I’étude du probleme d’évolution
du premier ordre gouverné par le processus de la rafle avec une perturbation multivoque.
Notre résultat, établi pour les ensembles mobiles convexes, peut étre élargi a une classe
plus générale d’ensembles, incluant les ensembles uniformément r-prox réguliers ou sous
lisses, comme perspectives, nous pouvons opter pour 1’étudier du cas du processus de la
rafle non convexe dépendant de I’état du second ordre dans un espace de dimension infinie
avec une perturbation générale non bornée sous la forme d’'une somme d’applications

univoque et multivoque.

Finalement, la troisieme partie a aborde I’étude du probléme d’évolution du premier
ordre gouverné par un opérateur maximal monotone avec une perturbation multivoque.
Dans les travaux a venir, ’analyse du méme probléeme en diminuant 1égérement les hypo-

theses supposées sur I'opérateur maximal monotone sera abordée.
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Résumé : Cette these est consacrée a I'étude d'une inclusion d'évolution gouvernée par le
processus de la rafle, ainsi que I'examination d'une inclusion d'évolution gouvernée par un
opérateur maximal monotone dependant du temps. Le c6té droit des inclusions considérées
contient une perturbation multivoque avec des valeurs non convexes et non bornées. Nous
avons établi de nouveaux résultats concernant |'existence de solutions et les théoremes de

relaxation via une condition de Lipschitzité au sens de p- Hausdorff.

Mots clés : Processus de la rafle, relaxation, perturbation multivoque, opérateur maximal

monotone, variation absolument continue.

Abstract : This thesis is devoted to the study of an evolution inclusion governed by the
sweeping process, as well as the examination of an evolution inclusion driven by a time-
dependent maximal monotone operator. The right-hand side of the considered inclusions
contains a set-valued perturbation with non-convex and unbounded values. We established
new results concerning the existence of solutions and relaxation theorems via a condition of

Lipschitzity in the sense of p-Hausdorff.

Keywords : Sweeping process, relaxation, set-valued perturbation, maximal monotone

operator, absolutely continuous variation.
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