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INTRODUCTION GÉNÉRALE

En optimisation mathématique et en analyse variationnelle, l’étude des inclusions
gouvernées par des opérateurs maximaux monotones est fondamentale. Ses applications
sont très diverses, couvrant de nombreuses spécialités et fournissant un ensemble d’ou-
tils puissants pour résoudre des problèmes complexes. La recherche dans ce domaine est
toujours en cours, valorisant le développement algorithmique à la fois théorique et pra-
tique. Ces opérateurs possèdent certaines propriétés qui permettent d’assurer l’existence
et l’unicité de solutions liées à ces problèmes. Dans ce contexte, les inclusions différen-
tielles gouvernées par un opérateur maximal monotone fixe A, ont pris apparition sous la
forme 

−u̇(τ) ∈ Au(τ), p.p. τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A),

où D(A) est le domaine de A. Rigoureusement étudié par différentes méthodes dont on
peut citer quelques travaux tels que [12, 13, 15, 24]. Puis nous avons le cas souvent
abordé ou A dépend du temps, où le travail de A. A. Vladimirov [64] a été l’un des
premiers à être consacré à l’étude des inclusions d’évolution avec un opérateur maximal
monotone dépendant du temps supposé régulier. Dans [47] les auteurs montrent l’existence
et l’unicité d’une solution absolument continue, en admettant que A(τ) est de variation
absolument continue, dans le sens où il existe a ∈ W 1,1(I), telle que pour tous τ, s ∈ I

dis(A(τ), A(s)) ≤ |a(τ)− a(s)|,

où dis(·, ·) est la pseudo distance entre les opérateurs maximaux monotones introduite
par A. A. Vladimirov [64]. Depuis, divers autres études ont été menées a fin de développer
le travail de [47] en introduisant différentes perturbations aux inclusions fondamentales
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Introduction générale iv

impliquant des opérateurs maximaux monotones et en affaiblissant les hypothèses dans
l’objectif d’atteindre des résultats d’existence plus larges. Par exemple, dans [54] les au-
teurs examinent l’existence et l’unicité d’une solution absolument continue dans un espace
de Hilbert H du problème

(I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + f(τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où f : I × H → H représente la perturbation du problème qui correspond à une force
externe appliquée sur le système. Cette application est Lipschitz continue par rapport à
la deuxième variable sur chaque sous ensemble borné de H et satisfaisant la condition de
croissance linéaire. Dans [63], les auteurs démontrent l’existence de solutions du problème
(I) lorsque D(A(τ)) = H, sans hypothèses concernant la régularité temporelle des opé-
rateurs maximaux monotones dépendant du temps, et par l’utilisation de la méthode de
régularisation Yosida. Dans le cadre d’une perturbation multivoque, A. A. Tolstonogov
[62] établit un résultat d’existence sous les hypothèses traditionnelles sur la perturbation
(mesurabilité, Lipschitzité au sens de Hausdorff, condition de croissance linéaire) dans un
espace de Hilbert séparable. Récemment, B. K. Le dans [49] a étudié pour la première
fois une inclusion différentielle plus générale, régie par un opérateur maximal monotone
dépendant à la fois du temps et de l’état.

Le processus de la rafle, en anglais "sweeping process" est un cas très important et
particulier où l’opérateur maximal monotone est le sous différentiel convexe de la fonction
indicatrice d’un ensemble fermé convexe C(τ). Ce processus a été introduit dans les années
soixante-dix par J. J. Moreau dans [50, 51, 52], sous la forme

(II)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0),

où NC(τ) est le cône normal à C(τ). La motivation originale est de modéliser l’évolution
quasi-statique dans l’élastoplasticité, la dynamique du frottement, les matériaux granu-
laires, la dynamique du contact. Cependant, de nombreuses applications du processus de
la rafle sont devenues décisives dans plusieurs branches de la science, en particulier en mé-
canique non lisse, en optimisation convexe, en modélisation du mouvement des foules, en
économie mathématique, en réseaux dynamiques et en circuits électriques commutés, etc,
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on peut se référer aux travaux [34, 42, 48]. La généralisation du problème (II) a fait l’ob-
jet de nombreuses études, à titre d’exemple, en présence d’une perturbation multivoque,
le problème de la forme

(TF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0),

est établi dans [37] où F : I × H ⇒ H est consacré à être séparément semicontinue
supérieur avec des valeurs convexes compactes et satisfait la condition d’inclusion de la
croissance linéaire compacte. Pour un cas moins général, des travaux intéressants concer-
nant l’inclusion différentielle (TF,u0,I) ont été effectués en dimension finie par Castaing et
al [27] et C. Castaing et M.D.P. Monteiro Marques [31], sous l’hypothèse de convexité de
C(τ) ou de son complément. Il y a une multitude d’autres publications qui abordent cette
thématique, couvrant le processus de la rafle dépendant de l’état, le cas du second ordre,
le processus de la rafle dégénéré, le processus de la rafle implicite, ainsi que le processus de
la rafle non convexe (les ensembles prox-réguliers, les ensembles sous-lisses, les ensembles
positivement α-far), on peut consulter les références [3, 8, 18, 29, 38, 45, 46, 66].

Dernièrement dans les articles [2, 4, 5, 9, 10] les auteurs montrent le résultat d’existence
pour un problème gouverné par le processus de la rafle, dans le cas d’une perturbation non
bornée apparaît lorsque l’élément du norme minimale est borné ou satisfait à une condition
de croissance linéaire. Il convient de noter que la méthode utilisée pour la démonstration
des résultats d’existence dans les références précédentes est la méthode de rattrapage de
Moreau.

La théorie de la relaxation a reçu un grand intérêt chez les chercheurs pour différents
problèmes, où ils ont réussi a prouver des théorèmes de densité entre le problème original et
le problème convexifié. Nous pouvons mentionner, à titre d’exemple, les articles [32, 39, 44]
qui ont commencé à étudier la relaxation pour les inclusions différentielles bornées dans un
espace de dimension finie avec l’hypothèse classique de Lipschitzité au sens de Hausdorff.
Dans [59], la relaxation est obtenue pour le problème de Cauchy non borné dans un
espace de dimension finie, en utilisant une notion plus faible que la Lipschitzité c’est la ρ-
Hausdorff Lipschitzité. L’auteur dans [61] a complété les études [44, 59] avec des questions
similaires dans l’espace de Banach pour le problème de Cauchy non borné. Nous nous
référons également à [41, 56, 60] pour d’autres théorèmes de relaxation concernant des
problèmes plus généraux que ceux mentionnés précédemment.
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Cette thèse est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre expose des résultats
préliminaires et des outils fondamentaux nécessaires tout au long de notre étude. Nous
examinerons des concepts tels que la multi-application, l’analyse convexe, les théorèmes
de convergence, la distance de Hausdorff et les opérateurs maximaux monotones.

Dans le deuxième chapitre, nous proposons une nouvelle généralisation des travaux
récents d’Affane et al [2, 4, 5], pour montrer l’existence de solution du problème (TF,u0,I)
où C : I ⇒ Rd est une multi-application à valeurs fermées non vides convexes dépendant
du temps et F : I × bB ⇒ Rd avec b > 0, est une multi-application à valeurs fermées non
vides. Les travaux mentionnés précédemment traitent principalement la semicontinuité
supérieure et la convexité des perturbations. Notre travail élargit ces études en excluant
les conditions de convexité, de bornitude et de compacité aux valeurs de la perturbation ;
nous supposons simplement une croissance linéaire sur l’élément de la norme minimale,
c-à-d, il existe deux constantes α ≥ 0 et β > 0, telles que pour tout (τ, y) ∈ I × bB,

d(0, F (τ, y)) ≤ α + β‖y‖.

De plus, notre résultat ne nécessite pas l’hypothèse de la semicontinuité supérieure, nous
utilisons à la place une condition plus faible, de Lipschitzité au sens de ρ-Hausdorff, c-à-d,
il existe ζ > 0, telle que pour tous (τ, y1), (s, y2) dans I × bB,

hausρ(F (τ, y1), F (s, y2)) < ζ|τ − s|+ β‖y1 − y2‖.

Ensuite, un autre résultat d’existence pour le problème (TF,u0,I) est présenté, étant le
résultat d’existence principal de ce chapitre. Nous nous sommes basés sur des techniques
développées dans les travaux de A. A. Tolstonogov [61] pour prouver ce résultat.

D’autre part, nous donnons un résultat d’existence pour le problème convexifié

(TcoF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)) + coF (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0).

En outre, nous abordons la relaxation en se fondant sur les résultats obtenus précédem-
ment, autrement dit, nous examinons la relation entre les solutions du problème original
(TF,u0,I) et du problème convexifié (TcoF,u0,I).

Dans le troisième chapitre on se penche sur l’étude d’un processus de la rafle perturbé,
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de la forme

(SF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(u(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(u0),

où C : Rd ⇒ Rd est une multi-application à valeurs fermées non vides convexes dépendant
de l’état et F : I × bB ⇒ Rd avec b > 0, est une multi-application à valeur fermées non
vides non convexes. Les résultats de l’existence et de la relaxation sont présentés, en
reprenant les hypothèses précédentes concernant la perturbation dans une perspective
plus large, c-à-d, il existe ξ, λ ∈ L2

R+(I), telles que, pour tout (τ, y) ∈ I × bB

d(0, F (τ, y)) ≤ ξ(τ) + λ(τ)‖y‖,

et tous (τ, y1), (τ, y2) ∈ I × bB,

hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < λ(τ)‖y1 − y2‖.

Nous avons obtenu les résultats d’existence de solutions dans ce chapitre en nous inspirant
de la méthode de construction de solutions approximatives présentée dans [10] et par
l’application d’une méthode de construction donnée dans [61].

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude d’une inclusion d’évolution gouvernée par
un opérateur maximal monotone dépendant du temps de la forme

(MF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

ainsi que l’étude du problème convexifié

(McoF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + coF (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où A(τ) : D(A(τ)) ⊂ Rd ⇒ Rd est un opérateur maximal monotone et F : I × bB ⇒ Rd

avec b > 0, est une multi-application à valeurs fermées non vides. L’objectif principal de
ce chapitre est de traiter les résultats d’existence du problème original (MF,u0,I) et du
problème convexifié (McoF,u0,I) et la propriété de relaxation entre ces deux problèmes, en
utilisant des techniques développées dans le troisième chapitre. Nous adoptons les mêmes
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hypothèses sur la perturbation, néanmoins, les hypothèses supposées sur l’opérateur A(τ)
sont différentes de celles sur les ensembles mobiles convexes fermés ; ici, l’opérateur A(τ)
est de variation absolument continue et sa norme minimale satisfait une condition de
croissance linéaire.

Notons que les résultats du troisième chapitre ont fait l’objet d’une publication avec le
Professeur Doria Affane et le Professeur Mustapha Fateh Yarou dans le journal "Annals
of West University of Timisoara-Mathematics and Computer Science" [19], tandis que les
résultats présentés dans le quatrième chapitre ont été publiés dans la revue "Lobachevskii
Journal of Mathematics" [20].



CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

Nous entamons ce chapitre en énonçant nos notations, puis en rappelant quelques
résultats de base qui seront essentiels tout au long de cette thèse. Le chapitre aborde
des définitions et concepts fondamentaux sur la mesurabilité, les multi-applications, leur
sélection et leur mesurabilité, l’analyse convexe, ainsi que quelques résultats de conver-
gence, la distance de Hausdorff, les opérateurs maximaux monotones, et on conclut avec
un lemme de Gronwall.

1.1 Notations générales

Dans ce qui suit, I = [0, T ] (T > 0), est un intervalle de R et Rd est l’espace euclidien
de dimension finie d muni de la norme ‖ · ‖. On note par:

• p.p l’abréviation de presque partout ;

• c-à-d l’abréviation de c’est-à-dire ;

• resp. l’abréviation de respectivement ;

• limsup l’abréviation de limite supérieur ;

• R la droite achevée, c-à-d, R = [−∞,+∞];

• 〈·, ·〉 le produit scalaire ;

1



1.1. Notations générales 2

• B la boule unité fermée de Rd centrée à l’origine, ηB (resp. ηB) la boule ouverte
(resp. la boule fermée) de rayon η > 0 ;

• B(z, δ) la boule fermée de centre z et de rayon δ > 0 ;

• LpRd(I) (1 ≤ p < ∞) l’espace des applications mesurables g : I → Rd, tel que∫ T
0 ‖g(τ)‖pdτ <∞, munie de la norme

‖g‖p = (
∫ T

0
‖g(τ)‖pdτ)

1
p ;

• L∞Rd(I) l’espace des applications g : I → Rd essentiellement bornées, muni de la
norme

‖g‖∞ = inf{c ≥ 0 : ‖g(x)‖ ≤ c p.p. sur I};

• σ(L1
Rd , L∞Rd) la topologie faible définie sur L1

Rd(I) ;

• W 1,2
Rd (I) l’espace des applications u absolument continues sur I tel que u̇ ∈ L2

Rd(I);

• CRd(I) (resp. ACRd(I)) l’espace de Banach des applications u : I → Rd continues
(resp. absolument continues) muni de la norme de la convergence uniforme

‖u‖C = sup
τ∈I
‖u(τ)‖.

Pour D un sous ensemble de Rd, on note par:

• co(D) l’enveloppe convexe de D;

• co(D) l’enveloppe convexe fermée de D;

• ID la fonction indicatrice de D, définie par

ID(x) =


0 si x ∈ D,

+∞ si x /∈ D;

• 1D la fonction caractéristique de D, définie par

1D(x) =


1 si x ∈ D,

0 si x /∈ D;

• d(·,D) la fonction distance entre le point x ∈ Rd et l’ensemble D définie par

d(x,D) = inf
v∈D
‖x− v‖,

pour x ∈ Rd, si D = ∅, alors d(x,D) = +∞.

Soit G : J ×Rd ⇒ Rd pour J ⊂ R une multi-application, on note par
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• S(G) l’ensemble de toutes les sélections mesurables de la multi-application G;

• Sp(G) l’ensemble de toutes les sélections mesurables dans LpRd(J ) (1 ≤ p <∞) de
la multi-application G, donné par

Sp(G) = {f ∈ LpRd(J ) : f(τ, v) ∈ G(τ, v)};

• R(PG,w0,J ) l’ensemble de solutions du problème (PG,w0,J ), où w0 est la condition
initiale.

1.2 Quelques notions de mesurabilité

Les résultats qui suivent ont été pris de la référence [11].

Définition 1.1.

Soit X un ensemble non vide, Σ une famille de sous ensembles de X. Alors Σ est dite
une tribu sur X si

1. ∅ ∈ Σ;

2. A ∈ Σ⇒ X\A ∈ Σ ;

3. An ∈ Σ⇒ ∪
n∈N

An ∈ Σ.

• Le couple (X,Σ) est appelé espace mesurable, et les éléments de Σ sont appelés en-
sembles mesurables.
• Si la troisième relation est vraie pour les unions finies seulement, on dit que Σ est une
algèbre sur X.
• Si X est un espace topologique, la tribu Borélienne sur X notée par B(X), est la plus
petite tribu contenant la topologie de X.

Définition 1.2.

Soient (X1,Σ1), (X2,Σ2) deux espaces mesurables et f une application définie sur X1 à
valeurs dans X2. On dit que f est (Σ1,Σ2)-mesurable si pour tout A ∈ Σ2, f -1(A) ∈ Σ1.
Si X2 est un espace topologique, une application (Σ1,B(X2))-mesurable est dite application
Borélienne.

Définition 1.3.

Soit (X,Σ) un espace mesurable. Alors l’application µ : Σ→ R est une mesure si
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1. µ(∅) = 0 ;

2. µ(∪
n
An) = ∑

n
µ(An), pour toute suite dénombrable (An) d’éléments de Σ deux à

deux disjoints.

• Le triple (X,Σ, µ) est appelé espace mesuré.
• Si µ(A) < ∞, pour tout A ∈ Σ, on dit que µ est une mesure finie ou que l’espace
(X,Σ, µ) est fini.
• Une mesure µ est dite σ-finie sur (X,Σ), s’il existe une suite (En)N d’éléments de Σ
telle que X = ∪

n
En et pour tout n ∈ N, µ(En) <∞.

Définition 1.4.

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré et A un sous ensemble de X. On dit que A est µ-
négligeable ou négligeable, s’il existe B ∈ Σ tel que A ⊂ B et µ(B) = 0.

• On dit qu’une propriété sur X est vraie µ-presque partout (µ.p.p.), si l’ensemble
où elle n’est pas vérifiée est µ-négligeable.

• La tribu µ-complète de Σ notée Σµ est la tribu engendrée par Σ et les ensembles
µ-négligeables, c-à-d,

Σµ = {A ∪ Z : A ∈ Σ et Z ensemble µ− négligeable}.
• La tribu Σ est dite complète si Σ = Σµ, c-à-d, si tout ensemble µ-négligeable

appartient à Σ.

1.3 Concepts d’analyse multivoque

Dans cette section, nous présentons quelques définitions et résultats concernant les
multi-applications nécessaires pour notre présente recherche, appelées aussi dans la lit-
térature applications multivoques, multi-fonctions, ou correspondances. Ces résultats ont
été pris des références [16], [30], [43], [55] et [57].

1.3.1 Multi-applications et sélections

Définition 1.5.

Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application F définie sur X à
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valeurs dans Y toute application qui à chaque élément x ∈ X associe un sous ensemble
F (x) de Y , et on note F : X ⇒ Y .

Définition 1.6.

Soit F : X ⇒ Y une multi-application.
• On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note D(F ), le sous

ensemble de Y défini par:

D(F ) = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , qu’on note gph(F ), le sous ensemble de X×Y défini par:

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

• On appelle image de F , qu’on note Im(F ), le sous ensemble de Y défini par:

Im(F ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• On définit la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X par:

F−1(y) = {x ∈ X : (x, y) ∈ gph(F )}.

Définition 1.7.

Soit F : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de F toute application
f : D(F )→ Y vérifiant:

f(x) ∈ F (x),∀ x ∈ D(F ).

Définition 1.8.

Soient X un espace métrique, Y un espace de Banach et F : X ⇒ Y une multi-application,
on définit la sélection minimale de F par:

ProjF (x)(0) = {mF (x) ∈ F (x) : d(0, F (x)) = ‖mF (x)‖}.

Si Y est un espace de Hilbert, la sélection minimale existe (resp. unique) lorsque F est
fermée (resp. convexe).

1.3.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.9.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique et F : X ⇒ Y une multi-
application . On dit que F est Σ-mesurable où mesurable, si pour tout ouvert V de Y

F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} ∈ Σ.
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Proposition 1.1.

Soit (X,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet. Soient Y un espace métrique complet
séparable et F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs fermées non vides. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes:

(a) F est Σ-mesurable ;

(b) gphF ∈ Σ⊗ B(Y );

(c) pour chaque y ∈ Y , l’application dy : X → R définie par dy(x) = d(y, F (x)) est
Σ-mesurable.

Théorème 1.1.

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet, Y un espace métrique complet sépa-
rable, f : X → Y une application mesurable et % : X → R+ une fonction mesurable.
Alors, x 7→ B(f(x), %(x)) est une multi-application mesurable.

Théorème 1.2.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace de Banach séparable, F : X × Y ⇒ Y

une multi-application mesurable et u : X → Y une application mesurable. Alors, la multi-
application x 7→ F (x, u(x)) est mesurable.

Définition 1.10.

Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X ⇒ Y

une multi-application. Alors, l’application mesurable f : X → Y satisfaisant

f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X,

est appelée une sélection mesurable de F .

Théorème 1.3. (Théorème d’existence de sélections mesurables)
Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique complet séparable et F : X ⇒ Y

une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, F admet au moins
une sélection mesurable.

Proposition 1.2.

Soient (X,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet, Y un espace métrique complet séparable
et F : X ⇒ Y une multi-application mesurable à valeurs fermées convexes. Alors la
sélection minimale est mesurable.

Théorème 1.4.

Soient X un espace de Banach séparable, F : I ⇒ X une multi-application mesurable à
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valeurs fermées non vides et (coF )(τ) = coF (τ) l’enveloppe convexe fermée dans X, pour
τ ∈ I. Alors, coF : I ⇒ X est une multi-application mesurable à valeurs fermées non
vides. De plus, si l’ensemble Sp(F ) est non vide où 1 ≤ p <∞, alors

Sp(coF ) = coSp(F ).

Théorème 1.5.

Soient X un espace de Banach séparable et F : I ⇒ X une multi-application mesurable
intégrablement bornée à valeurs fermées non vides. Alors, pour toute u ∈ S(coF ) et ε ≥ 0,
il existe v ∈ S(F ) telle que

max
0≤s≤τ≤T

‖
∫ τ

s

(
u(ς)− v(ς)

)
dς‖ < ε.

1.4 Concepts d’analyse convexe

Les résultats suivants sont pris des références [16], [22], [23], [33], [55] et [65].

Définition 1.11. (Ensemble convexe)
Une partie A d’un espace de Hilbert H, est dite convexe si pour tous deux points a, b
appartient à A le segment [a, b] est contenue dans A, c-à-d, λA + (1 − λ)A ⊂ A,∀λ ∈
[0, 1], ou encore ∀x, y ∈ A, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ A.

Définition 1.12. (Simplexe)
On appelle simplexe de Rn, l’ensemble ∆n défini par

∆n =
{

(λ1, ..., λn) ∈ Rn, λi ≥ 0 , i = 1, ..., n,
n∑
i=1

λi = 1
}
.

Définition 1.13. (Combinaison convexe)
Soient X un espace de Hilbert et x1, x2, . . . , xn ∈ H. On appelle combinaison convexe des
éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x qui s’écrit comme suit

x =
n∑
i=1

λixi tel que (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ ∆n .

Définition 1.14. (Enveloppe convexe)
Soit A un sous ensemble d’un espace de Hilbert H. On appelle enveloppe convexe de A,
qu’on note co(A), l’intersection de tous les convexes de H contenant A, c’est donc le plus
petit convexe de H contenant A.
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Définition 1.15. (Enveloppe convexe fermée)
Soit A un sous ensemble d’un espace de Hilbert H. On appelle enveloppe convexe fermée
de A qu’on note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles convexes fermés de H
contenant A, c’est donc le plus petit convexe fermé de H contenant A.

Théorème 1.6.

Soient H un espace de Hilbert, et K un sous ensemble non vide de H. L’enveloppe convexe
fermée de K est caractérisée par

co(K) = {y ∈ H : ∀y′ ∈ H, 〈y′, y〉 ≤ δ∗(y′, K)},

où δ∗(·, K) est la fonction support associée à K définie par

δ∗(y′, K) = sup
v∈K
〈y′, v〉, ∀y′ ∈ H.

Définition 1.16.

Soient H un espace de Hilbert et g : H → R ∪ {+∞} une fonction réelle.

• On appelle domaine de définition de g qu’on note par dom(g), l’ensemble défini
par

dom(g) = {x ∈ H : g(x) < +∞}.

• On dit que g est convexe si pour tous x, y ∈ dom(g), λ ∈ [0, 1], nous avons

g
(
λx+ (1− λ)y

)
< λg(x) + (1− λ)g(y).

Définition 1.17. (Dérivée directionnelle)
Soient H un espace de Hilbert et g : H → R ∪ {+∞} une fonction réelle. La dérivée
directionnelle de g en x̄ ∈ dom(g) dans la direction v ∈ H est donnée par

g′(x̄; v) = lim
δ→0

g(x̄+ δv)− g(x̄)
δ

,

lorsque la limite existe.

Définition 1.18. (Sous différentiabilité)
Soient g une fonction continue convexe sur l’espace de Hilbert H et x̄ ∈ dom(g). On
définit le sous différentiel de g en x̄ comme suite

∂g(x̄) = {ξ ∈ H : 〈ξ, v〉 ≤ g′(x̄, v), pour tout v ∈ H}.

Proposition 1.3.

Soit H un espace de Hilbert. Pour toute fonction continue convexe g, tout x̄ ∈ dom(g), et
toute direction v ∈ H, on a
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1. la dérivée directionnelle g′(x̄; v) existe, positivement homogène et sous additive sur
H par rapport à v ;

2. le sous différentiel ∂g(x̄) est fermé convexe ;

3. si g(x̄) = +∞, alors ∂g(x̄) = ∅ ;

4. ∂g(x̄) = {y ∈ H : 〈y, x− x̄〉 ≤ g(x)− g(x̄), pour tout x ∈ H};

5. ∂(g + f)(x̄) = ∂g(x̄) + ∂f(x̄) et ∂(αg)(x̄) = α∂g(x̄) pour tout α ∈ R et toute
fonction continue convexe f définie sur H.

Définition 1.19. (Cône normal)
Soient H un espace de Hilbert réel, C un sous ensemble convexe non vide de H. On appelle
cône normal à C au point u, et qu’on note NC(u), l’ensemble défini par

NC(u) = {u′ ∈ H : 〈u′, v − u〉 ≤ 0, pour tout u ∈ C}.

Remarque 1.1.

Le cône normal à C au point u est connu aussi comme le sous différentiel de la fonction
indicatrice

NC(u) = ∂IC(u).

Les résultats suivants donnent quelques propriétés du cône normal.

Proposition 1.4.

Soit C un sous ensemble fermé convexe d’un espace de Hilbert H, alors pour tout u ∈ C
on a

1. z ∈ NC(u)⇔ u ∈ C et 〈z, u〉 = δ∗(z, C),

2. z = ProjC(u)⇔ u− z ∈ NC(z),

3. ∂d(u,C) = NC(u) ∩B.

Théorème 1.7.

Soit C un sous ensemble fermé convexe non vide dans l’espace de Hilbert H. Donc, l’ap-
plication

(x, y)→ ∂d(y, C(x))

satisfait la propriété de semicontinuité supérieure, c-à-d, pour tout n, soit (xn) une suite
de H converge vers x ∈ H et (yn) une suite de H avec yn ∈ C(xn) converge vers y ∈ C(x),
alors pour tout z ∈ H

lim sup
n→∞

δ∗(z, ∂d(yn, C(xn))) ≤ δ∗(z, ∂d(y, C(x))).
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1.5 Quelques résultats de convergence

Les résultats suivants sont pris des références [15], [25], [26], [36] et [58].
On commence par rappeler le Théorème d’Ascoli-Arzelà.

Théorème 1.8. (Théorème d’Ascoli-Arzelà)
Soient X un espace métrique compact, (Y,d) un espace métrique complet, et K un sous
ensemble de CY (X). Alors, K est relativement compact si et seulement si K est équicon-
tinue, et l’ensemble

K(x) = {g(x) : g ∈ K}, pour tout x ∈ X

est relativement compact.

Le théorème suivant est une conséquence du Théorème d’Ascoli-Arzelà.

Théorème 1.9.

Soient X un sous ensemble compact de R, Y un espace vectoriel normé de dimension
finie et (gn) une suite d’applications absolument continues définies sur X à valeurs dans
Y satisfaisant les conditions suivantes:

i) ∀τ ∈ X, (gn(τ)) est un sous ensemble relativement compact de Y ;

ii) il existe une application à valeurs réelles positives f ∈ L1
Y (X) telle que

‖ġn(τ)‖ ≤ f(τ), p.p. sur X.

Alors, il existe une sous suite de (gn) (qu’on note aussi (gn)) qui converge vers une appli-
cation absolument continue g : X → Y au sens suivant:

i) (gn) converge uniformément vers g ;

ii) (ġn) converge faiblement vers ġ dans L1
Y (X), c-à-d, (ġn) converge vers ġ ∈ σ(L1

Y (X), L∞Y (X)).

Théorème 1.10. (Théorème de Mazur)
Soient Y un espace de Banach et K un sous ensemble compact de Y . Alors co(K) est
compacte.

Lemme 1.1. (Lemme de Mazur)
Soient Y un espace de Banach et (xn) une suite des éléments de Y convergeant faiblement
vers x. Alors, il existe une suite (yn) (où yn est une combinaison convexe des éléments
xn, xn+1, · · ·) convergeant fortement vers x.
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Lemme 1.2.

Soient X un espace de Banach séparable réflexif, (un)n≥1 ⊂ LpX(I) et u ∈ LpX(I) (1 ≤
p <∞). Si (un)n≥1 est une suite bornée et

lim
n→∞

max
0≤s≤τ≤T

‖
∫ τ

s

(
un(ς)− u(ς)

)
dς‖ = 0.

Alors, (un)n≥1 converge faiblement vers u dans LpX(I).

Proposition 1.5.

Soit X un espace de Banach uniformément convexe, c-à-d, pour tout ε > 0, il existe δ > 0
tel que

∀x, y ∈ X, ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1 et ‖x− y‖ > ε⇒ ‖x+ y

2 ‖ < 1− δ.

Soit (xn) une suite dans X telle que (xn) converge faiblement vers x ∈ X et

lim sup
n→∞

‖xn‖ ≤ ‖x‖.

Alors (xn) converge fortement vers x.

1.6 Distance de Hausdorff

Dans cette section, nous exposons quelques résultats concernant la distance de Haus-
dorff et la distance de ρ−Hausdorff qui sont pris des références [14], [30] et [53].
Considérons un espace métrique (X,d).

Définition 1.20.

Soient Q1, Q2 deux sous ensembles de X, l’écart entre Q1 et Q2 est défini par

e(Q1, Q2) = sup
x1∈Q1

d(x1, Q2) = sup
x1∈Q1

(
inf

x2∈Q2
d(x1, x2)

)
,

et la distance de Hausdorff entre Q1 et Q2 est donnée par

haus(Q1, Q2) = max{e(Q1, Q2), e(Q2, Q1)}.

Observons que haus(Q1, Q2) = haus(Q2, Q1).
De plus, la distance de Hausdorff entre Q1 et Q2 est la distance uniforme entre d(·, Q1)
et d(·, Q2), c-à-d,

haus(Q1, Q2) = sup
x∈X
|d(x,Q1)− d(x,Q2)|.
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Proposition 1.6. (Propriétés élémentaires)
Soient Qi (i = 1, 2, 3) des sous ensembles de X. On a

1. e(Q1, ∅) =∞ si Q1 6= ∅;

2. e(∅, Q2) = 0;

3. e(Q1, Q2) = 0⇐⇒ Q1 ⊂ Q2;

4. e(Q1, Q3) ≤ e(Q1, Q2) + e(Q2, Q3);

5. haus(Q1, Q2) = 0⇐⇒ Q1 = Q2;

6. haus(Q1, Q3) ≤ haus(Q1, Q2) + haus(Q3, Q2);

7. | d(x,Q1)− d(x,Q2) |≤ haus(Q1, Q2), ∀x ∈ X.

Soit X un espace vectoriel normé. Pour chaque sous ensemble S ⊂ X et ρ ≥ 0, on
note

Sρ = S ∩ ρB.

Définition 1.21.

Soient S, S ′ deux sous ensembles de X. Pour chaque ρ ≥ 0, l’application hausρ : X×X →
R+ est définie par

hausρ(S, S ′) = max{e(Sρ, S ′), e(S ′ρ, S)}.

Proposition 1.7.

Soient Si (i = 1, 2, 3) des sous ensembles de X. Pour chaque ρ ≥ 0, nous avons:

(a) la nonnégativité: hausρ(S1, S2) ≥ 0 ;

(b) la symétrie: hausρ(S1, S2) = hausρ(S2, S1);

(c) l’inégalité triangulaire: pour chaque ρ > d(0, Si) (i = 1, 2, 3)

hausρ(S1, S3) ≤ haus3ρ(S1, S2) + haus3ρ(S2, S3);

(d) si S1, S2 sont fermés, alors hausρ(S1, S2) = 0 pour tout ρ > 0 si et seulement si
S1 = S2.

Remarque 1.2.

Soient S1, S2 des sous ensembles de X, notons que si ρ =∞, haus∞(S1, S2) = haus(S1, S2).

Lemme 1.3.

Soient X un espace vectoriel normé et S un ensemble convexe fermé tel que Sρ0 6= ∅ pour
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certain ρ0 ≥ 0. Alors pour tous ρ > ρ0 et η ≥ 0, on a

haus(Sρ+η, Sρ) 6 [(ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0)]η,

ce qui implique que l’application η → haus(Sρ+η, Sρ) est lipschitzienne sur R+.

Proposition 1.8.

Soient S, S ′ ⊂ X deux sous ensembles fermés convexes tels que Sρ0 , S
′
ρ0 sont non vides

pour un certain ρ0 > 0. Alors pour tout ρ > ρ0,

haus(Sρ, S ′ρ) ≤
2ρ

ρ− ρ0
hausρ(S, S ′).

Preuve. Pour chaque η > 0, on a

e(S ′ρ, Sρ) 6 e(S ′ρ, Sρ+η) + e(Sρ+η, Sρ),

et
e(Sρ, S ′ρ) 6 e(Sρ, S ′ρ+η) + e(S ′ρ+η, S

′
ρ),

cela implique que

haus(Sρ, S ′ρ) = max{e(S ′ρ, Sρ), e(Sρ, S ′ρ)}

≤ max{e(S ′ρ, Sρ+η), e(Sρ, S ′ρ+η)}+ max{e(Sρ+η, Sρ), e(S ′ρ+η, S
′
ρ)},

par suite
haus(Sρ, S ′ρ) 6 β1 + β2,

avec
β1 = max{e(S ′ρ, Sρ+η), e(Sρ, S ′ρ+η)},

et
β2 = max{e(Sρ+η, Sρ), e(S ′ρ+η, S

′
ρ)}.

Puisque S et S ′ sont convexes, d’après le Lemme 1.3, on trouve

β2 ≤ (ρ+ ρ0)/(ρ− ρ0)η. (1.1)

En posant
η = hausρ(S, S ′), (1.2)

on obtient
e(S ′ρ, Sρ+η) = e(S ′ρ, S) et e(Sρ, S ′ρ+η) = e(Sρ, S ′).
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En effet, pour tout y ∈ S ′ρ, on a d(y, S) ≤ e(S ′ρ, S) ≤ η. Alors, d(0, S) ≤ ‖y‖+ d(y, S) ≤
ρ + η, c-à-d, S ⊂ (ρ + η)B, d’où, S = Sρ+η et e(S ′ρ, S) = e(S ′ρ, Sρ+η) et de même,
e(Sρ, S ′ρ+η) = e(Sρ, S ′).
D’où,

β1 = max{e(S ′ρ, Sρ+η), e(Sρ, S ′ρ+η)} = max{e(S ′ρ, S), e(Sρ, S ′)} = hausρ(S, S ′). (1.3)

D’après (1.1), (1.2) et (1.3), on a

β1 + β2 6 ((ρ+ ρ)/(ρ− ρ))hausρ(S, S ′) + hausρ(S, S ′)

6 (2ρ/(ρ− ρ0))hausρ(S, S ′),

par conséquent
haus(Sρ, S ′ρ) 6

2ρ
ρ− ρ0

hausρ(S, S ′).

1.7 Opérateurs maximaux monotones

Cette section est consacrée à la définition et les propriétés des opérateurs maximaux
monotones. Les références largement utilisées ici sont [24], [47] et [64].

1.7.1 Notion d’opérateur

Soient H un espace de Hilbert et A : H ⇒ H une multi-application (opérateur).

Définition 1.22.

Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous xi ∈ D(A) et zi ∈ A(xi) (i = 1, 2),
on a

〈z1 − z2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Exemple 1.1.

Soit A un opérateur monotone de H. Alors, les opérateurs suivants construits à partir de
A sont monotones : A−1, λA, pour λ ≥ 0.



1.7. Opérateurs maximaux monotones 15

Définition 1.23.

Un opérateur monotone A est maximal s’il n’est pas inclus dans d’autres opérateurs mo-
notones, c-à-d, s’il est maximal parmi les opérateurs monotones.

La proposition suivante est considérée comme une explication de la définition précé-
dente.

Proposition 1.9.

A est maximal monotone si et seulement si A est monotone et pour tout (x, y) ∈ H ×H
tel que

〈x− u, y − w〉 ≥ 0, pour tout (u,w) ∈ gph(A).

Proposition 1.10.

Soit A un opérateur de H. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(I + A) = H.

3. Pour tout λ > 0, (I + λA)−1 est une contraction définie sur H.

Définition 1.24.

Si A est un opérateur maximal monotone, A0x est l’élément de Ax ayant une norme
minimale, c-à-d,

A0x = ProjAx(0).

Proposition 1.11.

Si A est un opérateur maximal monotone, alors Ax est convexe fermé pour chaque x ∈ H.

Définition 1.25.

Un opérateur A est dit demi-fermé si la condition suivante est satisfaite: v ∈ D(A) et
y ∈ A(v), chaque fois que v = lim

n→∞
vn fortement dans H et y = lim

n→∞
yn faiblement dans

H où vn ∈ D(A) et yn ∈ A(vn).

Proposition 1.12.

Tout opérateur maximal monotone est demi-fermé.

1.7.2 Pseudo-distance de Vladimirov
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Définition 1.26.

Soient A1, A2 : H ⇒ H deux opérateurs maximaux monotones. La pseudo-distance de
Vladimirov entre A1 et A2 et définie par

dis(A1, A2) = sup
{
〈y1 − y2, x2 − x1〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1 , xi ∈ D(Ai), yi ∈ Aixi, i = 1, 2

}
.

La distance dis(·, ·) ne constitue pas une métrique, car, en général, l’inégalité triangulaire
n’est pas vérifiée.

Lemme 1.4.

Soient A1, A2 deux opérateurs maximaux monotones. Alors

(a) dis(A1, A2) ∈ [0,+∞], dis(A1, A2) = dis(A2, A1) et dis(A1, A2) = 0 si et seulement
si A1 = A2.

(b) ‖x− ProjD(A2)(x)‖ ≤ dis(A1, A2) pour tout x ∈ D(A1).

(c) haus(D(A1), D(A2)) ≤ dis(A1, A2).

Lemme 1.5.

Soient A1, A2 deux opérateurs maximaux monotones. Si Ai = NCi (le cône normal) avec
Ci (i = 1, 2) des sous ensembles convexes fermés de H, alors

dis(A1, A2) = haus(C1, C2).

Preuve. Soient A1, A2 deux opérateurs maximaux monotones et Ai = NCi avec Ci (i =
1, 2) des sous ensembles convexes fermés de H. Alors, d’après le Lemme 1.4, on trouve
l’inégalité suivante

haus(D(A1), D(A2)) = haus(C1, C2) ≤ dis(A1, A2),

donc, il suffit de montrer que dis(A1, A2) ≤ haus(C1, C2). Soient xi ∈ Ci et yi ∈ Aixi =
NCi(xi) (i = 1, 2). Alors, d’après les estimations suivantes

d(x1, C2) ≤ haus(C1, C2) et d(x2, C1) ≤ haus(C1, C2),

on obtient,

〈y1, x2 − x1〉 ≤ ‖y1‖‖x2 − x1‖ ≤ ‖y1‖d(x2, C1) ≤ ‖y1‖haus(C1, C2).

De même,
〈y2, x1 − x2〉 ≤ ‖y2‖haus(C1, C2).
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D’où,

〈y1 − y2, x2 − x1〉 ≤ haus(C1, C2)(‖y1‖+ ‖y2‖)

≤ haus(C1, C2)(1 + ‖y1‖+ ‖y2‖),

par conséquent, dis(A1, A2) ≤ haus(C1, C2).

1.8 Lemme de Gronwall

Le lemme suivant est pris de la référence [24].

Lemme 1.6.

Soient h ∈ L1
R+(I) et α une constante positive. Considérons Φ : I → R une fonction

continue vérifiant
1
2Φ2(τ) ≤ 1

2α
2 +

∫ τ

0
h(s)Φ(s)ds, ∀τ ∈ I.

Alors,
|Φ(τ)| ≤ α +

∫ τ

0
h(s)ds, ∀τ ∈ I.



CHAPITRE 2

PROBLÈMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR

UN PROCESSUS DE LA RAFLE DÉPENDANT DU TEMPS

2.1 Introduction

Ce chapitre comporte dans un premier temps, un théorème qui démontre l’existence
de solutions pour une inclusion d’évolution gouvernée par un processus de la rafle du
premier ordre dépendant du temps dans un espace de dimension finie Rd, de la forme

(TF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0),

où C : I ⇒ Rd est une multi-application à valeurs fermées non vides convexes et F :
I × bB ⇒ Rd avec b > 0, est une multi-application à valeurs fermées non vides vérifiant
les hypothèses suivantes:

(H1) il existe deux constantes positives β, ζ telles que, pour tous (τ, y1), (s, y2) dans I ×
bB,

hausρ(F (τ, y1), F (s, y2)) < ζ|τ − s|+ β‖y1 − y2‖;

(H2) il existe α ≥ 0, telle que, pour tout (τ, y) ∈ I × bB,

d(0, F (τ, y)) ≤ α + β‖y‖.

18
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La démonstration de notre premier théorème est basée sur la méthode de rattrapage de
Moreau. Cette méthode est construite avec une discrétisation du temps et l’utilisation de
la propriété de projection. Nous obtenons un nouveau résultat en prenant en considération
une condition concernant les suites et en éliminant les conditions de convexité et de bor-
nitude des valeurs de la perturbation, ainsi que l’hypothèse habituelle de semi-continuité
supérieure. Par conséquent, nous la remplaçons par une notion plus faible de Lipschitzité
au sens de ρ-Hausdorff. En second lieu, nous présentons le théorème principal de ce cha-
pitre qui aborde la bornitude de la solution en ajoutant une condition sur ρ. Puis, nous
traitons l’existence de solutions pour le problème convexifié suivant

(TcoF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)) + coF (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0).

Par la suite, on présente le théorème de relaxation qui traite la relation entre les solutions
du problème original (TF,u0,I) et du problème convexifié (TcoF,u0,I).
Notons que les résultats de ce chapitre sont soumis dans une revue internationale.

2.2 Résultat d’existence

Au premier lieu, commençons par énoncer un théorème concernant l’étude de l’exis-
tence de solutions du problème (TF,u0,I) lorsque la perturbation est à valeurs non convexes
et non bornées, satisfaisant une condition de Lipschitzité au sens de ρ-Hausdorff.
Entamons par présenter l’hypothèse suivante sur l’ensemble mobile:
(HC) Soit C : I ⇒ Rd une multi-application satisfaisant:

(A1) pour chaque τ ∈ I, les ensembles C(τ) sont fermées non vides et convexes ;

(A2) il existe une constante L > 0 et pour tous τ, s ∈ I

haus(C(τ), C(s)) ≤ L|τ − s|.

Théorème 2.1. Supposons que (HC) soit vérifié et F : I × bB ⇒ Rd avec b > 0, une
multi-application à valeurs fermées non vides vérifie les hypothèses (H1), (H2) et

(H3) F (·, Y (·)) est mesurable pour chaque Y ∈ CRd(I) avec ‖Y (τ)‖ ≤ b, pour tout τ ∈ I.

Supposons que l’hypothèse suivante soit également vérifiée:
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(H4) soient les suites (zn) ⊂ L2
Rd(I), (un) ⊂ CRd(I) et ∆n : I → I, telles que pour tout

τ ∈ I, (un(∆n(τ)))n converge, zn(τ) ∈ F (∆n(τ), un(∆n(τ))) ∩ (α + βΛ)B et (zn)
converge faiblement vers z ∈ L2

Rd(I), on a

lim sup
n→∞

‖zn‖L2
Rd

(I) ≤ ‖z‖L2
Rd

(I),

avec Λ = λ exp(2Tβ) et λ = ‖u0‖+ T (L+ 2(α + β‖u0‖)).

Alors, pour chaque u0 ∈ C(0), le problème (TF,u0,I) admet une solution Lipschitzienne
u : I → Rd, vérifie

‖u̇(τ)‖ ≤ L+ 2(α + βΛ), p.p. τ ∈ I,

et
‖u(τ)‖ ≤ ‖u0‖+ T (L+ 2(α + βΛ)), pour tout τ ∈ I.

Preuve. Pour chaque n ≥ 1, on considère une partition de I par les points

τnk = ken , en = T

n
, k = 0, 1, 2, · · ·, n.

Soit mF (τ, y) ∈ ProjF (τ,y)(0), par (H2) et pour tout (τ, y) ∈ I × bB, on obtient

‖mF (τ, y)‖ ≤ α + β‖y‖. (2.1)

Étape 1. La construction de la suite (xnk)0≤k≤n.
Posons xn0 = u0 ∈ C(0), pour chaque k ∈ {0, 1, · · ·, n − 1}, les inclusions suivantes sont
vérifiées

xnk+1 ∈ C(τnk+1); (2.2)

xnk + enmF (τnk , xnk)− xnk+1 ∈ NC(τn
k+1)(xnk+1). (2.3)

En effet, pour k = 0 et puisque C(τn1 ) est un convexe fermé, on a

xn1 = ProjC(τn1 )(xn0 + enmF (τn0 , u0)),

donc,
xn1 ∈ C(τn1 ), (2.4)

d’après la Proposition 1.4, on obtient

xn0 + enmF (τn0 , xn0 )− xn1 ∈ NC(τn1 )(xn1 ).
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D’après (2.1), (2.4) et (HC), il s’ensuit que

‖xn1 − xn0‖ ≤ ‖xn1 − (xn0 + enmF (τn0 , u0))‖+ ‖enmF (τn0 , u0)‖

= d(xn0 + enmF (τn0 , u0), C(τn1 )) + ‖enmF (τn0 , u0)‖

≤ d(xn0 + enmF (τn0 , u0), xn0 ) + d(xn0 , C(τn1 )) + ‖enmF (τn0 , u0)‖

≤ |d(xn0 , C(τn1 ))− d(xn0 , C(τn0 ))|+ 2en‖mF (τn0 , u0)‖

≤ haus(C(τn1 ), C(τn0 )) + 2en‖mF (τn0 , u0)‖

≤ L|τn0 − τn1 |+ 2en‖mF (τn0 , u0)‖

≤ en(L+ 2(α + β‖u0‖)).

Supposons que, pour 0, 1, · · ·, k avec k ∈ {0, 1, · · ·, n − 1} les points xn0 , xn1 , · · ·, xnk sont
construits et vérifient (2.2) et (2.3). Puisque C(τnk+1) est convexe fermé, on peut prendre

xnk+1 = ProjC(τn
k+1)(xnk + enmF (τnk , xnk)),

on a,
xnk+1 ∈ C(τnk+1).

Grâce à la caractérisation du cône normal en fonction de la projection, on peut écrire

xnk + enmF (τnk , xnk)− xnk+1 ∈ NC(τn
k+1)(xnk+1).

D’après (2.1), (2.2) et (HC), on obtient

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ ‖xnk+1 − (xnk + enmF (τnk , xnk))‖+ ‖enmF (τnk , xnk)‖

≤ d(xnk + enmF (τnk , xnk), xnk) + d(xnk , C(τnk+1)) + ‖enmF (τnk , xnk)‖

≤ haus(C(τnk+1), C(τnk )) + 2en‖mF (τnk , xnk)‖

≤ L|τnk − τnk+1|+ 2en(α + β‖xnk‖),

donc,
‖xnk+1 − xnk‖ ≤ en(L+ 2α) + 2enβ‖xnk‖, (2.5)

et

‖xnk − xn0‖ ≤ ‖xnk − xnk−1‖+ ‖xnk−1 − xnk−2‖+ · · ·+ ‖xn1 − xn0‖

≤ 2enβ(‖xnk−1‖+ ‖xnk−2‖+ · · ·+ ‖xn0‖) + ken(L+ 2α),

alors, pour tout n ≥ 1 et tout k = 1, 2, · · ·, n

‖xnk‖ ≤ ‖u0‖+ T (L+ 2α) + 2Tβ‖u0‖+ 2enβ(‖xn1‖+ · · ·+ ‖xnk−1‖).
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Posons λ = ‖u0‖+ T (L+ 2(α + β‖u0‖)) et σn = 2enβ, alors

‖xnk‖ ≤ λ+ σn(‖xn1‖+ · · ·+ ‖xnk−1‖). (2.6)

Montrons que, pour tout n ≥ 1 et tout k = 1, 2, · · ·, n

‖xnk‖ ≤ λ(1 + σn)k−1.

Pour k = 1, on a
‖xn1 − u0‖ ≤

T

n
(L+ 2(α + β‖u0‖)) ≤ λ.

Supposons que (2.6) soit vraie pour i, 1 ≤ i ≤ k, alors

‖xni+1‖ ≤ λ+ σn(‖xn1‖+ ‖xn2‖+ · · ·+ ‖xni−1‖+ ‖xni ‖)

≤ λ+ σn

(
λ+ λ(1 + σn) + λ(1 + σn)2 + · · ·+ λ(1 + σn)i−1

)
= λ+ λσn

(
1 + (1 + σn) + (1 + σn)2 + · · ·+ (1 + σn)i−1

)
= λ+ λσn

((1 + σn)i − 1
(1 + σn)− 1

)
= λ(1 + σn)i.

Ainsi, pour tout n ≥ 1 et tout k = 1, 2, ..., n, on obtient

‖xnk‖ ≤ λ(1 + σn)k−1 ≤ λ
(

1 + 2Tβ
n

)k−1
≤ λ

(
1 + 2Tβ

n

)n
.

Par conséquent,
‖xnk‖ ≤ λ exp(2Tβ) = Λ. (2.7)

D’après les relations (2.5) et (2.7), on trouve

‖xnk+1 − xnk‖ ≤ en
(
L+ 2(α + βΛ)

)
. (2.8)

Par conséquent, la construction de xn0 , xn1 , ..., xnn est obtenue par induction telle que (2.2)
et (2.3) sont satisfaits.
Étape 2. Construction des suites approximatives.
Pour chaque τ ∈ [τnk , τnk+1], avec k = 0, 1, ..., n− 1, et pour chaque n ≥ 1, on définit

un(τ) = τnk+1 − τ
en

xnk + τ − τnk
en

xnk+1. (2.9)

Observons que, un(τnk ) = xnk , et

u̇n(τ) = xnk+1 − xnk
en

. (2.10)

Par (2.2) et (2.3), on peut écrire

un(τnk+1) ∈ C(τnk+1); (2.11)
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− u̇n(τ) +mF (τnk , un(τnk )) ∈ NC(τn
k+1)(un(τnk+1)), p.p. τ ∈ [τnk , τnk+1[. (2.12)

Les relations (2.8) et (2.10) impliquent que pour chaque τ ∈ I et n ≥ 1

‖u̇n(τ)‖ ≤ L+ 2(α + βΛ). (2.13)

Posons

δn(τ) =


τnk si τ ∈ [τnk , τnk+1[;

τnn−1 si τ = T,
(2.14)

et

θn(τ) =


τnk+1 si τ ∈ [τnk , τnk+1[;

T si τ = T.
(2.15)

Pour tout n ≥ 1 et tout τ ∈ I, on a

lim
n→∞

θn(τ) = lim
n→∞

δn(τ) = τ. (2.16)

En effet, pour tout τ ∈ [τnk , τnk+1[ et k = 0, 1, ..., n− 1, on a

|δn(τ)− τ | = τ − τnk ≤ τnk+1 − τnk = en → 0 quand n→∞,

de même,
|θn(τ)− τ | = τnk+1 − τ ≤ τnk+1 − τnk = en → 0 quand n→∞.

De plus, par (2.11), (2.12), (2.14) et (2.15), on aura

un(δn(τ)) ∈ C(δn(τ)); (2.17)

un(θn(τ)) ∈ C(θn(τ)); (2.18)

− u̇n(τ) +mF (δn(τ), un(δn(τ))) ∈ NC(θn(τ))(un(θn(τ))), p.p. τ ∈ [τnk , τnk+1[; (2.19)

mF (δn(τ), un(δn(τ))) ∈ F (δn(τ), un(δn(τ))).

Étape 3. La convergence des suites.
D’après (2.9), on trouve pour tout τ ∈ I

‖un(θn(τ))− un(τ)‖ =‖un(τnk+1)− un(τ)‖

=‖xnk+1 −
τnk+1 − τ

en
xnk −

τ − τnk
en

xnk+1‖

=‖enx
n
k+1 − τnk+1x

n
k + τxnk − τxnk+1 + τnk x

n
k+1

en
‖

=‖τ
n
k+1x

n
k+1 − τnk xnk+1 − τnk+1x

n
k + τxnk − τxnk+1 + τnk x

n
k+1

en
‖

=‖τ
n
k+1(xnk+1 − xnk) + τ(xnk − xnk+1)

en
‖

=‖x
n
k+1 − xnk
en

‖|τnk+1 − τ |,
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par (2.13), on a

‖un(θn(τ))− un(τ)‖ = ‖u̇n(τ)‖(θn(τ)− τ) ≤ (L+ 2(α + βΛ))(θn(τ)− τ),

donc, en utilisant (2.16), on aura

lim
n→∞

‖un(θn(τ))− un(τ)‖ = 0, (2.20)

et de même
lim
n→∞

‖un(δn(τ))− un(τ)‖ = 0. (2.21)

Ensuite,

‖un(τ)‖ − ‖un(θn(τ))‖ ≤ ‖un(θn(τ))− un(τ)‖

≤ (L+ 2(α + βΛ))(θn(τ)− τ)

≤ (L+ 2(α + βΛ))T.

De la relation (2.7), découle l’inégalité suivante

‖un(τ)‖ ≤ (L+ 2(α + βΛ))T + Λ,

donc, on conclut que la suite (un(τ))n≥1 est relativement compacte. D’autre part, pour
tous τ1, τ2 ∈ I tels que τ1 ≤ τ2, en utilisant (2.13), on obtient

‖un(τ1)− un(τ2)‖ = ‖
∫ τ2

τ1
u̇n(s)ds‖ ≤

∫ τ2

τ1
‖u̇n(s)‖ds

≤ (L+ 2(α + βΛ))(τ2 − τ1),

alors, la suite (un(·))n≥1 est équi-continue. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà, on conclut
que (un)n≥1 est relativement compacte dans CRd(I), donc on peut extraire une sous
suite (notée aussi (un)n≥1) qui converge uniformément vers une certaine application u.
Par (2.13), (u̇n)n≥1 converge faiblement dans L1

Rd(I) vers w avec ‖w(τ)‖ ≤ L + 2(α +
βΛ), p.p. τ ∈ I. En fixant τ ∈ I et en prenant n’importe quel ε ∈ Rd, la convergence
faible dans L1

Rd(I) donne

lim
n→∞

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, u̇n(s)〉ds =

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, w(s)〉ds,

d’où
lim
n→∞
〈ε, u0 +

∫ τ

0
u̇n(s)ds〉 = 〈ε, u0 +

∫ τ

0
w(s)ds〉.

Alors, lim
n→∞

∫ τ
0 u̇n(s)ds =

∫ τ
0 w(s)ds, puisque un(·) est une application absolument continue,

on obtient u(τ) = u0 +
∫ τ
0 w(s)ds et w = u̇.

Pour tout τ ∈ I, nous avons

‖un(δn(τ))− u(τ)‖ ≤ ‖un(δn(τ))− un(τ)‖+ ‖un(τ)− u(τ)‖,
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d’après (2.21), on aura
lim
n→∞

‖un(δn(τ))− u(τ)‖ = 0. (2.22)

Maintenant, on pose (mF (δn(·), un(δn(·))))n = (hn(·))n pour tout n ≥ 1. Par (2.1) et (2.7),
on a pour tout τ ∈ I ‖hn(τ)‖ ≤ α + βΛ, donc (hn)n≥1 converge faiblement dans L2

Rd(I)
vers h avec ‖h(τ)‖ ≤ α + βΛ, p.p. τ ∈ I. Comme L2

Rd(I) est uniformément convexe,
l’hypothèse (H4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence forte de (hn)n≥1.
De plus, puisque hn(τ) ∈ F (δn(τ), un(δn(τ))) ∩ ρB avec ρ = α + βΛ pour tous τ ∈ I et
n ≥ 1, en utilisant (H1), on déduit que

d(h(τ), F (τ, u(τ))) ≤ ‖h(τ)− hn(τ)‖+ d(hn(τ), F (τ, u(τ)))

≤ ‖h(τ)− hn(τ)‖+ hausρ(F (δn(τ), un(δn(τ))), F (τ, u(τ)))

< ‖h(τ)− hn(τ)‖+ ζ|δn(τ)− τ |+ β‖un(δn(τ))− u(τ)‖.

Grâce à (2.16), (2.22), la convergence de la suite (hn(·))n≥1 vers h(·) et par passage à la
limite dans la dernière inégalité, on obtient

d(h(τ), F (τ, u(τ))) = 0, p.p. τ ∈ I.

La fermeture de F (τ, u(τ)) donne h(τ) ∈ F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I.
Step 4. Montrons que u ∈ R(TF,u0,I).
Pour chaque τ ∈ I et pour n ≥ 1, par (HC) et (2.18), on obtient

d(un(τ), C(τ)) ≤ d(un(τ), un(θn(τ))) + d(un(θn(τ)), C(τ))− d(un(θn(τ)), C(θn(τ)))

≤ ‖un(τ)− un(θn(τ))‖+ haus(C(τ), C(θn(τ)))

≤ ‖un(τ)− un(θn(τ))‖+ L|θn(τ)− τ |.

En utilisant (2.16), (2.20), en passant à la limite dans l’inégalité précédente et grâce à la
fermeture de C(τ), on obtient u(τ) ∈ C(τ), pour tout τ ∈ I.
D’autre part, nous avons

‖ − u̇n(τ) + hn(τ)‖ ≤ ‖u̇n(τ)‖+ ‖hn(τ)‖ ≤ L+ 3(α + βΛ), (2.23)

d’après la Proposition 1.4, (2.19) et (2.23), on obtient pour p.p. τ ∈ I

−u̇n(τ) + hn(τ) ∈ NC(θn(τ))(un(θn(τ))) ∩ ξB = ξ∂d(un(θn(τ)), C(θn(τ))),

où ξ = L+ 3(α+ βΛ). Comme (−u̇n +hn) converge faiblement dans L1
Rd(I) vers −u̇+h,

une application du Lemme de Mazur à (−u̇n + hn) fournit une suite (wn)n≥1 avec

wn ∈ co{−u̇m + hm : m ≥ n},
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telle que (wn)n≥1 converge fortement dans L1
Rd(I) vers −u̇+h. Nous pouvons extraire de

(wn(·))n≥1 une sous suite qui converge p.p. vers −u̇(·) + h(·). Alors, il existe un ensemble
négligeable de Lebesgue N ⊂ I tel que pour chaque τ ∈ I\N

−u̇(τ) + h(τ) ∈
⋂
n≥0
{wk(τ) : k ≥ n} ⊂

⋂
n≥0

co{−u̇k(τ) + hk(τ) : k ≥ n}.

Fixons τ ∈ I\N et ν ∈ Rd, par la dernière inclusion et le Théorème 1.6, on trouve

〈−u̇(τ) + h(τ), ν〉 ≤ sup
k≥n
〈−u̇k(τ) + hk(τ), ν〉, ∀n ≥ 0,

alors,

〈−u̇(τ) + h(τ), ν〉 ≤ inf
n≥0

sup
k≥n
〈−u̇k(τ) + hk(τ), ν〉

= lim sup
n→∞

〈−u̇n(τ) + hn(τ), ν〉.

Donc,

〈−u̇(τ) + h(τ), ν〉 ≤ ξ lim sup
n→∞

δ∗(∂d(un(θn(τ)), C(θn(τ))), ν)

≤ ξδ∗(∂d(u(τ), C(τ)), ν),

où la semicontinuité supérieure de la mult-iapplication ∂d(·, C(·)) entraîne la deuxième
inégalité. Comme ∂d(u(τ), C(τ)) est convexe fermé, on obtient

−u̇(τ) + h(τ) ∈ ξ∂d(u(τ), C(τ)) ⊂ NC(τ)(u(τ)).

La proposition suivante sera utile dans les résultats suivants, nous supposerons que la
perturbation est une application bornée, c-à-d, f : I → Rd telle que:

∃α > 0 : ‖f(τ)‖ ≤ α, pour tout τ ∈ I. (2.24)

Proposition 2.1. Supposons que (HC) soit vérifié et f : I → Rd vérifie (2.24). Alors,

(1) le problème

(Tf,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(τ)(u(τ)) + f(τ), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(0),

admet une solution unique Lipschitzienne w : I → Rd telle que:

‖ẇ(τ)‖ ≤ L+ 2α, p.p. τ ∈ I,

et
‖w(τ)‖ ≤ ‖u0‖+ T (L+ 2α), ∀τ ∈ I;
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(2) si wn (resp. wm) est la solution de (Tfn,un0 ,I) (resp. (Tfm,um0 ,I)), on trouve pour tout
τ ∈ I

‖wn(τ)− wm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds; (2.25)

(3) soit (fn)n : I → Rd une suite de fonction vérifie (2.24), converge faiblement vers
f ∈ L1

Rd(I) et wn(0) = u0 pour tout n ∈ N. Alors, pour tout n ∈ N, wn ∈
R(Tfn,u0,I) converge uniformément vers w ∈ R(Tf,u0,I).

Preuve. 1) Posons Ψ(τ) =
∫ τ

0 f(s)ds, pour tout τ ∈ I et considérons la multi-application
VΨ : I ⇒ Rd définie par

VΨ (τ) = C(τ) + Ψ(τ).

L’ensemble VΨ (·) satisfait (A1), et par (A2), on obtient pour chaque µ ∈ Rd et tous
τ, s ∈ I

|d(µ, VΨ (τ))− d(µ, VΨ (s))| = |d(µ,C(τ) + Ψ(τ))− d(µ,C(s) + Ψ(s))|

≤ ‖Ψ(τ)− Ψ(s)‖+ |d(µ,C(τ))− d(µ,C(s))|

≤
∫ τ

s
‖f(ν)‖dν + L|τ − s|

≤ (L+ α)|τ − s|.

Par conséquent
haus(VΨ (τ), VΨ (s)) ≤ L1|τ − s|,

où L1 = L+ α. Par le Théorème 2.1, il existe une solution Lipschitzienne v : I → Rd de
problème suivant: 

−v̇(τ) ∈ NVΨ (τ)(v(τ)), p.p. τ ∈ I;

v(τ) ∈ VΨ (τ), ∀τ ∈ I;

v(0) = u0 ∈ VΨ (0),

qui vérifie
‖v̇(τ)‖ ≤ L1, p.p. τ ∈ I.

De plus, l’application w(τ) = v(τ)− Ψ(τ) est une solution Lipschitzienne de

−ẇ(τ)− f(τ) = −v̇(τ) ∈ NC(τ)(v(τ)− Ψ(τ)) := NC(τ)(w(τ)),

et satisfait
‖ẇ(τ)‖ ≤ L+ 2α, p.p. τ ∈ I.
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À présent, nous allons démontrer l’unicité. Soient w1 et w2 deux solutions de (Tf,u0,I) avec
w1(0) = w2(0) = u0, la monotonicité du cône normal permet d’obtenir, pour presque tout
τ ∈ I,

1
2
d

dτ
‖w1(τ)− w2(τ)‖2 = 〈ẇ1(τ)− ẇ2(τ), w1(τ)− w2(τ)〉 ≤ 0,

par intégration, il vient que ‖w1(τ)− w2(τ)‖2 ≤ ‖w1(0)− w2(0)‖2 = 0.
2) En utilisant à nouveau la propriété de monotonie du cône normal, on obtient

〈−(ẇn(τ) + fn(τ)) + (ẇm(τ) + fm(τ)), wn(τ)− wm(τ)〉 ≥ 0, p.p. τ ∈ I,

donc,

〈ẇn(τ)− ẇm(τ), wn(τ)− wm(τ)〉 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), wn(τ)− wm(τ)〉, p.p. τ ∈ I,

ou, de manière équivalente
1
2
d

dτ
‖wn(τ)− wm(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), wn(τ)− wm(τ)〉.

Par intégration de 0 à τ, on obtient
1
2‖wn(τ)− wm(τ)‖2 ≤ 1

2‖u
n
0 − um0 ‖2 +

∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖‖wn(s)− wm(s)‖ds,

en utilisant le Lemme 1.6, on trouve

‖wn(τ)− wm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds.

3) Puisque pour tout n ≥ 1, (wn) est une solution Lipschitzienne du problème (Tfn,u0,I)
et

‖ẇn(τ)‖ ≤ L+ 2α, p.p τ ∈ I,

nous obtenons la compacité relative de (wn(τ))n≥1, pour tout τ ∈ I et l’équi-continuité
de (wn(·))n≥1. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà, (wn)n≥1 est relativement compacte dans
CRd(I), donc nous pouvons extraire une sous suite de (wn)n≥1 (notée aussi (wn)n≥1) qui
converge uniformément vers une certaine application y.
Comme w est la solution de (Tf,u0,I), par la propriété de monotonie, on peut écrire pour
tout τ ∈ I

1
2
d

dτ
‖w(τ)− wn(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− f(τ), w(τ)− wn(τ)〉

= 〈fn(τ)− f(τ), w(τ)− y(τ)〉+ 〈fn(τ)− f(τ), y(τ)− wn(τ)〉,

donc,
1
2‖w(τ)− wn(τ)‖2 ≤

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), w(s)− y(s)〉ds+

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), y(s)− wn(s)〉ds

≤
∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), w(s)− y(s)〉ds+ 2Tα‖y − wn‖C.
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Par passage à la limite et puisque (fn− f) converge faiblement vers 0 dans L1
Rd(I) et que

(wn) converge uniformément vers y, on obtient w = y.

Présentons maintenant le théorème essentiel de ce chapitre qui établit la bornitude de
la solution en supposant une condition sur ρ. Ce résultat est nécessaire dans la preuve de
la section suivante.
On note par r : I → R+, la solution de

ṙ(τ) = α + βr(τ), p.p. τ ∈ I;

r(0) = r0 ≥ 0,
(2.26)

où
r(τ) = r0e

βτ + α

β
(eβτ − 1), pour tout τ ∈ I.

Théorème 2.2. Supposons que les hypothèses (HC), (H1), (H2) et (H3) du Théorème 2.1
soient vérifiées, r satisfaisant (2.26) avec ‖u0‖ ≤ r0 < b et 0 ≤ ρ ≤ ṙ(τ). Alors, (TF,u0,I)
admet une solution absolument continue ũ : I → Rd telle que pour tout τ ∈ I,

‖ũ(τ)‖ ≤ r(τ) ≤ b.

Preuve. Par (2.26), on trouve que ṙ(τ) > 0 pour tout τ ∈ I, alors l’application r : I →
R+ est strictement croissante. Comme ‖u0‖ ≤ r0 < b, soit r(τ) ≤ b, pour tout τ ∈ I ou
bien il existe un unique d ∈]0, T ] tel que r(τ) > b, pour τ ∈]d, T ] et r(d) = b.

Posons K = [0, d]. Par (H2) et (2.26), on obtient pour y ∈ r(τ)B,

F (τ, y) ∩ ṙ(τ)B 6= ∅, p.p. τ ∈ K.

Soient (τ, y1), (τ, y2) ∈ K × r(τ)B et ρ(τ) = ṙ(τ), p.p. τ ∈ K, il existe p(τ) ∈ Fρ(τ)(τ, y1)
telle que

d(p(τ), F (τ, y2)) ≤ e(Fρ(τ)(τ, y1), F (τ, y2))

≤ hausρ(τ)(F (τ, y1), F (τ, y2)),

en utilisant (H1), on aura

d(p(τ), F (τ, y2)) < β‖y1 − y2‖,

donc, il existe q(τ) ∈ F (τ, y2), telle que

p(τ)− q(τ) ∈ β‖y1 − y2‖B,
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et
p(τ) ∈ q(τ) + β‖y1 − y2‖B ⊂ F (τ, y2) + β‖y1 − y2‖B.

Alors,
F (τ, y1) ∩ ṙ(τ)B ⊂ F (τ, y2) + β‖y1 − y2‖B, p.p. τ ∈ K. (2.27)

Supposons que l’on peut définir par induction une suite (fn, ũn) ∈ L1
Rd(K)×CRd(K), telle

que pour tout n ≥ 1 les conditions suivantes sont satisfaites:

f0(τ) = ũ0(τ) = 0, ‖ũn(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0
‖fn(s)‖ds; (2.28)

fn(τ) ∈ F (τ, ũn−1(τ)), p.p. τ ∈ K; (2.29)

ũn la solution correspondante de (Tfn,u0,K); (2.30)

‖fn+1(τ)− fn(τ)‖ ≤ β‖ũn(τ)− ũn−1(τ)‖, p.p. τ ∈ K; (2.31)

‖ũn(τ)‖ ≤ r(τ),∀τ ∈ K, ‖fn(τ)‖ ≤ ṙ(τ), p.p. τ ∈ K; (2.32)

‖ũn(τ)− ũn−1(τ)‖ ≤ r0
(βτ)n−1

(n− 1)! + α
∫ τ

0

(β(τ − s))n−1

(n− 1)! ds; (2.33)

et pour presque partout τ ∈ K et n ≥ 2,

‖fn(τ)− fn−1(τ)‖ ≤ β
{
r0

(βτ)n−2

(n− 2)! + α
∫ τ

0

(β(τ − s))n−2

(n− 2)! ds
}
. (2.34)

En effet, (H2) entraîne, pour τ ∈ K

α̃0(τ) = d(0, F (τ, ũ0(τ))) ≤ α, p.p. τ ∈ K. (2.35)

En utilisant (H3), α̃0(·) est mesurable, donc, on peut écrire

α̃0(τ) < α̃0(τ) + α

2 < α, p.p. τ ∈ K.

Par (2.35), F (·, ũ0(·))∩ α̃0(·)+α
2 B, est mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, d’après

le Théorème d’existence de sélections mesurables, il existe une sélection mesurable f1 telle
que

‖f1(τ)‖ ≤ α, p.p. τ ∈ K, (2.36)

f1(τ) ∈ F (τ, ũ0(τ)), p.p. τ ∈ K.

Par la Proposition 2.1, on pose ũ1 la solution correspondante de (Tf1,u0,K). De (2.25),
(2.26) et (2.36), il s’ensuit que

‖ũ1(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0
‖f1(τ)‖ds ≤ r0 +

∫ τ

0
ṙ(s)ds = r(τ).
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Puisque pour τ ∈ K, f1(τ) ∈ F (τ, ũ0(t)) ∩ ṙ(τ)B, p.p. τ ∈ K et ‖ũ0(τ)‖ = 0 ≤ r(τ), en
utilisant (2.27), on obtient

f1(τ) ∈ F (τ, ũ1(τ)) + β‖ũ1(τ)‖B, p.p. τ ∈ K,

et
d(f1(τ), F (τ, ũ1(τ))) ≤ β‖ũ1(τ)‖, p.p. τ ∈ K,

quand ‖ũ1(τ)‖ 6= 0.
En posant K1 = {τ ∈ K : ‖ũ1(τ)‖ = 0}, par l’hypothèse (H3) et puisque on a l’application
f1 est mesurable, α̃1(τ) = d(f1(τ), F (τ, ũ1(τ))) est mesurable et

α̃1(τ) < α̃1(τ) + β‖ũ1(τ)‖
2 < β‖ũ1(τ)‖, τ /∈ K1,

en tant que K1 ⊂ K est fermé. Alors, on trouve que la multi-application

F (·, ũ1(·)) ∩
(
f1(·) + α̃1(·) + β‖ũ1(·)‖

2 B
)
sur K\K1

est mesurable à valeurs fermées non vides. Donc, d’après le Théorème d’existence de
sélections mesurables, il existe une sélection mesurable v1 de cette application sur K\K1.
Posons

f2(τ) =


v1(τ) si τ ∈ K\K1;

f1(τ) si τ ∈ K1.

Alors,
f2(τ) ∈ F (τ, ũ1(τ)), p.p. τ ∈ K,

‖f1(τ)− f2(τ)‖ ≤ β‖ũ1(τ)‖, p.p. τ ∈ K. (2.37)

Par conséquent, pour p.p. τ ∈ K

‖f2(τ)‖ ≤ ‖f1(τ)‖+ β‖ũ1(τ)‖ ≤ α + βr(τ) = ṙ(τ).

Par la Proposition 2.1, on pose ũ2 la solution correspondante de (Tf2,u0,K). Par suite, à
partir de (2.25), on obtient ‖ũ2(τ)‖ ≤ ‖u0‖ +

∫ τ
0 ‖f2(s)‖ds, ainsi, ‖ũ2(τ)‖ ≤ r(τ), et par

(2.37),

‖f1(τ)− f2(τ)‖ ≤ β‖ũ1(τ)‖ ≤ β(‖u0‖+
∫ τ

0
‖f1(s)‖ds),

donc,
‖f1(τ)− f2(τ)‖ ≤ β

(
r0 +

∫ τ

0
αds

)
, p.p. τ ∈ K. (2.38)
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D’après (2.25) et (2.38), on aura

‖ũ2(τ)− ũ1(τ)‖ ≤ r0

∫ τ

0
βds+ α

∫ τ

0
β
∫ τ

u
dsdu = r0(βτ) + α

∫ τ

0

(
β(τ − u)

)
du.

Par induction, supposons que (f1, ũ1), · · ·, (fn, ũn) sont définies et vérifient (2.28), (2.29),
(2.30), (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34).
Même raisonnement que précédemment, pour n ≥ 1, soit Kn = {τ ∈ K : ‖ũn−1(τ) −
ũn(τ)‖ = 0}. Puisque α̃n(τ) = d(fn(τ)), F (τ, ũn(τ)) est mesurable et

α̃n(τ) < α̃n(τ) + β‖ũn−1(τ)− ũn(τ)‖
2 < β‖ũn−1(τ)− ũn(τ)‖, τ /∈ Kn,

en tant que Kn ⊂ K est fermé,

F (·, ũn(·)) ∩
(
fn(·) + α̃n(·) + β‖ũn−1(·)− ũn(·)‖

2 B
)
sur K\Kn

est mesurable à valeurs fermées non vides. Donc, il existe une sélection mesurable vn de
cette application sur K\Kn. On pose

fn+1(τ) =


vn(τ) si τ ∈ K\Kn;

fn(τ) si τ ∈ Kn.

Par conséquent, on obtient

fn+1(τ) ∈ F (τ, ũn(τ)), p.p. τ ∈ K,

‖fn+1(τ)− fn(τ)‖ ≤ β‖ũn−1(τ)− ũn(τ)‖, p.p. τ ∈ K,

‖fn+1(τ)− fn(τ)‖ ≤ β‖ũn−1(τ)− ũn(τ)‖

≤ β
{
r0

(βτ)n−1

(n− 1)! + α
∫ τ

0

(β(τ − s))n−1

(n− 1)! ds
}
, p.p. τ ∈ K.

Pour chaque n ≥ 1 et par la Proposition 2.1, en posant ũn+1 la solution correspondante
de (Tfn+1,u0,K). D’autre part,

‖fn+1(τ)‖ − ‖f1(τ)‖ ≤
i∑

j=1
‖fj+i(τ)− fj(τ)‖ ≤ β

i∑
j=1
‖ũj(τ)− ũj−1(τ)‖,

donc, par (2.33) et (2.36)

‖fn+1(τ)‖ ≤ β
i∑

j=1
‖ũj(τ)− ũj−1(τ)‖+ ‖f1(τ)‖

≤ β
(
r0

i−1∑
j=0

(βτ)j
j! + α

i−1∑
j=0

∫ τ

0

(β(τ − s))j
j! ds

)
+ α

≤ β
(
r0e

βτ + α
∫ τ

0
eβ(τ−s)ds

)
+ α

= β
(
r0e

βτ + α

β
(eβτ − 1)

)
+ α = βr(τ) + α = ṙ(τ).
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Grâce à (2.25), ‖ũn+1(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0 ‖fn+1(s)‖ds et ‖ũn+1(τ)‖ ≤ r(τ). Ainsi,

‖ũn+1(τ)− ũn(τ)‖ ≤
∫ τ

0
‖fn+1(s)− fn(s)‖ds

≤
∫ τ

0
β
{
r0

(βs)n−1

(n− 1)! + α
∫ s

0

(β(s− u))n−1

(n− 1)! du
}
ds,

par conséquent

‖ũn+1(τ)− ũn(τ)‖

≤ r0

∫ τ

0
β

(βs)n−1

(n− 1)!ds+ α
∫ τ

0
β
( ∫ s

0

(β(s− u))n−1

(n− 1)! du
)
ds

≤ r0

∫ τ

0
β

(βs)n−1

(n− 1)!ds+ α
∫ s

0

( ∫ τ

0
β

(β(s− u))n−1

(n− 1)! ds
)
du

≤ r0

∫ τ

0
β

(βs)n−1

(n− 1)!ds+ α
∫ τ

0

( ∫ τ

u
β

(β(s− u))n−1

(n− 1)! ds
)
du

= r0

n(n− 1)!

∫ τ

0
βn(βs)n−1ds+ α

n(n− 1)!

∫ τ

0

( ∫ τ

u
βn(β(s− u))n−1ds

)
du

= r0

n(n− 1)!

∫ τ

0
n(βs)n−1 d

ds
(βs)ds

+ α

n(n− 1)!

∫ τ

0

( ∫ τ

u
n(β(s− u))n−1 d

ds
(β(s− u))ds

)
du

= r0

n(n− 1)!

∫ τ

0

d

ds
(βs)nds+ α

n(n− 1)!

∫ τ

0

( ∫ τ

u

d

ds
(β(s− u))nds

)
du

= r0
(βτ)n
n! + α

∫ τ

0

(β(τ − u))n
n! du.

L’inégalité (2.33) implique que
∞∑
n=0
‖ũn+1(τ)− ũn(τ)‖ ≤ r0

∞∑
n=0

(βτ)n
n! + α

∫ τ

0

∞∑
n=0

(β(τ − s))n
n! ds

≤ r0e
βd + α

β
(eβd − 1) = r(d) = b.

Par conséquent,
∞∑
n=0
‖ũn+1(τ) − ũn(τ)‖ converge pour tout τ ∈ K, alors, (ũn(τ))n≥1 est

une suite de Cauchy. En effet, soit ε > 0, donc il existe n0 ∈ N, tel que pour tous n ∈ N

et n ≥ n0
∞∑
n=0
‖ũn+1(τ)− ũn(τ)‖ < ε.

Soient m,n ∈ N tels que m > n ≥ n0. Alors

‖ũm(τ)− ũn(τ)‖ ≤
m−1∑
j=n
‖ũj+1(τ)− ũj(τ)‖ ≤

∞∑
j=0
‖ũj+1(τ)− ũj(τ)‖ < ε.

Ainsi, la suite (ũn(τ))n≥1 converge vers une application ũ(τ). De même, l’inégalité (2.34)
implique que pour presque tout τ ∈ K, la suite (fn(τ))n≥1 converge vers une certaine
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application f(τ).
Pour tout τ ∈ K, puisque ‖ ˙̃un(τ)‖ ≤ ṙ(τ) et ṙ ∈ L1

R+(K), ( ˙̃un)n≥1 converge faiblement
dans L1

Rd(K) vers y avec ‖y(τ)‖ ≤ ṙ(τ). En fixant τ ∈ K et en prenant n’importe quel
ε ∈ Rd, la convergence faible dans L1

Rd(K) donne

lim
n→∞

∫ d

0
〈1[0,τ ](s)ε, ˙̃un(s)〉ds =

∫ d

0
〈1[0,τ ](s)ε, y(s)〉ds,

ou de manière équivalente

lim
n→∞
〈ε, u0 +

∫ τ

0
˙̃un(s)ds〉 = 〈ε, u0 +

∫ τ

0
y(s)ds〉.

Alors, lim
n→∞

∫ τ
0 ˙̃un(s)ds =

∫ τ
0 y(s)ds. Puisque ũn(·) est une application absolument continue,

on obtient ũ(τ) = u0 +
∫ τ

0 y(s)ds et y = ˙̃u. D’après le Lemme de Mazur et par l’utilisation
des arguments précédents de la preuve du Théorème 2.1, on trouve que

˙̃u(τ) ∈ −NC(τ)(ũ(τ)) + f(τ).

D’après (H1), (2.27), (2.29) et (2.32), il vient que

d(fn(τ), F (τ, ũ(τ))) ≤ β‖ũn(τ)− ũ(τ)‖, p.p. τ ∈ K,

par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on aura

d(f(τ), F (τ, ũ(τ))) = 0, p.p. τ ∈ K,

la fermeture de F (τ, ũ(τ)) donne f(τ) ∈ F (τ, ũ(τ)), p.p. τ ∈ K.

La proposition suivante énonce les conditions sous lesquelles (TcoF,u0,I) admet une
solution.
Il existe deux constantes η, µ > 0 telles que pour tout ρ > 0, on note par ř : I → R+, la
solution de 

˙̌r(τ) = ρ+ 4(µ+ ηρ)ř(τ), p.p. τ ∈ I;

ř(0) = r0 ≥ 0.

Proposition 2.2. Supposons que (HC) soit vérifié et que ‖u0‖ ≤ r0 < b. Soit F : I ×
bB ⇒ Rd une multi-application à valeurs fermées non vides, satisfaisant aux hypothèses
suivantes:

(Hco
1 ) coF (·, Y (·)) est mesurable pour chaque Y ∈ CRd(I) avec ‖Y (τ)‖ ≤ b pour tout

τ ∈ I;

(Hco
2 ) pour tout ρ > 0 et tous y1, y2 dans bB, y1 6= y2,

hausρ(coF (τ, y1), coF (τ, y2)) < (µ+ ηρ)‖y1 − y2‖;
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(Hco
3 ) pour tout ρ0 > 0 et tout (τ, y) ∈ I × bB, d(0, coF (τ, y)) ≤ ρ0.

Alors, il existe une application u ∈ R(TcoF,u0,I) telle que

‖u(τ)‖ ≤ ř(τ), ∀τ ∈ I,

et pour tout τ ∈ I, ř(τ) ≤ b.

Preuve. Posons ρ = 2ρ0, il découle de (Hco
3 ) que coF (τ, y)∩ρ0B 6= ∅ et coF (τ, y)∩ρB 6= ∅,

donc on peut définir une multi-application mesurable U : I × bB ⇒ Rd à valeurs fermées
non vides par

U(τ, y) = coF (τ, y) ∩ ρB, pour tout τ ∈ I.

La Proposition 1.8 implique que pour tous u, v ∈ bB et tout τ ∈ I

haus(U(τ, u), U(τ, v)) = haus
(
coFρ(τ, u), coFρ(τ, v)

)
≤ 2ρ
ρ− ρ0

hausρ(coF (τ, u), coF (τ, v)),

par (Hco
2 ), on peut écrire

haus(U(τ, u), U(τ, v)) < 2ρ
ρ− ρ0

(µ+ ηρ)‖u− v‖

= 4(µ+ ηρ)‖u− v‖.

Pour w(τ) ∈ U(τ, 0) et y ∈ bB, on obtient

d(0, U(τ, y)) ≤ d(0, w(τ)) + d(w(τ), U(τ, y))

≤ ‖w(τ)‖+ sup
w(τ)∈U(τ,0)

d(w(τ), U(τ, y))

≤ ρ+ haus(U(τ, y), U(τ, 0))

< ρ+ 4(µ+ ηρ)‖y‖.

Par le Théorème 2.2, il existe une application u ∈ R(TU,u0,I), puisque U(τ, u(τ)) ⊂
coF (τ, u(τ)), on conclut que u ∈ R(TcoU,u0,I).

Maintenant, on va annoncer une autre version du Théorème 2.2, qui jouera un rôle
important dans l’étude de la relaxation.
Soient ψ : I → Rd une application Lipschitz avec ψ(0) = u0 et Q : Rd ⇒ I × Rd une
multi-application définie par

Q(ψ) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(ψ(τ), b)
}
, b > 0.
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Théorème 2.3. Supposons que (HC) soit vérifié et que 0 ≤ r0 < b. Soit F : Q(ψ)⇒ Rd

une multi-application à valeurs fermées non vides, satisfaisant les hypothèses suivantes:

(H5) F (·, Y (·)) est mesurable pour chaque Y ∈ CRd(I) avec ‖Y (τ) − ψ(τ)‖ ≤ b, pour
tout τ ∈ I ;

(H6) pour 0 ≤ ρ ≤ ṙ(τ) et y1 6= y2 tels que (τ, y1), (τ, y2) sont dans Q(ψ), on a

hausρ
(
− ψ̇(τ) + F (τ, y1),−ψ̇(τ) + F (τ, y2)

)
< β‖y1 − y2‖;

(H7) pour tout (τ, y) ∈ Q(ψ), d(ψ̇(τ), F (τ, y)) ≤ α + β‖y − ψ(τ)‖.

Alors, le problème (TF,u0,I) admet une solution.

Preuve. Soit Dψ : I ⇒ Rd une multi-application définie par

Dψ(τ) = C(τ)− ψ(τ).

L’ensemble Dψ(·) est convexe fermé non vide et pour chaque µ ∈ Rd et tous τ, s ∈ I

|d(µ,Dψ(τ))− d(µ,Dψ(s))| = |d(µ,C(τ)− ψ(τ))− d(µ,C(s)− ψ(s))|

≤ ‖ψ(τ)− ψ(s)‖+ |d(µ,C(τ))− d(µ,C(s))|

≤ ‖ψ(τ)− ψ(s)‖+ haus(C(τ), C(s))

≤ ‖ψ(τ)− ψ(s)‖+ L|τ − s|

≤
∫ τ

s
‖ψ̇(ς)‖dς + L|τ − s|.

Soit λ̃ une constante positive, telle que pour tout τ ∈ I, ‖ψ̇(τ)‖ ≤ λ̃. En posant L2 = L+λ̃,
on aura

haus(Dψ(τ), Dψ(s)) ≤ L2|τ − s|.

Soit G : I×bB ⇒ Rd une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides définie
par

G(τ, z) = −ψ̇(τ) + F (τ, z + ψ(τ)).

Pour toute v(τ) ∈ G(τ, z) et tout τ ∈ I, on trouve que

d(0, G(τ, z)) = inf
v(τ)∈G(τ,z)

‖v(τ)‖ = inf
v(τ)∈−ψ̇(τ)+F (τ,z+ψ(τ))

‖v(τ)‖,

posons w(τ) = v(τ) + ψ̇(τ), on obtient

d(0, G(τ, z)) = inf
w(τ)∈F (τ,z+ψ(τ))

‖ − ψ̇(τ) + w(τ)‖

= d(ψ̇(τ), F (τ, z + ψ(τ))),



2.3. Relaxation 37

en utilisant (H7), on aura
d(0, G(τ, z)) ≤ α + β‖z‖.

Pour tout τ ∈ I et tous z1, z2 ∈ bB tels que z1 6= z2, on a

hausρ(G(τ, z1), G(τ, z2)) = hausρ
(
− ψ̇(τ) + F (τ, z1 + ψ(τ)),−ψ̇(τ) + F (τ, z2 + ψ(τ))

)
,

il s’ensuit de (H6) que

hausρ(G(τ, z1), G(τ, z2)) < β‖z1 − z2‖.

Par le Théorème 2.2, le problème
ẏ(τ) ∈ −NDψ(τ)(y(τ)) +G(t, y(τ)), p.p. τ ∈ I;

y(τ) ∈ Dψ(τ), ∀τ ∈ I;

y(0) = 0 ∈ Dψ(0),

admet une solution y : I → Rd telle que ‖y(τ)‖ ≤ r(τ) et y(τ) = u(τ)− ψ(τ) pour tout
τ ∈ I. Alors, u ∈ R(TF,u0,I) et

‖u(τ)− ψ(τ)‖ ≤ r(τ), pour tout τ ∈ I.

2.3 Relaxation

Le résultat suivant établit la relation entre les ensembles de solutions R(TcoF,u0,I) et
R(TF,u0,I). Pour cette raison, par la Proposition 2.1, supposons γ > 0 et u∗ la solution du
problème 

u̇∗(τ) ∈ −NC(τ)(u∗(τ)) + f∗(τ), p.p. τ ∈ I;

u∗(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I et u∗(0) = u0,

où f∗(τ) ∈ co(F (τ, u∗(τ)) ∩ γB) et u∗ ∈ R(TcoF,u0,I). On définit une multi-application
Q(u∗) : Rd ⇒ I ×Rd comme suit

Q(u∗) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(u∗(τ), b)
}
, b > 0.

Théorème 2.4. Supposons que (HC) soit vérifié et F : Q(u∗)⇒ Rd satisfait (H5) et les
hypothèses suivantes:
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(H8) il existe α > 0, telle que pour tout (τ, y) ∈ Q(u∗), F (τ, y) ∩ αB 6= ∅;

(H9) il existe η, k∗ > 0, telles que pour tous (τ, y1), (τ, y2) dans Q(u∗) avec ρ ≥ 0,

hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < (k∗ + ηρ)‖y1 − y2‖;

(H10) il existe σ∗ > 0, telle que pour tout (τ, y) ∈ Q(u∗) avec y 6= u∗, on a

d(ẏ(τ), F (τ, y)) ≤ σ∗‖u∗(τ)− y‖.

Alors, R(TF,u0,I) est dense dans R(TcoF,u0,I) par rapport à la topologie de convergence
uniforme.

Preuve. Soit H : I ⇒ Rd une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

H(τ) = F (τ, u∗(τ)) ∩ γB.

En utilisant le Théorème 1.4, on obtient S1(coH) = coS1(H). Alors, f∗(τ) ∈ coS1(H) et

∀ε > 0, ∃ hε ∈ coS1(H) : ‖f∗ − hε‖1 ≤ ε.

Par la Proposition 2.1, le problème (Thε,u0,I) admet une solution uhε : I → Rd, telle que

uhε converge uniformément vers u∗ quant ε→ 0.

Puisque hε ∈ coS1(H), il existe une collection finie d’éléments

fi ∈ S1(H), i = 1, · · ·, n̄,

et des constantes positives αi, telles que
n̄∑
i=1

αi = 1, et hε =
n̄∑
i=1

αifi.

Soit F̄ : I ⇒ Rd une multi-application intégrablement bornée, définie par

F̄ (τ) = {fi(τ) : i = 1, ..., n̄}, ∀τ ∈ I.

Alors hε ∈ coF̄ (τ), par le Théorème 1.5, il existe une suite (vn)n∈N∗ ⊂ L1
Rd(I) telle que

vn(τ) ∈ F̄ (τ) ⊂ H(τ) et

lim
n→∞

max
0≤s≤τ≤T

‖
∫ τ

s

(
vn(ς)− hε(ς)

)
dς‖ = 0.

Par le Lemme 1.2, nous déduisons que (vn)n converge faiblement vers hε dans L1
Rd(I).

Selon la Proposition 2.1, le problème (Tvn,u0,I) admet une solution gn : I → Rd avec

gn converge uniformément vers uhε lorsque n→∞.
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Puisque,
‖gn − u∗‖C ≤ ‖gn − uhε‖C + ‖uhε − u∗‖C,

on conclut que
gn converge uniformément vers u∗ quant n→∞.

Alors,
∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : ‖gn − u∗‖C ≤ b/2. (2.39)

Posons
l = sup(α, k∗, γ, σ∗). (2.40)

D’après (H8) et (2.40), on a pour tout n ≥ n0 et tout (τ, y(τ)) ∈ Q(u∗),

F (τ, y(τ)) ∩ lB 6= ∅. (2.41)

Par (H10), (2.39) et (2.40), on a

d(ġn(τ), F (τ, gn(τ))) ≤ l‖u∗(τ)− gn(τ)‖. (2.42)

D’autre part, pour tout n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B

−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)) ∩ lB ⊂ (−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩ (−ġn(τ) + lB)

⊂ (−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩ (L+ 3l)B. (2.43)

Prenant (2.41) en compte, pour tout n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B, il existe une
application p̃n(τ) ∈ F (τ, z + gn(τ)) ∩ lB. On pose yn(τ) = p̃n(τ)− ġn(τ), donc

yn(τ) ∈ −ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)) ∩ lB,

d’après (2.43), on conclut que pour tous (τ, z) ∈ I × (b/2)B, n ≥ n0

(−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩ (L+ 3l)B 6= ∅.

Posons ρ = 2L + 5l et µn(τ) = yn(τ) + ġn(τ), alors, µn(τ) ∈ Fρ(τ, z + gn(τ)), et (H9)
donne pour tous z, ź ∈ (b/2)B,

d(µn(τ), F (τ, ź + gn(τ))) ≤ e(Fρ(τ, z + gn(τ)), F (τ, ź + gn(τ)))

≤ hausρ(F (τ, z + gn(τ)), F (τ, ź + gn(τ)))

< (k∗ + ηρ)‖z − ź‖

≤ (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖,



2.3. Relaxation 40

donc, il existe ń(τ) ∈ F (τ, ź + gn(τ)), telle que

µn(τ)− ń(τ) ∈ (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖B,

alors,

yn(τ) ∈ −ġn(τ) + ń(τ) + (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖B

⊂ −ġn(τ) + F (τ, ź + gn(τ)) + (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖B. (2.44)

Soit Gn : I × (b/2)B ⇒ Rd une multi-application mesurable définie par

Gn(τ, z) = −ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)), n ≥ n0. (2.45)

De (2.44) et (2.45), on peut écrire pour tous z, ź ∈ (b/2)B et tout n ≥ n0

Gn(τ, z) ∩ (L+ 3l)B ⊂ Gn(τ, ź) + (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖B. (2.46)

Si ρ = L+ 3l, cette dernière inclusion implique que

e(Gn,ρ(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤ (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖, (2.47)

en échangeant les rôles entre z et ź, on obtient

e(Gn,ρ(τ, ź), Gn(τ, z)) ≤ (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖. (2.48)

D’après (2.47) et (2.48), on peut écrire

hausρ(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤ (l + η(2L+ 5l))‖z − ź‖. (2.49)

En revenant à (2.46), par l’interchangement des rôles entre z et ź et pour ź = 0, on aura
pour tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B et tout n ≥ n0

Gn(τ, 0) ∩ (L+ 3l)B ⊂ Gn(τ, z) + (l + η(2L+ 5l))‖z‖B.

Ainsi, pour n ≥ n0 avec ‖z‖ ≤ b/2 et yn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩ (L + 3l)B, il existe wn(τ) ∈
Gn(τ, z), telle que

‖yn(τ)− wn(τ)‖ ≤ (l + η(2L+ 5l))‖z‖,

cela implique que
d(yn(τ), Gn(τ, z)) ≤ (l + η(2L+ 5l))‖z‖. (2.50)

Par conséquent,
d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖yn(τ)‖+ d(yn(τ), Gn(τ, z)).
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Par (2.50), on peut écrire

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖yn(τ)‖+ (l + η(2L+ 5l))‖z‖. (2.51)

(2.42) et (2.45), donnent

d(0, Gn(τ, 0)) ≤ l‖u∗(τ)− gn(τ)‖. (2.52)

Puisque yn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩ (L+ 3l)B, l’inégalité (2.51) implique que

d(0, Gn(τ, z)) ≤ inf
yn(τ)∈Gn(τ,0)

‖yn(τ)‖+ (l + η(2L+ 5l))‖z‖

= d(0, Gn(τ, 0)) + (l + η(2L+ 5l))‖z‖,

pour tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B et tout n ≥ n0, il en résulte, grâce à (2.52), que

d(0, Gn(τ, z)) ≤ l‖u∗ − gn‖C + (l + η(2L+ 5l))‖z‖. (2.53)

Posons
an = l‖u∗ − gn‖C et κ = l + η(2L+ 5l).

Avec ces notations, (2.49) et (2.53) deviennent pour tout n ≥ n0

d(0, Gn(τ, z)) ≤ an + κ‖z‖,

hausρ(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤ κ‖z − ź‖.

Considérons l’équation différentielle suivante
ṙn(τ) = an + κrn(τ), p.p. τ ∈ I;

rn(0) = 0,

avec la solution rn(τ) = an
κ

(eκτ − 1). Notons que pour tout τ ∈ I, rn(τ) converge vers 0,
quand n tend vers ∞, par conséquent, pour tout n ≥ n0 et tout τ ∈ I, 0 ≤ rn(τ) ≤ b/2.
Par le Théorème 2.3,

u̇n(τ) ∈ −NC(τ)(un(τ)) + F (τ, un(τ)), p.p. τ ∈ I;

un(τ) ∈ C(τ), ∀τ ∈ I;

un(0) = u0 ∈ C(0),

admet une solution un : I → Rd satisfaisant

‖un(τ)− gn(τ)‖ ≤ rn(τ), ∀τ ∈ I.

Alors,
‖un(τ)− u∗(τ)‖ ≤ rn(τ) + ‖gn(τ)− u∗(τ)‖,

par passage à la limite, on trouve que (un)n≥1 converge uniformément vers u∗, avec
‖un(τ)− u∗(τ)‖ ≤ b.



CHAPITRE 3

PROBLÈMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR

UN PROCESSUS DE LA RAFLE DÉPENDANT DE L’ÉTAT

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude du processus de la rafle du premier ordre dépendant
de l’état avec une perturbation multivoque. Cette inclusion d’évolution peut être exprimée
sous la forme

(SF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(u(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(u0),

où C : Rd ⇒ Rd est une multi-application à valeurs fermées non vides convexes, et
F : I × bB ⇒ Rd avec b > 0, est une multi-application à valeurs fermées non vides non
convexes vérifiant les hypothèses suivantes:

(H1) il existe ξ, λ ∈ L2
R+(I), telles que, pour tout (τ, y) ∈ I × bB,

d(0, F (τ, y)) ≤ ξ(τ) + λ(τ)‖y‖ et d(0, F (τ, 0)) = 0 pour ξ(τ) = 0;

(H2) pour tous (τ, y1), (τ, y2) dans I × bB,

hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < λ(τ)‖y1 − y2‖.

42
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Ce chapitre est spécifiquement orienté à examiner l’existence de solutions du problème
(SF,u0,I) en utilisant la méthode donnée dans [10] et les techniques développées dans [61],
ainsi que l’existence de solutions pour le problème convexifié

(ScoF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) + coF (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(u(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(u0),

et on achève le chapitre par donner le théorème de relaxation.

3.2 Résultat d’existence

Commençons par présenter l’hypothèse suivante sur l’ensemble mobile:
(HC) Soit C : Rd ⇒ Rd une multi-application satisfaisant:

(A1) pour chaque u ∈ Rd, les ensembles C(u) sont fermées non vides et convexes ;

(A2) il existe une constante L ∈ [0, 1[ telle que, pour tous v, w, x ∈ Rd, on a

|d(x,C(v))− d(x,C(w))| ≤ L‖v − w‖.

Pour la preuve des résultats suivants, nous avons besoin de la proposition suivante où la
perturbation de

(Sf,u0,I)


−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) + f(τ), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ C(u(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ C(u0),

est une application univoque, telle que

∃ξ ∈ L2
R+(I) : ‖f(τ)‖ ≤ ξ(τ), pour tout τ ∈ I. (3.1)

Proposition 3.1. Supposons que (HC) soit vérifié.

(1) Soit f : I → Rd vérifie (3.1). Alors, (Sf,u0,I) admet une solution unique absolument
continue ũ : I → Rd, avec

‖ ˙̃u(τ)‖ ≤ 2
1− L‖f(τ)‖, p.p. τ ∈ I,

et pour tout τ ∈ I
‖ũ(τ)‖ ≤ ‖u0‖+ 2‖ξ‖1

1− L.
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(2) Soit (fn)n : I → Rd une suite de fonction vérifie (3.1), converge faiblement vers
f ∈ L2

Rd(I) et ũn(0) = u0 pour tout n ∈ N. Alors, pour tout n ∈ N, ũn ∈ R(Sfn,u0,I)
converge uniformément vers ũ ∈ R(Sf,u0,I).

(3) Si ũn ∈ R(Sfn,un0 ,I) (resp. ũm ∈ R(Sfm,um0 ,I), on a, pour tout τ ∈ I

‖ũn(τ)− ũm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds. (3.2)

Preuve. 1) Par la Proposition 3.2 dans [10] on trouve l’existence de la solution, alors, il
suffit de montrer l’unicité. Soient ũ1 et ũ2 deux solutions de (Sf,u0,I) avec ũ1(0) = ũ2(0) =
u0, la monotonicité du cône normal donne, pour presque τ ∈ I,

1
2
d

dτ
‖ũ1(τ)− ũ2(τ)‖2 = 〈 ˙̃u1(τ)− ˙̃u2(τ), ũ1(τ)− ũ2(τ)〉 ≤ 0,

par intégration, on obtient ‖ũ1(τ)− ũ2(τ)‖2 ≤ ‖ũ1(0)− ũ2(0)‖2 = 0.

2) On a pour tout n ≥ 1, ũn ∈ R(Sfn,u0,I) et

‖ ˙̃un(τ)‖ ≤ 2ξ(τ)
1− L, p.p. τ ∈ I,

puisque ξ ∈ L2
R+(I) ⊂ L1

R+(I), on obtient la compacité relative de (ũn(τ))n≥1, pour tout
τ ∈ I et l’équi-continuité de (ũn(·))n≥1. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà, (ũn)n≥1 est
relativement compacte dans CRd(I), d’où, on peut extraire une sous suite de (ũn)n≥1 (
notée aussi (ũn)n≥1) qui converge uniformément vers une certaine fonction z.
Comme ũ est la solution du (Sf,u0,I), par la propriété de monotonie, on peut écrire pour
tout τ ∈ I

1
2
d

dτ
‖ũ(τ)− ũn(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− f(τ), ũ(τ)− ũn(τ)〉

= 〈fn(τ)− f(τ), ũ(τ)− z(τ)〉+ 〈fn(τ)− f(τ), z(τ)− ũn(τ)〉,

donc,

1
2‖ũ(τ)− ũn(τ)‖2 ≤

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), ũ(s)− z(s)〉ds+

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), z(s)− ũn(s)〉ds

≤
∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), ũ(s)− z(s)〉ds+ 2‖ξ‖1‖z − ũn‖C.

Par passage à la limite et puisque (fn− f) converge faiblement vers 0 dans L2
Rd(I) et que

(ũn) converge uniformément vers z, on obtient ũ = z.

3) Par la monotonicité du cône normal, on obtient

〈−( ˙̃un(τ) + fn(τ)) + ( ˙̃um(τ) + fm(τ)), ũn(τ)− ũm(τ)〉 ≥ 0, p.p. τ ∈ I,
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ainsi,

〈 ˙̃un(τ)− ˙̃um(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉, p.p. τ ∈ I,

ou d’une manière équivalente

1
2
d

dτ
‖ũn(τ)− ũm(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉.

Par intégration, il vient que

1
2‖ũn(τ)− ũm(τ)‖2 ≤ 1

2‖u
n
0 − um0 ‖2 +

∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖‖ũn(s)− ũm(s)‖ds,

en utilisant le Lemme 1.6, on trouve

‖ũn(τ)− ũm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds.

Dans le résultat d’existence suivant, nous supposons que la perturbation de (SF,u0,I)
multivoque à valeurs non convexes et non bornées.

Théorème 3.1. Supposons que (HC) soit vérifié et F : I × bB ⇒ Rd pour b > 0, une
multi-application à valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothèses (H1), (H2) et

(H3) F (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)‖ ≤ b, pour tout τ ∈ I.

Supposons que l’hypothèse suivante soit également vérifiée:

(H4) soient les suites (zn) ⊂ L2
Rd(I) et (z̃n) ⊂ CRd(I), telles que pour tout τ ∈ I,

(z̃n(τ))n converge, zn(τ) ∈ F (τ, z̃n(∆n(τ))) ∩ (ξ(τ) + λ(τ)κ)B et (zn) converge
faiblement vers z ∈ L2

Rd(I), on a

lim sup
n→∞

‖zn‖L2
Rd

(I) ≤ ‖z‖L2
Rd

(I),

avec κ = 2(‖u0‖+ 2
1−L‖ξ‖1).

Alors, pour chaque u0 ∈ C(u0), le problème (SF,u0,I) admet une solution absolument
continue u : I → Rd satisfaisant

‖u̇(τ)‖ ≤ β̃(τ), p.p. τ ∈ I,

avec
β̃(τ) = 2

1− L
(
ξ(τ) + λ(τ)κ

)
.
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Preuve. Pour chaque n ∈ N∗, on considère la partition de I par les points

τni = iεn , εn = T

n
, 0 ≤ i ≤ n.

On note par mF (τ, y) l’élément de norme minimale de l’ensemble fermé F (τ, y) donc par
(H1) et pour tout (τ, y) ∈ I × bB, on obtient

‖mF (τ, y)‖ ≤ ξ(τ) + λ(τ)‖y‖. (3.3)

On suppose que ∫ T

0
λ(s)ds ≤ 1− L

4 . (3.4)

Étape 1. Construction des solutions approximatives.
Pour u0 ∈ C(u0), traitons le problème suivant sur l’intervalle [0, τn1 ]:

−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) +mF (τ, u0), p.p. τ ∈ [0, τn1 ];

u(0) = u0 ∈ C(u0),

où mF (·, u0) ∈ L2
Rd([0, τn1 ]) dépend uniquement de τ . Par la Proposition 3.1, le problème

précédent admet une solution absolument continue un0 : [0, τn1 ]→ Rd, telle que

‖u̇n0 (τ)‖ ≤ 2
1− L‖mF (τ, u0)‖, p.p. τ ∈ [0, τn1 ].

Puisque un0 (τn1 ) ∈ C(un0 (τn1 )) est bien définie, prenons en compte dans l’intervalle [τn1 , τn2 ]
le problème suivant

−u̇(τ) ∈ NC(u(τ))(u(τ)) +mF (τ, un0 (τn1 )), p.p. τ ∈ [τn1 , τn2 ];

u(τn1 ) = un0 (τn1 ) ∈ C(un0 (τn1 )),

qui admet une solution notée un1 : [τn1 , τn2 ]→ Rd avec un1 (τn1 ) = un0 (τn1 ) et satisfaisant

‖u̇n1 (τ)‖ ≤ 2
1− L‖mF (τ, un0 (τn1 ))‖, p.p. τ ∈ [τn1 , τn2 ].

Pour chaque n, il existe une suite finie d’applications absolument continues uni : [τni , τni+1]→
Rd, (0 ≤ i ≤ n− 1) telle que, pour chaque 0 ≤ i ≤ n− 1,

−u̇ni (τ) ∈ NC(uni (τ))(uni (τ)) +mF (τ, uni−1(τni )), p.p. τ ∈ [τni , τni+1];

uni (τni ) = uni−1(τni ) ∈ C(uni−1(τni )),

où un−1(0) = u0 et

‖u̇ni (τ)‖ ≤ 2
1− L‖mF (τ, uni−1(τni ))‖, p.p. τ ∈ [τni , τni+1].
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On définit la fonction un : I → Rd par

un(τ) = uni (τ); ∀τ ∈ [τni , τni+1], 0 ≤ i ≤ n− 1

et %n : I → I par

%n(τ) = τni , ∀τ ∈ [τni , τni+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1, %n(0) = 0.

Ainsi, un(·) est une solution absolument continue de
−u̇n(τ) ∈ NC(un(τ))(un(τ)) +mF (τ, un(%n(τ))), p.p. τ ∈ I;

un(0) = u0,
(3.5)

avec
‖u̇n(τ)‖ ≤ 2

1− L‖mF (τ, un(%n(τ)))‖, p.p. τ ∈ I. (3.6)

Par intégration sur [τni , τni+1], on obtient

‖un(τni+1)‖ ≤ ‖un(τni )‖+ 2
1− L

∫ τni+1

τni

‖mF (s, un(τni ))‖ds.

Par itération, on a pour chaque 0 ≤ i ≤ n− 1

‖un(τni+1)‖ ≤ ‖u0‖+ 2
1− L

i∑
k=0

∫ τnk+1

τn
k

‖mF (s, un(τnk ))‖ds

≤ ‖u0‖+ 2
1− L

i∑
k=0

{ ∫ τnk+1

τn
k

ξ(s)ds+ ‖un(τnk )‖
∫ τnk+1

τn
k

λ(s)ds
}

≤ ‖u0‖+ 2
1− L

{ ∫ τni+1

0
ξ(s)ds+ max

0≤k≤n
‖un(τnk )‖

∫ τni+1

0
λ(s)ds

}
,

par suite,

max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖ ≤ ‖u0‖+ 2
1− L

{ ∫ T

0
ξ(s)ds+ max

0≤k≤n
‖un(τnk )‖

∫ T

0
λ(s)ds

}
.

En utilisant (3.4), on aura

max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖ ≤ 2(‖u0‖+ 2
1− L‖ξ‖1),

d’où,
‖un(%n(τ))‖ ≤ 2(‖u0‖+ 2

1− L‖ξ‖1) := κ. (3.7)

Par (3.3), (3.6) et (3.7), on obtient

‖mF (τ, un(%n(τ)))‖ ≤ ξ(τ) + λ(τ)κ := κ1(τ),

et
‖u̇n(τ)‖ ≤ 2

1− L
(
ξ(τ) + λ(τ)κ

)
:= β̃(τ), p.p. τ ∈ I. (3.8)
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Étape 2. La convergence des suites.
On observe que, |%n(τ)− τ | = |τni − τ | ≤ εn, alors %n(τ)→ τ quand n→∞. En utilisant
(3.8), on trouve que pour tout τ ∈ I,

‖un(%n(τ))− un(τ)‖ ≤
∫ τ

%n(τ)
‖u̇n(s)‖ds ≤

∫ τ

%n(τ)
β̃(s)ds,

et ‖un(τ)‖ ≤ ‖β̃‖1 + κ, alors,

lim
n→∞

‖un(%n(τ))− un(τ)‖ = 0, (3.9)

et (un(τ))n≥1 est relativement compacte, puisque β̃ ∈ L2
R+(I) ⊂ L1

R+(I). D’autre part,
selon (3.8), (un(·))n≥1 est équi-continue, par le Théorème d’Ascoli-Arzelà nous concluons
que (un)n≥1 est relativement compacte dans CRd(I), donc, on peut extraire une sous suite
(à nouveau dénoter par) (un)n≥1 qui converge uniformément vers une certaine application
u. Par (3.8), (u̇n)n≥1 converge faiblement dans L2

Rd(I) vers z avec ‖z(τ)‖ ≤ β̃(τ), p.p. τ ∈
I. En fixant τ ∈ I et en prenant n’importe quel ε ∈ Rd, la convergence faible dans L2

Rd(I)
donne

lim
n→∞

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, u̇n(s)〉ds =

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, z(s)〉ds,

ou équivalent
lim
n→∞
〈ε, u0 +

∫ τ

0
u̇n(s)ds〉 = 〈ε, u0 +

∫ τ

0
z(s)ds〉.

Alors, lim
n→∞

∫ τ
0 u̇n(s)ds =

∫ τ
0 z(s)ds, puisque un(·) est une application absolument continue,

on obtient u(τ) = u0 +
∫ τ
0 z(s)ds et z = u̇.

Pour tout τ ∈ I, nous avons

‖un(%n(τ))− u(τ)‖ ≤ ‖un(%n(τ))− un(τ)‖+ ‖un(τ)− u(τ)‖,

en utilisant (3.9), on obtient

lim
n→∞

‖un(%n(τ))− u(τ)‖ = 0. (3.10)

Posons (mF (·, un(%n(·))))n = (fn(·))n, pour tout n ≥ 1. Puisque ‖fn(τ)‖ ≤ κ1(τ), (fn)n≥1

converge faiblement dans L2
Rd(I) vers f avec ‖f(τ)‖ ≤ κ1(τ), p.p. τ ∈ I. Comme L2

Rd(I)
est uniformément convexe, l’hypothèse (H4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence
forte de (fn)n≥1.
De plus, puisque fn(τ) ∈ F (τ, un(%n(τ))) ∩ ρ(τ)B avec ρ(τ) = κ1(τ) pour tout τ ∈ I et
n ≥ 1, alors par (H2), on déduit que

d(f(τ), F (τ, u(τ))) ≤ ‖f(τ)− fn(τ)‖+ d(fn(τ), F (τ, u(τ)))

≤ ‖f(τ)− fn(τ)‖+ hausρ(τ)(F (τ, un(%n(τ))), F (τ, u(τ)))

< ‖f(τ)− fn(τ)‖+ λ(τ)‖un(%n(τ))− u(τ)‖.
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Grâce à (3.10), la convergence de la suite (fn(·))n≥1 vers f(·) et en passant à la limite
dans la dernière inégalité, on obtient

d(f(τ), F (τ, u(τ))) = 0, p.p. τ ∈ I.

La fermeture de F (τ, u(τ)) donne f(τ) ∈ F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I.
Étape 3. Nous prouvons que u ∈ R(SF,u0,I).
Pour chaque τ ∈ I, et pour n ≥ 1, par (A2)

d(un(τ), C(u(τ)))

≤ ‖un(τ)− un(%n(τ)‖+ d(un(%n(τ)), C(u(τ)))− d(un(%n(τ)), C(un(%n(τ))))

≤ ‖un(τ)− un(%n(τ)‖+ L‖un(%n(τ))− u(τ)‖.

En utilisant (3.9), (3.10), en appliquant la limite à l’inégalité précédente et d’après la
fermeture de C(u(τ)), on obtient u(τ) ∈ C(u(τ)), pour tout τ ∈ I.
D’autre part, nous avons

‖ − u̇n(τ) + fn(τ)‖ ≤ ‖u̇n(τ)‖+ ‖fn(τ)‖ ≤ β̃(τ) + κ1(τ) := M̃(τ). (3.11)

Par (3.5) et (3.11), nous obtenons pour presque tout τ ∈ I

−u̇n(τ) + fn(τ) ∈ NC(un(τ))(un(τ)) ∩ M̃(τ)B = M̃(τ)∂d(un(τ), C(un(τ)).

Comme (−u̇n + fn) converge faiblement dans L2
Rd(I) vers −u̇ + f , une application de

Lemme de Mazur à (−u̇n + fn) fournit une suite (Λn)n≥1 avec

Λn ∈ co{−u̇m + fm : m ≥ n},

de telle sorte que (Λn)n≥1 converge fortement dans L2
Rd(I) vers −u̇ + f . Donc, on peut

extraire de (Λn(·))n≥1 une sous suite qui converge p.p. vers −u̇(·) + f(·). Alors, il existe
un ensemble négligeable de Lebesgue N ⊂ I tel que pour tout τ ∈ I\N

−u̇(τ) + f(τ) ∈
⋂
n≥0
{Λk(τ) : k ≥ n} ⊂

⋂
n≥0

co{−u̇k(τ) + fk(τ) : k ≥ n}.

Fixons τ ∈ I\N et ν ∈ Rd, d’après l’inclusion précédente et le Théorème 1.6, on obtient

〈−u̇(τ) + f(τ), ν〉 ≤ M̃(τ) lim sup
n→∞

δ∗(∂d(un(τ), C(un(τ))), ν)

≤ M̃(τ)δ∗(∂d(u(τ), C(u(τ))), ν),

où la semicontinuité supérieure de la multi-application ∂d(·, C(·)) entraîne la deuxième
inégalité. Comme ∂d(u(τ), C(u(τ))) est convexe fermé, on aura

−u̇(τ) + f(τ) ∈ M̃(τ)∂d(u(τ), C(u(τ))) ⊂ NC(u(τ))(u(τ)).
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Enfin, lorsque
∫ T

0
λ(s)ds > 1− L

4 , nous subdivisons I en intervalles satisfaisant (3.4), et
en conséquence de ce qui précède, nous construisons une solution absolument continue
dans chaque sous intervalle, alors le problème (SF,u0,I) possède une solution sur I.

Dans le théorème suivant, nous traitons la bornitude de la solution en ajoutant une
condition sur ρ, ce résultat jouera un rôle majeur dans la preuve du théorème de relaxation.
On note par ω : I → R+, la solution de

ω̇(τ) = ξ(τ) + λ(τ)ω(τ), p.p. τ ∈ I;

ω(0) = ω0 ≥ 0,
(3.12)

où
ω(τ) = ω0e

m̃(τ) +
∫ τ

0
em̃(τ)−m̃(s)ξ(s)ds, m̃(τ) =

∫ τ

0
λ(s)ds, ∀τ ∈ I.

Théorème 3.2. Supposons que les hypothèses (HC), (H1), (H2) et (H3) du Théorème
3.1 soient vérifiées, ω satisfait (3.12) avec ‖u0‖ ≤ ω0 < b et 0 ≤ ρ ≤ ω̇(τ). Alors,
(SF,u0,I) admet une solution absolument continue v : I → Rd telle que pour tout τ ∈ I,
‖v(τ)‖ ≤ ω(τ) ≤ b.

Preuve. En utilisant (3.12), on trouve que ω̇(τ) > 0 pour tout τ ∈ I, alors l’application
ω : I → R+ est strictement croissante. Comme ‖u0‖ ≤ ω0 < b, soit ω(τ) ≤ b, pour tout
τ ∈ I, ou bien il existe un unique d ∈]0, T ] tel que ω(τ) > b, pour τ ∈]d, T ] et ω(d) = b.

Posons K = [0, d]. Pour y ∈ ω(τ)B, nous avons par (H1) et (3.12)

F (τ, y) ∩ ω̇(τ)B 6= ∅, p.p. τ ∈ K.

Soient (τ, y1), (τ, y2) dans K × ω(τ)B et ρ(τ) = ω̇(τ), p.p. τ ∈ K, il existe p(τ) ∈
Fρ(τ)(τ, y1), telle que

d(p(τ), F (τ, y2)) ≤ e(Fρ(τ)(τ, y1), F (τ, y2))

≤ hausρ(τ)(F (τ, y1), F (τ, y2)),

en utilisant (H2), on obtient

d(p(τ), F (τ, y2)) < λ(τ)‖y1 − y2‖,

alors,
p(τ) ∈ F (τ, y2) + λ(τ)‖y1 − y2‖B, p.p. τ ∈ K. (3.13)



3.2. Résultat d’existence 51

Supposons que l’on peut définir par induction une suite (hn, vn) ∈ L2
Rd(K)×CRd(K) telle

que pour tout n ≥ 1, les conditions suivantes sont satisfaites

h0(τ) = v0(τ) = 0, ‖vn(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0
‖hn(s)‖ds, ∀τ ∈ K; (3.14)

hn(τ) ∈ F (τ, vn−1(τ)), p.p. τ ∈ K; (3.15)

vn la solution correspondante de (Shn,u0,K); (3.16)

(vn(τ))n≥0 et (hn(τ))n≥1 sont des suites de Cauchy pour tout τ ∈ K;

En effet, posons K0 = {τ ∈ K : ξ(τ) = 0}, donc (H1) implique

ξ̃0(τ) = d(0, F (τ, v0(τ))) ≤ ξ(τ), p.p. τ ∈ K\K0. (3.17)

En utilisant (H3), l’application ξ̃0 est mesurable et

ξ̃0(τ) < ξ̃0(τ) + ξ(τ)
2 < ξ(τ), p.p. τ ∈ K\K0.

Par (3.17), F (·, v0(·)) ∩ ξ̃0(·)+ξ(·)
2 B, est mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, il

existe une sélection mesurable w0 de cette application. On pose

h1(τ) =


w0(τ) si τ ∈ K\K0;

h0(τ) si τ ∈ K0,

et
‖h1(τ)‖ ≤ ξ(τ), p.p. τ ∈ K, (3.18)

h1(τ) ∈ F (τ, v0(τ)), p.p. τ ∈ K.

D’après la Proposition 3.1, prenons v1 comme solution correspondante de (Sh1,u0,K). De
(3.2), (3.12) et (3.18), on obtient

‖v1(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0
‖h1(s)‖ds ≤ ω0 +

∫ τ

0
ω̇(s)ds = ω(τ).

Puisque pour τ ∈ K, h1(τ) ∈ F (τ, v0(τ)) ∩ ω̇(τ)B, p.p. τ ∈ K et ‖v0(τ)‖ = 0 ≤ ω(τ),
d’après (3.13) on aura

h1(τ) ∈ F (τ, v1(τ)) + λ(τ)‖v1(τ)‖B, p.p. τ ∈ K,

et
d(h1(τ), F (τ, v1(τ))) ≤ λ(τ)‖v1(τ)‖, p.p. τ ∈ K,
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quand ‖v1(τ)‖ 6= 0. Soit K1 = {τ ∈ K : ‖v1(τ) − v0(τ)‖ = 0}. Puisque ξ̃1(τ) =
d(h1(τ), F (τ, v1(τ))) est mesurable et

ξ̃1(τ) < ξ̃1(τ) + λ(τ)‖v1(τ)‖
2 < λ(τ)‖v1(τ)‖, τ /∈ K1,

en tant que l’ensemble K1 ⊂ K est fermé, on voit que la multi-application

F (·, v1(·)) ∩
(
h1(·) + ξ̃1(·) + λ(·)‖v1(·)‖

2 B
)
sur K\K1

est mesurable à valeurs fermées non vides. Alors, il existe une sélection mesurable w1 de
cette application sur K\K1. On pose

h2(τ) =


w1(τ) si τ ∈ K\K1;

h1(τ) si τ ∈ K1,

et
h2(τ) ∈ F (τ, v1(τ)), p.p. τ ∈ K,

‖h1(τ)− h2(τ)‖ ≤ λ(τ)‖v1(τ)‖, p.p. τ ∈ K. (3.19)

Par conséquent, pour p.p. τ ∈ K

‖h2(τ)‖ ≤ ‖h1(τ)‖+ λ(τ)‖v1(τ)‖ ≤ ξ(τ) + λ(τ)ω(τ) = ω̇(τ).

Par la Proposition 3.1, on pose v2 la solution correspondante de (Sh2,u0,K). Ensuite, à
partir de (3.2), on obtient ‖v2(τ)‖ ≤ ‖u0‖ +

∫ τ
0 ‖h2(s)‖ds, ainsi, ‖v2(τ)‖ ≤ ω(τ), et par

(3.19),

‖h1(τ)− h2(τ)‖ ≤ λ(τ)‖v1(τ)‖ ≤ λ(τ)
(
‖u0‖+

∫ τ

0
‖h1(s)‖ds

)
,

donc,
‖h1(τ)− h2(τ)‖ ≤ λ(τ)

(
ω0 +

∫ τ

0
ξ(s)ds

)
, p.p. τ ∈ K. (3.20)

Grâce à (3.2) et (3.20), on obtient

‖v2(τ)− v1(τ)‖ ≤
∫ τ

0
‖h1(s)− h2(s)‖ds ≤ω0

∫ τ

0
λ(s)ds+

∫ τ

0
ξ(ς)

∫ τ

ς
λ(s)dsdς

=ω0m̃(τ) +
∫ τ

0
(m̃(τ)− m̃(ς))ξ(ς)dς.

Par induction, supposons que (h1, v1), · · ·, (hn, vn) sont définies et vérifient (3.14), (3.15),
(3.16) et

‖hn+1(τ)− hn(τ)‖ ≤ λ(τ)‖vn(τ)− vn−1(τ)‖, p.p. τ ∈ K,

‖vn(τ)‖ ≤ ω(τ), ∀τ ∈ K, ‖hn(τ)‖ ≤ ω̇(τ), p.p. τ ∈ K. (3.21)
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En raisonnant comme précédemment, pour n ≥ 1, soit Kn = {τ ∈ K : ‖vn(τ)−vn−1(τ)‖ =
0}. Puisque ξ̃n(τ) = d(hn(τ)), F (τ, vn(τ)) est mesurable et

ξ̃n(τ) < ξ̃n(τ) + λ(τ)‖vn(τ)− vn−1(τ)‖
2 < λ(τ)‖vn(τ)− vn−1(τ)‖, τ /∈ Kn,

en tant que Kn ⊂ K est fermé, alors, pour τ ∈ K\Kn

F (·, vn(·)) ∩
(
hn(·) + ξ̃n(·) + λ(·)‖vn(·)− vn−1(·)‖

2 B
)
,

est mesurable à valeurs fermées non vides. Il existe donc une sélection mesurable wn de
cette application sur K\Kn. Posons

hn+1(τ) =


wn(τ) si τ ∈ K\Kn;

hn(τ) si τ ∈ Kn.

Donc, on obtient pour p.p. τ ∈ K, hn+1(τ) ∈ F (τ, vn(τ)), ‖hn+1(τ)−hn(τ)‖ ≤ λ(τ)‖vn−1(τ)−
vn(τ)‖ et

‖hn+1(τ)− hn(τ)‖ ≤ λ(τ)
{
ω0

(m̃(τ))n−1

(n− 1)! +
∫ τ

0

(m̃(τ)− m̃(s))n−1

(n− 1)! ξ(s)ds
}
, p.p. τ ∈ K.

La Proposition 3.1 fournit la solution correspondante vn+1 de (Shn+1,u0,K). D’autre part,

‖hn+1(τ)‖ − ‖h1(τ)‖ ≤
i∑

j=1
‖hj+i(τ)− hj(τ)‖ ≤ λ(τ)

i∑
j=1
‖vj(τ)− vj−1(τ)‖,

donc,

‖hn+1(τ)‖ ≤ λ(τ)
i∑

j=1
‖vj(τ)− vj−1(τ)‖+ ‖h1(τ)‖

≤ λ(τ)
(
ω0

i−1∑
j=0

(m̃(τ))j
j! +

i−1∑
j=0

∫ τ

0

(m̃(τ)− m̃(s))j
j! ξ(s)ds

)
+ ξ(τ)

≤ λ(τ)
(
ω0e

m̃(τ) +
∫ τ

0
em̃(τ)−m̃(s)ξ(s)ds

)
+ ξ(τ)

= λ(τ)ω(τ) + ξ(τ) = ω̇(τ).

Grâce à (3.2), on obtient ‖vn+1(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0 ‖hn+1(s)‖ds, et ‖vn+1(τ)‖ ≤ ω(τ). Ainsi,

‖vn+1(τ)− vn(τ)‖ ≤
∫ τ

0
‖hn+1(s)− hn(s)‖ds

≤
∫ τ

0
λ(s)

{
ω0

(m̃(s))n−1

(n− 1)! +
∫ s

0

(m̃(s)− m̃(ς))n−1

(n− 1)! ξ(ς)dς
}
ds

≤ ω0

∫ τ

0
λ(s)(m̃(s))n−1

(n− 1)! ds+
∫ τ

0
λ(s)

( ∫ s

0

(m̃(s)− m̃(ς))n−1

(n− 1)! ξ(ς)dς
)
ds

≤ ω0

∫ τ

0
λ(s)(m̃(s))n−1

(n− 1)! ds+
∫ s

0
ξ(ς)

( ∫ τ

0
λ(s)(m̃(s)− m̃(ς))n−1

(n− 1)! ds
)
dς,
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par conséquent

‖vn+1(τ)− vn(τ)‖

≤ ω0

∫ τ

0
λ(s)(m̃(s))n−1

(n− 1)! ds+
∫ τ

0
ξ(ς)

( ∫ τ

ς
λ(s)(m̃(s)− m̃(ς))n−1

(n− 1)! ds
)
dς

= ω0

n(n− 1)!

∫ τ

0
λ(s)n(m̃(s))n−1ds+ 1

n(n− 1)!

∫ τ

0
ξ(ς)

( ∫ τ

ς
λ(s)n(m̃(s)

− m̃(ς))n−1ds
)
dς

= ω0

n(n− 1)!

∫ τ

0
n(m̃(s))n−1 d

ds
(m̃(s))ds+ 1

n(n− 1)!

∫ τ

0
ξ(ς)

( ∫ τ

ς
n(m̃(s)

− m̃(ς))n−1 d

ds
(m̃(s)− m̃(ς))ds

)
dς

= ω0

n(n− 1)!

∫ τ

0

d

ds
(m̃(s))nds+ 1

n(n− 1)!

∫ τ

0
ξ(ς)

( ∫ τ

ς

d

ds
(m̃(s)− m̃(ς))nds

)
dς

= ω0
(m̃(τ))n
n! +

∫ τ

0

(m̃(τ)− m̃(ς))n
n! ξ(ς)dς.

Alors, on peut écrire
∞∑
n=0
‖vn+1(τ)− vn(τ)‖ ≤ ω0

∞∑
n=0

(m̃(τ))n
n! +

∫ τ

0

∞∑
n=0

(m̃(τ)− m̃(s))n
n! ξ(s)ds

= ω0e
m̃(τ) +

∫ τ

0
em̃(τ)−m̃(s)ξ(s)ds = ω(τ).

Par conséquent,
∞∑
n=0
‖vn+1(τ)− vn(τ)‖ converge pour tout τ ∈ K, donc (vn(τ))n≥1 est une

suite de Cauchy, d’où, elle converge vers l’application v(τ), et nous avons
∞∑
n=1
‖hn+1(τ)− hn(τ)‖ ≤ λ(τ)

{
ω0

∞∑
n=1

(m̃(τ))n−1

(n− 1)! +
∫ τ

0

∞∑
n=1

(m̃(τ)− m̃(s))n−1

(n− 1)! ξ(s)ds
}

=λ(τ)
{
ω0e

m̃(τ) +
∫ τ

0
em̃(τ)−m̃(s)ξ(s)ds

}
= λ(τ)ω(τ),

alors,
∞∑
n=1
‖hn+1(τ)−hn(τ)‖ converge pour presque tout τ ∈ K, et (hn(τ))n≥1 est une suite

de Cauchy, donc elle converge vers une certaine application h(τ).
Pour tout τ ∈ K, puisque ‖v̇n(τ)‖ ≤ ω̇(τ) et ω̇ ∈ L2

R+(K) ⊂ L1
R+(K), (v̇n)n≥1 converge

faiblement dans L1
Rd(K) vers y avec ‖y(τ)‖ ≤ ω̇(τ). En fixant τ ∈ K et en prenant

n’importe quel ε ∈ Rd, la convergence faible dans L1
Rd(K) donne

lim
n→∞

∫ d

0
〈1[0,τ ](s)ε, v̇n(s)〉ds =

∫ d

0
〈1[0,τ ](s)ε, y(s)〉ds,

ou d’une façon équivalente

lim
n→∞
〈ε, u0 +

∫ τ

0
v̇n(s)ds〉 = 〈ε, u0 +

∫ τ

0
y(s)ds〉.
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Alors, lim
n→∞

∫ τ
0 v̇n(s)ds =

∫ τ
0 y(s)ds, puisque vn(·) est une application absolument continue,

on obtient v(τ) = u0 +
∫ τ

0 y(s)ds et y = v̇. D’après le Lemme de Mazur et par l’utilisation
des arguments présidents dans la preuve du théorème 3.1, on obtient

v̇(τ) ∈ −NC(v(τ))(v(τ)) + h(τ).

Par (H2), (3.13), (3.15) et (3.21), on obtient

d(hn+1(τ), F (τ, v(τ))) ≤ λ(τ)‖vn(τ)− v(τ)‖, p.p. τ ∈ K,

par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on trouve

d(h(τ), F (τ, v(τ))) = 0, p.p. τ ∈ K.

La fermeture de F (τ, v(τ)) donne h(τ) ∈ F (τ, v(τ)), p.p. τ ∈ K.

La proposition suivante donne les conditions sous lesquelles le problème convexifié
admet une solution.
Il existe µ ∈ L2

R+(I) et ζ > 0 telles que pour tout ρ ∈ L2
R+(I), on note par ω̌ : I → R+

la solution de 
˙̌ω(τ) = ρ(τ) + 4(µ(τ) + ζρ(τ))ω̌(τ), p.p. τ ∈ I;

ω̌(0) = ω0 ≥ 0.

Proposition 3.2. Supposons que (HC) soit vérifié et que ‖u0‖ ≤ ω0 < b. Soit F :
I×bB ⇒ Rd une multi-application à valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothèses
suivantes:

(Hco
1 ) coF (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)‖ ≤ b, pour tout

τ ∈ I ;

(Hco
2 ) pour tout ρ ∈ L2

R+(I) et tous y1, y2 dans bB, y1 6= y2

hausρ(τ)(coF (τ, y1), coF (τ, y2)) < (µ(τ) + ζρ(τ))‖y1 − y2‖;

(Hco
3 ) pour tout ρ0 ∈ L2

R+(I) et tout (τ, y) ∈ I × bB, d(0, coF (τ, y)) ≤ ρ0(τ).

Alors, il existe une application u ∈ R(ScoF,u0,I) satisfaisant

‖u(τ)‖ ≤ ω̌(τ), ∀τ ∈ I,

et pour tout τ ∈ I, ω̌(τ) ≤ b.



3.2. Résultat d’existence 56

Preuve. Posons ρ(τ) = 2ρ0(τ) pour tout τ ∈ I. Il résulte de (Hco
3 ) que coF (τ, y)) ∩

ρ0(τ)B 6= ∅ et coF (τ, y))∩ρ(τ)B 6= ∅, d’où on peut définir une multi-application mesurable
U : I × bB ⇒ Rd à valeurs fermées non vides par

U(τ, y) = coF (τ, y) ∩ ρ(τ)B, pour tout τ ∈ I.

La Proposition 1.8 implique que pour tous v, w ∈ bB et tout τ ∈ I

haus(U(τ, v), U(τ, w)) = haus(coFρ(τ)(τ, v), coFρ(τ)(τ, w))

≤ 2ρ(τ)
ρ(τ)− ρ0(τ)hausρ(τ)(coF (τ, v), coF (τ, w)),

selon (Hco
2 ), on peut écrire

haus(U(τ, v), U(τ, w)) < 2ρ(τ)
ρ(τ)− ρ0(τ)(µ(τ) + ζρ(τ))‖v − w‖

= 4(µ(τ) + ζρ(τ))‖v − w‖.

Pour x(τ) ∈ U(τ, 0) et y ∈ bB, on obtient

d(0, U(τ, y)) ≤ d(0, x(τ)) + d(x(τ), U(τ, y))

≤ ‖x(τ)‖+ sup
x(τ)∈U(τ,0)

d(x(τ), U(τ, y))

≤ ρ(τ) + haus(U(τ, y), U(τ, 0))

< ρ(τ) + 4(µ(τ) + ζρ(τ))‖y‖.

Par le Théorème 3.2, il existe une application u solution de (SU,u0,I), puisque U(τ, u(τ)) ⊂
coF (τ, u(τ)), on conclut que u ∈ R(ScoF,u0,I).

Nous présentons maintenant une autre version du Théorème 3.2 nécessaire à l’étude
de la propriété de relaxation.
Soient ψ : I → Rd une application Lipschitz avec ψ(0) = u0 et Q : Rd ⇒ I × Rd une
multi-application définie par

Q(ψ) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(ψ(τ), b)
}
, b > 0.

Théorème 3.3. Supposons que (HC) soit vérifié et que 0 ≤ ω0 < b. Soit F : Q(ψ)⇒ Rd

une multi-application à valeurs fermées non vides telle que

(H5) F (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)− ψ(τ)‖ ≤ b, pour tout
τ ∈ I ;

(H6) pour tout (τ, y) ∈ Q(ψ), d(ψ̇(τ), F (τ, y)) ≤ ξ(τ) + λ(τ)‖y − ψ(τ)‖;
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(H7) pour 0 ≤ ρ ≤ ω̇(τ) et y1 6= y2 tels que (τ, y1), (τ, y2) sont dans Q(ψ), on a

hausρ(−ψ̇(τ) + F (τ, y1),−ψ̇(τ) + F (τ, y2)) < λ(τ)‖y1 − y2‖.

Alors, le problème (SF,u0,I) admet une solution.

Preuve. Soit Dψ : Rd ⇒ Rd une multi-application définie par:

Dψ(v) = C(v + ψ(τ))− ψ(τ).

L’ensemble Dψ(·) satisfait (A1) et par (A2), on obtient pour tous ν, z1, z2 ∈ Rd

|d(ν,Dψ(z1))− d(ν,Dψ(z2))| ≤ L‖z1 − z2‖.

Soit G : I×bB ⇒ Rd une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides définie
par G(τ, z) = −ψ̇(τ) + F (τ, z + ψ(τ)). Pour tout x(τ) ∈ G(τ, z) et tout τ ∈ I,

d(0, G(τ, z)) = inf
x(τ)∈(−ψ̇(τ)+F (τ,z+ψ(τ)))

‖x(τ)‖,

posons w(τ) = x(τ) + ψ̇(τ), on obtient

d(0, G(τ, z)) = inf
w(τ)∈F (τ,z+ψ(τ))

‖ − ψ̇(τ) + w(τ)‖

= d(ψ̇(τ), F (τ, z + ψ(τ))),

d’après (H6), on trouve que

d(0, G(τ, z)) ≤ ξ(τ) + λ(τ)‖z‖.

Pour tous τ ∈ I et z1, z2 ∈ bB tels que z1 6= z2, on a

hausρ(G(τ, z1), G(τ, z2)) = hausρ(−ψ̇(τ) + F (τ, z1 + ψ(τ)),−ψ̇(τ) + F (τ, z2 + ψ(τ))),

en utilisant (H7), il s’ensuit que

hausρ(G(τ, z1), G(τ, z2)) < λ(τ)‖z1 − z2‖.

Par le Théorème 3.2, le problème
−ẏ(τ) ∈ NDψ(y(τ))(y(τ)) +G(τ, y(τ)), p.p. τ ∈ I;

y(τ) ∈ Dψ(y(τ)), ∀τ ∈ I;

y(0) = 0 ∈ Dψ(0),

admet une solution y : I → Rd telle que ‖y(τ)‖ ≤ ω(τ) et y(τ) = u(τ)− ψ(τ) pour tout
τ ∈ I. Alors, u ∈ R(SF,u0,I) et

‖u(τ)− ψ(τ)‖ ≤ ω(τ), pour tout τ ∈ I.



3.3. Relaxation 58

3.3 Relaxation

Au cours de cette section, nous établissons l’approximation des ensembles de solutions
R(ScoF,u0,I) par les ensembles de solutionsR(SF,u0,I). Pour cette raison, par la Proposition
3.1, supposons que γ ∈ L2

R+(I) et uco telles que
−u̇co(τ) ∈ NC(uco(τ))(uco(τ)) + fco(τ), p.p. τ ∈ I;

uco(τ) ∈ C(uco(τ)), ∀τ ∈ I et uco(0) = u0,

où fco(τ) ∈ co(F (τ, uco(τ)) ∩ γ(τ)B) et uco ∈ R(ScoF,u0,I). Nous définissons une multi-
application Q(uco) : Rd ⇒ I ×Rd comme suit

Q(uco) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(uco(τ), b)
}
, b > 0.

Théorème 3.4. Supposons que (HC) soit vérifié et F : Q(uco)⇒ Rd satisfait (H5) et les
hypothèses suivantes:

(H8) il existe ξ ∈ L2
R+(I), telle que pour tout (τ, y) ∈ Q(uco), F (τ, y) ∩ ξ(τ)B 6= ∅;

(H9) il existe ζ > 0 et φ ∈ L2
R+(I) telles que pour tous (τ, y1), (τ, y2) dans Q(uco) avec

ρ ≥ 0,
hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < (φ(τ) + ζρ)‖y1 − y2‖;

(H10) il existe Ψ ∈ L2
R+(I), telle que pour tout (τ, y) ∈ Q(uco) avec y 6= uco, on a

d(ẏ(τ), F (τ, y)) ≤ Ψ(τ)‖uco(τ)− y‖.

Alors, R(SF,u0,I) est dense dans R(ScoF,u0,I) par rapport à la topologie de convergence
uniforme.

Preuve. Soit Π : I ⇒ Rd une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

Π(τ) = F (τ, uco(τ)) ∩ γ(τ)B.

En utilisant le Théorème 1.4, on trouve que S2(coΠ) = coS2(Π). Donc fco(τ) ∈ coS2(Π)
et

∀ε > 0, ∃hε ∈ coS2(Π) : ‖fco − hε‖2 ≤ ε.
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Par la Proposition 3.1, le problème (Shε,u0,I) possède une solution uhε : I → Rd, telle que
uhε converge uniformément vers uco lorsque ε → 0. Puisque hε ∈ coS2(Π), il existe une
collection finie d’éléments

fi ∈ S2(Π), 1 ≤ i ≤ n̄,

et des constantes positives αi, telles que
n̄∑
i=1

αi = 1, et hε =
n̄∑
i=1

αifi.

Soit F̄ : I ⇒ Rd une multi-application définie par

F̄ (τ) = {fi(τ) : 1 ≤ i ≤ n̄}, ∀τ ∈ I.

Alors, hε ∈ coF̄ (τ), puisque τ → ‖F̄ (τ)‖ est carré intégrable, c-à-d,
∫ T

0 ‖F̄ (τ)‖2dτ < ∞,
en utilisant le Théorème 1.5 il existe une suite (rn)n∈N∗ ⊂ L2

Rd(I) telle que

rn(τ) ∈ F̄ (τ) ⊂ Π(τ),

et
lim
n→∞

max
0≤s≤τ≤T

‖
∫ τ

s
(rn(ς)− hε(ς))dς‖ = 0.

Par le Lemme 1.2, nous concluons que (rn)n converge faiblement vers hε dans L2
Rd(I).

Par la Proposition 3.1, (Srn,u0,I) admet une solution gn : I → Rd avec gn converge
uniformément vers uhε quand n tend vers ∞. Puisque,

‖gn − uco‖C ≤ ‖gn − uhε‖C + ‖uhε − uco‖C,

on déduit que gn converge uniformément vers uco quand n→∞. Alors, on peut écrire

∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : ‖gn − uco‖C ≤ b/2. (3.22)

Posons
ϑ(τ) = max(ξ(τ), φ(τ), γ(τ),Ψ(τ)), ∀τ ∈ I. (3.23)

En utilisant (H8), (3.22) et (3.23), on trouve pour tout n ≥ n0 et tout (τ, y(τ)) ∈ Q(uco)

F (τ, y(τ)) ∩ ϑ(τ)B 6= ∅. (3.24)

D’après (H10), (3.22) et (3.23), on a

d(ġn(τ), F (τ, gn(τ))) ≤ ϑ(τ)‖uco(τ)− gn(τ)‖. (3.25)

De plus, pour tout n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B

−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)) ∩ ϑ(τ)B ⊂ (−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩ (−ġn(τ) + ϑ(τ)B)

⊂ (−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩
((3− L)ϑ(τ)

1− L

)
B.

(3.26)
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En prenant en compte (3.24), pour n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B, il existe une
application ṕn(τ) ∈ F (τ, z + gn(τ)) ∩ ϑ(τ)B. Posons ýn(τ) = ṕn(τ)− ġn(τ), donc

ýn(τ) ∈ −ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)) ∩ ϑ(τ)B,

de (3.26), on conclut que pour tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B et tout n ≥ n0

(−ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ))) ∩
((3− L)ϑ(τ)

1− L

)
B 6= ∅.

On pose ρ(τ) = (5−L)ϑ(τ)
1−L et µn(τ) = ýn(τ) + ġn(τ), alors, µn(τ) ∈ Fρ(τ)(τ, z + gn(τ)), et

(H9) donne pour tous z, ź ∈ (b/2)B,

d(µn(τ), F (τ, ź + gn(τ))) ≤ e(Fρ(τ)(τ, z + gn(τ)), F (τ, ź + gn(τ)))

≤ hausρ(τ)(F (τ, z + gn(τ)), F (τ, ź + gn(τ)))

< (φ(τ) + ζρ(τ))‖z − ź‖

≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖.

Donc, il existe ń(τ) ∈ F (τ, ź + gn(τ)), telle que

µn(τ)− ń(τ) ∈
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖B,

par suite,

ýn(τ) ∈ −ġn(τ) + ń(τ) +
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖B (3.27)

⊂ −ġn(τ) + F (τ, ź + gn(τ)) +
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖B.

Soit Gn : I × (b/2)B ⇒ Rd une multi-application mesurable définie par

Gn(τ, z) = −ġn(τ) + F (τ, z + gn(τ)), n ≥ n0. (3.28)

D’après (3.27) et (3.28), on peut écrire pour tous z, ź ∈ (b/2)B et tout n ≥ n0,

Gn(τ, z) ∩
((3− L)ϑ(τ)

1− L

)
B ⊂ Gn(τ, ź) +

(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖B. (3.29)

Si ρ(τ) = (3−L)ϑ(τ)
1−L , cette dernière inclusion entraîne que

e(Gn,ρ(τ)(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖, (3.30)

en alternant les rôles entre z et ź, on obtient

e(Gn,ρ(τ)(τ, ź), Gn(τ, z)) ≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖. (3.31)
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À partir de (3.30) et (3.31), on peut écrire

hausρ(τ)(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z − ź‖. (3.32)

En revenant à (3.29), par l’échange des rôles entre z et ź et pour ź = 0, on obtient pour
tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B et tout n ≥ n0

Gn(τ, 0) ∩
((3− L)ϑ(τ)

1− L

)
B ⊂ Gn(τ, z) +

(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖B.

Ainsi, pour tout n ≥ n0 avec ‖z‖ ≤ b/2 et ýn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩
(

(3−L)ϑ(τ)
1−L

)
B, il existe

ẃn(τ) ∈ Gn(τ, z), telle que

‖ýn(τ)− ẃn(τ)‖ ≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖,

ou de manière équivalente

d(ýn(τ), Gn(τ, z)) ≤
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖. (3.33)

Par conséquent,
d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖ýn(τ)‖+ d(ýn(τ), Gn(τ, z)).

De (3.33), on écrit

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖ýn(τ)‖+
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖. (3.34)

(3.25) et (3.28), donnent

d(0, Gn(τ, 0)) ≤ ϑ(τ)‖uco(τ)− gn(τ)‖. (3.35)

Puisque ýn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩
(

(3−L)ϑ(τ)
1−L

)
B, l’inégalité (3.34) implique que

d(0, Gn(τ, z)) ≤ inf
ýn(τ)∈Gn(τ,0)

‖ýn(τ)‖+
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖

= d(0, Gn(τ, 0)) +
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖,

pour tous z ∈ (b/2)B et n ≥ n0, il résulte de (3.35)

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ϑ(τ)‖uco − gn‖C +
(
ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

))
‖z‖. (3.36)

Posons
ãn(τ) = ϑ(τ)‖uco − gn‖C,

et
k̃(τ) = ϑ(τ) + ζ

((5− L)ϑ(τ)
1− L

)
.
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Avec ces notations, (3.32) et (3.36) deviennent

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ãn(τ) + k̃(τ)‖z‖,

hausρ(τ)(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤ k̃(τ)‖z − ź‖.

Considérons l’équation différentielle suivante
ω̇n(τ) = ãn(τ) + k̃(τ)ωn(τ), p.p. τ ∈ I;

ωn(0) = 0,

avec la solution ωn(τ) =
∫ τ

0 e
η(τ)−η(s)ãn(s)ds et η(τ) =

∫ τ
0 k̃(s)ds, ∀τ ∈ I. Notons que

pour tout τ ∈ I, ωn(τ) converge vers 0, lorsque n tend vers ∞, donc, pour tout n ≥ n0

et tout τ ∈ I, 0 ≤ ωn(τ) ≤ b/2. Selon le Théorème 3.3,
u̇n(τ) ∈ −NC(un(τ))(un(τ)) + F (τ, un(τ)), p.p. τ ∈ I;

un(τ) ∈ C(un(τ)), ∀τ ∈ I;

un(0) = u0 ∈ C(u0),

admet une solution un : I → Rd satisfaisant

‖un(τ)− gn(τ)‖ ≤ ωn(τ), ∀τ ∈ I.

Alors,
‖un(τ)− uco(τ)‖ ≤ ωn(τ) + ‖gn(τ)− uco(τ)‖,

par passage à la limite, (un)n≥1 converge uniformément vers uco, avec ‖un(τ)−uco(τ)‖ ≤ b

pour tout b > 0.



CHAPITRE 4

PROBLÈMES D’EXISTENCE ET DE RELAXATION POUR

UN PROBLÈME D’ÉVOLUTION RÉGIE PAR UN

OPÉRATEUR MAXIMAL MONOTONE

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier une inclusion d’évolution gouvernée par un
opérateur maximal monotone dépendant du temps dans un espace de dimension finie Rd,
de la forme

(MF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où F : I × bB ⇒ Rd pour b > 0 est une multi-application à valeurs fermées non vides non
convexes et non nécessairement bornées, considérée comme la perturbation du problème
et A(τ) : D(A(τ)) ⊂ Rd ⇒ Rd est un opérateur maximal monotone avec son domaine
D(A(τ)), à variation absolument continue et sa norme minimale satisfait une condition
de croissance linéaire. Nous examinons aussi l’inclusion lorsque le terme de perturbation
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est convexifié. Cette inclusion peut être sous la forme

(McoF,u0,I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + coF (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I;

u(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

Grâce aux techniques développée précédemment, ce chapitre est dédié a l’examen des
résultats d’existence du problème original (MF,u0,I) et du problème convexifié (McoF,u0,I)
et la propriété de relaxation entre ces deux problèmes.

4.2 Résultat d’existence

On commence par présenter l’hypothèse suivante:
(HA) Soit A(τ) : D(A(τ)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal monotone vérifie:

(A1) il existe un α ∈ W 1,2
R+(I) strictement croissante, tel que

dis(A(τ), A(s)) ≤ |α(τ)− α(s)|, ∀τ, s ∈ I;

(A2) il existe une constante c > 0, telle que

‖A0(τ)u‖ ≤ c(1 + ‖u‖), ∀τ ∈ I et u ∈ D(A(τ)).

Ensuite, il est nécessaire de rappeler le théorème suivant de [17], qui traite l’existence et
l’unicité de solution pour le problème non perturbé.

Théorème 4.1. Supposons que (HA) soit vérifié. Alors pour chaque u0 ∈ D(A(0)), le
problème 

−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ), p.p. τ ∈ I;

u(0) = u0,

possède une solution unique absolument continue u : I → Rd avec

‖u̇(τ)‖ ≤ K(1 + α̇(τ)), p.p. τ ∈ I,

pour une certaine constante K ∈]0,∞[ dépendant de ‖u0‖, c, T et α.
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Maintenant, nous énonçons la proposition suivante, qui sera utile dans les prochains
résultats, où la perturbation f : I → Rd de

(Mf,u0,I)


−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + f(τ), p.p. τ ∈ I;

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

est une application univoque, telle que:

∃ϕ ∈ L2
R+(I) : ‖f(τ)‖ ≤ ϕ(τ), pour tout τ ∈ I. (4.1)

Proposition 4.1. Supposons que (HA) soit vérifié.

(1) Si f : I → Rd vérifie (4.1), alors, (Mf,u0,I) admet une solution unique absolument
continue ũ : I → Rd, avec

‖ ˙̃u(τ)‖ ≤M‖f‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖f‖1

)
ϕ(τ), p.p. τ ∈ I,

et
‖ũ(τ)‖ ≤ ‖u0‖+M‖f‖1

(
T + α(T )

)
+
(
1 +M‖f‖1

)
‖ϕ‖1, ∀τ ∈ I,

où M‖f‖1 = 2
(
1 + c(1 + ‖f‖1)(1 +M1

‖f‖1
)
)
, et

M1
‖f‖1

=
(
‖u0‖+ 2(1 + c(1 + ‖f‖1))(T + α(T ) + ‖f‖1)

)
e2c(1+‖f‖1)(T+α(T )+‖f‖1).

(2) Soit (fn)n : I → Rd une suite d’application vérifiant (4.1), qui converge faiblement
vers f ∈ L2

Rd(I) et ũn(0) = u0 pour tout n ∈ N. Alors, pour tout n ∈ N, ũn ∈
R(Mfn,u0,I) converge uniformément vers ũ ∈ R(Mf,u0,I).

(3) Pour tous n,m ∈ N, tels que ũn ∈ R(Mfn,un0 ,I) et ũm ∈ R(Mfm,um0 ,I), alors

‖ũn(τ)− ũm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds, ∀τ ∈ I.

Preuve. 1) Pour chaque τ ∈ I, posons Λ(τ) =
∫ τ

0 f(s)ds, et considérons l’opérateur
maximal monotone Z(τ) : D(Z(τ)) ⊂ Rd ⇒ Rd défini par

Z(τ)y = A(τ)(y − Λ(τ)), ∀y ∈ D(Z(τ)),

où

D(Z(τ)) = {y ∈ Rd : Z(τ)y 6= ∅}

= {y ∈ Rd : A(τ)(y − Λ(τ)) 6= ∅}

= {w + Λ(τ) ∈ Rd : A(τ)w 6= ∅}

= {w ∈ Rd : A(τ)w 6= ∅}+ Λ(τ)

= D(A(τ)) + Λ(τ).
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L’opérateur Z(τ) vérifie (A1) et (A2). En effet, soient s, τ ∈ I, x1 ∈ D(Z(τ)), x2 ∈
D(Z(s)) et y1 ∈ Z(τ)x1, y2 ∈ Z(s)x2. Selon la définition de dis(·, ·), et le fait que pour
τ ∈ I, A(τ) satisfait (A1), on a

〈y2 − y1, x1 − Λ(τ)− (x2 − Λ(s))〉 ≤ dis(A(τ), A(s))(1 + ‖y1‖+ ‖y2‖)

≤ |α(τ)− α(s)|(1 + ‖y1‖+ ‖y2‖).

Ainsi,

〈y2 − y1, x1 − x2〉 ≤ 〈y2 − y1, x1 − Λ(τ)− (x2 − Λ(s))〉+ 〈y2 − y1,Λ(τ)− Λ(s)〉

≤
(
|α(τ)− α(s)|+ ‖Λ(τ)− Λ(s)‖

)(
1 + ‖y1‖+ ‖y2‖

)
.

Posons pour τ ∈ I, α1(τ) =
∫ τ

0 (α̇(ς) + ‖f(ς)‖)dς. Par conséquent, α1 est absolument
continue avec

dis(Z(τ), Z(s)) ≤ |α1(τ)− α1(s)|.

D’autre part, notons que pour tous τ ∈ I, y ∈ D(Z(τ)), on obtient

‖Z0(τ)y‖ = ‖A0(τ)(y − Λ(τ))‖

≤ c(1 + ‖y − Λ(τ)‖)

≤ c(1 + ‖y‖+ ‖f‖1)

≤ c(1 + ‖y‖+ ‖f‖1) + c‖y‖‖f‖1

≤ c(1 + ‖f‖1)(1 + ‖y‖),

alors, il existe une constante cZ = c(1 + ‖f‖1) telle que ‖Z0(τ)y‖ ≤ cZ(1 + ‖y‖). Par
conséquent, le problème (Mf,u0,I) est équivalent à

−ż(τ) ∈ Z(τ)z(τ), p.p. τ ∈ I;

z(0) = u0 ∈ D(Z(0)),

par le Théorème 4.1, le problème ci-dessus admet une solution unique absolument continue
z : I → Rd telle que

‖ż(τ)‖ ≤ K
(
1 + α̇1(τ)

)
, p.p. τ ∈ I,

où
K = 2

(
1 + cZ

(
1 +

(
‖u0‖+ 2

(
1 + cZ

)(
T + α1(T )

))
e

2cZ
(
T+α1(T )

)))
,

et z(τ) = ũ(τ) + Λ(τ) pour tout τ ∈ I. Par conséquent ũ ∈ R(Mf,u0,I) et

‖ ˙̃u(τ)‖ ≤M‖f‖1(1 + α̇(τ) + ‖f(τ)‖) + ‖f(τ)‖

≤M‖f‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖f‖1

)
ϕ(τ), p.p. τ ∈ I.
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2) Puisque pour tout n ≥ 1, ũn ∈ R(Mfn,u0,I) et

‖ ˙̃un(τ)‖ ≤M‖ϕ‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1

)
ϕ(τ), p.p. τ ∈ I,

puisque α̇, ϕ ∈ L2
Rd(I) ⊂ L1

Rd(I), on obtient la compacité relative de (ũn(τ))n≥1, pour
tout τ ∈ I et l’équi-continuité de (ũn(·))n≥1. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà (ũn)n≥1

est relativement compacte dans CRd(I), donc, on peut extraire une sous suite de (ũn)n≥1

(notée aussi (ũn)n≥1) qui converge uniformément vers une certaine application z.
Comme ũ est la solution de (Mf,u0,I), par la propriété de monotonie de l’opérateur maxi-
mal monotone, on peut écrire pour tout τ ∈ I

1
2
d

dτ
‖ũ(τ)− ũn(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− f(τ), ũ(τ)− ũn(τ)〉

= 〈fn(τ)− f(τ), ũ(τ)− z(τ)〉+ 〈fn(τ)− f(τ), z(τ)− ũn(τ)〉,

donc,

1
2‖ũ(τ)− ũn(τ)‖2 ≤

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), ũ(s)− z(s)〉ds+

∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), z(s)− ũn(s)〉ds

≤
∫ τ

0
〈fn(s)− f(s), ũ(s)− z(s)〉ds+ 2‖ϕ‖1‖z − ũn‖C.

Par passage à la limite et puisque (fn− f) converge faiblement vers 0 dans L2
Rd(I) et que

(ũn) converge uniformément vers z, on obtient ũ = z.

3) En utilisant à nouveau la propriété de monotonicité, on aura

〈−( ˙̃un(τ) + fn(τ)) + ( ˙̃um(τ) + fm(τ)), ũn(τ)− ũm(τ)〉 ≥ 0, p.p. τ ∈ I,

donc,

〈 ˙̃un(τ)− ˙̃um(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉, p.p. τ ∈ I,

d’où
1
2
d

dτ
‖ũn(τ)− ũm(τ)‖2 ≤ 〈fn(τ)− fm(τ), ũn(τ)− ũm(τ)〉.

Par intégration, on trouve

1
2‖ũn(τ)− ũm(τ)‖2 ≤ 1

2‖u
n
0 − um0 ‖2 +

∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖‖ũn(s)− ũm(s)‖ds,

par l’utilisation du Lemme 1.6, on obtient

‖ũn(τ)− ũm(τ)‖ ≤ ‖un0 − um0 ‖+
∫ τ

0
‖fn(s)− fm(s)‖ds.
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Maintenant, nous présentons un théorème concernant l’existence de solution pour le
problème (MF,u0,I).

Théorème 4.2. Supposons que (HA) soit vérifié et F : I × bB ⇒ Rd pour b > 0, une
multi-application à valeurs fermées non vides satisfaisant:

(H1) F (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)‖ ≤ b, pour tout τ ∈ I ;

(H2) il existe ϕ, χ ∈ L2
R+(I), telles que pour tout (τ, y) ∈ I × bB

d(0, F (τ, y)) ≤ ϕ(τ) + χ(τ)‖y‖ et d(0, F (τ, 0)) = 0 pour ϕ(τ) = 0;

(H3)
hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < χ(τ)‖y1 − y2‖, ∀(τ, y1), (τ, y2) ∈ I × bB.

Supposons que l’hypothèse suivante soit également vérifiée:

(H4) soient les suites (zn) ⊂ L2
Rd(I) et (z̃n) ⊂ CRd(I), telles que pour tout τ ∈ I,

(z̃n(τ))n converge, zn(τ) ∈ F (τ, z̃n(∆n(τ))) ∩ (ϕ(τ) + χ(τ)κ)B et (zn) converge
faiblement vers z ∈ L2

Rd(I), on a

lim sup
n→∞

‖zn‖L2
Rd

(I) ≤ ‖z‖L2
Rd

(I),

avec

κ = 2
(
‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1(T + α(T )) +

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)
‖ϕ‖1

)
.

Alors, pour u0 ∈ D(A(0)), le problème (MF,u0,I) admet une solution absolument continue
u : I → Rd satisfaisant

‖u̇(τ)‖ ≤ β(τ), p.p. τ ∈ I,

avec
β(τ) = M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)(
ϕ(τ) + χ(τ)κ

)
.

Preuve. Pour tout n ∈ N∗, on considère une partition de I par les points

τni = iεn , εn = T

n
, 0 ≤ i ≤ n,

On note par mF (τ, y) l’élément de norme minimale de l’ensemble fermé F (τ, y) donc par
(H2), on obtient

‖mF (τ, y)‖ ≤ ϕ(τ) + χ(τ)‖y‖, ∀(τ, y) ∈ I × bB. (4.2)

Supposons que ∫ T

0
χ(s)ds ≤ 1

2(1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1) , (4.3)
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où M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1 = 2
(
1 + c(1 + ‖ϕ‖1 + κ‖χ‖1)(1 +M1

‖ϕ‖1+κ‖χ‖1
)
)
et M1

‖ϕ‖1+κ‖χ‖1
=
(
‖u0‖+

2(1 + c(1 + ‖ϕ‖1 + κ‖χ‖1))(T +α(T ) + ‖ϕ‖1 + κ‖χ‖1)
)
e2c(1+‖ϕ‖1+κ‖χ‖1)(T+α(T )+‖ϕ‖1+κ‖χ‖1).

Étape 1. Construction des solutions approximatives.
Pour u0 ∈ D(A(0)), traitons le problème suivant sur l’intervalle [0, τn1 ]:

−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) +mF (τ, u0), p.p. τ ∈ [0, τn1 ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0)),

Puisque mF (·, u0) ∈ L2
Rd([0, τn1 ]), par la Proposition 4.1, le dernier problème admet une

solution absolument continue un0 : [0, τn1 ]→ Rd, telle que

‖u̇n0 (τ)‖ ≤M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)(
ϕ(τ) +χ(τ)‖u0‖

)
, p.p. τ ∈ [0, τn1 ].

(4.4)
De même, prenons en compte dans l’intervalle [τn1 , τn2 ] le problème

−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) +mF (τ, un0 (τn1 )), p.p. τ ∈ [τn1 , τn2 ];

u(τn1 ) = un0 (τn1 ) ∈ D(A(τn1 )),

qui admet une solution dénotée par un1 : [τn1 , τn2 ]→ Rd avec un1 (τn1 ) = un0 (τn1 ) et satisfaisant
(4.4). Pour chaque n, il existe une suite finie d’application absolument continue uni :
[τni , τni+1]→ Rd, (0 ≤ i ≤ n− 1) telle que, pour chaque 0 ≤ i ≤ n− 1,

−u̇ni (τ) ∈ A(τ)uni (τ) +mF (τ, uni−1(τni )), p.p. τ ∈ [τni , τni+1];

uni (τni ) = uni−1(τni ) ∈ D(A(τni )),

où un−1(0) = u0 et

‖u̇ni (τ)‖

≤M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)(
ϕ(τ) + χ(τ)‖uni−1(τni )‖

)
, p.p. τ ∈ [τni , τni+1].

On définit la fonction un : I → Rd par

un(τ) = uni (τ); ∀τ ∈ [τni , τni+1], 0 ≤ i ≤ n− 1,

et θn : I → I par

θn(τ) = τni , ∀τ ∈ [τni , τni+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1, θn(0) = 0.

Ainsi, un(·) est une solution absolument continue de
−u̇n(τ) ∈ A(τ)un(τ) +mF (τ, un(θn(τ))), p.p. τ ∈ I;

un(0) = u0,
(4.5)
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avec

‖u̇n(τ)‖ ≤M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
1+α̇(τ)

)
+
(
1+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)(
ϕ(τ)+χ(τ)‖un(θn(τ))‖

)
, p.p. τ ∈ I.

(4.6)
Par intégration sur [τni , τni+1], on obtient

‖un(τni+1)‖ ≤ ‖un(τni )‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

∫ τni+1

τni

(
1 + α̇(s)

)
ds+

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

) ∫ τni+1

τni

ϕ(s)

+ χ(s)‖un(τni )‖ds.

Par conséquent, par itération, nous avons pour chaque 0 ≤ i ≤ n− 1

‖un(τni+1)‖

≤ ‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

i∑
k=0

∫ τnk+1

τn
k

(
1 + α̇(s)

)
ds+

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

) i∑
k=0

∫ τnk+1

τn
k

ϕ(s)

+ χ(s)‖un(τnk )‖ds

≤ ‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

∫ τni+1

0

(
1 + α̇(s)

)
ds+

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

) i∑
k=0

{ ∫ τnk+1

τn
k

ϕ(s)ds

+ ‖un(τnk )‖
∫ τnk+1

τn
k

χ(s)ds
}

≤ ‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

∫ τni+1

0

(
1 + α̇(s)

)
ds+

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

){ ∫ τni+1

0
ϕ(s)ds

+ max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖
∫ τni+1

0
χ(s)ds

}
,

donc,

max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖ ≤ ‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

∫ T

0

(
1 + α̇(s)

)
ds+

(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

){ ∫ T

0
ϕ(s)ds

+ max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖
∫ T

0
χ(s)ds

}
.

En utilisant (4.3), il vient que

max
0≤k≤n

‖un(τnk )‖ ≤ 2
(
‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
T + α(T )

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)
‖ϕ‖1

)
,

alors, on a

‖un(θn(τ))‖ ≤ 2
(
‖u0‖+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
T + α(T )

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)
‖ϕ‖1

)
:= κ. (4.7)

Par (4.2), (4.6) et (4.7), on obtient

‖mF (τ, un(θn(τ)))‖ ≤ ϕ(τ) + χ(τ)κ := κ1(τ),

et

‖u̇n(τ)‖ ≤M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

(
1 + α̇(τ)

)
+
(
1 +M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1

)(
ϕ(τ) +χ(τ)κ

)
:= β(τ), p.p. τ ∈ I.

(4.8)
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Étape 2. La convergence des suites.
On a, |θn(τ)− τ | = |τni − τ | ≤ εn, donc θn(τ)→ τ lorsque n→∞. En utilisant (4.8), on
trouve pour tout τ ∈ I

‖un(θn(τ))− un(τ)‖ ≤
∫ τ

θn(τ)
‖u̇n(s)‖ds ≤

∫ τ

θn(τ)
β(s)ds,

et ‖un(τ)‖ ≤ ‖β‖1 + κ, alors,

lim
n→∞

‖un(θn(τ))− un(τ)‖ = 0, (4.9)

et (un(τ))n≥1 est relativement compacte, puisque β ∈ L2
Rd(I) ⊂ L1

Rd(I). D’autre part
(un(·))n≥1 est équi-continue selon (4.8). Par conséquent, par le Théorème d’Ascoli-Arzelà,
on conclut que (un)n≥1 est relativement compacte dans CRd(I), donc on peut extraire une
sous suite (dénotée à nouveau par) (un)n≥1 qui converge uniformément vers une certaine
application u. De (4.8), (u̇n)n≥1 converge faiblement dans L2

Rd(I) vers z. En fixant τ ∈ I
et en prenant n’importe quel ε ∈ Rd, la convergence faible dans L2

Rd(I) donne

lim
n→∞

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, u̇n(s)〉ds =

∫ T

0
〈1[0,τ ](s)ε, z(s)〉ds,

ou d’une manière équivalente

lim
n→∞
〈ε, u0 +

∫ τ

0
u̇n(s)ds〉 = 〈ε, u0 +

∫ τ

0
z(s)ds〉.

Alors, lim
n→∞

∫ τ
0 u̇n(s)ds =

∫ τ
0 z(s)ds, puisque un(·) est une application absolument continue,

nous obtenons u(τ) = u0 +
∫ τ
0 z(s)ds et z = u̇.

Pour tout τ ∈ I, nous avons

‖un(θn(τ))− u(τ)‖ ≤ ‖un(θn(τ))− un(τ)‖+ ‖un(τ)− u(τ)‖,

en utilisant (4.9), on obtient

lim
n→∞

‖un(θn(τ))− u(τ)‖ = 0. (4.10)

Posons (mF (·, un(θn(·))))n = (fn(·))n, pour tout n ≥ 1. Puisque ‖fn(τ)‖ ≤ κ1(τ), (fn)n≥1

converge faiblement dans L2
Rd(I) vers f avec ‖f(τ)‖ ≤ κ1(τ), p.p. τ ∈ I. Comme L2

Rd(I)
est uniformément convexe, l’hypothèse (H4) et la Proposition 1.5 donnent la convergence
forte de (fn)n≥1.
De plus, puisque fn(τ) ∈ F (τ, un(θn(τ))) ∩ ρ(τ)B avec ρ(τ) = κ1(τ) pour tous τ ∈ I et
n ≥ 1, alors en utilisant la condition (H3), on peut conclure que

d(f(τ), F (τ, u(τ))) ≤ ‖f(τ)− fn(τ)‖+ d(fn(τ), F (τ, u(τ)))

≤ ‖f(τ)− fn(τ)‖+ hausρ(τ)(F (τ, un(θn(τ))), F (τ, u(τ)))

< ‖f(τ)− fn(τ)‖+ χ(τ)‖un(θn(τ))− u(τ)‖.
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Grâce à (4.10), la convergence de la suite (fn(·))n≥1 vers f(·) et en passant à la limite
dans la dernière inégalité, on obtient

d(f(τ), F (τ, u(τ))) = 0, p.p. τ ∈ I.

La fermeture de F (τ, u(τ)) donne f(τ) ∈ F (τ, u(τ)), p.p. τ ∈ I.
Ensuite, nous prouvons que u ∈ R(MF,u0,I). Pour chaque n ∈ N, selon (4.5), et en
appliquant la propriété de fermeture de l’opérateur maximal monotone, cela implique que

−u̇(τ) ∈ A(τ)u(τ) + f(τ), p.p. τ ∈ I.

Enfin, lorsque
∫ T

0 χ(s)ds > 1
2(1+M‖ϕ‖1+κ‖χ‖1 ) , nous subdivisons I en intervalles satisfaisant

(4.3), et par suite de ce qui précède, nous construisons une solution absolument continue
dans chaque sous intervalle, alors le problème (MF,u0,I) admet une solution sur I.

Pour prouver le théorème de relaxation, nous avons besoin du théorème suivant, qui
fournit la bornitude de la solution en introduisant une condition sur ρ.
On note par $ : I → R+, la solution de

$̇(τ) = ϕ(τ) + χ(τ)$(τ), p.p. τ ∈ I;

$(0) = $0 ≥ 0,
(4.11)

où
$(τ) = $0e

m̃(τ) +
∫ τ

0
em̃(τ)−m̃(s)ϕ(s)ds, m̃(τ) =

∫ τ

0
χ(s)ds, ∀τ ∈ I.

Théorème 4.3. Supposons que les hypothèses (HA), (H1), (H2) et (H3) du Théorème
4.2 soient vérifiées, $ satisfait (4.11) avec ‖u0‖ ≤ $0 < b et 0 ≤ ρ ≤ $̇(τ). Alors,
(MF,u0,I) admet une solution absolument continue v : I → Rd telle que pour tout τ ∈ I,
‖v(τ)‖ ≤ $(τ) ≤ b.

Preuve. L’application de la méthode de construction utilisée pour prouver le Théorème
3.2 et la Proposition 4.1 permet d’obtenir, pour tout n ≥ 1, une suite (hn, vn) ∈ L2

Rd(K)×
CRd(K) qui satisfait

h0(τ) = v0(τ) = 0, ‖vn(τ)‖ ≤ ‖u0‖+
∫ τ

0
‖hn(s)‖ds, ∀τ ∈ K;

hn(τ) ∈ F (τ, vn−1(τ)), p.p. τ ∈ K;

vn la solution correspondante de (Mhn,u0,K);

‖hn+1(τ)− hn(τ)‖ ≤ χ(τ)‖vn(τ)− vn−1(τ)‖, p.p. τ ∈ K;
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‖vn(τ)‖ ≤ $(τ), ∀τ ∈ K, ‖hn(τ)‖ ≤ $̇(τ), p.p. τ ∈ K;

(vn(τ), hn(τ))n≥1 converge vers (v(τ), h(τ)) pour tout τ ∈ K.

Ainsi,
(v̇n)n≥1 converge faiblement vers v̇ ∈ L1

Rd(K),

et
h(τ) ∈ F (τ, v(τ)), p.p. τ ∈ K,

où K = [0, d] pour un unique d ∈]0, T ]. Grâce à la propriété de fermeture de l’opérateur
maximal monotone, on obtient

−v̇(τ) ∈ A(τ)v(τ) + F (τ, v(τ)), p.p. τ ∈ K.

Les conditions sous lesquelles le problème convexifié admet une solution sont présentées
dans la proposition suivante. Pour la preuve, nous utilisons des techniques similaires à
celles utilisées dans la Proposition 3.2.
Il existe µ ∈ L2

R+(I) et ζ > 0 telles que pour tout ρ ∈ L2
R+(I), on note par $̌ : I → R+

la solution de 
˙̌$(τ) = ρ(τ) + 4(µ(τ) + ζρ(τ))$̌(τ), p.p. τ ∈ I;

$̌(0) = $0 ≥ 0.

Proposition 4.2. Supposons que (HA) soit vérifié et ‖u0‖ ≤ $0 < b. Soit F : I × bB ⇒
Rd une multi-application à valeurs fermées non vides satisfaisant les hypothèses suivantes:

(Hco
1 ) coF (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)‖ ≤ b, pour tout

τ ∈ I ;

(Hco
2 ) pour tout ρ ∈ L2

R+(I),

hausρ(τ)(coF (τ, y1), coF (τ, y2)) < (µ(τ)+ζρ(τ))‖y1−y2‖, ∀y1, y2 ∈ bB avec y1 6= y2;

(Hco
3 ) pour tout ρ0 ∈ L2

R+(I), on a

d(0, coF (τ, y)) ≤ ρ0(τ), ∀(τ, y) ∈ I × bB.

Alors, il existe une application u ∈ R(McoF,u0,I) satisfaisant

‖u(τ)‖ ≤ $̌(τ), ∀τ ∈ I,

et pour tout τ ∈ I, $̌(τ) ≤ b.
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Nous présentons maintenant une autre version du Théorème 4.3 qui est essentielle
pour examiner la propriété de relaxation.
Soient ψ : I → Rd une application Lipschitz avec ψ(0) = u0 et Q : Rd ⇒ I × Rd une
multi-application définie par

Q(ψ) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(ψ(τ), b)
}
, pour b > 0.

Théorème 4.4. Supposons que (HA) soit vérifié et que 0 ≤ $0 < b. Soit F : Q(ψ)⇒ Rd

une multi-application à valeurs fermées non vides telle que

(H5) F (·, y(·)) est mesurable pour chaque y ∈ CRd(I) avec ‖y(τ)− ψ(τ)‖ ≤ b, pour tout
τ ∈ I ;

(H6) pour tout (τ, y) ∈ Q(ψ), d(ψ̇(τ), F (τ, y)) ≤ ϕ(τ) + χ(τ)‖y − ψ(τ)‖;

(H7) pour 0 ≤ ρ ≤ $̇(τ) et tout (τ, y1), (τ, y2) ∈ Q(ψ) avec y1 6= y2, on a

hausρ(−ψ̇(τ) + F (τ, y1),−ψ̇(τ) + F (τ, y2)) < χ(τ)‖y1 − y2‖.

Alors, le problème (MF,u0,I) admet une solution.

Preuve. Soit Bψ : D(Bψ(τ)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal monotone défini par

Bψ(τ)z = A(τ)(z + ψ(τ)), ∀(τ, z) ∈ I ×Rd,

où D(Bψ(τ)) = D(A(τ)) +ψ(τ). Alors, Bψ satisfait les hypothèses (A1) et (A2) telles que

dis(Bψ(τ), Bψ(s)) ≤ |α2(τ)− α2(s)|, ∀s, τ ∈ I,

pour une application absolument continue α2(τ) =
∫ τ
0 (α̇(ς) + ‖ψ̇(ς)‖)dς, pour τ ∈ I, et

‖B0
ψ(τ)y‖ ≤ cB(1 + ‖y‖), ∀τ ∈ I et y ∈ D(Bψ(τ)),

pour cB = c(1 + ‖u0‖+ ‖ψ̇‖1).
Soit G : I×bB ⇒ Rd une multi-application mesurable à valeurs fermées non vides définie
par G(τ, z) = −ψ̇(τ) + F (τ, z + ψ(τ)). Alors G vérifie les hypothèses (H2) et (H3) telles
que

d(0, G(τ, z)) ≤ ϕ(τ) + χ(τ)‖z‖, ∀(τ, z) ∈ I × bB,

et

hausρ(G(τ, z1), G(τ, z2)) < χ(τ)‖z1 − z2‖, ∀(τ, z1), (τ, z2) ∈ I × bB.
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Par le Théorème 4.3, le problème
−ẏ(τ) ∈ Bψ(τ)y(τ) +G(τ, y(τ)), p.p. τ ∈ I;

y(0) = 0 ∈ D(Bψ(0)),

admet une solution y : I → Rd où y(τ) = u(τ) − ψ(τ) pour tout τ ∈ I. Alors, u ∈
R(MF,u0,I).

4.3 Relaxation

Dans cette section, nous établirons l’approximation des ensembles de solutionsR(McoF,u0,I)
par les ensembles de solutions R(MF,u0,I). Pour cela, par la Proposition 4.1, supposons
que γ ∈ L2

R+(I) et uco telles que

(Mfco,u0,I)


−u̇co(τ) ∈ A(τ)uco(τ)) + fco(τ), p.p. τ ∈ I;

uco(0) = u0 ∈ D(A(0)),

où fco(τ) ∈ co(F (τ, uco(τ))∩γ(τ)B) et uco ∈ R(McoF,u0,I).On définit une multi-application
Q(uco) : Rd ⇒ I ×Rd comme suit

Q(uco) =
{

(τ, y) ∈ I ×Rd : y ∈ B(uco(τ), b)
}
, pour b > 0.

Théorème 4.5. Supposons que (HA) soit vérifié et F : Q(uco)⇒ Rd satisfait (H5) et les
hypothèses suivantes:

(H8) il existe ϕ ∈ L2
R+(I), telle que

F (τ, y) ∩ ϕ(τ)B 6= ∅, ∀(τ, y) ∈ Q(uco);

(H9) il existe ζ > 0 et φ ∈ L2
R+(I), telles que

hausρ(F (τ, y1), F (τ, y2)) < (φ(τ) + ζρ)‖y1− y2‖, ∀(τ, y1), (τ, y2) ∈ Q(uco) et ρ ≥ 0;

(H10) il existe Ψ ∈ L2
R+(I), telle que

d(ẏ(τ), F (τ, y)) ≤ Ψ(τ)‖uco(τ)− y‖, ∀(τ, y) ∈ Q(uco) avec y 6= uco.

Alors, R(MF,u0,I) est dense dans R(McoF,u0,I) par rapport à la topologie de la convergence
uniforme.
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Preuve. Soit Π : I ⇒ Rd une multi-application mesurable, fermée et non vide, définie
par

Π(τ) = F (τ, uco(τ)) ∩ γ(τ)B.

Par le Théorème 1.4, on aura S2(coΠ) = coS2(Π). Alors fco(τ) ∈ coS2(Π) et

∀ε > 0,∃fε ∈ coS2(Π) : ‖fco − fε‖2 ≤ ε.

D’après la Proposition 4.1, le problème (Mfε,u0,I) admet une solution ufε : I → Rd, telle
que ufε converge uniformément vers uco lorsque ε tend vers 0.
Puisque fε ∈ coS2(Π), il existe une collection finie d’éléments hi ∈ S2(Π), 1 ≤ i ≤ n̄ et
des constantes positives δi, telles que

n̄∑
i=1

δi = 1, et fε =
n̄∑
i=1

δihi.

Soit H : I ⇒ Rd une multi-application définie par

H(τ) = {hi(τ) : 1 ≤ i ≤ n̄}, ∀τ ∈ I.

Alors, fε ∈ coH(τ). Puisque τ → ‖H(τ)‖ est carrée intégrable et par l’utilisation du
Théorème 1.5, il existe une suite (ωn)n∈N∗ ⊂ L2

Rd(I) telle que

ωn(τ) ∈ H(τ) ⊂ Π(τ),

et
lim
n→∞

max
0≤s≤τ≤T

‖
∫ τ

s

(
ωn(ς)− fε(ς)

)
dς‖ = 0.

Par le Lemme 1.2, on conclut que (ωn)n converge faiblement vers fε dans L2
Rd(I). Et

par la Proposition 4.1, (Mωn,u0,I) admet une solution rn : I → Rd telle que rn converge
uniformément vers ufε lorsque n tend vers ∞. Comme

‖rn − uco‖C ≤ ‖rn − ufε‖C + ‖ufε − uco‖C,

on déduit que rn converge uniformément vers uco lorsque n→∞. Alors, on peut écrire

∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : ‖rn − uco‖C ≤ b/2. (4.12)

Posons
ξ(τ) = max

(
α̇(τ), ϕ(τ), φ(τ), γ(τ),Ψ(τ)

)
, ∀τ ∈ I. (4.13)

D’après (H8), (4.12) et (4.13), on a pour tout n ≥ n0 et tout (τ, y(τ)) ∈ Q(uco)

F (τ, y(τ)) ∩ ξ(τ)B 6= ∅. (4.14)

De (H10), (4.12) et (4.13), on aura

d(ṙn(τ), F (τ, rn(τ))) ≤ ξ(τ)‖uco(τ)− rn(τ)‖. (4.15)
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De plus, pour tout n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B

−ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ)) ∩ ξ(τ)B (4.16)

⊂
(
− ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ))

)
∩
(
− ṙn(τ) + ξ(τ)B

)
⊂
(
− ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ))

)
∩
(
M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +M‖γ‖1)

)
B.

(4.17)

Prenant en compte (4.14), pour n ≥ n0 et tout (τ, z) ∈ I×(b/2)B, il existe une application
ṕn(τ) ∈ F (τ, z + rn(τ)) ∩ ξ(τ)B. On pose ýn(τ) = ṕn(τ)− ṙn(τ), donc

ýn(τ) ∈ −ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ)) ∩ ξ(τ)B,

à partir de (4.16), on conclut que pour tous (τ, z) ∈ I × (b/2)B, n ≥ n0(
− ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ))

)
∩
(
M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +M‖γ‖1)

)
B 6= ∅.

Posons ρ(τ) = 2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1) et µn(τ) = ýn(τ) + ṙn(τ), alors, µn(τ) ∈
Fρ(τ)(τ, z + rn(τ)), et (H9) donne pour tous z, ź ∈ (b/2)B,

d(µn(τ), F (τ, ź + rn(τ))) ≤ e(Fρ(τ)(τ, z + rn(τ)), F (τ, ź + rn(τ)))

≤ hausρ(τ)(F (τ, z + rn(τ)), F (τ, ź + rn(τ)))

<
(
φ(τ) + ζρ(τ)

)
‖z − ź‖

≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖.

Ainsi, il existe ń(τ) ∈ F (τ, ź + rn(τ)), telle que

µn(τ)− ń(τ) ∈
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖B,

d’où,

ýn(τ) ∈ −ṙn(τ) + ń(τ) +
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖B (4.18)

⊂ −ṙn(τ) + F (τ, ź + rn(τ)) +
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖B.

Soit Gn : I × (b/2)B ⇒ Rd une multi-application mesurable définie par

Gn(τ, z) = −ṙn(τ) + F (τ, z + rn(τ)), n ≥ n0. (4.19)

D’après (4.18) et (4.19), on peut écrire pour tous z, ź ∈ (b/2)B et tout n ≥ n0,

Gn(τ, z) ∩
(
M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +M‖γ‖1)

)
B (4.20)

⊂ Gn(τ, ź) +
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖B.
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Si ρ(τ) = M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +M‖γ‖1), cette dernière inclusion entraîne que

e(Gn,ρ(τ)(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖, (4.21)

en alternant les rôles entre z et ź, on obtient

e(Gn,ρ(τ)(τ, ź), Gn(τ, z)) ≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖. (4.22)

À partir de (4.21) et (4.22), on obtient

hausρ(τ)(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z − ź‖. (4.23)

Revenons à (4.20), avec l’interchangement des rôles entre z et ź et pour ź = 0, on aura
pour tout (τ, z) ∈ I × (b/2)B et tout n ≥ n0

Gn(τ, 0)∩
(
M‖γ‖1+2ξ(τ)(1+M‖γ‖1)

)
B ⊂ Gn(τ, z)+

(
ξ(τ)+ζ

(
2M‖γ‖1+ξ(τ)(3+4M‖γ‖1)

))
‖z‖B.

Par conséquent, pour n ≥ n0 avec ‖z‖ ≤ b/2 et ýn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩
(
M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +

M‖γ‖1)
)
B, il existe ẃn(τ) ∈ Gn(τ, z), telle que

‖ýn(τ)− ẃn(τ)‖ ≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖,

ou de façon équivalente

d(ýn(τ), Gn(τ, z)) ≤
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖. (4.24)

Ainsi,
d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖ýn(τ)‖+ d(ýn(τ), rn(τ, z)).

Par (4.24), on écrit

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ‖ýn(τ)‖+
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖. (4.25)

(4.15) et (4.19), donnent

d(0, Gn(τ, 0)) ≤ ξ(τ)‖uco(τ)− rn(τ)‖. (4.26)

Puisque ýn(τ) ∈ Gn(τ, 0) ∩
(
M‖γ‖1 + 2ξ(τ)(1 +M‖γ‖1)

)
B, l’inégalité (4.25) implique que

d(0, Gn(τ, z)) ≤ inf
ýn(τ)∈Gn(τ,0)

‖ýn(τ)‖+
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖

= d(0, Gn(τ, 0)) +
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖,

pour tous z ∈ (b/2)B et n ≥ n0, il s’ensuit de (4.26)

d(0, Gn(τ, z)) ≤ ξ(τ)‖uco − rn‖C +
(
ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

))
‖z‖. (4.27)
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Posons
qn(τ) = ξ(τ)‖uco − rn‖C,

et
p(τ) = ξ(τ) + ζ

(
2M‖γ‖1 + ξ(τ)(3 + 4M‖γ‖1)

)
.

Avec ces notations, (4.23) et (4.27) deviennent

d(0, Gn(τ, z)) ≤ qn(τ) + p(τ)‖z‖,

hausρ(τ)(Gn(τ, z), Gn(τ, ź)) ≤ p(τ)‖z − ź‖.

Considérons l’équation différentielle suivante
$̇n(τ) = qn(τ) + p(τ)$n(τ), p.p. τ ∈ I;

$n(0) = 0,

avec la solution $n(τ) =
∫ τ
0 e

η(τ)−η(s)qn(s)ds et η(τ) =
∫ τ

0 p(s)ds, ∀τ ∈ I. Notons que
pour tout τ ∈ I, $n(τ) converge vers 0, lorsque n tend vers∞, par conséquent, pour tout
n ≥ n0 et tout τ ∈ I, 0 ≤ $n(τ) ≤ b/2. Par le Théorème 4.4,

u̇n(τ) ∈ −A(τ)un(τ) + F (τ, un(τ)), p.p. τ ∈ I;

un(τ) ∈ D(A(τ)), ∀τ ∈ I;

un(0) = u0 ∈ D(A(0)),

admet une solution un : I → Rd satisfaisant

‖un(τ)− rn(τ)‖ ≤ $n(τ), ∀τ ∈ I.

Alors,
‖un(τ)− uco(τ)‖ ≤ $n(τ) + ‖rn(τ)− uco(τ)‖,

par passage à la limite, (un)n≥1 converge uniformément vers uco, avec ‖un(τ)− uco(τ)‖ ≤
b.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thèse, on a présenté des résultats d’existence et de relaxation pour des
inclusions différentielles du premier ordre dans un cadre de dimension finie sans utiliser les
hypothèses de convexité et de bornitude et par l’application d’une condition de Lipschitzité
au sens de ρ-Hausdorff sur la perturbation.

Nous avons consacré la première et deuxième partie à l’étude du problème d’évolution
du premier ordre gouverné par le processus de la rafle avec une perturbation multivoque.
Notre résultat, établi pour les ensembles mobiles convexes, peut être élargi à une classe
plus générale d’ensembles, incluant les ensembles uniformément r-prox réguliers ou sous
lisses, comme perspectives, nous pouvons opter pour l’étudier du cas du processus de la
rafle non convexe dépendant de l’état du second ordre dans un espace de dimension infinie
avec une perturbation générale non bornée sous la forme d’une somme d’applications
univoque et multivoque.

Finalement, la troisième partie a aborde l’étude du problème d’évolution du premier
ordre gouverné par un opérateur maximal monotone avec une perturbation multivoque.
Dans les travaux à venir, l’analyse du même problème en diminuant légèrement les hypo-
thèses supposées sur l’opérateur maximal monotone sera abordée.
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التطوري  الاحتواءبالإضافة إلى فحص  ، المسحالتطوري الذي تحكمه عملية الاحتواء هذه الأطروحة مخصصة لدراسة  : صملخ

القيم المدروسة على اضطراب متعدد  اتالاحتواءيحتوي الجانب الأيمن من   .الزمن يعتمد على رتيب أقصىمؤثر   الذي يحكمه

ليبشيتزيت شرط بقيم غير محدبة وغير محدودة. لقد توصلنا إلى نتائج جديدة تتعلق بوجود الحلول ونظريات الاسترخاء من خلال 

 هاوسدورف. - ρعلى 

 التباين المستمر تمامًا.  الرتيب الأقصى، مؤثرال   ،متعدد القيمالاضطراب   الاسترخاء،  ،المسح عملية  : المفتاحية الكلمات

 

 

 

 

Résumé : Cette thèse est consacrée à l'étude d'une inclusion d'évolution gouvernée par le 

processus de la rafle, ainsi que l'examination d'une inclusion d'évolution gouvernée par un 

opérateur maximal monotone dependant du temps. Le côté droit des inclusions considérées 

contient une perturbation multivoque avec des valeurs non convexes et non bornées.  Nous 

avons établi de nouveaux résultats concernant l'existence de solutions et les théorèmes de 

relaxation via une condition de Lipschitzité au sens de ρ- Hausdorff. 

Mots clés : Processus de la rafle, relaxation, perturbation multivoque,  opérateur maximal 

monotone,  variation absolument continue. 

 

 

Abstract : This thesis is devoted to the study of an evolution inclusion governed by the 

sweeping process, as well as the examination of an evolution inclusion driven by a time-

dependent maximal monotone operator. The right-hand side of the considered inclusions 

contains a set-valued perturbation with non-convex and unbounded values. We established 

new results concerning the existence of solutions and relaxation theorems via a condition of 

Lipschitzity in the sense of ρ-Hausdorff. 

Keywords : Sweeping process, relaxation, set-valued perturbation, maximal monotone 

operator,  absolutely continuous variation. 
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