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Introduction générale

Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude du comportement asymptotique des solutions
méromorphes de certaines classes des équations fonctionnelles (aux différences et aux ¢-
différences) dans un corps commutatif, ultramétrique, complet et algébriquement clos de
caractéristique zéro, que nous désignerons par K. Ces équations découlent de I’étude analo-

gique des équations fonctionnelles dans le domaine des nombres complexes C.

Dans le domaine des nombres complexes, de nombreux travaux ont été consacrés au
cours de ces derniéres années a 1’étude de certaines propriétés des solutions méromorphes
des équations aux différences et aux ¢-différences et de nombreux résultats significatifs et
cruciaux ont été réalisés par plusieurs mathématiciens sur l'existence et la croissance de
leurs solutions méromorphes en général et entiéres en particulier ou les coefficients de ces
équations peuvent étre des constants ou des fonctions méromorphes. On mentionne par
exemple: 1’équation g-différence de type Schroder qui a été étudiée par G. G. Gundersen et
al. en 2002 (voir [34]), aussi, I'’équation aux ¢-différence (resp. 'équation aux différence) de
type Painlevé qui a été publiée en 2020 (resp. en 2014) par C. W. Peng et H. W. Huang (resp.
par C. W. Peng et Z. X. Chen), (pour plus de détails, voir [62], |[? |), ainsi que I’équation
aux différence de type Malmquist qui a été étudiée par M. J. Ablowitz et al. en 2000 (voir
[1]), ..., etc.

La méthode la plus utilisée dans tous les travaux mentionnés précédemment est basée sur
la théorie classique de Nevanlinna qui joue un role majeur dans la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes. Cette théorie a été fondée par le mathématicien finlandais Rolf
Nevanlinna en 1925 et se compose de deux théorémes importants: le premier théoréme
principal a été établi a partir de la formule de Jensen. Le deuxiéme théoréme principal est

le plus utilisé dans la distribution des valeurs.
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Le but principal de ce travail est d’étendre et généraliser certains des résultats concer-
nant les équations aux g-différences complexes de type Schroder et Painlevé et les équations
aux différences complexes de type Painlevé et Malmquist dans un corps commutatif ultra-
métrique, complet et algébriquement clos. Précisément, on s’intéresse exactement a la taille
de leurs solutions méromorphes et a la relation entre leur ordre de croissance et le degré
de I’équation ainsi que les degrés des coefficients. Dans tous les cas, nous supposons que la
solution est existe. Dans tout notre travail, on utilise la théorie de Nevanlinna ultramétrique
qui est 'analogue de la théorie de Nevanlinna classique. Cette théorie est due a Boutabaa

[15, 16, 19].
Cette thése est répartie sur 'introduction générale et trois chapitres.

Le premier chapitre est essentiellement consacré a quelques propriétés élémentaires concer-
nant le corps ultramétrique. Dans un premier temps, on présente quelques notions basiques
d’un corps ultramétrique (par exemple les propriétés d'une valeur absolue ultramétrique,

..) et ses propriétés principales topologiques et analytiques (par exemple: les caractéris-
tiques des disques, la convergence des séries entiéres, ... ). Ensuite, on aborde certaines des
propriétés classiques liées aux fonctions méromorphes et analytiques dans un corps ultramé-
trique complet et algébriquement clos. On va énoncer aussi le polygone de valuation pour
établir la formule de Jensen ultramétrique et on termine ce chapitre par le théoréme de

factorisation appelé le théoréme de Weirstrasse.

Le deuxiéme chapitre est un apercu sur la théorie de Nevanlinna ultramétrique. D’abord,
on donne l'analogue ultramétrique de la formule de Jensen et quelques fonctions liées a
la théorie de Nevanlinna (on prend par exemple: N(r, f); la fonction de comptage des
poles de f avec leurs multiplicités, m(r, f); la fonction de compensation de f et T'(r, f) =
m(r, f)+ N(r, f); la fonction de Nevanlinna appelée aussi la fonction caractéristique de f).
Puis, a partir de la formule de Jensen, on va présenter la théorie de Nevanlinna ultramétrique
qui est comme dans le cas classique, composée de deux théorémes fondamentaux (le premier
et le deuxiéme) et on examine également quelques propriétés liées a cette théorie. Enfin,
on décrit le théoreme de Valiron-Mokhon’ko ultramétrique et on donne la définition de
I'ordre de croissance d’une fonction méromorphe et ses propriétés qui sont semblables a

celle connue dans le cas complexe. Ce théoréme et cette définition jouent un role majeur
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dans notre travail.
Le dernier chapitre est composé de deux sections fondamentales ; dans la premiére sec-

tion, nous traitons les équations aux différences de type Painlevé de la forme

(f(@) + fl@+ 1)) (f(z — 1) + f(2)) = R(z, f(2)), (1)

et I’équation aux différence de type Malmquist de la forme
> Ai(x) f(x + ) = R(x, f(x)), (2)
i=0

n

[[Ai@)f (@ +e) = R, f(2)), (3)

=0
ot R(z, f(z)) est une fonction rationnelle & deux variables, Ay,..., A, sont des constants
et ¢p,...,¢, € N/{0}. On démontre que la solution méromorphe transcendante de chaque

équation est d’ordre infini & partir de certaines conditions sur les degrés des deux parties de
ces équations.
La deuxiéme section est essentiellement destinée a étudier la taille des solutions des équations

aux g¢-différences de la forme

Z Aj(2)f(¢z) = R(z, f(z)), (I'équation de type Schréder), (4)
i=1
ou Ay(z), ..., An(x) sont des fonctions rationnelles et g € K.

Ou de la forme

(f(qz) + f(2)) (f(z) + f(z/q)) = R(z, f(z)), (Uéquation de type Painlevé),  (5)

ou bien de la forme
Ri(gz, f(qz)) = Ra(, f(2)), (6)

o Ry(z, f(x)) et Ra(x, f(x)) sont des fonctions rationnelles irréductibles en f avec des
coefficients méromorphes.

Enfin, les équations
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H flaiz) = f(@)™, (8)

oung eKi=1,...,n.
Et

> Aj() f(¢x) = Apa (), 9)

5=0

ou Ag(z), A1(x),..., Ay(x), Apy1(z) sont des polynomes.

On donnera une estimation des solutions méromorphes de chaque équation ci-dessus et on
étudiera la relation entre le degré de chaque équation, le degré de la fonction rationnelle

R(x, f(x)), ¢ € K et Pordre de croissance de leurs solutions méromorphes.



Chapitre 1

Propriétés élémentaires des corps

ultramétriques

Sommaire
1.1 Valeurs absolues sur un corps ultramétrique .. ... .... .. 6
1.2 Propriétés topologiques d’un corps ultramétrique . . . ... .. 8
1.3 Propriétés analytiques d’un corps ultramétrique . . . . . . . .. 10
1.4 Fonctions méromorphes sur un corps ultramétrique ... ... 14
1.4.1 Fonctions Analytiques . . . . . . . . . . ... 14
1.4.2  Fonctions méromorphes . . . . . . . .. . ... ... ... 16
1.4.3  Les zéros et les poles des fonctions méromorphes . . . . . . . . .. 17
1.4.4 Polygdne de valuation . . . . ... ... ... oL 19
1.4.5  Théoréme de Préparation de Weierstrass . . . . . . . .. ... .. 22

Dans ce chapitre, on donne quelques rappels sur les propriétés fondamentales et des
notions basiques dans un corps ultramétrique qui nous seront utiles dans la preuve de
nos résultats. Dans un premier temps, on rappelle quelques notions concernant le corps
ultramétrique. Aprés, nous donnons quelques définitions et caractéristiques des fonctions
méromorphes et leurs applications. On examine aussi la relation entre les zéros des fonctions
méromorphes et le polygone de valuation. On termine ce chapitre par un théoréme treés

important, qui est le théoréme de factorisation et ses corollaires.
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Tout au long de cette thése, on notera les corps: ultramétrique, des nombres complexes,

réels par K, C et R respectivement.

1.1 Valeurs absolues sur un corps ultramétrique

Cette section consiste & rappeler quelques définitions basiques concernant les corps ul-

tramétriques.

Définition 1.1.1. Soit K un corps. Une valeur absolue ultramétrique sur K est une appli-

cation |.| : K — R vérifiant les propriétés suivantes:
1) |x| >0, pour tout x € K;
2) |x| =0 si et seulement si x = 0, pour tout x € K;
3) |z +y| < max{|z|,|y|}, pour tous x,y € K;
4) |xy| = |z||y|, pour tous xz,y € K.

La propriété 3) est connue comme l'inégalité triangulaire forte.

Définition 1.1.2. L’application d(x,y) = |x — y|, pour tous x,y € K, est une distance

associée a la valeur absolue |.|. (K, d) est donc un espace métrique.

On a la proposition suivante qui décrit une condition nécessaire et suffisante pour qu’une

valeur absolue soit ultramétrique (ou non-archimédienne)

Proposition 1.1.3. [44, Proposition 1.14] Soit K un corps muni d’une valeur absolue non

triviale |.|. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1. |.| est une valeur absolue ultramétrique,

2. |n| <1, pour tout n € Z.

Preuve. Tout d’abord, on démontre I'implication 1) = 2) par récurrence.

Soit n € N*, pour n =1, on a: |1] = 1.

Supposons que |s| < 1, pour tout s = 1,...,n—1 et montrons que |n| < 1, pour tout n € N.
Nous avons: [n| = |[(n — 1) + 1| <max{|n — 1|,1} < 1.

Sine€Z onan=-n",n €N, donc|n|=|—n'| =n| <1 Alors, |n|<1,VneZ
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Maintenant, on va prouver que pour tous z,y € K, on a |x + y| < max {|x|, |y|}

Pour tout entier n > 1, on a
[z +y" = [(x+y)"|
_ ‘ zn: C«kwn—kyk’
k=0
<> |CH ]y
k=0

n
<3 fal
k=0

Car CF est un entier, ie. [C¥ < 1. D’autre part, on a |z| < max (||, |y|) et [y] <

max (|zl,|y[), alors, pour 0 < k < n, on a |z *|y|* < (max(|z|, [y|))", d'on

[z +y|" < Z (max(|z], y]))" = (n + 1) (max(|2], [y]))". (1.1)

Prenant la n-iéme racine sur les deux cotés de la relation (1.1), et par passage a la limite,

on obtient |z + y| < max (|zl,]y]). O

Définition 1.1.4. On dit qu’un corps (K, |.|) est ultramétrique si la valeur absolue |.| est

ultrameétrique.

Proposition 1.1.5. [/4, Proposition 1.15] Soient x et y deux éléments d’un corps ultramé-

trique (K, |.|), tels que |x| # |y|, alors |z £ y| = max(|z|, |y|).

Preuve. Soient z,y € K, supposons que |y| < |z|. Comme (K, |.|) est un corps ultramé-
trique, on a

|+ y| < max{|z], [y|} = [z],
d’autre part, si |y| < |x +y|, on a
2] = [z +y =y < max{lz +yl, y|} = [z +y].

Sinon, on a une contradiction avec |y| < |z|.
Pour la deuxiéme égalité, quand |z| # |y|, on a |z — y| = |z + (—y)| = max(|z|,| — y|) =

max( |z, [y]). O
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Proposition 1.1.6. [/4, Proposition 1.15] Soient a et x deux éléments d’un corps ultramé-

trique (K, |.|). Si |x — a| < |a|, alors |z| = |al.

Preuve. Soient z,a € K, on suppose que |z — a| < |a|. Puisque (K, |.|) est un corps
ultramétrique, on a

2] = [ = a + af < max{|z —a, |a[} = |al,
par ailleurs, on a
lal = la =z + = < max{|z — af, [2]} = |x],
car sinon, on a une contradiction avec I'’hypothése |z — a| < |a| et donc |z| = |a]. O

Corollaire 1.1.7. /44, Remark 1.16] Dans un espace ultramétrique, tous les triangles sont

1soceles.

1.2 Propriétés topologiques d’un corps ultramétrique

Dans cette section, premiérement, nous allons introduire quelques notations des disques
dans K, puis on va présenter et démontrer quelques propriétés importantes.
Soit r un réel strictement positif, et a un élément dans K. Nous notons D% (a,r) le disque
fermé de centre a et de rayon r, c’est a dire I’ensemble des = dans K tels que |z — a| < r;
D~ (a,r) le disque ouvert de centre a et de rayon r, c’est & dire ’ensemble des x dans K tels
que |z —a| < r; et C(a,r) le cercle de centre a et de rayon r, c’est a dire ’ensemble des x

dans K tels que |z —a| = 7.

Remarque. La notation D(a,r) désignera l'un ou l'autre de ces deuzx ensembles Dt (a,r)

ou D~ (a,r).
Proposition 1.2.1. [33, Proposition 2.3.7] Soient K un corps ultramétrique, a,b € K et
r € Ry. On a les propriétés suivantes:

1) La sphére C(a,r) est un ensemble ouvert.

2) Un disque ouvert D~ (a,r) est un ensemble a la fois ouvert et fermé.

3) Un disque fermé D% (a,r) est un ensemble a la fois ouvert et fermé.

4) Tout point d’un disque est un centre de ce disque.
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5) Deuz disques de K sont disjoints ou l'un est contenu dans l’autre.

Preuve. 1) Pour montrer que C(a,r) est un ouvert, il suffit de montrer que
Vo € C(a,r),3r tel que D™ (z,19) C C(a,r).

Soit x € C'(a,r), on choisit ry tel que 0 < 19 < 7. Soit y € D™ (z,719), alors |y —z| <rg <r
et donc |(y — a) — (z — a)| < |xr — a|]. D’aprés la propriété de triangle isocéle, on obtient
y—al = o —al =7

Alors, y € C(a,r), ce qui montre que C(a,r) est un ensemble ouvert.

2) On a tout disque ouvert D~ (a,r) est un ensemble ouvert dans un espace métrique quel-
conque. D’autre part, pour montrer que D~ (a,r) est un ensemble fermé, on montre que

CP™*) est un ouvert.

On a

Cﬂg_(“) = {I eK:|z—al> 7’}
:{xGK: |z — al >T}UC(6L,’F)
— C’]gr(a’r) uC(a,r).

") est un ensemble

~(ar)

On a D*(a,r) est un ensemble fermé dans un espace métrique, alors CHQ Tl
ouvert. D’autre part, on a C(a,r) est un ensemble ouvert. Ce qui implique que C’H]g est
un ensemble ouvert et par conséquent D~ (a,r) est un ensemble fermé.

3) On sait que tout disque fermé est un ensemble fermé dans un espace métrique quelconque.
il reste & montrer que DT (a,r) est un ensemble ouvert.

On a D*(a,r) = D~ (a,r)UC(a,r). Puisque D~ (a,r) et C(a,r) sont des ensembles ouverts,
alors DT (a,r) est un ensemble ouvert.

4) On va montrer que si « € D~ (a,r), alors D™ (a,r) = D~ (x,r).

Soient © € D~ (a,r) et y € D~ (x,r), alors |z —a| <7 et |y —z| <r.

D’autre part, on a
ly—al=[(y — =)+ (z - a)
< max{ly — x|, | — al}

<.
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Donc, y € D™ (a,r) et par conséquent, D~ (x,r) C D™ (a,r).
Maintenant, on va démontrer que D~ (a,r) C D~ (x,r). Soit y € D~ (a,r), alors |y —a| < 7.

Par ailleurs, on a

ly —z[ =y —a) + (a — 2)]
< max{|y —al, |z — al}
<T.
Donc, y € D~ (x,r) et par conséquent, D~ (a,r) C D~ (x,r). Il résulte que, D~ (a,r) =
D~ (x,r).
5) Soient D(a,r) et D(b,ry) deux disques de K. Supposons que D(a,r) N D(b,19) # ¢, pour
tous 7,79 € R% et on montre que D(a,r) C D(b,ry) ou D(b,ry) C D(a,r).
On suppose que 7 < rq. Soit € D(a,r) N D(b,1y), alors x € D(a,r) et x € D(b,y).
D’aprés la propriété 4), on a
D(a,r) = D(x,r) et D(b,ro) = D(x,r0).
Mais D(z,r) C D(z,ro) (puisque r < 1), donc D(a,r) C D(b,ry). De méme, quand r > ry,
on trouve que D(a,r) D D(b,ro). O
Corollaire 1.2.2. [}4, Proposition 2.6.] Le cercle C(a,r) est un ensemble ouvert et fermé
a la fois.
Preuve. On a vu déja dans la Proposition 1.2.1 que C(a,r) est ouvert. D’autre part, on
sait que
Cla,r) = DH(a, \D"(a,7)
= D% (a,r) N Cﬂg_(“”"),
comme D% (a,r) et C’Hg ~@") sont des ensembles fermés (puisque D~ (a,r) est un ouvert),

alors, C'(a, ) est un ensemble fermé. O

1.3 Propriétés analytiques d’un corps ultramétrique

Dans cette partie, nous allons étudier et démontrer les propriétés élémentaires de la

convergence des suites et des séries définies dans K. Tout au long de cette section, notons

10
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que K est un corps commutatif, ultramétrique et complet.

La proposition suivante caractérise les suites de Cauchy dans K

Proposition 1.3.1. [}4, Théoréme 3.1] Soit (a,)n>0 une suite dans K. (a,)n>o est une suite

de Cauchy, si et seulement si elle satisfait

lim |a,41 — a,| =0.
n——+o0o

Preuve. Tout d’abord, on va montrer que si (a,),>¢ est une suite de Cauchy, alors nl_l)gloo |ap1—
a,| = 0.

Soit (an)n>o est une suite de Cauchy, alors
Ve >0, Ing € N,Vm >n > ng; |a, — an] < e,
en particulier, pour m =n + 1, on a
Ve >0, dng € N,Vn > ng; |ap — an| < e.

D’ou,

nglgoo |apy1 — an| = 0.

Maintenant, on va démontrer I'implication inverse qui n’est pas certainement vraie dans
R mais est vraie dans un corps ultramétrique K.
Soit € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > 0, on a |a,41 — a,| < €.

Pour tout m > n > ng, par I'inégalité triangulaire forte, on a

’am - an‘ = ’am — QAp—1+ Ap—1 — Qp—2 + Q2 — -+ - + Ap+1 — Ap
< max {|an — @m-1], ..., |ans1 — anl}
<e.
Ce qui compléte la preuve. O

Corollaire 1.3.2. Soit (a,)n>0 une suite dans K. On a, (an)n>o0 est convergente dans K si

et seulement si  lim |ap41 — a,| = 0.
n—>-+4o00

Proposition 1.3.3. [/4, Ch. 3, Sec. 1] Soit (an)n>0 une suite dans K. Si linjlr a, = a
- n—>-—400

dans K, alors, lim |a,| = 0, ou il existe ng € N |a,| = |an,|, pour n > ny, (la suite
n—-+00

Anl|)n>0 €SU Stationnaire a parvtr a un rang Ng).
(lan))nzo est stationnaire a partir d’ g 10)

11
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Preuve. Soit (a,),>o une suite dans K, telle que lim a, = a.
- n——+oo

Pour tous n,m € N, tels que m > n, on a
0 < [lam| = lan]| < lam — an] — 0,

donc, (|an|)n>0 est une suite de Cauchy dans R et comme R est complet, alors (|an|)n>0 est

convergente dans R.
[

Supposons que lirJlra la,| =1 > 0. Fixons e = 2 il existe N7 € N tel que Vn > Ny, ||an|—l‘ <
n——+0oo

3 il s’ensuit que

l<| |<SZ
ap, a0
2

[
alors, il existe Ny € N tel que Vn > Ny, on a |a,| > 3"

De la méme maniére, comme (an)nzo est une suite convergente, alors (an)nZO est une suite

de Cauchy. Donc, pour ¢ = 3 fixé, il existe Ny € N tel que pour tous n,m > N, on a
[

lay, — am| < 3

D’ou, pour tous n,m > max(Ny, Ny) = ng, on a

lan| = |an — am + ap| < max {|an — |am|} = |am|-
Si m = ng, on obtient |a,| < |a,,|, pour tout n > ny. De méme

| = bt =+ 0] < max {[ar — auly an]} = foul,

alors, |a,,| < |a,| pour tout n > ny.

D’ou, il existe ng € N tel que pour tout n € N;n > ng, on a |a,| = |an,]. O

Considérons maintenant une série numérique E a; dans K. Cette série sera donc conver-

i>0
n

gente dans K si la suite des sommes partielles, S,, = E a; converge dans K et sera converge
=0
absolument dans K si la série E la;| converge dans R.
>0

Proposition 1.3.4. [}4, Proposition 3.2/ Si la série Z la;| converge dans R, alors la série
>0
Zai est convergente dans K.

120
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Preuve. On suppose que E la;| converge dans R, alors la suite des sommes partielles;
i>0

n
K, = Z la;| est convergente dans R, donc K, est une suite de Cauchy dans R.
i=0
Alors, on a pour tout ¢ > 0, il existe un entier N tel que pour tous n,m € N satisfaisant
m>n> N, ona
m n m
Ko = Kol = | 3ol = D fail| = Y il < =
i=0 i=0 i=n+1

D’autre part, on a

m n m m
Sm=Sal = | > ai =D a|=| 3 af< 3 lal <<,
=0 =0 i=n-+1 i=n-+1

donc, (S,)n>0 est de Cauchy dans K qui est complet, alors S, converge dans K et par

conséquent la série Y a; converge dans K. O
i>0

La proposition suivante illustre une propriété qui est une distinction par rapport a ce

qui se passe dans C ou R

+00 +oo
Proposition 1.3.5. [/4, Proposition 3.3/ Soit Z a, une série dans K. On a, la série Z G
) ) . n=1 n=1
converge si et seulement st lim a, = 0.
n—-+0o
De plus, on a
+oo
‘ Zan < max |ay|.
n>1
n=1

“+oo
Preuve. La série E a, converge dans K si et seulement si la suite des sommes partielles ;

n=1

n
S, = Zai converge dans K. Alors, S, est une suite de Cauchy dans K. Donc, on a

=1
lim ’Sn - Sn71| =0.

n—-+o0o
Par ailleurs, on a a,, = S, — S,,—1, dou lim a, = 0.
n—-+00
+oo +0o0
Maintenant, supposons que g a, converge. Le cas g a, = 0 est évident. Sinon, d’aprés
n=1 n=1

la Proposition 1.3.3, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on a

+o0 no
D)= a
n=1 n=1

Y

13
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o
sachant que ‘ E an
n=1

< max {|ax|} < max{|a,|}, alors, on a

<
< max{|an|}.

“+00
> a
n=1

Ce qui achéve la démonstration. O

1.4 Fonctions méromorphes sur un corps ultramétrique

Cette section est essentiellement destinée aux propriétés déja connues des fonctions mé-
romorphes ultramétriques: on commence par un petit rappel des propriétés élémentaires
des fonctions données sous forme d’une série entiére. Ensuite, nous établissons quelques

définitions sur les fonctions analytiques et méromorphes.

1.4.1 Fonctions Analytiques

Premiérement, nous introduisons quelques rappels & propos des propriétés des fonctions
données sous forme d’une série entiére.
On considére une série entiére, de terme général a,z", avec a,, € K. Cette série sera donc

convergente si et seulement si a,z" tend vers zéro dans K.

Définition 1.4.1. Soit l'ensemble A = {r € [0,+0o0 |, |a,| ™ — 0} est un ensemble non

vide. On appelle rayon de convergence de la série entiére . a,z", la borne supérieure de A
n>0

si A est majoré que l'on note R. Sinon R = +c.

La proposition suivante décrit les critéres de D’Alembert, Cauchy et d’Hadamard qui

sont utilisés pour ’étude de la convergence des séries

Proposition 1.4.2. [6, Proposition 16] Soit f(x) = ) a,a™ une série entiére a coefficients
n>0
dans K. Alors

|an+1|

1) Sia, est non nul a partir d’un certain rang et si la limite de ]
an

quand n — 400

1
existe et égal a L, on a R = T (Formule de d’Alembert).
1
2) Si la limite de {/|a,| quand n — +oo existe et égal L, on a R = 7 (

Cauchy) )

Formule de

14
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8) Dans tous les cas, on a R~ = limsup {/|a,| (Formule d’Hadamard).

n——+oo

Comme dans le domaine des nombres complexes C, les cas limites L = 0 et L = +00
conduisent aussi au bon résultat sur le rayon de convergence; quand L = 400 ,ona R =10
et donc la série est convergente seulement lorsque x = 0 et quand L = 0, on a R = 400,
donc la série converge pour tout x € K et dans ce cas, on dit que la série est entiére.

Les propriétés de R sont aussi semblables a celle connue dans C: si R non nul, la série
est convergente pour tout x € K tel que || < R et pour |z| > R, elle est divergente.

En général, on ne peut rien dire sur la convergence sur le cercle |z| = R.
Remarque. Le disque D~ (0, R) est appelé le disque de convergence.

Nous énongons la proposition suivante pour préciser la relation entre la série entiere et
sa dérivée. Pour la preuve de cette proposition, voir [6, page 12|
Proposition 1.4.3. [6, Proposition 17] On appelle série dérivée de la série f(x) = Y a,x™ou
n>0

a, € K, la série g(x) = Y. na,a™ !, et on a
n>1

1) La série dérivée de la série f a exactement le méme rayon de convergence que la série

2) Sile rayon de convergence R de la série f est non nul, alors la fonction [ est dérivable
sur son disque de convergence et la fonction dérivée est égale a la somme de la série
dérivée

9(@) = f'@) = 3 nana".

3) Plus généralement, si R > 0, la série f est une fonction indéfiniment dérivable sur

le disque de convergence de f et on a

FO(z) = g*D(z) = kI (" a,z" ",
> ()

Remarque. Les résultats valides dans C s’étendent sans problémes au cas ultramétrique.

Définition 1.4.4. Soit f une fonction définie de D(a, R) dans K, on dit que f est une

fonction analytique sur D(a, R), s’il existe une suite (a,)n>0 € K, tel que lim |a,|R™ =0,
- n—+o00

15
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et pour tout © € D(a, R), on a f(x) = ) an(x — a)".
n>0
Autrement dit, st une fonction f est développable en série entiere autour de chaque point de

son domaine de définition, alors f est analytique sur son domaine de définition.

Définition 1.4.5. Soit f une fonction dans K. On dit que f est entiere si elle est analytique

sur tout le corps K.

Définition 1.4.6. Une fonction entiére transcendante est une fonction entiére sur K qui

n’est pas un polynome.

Dans toute la suite, notons que A (K) (resp. A (D(a,r))) I'ensemble des fonctions analy-
tiques sur K (resp. D(a,r)) et A(K) \ K[z] 'ensemble des fonctions entiéres transcendantes
sur K ou K[z] ’ensemble des polynémes a coefficients dans K.

+oo
Proposition 1.4.7. [28, Proposition 13.3] Soit f(z) = > a,(x —a)". Alors, les conditions

n=0
sutvantes sont équivalentes:

i) f € A(D™(a,R)),

it) La série f(x) est convergente pour tout x € D~ (a, R).

1.4.2 Fonctions méromorphes

Dans cette partie, nous rassemblons quelques définitions et propriétés liées aux fonctions

méromorphes dans un corps ultramétrique.

Définition 1.4.8. Soit a € K. On dit que a est un point singulier isolé d’une fonction f
sl existe un voisinage de a (c’est—d—dire il existe un disque ouvert de centre a et de rayon

r) tel que f est analytique sur ce voisinage sauf a (c’est-a-dire f € A(D™(a,r)\{a})).

Définition 1.4.9. Si une fonction [ est analytique sur K (resp. f est analytique dans
D(0, R)) sauf aux points de singularités isolées qui sont des pdles, alors f est une fonction

méromorphe sur K (resp. | est méromorphe dans D(0, R))

Notation. On note M(K) (resp. M(D~ (0, R))) le corps des fonctions méromorphes dans
K (resp. dans D~ (0, R)), c’est-a-dire le corps des fractions de A(K) (7"68]). de fractions de
A(D™(6,R))) et K(z) Uensemble des fractions rationnelles & coefficients dans K.

16
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Aussi, on note par M(K)\K(x) l’ensemble des fonctions méromorphes transcendantes sur
K (c’est-d-dz’re les fonctions méromorphes qui ne sont pas des fractions rationnelles dans
K).

Remarques. 1. Toute fonction entiére est une fonction méromorphe. Autrement dit A(K) C

M(K).

2. Toute fonction rationnelle dans K est une fonction méromorphe.

1.4.3 Les zéros et les pdles des fonctions méromorphes

Nous procédons dans cette section a I’étude du comportement des séries entiéres. Dans
tout qui suit et tout au long de notre travail, on posera K un corps commutatif, algébrique-

ment clos et complet par rapport a une valeur absolue ultramétrique |.|.

Définition 1.4.10. On dit que K est un corps algébriquement clos, si chaque polynéme

P(z) dans K[X]| admet des racines dans K.

+o0o
Définition 1.4.11. Soient f € A(K), v € K et f(z) = > by(x — )", pour tout x € K o1
n=q
b, # 0, et ¢ > 0. Dans ce cas, on dit que v est un zéro de f d’ordre de multiplicité q ou
simplement que v est un zéro de f d’ordre q.

De méme q sera appelé l'ordre de multiplicité de ~.

Si f admet v comme zéro d’ordre ¢, on posera w,(f) = ¢. Si f(y) # 0, on posera

simplement w, (f) = 0.

Proposition 1.4.12. [6, Proposition 18] Une fonction analytique non nulle sur un disque
vérifie le principe de zéros isolés, c’est-a-dire que si b est un zéro de f, il existe un disque

de centre b, de rayon assez petit, ou la fonction f n’admet comme zéro que b.

Preuve. Supposons que b est un zéro de f. Alors, f(z) = @ (2 —0)"+ a1 (x—0)" 4+
tel que m > 1 et a,, # 0.

Par conséquent, si |x — b| est assez petit, et non nul, on a |f(z)| = |an,| |x — b|™ # 0. O

Théoréme 1.4.13. [28, Théoréme 14.1] Soient f € A(K) non nulle et v € K. Si f(y) =0
(c’est a dire v est un zéro de f), alors, il existe ¢ € N unique tel que f puisse étre écrite

dans A(K) sous la forme (x —~)ig(z) o g € A(K) et g(y) # 0.

17
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Remarques. Si f € M(K) (resp. f e M(D(0, R))), alors, il existe deux fonctions g, h €
h

A(K) (resp. g,h € A(D(0,R))), telles qu’on peut écrire f = —, ot g et h sans des zéros
g

communs et on a

1. Le nombre des poles de f est fini dans un domaine borné.

2. Les zéros de f sont des zéros de h, et les poles de f sont des zéros de g.

Pour la preuve du théoréme suivant, voir [28, page 129].
Théoréme 1.4.14. [28, Théoreme 23.16] Soit f(x) = Jio a,z™ € A(D™(0,R)). Les condi-
tions suivantes sont équivalentes: i

i) f n'a pas de zéros dans le disque D~(0, R),

it) |f(z)| est égal a une constante non nulle dans le disque D~ (0, R).

Corollaire 1.4.15. [}2, Corollaire 1.27] Soit f € A(K) non constante. Alors, f admet au
moins un zéro dans K. De plus, st f est transcendante, alors f a une infinité de zéros dans

K.

Corollaire 1.4.16. [}2, Corollaire 1.28] Soit f € A(K). Si f n’a aucun zéro dans K, alors

f est une constante.

Théoréme 1.4.17. [31, Théoreme 2.1.2] Soit f € M(K) (resp. f € M(D(0,R))). Si f
n’a aucun pole dans K (resp. f n’a aucun pole dans le disque D*(O,R)), alors f € A(K)
(resp. fe A(D‘(O,R))).

Preuve. Supposons que f € M(K), donc on peut écrire f sous la forme f = ﬁ ou h,g €
A(K) (resp. h,g € A(D~(0,R))) et g # 0. !

Si f n’admet aucun poéle dans K (resp. f n’admet aucun pdle dans D~ (0, R)), alors g n’a
aucun zéro dans K (resp. g n’a aucun zéro dans D~ (0, R)).

Donc, d’aprés le Théoréme 1.4.14, on a g est une fonction constante dans K (resp. g est

constante dans D~ (0, R)), et par conséquent, f € A(K) (resp. f € A(D~(0, R))). O
A partir des Corollaires 1.4.15 et 1.4.16, on a immédiatement les corollaires suivants

Corollaire 1.4.18. Les fonctions méromorphes transcendantes dans K ont une infinité des

z€ros ou une infinité des poles.

18



Fonctions méromorphes sur un corps ultramétrique

Corollaire 1.4.19. Soit f € M(K) (resp. f € M(D™(0,R))) n'ayant ni zéros ni péles
dans K (resp. dans D~ (0, R)). Alors, f est une constante dans K (resp. dans D=(0, R)).

1.4.4 Polygbéne de valuation

Définition 1.4.20. Soit f(z) = ) a,a™ € A(K). Pour r €]0,+00[, on appelle par

n>0
1) = maslanl 1™
le module mazimum de f.
Remarque. L’application v — |f|(r) définit une fonction réelle sur R.
L’énonce de la proposition suivante nous donne les propriétés de la fonction | f|(r)
Proposition 1.4.21. [6, Proposition 25] Soient la fonction f € A(K) non nulle et r €
10, +00[. Alors, on a

1. La fonction |f|(r) est croissante.

2. Si la fonction f a un zéro b dans K, la fonction |f|(r) est strictement croissante si
r>|b|.

3. La fonction |f|(r) est continue.

Preuve. 1. Supposons que r > ry > ry > 0, alors

[fl(r1) = max [f(z)] < max )If(SU)IZIfI(Tz)-

z€D1(0,r1) z€D*(0,r2
Ce qui donne le résultat désiré.
2. Soit 19 > |b|. Sachant qu’il existe au moins un zéros dans le disque DT (0,7¢), on a
|f| (ro) = |as| 7§, pour un s > 1. Puisque ag n’est pas nul, si 7 > 7o, on a |as|r* > |as| g,
alors,
£107) = maclag] o > fau|r* > las|rg = ] (r0)
Par conséquent, |f|(r) est strictement croissante pour r > |b|.

3. Fixons 5 €]0,r[. Alors, lim |a,| 8™ = 0 tel qu’il existe un entier N tel que
n—-+00

n __ mn
g lanl 07 = mgelenl 57
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Par conséquent, si t € [0, (], on a aussi
n __ n __
max |a,| £ = max|a,| " = | f]().

Comme la fonction t — max |a,|t" est clairement continue, on a le résultat désiré, et donc

la preuve de la Proposition 1.4.21 est compléte. ]
Définition 1.4.22. Soit f(x) = > a,x™ une série entiére non constante de rayon de
n>0

convergence R non nul (éventuellement mﬁm) La fonction définie par

Qp: ] =] —o00,logR[ - R

logr — ®¢(logr) =log|f|(r) = max {log |a,| + nlogr},
n>
est appelée la fonction de valuation de f. Cette fonction est continue, croissante, convexe

et affine par morceau.

Remarque. En analyse ultramétrique, le graphe de ®; est connue comme le polygone de

valuation de la fonction f.

Théoréme 1.4.23. [28, Théoréme 13.1] Soit r €]0, +oo[. Alors, A(K) est l’ensemble des

+00
séries entieres f(x) = > aya™ telles que lim |a,|r™ =0, et
n=0 n——oo

||f||D(o,r)=SléIN3|an|T‘”= lim [ f(x)] = [f](r).

|z|—r,|z|<r
De plus, on a ||.| est une norme ultramétrique multiplicative sur A(K), qui est appelée la

norme de Gauss.

Nous allons maintenant regarder la relation entre le module maximum d’une fonction

analytique et sa dérivée

Théoréme 1.4.24. [28, Corollaire 15.6] Soit f € A(K). Pour tout r €]0,400[, on a

71 < 1),

Preuve. Soient f € A(K) et r €]0,+00[. Si f(z) = Y a,z”, alors f'(z) = Y na,a™ .

n>0 n>1
D’ou,
71 ) = max e 14 = = mas na, |
1
= 1710
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]

Remarque. La norme multiplicative |.|(r) définie sur A(K) (resp. définie sur A(D~(0, R)))
quand r € [0, +oo (resp. quand r €]0, R[), est étendue & M(K) (resp. M(D~(0, R))) quand
r € [0,+o0[ (resp. r €]0, R[), comme suit: si f € M(K) (resp. M(D~(0,R))) est donnée

par f— S tel que g,h € A(K)(resp. g, h € A(D™(0, R))), alors, on a |f|(r) = ‘|ZI‘E:)'

~—

Le résultat qui suit est une version généralisée du résultat précédent

Théoréme 1.4.25. [17, Lemme 4] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))). Pour tout
r >0 (resp. v €]0,R[), on a |f'|(r) < %m(r)

h

Preuve. Posons f = — ou h,g € A(K) (resp. A(D~(0,R))). Pour tout » > 0 (resp.
g

r €]0, R[), et en vertu du Théoréme 1.4.24, on a

1) Ly — |9 =97
A 7O =m0
_Ig'h - ghl(r)
ghl(r)
1) K] 1
= ““"X{ 9107 TRl } <7

[]

Corollaire 1.4.26. Soit f € M(K) (resp. f € M(D(0,R))). Pour tout r > 0 (resp.
1

r €]0,R[) etn € N*, on a |[f™|(r) < —|f|(r), ou f™) est la dérivée d’ordre n de f.
rn

Proposition 1.4.27. /28, Lemme 4.2] Soit P(x) = i a;x? € Klz] non nul et soit r €
10, +00]. Alors, |P(x)| admet une limite |P|(r) quand \leiz?end versr mais |x| # r et |P|(r) =
max laj|r?. De méme, pour a € D(0,7), |P(x)| admet la méme limite |P|(r) quand |z — a|
tend vers r mais |v — a| # r. Soit v € D(0,r). Alors, |P(z)| < |P|(r). Si P n’a pas de zéros
dans la classe de x dans D(0,r), alors |P(x)| = |P|(r). Si P admet au moins un zéro dans

cette classe, alors |P(x)| < |P|(r).
Le lemme suivant décrit les racines d’un polyndéme sur K.

Lemme 1.4.28. [6, Lemme 1] Soit Q(z) = bo+- - -+bsx®, un polynome de K[z|. On suppose

que |bs|r* = max {|b;|r7 } = ||Q||. Alors, le polynéme Q a toutes ses racines dans D*(0,r).
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1.4.5 Théoréme de Préparation de Weierstrass

Théoréme 1.4.29. [6, Théoréme 1] Soit f(z) = +Zooanx” une série entiére non nulle
coefficients dans K, convergente dans le disque D+((i:7“0), appartenant o A(DT(0,7)) et s un
indice tel que |as|r® = |f|(r), et |a;|r? < |as|r® pour j > s. Il existe alors un couple (Q, H),
ot Q) étant un polynome de K|x], tel que Q(x) = bo+---+bsr*, avec |bs|r* = |Q|(r) = |f|(r)
et H(xz) une série entiere appartenant ¢ A(DV(0,r)) telle que |H — 1|(r) < 1 et f(x) =
QU H ().

Nous allons rassembler de ce théoréme un certain nombre de résultats comme suit. Pour
la preuve, voir [6, page 14-15].
+oo
Théoréme 1.4.30. [6, Corollaire 3] Soit f(x) = > a,x™ une série entiére non nulle a
coefficients dans K, convergente dans le disque D*?(ior), appartenant o A(D*(0,r)), et s

un indice tel que lon ait |as|rs = |f|(r), et |a;|r? < |as|r® pour j > s. On a
1) Si s > 1, la fonction [ a exactement s zéros dans le disque DT (0,7), compte tenu
des multiplicités ;

2) La fonction f n'a aucun zéro dans le disque DT (0,r) si et seulement si s =0, et sa

valeur absolue y est alors constante dans ce disque.

Corollaire 1.4.31. [6, Corollaire 4] Soit f(x) une série entiére vérifiant les hypotheéses du
théoréme précédent. On suppose de plus que lentier s est égal a 1. Alors, la série f(x) a un

zéro unique dans le disque D*(0,r) C K.

+o00
Théoréme 1.4.32. [28, Théoréme 23.10] Soit f(x) = > a,a™ € A(D~(0,R)). Alors, f
=0
a un nombre fini des zéros dans D~ (0, R) si et seulement s’il existe un entier ¢ € N tel
que |ag| R > sup lan| R™. De plus, sit € N est le plus petit de tous les entiers q tel que

lag| RT > sup \an\ R™, alors, f a exactement t zéros dans le disque D~ (0, R).

22



Chapitre 2

La théorie de distribution des valeurs (la

théorie de Nevanlinna ultramétrique)

Sommaire
2.1 FormulededJensen . . .. ... ... ... .. e 24
2.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna . ... ... ... . ... 24
2.3 Premier Théoréme Fondamental de Nevanlinna . ... ... .. 30
2.4 Deuxiéme Théoréme Fondamental de Nevanlinna . .. ... .. 31
2.5 Le comportement asymptotique des fonctions méromorphes . . 31

2.6 L’ordre de croissance d’une fonction méromorphe et ses pro-

Priétés . . . . . . i i e e e e e e e e e e e 35

La théorie de Nevanlinna joue un role crucial dans les domaines: ’analyse complexe et
I’analyse ultramétrique, en particulier dans les problémes de distribution de valeurs. Dans
ce chapitre, on va décrire les définitions basiques de la théorie de Nevanlinna dans un corps
commutatif ultramétrique, complet et algébriquement clos K et on va présenter les deux
fameux théorémes de cette théorie (le premier et le deuxiéme théoréme). Ensuite, nous
énongons ’analogue du théoréme classique de Valiron-Mokhon’ko. On termine ce chapitre
par la définition d’ordre de croissance d’une fonction méromorphe et ses propriétés qui sont

semblables a celle connue dans ’analyse complexe.
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2.1 Formule de Jensen

Soient f € M(K) (resp. feM(D(0, R))) et a un zéro ou un pole de f. On note w, (f)
(wa(f) € N) lordre de o, c’est-a-dire f(z) = > an(z —a)" et a,, # 0, alors wa(f) = na.
n>neg

Le théoréme suivant illustre la version ultramétrique de la formule de Jensen qui est la

naissance de la théorie de Nevanlinna et qu’on utilisera dans notre travail

Théoréme 2.1.1. [42, Formule (1.8), P. 21] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R)))
n'ayant ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0,+oc[ (resp. r €]0, R[), on a
r

loa(1£1(r)) = o LFO) + 3 (wul ) — a3 ) ) Tor (21)

o f ||

Pour plus de détails concernant la preuve de ce théoréme, voir [42, page 21|.

2.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Soient f € M(K) (resp. f € M(D~(0, R))) n’ayant ni zéro ni pole en 0 et r €]0, +oo]

(resp. r €]0, R[). La fonction
Z(r.f) = Y walf)logr —log|al),
a0
est dite la fonction de comptage des zéros de f dans D~(0,r), comptés avec leurs multipli-
cités. De méme, la fonction
Z(r, f) =" (logr —log|al),
|a|<r

est dite la fonction de comptage des zéros de f sans prendre en compte les multiplicités.
Aussi, la fonction
1

—) et N(r, f) :Z<r,l>,

N f) == 3 walf)(ogr —loglaf) = Z(r. ;

lal<r f
wa (f)<0
est dite la fonction de comptage des poles de f dans D~ (0, r), comptés avec leurs multiplici-

tés, ott N(r, f) la fonction de comptage des poles de f dans le disque D~(0,7) sans prendre

en compte les multiplicités.
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Finalement, pour z > 0, on pose log"™ z = max(0, log z), ot log est la fonction logarith-

mique réelle. Pour tout r €]0, +o0[ (resp. r €]0, R[), on a

m(r, f) =log™ | f|(r) = max{log | f|(r),0}.

La fonction m(r,.) est appelée fonction de compensation et donc, on peut définit la fonction

de Nevanlinna (appelé aussi la fonction caractéristique) de f par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, [).

Remarques. 1. Les fonctions Z(r, f), N(r, f) et T'(r, f) sont positives.
2. Supposons que f est une fonction méromorphe admet un zéro ou un pdle a lorigine,

nous pouvons faire un changement d’origine pour redéfinir les fonctions Z(r, f), N(r, f) et

T(r, f).

Gréace a les définitions de N(r, f), Z(r, f) et m(r, f), on peut reformuler la formule de

Jensen a une forme plus élaborée, simple et utilisée que la formule (2.1)

Théoréme 2.2.1. [42, Formule (2.1), P. 35| Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R)))

n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors,
log |f|(r) = Z(r, f) — N(r, f) +1log(|f(0)]), pour tout r >0 (resp. r €]0, R|). (2.2)

Le théoréeme suivant présente une autre version de la fonction caractéristique de f.

Théoréme 2.2.2. [19, Introduction| Supposons que f est une fonction méromorphe non
constante dans K (resp. f e M(D‘(O,R))), n’a ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout
r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), on a

T(r, f) = maX{N(r, f), N(r, %) + 0(1>}.

Preuve. D’aprés la formule (2.2), on a

log |f|(r) = Z(r, f) = N(r, f) + log [ £ (0)|.

Ce qui implique
log [f|(r) + N(r, ) = Z(r, f) +1og | f(0)]. (2.3)
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En introduisant la fonction max dans les deux cotés de I’équation (2.3), on trouve

max{log | f|(r) + N(r, f), N(r, f)} = max{Z(r, f) + log [f(0)|, N(r, f)}.

Alors,

N(r, f)+max{log | f[(r)+N(r, f)=N(r, f), N(r, f)=N(r, f)} = max{Z(r, f)+log|f(0), N(r, f)}
D’ou,
N(r, f) + max{log | f|(r),0} = max{Z(r, f) +log | f(0)|, N(r, )},

par conséquent,

T(r, ) = max{Z(r, f) +log [f(0)|, N (r, f)}

= max{N(r, 1), N(r, %) + O(l)}.

Le Théoréme 2.2.2 est complétement démontrer. O

Remarque. A. Escassut et autres ont considéré que T (r, f) = max{Z(r, f), N(r, )} ou T(r,f) =
max{Z(r, f), N(r, f)} + O(1). Ces deux définitions sont équivalentes aux définitions de la

fonction caractéristique de Nevanlinna précédentes.
Les notations suivantes sont nécessaires pour le reste de notre travail

Notation. Soient g, h deuz fonctions réelles définies sur lintervalle I =]0, 4+00] (resp. I =

]O,R[) et soit r € I tel que h ne s’annule pas pour r assez grand (resp. r assez proche de

R).

1. S’il existe M > 0 tel que ’% < M, alors g(r) = O(h(r)), (c’est a dire g est
dominée par h).
2. Si Tginm% = 0 (resp. }gr}%% = 0), alors g(r) = o(h(r)), (c’est a dire g est

négligeable devant h).

Grace a la définition de la fonction caractéristique T'(r,.), on obtient les corollaires
suivants: le premier corollaire représente la fonction de Nevanlinna d’une fonction entiére et
le deuxiéme précise la relation entre la fonction de Nevanlinna d’une fonction méromorphe

et la fonction de Nevanlinna de son inverse.
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Corollaire 2.2.3. Soit f € A(K) (resp. f € A(D™(0,R))) tel que f(0) # 0. Alors, pour
tout r €]0, 00| (resp. r €]0, R[), on a

T(r,f)=Z(r,[)+0O(Q). (2.4)
Corollaire 2.2.4. [15, Formule (1.5), P. 253] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R)))
n’a ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r > 0 (resp. r €]0, R[), on a

T(r, %) = T(r, f) + O(1).

Preuve. Supposons que f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) n’a ni zéro ni pole en 0.
1 1
T, ?) + N(r, ?) et T(r, f) = m(r, f) + N(r, f). Donc, d’aprés la

formule de Jensen (2.2), on a

Alors, on a T(r, ?) = m(

log |f|(r) = Z(r, f) = N(r, f) + log [£(0)|.
1

Puisque log | f|(r) = log™ | f|(r) — log™ ‘f

‘(7“> =m(r, f) —m(r, %), alors

log |£(0)| = m(r, f) — m(r, }) — Z(r, f) + N(r f).

et par conséquent
1
T(r,5) =T(r. f) ~log| /0)]

Donc, le corollaire 2.2.4 est complétement démontré. O

Maintenant, nous allons introduire quelques propriétés des fonctions Z(r, f), N(r, f) et

m(r, f)

Proposition 2.2.5. [42, Proposition 2.1] Soient f,g € M(K) (resp. fig € M(D‘(O,R)))
et n’ayant ni zéro ni pole en 0. Alors, pour r > 0 (resp. r €]0, R[), on a

i) N(r,f+g) < N(r,f) + N(r,9),

i) N(r, fg) < N(r, f) + N(r, g).

Preuve. On sait que 'ordre de multiplicité de poles de f + g ou fg au point x est au plus

égal a la somme d’ordre de multiplicité de poles de f et g au point z, alors
1 1 1 1 1 1
Z<r, >§Z<T,—>+Z<7’,—) etZ(r,—)SZ(T,—>+Z<r,—>,
f+y f g fg f g
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et par conséquent,
N(r,f+g) <N(r, f)+ N(r,g) et N(r,fg) <N(r,[)+N(r,g).
O

Proposition 2.2.6. [/2, Proposition 2.2] Soient f,g € M(K) (resp. f,g € M(D~(0,R)))
et a € K. Alors, pour tout r > 0 (resp. r €]0, R[), on a

1.m(r, f + g) < max {m(r, f),m(r,g)} ;

2. m(r, fg) <m(r, f) +m(r,g) ;

4. m(r, f —a) =m(r, f) + O(1) ;

5 m(r,af) =m(r, f)+ O(1).

Preuve. Comme |.|(r) est une valeur absolue ultramétrique, alors, elle satisfait I'inégalité
triangulaire forte et grace a la croissance de la fonction logarithmique, on conclut sans

difficulté les relations 1, 2 et 5.

’ 1
3) D’aprés le Théoréme 1.4.25, on a |’§||((r)) —. Alors, pour 7 > 1 (resp. r €]1, R[), on a
r r
flr) _ , fy
log 7 < —logr <0 et par conséquent, m|r, 7)= 0.
T

4) Supposons que |f|(r) > |a|, et pour r assez grand (resp. assez proche de R), on a

|f = al(r) = max{|f|(r), |a[} = | f](r),

donc, m(r, f —a) = m(r, f).

D’autre part, si |f|(r) < |a|, on a |f — a|(r) < |a], alors

m(r, f = a) = m(r, f)] < max{m(r, f — a),m(r, )} <log" al,

ce qui implique que m(r, f—a) = m(r, f)+O(1). Donc, la Proposition 2.2.6 est complétement

démontrée. O

Dans la proposition suivante, on donne des propriétés de la fonction 7T'(r,.) utiles dans

la démonstration du premier théoréme principal de Nevanlinna
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Proposition 2.2.7. [15, 26, Proposition 12, Théoréme 5] Soient a € K (resp. a € D (0, R))
et f, g deuz fonctions méromorphes dans K (resp. dans D~ (0, R)), non identiquement nulles
et n’ayant ni zéro ni pole en 0 tel que f(0) # a. Alors, pour tout r €]0, +00] (resp. r €]0, R[),

on a
1) T(r f+g) <T(r [)+T(r,g);
2) T(r, fg) <T(r, f) +T(r9);
3) Si f.g € A(K) (resp. f,g € A(D™(0,R))), on aT(r, f+g) < max{T(r, f),T(r,9)};
4) T(ryaf) =T(r, f) +O(1);
5) T(r,f —a) =T(r, f) + O(1).

Preuve. A partir de la définition de la fonction caractéristique de Nevanlinna, on a T'(r, f) =

m(r, f)+ N(r, f) et T(r,g) = m(r,g) + N(r,g). D’autre part, on a
T(r, f+g) = m(r, f+9)+N(r, f+g) < m(r, f)+N(r, f)+m(r,g)+N(r,g) = T(r, /)+T(r, g).

D’une fagon équivalente, on trouve fagilement que T'(r, fg) < T(r, f) + T(r,g). Donc, les
inégalités 1) et 2) sont démontrées.

3) Comme f,g € A(K) (resp. f,g € A(D~(0,R))), alors N(r, f) = N(r,g) = 0, ce qui
implique que T'(r, f) = m(r, f) et T'(r,g) = m(r,g).

Donc,

T(r,f+g)=N(r, f+g)+m(r f+g)

< N(r, f) + N(r, g) + max{m(r, f),m(r,g)}

< max{m(r, f),m(r,g)}

< max{T'(r, f), T(r,9)}
Pour montrer les égalités 4) et 5), en utilisant le fait que le nombre des poles de af, f — a
et f sont égaux, c’est a dire N(r,af) = N(r, f —a) = N(r, f).
Aussi, on a d’apreés la Proposition 2.2.6, m(r,af) = m(r, f)+O(1) et m(r, f —a) = m(r, f)+
O(1). Donc,

T(ryaf)=T(r, )+ O0OQ) et T(r,f —a)=T(r, f) + O(1).

Ce qui achéve la preuve de la proposition. O
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Remarques. 1. La plupart des propriétés de la fonction de Nevanlinna d’une fonction
méromorphe dans K et dans le domaine des nombres complexes C sont semblables.

2. La propriété 3) est spécifique d’un corps ultramétrique.

A partir des propriétés de T(r,.), on a
Proposition 2.2.8. [15, Proposition 1.4] Soit f une fonction méromorphe dans K telle que
f n’a ni zéro ni pole en zéro. Nous avons les équivalences suivantes:

1. f est une constante si et seulement si T'(r, f) = o(logr), r — +00,

2. f est non constante si et seulement s’il existe c € R et A > 0 tels que
T(r,f) >logr+c, pourr > A.

La proposition suivante précise la relation entre les fonctions méromorphes et leurs dé-

rivées.

Proposition 2.2.9. [15, Proposition 1.5] Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) telle
que pour tout entier n, f™ n’a ni zéro ni pole en 0. Alors, pour tout r €]0,+oo] (resp.

r €]0,R[), on a

1. N(r, f™) = N(r, f) +nN(r, f),

2. Z(r, f™) < Z(r, f) + nN(r, f) — logr + O(1),
(r, f) +nN(r, f) < (n+ DT(r, f).

NN

3. T(r, f) <

Corollaire 2.2.10. Soient f € A(K) (resp. f € A(D™(0,R))) et n € N telles que f™ n'a

pas de zéro en 0. Alors, on a
T (r, f(”)) < T(r, f) 4+ O(1),Vr €]0, 40| (resp. Vr €]0, R]).

Pour plus de détails concernant les preuves de la Proposition 2.2.8 et de la Proposition

2.2.9, voir [15, page 254-255, 256-257].

2.3 Premier Théoréme Fondamental de Nevanlinna

Le théoréme suivant est le premier théoréme principal de Nevanlinna qui est un analogue

du Théoréme 1.2 [35] sur C.
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Théoréme 2.3.1. [}2, Théoréme 2.13] Soient f € M(K) non constante et a € K tels que

f n’a ni zéro ni pole en zéro et f(0) # 0. Alors, pour r >0, on a

T(r, ﬁ) = T(r, f) + O(1).

Preuve. La preuve découle directement de la propriété 2) de la Proposition 2.2.7 et du

Corollaire 2.2.4, (pour plus de détails, voir [42, pages 42-43]). O

2.4 Deuxiéme Théoréme Fondamental de Nevanlinna

Comme on a déja vu, les deux théorémes fondamentaux de Nevanlinna jouent un role
majeur dans la distribution des valeurs que ce soit dans le domaine des nombres complexes
ou dans un corps ultramétrique. Mais, on peut dire que I'importance du premier théoréme
est trés peu par rapport a le second théoréme.

On appelle le deuxiéme théoréme principal de Nevanlinna le Théoréme 2.4.1 qui est un

analogue du Théoréme 2.15 [42] sur C. Concernant la preuve du ce théoréme, voir [42, pages

44-46).

Théoréme 2.4.1. [42, Théoreme 2.15] Soient ay,...,a, € K ot ¢ > 2, f € M(K) (resp.
fe M(D‘(O,R))) non constante telle que f n’ayant ni zéro ni pole en 0, ' et f — a; ne

sont pas nulles en 0. Alors, pour r €]0, +oo[ (resp. r €]0, R[), on a

(¢—1)T(r, f) < N(r, f)—l—zq:N (r, f—;a) —N (r,% fe) #FaVi=1,... ,q) —logr+0O(1).

2.5 Le comportement asymptotique des fonctions méro-

morphes

Dans cette section, nous abordons d’abord quelques propriétés de la théorie de Ne-
vanlinna liées aux fonctions méromorphes. On termine cette section par le théoréme de

Valiron-Mokhonko.

Lemme 2.5.1. [19, Lemme 2.4] Soient f € M (D~ (0,R)) et € > 0. Alors, il existe h,l €
A (D~ (0,R)) telles que f =h/l, et Z(r,h) < Z(r, f)+¢, Z(r,l) < N(r, f) +e Vr €]0, R].
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Corollaire 2.5.2. Soit f € M(K) (resp. f € M(D~(0,R))) nayant ni zéro ni péle en 0.
Alors, il eziste h,l € A(K) (resp. h,l € A(D~(0,R))) telles que f = h/l, satisfait

T(r, f) +O(1) > max {T'(r, h), T(r,1)}.

Preuve. Supposons que f € M(K), alors il existe h,l € A(K) telles que f = h/I.
Alors, pour tout r > 0, on a Z(r,h) = Z(r, f) + O(1) et Z(r,1) = N(r, f) + O(1).

Par conséquent, pour tout r > 0, on a
max{Z(r,h), Z(r,1)} < max{Z(r, ), N(r, f)} + O(1).

Par ailleurs, si f € M (D~ (0, R)), en utilisant le Lemme 2.5.1, on a pour € > 0 fixé, il existe
h,l € A(D~ (0, R)) telles que f = h/l et pour tout r €]0, +00[, on a

Z(r,h) < Z(r, f) +¢,
Z(r,l) < N(r, f) +e.

1l s’ensuit que,
max{Z(r,h), Z(r,1)} <max{Z(r, ), N(r, f)} +¢€, Vr €0, R][.
Sachant que, Vr €]0, +oo] (resp. r €]0, R[), on a
T(r, )+ O(1) = max{Z(r, ), N(r, )},

ce qui implique que,

T(r, f)+O(1) > max{Z(r,h), N(r,1)}.
En vertu du Corollaire 2.2.3, pour tout r €]0, +o0| (resp. r €]0, R[), on a
Z(r,h) =T(r,h) +O(1),
Z(r,l) =T(r,1) + O(1).

Donc,

T(r, )+ O(1) > max{T'(r,h), T(r,1)}.

Ceci acheve la preuve. O
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Définition 2.5.3. Soient P, () € K[X], sans zéros communs, le nombre deg(R) = max{deg(P),
P(z)

Q(z)

Dans la suite, on va donner une estimation de la fonction caractéristique de Nevanlinna

deg(Q)} est appelé le degré de la fonction rationnelle R(x) telle que R(x) =

d’une fonction rationnelle.

A
On estime T'(r, R(x)) telle que R une fonction rationnelle ou R(z) = Bix;’ Az) =
x
k , a :
> a;al(ag #0), et B(x) = > bja’?(by # 0). Solent {ay, oo, ..., a,} et {B1,Ba, ..., B} les
j=0 J=0
ensembles des zéros de A et B respectivement avec we,,Way, - - - Wa, €t Wa1,Wa2, ..., Wem

leurs ordres de multiplicités respectivement.
D’abord, on va donner une estimation de 7'(r, A) et T'(r, B).

Supposons que o = max |«a;|, 7 > « et f = max |5, r > (. Alors,
1<i<n 1<i<m

1 n
N<T7 Z) = ;Wai(l‘?gr - IOg |a2|>

= Zwaiaogr - IOg’}/) + Zwai(log/y - IOg |az|)

i=1 =1
= logTZwai + Zwai <logﬁ — 10g7>.
Q;
i=1 i=1

Comme K est un corps ultramétrique complet et algébriquement clos, on a > w,, = deg(A).
i=1
D’ou,
T(r, A) = deg(A)logr + O(1).
D’une fagon analogue, on obtient
T(r,B) = deg(B)logr+ O(1).
Donc, pour tout r > max{a, f}, on a

T(r,R) = deg Rlogr + O(1),

ou deg R = max{k, q}.

Donc, on a la conclusion suivante:

Pour toute fonction rationnelle, on a T'(r, f) = O(log ). Inversement, si une fonction méro-
morphe f sur K satisfait

T(r, f) = O(logr) (r — +00),
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alors, f est une fonction rationnelle.
Autrement dit, f est une fonction rationnelle si et seulement si T'(r, f) = O(logr).

De tout ce qui précéde, on trouve les corollaires suivants:

Corollaire 2.5.4. [42, Corollaire 2.46] Soit f une fonction méromorphe dans K, on dit que

T
f est une fonction rationnelle de degré d si et seulement si lim (r, /)
T—+00 logr

Preuve. Soit f une fonction rationnelle de degré d. Alors, pour tout r assez grand, on a
T(r, f) =dlogr+ O(1).

T
Donc, on trouve facilement que lim (r, /)

=d. O
r—+oo logr

Corollaire 2.5.5. [}2, Corollaire 2.7] Soit f une fonction méromorphe dans K qui n’a ni

T(r
zéro ni pole en 0. Alors, f est transcendante si et seulement si ligrn % = +00
r—+400 OgT1

Preuve. Soit f une fonction méromorphe transcendante. En conséquence, f posséde soit

une infinité des zéros, soit une infinité des poles, et on a donc, pour tout A > 0

T(r,f) > Xlogr, Vr > 0.

T
Ce qui implique que lim (r, /) = +00. ]
r—+400 log r

Maintenant, nous énongons un théoréme qui représente ’estimation de la fonction ca-

ractéristique de la fonction suivante
k
Ao f(z) = A, f(2)) = Y _a;(x)f (),
5=0

ou f, a; € M(K), (=0,1,...,k) tels que a; # 0.

Théoréme 2.5.6. [/2, Théoreme 2.11] Soit [ est une fonction méromorphe non constante,
alors
k
T(r,Ao f)=kT(r,f)+O <ZT(T, aj)>. (2.5)
=0
Ensuite, on passe au cas plus général, le théoréme suivant décrire l'estimation d’une

Az, f(z))

fonction rationnelle avec plusieurs variables R o f(z) = R(z, f(z)) = ——5—=, telle que

B(z, f(z))
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q )
B(x, f(z)) = > bj(z) f(z)?, o by, . .., by sont des fonctions méromorphes dans C avec b, # 0
j=0
et B(z, f(x)) et A(z, f) sont des polyndémes premiers entre eux en f.
Notons que ce théoréme est du a Gackstatter et Laine dans [32], et Mokhon’ko dans [56]

pour les fonctions méromorphes sur C.

Théoréme 2.5.7. [}2, Théoreme 2.12] Soit f une fonction méromorphe non constante,

alors

k q
T(r,Ro f) = max{k,q}T(r, f) + O ( Z T(r, a;) + Z T(r, bj)> . (2.6)

Dans un corps ultramétrique, le théoréme suivant (démontré par A. Boutabaa, voir [15])

est I’analogue du théoréme de Valiron-Mokhon’ko dans le domaine des nombres complexes

Théoréme 2.5.8. [15, Théoreme I1.1] Soient f une fonction méromorphe et R(x, f(x)) une
fonction rationnelle irréductible en f telle que

Plaf@)  Tya@)f@)

Q(z, f(2)) j—o bj(@) f ()’

ou les coefficients a;(x) et b;(x) sont des fonctions rationnelles, alors la fonction caractéris-

tique de R(x, f) satisfait

R(z, f(z)) =

T(r,R(z, f)) = max{p, ¢}T(r, f) + O(log ). (2.7)

Ce théoréme joue un role majeur et sera trés utilisé tout au long du dernier chapitre.

2.6 L’ordre de croissance d’une fonction méromorphe et
ses propriétés

La définition de 'ordre de croissance d’une fonction méromorphe dans K est semblable
a celle connue dans C (voir [68]).
Notons que la définition de 'ordre de croissance d’une fonction méromorphe dans un corps

ultramétrique K a été définie par K. Boussaf, A. Boutabaa et A. Escassut dans [14].
Définition 2.6.1. Soit f € M(K), la limite supérieure

logT
p(f) = limsup aLCRALE) (r. f)
r—too  logr

) (2.8)
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est appelée l'ordre de croissance de f ou l'ordre de f.
Dans le cas particulier ou f est une fonction entiere dans K, l'ordre de croissance est
également défini par la relation équivalente

p(f) = hrrngrgop W_

(2.9)

Théoréme 2.6.2. [14, Théoréme 1] Soient f,g € A(K). Alors, si c(|f|(r))* > |g|(r) avec

a et ¢ >0, pour r assez grand, on a

1. P(f) > p(g) ;
2. p(f +g) < max(p(f), p(g)) ;

3. p(fg) =max(p(f), p(9))-

Remarques. 1. Les propriétés de 'ordre de croissance d’une fonction méromorphe dans K
sont semblables a celles qui sont dans le domaine des nombres complexes, sauf la propriété
3) dans le cas compleze, on a p(fg) < max(p(f),p(g)).

2. Sip(f) < 400, alors f est d’ordre fini.

3. Soit P € K[X], alors p(P) =0 (c’est valide aussi dans C).

4. On peut facilement construire des fonctions entiéres transcendantes d’ordre 0 ou d’ordre

0.
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Au cours des deux derniéres décennies, I'existence et la croissance des solutions méro-

morphes des équations aux différences et ¢-différences ont été introduites et étudiées dans

C par G. G. Gundersen, G. Zhang, B. Sheng Li, C. W. Peng, Z. X. Chen et autres (voir
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[1, 3, 5, 7, 8, 11, 34, 38, 39, 50, 75, 77|). Notre objectif dans ce chapitre est d’étendre et
de généraliser cette étude au cas des équations fonctionnelles dans un corps commutatif,
ultramétrique complet et algébriquement clos K. Précisément, on s’intéresse a ’étude du
comportement des solutions méromorphes des équations aux différences de type Malmquist
ainsi que Painlevé et les équations g-différences de type Schroder et Painlevé. De plus, on
va préciser 'existence des solutions de ces équations et donner la relation entre 'ordre de
croissance et le degré des équations, on va donner également la relation entre les coefficients
des équations et leurs degrés.

Tout au long de ce qui reste dans cette thése, on note K un corps ultramétrique complet

Pz, f(z))

et algébriquement clos, R(z, f(x)) = O f2) est une fonction rationnelle irréductible,
z, f(z
p=deg Pt = deg @, d = max{p,t} et [s] désigne la partie entiére du nombre réel s.

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans les revues de classe B: Lobachevskii

Journal of Mathematics [9] et p-Adic Numbers, Ultrametric Analysis and Applications [10]

3.1 Lemmes préliminaires
On aura besoin des lemmes suivants pour la démonstration de nos théorémes

Lemme 3.1.1. /11, Lemme 4.1] Pour tout f € M(K), chaque r > 0 et chaque n € N, on a
L[ f(g"2)[(r) = [fI(al"r) ;
2. m(r, f(q"x)) = m(lq|"r, f) ;
3. N(r, f(q"x)) = N(lg|"r, ) ;
4. T(r, f(q"x)) = T(lq|"r, f)-
Lemme 3.1.2. [69, Lemme 3.2/ Soit f € A(K). Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes
1. f est un polynome,
2. il existe ¢ > 0 et s > 0 tels que |f|(r) < er®, pour r assez grand.

On note par o la fonction définit par o(x) = = + ¢ pour chaque z,c € K. Pour chaque

k € K\{0}, on obtient ¥ =g o---0a. Alors, on a le lemme suivant
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Lemme 3.1.3. [11, Lemme 5.2] Soit f une fonction méromorphe dans K et r > 1. pour
chaque k € K\{0}, on a

1. |fod*(r) =1IfI(r);
2. m(r,foak) = m(r, f) ;
3. N(r,foo*)=N(r,f)+O(1);

4. T(r, fod®)=T(r, f) + O(1).

3.2 Etudes des propriétés des solutions méromorphes des

équations aux différences

Dans le domaine des nombres complexes, il y a beaucoup d’articles qui sont concentrés
sur les équations aux différences et contiennent des résultats trés importants dans ce do-
maine (par exemple, voir [1], [38], [63], ...). Dans cette section, on commence par 1'étude
de I’équation célébre de Painlevé et nous donnons quelques résultats sur I'estimation de la
croissance des solutions méromorphes de cette équation dans K et nous faisons également

une étude similaire de ’équation aux différence de type Malmquist.

3.2.1 Equation aux différence de type Painlevé

L’équation de Painlevé a été introduite par le mathématicien francais Paul Painlevé en

1900 (voir [61]), sous la forme suivante

y' = R(z,y,y),

ou R est rationnel en 3/, et algébrique en y, x.

Dans le domaine des nombres complexes C, il y a différents résultats concernant les équations
aux différences de type Painlevé réalisés par plusieurs mathématiciens (voir par exemple [38],
[43], [63], ... ). Prenons un exemple: C. W. Peng et Z. X. Chen ont considéré une équation

aux différence de type Painlevé sous la forme

(f(@) + fl@+ 1)) (f(z = 1) + f(2)) = R(z, f(2)), (3.1)
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et ont démontré de nombreux résultats sur la croissance de ces solutions méromorphes (voir

[63, Théoréme 1.1], [63, Théoréeme 1.2|, ...).

_ Pl f@) _ Eeu@iEy
flz

Qz, f(z)) Yy bi(a)f(x)

aj(x),b;(z) sont des fonctions rationnelles telles que a,(z)b:(z) # 0.

Tout au long de cette section, notons R(z, f(x))

Dans cette partie, on va généraliser et étendre I’étude de I’équation (3.1) au cas d’équa-

tion aux différence ultramétrique et nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 3.2.1. Si l’équation (3.1) admet une solution méromorphe transcendante d’ordre

fini, alors d < 4.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.1)
et d > 4. En prenant la fonction caractéristique de Nevanlinna des deux cotés de I’équation

(3.1) et en utilisant le Théoréme 2.5.8, on obtient

dT(r, f)+ O(logr) < 4AT(r, f) + O(1).
Alors, on trouve

T(r+1,f)>(d/4)T(r, )+ O(logr).
De la méme maniére, on a

T(r+2,f) = (d/4)°T(r, f) + (d/4)O(logr) + O(log(r + 1)).
En répétant ce raisonnement k fois, on obtient
T(r+k, f) > (d/9 T(r, ) + plr), (3:2)

ot u(r) = O(p(r)) et ¢(r) =log(r +k — 1) + (d/4) log(r + k —2) + -+ + (d/4)* 1 logr.

Pour r suffisamment grand, on a log(r 4+ i) < logr + logi. Alors, on trouve

k—1 k-1
o(r) = (d/4)"" Zlog(’r +)/(d/4) < (d/4)" logrzlogi/ (d/4)
< (d/4)F'logr Z logi/(d/4).

De cela, la série Y "% logi/(d/4)" est convergente quand d > 4.
Par conséquent,

\u(r)| < C(d/4)"logr, (3.3)
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ou C' est une constante positive. Puisque f est une solution méromorphe transcendante,

pour chaque r suffisamment grand, on a
T(r,f) >2Clogr. (3.4)
Donc, De (3.2), (3.3) et (3.4), il existe un entier ¢’ > 0 tel que pour tout r > ¢’, on a
T(r+k, f) = C(d/4) log(q), (3.5)

tel que log(log(q')) > 0.
Soit k(&) = [£] — ¢ avec £ > ¢/, ce qui implique que & = k(&) + u.
Alors, u > ¢'. Dong, de (3.5), on a

T(E ) = T+ k(E). 1) > O ()" log(u).

Il s’ensuit que,

d
oa(r(e, 1)) _ 192 (C(D)  rogtogw)
log(¢)  —  log(¢) log(§)

Puisque u > ¢/, il est évident que log(log(u)) > 0, ainsi

log(T(¢, ) _ H(€)1o8 (C ©)
log(§) log(¢) '
Aussi, on a k(§) > & —1— ¢/, donc
Erttoo 1fg(f§)) -
Par conséquent,
lim w = +o0.

g~+oo  log(€)

3.2.2 Equation aux différence de type Malmquist

Les équations aux différences de type Malmquist ont été étudiées dans de nombreux

articles dans le cas des nombres complexes (pour plus de détails, voir par exemple [1],

38],...).
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Récemment, S. Bouternikh et T. Zerzaihi ont fait dans K une étude analogue a celle

dans C sur les équations aux différences de la forme

> Ai(@)f(x+ ) = R(w, f(x)), (3.6)
i=0

et
[[Ai@) fe+e) = R, f(x)), (3.7)
i=0

ou Ay(x),...,A,(x) sont des constants, ¢, ..., c, € N/{0}. Ils ont obtenu des résultats trés

importants (voir par exemple [20, Théoréme 3]).
Maintenant, nous étudions les équations (3.6) et (3.7) au cas plus général ou les coefficients

sont des fonctions rationnelles et nous obtenons les résultats suivants

Théoréme 3.2.2. Si [’équation (3.6) admet une solution méromorphe transcendante d’ordre

fini, alors d < n.

Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.6) et d > n.

La fonction caractéristique de Nevanlinna donne,

T(r, f(x+a) <A+eT(r+1,f)+0(1),

et € est une constante positive. Puisque A;(z), i = 1,...,n sont des fonctions rationnelles,
on a
T(r,R(z, f(x))) = T(r,>  Aiz)f(x +¢)) <nT(r+ 1, f) + O(logr). (3.8)
i=1

D’autre part, d’aprés le Théoréme 2.5.8, on a
T(r, R(z, f(x))) = dT(r, f(x)) + O(logr). (3.9)

Les relations (3.8) et (3.9) assurent que

T(r+1,f)>pT(r, f)+ O(logr), (3.10)
ou = n(lci— 5 Par 'itération de (3.10), on a
T(r+k, f) = B*T(r, f) + g(r), (3.11)
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o 9(r) = OH(r)) et h(r) = =t 5 PEUED

. De plus, on a

i=0 B
k—1 l ( + ) +oo 1 ( + )

hir)=pg""1>" Og;—iz < gy Og;—z (3.12)
=0 i=0

puisque > 1, en utilisant log(r + i) < logrlog, pour tout r, ¢ suffisamment grand et par

+0 ] )
(3.12), la série B 3 w
=0

est convergente. Alors, on a
lg(r)| < CB*logr, (3.13)

ou C est une constante positive. Comme f est une fonction méromorphe transcendante,

alors pour tout r assez grand, on a
T(r,f) >2Clogr. (3.14)
Dong, de (3.11), (3.13) et (3.14), il existe un entier ¢” > 0 tel que pour tout r > ¢”, on a
Tr + k. f) > CF*log(q"), (3.15)

tel que log(log(q”)) > 0.
Soit k(&) = [€] — ¢" avec € > ¢”, ce qui implique que & = k(&) + v.
Alors, v > ¢”. Donc, de (3.15), on a

T, f) = T(v+k(E), f) = CB* log(v).

Il s’ensuit que,

log(T'(&, f)) _ k(&) log(CP) N log(log(v))
log(€) log(§) log(§)

Puisque v > ¢”, il est évident que log(log(v)) > 0, ainsi

log(T(&, £)) - k(€)1og(CB)
og(€)  ~ log(§)

Aussi, on a k(§) > € —1—¢", donc

>

k()
e tbo log(¢) oo
Par conséquent,
log (T’

t~+oo  log(€)
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Théoréme 3.2.3. Si l’équation (3.7) admet une solution méromorphe transcendante d’ordre

fini, alors d < n.

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme, nous utilisons 1'identité

T(r, HAZ(x)f(x +¢)) < ZT(T7 Ai(z) f(z + ),

i=0
et on procéde comme dans la preuve du théoréme ci-dessus. O

3.3 Estimation de la croissance des solutions méromorphes
des équations aux ¢-différences

Récemment, dans le domaine des nombres complexes, plusieurs auteurs ont étudié les
propriétés de l'ordre de croissance des solutions méromorphes des équations g-différences
et ont obtenu beaucoup des résultats quand les coefficients sont des fonctions entiéres ou
méromorphes (pour plus de détails concernant les équations ¢-différences, voir |22, 34, 57,
62]) et aussi il existe de nombreux articles sur la croissance des solutions méromorphes des
équations g-différences dans K (voir par exemple [8], [11]). Cette section, examine quelques
types d’équations aux qg-différences ainsi que l'existence et 'ordre de croissance de leurs
solutions méromorphes dans K et établit quelques caractéristiques de ces solutions.

Au début de cette section, on s’intéresse a 1’étude de I’équation g-différence de la forme
> A0 f(@'x) = Auia (@), (3.16)
§=0

ou Ag(z), A1(x),..., Ay(x) sont des polyndmes et g € K.
Cette équation a été étudiée par B. Q. Chen et al. dans le cas des nombres complexes (voir

[22]). Ils ont obtenu les résultats suivants

Théoréme 3.3.1. [22, Théoréme 4] Supposons que Ag(z), A1(x), ..., Apni1(x) sont des po-
lynomes et q € C est une constante avec |q| = 1. Si I’équation (3.16) posséde une solution

entiére non constante f(x), alors
1. 8i Ao(x), A1 (), ..., Apns1(x) sont des constantes avec AgA, # 0, alors chaque s €
{0,...,n} satisfait

Al < max Alt
A< max {14,
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2. 8i Ao(x), Ay(x), ..., Apy1(x) ne sont pas toutes des constantes avec Ag(x)A,(z) # 0

et f(z) est un polynéme, alors il existe des s € {0,...,n}, tels que

deg A; > deg A1 — deg f.

3. 81 Ao(x), A1(x), ..., Api1(x) ne sont pas toutes des constantes et f(x) est une fonc-
tion entiére transcendante, alors il existe au moins deux nombres s,l € {0,...,n},
tels que

deg A; = deg A; = max }{deg A}
je

gooey

Nous nous intéressons a 1’étude de ’équation (3.16) dans le cas ultramétrique. D’abord,
on va commencer par étudier ’équation (3.16) lorsque les coefficients Ag(x), Ay (z), ..., Au(x)

sont des constants, A,,1(x) est un polynéme et |¢| = 1. On obtient le résultat suivant

Théoréme 3.3.2. Si f est une solution entiére transcendante de ’équation (3.16), alors

pour chaque k € {0,...,n}, on a

|Ax] < max
7€{0,...;n}/{k}

{141}
Preuve. Supposons que f est une solution entiére transcendante de 1'équation (3.16). Par
(3.16), pour chaque k € {0,...,n}, il est évident que
Af(dbz) = Apa(@) = D Aif(d').
J€{0,...,n}\{k}
En utilisant le module maximum, on obtient
[Arf (@ )|(r) = [Ana(@) = D A F(@)|(r).
FE{0, o\ {k}
En outre, puisque |.|(r) est une norme multiplicative et |f(¢’z)|(r) = |fI(lg/’r) = | f|(r) ou

lg| =1, on trouve

< ‘ .
A1) < mac{| Al (), max A1)}

Alors, on obtient

An
|Ay| < max{ﬂ, max \Aj|}. (3.17)
[FI(r) et n\ (k)
Ap
Comme lim [Ania](r) =0, la relation (3.17) donne |A;| < max |A4,].
r—+oo | f|(7) je{0,...n}\{k}
Ceci acheve la preuve du théoréeme. O
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Maintenant, on va étudier I'équation (3.16) quand les coefficients Ao(z), A1(x), ..., Api1(x)

sont des polynémes et |g| = 1. Dans ce cas, on a le théoréme suivant

Théoréme 3.3.3. Pour toute solution entiére transcendante de l’équation (3.16), il existe

k,s € {0,...,n} tels que

deg Ay, = deg A, = max {degA;}.
j€{0,...,n}

Preuve. Soit f une solution entiére transcendante de 'équation (3.16) et il existe seulement
ke€{0,....,n}, on pose d =deg Ay et d = max {degA,}.
j

En introduisant le module maximum aux deux cotés de I’équation (3.16), on obtient
> A@)f (@) (r) = [Aw(@)](r).
=0
Puisque |.|(r) est une norme multiplicative et |f(¢’x)|(r) = | f|(|q/’r) = |f|(r) ot |q| = 1, on

a

~ 0<j<n

| > A(@) (@] (r) < max {]A;](r)}FI(r). (3.18)
i=0
En outre, il existe g > 0 tel que pour tout r» > ry, on a

1

|A; () (r) < 5 < rdts < ptos < | A(2)| ().

De cela, la relation (3.18) assure que
[ D A@) (@ 2)](r) < 3 f](r) < 75 £ ().
i=0

Ainsi,
rE|FI(r) < PR F1) < AR ()] 1), (3.19)

D’autre part, on a

(@) f(dFx) = Apa(z) — > Aj(@)f(da).
J€{0,....n}\{k}

D’ou, on obtient

A < mae{| A (). mae |4 [()110) ).
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Ce qui implique que,
1
Akl (r)] fI(r) < 3] f1(r). (3.20)
D’aprés (3.19) et (3.20), on remarque immédiatement que 42| f|(r) < 43| f|(r). Donc,

. 1 1
on conclut une contradiction avec Td+2 > ’f’d+3. L]

On termine cette partie par I’étude de 1'équation (3.16) lorsque les coefficients Ag(z),
Ay(z), ..., A, () sont des constants, ¢ € K satisfait 0 < |¢| < 1 et A, 1(z) = @ ou P

est un polynéme de degré d € N. Alors, on a le résultat suivant

Théoréme 3.3.4. Soit f une solution entiere de ’équation (3.16). Alors, on a

p(f) =d.

Preuve. Supposons que f est une solution entiére de 1’équation (3.16). A partir de I'équation

(3.16), on peut écrire f(z) = aeP@ — 3 a,f(¢?z), avec o = 1/Ag et a; = A;/ Ay, pour
=1
7=1,...,n.

Ainsi, pour tout s € N

[f1(1al™*) < max{lae”®[(lg] =), laal|f (q2)[(la| =), .- laall f(g"2)  (Jal )}

En vertu du Lemme 3.1.1, on obtient

[£1(al™*) < max{lae™@|(lg| =), [l fI(1al"*). - lewal L F (g™ *)}-

Sachant que |.|(7) est une fonction croissante, on a

[1Cal™=) > [£1(gl*™) = .. = [£1(lal"™).

D’ot1, comme P est un polyndéme, alors il existe ¢ > 0, tel que

lfds

7101a1™) < masx {Jale? ™ X|1(1gl' )}, avee A = max o] (3.21)

De facon équivalente, on a

—s c d(1—s) —s
[£1(lgl* =) < max{|aled™ 7 A (1)}
Aussi, on a eclal®= < gelal = D’ot, on obtient
—s clq|— s —s
[£1(al'™*) < max{|a|e®™™, A F|(lg]*~*)}. (3.22)
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Donc, de (3.21) et (3.22), il est claire que

[£1(lal™*) < max {Jale™™, NI f|(gl**)}-

En répétant ce raisonnement s fois, on obtient

Ifds

|fl(lg] ™) < max{|a|ec|q

NI} (3.23)

On note r; = |¢|™*, il est claire que s > [lolgqulil} De cela, I'inégalité (3.23) devient

log 7
log () < max {log|al +erf, LA +log | £1(1))-

Ce qui implique que

logl71(r) _doglal +ert  logr, . log|fI()
< max{ , AT }
log r log r logrlog |q| log r

De cela et puisque r; — +00 quand s — +o0, on a p(f) < d.
A partir de I’équation (3.16), on trouve immédiatement I'inégalité inverse p(f) > d. Ceci

compléte la preuve du Théoréme 3.3.4. O

Maintenant, nous considérons les équations g-différences de la forme

n

H flaw) = R(z, f(2)), (3.24)

11 @) = f@)m, (3.25)

oung eKi=1,...,n.

Notons que dans le domaine des nombres complexes, les équations (3.24) et (3.25) ont
été étudiées par N. Xu et C. P. Zhong dans [57]. Ils ont trouvé des résultats qui précisent la
relation entre l'ordre de croissance de la solution et les coefficients de ’équation (voir par
exemple [57, Théoréme 1.1], [57, Théoréme 1.2] et [57, Théoréme 1.4]).

Notre but est d’é¢tudier 'existence de solutions méromorphes des équations (3.24) et
(3.25) dans K et nous donnons également une estimation de la croissance des solutions

méromorphes transcendantes de chaque équation. Alors, on trouve les résultats suivants

Théoréme 3.3.5. Supposons que q; € K satisfaisant |¢;| < 1. Si d > n, alors l’équation

(3.24) n’a pas de solution méromorphe transcendante d’ordre zéro.
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Preuve. Supposons que I'équation (3.24) admet une solution méromorphe transcendante
d’ordre zéro. En introduisant la fonction caractéristique de Nevanlinna et utilisant le Théo-

réeme 2.5.8, on obtient
n

T(r, [ [ fqx)) = dT(r, f) + O(log ). (3.26)
i=1
D’autre part, puisque |¢;| < 1, on a
T(r, [ [ @) <D T(alr, f) + O1) < nT(r, f) + O(1). (3.27)
=1 i=1

Par (3.26) et (3.27), on obtient

n

dT(r, f) < T(r, [ [ f(@iz)) < nT(r, ) + O(1).

=1

C’est une contradiction avec d > n. O

Théoréme 3.3.6. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équa-
tion (3.24) et q; € K satisfaisant |¢;| > 1 (i = 1,...,n) tels que |q1] < |2 < ... < |gn-1] <
lgn|. Sid > n, alors

logd — logn

log(d+n —1
<p(f) < ( )
log |gn|

- 10g ’%1' - log |Qn—1’ '

Preuve. De l'équation (3.24), on a

R(x, f(x
o) = BT
Hl f(giz)
En utilisant la fonction caractéristique de Nevanlinna et le Théoréme 2.5.8, on obtient
n—1
Rz, f(x
TG f(g2) = T ( M) <dT(r )+ Y 70 flga) + Ollogr).  (328)
i=1

:1:[1 f(gix)

Puisque T'(r, f(q;x)) = T(|gi|r, f), (i = 1,...,n), || > 1, (i = 1,...,n) tels que || <
|Q2‘ <...< |Qn—l| < ‘Qn‘ et par (328)a on a

T(lqn‘Ta f) < dT(‘anl‘Ta f) + (n - 1)T(|Qn71’7n7 f) + O(log ‘anl‘r)' (329)
Posons R = |q,|r et f = %, on remplace dans (3.29), on trouve
an

T(R,f) < (d+n—1T(BR, f) + O(log BR).
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De la méme maniére, on obtient
T(R, f) < (d+n—1)*T(BR, f) + (d +n —1)O(log 8*R) + O(log BR).

En répétant ce raisonnement k fois, on trouve

E

T(R,f) < (d+n—1"T(B*R, f) + O( _ (d+n—1)"log(8"*'R)).

7

Il
=)

’%171’

|G|

Comme <1,o0na

N
—_

T(R,f) < (d+n—D"T(B*R, )+ O() (d+n—1)logR).

()

I
o

De cela, on obtient

T(R,f) < (d+n—1)F (T(ﬁkR, f)+ (1 (_ler/(jjf; — 11)k> O(log R)) : (3.30)

On pose p = B*R, pour chaque R > p suffisamment grand, il existe £ € N tel que k =

logp —log R
log 8 '

Selon (3.30), on obtient

log R —log 3

logT <= °F _
onT(R. f) < <228 log(d 41— 1)
1—1/(d+n — 1)(osp-log R)/log
1 T 1 .
—|—0g< (P»f)+< din-1—1 O(log R)
De cela, on a
logT(R,f) _logR—logp
< log(d —1
logkR — —logflogR og(d+n—1)
1 1 —1/(d+n — 1)ogp-log)/logs
1 T . (3.
+1og30g< <p,f)+< EE— Ollog ) | (331)
De (3.31), on déduit que
log(d4+n—1
() < o8l L
log |gn| — 10g |1
logd — logn

Ensuite, on prouve l'inégalité inverse p(f) . En introduisant la fonction

log |gn|
caractéristique de Nevanlinna et utilisant le Théoréme 2.5.8, on obtient

n

T(r, [ [ fqx)) = dT(r, f) + O(log ). (3.32)

=1
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D’autre part, puisque T(T’, f(QZCC» = T(|qz|r7 f)7 (Z = ]-7 ce 77’L) et |QI| < |QQ| <...< ’%—1| <

|4nl, on &

7 [ /(@) < nT(lgalr. )+ O(1). (333)

De les relations (3.32) et (3.33), découle I'inégalité suivante

T(g.lr. ) = ()T, 1) + Ollogr).

D’une fagon analogue, on obtient

T(aulr. )= () T, 1)+ 0((£) torr +los(lanlr)).

En répétant ce raisonnement k fois, on trouve

T(lgul"r, f) > (%)RT(T, f)+g(r), (3.34)

o g(r) = O(h(r) et hr) = 3 (2) logla.fr

1=0

D’autre part, on a pour r suffisamment grand, on voit qu’il existe o > 1 tel que pour tout

r > 1o, log(|ga|'r) = ilog |q.| + logr < ilog|q,|logr < 2ilog |g,|logr.

Donc, on a
k-1 . k-1 ,
dN k—1—i ) d\ k—1—i
< log | ga'r < 210g [g,|1 (=)
(7)) loglaulr < 2oglauflogr Y i(
=0 =0
+oo dN\ k—1—i +oo s\ k—1—i .
En utilisant le fait que z(—) < 00, quand d > n. Alors, la série ) <—) log | g, |’
i=0 1 i=0 \T
est convergente.
Par conséquent,
dn k
l9(n)] < (%) 1ogr, (3.35)
n

ou C' est une constante positive.

Alors, de (3.34) et (3.35), on trouve

d\k d\Fk
T(lgalr, £) = (5)'T(r, f) = € () logr: (3.36)
Sachant que f est une fonction méromorphe transcendante, alors

T(r, f) > 2Clogr, (3.37)
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ou r assez grand. Les relations (3.36) et (3.37), assurent que

T(|gulFr, ) > C(%)k log . (3.38)

D’otu, pour chaque r > ry suffisamment grand, il existe k € K tel que

logr — log |qn|ro

lqn|Fro < r < \qn\(kﬂ)ro i.e. k> , (3.39)
log ||
d’aprés (3.38) et (3.39), on obtient
log r
0\ (g o)
T(r, f) > /<;’<—) 10 [gn]/ 10g 1
n
p —log [gn|ro
ou k' = C(—) loglgn| e qui implique que
n
log T'(r, f) > logr o (ﬁ) N log (k' logro). (3.40)
log r log |¢,| logr n log r
De (3.40), il est claire que
logd —logn
p(f) > ————
log ||
O

Théoréme 3.3.7. Soilt f une solution méromorphe non constante de [’équation (3.24) et
¢; € K satisfaisant 0 < |q;| < 1 tels que |q1| < |q2| < ... <|gn-1] < |qu|. Si d < n, alors
o) < B0
08 |¢n|
Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe non constante de I’équation (3.24).
Par la fonction caractéristique de Nevanlinna et en utilisant le Théoréme 2.5.8, on obtient

n

(. [] f(ai)) = dT(r, f) + Olog 7). (3.41)
=1
D'autre part, puisque T(r, f(giz)) = T(lailr, £), (i = 1,....n) et |qr] < |ga] < ... < gur] <

|4, on &
n

T(r, [ [ faz)) < nT(lgalr, f) + O(1). (3.42)

=1
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Ainsi, par (3.41) et (3.42), on trouve
T(r, f) < (n/d)T(|gnlr, f) + O(log ).
De la méme maniére, on obtient
T(r,f) < (n/d)*T(|gul*r, ) + (n/d)O(log|gu|r) + O(log ).

En répétant ce raisonnement k fois, on trouve

k—1

T(r. f) < (/) T(lgnlr, ) + O( D (n/d) log gul'r). (3.43)
Sachant que |g,| < 1, I'inégalité (3.43) devient -
T(r, ) < (n/d)* T (gul"r, f) (§ (n/d) logr). (3.44)
D’aprés (3.44), on obtient -
7. < (/¥ (20l )+ (S H ) 001 ), (3.49

On pose p = |g,|*

log p — logr
log ||

A partir de (3.45), on a

r, pour chaque r suffisamment grand, pour tout r > p, il existe k € N tel

que k =

1 —1
log T(r, f) < ~22 28" 100(n/d)

log [gx|
1 —1/(n/d)egr—logr)/log el
+ log (T(p, f)+ < /( /(n)/d) — >O(10g7“)>.
Ce qui implique que
logT(r, f) _logp—logr
< 1
logr  — logrlog|g, (n/d)
1 1 — 1/(n/d)(logp—logr)/loglan|
+ Tog 7 log (T(p, )+ < (njd) 1 O(logr) |. (3.46)

Selon (3.46), on conclut que

p(f) <log(n/d)/ —log |qn|.

53



Houda Boughaba

Théoréme 3.3.8. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de I’équa-
tion (3.25), ot m,n sont des entiers positifs , |¢;| > 1 (i =1,...,n), et |q| = max{|q], ||, -, |¢| }-

St m > n, alors
o(f) > 10g71n —logn
og lq|
Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de ’équation (3.25). En introdui-
sant la fonction caractéristique de Nevanlinna aux deux cotés de I’équation (3.25) et utilisant

le Théoréme 2.5.8, on trouve

n

T(r, T H@) = mT(r, )+ O(1). (3.47)
i=1
D’autre part, on a
T, [ @) < > T(lalr, )+ O(1). (3.48)
i=1 i=1
Puisque |q| = max{|q],|q|,- .-, |g.|}, 'inégalité (3.48) devient
T(r, [ [ f(@x)) < nT(|glr, ) + O(1). (3.49)

=1

Il s’ensuit de les relations (3.47) et (3.49) que
T(lglr, ) = (m/n)T(r, f) + O(1).
De la méme maniére, on a
T(lqlr, f) = (m/n)*T(r, f) + O(1).
En répétant ce raisonnement k fois, on trouve
T(lgl*r, f) = (m/n)*T(r, f). (3.50)

D’otu, pour chaque r suffisamment grand, pour tout r > rg, il existe k € N tel que

logr — log|q|ro
log |q

k+1)

lq[*ro < r < |q|* Vg ie. k>

: (3.51)

la relation (3.51) implique que

<10gr —log |q|r0>
T(r,f) > (m/n)  1o8ldl gy, p).
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Il s’ensuit que,

log T'(r, f)  logr —loglglro <@> | logT(ro, f) (3.52)
logr log r log |¢| n logr
De (3.52), on conclut que
logm — logn
p(f) > ———
log g
[

3.3.1 Equations aux ¢-différences de type Schroder

En 1925, J. F. Ritt [64] a formulé une équation g-différence sous la forme

fgr) = R(f(x)),

ounqeC,q#0,1et R(f(x)) est une fonction rationnelle en f. Cette équation est appelée
I’équation de Schroder.
Que se passera-t-il si le coté droit de cette équation est une fonction rationnelle dans les

deux variables ?, c’est a dire pour I’équation fonctionnelle

flgr) = R(z, f(x)), (3.53)

g€ C,q#0,1et R(x, f(z)) est irréductible en f. On note que cette question a été posée
par L. A. Rubel dans [67] en 1983. La réponse de cette question a été réalisée par G. G.
Gundersen et al. dans [34] en 2002, ils ont examiné la relation entre l'ordre de croissance
d’une solution méromorphe de ’équation (3.53), ¢ et deg; R. Ils ont obtenu le résultat

suivant

Théoréme 3.3.9. [34, Théoreme 3.2] Supposons que f est une solution méromorphe trans-

cendante de ’équation (3.53), avec |q| > 1, alors p(f) = logd/log|q|.

Plus tard, en 2013 dans 76|, G. Zhong a étudié I’équation la plus générale que I’équation

(3.53), c’est a dire I’équation de la forme

> Ai@)f(a'x) = Rla. /(). (3.54)

ou Ay(z), ..., An(x) sont des fonctions rationnelles et g € C tel que |g| # 1.
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Il a obtenu quelques résultats sur la croissance des solutions méromorphes de cette

équation (pour plus de détails, voir [76, Théoréme 2| et [76, Théoréme 7]).

Tout au long de cette partie, notons que R(z, f(x)) = — 7 , tel

que a;(x), bj(x) sont des fonctions rationnelles.
Dans ce qui suit, le but est d’étudier ’analogue de cette équation dans K et ¢ € K tel
que |g| # 1 et on va donner quelques caractéristiques d’ordre de croissance de ses solutions

méromorphes. On obtient les résultats suivants

Théoréme 3.3.10. Soit f une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.54) et

lgf > 1. Sin<d, ona

(logd —logn)/nlog|q| < p(f) <log(d+n —1)/log|q|.

Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.54). En introdui-

sant la fonction de Nevanlinna a les deux cotés de I'équation (3.54), on trouve
T(r, z”: Aj(@)f(d'x)) = T(r, R(z, f(2))). (3.59)
j=1
En vertu de le Théoréme 2.5.8, on obtient
T(r,R(x, f(x))) =dT(r, f) + O(logr), (3.56)
puisque |q| > 1 et T'(r, f(qx)) = T(|q|r, f), il est facile de voir que
T(, 32 (@) (@) < n(T(al"r, £) + Oflog). (3.57)
j=1
Il s’ensuit de les relations (3.55), (3.56) et (3.57) que
T(lg["r, f) = CT(r, f) + O(logr),

d
ou C' = —. De la méme fagon, on a
n

T(|q[*"r, f) = C*T(r, f) + O(C'logr + log(lq|"7)).
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En répétant ce raisonnement k fois, on trouve

T(lgl*"r, f) = C*T(r, f) + u(r),

k—1

avec u(r) = O(o(r)) et o(r) = Z %log(qu”T)

(3.58)

1=
D’autre part, pour r suffisamment grand, il est claire qu’il existe ry > 1 tel que pour tout

r > 1y, on alog(|q|r) = log(|q|™)+logr < log(|g|™)logr = inlog |q|logr < 2inlog |q|log .

Donc, on obtient
k-1 ickfl
Ci

o(r) < 2nlog|q|logr
i=0

ick—

ol L <00 quand C' > 1. Il s’ensuit que

11 est facile de voir que i:
lu(r)| < C'C*logrr,
ot C' est une constante positive. Il résulte de (3.58) et (3.60) que
T(|q|*™r, f) > C*T(r, f) — C"C*log .
Sachant que f est une fonction méromorphe transcendante, on a
T(r, f) > 2C"logr,

quand r suffisamment grand.

Observons que par les relations (3.61) et (3.62), on obtient
T(|g|*"r, f) = C'C* logrr.

Nous fixons ry, alors il existe un unique entier £ € N non dépendant de &, tel que
log(¢) —log(lg|"ro) _, _ log(§) —log(ro)
nlog(lql) — nlog(lq))
De (3.63) et (3.64), on obtient

log(¢)
(¢, f) > Komloald) 1og(ry),
—log(|g|"ro)

ou k' = ' 10g8(la])  est une constante positive.

De cela, on a
log(¢)

log(T'(, f)) = nlog(|q|)

log(C) + log(k'log(ro)).
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Ainsi,

log(T(&, 1)) . log(e) log (K og (ro))
og(&) = niog(©) log(a) BT ogle)

Par conséquent,

p(f) = (log(d) — log(n))/nlog(]q|).

Ensuite, nous démontrons I'inégalité inverse p(f) < log(d+n—1)/log |q|. L’équation (3.54)
peut étre écrite comme suit

n—1

(A s - X A1) ). (3.65)

j=1

flq"x) = A1)

En introduisant la fonction caractéristique de Nevanlinna a les deux cotés de I'équation

(3.65), on obtient

"r)) = r L x, f(x)) — 5 (x I
70 ")) = 71 5 (Rl ) > At D) o)
D’autre part, on a
(s (R F0) = S AU ) ) <TG )+ YT A0 ') + Olog ),
" " (3.67)
Il s’ensuit de les relations (3.66) et (3.67) que
T, f(¢"0)) < T (1) + 3 T, Ay(0) (') + Oflog ).

Sachant que |g| > 1 et T'(r, f(¢’z)) = T(|q|’r, f), on trouve
T(lg|"r, f) < (d+n—=1)T(lg"""r, f) + Olog(|g["~'7)).
1. U .
On pose R = |q|"r et f = E, I'inégalité précédente devient
T(R,f) < (d+n—-1)T(BR, f)+ O(log(BR)).

D’une fagon analogue, on a

T(R,f) < (d+n—1)°T(B*R, f) + (d +n — 1)O(log B*R) + O(log(BR)).
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En répétant ce raisonnement s fois, on trouve

[y

vl

T(R,f) < (d+n—1)°T(B°R, f) + O( (d+n—1) 1og(/ji+1R)) :

I
o

Et par suite, puisque |5| < 1, nous avons

[y

S—

TR, f) < (d+n—1)°T(BR, f)+ Y (d+n—1) O(logR).

i=0
Ce qui implique que
T(R,f) < (d+n—1)*( T(°R, f) + (1 —1/(d+n - 1)8)0(10 R) (3.68)
= ’ dtn—1)—1 s ) ‘
posons p = B°R, pour tout R suffisament grand, pour tout R > p, il existe s € N tel que
_ |logp—logR
N log 8 '
Selon (3.68), on obtient
log R —log p
logT(R, f) < ———1log(d+n—1
gT(R, [) " 102 B g( )
1—1/(d+n— 1)(log p—log )/ log ||
log| T O(log R) |.
+og( (p,f)+< dtn-1—1 (log R)

De cela, on déduit que

p(f) <log(d+n —1)/loglq|.

[]

Théoréme 3.3.11. Soit f une solution méromorphe non constante de l’équation (3.54) et

lg| < 1. Sid <n, alors p(f) <log(n/d)/ — log|q|.

Preuve. On suppose que f est une solution méromorphe non constante de I’équation (3.54).
En introduisant la fonction caractéristique de Nevanlinna & les deux codtés de 1’équation

(3.54), on obtient
T(r, Z Aj(@)f(d’x)) = T(r, R(=, [ (2))).

En vertu de le Théoréme 2.5.8, on trouve

dT(r, f)+ O(logr) < n(T(|q\7’, f)+ O(logr)).
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De cela, on obtient
T(r, f) < (n/d)T(|g|r, f) + O(log 7).

De la méme maniére, on obtient

T(r, f) < (n/d)*T(la*r, f) + (n/d)O(log(lg|r)) + O(log ).

En répétant ce raisonnement k fois, on trouve

T(r, f) < (n/d)*T(|q|"r, f) + O( Z n/d) log(|q|'r)).

Puisque |¢| < 1, on a

k—1
T(r, f) < (n/d)*T(lq/*r, /) + O( D _(n/d)'logr).
=0

De cette inégalité, on obtient

1—1/(n/d)*
700 ) < (Tl )+ (LD o101y |
(o) < /(v 1) + (gl o ) Otee) (369
On pose p = |q|fr, pour chaque r suffisamment grand, pour tout r > p, il existe k € N tel
1 —1
que k= | 8P~ 08T
log |q]
De la relation (3.69), découle 'inégalité suivante
log p — logr
logT'(r, f) < —————log(n/d
(r.) < LB og(n/a)
1 — 1/(n/d)(logr=logr)/logldl
1 T O(1 .
+og< (p,f)+< (n/d) =1 (log7)
Ce qui implique que
logT 1 —1
ogT(r, f) _ logp —logr (n/d)
logr log rlog |q|
1 1 — 1/(n/d)Cegr—logr)/logldl
1 T O(l : 3.70
Flogr 0g< (p, f) + ( (n/d) =1 (log ) (3.70)

Selon (3.70), on conclut que

p(f) <log(n/d)/ — log|q|.
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On termine cette section, par I’étude de I'équation ¢-différence de la forme

Ry(qx, f(qr)) = Rao(z, f(2)), (3.71)

ou Ry(x, f) et Ro(x, f) sont des fonctions rationnelles irréductibles en f avec des coefficients

méromorphes et ¢ € K. On pose a = deg; Ry, b = deg; Ry. On obtient le résultat suivant

Théoréme 3.3.12. Soit f une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.71). Si

a<b etlq| #1, alors p(f) > (logb —loga)/|log|q||.

Preuve. Le cas a = b est trivial.
Supposons que a < b et f est une solution méromorphe transcendante de I’équation (3.71).
On discute les deux cas suivants:

cas 1. |g| > 1. Par la fonction caractéristique de Nevanlinna, on a
T(r, Ra(gz, f(gx))) = T(r, Ra(z, f())).
En utilisant le Théoréme 2.5.8, on trouve
aT (lglr, f) + O(log |g|r) = bT(r, f) + O(log ).

Il s’ensuit que,
T(lqlr, f) = (b/a)T'(r, f) — O(log(|q|r)).
De la méme maniére, on a

T(lqPr. £) = (b/a) T(r. 1) ~ (b/a)O(1og(lglr)) — Oflog(lal*r)).

En répétant ce raisonnement k fois, on obtient

T(lal'r, ) = (bfa) T(r, f) ~ p(r), (372
ot pu(r) = O(¢p(r)) et o(r) = ]Z:(b/a)kli log(|q|**'r). D’autre part, il est claire que

k—1
1
+logr > : (3.73)
=0

o(r) = <b/a> o <log lq] ; (ib;_a;i (b/a)i
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Puisque a < b et par (3.73), la série 315 (b/a) "1 log(|q|it1r) est convergente.

Alors, on a
k
lu(r)| < Cy (b/a) log 7, (3.74)
ou Cy > 0. De plus, par (3.72) et (3.74), on obtient
. k k
T(lgl"r, f) > (b/a) T(r, f) = C1 (b/a) logr. (3.75)

Comme f est une fonction méromorphe transcendante, on peut choisir ry suffisamment
grand tel que pour tout r > 19, on a T'(r, f) > 2C; logr. D’ou, de (3.75), il existe ry tel que

pour tout r > g, on trouve

k
T(lgl*r, f) > Oy (b/a) log 7. (3.76)
Donc, pour chaque r > ry suffisamment grand, il existe k € N, tel que
logr —1 logr — 1
b [ogr ogro]7 ek > ogr og|q|r0‘ (3.77)
log |q] log |g]

Il résulte de (3.76) et (3.77) que

T(r,f)>Csy (b/a)l(’gr/log\ql ’

)f log ro/log|q|

ot Cy = C) (b/a

De cela, on a

log ry est une constante positive.

logT'(r, f) S log(b/a)  logCy
logr = loglq| logr

Et par suite, il est évident que p(f) > (logb — loga)/log |q|.
Cas 2. |q| < 1. On remplace d’abord z par z/q dans I’équation (3.71), on obtient

Bale, f(2)) = Ro(/a, £ (w/q) ). (3.78)
En introduisant la fonction caractéristique de Nevanlinna a les deux codtés de 1'équation

(3.71), on trouve
T(r, Rue, f(@))) = T(r. Ro(w/a. f (2/a) ) ).

D’apres le Théoréme 2.5.8, on a
aT(r, f) + O(logr) = bT(ar, f) + O(log ar),

ot a = 1/|q|. Ainsi
T(ar, f) = (a/b)T(r, f) — O(log ar).

Pour terminer la preuve, on procéde par la méme méthode du cas 1. O
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3.3.2 Equations aux ¢-différences de type Painlevé

Dans cette section, nous considérons 1’équation de type Painlevé IV

(f(gz) + f(2)) (f(x) + f(2/q)) = R(z, f(2)). (3.79)
S ;@) f ()

On note, R(z, f(x)) = gg’;g;; = ]jo , tel que P(zx, f(x)),Q(x, f(z)) sont
’ ;Obj(l’)f(l‘)j

relativement premiers polynémes en f, a;(x) pour i = 0,...,p, bi(x) pour i =0,...,d

sont des polynomes avec a,(x)b(z) #0,¢ € K, d >4 et p—t > 3.
C. W. Peng et H. W. Huang ont étudié¢ dans [62] I’équation (3.79) dans le domaine des

nombres complexes. IlIs ont obtenu les résultats suivants

Théoréme 3.3.13. [62, Théoréeme 1.2/

1. Supposons que |q| = 1. Alors, I’équation (3.79) n’a pas de solution méromorphe trans-

cendante.

2. Supposons que |q| # 1 et f est une solution méromorphe transcendante de l’équation
(3.79). Alors, si f est entiére ou admet une infinité des poles, alors il existe une
constante K > 0 et ro > 0 tels que

losr_
tog M(r, 1) > & (25 4) oelall vy > 1,

Dans cette partie, nous généralisons cette étude au cas ultramétrique et nous obtenons

les résultats suivants

Théoréme 3.3.14. Si g € K satisfait |q| = 1, Uéquation (3.79) n’a pas de solution entiére

transcendante ni de solution méromorphe transcendante qui a un nombre fini de poles.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe transcendante de (3.79) et que f

posséde un nombre fini de poles. Alors, il existe un polynéme g(x) et une fonction entiére

h(x)

transcendante h(z) tels que f(z) = J@) En remplagant dans (3.79) et en multipliant par
g(z

les dénominateurs, il est facile de voire que h satisfait une équation du méme type lorsque

f(z) est une fonction entiére transcendante. Alors, on peut supposer sans perdre la généralité
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que f € AK)\K[X].
Soit f une solution entiére transcendante de ’équation (3.79), par le module maximum, on

a T T T o r) — ’P@?JC(@)‘(T)
|(fqz) + (@) (f(2) + f(2/q))|(r) = ENEIGE

Par ailleurs, quand |¢| > 1, on a

[(F(qz) + F@) (F@@) + F(2/9)](r) < (1£](lalr)’.

De plus, depuis f est une fonction entiére transcendante et ag(x),ai(z), ..., a,(x) sont des
p—l }
polynomes, on a | > a;(z) f(z)'|(r) = o(|f[P(r)). Ainsi
i=0
p ' 1
1> a@) f(a)|(r) > Slapl () fIP(r), (3.80)
i=0

ou r est suffisamment grand. En utilisant le fait que |.|(r) est une norme multiplicative, on

obtient
\Zb (r) < max{[bil (M) /1()}-
Pour r suffisamment grand, ona |f|'(r) >...>|f|(r), alors
|Zb r) < 1) e {10l ()}
D’aprés le Lemme 3.1.2, on trouve

|Zb ) < Cur|f|'(r), (3.81)

onC; >0et a= gaé{deg b;(x)}. Les relations (3.80) et (3.81), assurent que

|P(l‘,f(I))‘(’f‘ 1 l a|f|p t( )
} x x))‘(r 2
ou r suffisamment grand, | = deg a,(z) et C est une constante positive.

Puisque [¢| =1, on a

2log | f|(lglr) = 2log |f|(r) = (p — ) log [f](r) + &(r),

1
ot ¢(r) = log (56’7“1_6“) et |¢p(r)| < Blogr, pour certain 8 > 0. D’ow, on a une contradiction
avec p —t > 3. O
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Théoréme 3.3.15. Soit f une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.79) et

q € K satisfait || > 1. Alors, on a p(f) > (logd —log4)/|log |q]|.

Preuve. Soit f une solution méromorphe transcendante de ’équation (3.79). En intro-
duisant la fonction caractéristique de Nevanlinna a les deux cotés de I’équation (3.79), on

trouve

T(r, (flaz) + (@) (f(@) + f(2/ qD) - T(“ %>

En utilisant le Théoréme 2.5.8 et le fait que le coté gauche de I’équation (3.79) est borné

par 4T (|q|r, f) quand r est assez grand et |g| > 1, on obtient
T(lglr, f) = BT (r, f) + O(logr),
ou = d/4. D’une fagon analogue, on a
T(|lal*r, f) = B°T(r, [) + O(Blogr + log(|q|r)).
En répétant ce raisonnement k fois, on trouve
T(lql*r, f) = BT (r, f) + u(r), (3.82)

k—1
ot u(r) = O(¢(r)) et o(r) = ;0 B log([g'r). De plus,

o(r) =B (log 4] kiiﬂ"' + logrkiﬂ‘i)-
i=0 i=0
De cela et puisque m > 4, la série "% 8¥1="log(|q|'r) est convergente. Alors, on a
lu(r)| < C1 8% logr, (3.83)
ou C7 > 0. Par (3.82) et (3.83), on obtient
T(lq|*r, f) = B*T(r, f) — C13" log - (3.84)

Comme f est une fonction méromorphe transcendante, on peut choisir ry suffisamment

grand tel que pour tout r > rg, on a

T(r,f) >2Clogr.
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Alors, par (3.84), il existe ry tel que pour r > rg, on trouve
T(lgl*r, f) > C18" log . (3.85)

Ainsi, pour chaque r > ry suffisamment grand, il existe k € N, tel que

b= M] e k> logr—loglalro (3.86)
log |q] log ||
Alors, de (3.85) et (3.86), on obtient
T(r, f) > Cyflosr/ioslal (3.87)
ot Oy est une constante positive tel que Cy = €3~ '0870/logldl Jog 1.
La relation (3.86), implique que
logT(r, f) S log N log C’Q.
logr  ~loglq] logr
Par conséquent,
p(f) > (logd —log4)/|log g |
O

Corollaire 3.3.16. Soit f une solution méromorphe transcendante de l’équation (3.79) et

q € K satisfait |q| < 1. Alors, on a p(f) > (logd —log4)/|log |q||

Preuve. Mettons ¢; = 1/q, alors |g1| > 1. On remplace dans (3.79), on obtient une équation

de la forme

(fl@2) + f(2) (f(@) + f(z/@)) = %

Nous appliquons la méme méthode que dans la preuve du théoréme ci-dessus, on trouve

T(r, f) > Cplogr—logro)/loglal g (3.88)

ou C' > 0. Par (3.88), on a p(f) > (logd — log4)/|log|q:]|.
Alinsi,

p(f) = (logd —log4)/|log|ql|.
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Conclusion et Perspectives

Dans cette thése, on s’est intéressé aux propriétés des solutions méromorphes de cer-
taines équations aux différences et aux g-différences dans un corps ultramétrique complet et
algébriquement clos. Cette étude est ’analogue de celle connue dans le cas complexe. Nous
avons démontré quelques résultats concernant la croissance de ces solutions et nous avons
expliqué la relation entre le degré de 1’équation, les coefficients et ’ordre de croissance de
la solution et nous avons montré aussi quelques estimations de ces solutions. Ces résultats
sont obtenus en utilisant la théorie de Nevanlinna ultramétrique.

Il reste beaucoup de problémes ouverts concernant les équations fonctionnelles dans les deux
domaines ultramétrique et complexe. Notre but dans nos travaux futurs, est de traiter les
équations différentielles étudiées déja dans le cas complexe dans un corps ultramétrique com-
plet et algébriquement clos. Par exemple, on se propose d’étudier ’équation différentielle de

la forme

FO 4 Ay (2) f* Y 4o Ag() f =0,

ou Ag(z), A1(x),..., Ax_1(z) sont des fonctions méromorphes.
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Résumé : Dans cette thése, on étudie le comportement asymptotique des solutions
méromorphes de certaines classes d’équations fonctionnelles dans un corps ultramétrique
complet et algébriquement clos. D’'une part, nous examinons la croissance des solutions
méromorphes d'équations aux g-différences (de type Schroder, de type Painlevé, ..., etc). on
donne également quelques caractéristiques d’ordre de croissance de ces solutions et on
précise leur relation avec les coefficients des equations et les degrés des deux cotés de
chaque équation. D’autre part, nous considérons les équations aux différences de type
Painlevé et de type Malmquist et nous faisons aussi une étude similaire au cas des
équations aux g-différences.

Mots clés : Fonctions méromorphes, Théorie de Nevanlinna, Equations aux différences,
Equations aux g-différences, Ordre de croissance.

Abstract : In this thesis, we study the asymptotic behavior of meromorphic solutions of
certain classes of functional equations in a complete and algebraically closed ultrametric
field. First, we examine the growth of meromorphic solutions of g-difference equations
(Schroder type, Painlevé type, ..., etc), we also give some characteristics of the order of
growth of these solutions and we specify their relationship with the coefficients of the
equations, g, and the degrees of both sides of these equations. On the other hand, we
consider the difference equations of the Painlevé type and the Malmquist type and we also
make a similar study as in the g-difference equations.

Keywords : Meromorphic functions, Nevanlinna theory, Difference equations, g-Difference
equations, Order of growth.




	Introduction générale
	1 Propriétés élémentaires des corps ultramétriques
	1.1 Valeurs absolues sur un corps ultramétrique
	1.2 Propriétés topologiques d'un corps ultramétrique
	1.3 Propriétés analytiques d'un corps ultramétrique
	1.4 Fonctions méromorphes sur un corps ultramétrique 
	1.4.1 Fonctions Analytiques 
	1.4.2 Fonctions méromorphes
	1.4.3  Les zéros et les pôles des fonctions méromorphes
	1.4.4 Polygône de valuation
	1.4.5  Théorème de Préparation de Weierstrass


	2  La théorie de distribution des valeurs (la théorie de Nevanlinna ultramétrique)
	2.1 Formule de Jensen
	2.2 Fonction caractéristique de Nevanlinna
	2.3 Premier Théorème Fondamental de Nevanlinna
	2.4 Deuxième Théorème Fondamental de Nevanlinna
	2.5 Le comportement asymptotique des fonctions méromorphes
	2.6 L'ordre de croissance d'une fonction méromorphe et ses propriétés

	3 Étude du comportement des solutions méromorphes de certains équations fonctionnelles dans un corps ultramétrique
	3.1 Lemmes préliminaires
	3.2 Études des propriétés des solutions méromorphes des équations aux différences
	3.2.1 Équation aux différence de type Painlevé
	3.2.2 Équation aux différence de type Malmquist

	3.3 Estimation de la croissance des solutions méromorphes des équations aux q-différences 
	3.3.1 Équations aux q-différences de type Schröder
	3.3.2 Equations aux q-différences de type Painlevé 


	 Conclusion et Perspectives
	 Bibliographie

