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Introduction

Les prémices du calcul fractionnaire (CF) remontent à la fin du XVl éme siècle, vers
1695-1697, lorsque Leibnitz évoqua dans une lettre à l’Hôspital le sens de la dérivée d’ordre

n =
1

2
. Cependant, ce n’est qu’en 1738 que des avancées significatives ont été accomplies

par Euler. Par la suite, en 1812, Laplace introduisa le concept de différentiation d’ordre
non entier pour les fonctions représentables par une intégrale. Dans le traité de Lacroix
1820, l’idée d’Euler a été reprise et il a obtenu la formule suivante

d
1
2xa

dx
1
2

=
Γ(a+ 1)

Γ(a+ 1
2
)
xa+ 1

2

qui exprime la dérivée d’ordre 1/2 de la fonction xa, en utilisant le symbole Γ qui généralise
le factoriel. En 1822, Fourier suggéra l’idée d’utiliser l’égalité

dng(x)

dxn
=

1

2π

∫ +∞

−∞
θndθ

∫ +∞

−∞
g(t) cos(θx− θt+ n

π

2
)dt,

afin de définir des dérivées pour des ordres non entiers. C’était la première définition
de la dérivée d’ordre arbitraire positif adaptée à toute fonction suffisamment régulière,
non nécessairement une fonction puissance. Les exemples mentionnés ci-dessus peuvent
être considérés comme une préhistoire de l’intégration-dérivation fractionnaire. L’histoire
appropriée du calcul fractionnaire a commencé avec les articles d’Abel et de Liouville.

Sur la base des travaux de Liouville en 1832, Riemann considéra en 1847 dans un docu-
ment, une première formulation d’intégrale fractionnaire connu par l’intégral de Riemann-
Liouville, ce document ne fut publié qu’en 1876, dix ans après sa mort. Liouville, reconnu
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Introduction

comme le pionnier de la théorie fondamentale de l’intégration et de la dérivation fraction-
naire a inspiré de nombreux autres mathématiciens à explorer d’avantage ces concepts,
notamment N.Ya. Sonin (1869), A.V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov
(1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892− 1912) etc.
Au début du XX éme siècle, un document complet par Hadamard (1892) est apparu.
L’idée de la différentiation fractionnaire d’une fonction analytique via la différentiation
de sa série de Taylor

Dαg(z) =
∞∑
k=0

Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
Ck(z − z0)k−α, Ck =

gk(z0)

k!
, (1)

était déjà connue avant la parution du document de Hadamard, elle a été utilisée ici comme
un outil mathématique efficace. Depuis, toute méthode utilisant (1) est généralement
nommée après Hadamard. Nous notons que Hadamard a traité de l’intégrale fractionnaire

Iα
(
g(x)

)
(z) =

zα

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1g(zτ)dτ,

cela l’a ensuite conduit à examiner des intégrales fractionnaires généralisées de la forme∫ 1

0

u(τ)g(zτ)dτ.

Cependant, Hadamard n’a pas développé cette idée, bien qu’il ait envisagé le cas

u(τ) =
1

Γ(α)
(− ln τ)α−1.

Pour des détails supplémentaires sur l’histoire de l’intégration et de la dérivation fraction-
naires, nous invitons le lecteur à consulter [74, 75, 77].

Malgré la longue histoire du CF, ce sujet a été peu discuté et n’a pas reçu suffisamment
d’attention de la part des chercheurs. Mais au début des années 1970, et avec la révolution
provoquée par l’apparition de l’ordinateur, ce sujet suscita l’intérêt d’éminents chercheurs
tels que B. Ross, K. B. Oldham, J. Spanier, S. Samko, A. Kilbas, O. Marichev et d’autres.

Avec l’avènement rapide des progrès scientifiques, de nombreux domaines scientifiques
ont émergé (voir [6, 39, 45, 55, 62, 67, 68]). De nombreux chercheurs en physique, en
mécanique, en biologie et dans d’autres disciplines scientifiques ont été confrontés à des
défis et problèmes majeurs dans la modélisation mathématique de ces derniers. Depuis
l’apparition des problèmes fractionnaires, les problèmes aux conditions aux limites des
équations et les inclusions différentielles fractionnaires (EDF, IDF), ont acquis une grande
renommée et suscitent un vif intérêt au sein de la communauté scientifique, de la part des
chercheurs, en raison de leur capacité à développer diverses disciplines scientifiques (voir
[7, 17, 40, 33, 62, 69] et leurs références).
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Introduction

Il s’avère que la classe des inclusions différentielles d’ordre entier a également produit
des résultats qualitatifs significatifs, tel que la dynamique isotherme avec des vitesses
stochastiques [66], les problèmes de contrôle optimal [58] et les processus de la rafle [8, 64,
70]. Ces derniers ont été introduits et étudiés en profondeur par Moreau dans les années
1970 (voir [70]). Il avait considéré l’inclusion différentielle du premier ordre suivante

−u̇(t) ∈ ∂ψS(t)(u(t)) p.p. t ∈ [0, T ], T > 0,

où ψS(t) désigne la fonction indicatrice d’un sous ensemble mobile non vide, fermé et
convexe S(t), et ∂ψS(t)(·) = NS(t)(·) est le cône normal de S(t). Pour résoudre ce problème,
J.J. Moreau a introduit une idée novatrice en proposant un "algorithme de rattrapage".
Cette méthode consiste en la subdivision de l’intervalle de temps en sous intervalles, où des
solutions approximatives sont définies sur chacun d’eux. Avec des majorations subtiles, il
arriva à montrer que les limites de ces suites sont solutions du problème considéré. Depuis,
plusieurs résultats ont été obtenus pour répondre aux besoins de divers domaines, tel que
les processus de rafle non convexes [27, 35, 36], les processus de la rafle stochastiques [31],
les processus de la rafle perturbés [32, 80, 82], la dépendance de l’état dans l’ensemble
mobile [10, 64], le contrôle optimal [72, 83], les processus de la rafle du second ordre
[1, 3, 9, 10, 30], l’extension de l’étude aux espaces de Banach [2, 8, 25], processus de la
rafle fractionnaire [84], pour n’en citer que quelques-uns.

D’autre part, pour aussi répondre aux besoins des mathématiques appliquées et de la
physique, les problèmes aux limites multi-points ont suscité une attention considérable
de la part de nombreux auteurs. L’étude de ce type de problèmes a été initiée par V.A.
Il’in et E.A. Moiseev [56] pour les équations différentielles linéaires ordinaires du second
ordre, motivée par les travaux de Bitsadze et Samarskii [24] sur les problèmes aux limites
elliptiques linéaires non locales. Afin d’étendre la situation à une classe beaucoup plus
large, Salem en [76] a étudié une EDF avec des conditions aux limites multi-points. Depuis,
de nombreux chercheurs se sont intéressés à ce genre de problèmes ainsi qu’aux IDF plus
générales avec les mêmes conditions aux limites. Voir par exemple [22, 40, 86].

Le redoutable développement scientifique a attiré des chercheurs dans les domaines des
impacts environnementaux, de la biologie [59] et des phénomènes physiques [50] tel que
la synchronisation de systèmes chaotiques, de systèmes couplés d’inclusions différentielles
d’ordre fractionnaire. Pour voir plus d’études, consulter les articles suivants [7, 17, 85].

Récemment, Castaing et al. [34] ont exploité des résultats d’existence du processus de
la rafle et la structure topologique de l’ensemble de solutions d’une équation différentielle
fractionnaire pour étudier diverses classes de problèmes d’ordre fractionnaire couplées
à ceux d’évolution gouvernés par un opérateur maximal monotone, en particulier ceux
gouvernés par le cône normal aux ensembles convexes fermés, c’est-à-dire le processus de
la rafle.
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Introduction

La présente thèse est composée de trois chapitres. Quelques outils d’analyse convexe
et non convexe ainsi que ceux du calcul fractionnaire utilisés pour montrer nos théorèmes
principaux sont présentés dans le premier chapitre.

Motivées par [22, 40] et inspirées par [34], nous étudions dans le deuxième chapitre,
dans un espace de Hilbert séparable, l’existence de solution absolument continue d’une
équation différentielle fractionnaire avec des conditions aux limites multi-points couplée
avec un processus de la rafle convexe du second ordre, autrement dit, on considère le
problème suivant

(Pg)



Dqx(t) = v(t) ∀t ∈ [1, T ],

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

−v̈(t) ∈ NC(t,x(t),Dq−1x(t),v(t))(v̇(t)) + g(t, x(t), v(t), v̇(t)) p.p. t ∈ [1, T ],

v̇(t) ∈ C(t, x(t), Dq−1x(t), v(t)) ∀t ∈ [1, T ],

v(1) = 0, v̇(1) = u0,

où Dq est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2], r ∈ (0, 1), µi ∈ (1, T ),
λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2, g : [1, T ] ×H ×H ×H → H est Lebesgue mesurable sur [1, T ]

et continue sur H ×H ×H et C : [1, T ]×H ×H ×H ⇒ H est une multi-application à
valeurs non vides, convexes et fermées.

À la fin du chapitre, un exemple numérique est également construit illustrant l’appli-
cabilité de nos résultats théoriques obtenus. Ce résultat à fait l’objet d’une publication
dans une revue de classe A (voir [79]).

Le troisième chapitre se compose de deux sections. Dans la première, étant suscitée par
[40], et inspirée par [14], et afin d’enrichir ce domaine académique, nous étudions dans
cette section dans un espace de Hilbert séparable, l’existence de solutions de l’inclusion
différentielle d’ordre fractionnaire aux conditions aux limites multi-points, i.e.,

(PF )


Dqx(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ [1, T ],

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)),

où Dq est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2], r ∈ (0, q − 1), µi ∈
(1, T ), λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2 et F : [1, T ]×H ×H ⇒ H est une multi-application à va-
leurs non vides, fermées et satisfaisant une propriété pseudo-Lipschitz. Nous explorerons
la même méthode dans [14] pour le cas d’ordre entier, où la structure de la preuve est
similaire à celle du théorème de Fillippov [48].
Contrairement aux problèmes de contrôle optimal régis par des équations différentielles
avec un ordre entier (voir [41] et ses références), la classe des problèmes de contrôle ré-
gis par des équations différentielles fractionnaires, n’ont pas encore été systématiquement
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étudié. Néanmoins, l’intérêt pour ces problèmes s’est accru ces derniers temps grâce à
certaines études citées dans la littérature. Ce développement a conduit à des applications
dans la pratique tel que les objets contrôlés d’ordre fractionnaire, optimisation fraction-
naire de systèmes dynamiques et autres ([15, 16, 23, 60, 61] et leurs les références). On
s’intéresse dans la deuxième section à une application du résultat obtenu dans la première,
à un problème d’optimisation, qui consiste à minimiser la fonction coût∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt,

où xu(·) est l’unique solution du problème

(Pg,u)


Dqx(t) = g(t, x(t), Dq−1x(t), u(t)) p.p. t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)),

g est une fonction univoque et u est la fonction de contrôle qui appartient à un ensemble
approprié. La preuve repose essentiellement sur [47], où les auteurs ont étudié l’existence
d’une solution à un système composé de deux inclusions différentielles, toutes deux régies
par un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert séparable. Les résultats
de ce chapitre, sont soumis pour publication dans une revue bien impactée [11].
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Notations

Dans cette thèse, nous adopterons les notations suivantes
R L’ensemble des nombres réels
R+ L’ensemble des nombres réels positifs
R La droite achevée, i.e., R = [−∞,+∞]

N L’ensemble des nombres naturels
N∗ L’ensemble des nombres naturels non nuls
(a, b) Un intervalle ouvert de R
J = [1, T ] Pour (T > 1), un intervalle fermé de R(
Ω,Σ, µ

)
Espace mesuré

H Un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire 〈·, ·〉
et de la norme associée ‖ · ‖

L(J) La tribu de Lebesgue sur J
B(H) La tribu de Borel sur H
BH La boule unité fermée de H
BH(x, η) La boule fermée de rayon η > 0 et de centre x ∈ H
BH(x, η) La boule ouverte de rayon η > 0 et de centre x ∈ H
dom(g) Le domaine d’une fonction g : H → R ∪ {+∞} défini par

dom(g) =
{
x ∈ H, g(x) < +∞

}
2Y L’ensemble des parties de Y
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Notations

v̇(t) La dérivée première de l’application v au point t
v̈(t) La dérivée seconde de v au point t
Iαf(·) L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0

Dαf(·) La dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0

Γ(·) La fonction Gamma d’Euler définie par :

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1 exp(−t)dt, pour α > 0.

B(·, ·) La fonction Bêta définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt, pour α, β > 0.

F(X, Y ) L’espace de toutes les applications f : X −→ Y.

C(J,H) L’espace de Banach de toutes les applications continues v(·) de J dans H
muni de la norme du sup

‖v(·)‖C = sup
t∈J
‖v(t)‖.

Cδn([a, b],R)(n≥1) L’espace de Banach de toutes les applications à valeurs réelles

g sur un intervalle [a, b] de R tel que δng ∈ C([a, b],R) où δn(·) =

(
t
d

dt

)n
L0(J,H) L’espace des applications mesurables g : J −→ H

Lp(J,H) Pour p ∈ [1,∞[, l’espace de Banach des applications mesurables
g : J → H muni de la norme

‖g(·)‖p =

(∫
J

‖g(·)‖p
) 1

p

L∞(J,H) L’espace de Banach des applications mesurables essentiellement
bornées g : J → H, muni de sa norme

‖g(·)‖∞ = inf
{
c ≥ 0 : ‖g(t)‖ ≤ c p.p sur J

}
.

W 2,1(J,H) L’espace des applications absolument continues v : J → H telles que leurs dérivées
secondes v̈ ∈ L1(J,H).

Wq,1(J,H) L’espace de toutes les applications continues f telles que leurs dérivées
fractionnaires de Hadamard d’ordre (q − 1) (resp. q) sont continues
(resp. intégrables au sens de Bochner), i.e.,

Wq,1(J,H) =
{
f ∈ C(J,H) : Dq−1f ∈ C(J,H) et Dqf ∈ L1(J,H)

}
.
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Pour un sous ensemble non vide S de H, on note par
Fr(S) La frontière de l’ensemble S
int(S) L’intérieur de S
S⊥ L’orthogonal de S, défini par

S⊥ =

{
x ∈ H : 〈y, x〉 = 0, ∀ y ∈ S

}
co(S) L’enveloppe convexe de S
co(S) L’enveloppe convexe fermée de S
χS(·) La fonction caractéristique de S, définie par

χS(y)=
{

1 y ∈ S;

0 y /∈ S
ψS(·) La fonction indicatrice de S, définie par

ψS(·)=
{

0 y ∈ S;

+∞ y /∈ S
δ∗(·, S) La fonction d’appui de S, définie par

δ∗(S, ξ) = sup
x∈S
〈x, ξ〉, pour tout ξ ∈ H.

dS(·) La fonction distance de S définie par
dS(x) = inf

y∈S
‖x− y‖, pour tout x ∈ H.

pS(x), La projection de x sur S définie par
pS(x) =

{
y ∈ S, dS(x) = ‖x− y‖

}
∂g(·) Le sous différentiel d’une fonction g
∂Cg(·) Le sous différentiel de Clarke de g
NS(·) Cône normal à S
NC
S (·) Cône normal de Clarke à S
H(A,B) La distance de Hausdorff entre les sous ensembles fermés A et B de H

12



Chapitre 1

Résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous présenterons brièvement certains résultats préliminaires essen-
tiels issus de l’analyse convexe et fonctionnelle et du calcul fractionnaire. Ces notions
fournissent une base solide pour la suite de notre thèse, en tirant parti des références
pertinentes sélectionnées. Nous explorerons ainsi, quelques résultats de base et certaines
propriétés clés qui seront d’une grande utilité dans le développement ultérieur de notre
étude.

1.1 Continuité

Pour les résultats de cette section, voir les références [12], [18], [42] et [78].

Définition 1.1.1 (Application absolument continue)
Soit E un espace vectoriel normé. Une application g : [a, b] ⊂ R→ E est dite absolument
continue si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de

13



Chapitre 1 : Résultats préliminaires

l’intervalle [a, b] par des intervalles disjoints ]aj, bj[ tel que∑
j

(bj − aj) < δ,

nous avons ∑
j

‖g(bj)− g(aj)‖ < ε.

Proposition 1.1.2
Une application g : [a, b] ⊂ R → E est dite absolument continue si et seulement si, il
existe une fonction intégrable u : [a, b]→ R telle que pour tout t ∈ (a, b]

g(t)− g(a) =

∫ t

a

u(t)dt.

Dans ce cas, g est différentiable presque partout et sa dérivée ġ = u presque partout.

Définition 1.1.3 (Équi-continuité)
Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques. Une partie S de F(X, Y ) est dite équi-
continue au point x si,

∀ε > 0,∃η > 0,∀x′ ∈ X, ∀g ∈ S : d(x, x′) < η ⇒ d(g(x), g(x′)) < ε.

• S est dite équi-continue sur X si elle est équi-continue en tout point x ∈ X.

Définition 1.1.4
Soit g : X → R une fonction. Alors

(i) la limite inférieure de la fonction g au point x0 ∈ X, notée lim inf
x→x0

g(x), est définie
par

lim inf
x→x0

g(x) = sup
U∈V(x0)

(
inf
x∈U

g(x)
)
,

(ii) la limite supérieure de la fonction g au point x0 ∈ X, notée lim sup
x→x0

g(x), est définie
par

lim sup
x→x0

g(x) = inf
U∈V(x0)

(
sup
x∈U

g(x)
)
.

Ici V(x0) est l’ensemble des voisinages du point x0.

Définition 1.1.5 (Semi-continuité)
Soit (X, d) un espace métrique et g : X → R. Alors,
(1) g est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) au point x0 ∈ X si et seulement si,
pour tout k ∈ R tel que k < g(x0), il existe un voisinage Ux0 de x0 tel que k < g(x), pour
tout x ∈ Ux0.
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• g est s.c.i. sur X si g est s.c.i. en tout point de X.
(2) g est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0 ∈ X si et seulement si,
pour tout k ∈ R tel que k > g(x0), il existe un voisinage Ux0 de x0 tel que k > g(x), pour
tout x ∈ Ux0.
• g est s.c.s. sur X si g est s.c.s. en tout point de X.

Proposition 1.1.6
Soit (X, d) un espace métrique et g : X → R une fonction. Alors,

• g est s.c.i. au point x0 si et seulement si lim inf
x→x0

g(x) ≥ g(x0),

• g est s.c.s. au point x0 si et seulement si lim sup
x→x0

g(x) ≤ g(x0).

1.2 Quelques résultats de base de l’analyse convexe

Voir [12] pour les résultat de cette section.

Définition 1.2.1
Soit E un espace vectoriel, et soit M une partie non vide de E. On dit que M est convexe
si pour tous x, y ∈M, α ∈ [0, 1] on a

αx+ (1− α)y ∈M.

En d’autres termes, pour tous x, y ∈ M , le segment de droite [x, y] est inclus dans M
(voir Fig. 1.1.)

Figure 1.1 – L’ensemble à gauche est non convexe et celui à droite est convexe

15



Chapitre 1 : Résultats préliminaires

Définition 1.2.2
Soit E un espace vectoriel et soient y1, y2, . . . , yn ∈ E. On appelle combinaison convexe

des éléments y1, y2, . . . , yn, tout élément y =
n∑
i=1

αiyi tel que (α1, α2, . . . , αn) ∈ ∆n, où ∆n

est le simplexe de Rn défini par

∆n =

{
(α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn : αi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n et

n∑
i=1

αi = 1

}
.

Proposition 1.2.3
Soit E un espace vectoriel et soit M un sous ensemble de E. Alors M est convexe si et
seulement si, il contient toutes les combinaisons convexes de ses éléments.

Définition 1.2.4
Soit E un espace vectoriel et soit M un sous ensemble de E. On appelle enveloppe
convexe de M , notée co(M), l’intersection de tous les sous ensembles convexes de E qui
contiennent M . C’est le plus petit convexe de E qui contient M .

Définition 1.2.5
Soit E un espace vectoriel topologique et soit M un sous ensemble de E. On appelle
enveloppe convexe fermée de M , notée co(M), le plus petit ensemble convexe fermé de E
qui contient M .

Théorème 1.2.6
Soit E un espace vectoriel normé et E ′ son dual topologique. Alors pour tout ensemble
non vide M de E, on a

co(M) =
{
y ∈ E : 〈y′, y〉 ≤ δ∗(y′,M) ∀y′ ∈ E ′

}
.

Définition 1.2.7
Soit E un espace vectoriel et soit g : E → R une application. On dit que g est propre si
g : E → R ∪ {+∞} et g 6≡ +∞ i.e., il existe x0 ∈ E, tel que g(x0) 6= +∞.

Définition 1.2.8
Soit E un espace vectoriel et soit g : E → R une application. On dit que g est convexe si
et seulement si pour tous x, y ∈ dom(g) et α ∈ [0, 1] on a,

g
(
αx+ (1− α)y

)
≤ αg(x) + (1− α)g(y).
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1.3 Topologie faible et compacité

Les résultats de cette section sont extraits des références [12], [18], [20], [28], [63] et
[78].

Soit (E, ‖·‖E) un espace vectoriel normé réel. On note par E ′ l’espace dual, c’est-à-dire
l’espace des formes linéaires continues sur E, muni de la norme

‖g‖E′ = sup
y∈BE

|g(y)| = sup
y∈BE

|〈g, y〉|.

Ici 〈·, ·〉 est le produit de dualité entre E et E ′.

Définition 1.3.1
Soit g ∈ E ′ et soit

φg : E → R
y 7→ φg(y) = g(y) =: 〈g, y〉.

La topologie faible sur E, notée σ(E,E ′), est la topologie la plus fine rendant continues
les applications φg.

Proposition 1.3.2
La topologie faible σ(E,E ′) est séparée.

Proposition 1.3.3
Soit (yn)n une suite de points de E. Alors

(i) (yn)n converge vers y pour σ(E,E ′) (ou faiblement) si et seulement si (〈g, yn〉)n
converge vers 〈g, y〉 pour tout g ∈ E ′;

(ii) si (yn)n converge fortement vers y, i.e., ‖yn − y‖E → 0 alors (yn)n converge faible-
ment vers y;

(iii) si (yn)n converge faiblement vers y, alors (‖yn‖E)n est bornée et on a

‖y‖E ≤ lim inf
n→∞

‖yn‖E;

(iv) si (yn)n converge faiblement vers y, et si (gn)n ⊂ E ′ converge fortement vers g, i.e.,
‖gn − g‖E′ → 0 alors, (〈gn, yn〉)n converge vers 〈g, y〉.

Soit (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé, E ′ son dual et E ′′ son bidual
(
c’est à dire,

le dual de E ′ muni de la norme ‖ζ‖E′ = sup
g∈BE′

|〈ζ, g〉|
)
.
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Définition 1.3.4
On appelle injection canonique entre E et E ′′ l’application

J : E → E ′′

y 7→ J (y) = Jy,

tel que
Jy : E ′ → R

g 7→ Jy(g) = g(y) = 〈g, y〉.

Définition 1.3.5 (Boule compacité)
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble A de E est boule compact, si
pour toute boule fermée BE(x, η) de E, l’ensemble BE(x, η) ∩ A est compact.

Remarque 1.3.6
Il est clair que tout ensemble boule compact A est fermé.

Définition 1.3.7
Soit X un espace topologique séparé et A un sous ensemble de X. On dit que A est
relativement compact si son adhérence dans X est compacte.

Théorème 1.3.8
Soit (X, d) un espace métrique complet et A un sous ensemble de X. Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes

(i) A est relativement compact.

(ii) Pour toute suite (xn)n de A, on peut extraire une sous suite qui converge dans X.

Théorème 1.3.9 ( Théorème d’Ascoli-Arzelà ).
Soit (X, d) un espace métrique compact, (Y, d′) un espace métrique complet et M un
sous ensemble de C(X, Y ), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors, M
est relativement compact si et seulement si,M est équi-continu etM(x) est relativement
compact pour tout x ∈ X, avec

M(x) =
{
g(x) : g ∈M

}
.

Lemme 1.3.10 ( Banach-Mazur ).
Soit E un espace de Banach et soit (yn)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers y. Alors, il existe une suite (zj)j ⊂ E qui converge fortement vers y et tel que chaque
zj est une combinaison convexe des éléments yj, yj+1, . . .
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Théorème 1.3.11 (Théorème de Mazur ).
Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors, co(A) est
compact.

Définition 1.3.12 ( Espaces réflexifs)
Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si J (E) = E ′′. Dans ce cas, J est
un isomorphisme isométrique de E dans E ′′.
• Nous avons que tout espace de Hilbert est réflexif.
• Nous avons que les espaces Lp(1 < p < +∞) sont réflexifs.

Théorème 1.3.13
Soit E un espace de Banach réflexif. Alors la boule unité fermée de E est faiblement
compacte.

1.4 Multi-applications

Les résultats suivants proviennent des références [12] et [38].

Définition 1.4.1
Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle application multivoque ou multi-application
(m.a.) définie sur X à valeurs dans Y toute application G définie sur X à valeurs dans
2Y (l’ensemble de toutes les parties de Y ). On la note G : X ⇒ Y c’est-à-dire, pour tout
x ∈ X, G(x) est un sous ensemble de Y .

• Nous appelons domaine (effectif) de G, noté D(G), le sous ensemble de X défini par

D(G) =

{
x ∈ X : G(x) 6= ∅

}
.

• On appelle image de G, notée R(G), le sous ensemble de Y défini par

R(G) =

{
y ∈ Y : ∃x ∈ D(G), y ∈ G(x)

}
=

⋃
x∈D(G)

G(x).

• On appelle graphe de G, noté gph(G), le sous ensemble de X × Y défini par

gph(G) =

{
(x, y) ∈ D(G)× Y : y ∈ G(x)

}
.

• La multi-application inverse G−1 : Y ⇒ X de G est définie par

x ∈ G−1(y)⇐⇒ y ∈ G(x).
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• L’image réciproque large de U ⊂ Y par G, notée G−1(U), est l’ensemble défini par

G−1(U) =

{
x ∈ X : G(x) ∩ U 6= ∅

}
.

• On appelle image réciproque étroite de U ⊂ Y par G, notée G−1
+ (U), l’ensemble

défini par

G−1
+ (U) =

{
x ∈ X : G(x) ⊂ U

}
.

Définition 1.4.2
Soit (X, d) un espace métrique et soient K1, K2 deux sous ensembles de X, l’écart entre
K1 et K2 est défini par

e(K1, K2) = sup
a∈K1

dK2(a).

et la distance de Hausdorff entre K1 et K2 est définie par

H(K1, K2) = sup
(
e(K1, K2), e(K2, K1)

)
.

Proposition 1.4.3
Soient K1, K2 des sous ensembles de X. Nous avons, pour tout x ∈ X

|dK1(x)− dK2(x)| ≤ H(K1, K2).

1.4.1 Continuité des multi-applications

Définition 1.4.4
Soient X, Y deux espaces topologiques et soit G : X ⇒ Y une multi-application.
On dit que G est semi-continue inférieurement au point x0 ∈ X si et seulement si pour
tout ouvert W de Y vérifiant G(x0) ∩W 6= ∅, il existe un voisinage V de x0 tel que pour
tout x ∈ V, G(x) ∩W 6= ∅.
• On dit que G est s.c.i. si elle est s.c.i. en tout point x0 ∈ X.

Proposition 1.4.5
Soit G : X ⇒ Y une multi-application. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) G est est s.c.i. sur X.

(ii) G−1(U), est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y .

(iii) G−1
+ (V ), est un fermé de X pour tout fermé V de Y .
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Exemple 1.4.6
Soit

G : R ⇒ R

x 7→ G(x) =

{
[−1, 1] si x 6= 0,

{0} si x = 0.

La multi-application G est s.c.i. sur R. En effet, G est s.c.i. sur R si et seulement si
G−1

+ (V ) est un fermé de R pour tout fermé V de R. On a

G−1
+ (V ) =

{
x ∈ R : G(x) ⊂ V

}
=

{
x ∈ R\{0} : [−1, 1] ⊂ V

}
∪
{
x = 0 : {0} ⊂ V

}
.

• Si [−1, 1] ⊂ V, alors G−1
+ (V ) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞) ∪ {0} = R qui est un fermé de

R.

• Si {0} 6⊂ V , alors [−1, 1] 6⊂ V , donc G−1
+ (V ) = ∅ qui est un fermé de R.

• Si {0} ⊂ V et [−1, 1] 6⊂ V alors G−1
+ (V ) = {0} qui est un fermé de R.

D’où G est une multi-application s.c.i. sur R.

Définition 1.4.7
Soient X, Y deux espaces topologiques et soit G : X ⇒ Y une multi-application.
On dit que G est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0 ∈ X si et seulement
si pour tout ouvert W de Y contenant G(x0) (G(x0) ⊂ W ), il existe un voisinage V de
x0 tel que G(V ) ⊂ W , c’est-à-dire G(y) ∈ W, ∀y ∈ V.
• On dit que G est s.c.s. si elle est s.c.s. en tout point x0 ∈ X.

Proposition 1.4.8
Soit G : X ⇒ Y une multi-application. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) G est est s.c.s. sur X.

(ii) G−1
+ (U), est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y .

(iii) G−1(V ), est un fermé de X pour tout fermé V de Y .

Exemple 1.4.9
Soit

G : [0, 1] ⇒ R

x 7→ G(x) =


{1} si x ∈

[
0,

1

2

)
,

{0, 1} si x =
1

2
,

{0} si x ∈
(1

2
, 1
]
.
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La multi-application G est s.c.s. sur [0, 1]. En effet, G est s.c.s. sur [0, 1] si et seulement
si G−1

+ (U) est un ouvert de [0, 1] pour tout ouvert U de R. On a

G−1
+ (U) =

{
x ∈ [0, 1] : G(x) ⊂ U

}
=

{
x ∈

[
0,

1

2

)
: {1} ⊂ U

}
∪
{
x ∈ 1

2
: {0, 1} ⊂ U

}
∪
{
x ∈

(1

2
, 1
]

: {0} ⊂ U

}
.

• Si {0, 1} ⊂ U, alors {0} ⊂ U et {1} ⊂ U, donc

G−1
+ (U) =

[
0,

1

2

)
∪
{1

2

}
∪
(1

2
, 1
]

= [0, 1] qui est un ouvert de [0, 1].

• Si {0} 6⊂ U et {1} 6⊂ U, alors {0, 1} 6⊂ U , donc G−1
+ (U) = ∅ ∪ ∅ ∪ ∅ = ∅ qui est un

ouvert de [0, 1].

• Si {0} ⊂ U et {1} 6⊂ U, alors {0, 1} 6⊂ U , donc G−1
+ (U) =

(1

2
, 1
]
qui est un ouvert

de [0, 1].

• Si {0} 6⊂ U et {1} ⊂ U, alors {0, 1} 6⊂ U , donc G−1
+ (U) =

[
0,

1

2

)
qui est un ouvert

de [0, 1].

D’où, G est une multi-application s.c.s sur [0, 1].

Définition 1.4.10
Soient X, Y deux espaces topologiques et soit G : X ⇒ Y une multi-application.
On dit que G est continue au point x0 ∈ X si elle est à la fois s.c.i. et s.c.s. au point
x0 ∈ X. Elle est dite continue, si elle est continue en tout point x0 ∈ X.

Proposition 1.4.11

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit E un espace de Banach séparable et E ′ son dual
topologique. Soit F : Ω ⇒ E une multi-application à valeurs non vides, convexes et fai-
blement compactes et soit G : Ω ⇒ E une multi-application à valeurs non vides, convexes
fermées. Si pour tout x′ ∈ E ′,

δ∗(x′, G(t)) ≤ δ∗(x′, F (t)) µ− p.p.

Alors,
G(t) ⊂ F (t) µ− p.p.

1.4.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.4.12
Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique. Une multi-application G :

Ω ⇒ X est Σ-mesurable ou simplement mesurable, si pour tout ouvert U de X, on a
G−1(U) ∈ Σ.
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Définition 1.4.13
Soit E un espace de Banach et soit G : J ⇒ E une multi-application mesurable. Alors
on dit que G est intégrablement bornée s’il existe une application positive γ(·) ∈ L1(J,R)

telle que G(t) ⊂ γ(t)BE, pour tout t ∈ J , on a

sup{‖u‖, u ∈ G(t)} ≤ γ(t).

Définition 1.4.14
Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit G : Ω ⇒ E

une multi-application. On dit que G est scalairement mesurable si pour tout x′ ∈ E ′,

l’application t 7→ δ∗(x′, G(t)) est mesurable.

Définition 1.4.15
Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit G : Ω ⇒ E

une multi-application. On dit que G est scalairement intégrable si pour tout x′ ∈ E ′,
l’application t 7→ δ∗(x′, G(t)) est mesurable et intégrable.

Définition 1.4.16
Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique et soit G : Ω ⇒ X une
multi-application. Une application ξ : Ω → X est dite sélection de G si pour tout t ∈
Ω, ξ(t) ∈ G(t).

Définition 1.4.17
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré. Soit E un espace vectoriel normé et G : Ω ⇒ E une
multi-application. Alors

• L’ensemble de toutes les sélections mesurables de G est défini par

SG =
{
ξ ∈ L0(Ω, E) : ξ(t) ∈ G(t) µ− p.p.

}
.

• L’ensemble de toutes les sélections intégrables de G est défini par

S1
G =

{
ξ ∈ L1(Ω, E) : ξ(t) ∈ G(t) µ− p.p.

}
.

Proposition 1.4.18
Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable complet et soit
G : Ω ⇒ X une multi-application à valeurs fermées non vides. Si G est mesurable alors,
elle admet au moins une sélection mesurable, i.e., SG 6= ∅.

Théorème 1.4.19
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ une mesure σ-finie et Σ est µ-complète. Soit E un
espace de Banach séparable, et G : Ω ⇒ E une multi-application intégrablement bornée à
valeurs non vides convexes et faiblement compactes. Alors, S1

G est convexe et
σ(L1(Ω, E),L∞(Ω, E ′))-compact.
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Théorème 1.4.20
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec µ une mesure σ-finie et Σ est µ-complète. Soit E un
espace de Banach séparable, E ′ son dual topologique, et G : Ω ⇒ E une multi-application
scalairement intégrable à valeurs non vides compactes et convexes. On suppose que

(i)
∫

Ω

Gdµ =

{∫
Ω

ξdµ : ξ ∈ SG
}

est inclus dans E;

(ii) pour tout sous ensemble fixé équi-continu S dans E ′, il existe une fonction positive
gS ∈ L1(Ω,R) tel que

sup
x′∈S

∣∣δ∗(x′, G(v))
∣∣ ≤ gS(v), ∀v ∈ Ω.

Alors,
∫

Ω

Gdµ est un ensemble convexe compact dans E.

Théorème 1.4.21
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ une tribu µ−complète, X un espace métrique
séparable, et soit G : Ω ⇒ X une multi-application à valeurs non vides fermées. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes

(a) G est mesurable.

(b) G admet une suite de sélections mesurables (ϑn(·))n telle que

G(t) = {ϑn(t)}n.

(c) Le graphe de G appartient à Σ⊗ B(X).

1.5 Sous différentiels et cônes normaux

Les résultats suivants sont pris des références [26], [43], [44] et [73].

1.5.1 Sous différentiels

Définition 1.5.1 (Sous différentiel)
Soient H un espace de Hilbert, g : H → R∪{+∞} une fonction propre convexe, et y0 ∈ H
tel que g(y0) < +∞. Le sous différentiel (au sens de l’analyse convexe) de g au point y0

est défini par

∂g(y0) = {y′ ∈ H : g(y) ≥ g(y0) + 〈y′, y − y0〉 ∀y ∈ H}.

Si g(y0) = +∞, alors ∂g(y0) = ∅.
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Interprétation géométrique :
le sous différentiel d’une fonction g en un point représente tous les vecteurs qui définissent
des plans tangents à la fonction à ce point.

Exemple 1.5.2
Soit

g : R→ R ∪ {+∞}

x 7→ g(x) =

{
−
√
x si x ≥ 0,

+∞ si x < 0.

Alors,

∂g(x) =


{
−1

2
√
x

}
si x > 0,

∅ si x ≤ 0.

En effet,
• si x < 0, alors g(x) = +∞, donc ∂g(x) = ∅.

• Si x > 0, alors g(x) = −
√
x, g est dérivable donc ∂g(x) =

{
g′(x)

}
=

{
−1

2
√
x

}
.

• Si x = 0, alors

∂g(0) =

{
y ∈ R : g(x) ≥ g(0) + 〈y, x− 0〉, ∀x ∈ R

}
=

{
y ∈ R : g(x) ≥ yx, ∀x ∈ R

}
=

{
y ∈ R : −

√
x ≥ yx, ∀x ≥ 0

}
∩
{
y ∈ R : +∞ > yx, ∀x < 0

}
=

{
y ∈ R : y

√
x ≤ −1, ∀x > 0

}
∩ R ∩ R

=

{
y ∈ R : y ≤ −1√

x
, ∀x > 0

}
∩ R

= ∅ ∩ R = ∅.

Définition 1.5.3 (Dérivée directionnelle)
Soient g : H → R∪ {+∞}, y0 ∈ dom(g) et h ∈ H. On appelle dérivée directionnelle de g
au point y0 dans la direction h la limite notée g′(y0;h) quand elle existe avec

g′(y0;h) = lim
t↓0

g(y0 + th)− g(y0)

t
.

Proposition 1.5.4

Soit g : H → R ∪ {+∞} une fonction propre, convexe et soit y0 ∈ dom(g). Alors pour
tout h ∈ H, g′(y0;h) existe.
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Preuve.
Soient y0 ∈ dom(g), h ∈ H et

f : R −→ R ∪ {+∞}
t 7−→ f(t) = g(y0 + th).

Il est clair que f est propre et convexe car g l’est aussi. De plus, puisque y0 ∈ dom(g)

alors 0 ∈ dom(f). Donc f est dérivable à droite et à gauche en 0, i.e.,

f ′d(0) = lim
>
t→0

f(t)− f(0)

t− 0
= lim

t↓0

g(y0 + th)− g(y0)

t
= g′(y0;h) existe.

�

Proposition 1.5.5

Soit g : H → R∪{+∞} et soit y0 ∈ dom(g), h ∈ H. Nous avons y′ ∈ ∂g(y0) si seulement
si 〈y′, h〉 ≤ g′(y0;h), pour tout h ∈ H.

Preuve.
Soit y′ ∈ ∂g(y0), on a

g(y) ≥ g(y0) + 〈y′, y − y0〉, ∀y ∈ H.

En particulier pour y = y0 + th, pour tout h ∈ H, t > 0, on obtient

g(y0 + th)− g(y0)

t
≥ 〈y′, h〉,

donc
lim
t↓0

g(y0 + th)− g(y0)

t
≥ 〈y′, h〉.

Par conséquent, g′(y0;h) ≥ 〈y′, h〉, ∀h ∈ H.
Inversement, supposons que

g′(y0;h) ≥ 〈y′, h〉, ∀h ∈ H,

ceci est équivalent à,

lim
t↓0

(
g(y0 + th)− g(y0)

t
− 〈y′, h〉

)
≥ 0, ∀h ∈ H.

Posons
l = lim

t↓0

(
g(y0 + th)− g(y0)

t
− 〈y′, h〉

)
≥ 0, ∀h ∈ H,

Par définition, on a pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout 0 < t < δ ;∣∣∣∣g(y0 + th)− g(y0)

t
− 〈y′, h〉 − l

∣∣∣∣ < ε, ∀h ∈ H.
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Donc, pour tout n > 0, il existe δn > 0 tel que pour tout 0 < tn < δn ;∣∣∣∣g(y0 + tnh)− g(y0)

tn
− 〈y′, h〉 − l

∣∣∣∣ < 1

n
, ∀h ∈ H,

Posons hn =
y − y0

tn
, y ∈ H. On aura, pour tout n > 0, il existe δn > 0; pour tout

0 < tn < δn ; ∣∣∣∣g(y)− g(y0)− 〈y′, y − y0〉
tn

− l
∣∣∣∣ < 1

n
,

i.e.,

l − 1

n
<
g(y)− g(y0)− 〈y′, y − y0〉

tn
< l +

1

n
,

d’où,

g(y)− g(y0)− 〈y′, y − y0〉 > tnl − tn
1

n
.

Sachant que, lim
n→+∞

tn = 0, lim
n→+∞

1

n
= 0 et l ≥ 0. On aura

g(y)− g(y0)− 〈y′, y − y0〉 ≥ 0, ∀y ∈ H,

(car l < +∞ via la Proposition 1.5.4). D’où, y′ ∈ ∂g(y0). �

1.5.2 Cônes normaux

Définition 1.5.6 (Cône)
Soit S un sous ensemble de H. On dit que S est un cône si

∀y ∈ S, ∀λ > 0, λy ∈ S,

i.e.,
∀λ > 0, λS ⊂ S.

Définition 1.5.7
Soit S un cône convexe. Alors les relations suivantes sont équivalentes

(i) ∀t ≥ 0, ∀r ≥ 0, tS + rS ⊂ S,

(ii) S + S ⊂ S.

Définition 1.5.8 (Cône polaire)
Soit H un espase de Hilbert et S un sous ensemble non vide de H. On definit le cône
polaire de S par

S0 =
{
y′ ∈ H : 〈y′, v〉 ≤ 0, ∀v ∈ S

}
.
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Définition 1.5.9 (Cône normal au sens de l’analyse convexe)
Soit H un espace de Hilbert et S un sous ensemble non vide de H. On appelle cône normal
à S au point y0 ∈ S, l’ensemble défini par

NS(y0) :=
{
y′ ∈ H : 〈y′, y − y0〉 ≤ 0, ∀y ∈ S

}
, et NS(y0) = ∅ si y0 6∈ S.

Voir Fig. 1.2

Figure 1.2 – Cône normal

Interprétation géométrique :
C’est l’angle délimité par les normales à l’ensemble S.
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Proposition 1.5.10
Soit S un sous ensemble non vide de H. Les deux assertions suivantes sont satisfaites.

(i) Si y0 ∈ int(S), alors NS(y0) = {0},

(ii) si S est convexe et fermé avec int(S) 6= ∅ et si y0 ∈ Fr(S), alors NS(y0) 6= {0}.

Proposition 1.5.11
Pour tout sous-ensemble S de H et tout y0 ∈ S, nous avons

NK(y0) = ∂ψS(y0).

Preuve.
Comme y0 ∈ S, ψS(y0) = 0. D’où

∂ψS(y0) =

{
y′ ∈ H : ψS(y) ≥ ψS(y0) + 〈y′, y − y0〉 ∀y ∈ H

}
=

{
y′ ∈ H : ψS(y) ≥ 〈y′, y − y0〉 ∀y ∈ S

}⋂
{
y′ ∈ H : ψS(y) ≥ 〈y′, y − y0〉 ∀y ∈ H \S

}
=

{
y′ ∈ H : ψS(y) ≥ 〈y′, y − y0〉 ∀y ∈ S

}⋂
H

=

{
y′ ∈ H : 〈y′, y − y0〉 ≤ 0 ∀y ∈ S

}
= NS(y0).

�

Ci-dessous, nous fournissons quelques exemples de cônes normaux voir [18].

Exemple 1.5.12
Soit S la boule unité fermée de H et y0 ∈ S. Alors

NS(y0) =

{
R+y0, si ‖y0‖ = 1;

{0}, si ‖y0‖ < 1.

Exemple 1.5.13
Soit S un cône convexe non vide dans H et soit y0 ∈ S. Alors NS(y0) = S0 ∩ {y0}⊥.
En effet, soit z ∈ S0 ∩ {y0}⊥, alors

z ∈ S0 et z ∈ {y0}⊥,

de manière équivalente 〈
z, y
〉
≤ 0, ∀ y ∈ S et

〈
z, y0

〉
= 0.
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Ainsi 〈
z, y − y0

〉
=
〈
z, y
〉
≤ 0 ∀y ∈ S.

Donc z ∈ NS(y0). Inversement, soit z ∈ NS(y0), alors〈
z, y − y0

〉
≤ 0 ∀y ∈ S.

Puisque S est un cône, on a
{y0

2
, 2y0

}
⊂ S. En particulier, pour y =

y0

2
∈ S, on a〈

z, y0

〉
≥ 0, et pour y = 2y0 ∈ S, on a

〈
z, y0

〉
≤ 0. On déduit que〈

z, y0

〉
= 0,

et alors 〈
z, y
〉
≤ 0 ∀y ∈ S,

il s’en suit que z ∈ {y0}⊥ et z ∈ S0.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques propriétés importantes du sous différentiel de
l’application distance à un ensemble non vide, fermé et convexe.

Proposition 1.5.14
Soit S un sous ensemble non vide, fermé et convexe de H et x0 ∈ S. Alors,

(i) ∂dS(x0) = NS(x0) ∩BH .

(ii) ∂dS(x0) est un sous ensemble convexe, faiblement compact de H.

Preuve.
(i) Soit x0 ∈ S. Montrons que ∂dS(x0) ⊂ NS(x0) ∩BH .

Soit y′ ∈ ∂dS(x0), par la Définition 1.5.1, on a

〈y′, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ H,

donc,
〈y′, y − x0〉 ≤ 0, ∀y ∈ S,

ceci implique que y′ ∈ NS(x0) et comme ∂dS(x0) ⊂ BH (voir [43]), on trouve que y′ ∈
NS(x0) ∩BH .

Inversement, soit y′ ∈ NS(x0) ∩BH , alors

y′ ∈ NS(x0) et ‖y′‖ ≤ 1.

C’est-à-dire
〈y′, z − x0〉 ≤ 0 ∀z ∈ S et ‖y′‖ ≤ 1.
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Donc, pour tout y ∈ H et z ∈ S, on a

〈y′, y − x0〉 = 〈y′, y − z + z − x0〉
= 〈y′, y − z〉+ 〈y′, z − x0〉
≤ 〈y′, y − z〉
≤ ‖y′‖‖y − z‖
≤ ‖y − z‖.

Donc 〈y′, y − x0〉 ≤ inf
z∈S
‖y − z‖ = dS(y), ceci implique, puisque x0 ∈ S, que

〈y′, y − x0〉 ≤ dS(y) = dS(y)− dS(x0)

d’où y′ ∈ ∂dS(x0).

(ii) Montrons que ∂dS(x0) est convexe. Soit x′, y′ ∈ ∂dS(x0) et α ∈ [0, 1], par définition{
〈x′, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ S,
〈y′, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ S.

Alors {
〈αx′, y − x0〉 ≤ αdS(y)− αdS(x0) ∀y ∈ S,
〈(1− α)y′, y − x0〉 ≤ (1− α)dS(y)− (1− α)dS(x0) ∀y ∈ S.

Donc
〈αx′ + (1− α)y′, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ S.

Ceci est équivalent à αx′ + (1− α)y′ ∈ ∂dS(x0). D’où, ∂dS(x0) est convexe.
Maintenant, montrons que ∂dS(x0) est faiblement compact, on a par (i), ∂dS(x0) ⊂ BH ,
et d’après le Théorème 1.3.13, BH est faiblement compact, donc il suffit de montrer que
∂dS(·) est faiblement fermé. Soit (y′n)n ⊂ ∂dS(x0) une suite qui converge vers y′. Pour
tout n ∈ N, on a

〈y′n, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ S,

par passage à la limite quand n −→∞, on obtient

〈y′, y − x0〉 ≤ dS(y)− dS(x0) ∀y ∈ S,

en déduit que y′ ∈ ∂dS(·), d’où ∂dS(·) est fortement fermée et donc ∂dS(·) est faiblement
fermé (puisque ∂dS(·) est convexe). On conclut que ∂dS(·) est faiblement compact. �

La proposition suivante fournit une propriété de la semi-continuité supérieure de la
fonction d’appui du sous différentiel de la fonction distance aux ensembles convexes fermés
non vides. Pour la preuve, nous renvoyons le lecteur à [53].
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Proposition 1.5.15
Soit H un espace de Hilbert et soit {S(t, x) : (t, x) ∈ J ×H} une famille d’ensembles non
vides, fermés et convexes de H, et soit un réel η ≥ 0. Supposons qu’il existe une constante
réelle L ≥ 0 et une application continue a : J → R tel que pour tous x1, x2, y ∈ H et
t, s ∈ J,

|dS(t,x1)(y)− dS(s,x2)(y)| ≤ |a(t)− a(s)|+ L‖x1 − x2‖. (1.1)

Alors les affirmations suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout (t, x, y) ∈ gph(S), nous avons η∂dS(t,x)(y) ⊂ ηBH .

(ii) Pour toute suite (tn)n ⊂ J convergeant vers t, toute suite (xn)n convergeant vers x,
et toute suite (yn)n convergeant vers y ∈ S(t, x) avec yn ∈ S(tn, xn) et tout ξ ∈
H, nous avons

lim sup
n→+∞

δ∗
(
ξ, η∂dS(tn,xn)(yn)

)
≤ δ∗

(
ξ, η∂dS(t,x)(y)

)
.

1.6 Notion d’opérateurs maximaux monotones

Voir les références [18], [20] et [29].

Soit A : H ⇒ H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,
avec D(A),R(A) et gph(A) sont le domaine, l’image et le graphe de A, respectivement.

Définition 1.6.1
Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous (a1, b1), (a2, b2) ∈ gph(A), on a〈

b1 − b2, a1 − a2

〉
≥ 0.

Définition 1.6.2
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les
opérateurs monotones par rapport à l’inclusion des graphes.

Proposition 1.6.3
Un opérateur monotone A de H est dit maximal si et seulement si pour tout (a, b) ∈ H×H ,〈

b− b0, a− a0

〉
≥ 0 pour tout (a0, b0) ∈ gph(A), alors (a, b) ∈ gph(A).

Remarque 1.6.4
Le cône normal associé à un ensemble convexe fermé non vide S, est un opérateur maximal
monotone.
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Définition 1.6.5 [4, 21, 65]
Soit un opérateur A : [1, T ]×H ⇒ H. Si pour tout L > 0 donné, il existe une application
réelle αL ∈ L1(J,R) telle que si

ai ∈ A(t,xi)(bi) pour tout ai ∈ H, xi, bi ∈ LBH , i = 1, 2,

alors
〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −αL(t)‖b1 − b2‖

(
‖x1 − x2‖

)
. (1.2)

On dit alors que A est pseudo-hypomonotone dans ce sens.

L’exemple suivant fournit la pseudo-hypomonotonie d’un opérateur A(t,x) (voir [65] ).

Exemple 1.6.6 Considérons H = Rn.
Soient D une matrice semi définie positive (il existe une constante c1 telle que pour tout
x ∈ R(D + Dt), on a 〈Dx, x〉 ≥ c1‖x‖2), g : [1, T ] × Rn → R(D + Dt) une application
lipschitzienne de rapport Mg par rapport à la deuxième variable définie sur les sous en-
sembles bornés. Pour chaque t ∈ [1, T ] fixé, soit Ct : Rn ⇒ Rn un opérateur maximal
monotone. On pose

G(t,x)(·) = Ct(·+ g(t, x)).

On définit sur Rn l’opérateur

A(t,x) = (G−1
(t,x) +D)−1.

L’opérateur A(t,x) est pseudo-hypomonotone. En effet, soit L > 0. Pour tous t ∈ [1, T ], xi ∈
LBH , yi ∈ A(t,xi)(xi), i = 1, 2 on a,

yi ∈ A(t,xi)(xi) = (G−1
(t,xi)

+D)−1(xi),

ceci est équivalent à,

yi ∈ G(t,xi)(xi −Dyi) = Ct(xi −Dyi + g(t, xi)).

De la monotonie de Ct et puisque g est une application lipschitzienne de rapport Mg et D
est une matrice semi définie positive, on a (en utilisant l’inégalité a2 +b2 ≥ 2ab, a, b ∈ R)

〈y1 − y2, x1 − x2〉 = 〈y1 − y2, x1 − x2 −Dy1 + g(t, x1) +Dy2 − g(t, x2)〉
+ 〈y1 − y2, Dy1 − g(t, x1)−Dy2 + g(t, x2)〉
= 〈D(y1 − y2), y1 − y2〉 − 〈y1 − y2, g(t, x1)− g(t, x2)〉
≥ c1‖yim1 − yim2 ‖2 −Mg‖yim1 − yim2 ‖‖x1 − x2‖

≥ −
M2

g

4c1

‖x1 − x2‖2,

où R(g) ⊂ R(D +Dt) et yim désigne la projection de y sur R(D +Dt). D’où le résultat.
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1.7 Quelques résultats de base sur l’intégrale

et la dérivée fractionnaires d’Hadamard

Au fil des dernières années, les travaux de recherche et les avancées dans le domaine du
calcul fractionnaire ont conduit à l’émergence de diverses définitions de dérivées fraction-
naires. Dans la suite, nous exposons les concepts de l’intégrale et dérivée fractionnaire de
Hadamard, lesquels seront appliquées dans le cadre de notre étude. Pour des propriétés
supplémentaires, veuillez consulter les références [54] à [62].

Définition 1.7.1 (Fonction Gamma d’Euler)
Soit α > 0. La fonction Gamma d’Euler est définie par

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1 exp(−t)dt.

Exemple 1.7.2

Γ(1) = Γ(2) = 1,Γ
(1

2

)
=
√
π,Γ

(3

2

)
=

1

2

√
π,Γ

(5

2

)
=

3

4

√
π.

Proposition 1.7.3
Soit α > 0, nous avons

Γ(α + 1) = αΓ(α), (1.3)

En particulier, si α = n ∈ N∗, on a

Γ(n+ 1) = n!.

Proposition 1.7.4 [77]
Soit α > 0, la fonction Γ(·) est analytique partout dans le plan réel sauf pour α =

0,−1,−2, . . . , où elle a des pôles simples et est représentée par la formule

Γ(α) =
(−1)k

k!(α + k)
, α→ −k, k = 0, 1, 2, . . . (1.4)

Remarque 1.7.5
De la Proposition 1.7.4, on a

Γ(0) =∞.

Définition 1.7.6 (Fonction Bêta )
Soient α, β > 0, on définit la fonction Bêta par

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1dt.
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Remarque 1.7.7
La fonction Beta est symétrique, c’est-à-dire

B(α, β) = B(β, α).

La proposition suivante donne une relation entre la fonction Gamma et la fonction Bêta.

Proposition 1.7.8
Soient α, β > 0, nous avons

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Nous présentons maintenant la définition de l’intégrale et dérivée fractionnaires de Hada-
mard et certaines propriétés.

Définition 1.7.9
L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0 d’une application intégrable au sens
de Bochner h : [a,+∞)→ H, (0 < a < b < +∞) qu’on note Iαh, est définie par

Iαh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1
h(s)

s
ds,

à condition que l’intégrale existe.

Définition 1.7.10
La dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0 d’une application intégrable au sens
de Bochner h : [a,+∞)→ H, (0 < a < b < +∞) notée Dαh est définie par

Dαh(t) =
1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
ln
t

s

)n−α−1
h(s)

s
ds =

(
δnIn−αh

)
(t),

où n = [α] + 1, [α] est la partie entière de α.

Nous aurons besoin des lemmes suivants (voir [62]).

Lemme 1.7.11
Soient t, x ∈ [a, b] (0 < a < b <∞). Si 0 < α < β. Alors(

Iα
(

ln
t

a

)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β + α)

(
ln
x

a

)β+α−1

et (
Dα

(
ln
t

a

)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)

(
ln
x

a

)β−α−1

.
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Preuve.
Pour 0 < α < β, par la Définition 1.7.9, on a(

Iα
(

ln
t

a

)β−1
)

(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(
ln
x

t

)α−1
(

ln
t

a

)β−1
1

t
dt.

On pose s =
ln t

a

ln x
a

, de la Définition 1.7.6 et la Proposition 1.7.8, on obtient

(
Iα
(

ln
t

a

)β−1
)

(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

((
ln
x

a

)
− s

(
ln
x

a

))α−1 (
ln
x

a

)β−1

sβ−1
(

ln
x

a

)
ds

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(
ln
x

a

)α−1

(1− s)α−1
(

ln
x

a

)β
sβ−1ds

=
1

Γ(α)

(
ln
x

a

)α+β−1
∫ 1

0

(1− s)α−1sβ−1ds

=
1

Γ(α)

(
ln
x

a

)α+β−1

B(β, α)

=
1

Γ(α)

(
ln
x

a

)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(β + α)

=
Γ(β)

Γ(β + α)

(
ln
x

a

)β+α−1

,

d’où le résultat.
Par la définition de La dérivée fractionnaire de Hadamard (Définition 1.7.10), la relation
précédente et en utilisant la propriété Γ(α + 1) = αΓ(α), on a(
Dα

(
ln
t

a

)β−1
)

(x) =

(
δnIn−α

(
ln
t

a

)β−1
)

(x)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α)

(
x
d

dx

)n((
ln
x

a

)β+n−α−1
)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α)

(
x
d

dx

)n−1(
x
d

dx

(
ln
x

a

)β+n−α−1
)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α)

(
x
d

dx

)n−1((
β + n− α− 1

)(
ln
x

a

)β+n−α−2
)

=
(β + n− α− 1)Γ(β)

(β + n− α− 1)Γ(n+ β − α− 1)

(
x
d

dx

)n−1((
ln
x

a

)β+n−α−2
)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α− 1)

(
x
d

dx

)n−1((
ln
x

a

)β+n−α−2
)
,
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donc(
Dα

(
ln
t

a

)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(n+ β − α− 1)

(
x
d

dx

)n−2(
x
d

dx

(
ln
x

a

)β+n−α−2
)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α− 1)

(
x
d

dx

)n−2((
β + n− α− 2

)(
ln
x

a

)β+n−α−3
)

=
(β + n− α− 2)Γ(β)

(β + n− α− 2)Γ(n+ β − α− 2)

(
x
d

dx

)n−2((
ln
x

a

)β+n−α−3
)

=
Γ(β)

Γ(n+ β − α− 2)

(
x
d

dx

)n−2((
ln
x

a

)β+n−α−3
)
.

Par récurrence, on obtient(
Dα

(
ln
t

a

)β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(β − α)

(
ln
x

a

)β−α−1

.

�

Remarque 1.7.12
En particulier, si β = 1 et α > 0, on aura la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une
constante qui est en général, différente de zéro i.e.,

(Dα1) (x) =
1

Γ(1− α)

(
ln
x

a

)−α
.

Proposition 1.7.13
Soient α > 0, 1 ≤ p <∞, 0 < a < b <∞ et h ∈ Lp((a, b), H). Alors,

‖Iαh‖p ≤ K1 ‖h‖p ,

où

K1 =
1

|Γ(α)|

∫ ln( b
a

)

0

tα−1 exp

(
t

p

)
dt.

Preuve.
Pour α > 0, et par la Définition 1.7.9, on a

‖Iαh‖p =

(∫ b

a

|Iαh(t)|p dt
) 1

p

=

(∫ b

a

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1
h(s)

s
ds

∣∣∣∣∣
p

dt

) 1
p

.
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On pose τ =
t

s
et en utilisant l’inégalité intégrale de Minkowski (voir le Théorème 5), on

obtient

‖Iαh‖p =

(∫ b

a

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t
a

1

(ln τ)α−1 h

(
t

τ

)
1

τ
dτ

∣∣∣∣pdt) 1
p

≤ 1

Γ(α)

(∫ b

a

(∫ t
a

1

(ln τ)α−1

∣∣∣∣h( tτ
)∣∣∣∣1τ dτ

)p
dt

) 1
p

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

(∫ t
a

1

(
(ln τ)α−1

∣∣∣∣h( tτ
)∣∣∣∣1τ

)p
dτ

) 1
p

dt

≤ 1

Γ(α)

∫ b
a

1

(ln τ)α−1 1

τ

(∫ b

aτ

∣∣∣∣h( tτ
)∣∣∣∣pdt) 1

p

dτ,

en posant x =
t

τ
, on trouve

‖Iαh‖p ≤
1

Γ(α)

∫ b
a

1

(ln τ)α−1 1

τ

(∫ b
τ

a

∣∣h(x)
∣∣pτdx) 1

p

dτ

≤‖h‖p
Γ(α)

∫ b
a

1

(ln τ)α−1 τ
1
p

1

τ
dτ,

donc
‖Iαh‖p ≤ K1‖h‖p,

avec

K1 =
1

Γ(α)

∫ b
a

1

(ln τ)α−1 τ
1
p

1

τ
dτ.

Pour t = ln τ, on a

K1 =
1

Γ(α)

∫ ln b
a

0

tα−1 exp

(
t

p

)
dt.

�

Proposition 1.7.14
Soient α > 0, n = [α] + 1, 0 < a < b <∞ et h ∈ L1((a, b), H). L’égalité (Dαh)(t) = 0 est
vérifiée si et seulement si

h(t) = c1

(
ln
t

a

)α−1

+ c2

(
ln
t

a

)α−2

+ · · ·+ cn

(
ln
t

a

)α−n
,

où ci ∈ R (i = 1, n) sont des constantes arbitraires.

Lemme 1.7.15
Soient h ∈ Cδn([a, b],R), t ∈ [a, b] et α, β ∈ (0,+∞). Alors
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(i) IαIβh(t) = Iα+βh(t);

(ii) DαIα (h(t)) = h(t);

(iii) DαIβ (h(t)) = Iβ−αh(t), pour β > α;

(iv) IαDαh(t) = h(t) + c1

(
ln
t

a

)α−1

+ c2

(
ln
t

a

)α−2

+ · · ·+ cm

(
ln
t

a

)α−m
,

où ci ∈ R, i = 1,m
(
m est le plus petit entier supérieur ou égal à α

)
.

Preuve.
Soient h ∈ Cδn([a, b],R), t ∈ [a, b] et α, β ∈ (0,+∞).

(i) De la Définition 1.7.9, on a

IαIβh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1
Iβh(s)

s
ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1
1

s

(
1

Γ(β)

∫ s

a

(
ln
s

τ

)β−1 h(τ)

τ
dτ

)
ds

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ t

a

(
h(τ)

1

τ

∫ t

τ

(
ln
t

s

)α−1 (
ln
s

τ

)β−1 1

s
ds

)
dτ.

On pose x =
ln s

τ

ln t
τ

, par la Définition 1.7.6 et la Proposition 1.7.8, on obtient

IαIβh(t) =
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ t

a

h(τ)
1

τ

∫ 1

0

(
ln
t

τ
− x ln

t

τ

)α−1

xβ−1

(
ln
t

τ

)β−1(
ln
t

τ

)
dxdτ

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ t

a

h(τ)
1

τ

(
ln
t

τ

)α+β−1 ∫ 1

0

(1− x)α−1xβ−1dxdτ

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ t

a

h(τ)
1

τ

(
ln
t

τ

)α+β−1

B(β, α)dτ

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ t

a

h(τ)
1

τ

(
ln
t

τ

)α+β−1
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
dτ

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(
ln
t

τ

)α+β−1

h(τ)
1

τ
dτ

=Iα+βh(t).
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(ii) De la propriété (i), la définition de l’intégrale et la dérivée fractionnaire de Hadamard
et en utilisant l’intégration par parties, on obtient

DαIα (h(t)) =
(
δnIn−α (Iαh)

)
(t)

=
(
δnIn−α+αh

)
(t)

= (δnInh) (t)

=
1

Γ(n)

(
t
d

dt

)n(∫ t

a

(
ln
t

s

)n−1
h(s)

s
ds

)

=
1

Γ(n+ 1)

(
t
d

dt

)n((
ln
t

a

)n
h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n
h′(s)ds

)
.

Par la formule intégrale de Leibnit’z (voir le Théorème 3), on a

DαIα (h(t)) =
1

Γ(n+ 1)

(
t
d

dt

)n−1(
t
d

dt

[(
ln
t

a

)n
h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n
h′(s)ds

])
=

n

Γ(n+ 1)

(
t
d

dt

)n−1
((

ln
t

a

)n−1

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−1

h′(s)ds

)

=
1

Γ(n)

(
t
d

dt

)n−1
((

ln
t

a

)n−1

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−1

h′(s)ds

)

=
1

(n− 1)!

(
t
d

dt

)n−1
((

ln
t

a

)n−1

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−1

h′(s)ds

)

=
1

(n− 1)!

(
t
d

dt

)n−2
(
t
d

dt

[(
ln
t

a

)n−1

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−1

h′(s)ds

])

=
1

(n− 2)!

(
t
d

dt

)n−2
((

ln
t

a

)n−2

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−2

h′(s)ds

)
.

Par récurrence, on obtient

DαIα (h(t)) =h(a) +

∫ t

a

h′(s)ds

=h(t).
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(iii) Pour β > α, de la propriété (i), la définition de l’intégrale et la dérivée fractionnaire
de Hadamard et en utilisant l’intégration par parties, on a

DαIβ (h(t)) =
(
δnIn−α

(
Iβh
))

(t)

=

(
t
d

dt

)n (
In+β−αh

)
(t)

=

(
t
d

dt

)n(
1

Γ(n+ β − α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)n+β−α−1
h(s)

s
ds

)

=
1

Γ(n+ β − α + 1)

(
t
d

dt

)n((
ln
t

a

)n+β−α

h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)n+β−α

h′(s)ds

)
.

Par la formule intégrale de Leibnit’z (voir le Théorème 3), et en utilisant la propriété
Γ(α + 1) = αΓ(α), et en procédant comme dans la preuve de la propriété (ii), on aura

DαIβ (h(t)) =
1

Γ(β − α + 1)

((
ln
t

a

)β−α
h(a) +

∫ t

a

(
ln
t

s

)β−α
h′(s)ds

)
. (1.5)

D’autre part, on a∫ t

a

(
ln
t

s

)β−α
h′(s)ds =−

(
ln
t

a

)β−α
h(a) + (β − α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)β−α−1
h(s)

s
ds. (1.6)

Par conséquent, en remplaçant (1.6) dans (1.5), on obtient

DαIβ (h(t)) =
1

Γ(β − α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)β−α−1
h(s)

s
ds. (1.7)

=Iβ−αh(t). (1.8)

(iv) Puisque, d’après la propriété (ii),

DαIαh(t) = h(t),

il s’en suit que
DαIα (Dαh(t)) = Dαh(t).

Donc
Dα (IαDαh(t)− h(t)) = 0.

De la Proposition 1.7.14, on obtient

IαDαh(t) = h(t) + c1

(
ln
t

a

)α−1

+ c2

(
ln
t

a

)α−2

+ · · ·+ cn

(
ln
t

a

)α−n
.

�
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Chapitre 2

Problème d’ordre fractionnaire
couplé à un processus de Moreau

du second ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un résultat affirmant l’existence de solution absolu-
ment continue pour un système couplé, englobant un processus de la rafle du second ordre
et une équation différentielle d’ordre fractionnaire avec des conditions à bord non locales.
La démonstration s’appuie sur un résultat d’existence déjà présenté dans la littérature, et
sur le théorème du point fixe de Schauder. En termes plus mathématiques, on va étudier
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Chapitre 2 : Problème d’ordre fractionnaire couplé à un processus de
Moreau du second ordre

le problème suivant

(Pg)



Dqx(t) = v(t) ∀t ∈ [1, T ],

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

−v̈(t) ∈ NC(t,x(t),Dq−1x(t),v(t))(v̇(t)) + g(t, x(t), v(t), v̇(t)) p.p. t ∈ [1, T ],

v̇(t) ∈ C(t, x(t), Dq−1x(t), v(t)) ∀t ∈ [1, T ],

v(1) = 0, v̇(1) = u0,

où Dq est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2], r ∈ (0, 1), µi ∈ (1, T ),
λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2, g : [1, T ] × H × H × H → H est une application Lebesgue-
mesurable sur [1, T ] et continue sur H ×H ×H et C : [1, T ]×H ×H ×H ⇒ H est une
multi-application à valeurs non vides, convexes et fermées. Par une solution de (Pg), nous
voulons dire l’existence d’une application x(·) ∈ C(J,H) telle que Dq−1x(·) ∈ C(J,H) et
Dqx(·) ∈ C(J,H) et l’existence d’une application v ∈ C(J,H) tel que v̇(·) ∈ C(J,H) et
v̈(·) ∈ L1(J,H) et (x, v) satisfait le problème (Pg).
Enfin, un exemple concret est fourni pour mettre en évidence les résultats théoriques.

2.2 Résultat principal

Nous commençons par fixer quelques notations et données. Dans le reste de ce chapitre,

Dq (resp. Iq) sera la dérivée (resp. intégrale) fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2],

r ∈ (0, 1), µi ∈ (1, T ), λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2, et nous supposons que

(lnT )q−r−1 6=
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1. (2.1)

Soit f ∈ L1(J,H) et considérons le problème aux limites pour une équation intégro-
différentielle impliquant la dérivée fractionnaire de Hadamard

Dqx(t) =

∫ t

1

f(s)ds ∀t ∈ J ; (2.2)

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi). (2.3)

Définition 2.3.1
Une application x : J → H est dite solution du problème (2.2)-(2.3) si x(·) ∈ C(J,H),
Dqx(·) est absolument continue et x(·) satisfait le problème (2.2)-(2.3).
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Proposition 2.3.2
Soient f(·) ∈ L1(J,H), q ∈ (1, 2] et κ < q. Alors pour tout t ∈ J et y ∈ H, on a

Iq−κ
〈
y,

∫ t

1

f(s)ds
〉

=
1

(q − κ)Γ(q − κ)

∫ t

1

(
ln
t

τ

)q−κ 〈
y, f(τ)

〉
dτ. (2.4)

Preuve.
Nous avons par la Définition 1.7.9,

Iq−κ
〈
y,

∫ t

1

f(s)ds
〉

=
1

Γ(q − κ)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−κ−1
1

s

〈
y,

∫ s

1

f(τ)dτ

〉
ds

=
1

Γ(q − κ)

∫ t

1

((
ln
t

s

)q−κ−1
1

s

∫ s

1

〈
y, f(τ)

〉
dτ

)
ds

=
1

Γ(q − κ)

∫ t

1

(〈
y, f(τ)

〉 ∫ t

τ

(
ln
t

s

)q−κ−1
1

s
ds

)
dτ

=
1

(q − κ)Γ(q − κ)

∫ t

1

(
ln
t

τ

)q−κ 〈
y, f(τ)

〉
dτ.

�

Lemme 2.3.3
Soit f(·) ∈ L1(J,H) une application donnée. Si x(·) est solution du problème (2.2) avec
les conditions aux limites (2.3), alors x(·) peut être représentée de la manière suivante

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J,

où

G(t, s) =
(ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

(
ln
µi
s

)q−r
χ[1,µi](s)−

(
ln
T

s

)q−r
χ[1,T ](s)

)

+
1

Γ(q + 1)

(
ln
t

s

)q
χ[1,t](s) (2.5)

et

ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1.

Preuve.
Posons pour tout t ∈ J

f̃(t) =

∫ t

1

f(s)ds.
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En introduisant l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre q dans les deux côtés de
l’équation (2.2), on obtient

IqDqx(t) = Iqf̃(t) ∀t ∈ J.

Fixons y ∈ H. D’après (iv) du Lemme 1.7.15 ( f̃ ∈ Cδn(J,R)), on a pour tout t ∈ J ,

〈y, x(t)〉 = Iq〈y, f̃(t)〉 − c1 (ln t)q−1 − c2 (ln t)q−2 . (2.6)

La condition aux limites x(1) = 0 implique que c2 = 0. Pour calculer c1, on va utiliser la
deuxième condition aux limites dans (2.3). Par la relation (2.6), on a

〈y,Drx(t)〉 = Dr〈y, x(t)〉
= DrIq〈y, f̃(t)〉 − c1D

r
(
(ln t)q−1) .

En évoquant le Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15 (f̃ ∈ Cδn(J,R)), il en résulte que

Dr〈y, x(t)〉 = Iq−r〈y, f̃(t)〉 − c1
Γ(q)

Γ(q − r)
(ln t)q−r−1.

Donc
Dr〈y, x(T )〉 = Iq−r〈y, f̃(T )〉 − c1

Γ(q)

Γ(q − r)
(lnT )q−r−1,

et
n∑
i=1

λiD
r〈y, x(µi)〉 =

n∑
i=1

λiI
q−r〈y, f̃(µi)〉 − c1

Γ(q)

Γ(q − r)

n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1.

On en déduit que

c1 =
−Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−r
〈
y, f̃(µi)

〉
− Iq−r

〈
y, f̃(T )

〉)
. (2.7)

avec

ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1.

Par conséquent, en remplaçant la Proposition 2.3.2
(
pour κ = r et κ = 0

)
et (2.7) dans

(2.6), on a

〈y, x(t)〉 =
(ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

( n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
〈y, f(s)〉 ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
〈y, f(s)〉 ds

)
+

1

Γ(q + 1)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q
〈y, f(s)〉 ds,
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cela implique que pour tout t ∈ J ,

x(t) =
(ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

+
1

Γ(q + 1)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q
f(s)ds.

Ceci termine la preuve du Lemme 2.3.3. �

Énonçons ensuite quelques propriétés de la fonction de type Green donnée par la rela-
tion (2.5), qui sera utilisée dans la suite du chapitre.

Lemme 2.3.4
Soit G la fonction définie par la relation (2.5). Alors G(·, ·) satisfait l’estimation suivante

|G(t, s)| ≤ (lnT )q−1

|ρ|(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r + (lnT )q−r
)

+
1

Γ(q + 1)
(lnT )q =: MG.

(2.8)

Preuve.
Observons que, pour tout t ∈ J fixé et pour α > 0, la fonction

s ∈ J 7−→ g(s) =

(
ln
t

s

)α
est décroissante.

Ainsi, à partir de (2.5), pour tous t, s ∈ J, on a

∣∣G(t, s)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ (ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

(
ln
µi
s

)q−r
χ[1,µi](s)−

(
ln
T

s

)q−r
χ[1,T ](s)

)

+
1

Γ(q + 1)

(
ln
t

s

)q
χ[1,t](s)

∣∣∣∣
≤ (lnT )q−1

|ρ|(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r + (lnT )q−r
)

+
1

Γ(q + 1)
(lnT )q =: MG.

�

Proposition 2.3.5
Soit f ∈ L1(J,H) et uf : J → H la fonction définie par

uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J. (2.9)
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Alors,

(i) uf (1) = 0 et Druf (T ) =
n∑
i=1

λiD
ruf (µi), et pour tout t ∈ J

(Dq−1uf )(t) =
1

ρ(q − r)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

+

∫ t

1

(
ln
t

s

)
f(s)ds, (2.10)

et (
Dquf

)
(t) =

∫ t

1

f(s)ds ∀t ∈ J. (2.11)

(ii) Nous avons uf ∈ Wq,1(J,H). De plus, Dquf est absolument continue.

Preuve.
(i) Soit f ∈ L1(J,H) et posons pour tout t ∈ J ,

uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds.

Par la définition de G(·, ·), nous avons pour tout t ∈ J
(
via la Proposition 2.3.2 pour

κ = r et κ = 0 et en tenant en compte le fait que f̃(t) =

∫ t

1

f(s)ds
)

uf (t) =
(ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

+
1

Γ(q + 1)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q
f(s)ds

=
(ln t)q−1

ρΓ(q)

( n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s

∫ s

1

f(τ)dτds−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s

∫ s

1

f(τ)dτds

)
+

1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
1

s

∫ s

1

f(τ)dτds

=
(ln t)q−1 Γ(q − r)

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ Iqf̃(t). (2.12)

La relation (2.12) implique que uf (1) = 0. Pour prouver la deuxième condition aux limites,
nous argumentons comme suit. Soit y ∈ H arbitraire. Nous avons pour r ∈ (0, 1),

〈y,Druf (t)〉 = Dr 〈y, uf (t)〉

=
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
Dr
〈
y, (ln t)q−1〉+DrIq

〈
y, f̃(t)

〉
.

(2.13)
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Le Lemme 1.7.11 ainsi que (iii) du Lemme 1.7.15 (f̃ ∈ Cδn(J,R)) permettent d’obtenir

〈y,Druf (t)〉 =
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
Γ(q)

Γ(q − r)
〈
y, (ln t)q−r−1〉

+Iq−r
〈
y, f̃(t)

〉
=

1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)〈
y, (ln t)q−r−1〉+ Iq−r

〈
y, f̃(t)

〉
,

de sorte que

〈y,Druf (t)〉 =

〈
y,

(ln t)q−r−1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ Iq−rf̃(t)

〉
.

Par conséquent,

Druf (t) =
(ln t)q−r−1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ Iq−rf̃(t). (2.14)

D’où,

Druf (T ) =
(lnT )q−r−1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ Iq−rf̃(T ) (2.15)

et
n∑
i=1

λiD
ruf (µi) =

1

ρ

n∑
i=1

λi (lnµi)
q−r−1

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+

n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi).

(2.16)

Rappelons que ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1. On aura, par les relations (2.15) et

(2.16),
n∑
i=1

λiD
ruf (µi)−Druf (T ) =

1

ρ

n∑
i=1

λi (lnµi)
q−r−1

( n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)

+
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)−

(lnT )q−r−1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
− Iq−rf̃(T )

=
1

ρ

(
n∑
i=1

λi (lnµi)
q−r−1 − (lnT )q−r−1

)(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)

+

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)

=
1

ρ
(−ρ)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
=0,
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nous concluons que
n∑
i=1

λiD
ruf (µi) = Druf (T ).

D’autre part, en appliquant Dq−1 aux deux côtés de la relation (2.12), on obtient〈
y,Dq−1uf (t)

〉
= Dq−1 〈y, uf (t)〉

=
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
Dq−1

〈
y, (ln t)q−1〉+Dq−1

〈
y, Iqf̃(t)

〉
=

Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
Dq−1

〈
y, (ln t)q−1〉+Dq−1Iq

〈
y, f̃(t)

〉
,

évoquant le Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15 (f̃ ∈ Cδn(J,R)), il s’en suit que pour
tout t ∈ J〈

y,Dq−1uf (t)
〉

=
Γ(q − r)

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ I1

〈
y, f̃(t)

〉
.

Tenant en compte la Proposition 2.3.2 pour κ = r, on en déduit que (par les mêmes
simplifications ci-dessus),

Dq−1uf (t) =
Γ(q − r)

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf̃(µi)− Iq−rf̃(T )

)
+ I1f̃(t)

=
1

ρ(q − r)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

+

∫ t

1

(
ln
t

s

)
f(s)ds.

De même, en introduisant Dq dans la relation (2.12), on obtient (sachant que Γ(0) =∞)

Dquf (t) =

∫ t

1

f(s)ds ∀t ∈ J.

(ii) D’après la relation (2.9), uf ∈ L1(J,H). Donc par Lemme 1.7.13, Iquf ∈ L1(J,H)

et la Définition 1.7.10 montre que Dquf ∈ L1(J,H). De plus, par la définition de Dq−1,

on a Dq−1uf ∈ C(J,H). D’où, uf ∈ Wq,1(J,H). D’après la relation (2.11), on a Dquf est
absolument continue. Ceci termine la preuve du Lemme 2.3.4. �

Remarque 2.3.6

Soit f ∈ L1(J,H). Si pour tout t ∈ J , uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds, alors∥∥uf (t)∥∥ ≤MG

∥∥f∥∥
1
∀t ∈ J (2.17)
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et ∥∥Dq−1uf (t)
∥∥ ≤M1

∥∥f∥∥
1
∀t ∈ J, (2.18)

pour une constante réelle non négative M1.

En effet, du Lemme 2.3.4, la relation (2.17) est évidente. En ce qui concerne (2.18), on
a de la relation (2.10),

‖Dq−1uf (t)‖ ≤
1

|ρ|(q − r)

( n∑
i=1

|λi|
∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
‖f(s)‖ds

+

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
‖f(s)‖ds

)
+

∫ t

1

(
ln
t

s

)
‖f(s)‖ds

=
1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi|
∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

+

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

)
+

∫ t

1

1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

≤‖f‖1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi|
∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
ds+

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
ds

)
+ ‖f‖1

∫ t

1

1

s
ds

≤

[
1

|ρ|(q − r)

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r + (lnT )q−r
)

+ (lnT )

]
‖f‖1 =: M1‖f‖1.

La Proposition 2.3.5 entraîne le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.7
Soit f ∈ L1(J,H), le problème aux conditions aux limites (2.2)-(2.3) admet une unique
solution x(·) ∈ Wq,1(J,H) définie par

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds.

Preuve.
D’après (i) de la Proposition 2.3.5, il existe au moins une solution du problème (2.2)-(2.3)
donnée par

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds. (2.19)

Pour montrer l’unicité, considérons deux solutions x1(·), x2(·) du problème (2.2)-(2.3).
Alors, on a pour tout s ∈ J

Dqx1(s) = Dqx2(s),

d’où (puisque par (ii) de la Proposition 2.3.5, Dqxi(·), i = 1, 2 est absolument continue)

d

ds
Dqx1(s) =

d

ds
Dqx2(s).
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Donc ∫ T

1

G(t, s)
d

ds
Dqx1(s)ds =

∫ T

1

G(t, s)
d

ds
Dqx2(s)ds.

Montrons que ∫ T

1

G(t, s)

(
d

ds
Dqxi(s)

)
ds = xi(t) ∀t ∈ J, i = 1, 2. (2.20)

Fixons y ∈ H. Nous avons pour tout t ∈ J
(
en utilisant la Proposition 2.3.2 pour κ = r

et κ = 0
)

〈
y,

∫ T

1

G(t, s)

(
d

ds
Dqxi(s)

)
ds

〉
=

∫ T

1

G(t, s)

(
d

ds
Dq 〈y, xi(s)〉

)
ds

=
(ln t)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

( n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r d
ds

(
Dq 〈y, xi(s)〉

)
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
d

ds

(
Dq 〈y, xi(s)〉

)
ds

)
+

1

Γ(q + 1)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q
d

ds

(
Dq 〈y, xi(s)〉

)
ds

=
(ln t)q−1

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s

∫ s

1

(
d

dτ
Dq 〈y, xi(τ)〉 dτ

)
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s

∫ s

1

(
d

dτ
Dq 〈y, xi(τ)〉 dτ

)
ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
1

s

∫ s

1

(
d

dτ
Dq 〈y, xi(τ)〉 dτ

)
.

=
(ln t)q−1

ρΓ(q)

( n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
Dq 〈y, xi(s)〉 ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
Dq 〈y, xi(s)〉 ds

)
+

1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
1

s
Dq 〈y, xi(s)〉 ds

=
(ln t)q−1 Γ(q − r)

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rDq 〈y, xi(µi)〉 − Iq−rDq 〈y, xi(T )〉

)
+ IqDq 〈y, xi(t)〉 .

(2.21)

Or, d’après (iv) du Lemme 1.7.15 ( xi(·) ∈ Cδn(J,R), utilisant la relation (2.19)), on a

〈y, xi(t)〉 = IqDq 〈y, xi(t)〉 − c1 (ln t)q−1 − c2 (ln t)q−2 . (2.22)

En utilisant la condition aux limites x(1) = 0, on en déduit que c2 = 0. Pour trouver c1,
on procède comme dans la preuve du Lemme 2.3.3, ce qui nous permet de déduire que

〈y, xi(t)〉 = IqDq 〈y, xi(t)〉+
(ln t)q−1 Γ(q − r)

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rDq 〈y, xi(µi)〉 − Iq−rDq 〈y, xi(T )〉

)
.

51



Chapitre 2 : Problème d’ordre fractionnaire couplé à un processus de
Moreau du second ordre

En revenant à la relation (2.21), on obtient〈
y,

∫ T

1

G(t, s)
d

ds
Dqxi(s)ds

〉
= 〈y, xi(t)〉 ,

ce qui implique que, pour tout t ∈ J , i = 1, 2,∫ T

1

G(t, s)

(
d

ds
Dqxi(s)

)
ds = xi(t).

Donc
x1(t) = x2(t) pour tout t ∈ J.

D’où l’unicité de la solution. �

La preuve de notre résultat principal est basée sur une variante du Théorème 3.1 dans
[10], que nous énonçons ci-dessous. Tout d’abord, supposons les hypothèses suivantes.

Soit D : [0, T ] × H ⇒ H une multi-application à valeurs convexes non vides et g̃ :

[0, T ]×H×H → H une application Lebesgue-mesurable sur [0, T ] et continue sur H×H
satisfaisant :
(HD

1 ) pour tout sous ensemble borné A ⊂ H, l’ensemble D
(
[0, T ]×A

)
est boule compact.

(HD
2 ) Il existe une fonction positive absolument continue et strictement croissante a :

[0, T ]→ R, et une constante réelle positive λ, tel que pour tous t, s ∈ [0, T ] et x, y, u ∈ H,

|dD(t,x)(u)− dD(s,y)(u)| ≤ |a(t)− a(s)|+ λ‖x− y‖.

(Hg̃
1) ‖g̃(t, x, u)‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖u‖) ∀(t, x, u) ∈ [0, T ]×H ×H.
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Théorème 2.3.8
Sous les hypothèses (HD

1 ), (HD
2 ) et (Hg̃

1), pour tout (u0, v0) ∈ H×H avec u0 ∈ D(0, v0), il
existe une solution absolument continue (u, v) : [0, T ]→ H×H de l’inclusion différentielle

−u̇(t) ∈ ND(t,v(t))(u(t)) + g̃(t, v(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ D(t, v(t)) ∀t ∈ [0, T ];

v(t) = v0 +

∫ t

0

u(s)ds ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0; v(0) = v0.

En d’autres termes, l’inclusion différentielle du second ordre

(Pg̃)


−v̈(t) ∈ ND(t,v(t))(v̇(t)) + g̃(t, v(t), v̇(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

v̇(t) ∈ D(t, v(t)) ∀t ∈ [0, T ];

v(0) = v0; v̇(0) = u0,

admet au moins une solution absolument continue v(·) ∈ W 2,1([0, T ], H). De plus,

‖v̈(t)‖ ≤ (1 + λl + αc)(ȧ(t) + 1) + αc =: M(t) p.p. t ∈ [0, T ],

où
l =

(
‖u0‖+ (1 + 2c(1 + ‖v0‖))T

)
exp

(
(λ+ c(3T + 2))T

)
et

α = 1 + ‖v0‖+ (1 + T )l.

Remarque 2.3.9
Nous soulignons ici que le Théorème 2.3.8 a était établi sous l’hypothèse qui concerne la
propriété équi-uniforme sous lissicité de la famille {D(t, v) : (t, v) ∈ [0, T ] × H} (voir
[13] pour les définition et les détails). Cette classe d’ensembles contient strictement celle
des ensembles convexes (voir Proposition 5.4 dans [81]) :
Soit (Si)i∈I une famille d’ensembles de H. Si tous les ensembles Si sont convexes, alors
(Si)i∈I est une famille d’ensembles équi-uniformement sous lisse.

Nous avons également besoin du lemme suivant qui donne une propriété topologique
de l’ensemble de solutions du problème (2.2)-(2.3). La preuve est inspirée de celle du
Théorème 3 dans [34].
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Lemme 2.3.10
Soit F : J ⇒ H une multi-application mesurable à valeurs non vides, convexes et com-
pactes. Supposons qu’il existe une fonction positive γ(·) ∈ L1(J,R) telle que F (t) ⊂
γ(t)BH pour tout t ∈ J. Soit S1

F l’ensemble de toutes les sélections intégrables de F .
Alors, l’ensemble des solutions appartenant à Wq,1(J,H) du problème

Dqu(t) =

∫ t

1

f(s)ds ∀t ∈ J, f ∈ S1
F

u(1) = 0, Dru(T ) =
n∑
i=1

λiD
ru(µi)

est compact dans C(J,H).

Preuve. Rappelons (voir le Théorème (1.4.19)) que S1
F est σ

(
L1(J,H),L∞(J,H)

)
-compact

et par le Théorème 1.4.20 la multi-application t 7→
∫ T

1

G(t, s)F (s)ds est à valeurs convexes

compactes dans H. Considérons l’ensemble

X =:

{
uf : J → H, uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J, f ∈ S1
F

}
,

et montrons qu’il est équi-continu. En effet, soient t1, t2 ∈ J tel que t1 < t2. Nous avons
pour tout f ∈ S1

F ,

uf (t2)−uf (t1)

=

∫ T

1

(
G(t2, s)−G(t1, s)

)
f(s)ds

=
(ln t2)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

+
1

Γ(q + 1)

∫ t2

1

(
ln
t2
s

)q
f(s)ds

− (ln t1)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)

− 1

Γ(q + 1)

∫ t1

1

(
ln
t1
s

)q
f(s)ds,
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d’où (en utilisant la Proposition 2.3.2 pour κ = r et κ = 0)

uf (t2)−uf (t1)

=

(
(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1

ρ(q − r)Γ(q)

)( n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r
f(s)ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r
f(s)ds

)
+

1

Γ(q + 1)

∫ t1

1

((
ln
t2
s

)q
−
(

ln
t1
s

)q)
f(s)ds+

1

Γ(q + 1)

∫ t2

t1

(
ln
t2
s

)q
f(s)ds.

=

(
(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1

ρΓ(q)

)(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s

(∫ s

1

f(τ)dτ

)
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s

(∫ s

1

f(τ)dτ

)
ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t1

1

((
ln
t2
s

)q−1

−
(

ln
t1
s

)q−1
)

1

s

(∫ s

1

f(τ)dτ

)
ds

+
1

Γ(q)

∫ t2

t1

(
ln
t2
s

)q−1
1

s

(∫ s

1

f(τ)dτ

)
ds.

Alors,

‖uf (t2)−uf (t1)‖

≤|(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1|
|ρ|Γ(q)

(
n∑
i=1

|λi|
∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

+

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

)

+
1

Γ(q)

(∫ t1

1

∣∣∣∣∣
(

ln
t2
s

)q−1

−
(

ln
t1
s

)q−1
∣∣∣∣∣ 1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t2

t1

(
ln
t2
s

)q−1
1

s

(∫ s

1

‖f(τ)‖dτ
)
ds.
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Donc,

‖uf (t2)−uf (t1)‖

≤
[

(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1

|ρ|Γ(q)

](
‖γ‖1

n∑
i=1

|λi|
∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
ds

+‖γ‖1

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
ds

)
+
‖γ‖1

Γ(q)

(∫ t1

1

[(
ln
t2
s

)q−1

−
(

ln
t1
s

)q−1
]

1

s
ds

)

+
‖γ‖1

Γ(q)

∫ t2

t1

(
ln
t2
s

)q−1
1

s
ds

=
‖γ‖1

|ρ|(q − r)Γ(q)

[
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r + (lnT )q−r
] (

(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1)
+
‖γ‖1

Γ(q + 1)

(
(ln t2)q − (ln t1)q

)
.

Par conséquent,

‖uf (t2)− uf (t1)‖ ≤ R
(
(ln t2)q−1 − (ln t1)q−1)+

‖γ‖1

Γ(q + 1)

(
(ln t2)q − (ln t1)q

)
, (2.23)

où

R =
‖γ‖1

|ρ|(q − r)Γ(q)

[
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r + (lnT )q−r
]
.

Quand t1 → t2 le membre de droit de l’inégalité (2.23) tend vers zéro, ce qui montre que
X est équi-continu.
D’autre part, observons que pour tout t ∈ J , l’ensemble X (t) =

{
uf (t) : uf ∈ X

}
est inclus dans l’ensemble compact convexe

∫ T

1

G(t, s)F (s)ds. Donc, il est relativement

compact. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà 1.3.9, nous concluons que X est relativement
compact dans C(J,H).
Il reste à montrer que X est fermé. La preuve de cette fermeture est similaire à celle de
la preuve du Théorème 3 dans [34]. Néanmoins, nous la donnons ici pour la commodité
de lecture.
Soit (ufn)n une suite de X , qui converge uniformément vers une certaine application
u∞(·) ∈ C(J,H) i.e.,

ufn(t) =

∫ T

1

G(t, s)fn(t)ds ∀t ∈ J, (fn)n ⊂ S1
F ,

et
lim
n→∞

‖ufn − u∞‖C = 0. (2.24)
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Comme S1
F est σ(L1(J,H),L∞(J,H)-compact, nous pouvons supposer que (fn)n

σ(L1(J,H),L∞(J,H))-converge vers f∞ ∈ S1
F , c’est-à-dire pour tout y ∈ L∞(J,H)

lim
n→∞

〈
fn(·), y(·)

〉
=
〈
f∞(·), y(·)

〉
,

où d’une manière équivalente

lim
n→∞

∫ T

1

〈
fn(s), y(s)

〉
ds =

∫ T

1

〈
f∞(s), y(s)

〉
ds.

En particulier, pour yt(·) = G(t, ·)χ[1,T ]ej, pour tout t ∈ J fixé, où (ej)j est une base de
H (car H est séparable), on obtient〈

lim
n→∞

∫ T

1

fn(s)G(t, s)ds, ej

〉
=

〈∫ T

1

f∞(s)G(t, s)ds, ej

〉
,

donc

lim
n→∞

∫ T

1

G(t, s)fn(s)ds =

∫ T

1

G(t, s)f∞(s)ds. (2.25)

Alors pour tout t ∈ J,

lim
n→∞

ufn(t) =

∫ T

1

G(t, s)f∞(s)ds.

Nous concluons de (2.24) et (2.25), que

u∞(t) =

∫ T

1

G(t, s)f∞(s)ds ∀t ∈ J

i.e., u∞ = uf∞ ∈ X . Ainsi X est compact dans C(J,H). �

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer et de prouver notre théorème principal.
Pour cela, supposons les hypothèses suivantes :
Soit C : J × H × H × H ⇒ H une multi-application à valeurs non vides, fermées et
convexes tel que

(HC
1 ) pour tout sous ensemble borné K ⊂ H × H × H, l’ensemble C(J ×K) est boule-

compact et supposons qu’il existe une multi-application intégrablement bornée F :

J ⇒ H à valeurs non vides, convexes et compactes tel que

C(t, x, y, z) ⊂ F (t) ∀t ∈ J, ∀x, y, z ∈ H.

(HC
2 ) Il existe une fonction absolument continue positive et strictement croissante a : J →

R et une constante réelle positive λ tel que pour tous t, s ∈ J et x, y, z, x̄, ȳ, z̄, u ∈ H,

|dC(t,x,y,z)(u)− dC(s,x̄,ȳ,z̄)(u)| ≤ |a(t)− a(s)|+ λ
(
‖x− x̄‖+ ‖y − ȳ‖+ ‖z − z̄‖

)
.

Soit g : J ×H×H×H → H une application Lebesgue-mesurable sur J et continue
sur H ×H ×H, satisfaisant
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(Hg
1) ‖g(t, x, y, z)‖ ≤ c(1 + ‖x‖+ ‖y‖+ ‖z‖) ∀ (t, x, y, z) ∈ J ×H ×H ×H.

(Hg
2) Pour tous t ∈ J , xi, yi, zi ∈ H, i = 1, 2, et pour une certaine fonction positive

k(·) ∈ L1(J,R) on a

‖g(t, x1, y1, z1)− g(t, x2, y2, z2)‖ ≤ k(t)
(
‖x1 − x2‖+ ‖y1 − y2‖+ ‖z1 − z2‖

)
.

(HN
C ) Le cône normal de C(t, x, y, u) est pseudo-hypomonotone dans le sens suivant (voir

[4, 21, 65]) : pour tout L > 0 donné, il existe une application réelle αL ∈ L1(J,R)

telle que si

ai ∈ NC(t,xi,yi,zi)(bi) pour ai ∈ H, xi, yi, zi, bi ∈ LBH , i = 1, 2,

alors

〈a1 − a2, b1 − b2〉 ≥ −αL(t)‖b1 − b2‖
(
‖x1 − x2‖+ ‖y1 − y2‖+ ‖z1 − z2‖

)
. (2.26)

Théorème 2.3.11
Supposons que (HC

1 ), (HC
2 ), (Hg

1), (Hg
2) et (HN

C ) soient vérifiées. Alors, pour tout u0 ∈
C(1, 0, 0, 0), il existe une solution absolument continue (x, u, v) : J → H × H × H du
problème

Dqx(t) = v(t) ∀t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi);

v(t) =

∫ t

1

u(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t),Dq−1x(t),v(t))(u(t)) + g(t, x(t), v(t), u(t)) p.p. t ∈ J ;

u(t) ∈ C(t, x(t), Dq−1x(t), v(t)) ∀t ∈ J ;

u(1) = u0, v(1) = 0.

En d’autres termes, il existe une solution absolument continue (x, v) : J → H × H du
problème

(Pg)



Dqx(t) = v(t) ∀t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi);

−v̈(t) ∈ NC(t,x(t),Dq−1x(t),v(t))(v̇(t)) + g(t, x(t), v(t), v̇(t)) p.p. t ∈ J ;

v̇(t) ∈ C(t, x(t), Dq−1x(t), v(t)) ∀t ∈ J ;

v(1) = 0, v̇(1) = u0,

où q, r, λi et µi sont données dans la relation (2.1). De plus,

‖v̈(t)‖ ≤M(t) ∀t ∈ J,

pour une fonction positive M(·) ∈ L1(J,R).
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Preuve.
Étape 1. Existence de solution pour un processus de Moreau du second ordre.
Par (HC

1 ), F est intégrablement bornée. Donc il existe une application positive γ(·) ∈
L1(J,R) telle que F (t) ⊂ γ(t)BH , pour tout t ∈ J (voir Définition 1.4.13). Considérons
l’ensemble

X =:

{
uf : J → H, uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J, f ∈ S1
F

}
.

Nous avons montré que X est convexe et compact (voir le Lemme 2.3.10). Soit h ∈ X .
Alors il existe f ∈ S1

F tel que

h(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J. (2.27)

Par (i) de la Proposition 2.3.5 on a, par la relation (2.10), que Dq−1h(·) existe et est bien
définie. Soit D : J ×H ⇒ H la multi-application définie par

D(t, z) = C(t, h(t), Dq−1h(t), z) ∀(t, z) ∈ J ×H.

On doit montrer que D satisfait les hypothèses du Théorème 2.3.8. Il est clair que la
multi-application D est à valeurs non vides, fermées et convexes. Maintenant, vérifions
que (HD

1 ) est vraie. Soit A un sous ensemble borné de H. Nous avons

D(J × A) = C(J × h(J)×Dq−1h(J)× A).

L’ensemble
(
h(J)×Dq−1h(J)× A

)
est borné dans H ×H ×H. En effet, puisque h ∈ X ,

par les relations (2.17) et (2.27), on a pour tout t ∈ J ,∥∥h(t)
∥∥ ≤MG

∥∥f∥∥
1
≤MG

∥∥γ∥∥
1

=: M2. (2.28)

De même, en utilisant la relation (2.18), on a∥∥Dq−1h(t)
∥∥ ≤M1

∥∥γ∥∥
1

=: M̃2 ∀t ∈ J. (2.29)

Celà donne que D(J ×A) est boule compact puisque C satisfait (HC
1 ). De plus, pour tous

t, s ∈ J , et x, y, u ∈ H, (HC
2 ) permet d’avoir

|dD(t,x)(u)− dD(s,y)(u)| =|dC(t,h(t),Dq−1h(t),x)(u)− dC(s,h(s),Dq−1h(s),y)(u)|
≤|a(t)− a(s)|+ λ

(
‖h(t)− h(s)‖

+‖Dq−1h(t)−Dq−1h(s)‖+ ‖x− y‖
)
.
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D’autre part, de (i) du Proposition 2.3.5, nous avons pour tous t, s ∈ J (s < t)

∥∥Dq−1h(t)−Dq−1h(s)
∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

1

(
ln
t

τ

)
f(τ)dτ −

∫ s

1

(
ln
s

τ

)
f(τ)dτ

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

s

(
ln
t

τ

)
f(τ)dτ +

∫ s

1

[(
ln
t

τ

)
−
(

ln
s

τ

)]
f(τ)dτ

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

(
ln
t

τ

)
‖f(τ)‖dτ +

(
ln t− ln s

) ∫ s

1

‖f(τ)‖dτ

≤
(

ln
t

s

)[∫ t

s

‖γ(τ)‖dτ +

∫ s

1

‖γ(τ)‖dτ
]

=
(

ln t− ln s
) ∫ t

1

∥∥γ(τ)
∥∥dτ ≤ ( ln t− ln s

)∥∥γ∥∥
1
. (2.30)

Revenons à la relation (2.23) on trouve, en évoquant (2.30), que

|dD(t,x)(u)− dD(s,y)(u)| ≤|a(t)− a(s)|+ λ

[
R
(
(ln t)q−1 − (ln s)q−1)

+
‖γ‖1

Γ(q + 1)

(
(ln t)q − (ln s)q

)
+
(

ln t− ln s
)∥∥γ∥∥

1
+ ‖x− y‖

]
=β(t)− β(s) + λ‖x− y‖,

où

β(t) := a(t) + λ
(
R (ln t)q−1 +

∥∥γ∥∥
1

Γ(q + 1)
(ln t)q + (ln t)

∥∥γ∥∥
1

)
∀t ∈ J,

et β est absolument continue. Considérons maintenant l’application g̃ : J ×H ×H → H

définie par
g̃(t, x, y) = g(t, h(t), x, y) ∀t, x, y ∈ J ×H ×H,

et comme ci-dessus, montrons qu’elle satisfait les hypothèses du Théorème 2.3.8. Grâce
à la mesurabilité de g sur J et sa continuité sur H × H × H, on en déduit que g̃ est
mesurable sur J et continue sur H ×H. De plus, par (Hg

1) et (2.28), on a pour tout t ∈ J
et x, y ∈ H

‖g̃(t, x, y)‖ =‖g(t, h(t), x, y)‖ ≤ c
(
1 + ‖h(t)‖+ ‖x‖+ ‖y‖

)
≤c
(
1 +M2 + ‖x‖+ ‖y‖

)
≤ c1

(
1 + ‖x‖+ ‖y‖

)
,

où c1 := c(1 +M2).
Par conséquent, d’après le Théorème 2.3.8, pour tout h ∈ X , nous avons l’existence d’au
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moins une solution absolument continue (uh, vh) de l’inclusion

(Ph)


vh(t) =

∫ t

1

uh(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇h(t) ∈ ND(t,vh(t))(uh(t)) + g̃(t, vh(t), uh(t)) p.p. t ∈ J ;

uh(t) ∈ D(t, vh(t)) ∀t ∈ J ;

uh(1) = u0, vh(1) = 0,

d’une manière équivalente

(Ph)


vh(t) =

∫ t

1

uh(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇h(t) ∈ NC(t,h(t),Dq−1h(t),vh(t))(uh(t)) + g(t, h(t), vh(t), uh(t)) p.p. t ∈ J ;

uh(t) ∈ C(t, h(t), Dq−1h(t), vh(t)) ∀t ∈ J ;

uh(1) = u0, vh(1) = 0,

avec
‖u̇h(t)‖ ≤M(t) p.p. t ∈ J, (2.31)

pour une fonction positive M(·) ∈ L1(J,R), et par suite on aura pour tout t ∈ J

‖uh(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

1

‖u̇h(s)‖ds ≤ ‖u0‖+ ‖M‖1 =: M3, (2.32)

et

‖vh(t)‖ ≤
∫ t

1

‖uh(s)‖ds ≤M3(T − 1) =: M4. (2.33)

Étape 2. Unicité de la solution.
Sous les hypothèses (Hg

2) et (HN
C ), on a l’unicité de la solution. En effet, supposons qu’il

y ait deux solutions
(
u1
h, v

1
h

)
et
(
u2
h, v

2
h

)
de l’inclusion (Ph). Soit

gih(t) = g
(
t, h(t), vih(t), u

i
h(t)
)

= g̃
(
t, vih(t), u

i
h(t)
)
, i = 1, 2.

Nous avons par les relations (2.28), (2.29), (2.32), (2.33), (Hg
2) et (HN

C ), pour tout t ∈ J
en posant L =: max

(
M2, M̃2,M3,M4

)
,

1

2

d

dt
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2

=
〈
u̇1
h(t)− u̇2

h(t), u
1
h(t)− u2

h(t)
〉

=
〈
u̇1
h(t) + g1

h(t)− u̇2
h(t)− g2

h(t), u
1
h(t)− u2

h(t)
〉

+
〈
g2
h(t)− g1

h(t), u
1
h(t)− u2

h(t)
〉

≤αL(t)‖u1
h(t)− u2

h(t)‖‖v1
h(t)− v2

h(t)‖+ ‖g1
h(t)− g2

h(t)‖‖u1
h(t)− u2

h(t)‖
≤(αL(t) + k(t))‖u1

h(t)− u2
h(t)‖‖v1

h(t)− v2
h(t)‖+ k(t)‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2

≤
(
αL(t) + 3k(t)

2

)
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 +

(
αL(t) + k(t)

2

)
‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2,
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et (puisque v̇1
h = u1

h et v̇2
h = u2

h), il en résulte que
(
appliquant l’inégalité 2ab ≤ a2 + b2

pour a, b ∈ R
)

1

2

d

dt

[
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 + ‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2

]
=

1

2

d

dt
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 +

〈
u1
h(t)− u2

h(t), v
1
h(t)− v2

h(t)
〉

≤
(
αL(t) + 3k(t)

2

)
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 +

(
αL(t) + k(t)

2

)
‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2

+‖u1
h(t)− u2

h(t)‖‖v1
h(t)− v2

h(t)‖

≤
(
αL(t) + 3k(t) + 1

2

)
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 +

(
αL(t) + k(t) + 1

2

)
‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2

≤
(
αL(t) + 3k(t) + 1

2

)[
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 + ‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2

]
.

Le Lemme de Gronwall (Lemme 4), nous donne
(
en tenant compte que v1

h(1) = v2
h(1) = 0

et u1
h(1) = u2

h(1) = u0

)
que

‖v1
h(t)− v2

h(t)‖2 + ‖u1
h(t)− u2

h(t)‖2 ≤ 0 ∀t ∈ J,

alors
‖u1

h(t)− u2
h(t)‖2 = 0 et ‖v1

h(t)− v2
h(t)‖2 = 0 ∀t ∈ J.

On conclut que v1
h = v2

h et u1
h = u2

h, ce qui signifie l’unicité de la solution du problème
(Ph).

Étape 3. Définition de l’application à laquelle le théorème du point fixe sera
appliqué.
Pour h ∈ X , on définit l’application Φ(·) par

Φ(h)(t) :=

∫ T

1

G(t, s)uh(s)ds ∀t ∈ J, (2.34)

où (uh, vh) est l’unique solution absolument continue de (Ph). Il faut montrer, en appli-
quant le théorème du point fixe de Schauder (Théorème 2), l’existence de h̃ ∈ X tel que
Φ(h̃) = h̃. Pour cela, nous devons prouver que Φ(·) est définie de X dans lui-même et est
continue. En effet, puisque pour tout t ∈ J ,

uh(t) ∈ C(t, h(t), Dq−1h(t), vh(t)) ⊂ F (t), (2.35)

nous avons que Φ(h) ∈ X , c’est-à-dire Φ : X → X . Montrons par la suite la continuité de
Φ. Il suffit donc de vérifier que, si (hn(·))n ⊂ X converge uniformément vers h(·),

(
Φ(hn)

)
n

converge uniformément vers Φ(h) dans X , i.e.,

sup
t∈J
‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ → 0 quand n→∞;
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et que la suite de solutions absolument continue (vhn(·), uhn(·))n associée à (hn(·))n,
c’est-à-dire qui vérifie le problème

vhn(t) =

∫ t

1

uhn(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇hn(t) ∈ NC(t,hn(t),Dq−1hn(t),vhn (t))(uhn(t)) + g(t, hn(t), vhn(t), uhn(t)) p.p. t ∈ J ;

uhn(t) ∈ C(t, hn(t), Dq−1hn(t), vhn(t)) ∀t ∈ J ;

uhn(1) = u0, vhn(1) = 0,

(2.36)
converge uniformément vers la solution absolument continue (vh(·), uh(·)) associée à h(·),
du problème

vh(t) =

∫ t

1

uh(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇h(t) ∈ NC(t,h(t),Dq−1h(t),vh(t))(uh(t)) + g(t, h(t), vh(t), uh(t)) p.p. t ∈ J ;

uh(t) ∈ C(t, h(t), Dq−1h(t), vh(t)) ∀t ∈ J ;

uh(1) = u0, vh(1) = 0.

(2.37)

Par les relations (2.36) (troisième relation), (2.28), (2.29), (2.32) et (2.33), nous avons
pour tout t ∈ J

(uhn(t))n ⊂ C(J ×M2BH × M̃2BH ×M4BH) ∩M3BH , (2.38)

qui est compact via l’hypothèse (HC
2 ). On en déduit que, pour chaque t ∈ J , (uhn(t))n est

relativement compacte. D’autre part, pour t, s ∈ J (s < t), on a par (2.31)

‖uhn(t)− uhn(s)‖ ≤
∫ t

s

‖u̇hn(τ)‖dτ ≤
∫ t

s

M(τ)dτ, (2.39)

ce qui montre l’équi-continuité de (uhn(·))n. Par conséquent, d’après le Théorème d’Ascoli-
Arzelà, (uhn(·))n est relativement compacte dans C(J,H), et on peut en extraire une
sous suite, notée aussi (uhn(·))n, qui converge uniformément vers une application u(·) ∈
C(J,H). Ainsi

lim
n→∞

‖uhn(·)− u(·)‖C = 0. (2.40)

Montrons la convergence faible dans L1(J,H) de la suite (u̇hn(·))n.
En utilisant la relation (2.31), (u̇hn(·))n est intégrablement bornée, alors nous pouvons
extraire une sous suite, notée aussi (u̇hn(·))n, qui converge σ(L1(J,H),L∞(J,H)) vers
une application w ∈ L1(J,H) i.e., pour tout y ∈ L∞(J,H),

lim
n→∞
〈u̇hn(·), y(·)〉 = 〈w(·), y(·)〉

i.e.,

lim
n→∞

∫ T

1

〈u̇hn(s), y(s)〉ds =

∫ T

1

〈w(s), y(s)〉ds.
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En particulier, pour yt(·) = χ[1,t](·)ej, pour tout t ∈ J fixé où (ej)j est une base de H.
Alors, on obtient 〈

lim
n→∞

∫ t

1

u̇hn(s)ds, ej

〉
=

〈∫ t

1

w(s)ds, ej

〉
∀j,

qui assure que

lim
n→∞

∫ t

1

u̇hn(s)ds =

∫ t

1

w(s)ds.

Comme (uhn(·))n est une suite d’applications absolument continues, on a l’égalité suivante

lim
n→∞

(uhn(t)− uhn(1)) = lim
n→∞

∫ t

1

u̇hn(s)ds =

∫ t

1

w(s)ds,

alors,

u(t) = u0 +

∫ t

1

w(s)ds,

d’où w(·) = u̇(·) p.p. Donc (u̇hn(·))n converge faiblement dans L1(J,H) vers u̇(·).
Concernant la convergence uniforme de (vhn(·))n. Par la relation (2.32), on a (uhn(.))n

est uniformément bornée par M3. En appliquant le Théorème de la convergence dominée
de Lebesgue, on obtient de la première relation de (2.36), pour tout t ∈ J ,

lim
n→∞

vhn(t) = lim
n→∞

∫ t

1

uhn(s)ds =

∫ t

1

u(s)ds =: v(t), (2.41)

c’est-à-dire, (vhn(·))n converge uniformément vers une certaine application v ∈ C(J,H) et
v̇ = u p.p.

Maintenant, nous prouvons la convergence uniforme de
(
Dq−1hn(·)

)
n
. Nous avons, pour

tout n ∈ N, hn ∈ X . C’est-à-dire, il existe une suite (fn)n ⊂ S1
F telle que

hn(t) =

∫ T

1

G(t, s)fn(s)ds ∀t ∈ J.

Par la définition de la dérivée fractionnaire d’Hadamard (Définition 1.7.10), nous avons

Dq−1hn(t) =
1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
hn(s)

s
ds, k = [q − 1] + 1.

En évoquant la relation (2.28), on obtient pour tout t, s ∈ J (s < t)∥∥∥∥(ln
t

s

)k−q
hn(s)

s

∥∥∥∥ ≤ (ln
t

s

)k−q
1

s

∥∥hn(s)
∥∥ ≤ (ln

t

s

)k−q
1

s
M2,

par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et puisque (hn(·))n converge
uniformément vers h(·), on a

lim
n→∞

Dq−1hn(t) = lim
n→∞

1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
hn(s)

s
ds

=
1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
h(s)

s
ds =: Dq−1h(t).
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Nous concluons que
(
Dq−1hn(·)

)
n
converge uniformément vers Dq−1h(·).

Les limites des suites ci-dessus satisfont les inclusions :

u(t) ∈ C(t, h(t), Dq−1h(t), v(t)) ∀t ∈ J (2.42)

et
−u̇(t)− g(t, h(t), v(t), u(t)) ∈ NC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t)) p.p. t ∈ J. (2.43)

En effet, en utilisant la troisième relation de (2.36) et (HC
2 ), nous avons pour tout

t ∈ J ,

dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t))

≤ ‖u(t)− uhn(t)‖+ dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(uhn(t))

= ‖u(t)− uhn(t)‖+ |dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(uhn(t))− dC(t,hn(t),Dq−1hn(t),vhn (t))(uhn(t))|
≤ ‖u(t)− uhn(t)‖+ λ

[
‖hn(t)− h(t)‖+ ‖Dq−1hn(t)−Dq−1h(t)‖+ ‖vhn(t)− v(t)‖

]
.

En passant à la limite quand n → ∞, on obtient de la convergence uniforme de (hn(·))n
vers h(·),

(
Dq−1hn(·)

)
n
vers Dq−1h(·) et (vhn(·))n vers v(·), que

dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t)) ≤ 0,

et par la fermeture des valeurs de C, on en déduit (2.42). Maintenant, pour tout t ∈ J, on
pose gn(t) = g(t, hn(t), vhn(t), uhn(t)). Puisque (hn(·))n converge uniformément vers h(·),
des relations (2.40), (2.41) et la continuité de g(t, ·, ·, ·), il en résulte que

lim
n→∞

gn(t) = lim
n→∞

g(t, hn(t), vhn(t), uhn(t)) = g(t, h(t), v(t), u(t)). (2.44)

De plus, par (Hg
1) et les relations (2.28), (2.32) et (2.33), nous avons

‖gn(t)‖ ≤ c

(
1 + ‖hn(t)‖+ ‖vhn(t)‖+ ‖uhn(t)‖

)
≤M5 (2.45)

où M5 := c
(
1 +M2 +M4 +M3

)
, en appliquant le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue, on obtient

lim
n→∞

∥∥gn(·)− g(·, h(·), v(·), u(·))
∥∥

1
≤ lim

n→∞

∫ T

1

∥∥gn(t)− g(t, h(t), v(t), u(t))
∥∥dt

=

∫ T

1

lim
n→∞

∥∥gn(t)− g(t, h(t), v(t), u(t))
∥∥dt

= 0. (2.46)

Nous concluons que (gn(·))n converge vers g(·, h(·), v(·), u(·)) dans L1(J,H), donc elle
converge faiblement dans L1(J,H) vers le même limite. Par les relations (2.31) et (2.45),
on a pour tout t ∈ J

‖u̇hn(t) + gn(t)‖ ≤M(t) +M5 =: M̃(t). (2.47)
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En utilisant cette dernière inégalité, la deuxième relation de (2.36) et (i) de la Proposition
1.5.14, nous obtenons pour presque tout t ∈ J ,

−u̇hn(t)− gn(t) ∈ M̃(t)∂dC(t,hn(t),Dq−1hn(t),vhn (t))(uhn(t)). (2.48)

Or, (u̇hn(·)), converge faiblement dans L1(J,H) vers u̇(·) et
(
u̇hn(·) + gn(·)

)
n
converge

faiblement dans L1(J,H) vers u̇(·)+g(·, h(·), v(·), u(·)). Alors, le lemme de Mazur (Lemme
1.3.10) assure l’existence d’une suite (zn)n telle que pour chaque n ∈ N,

zn ∈ co
{
u̇hp(·) + gp(·) : p ≥ n

}
et (zn)n converge fortement vers u̇(·) + g(·, h(·), v(·), u(·)) dans L1(J,H). Par consé-
quent, nous pouvons en extraire une sous suite qui converge presque partout vers u̇(·) +

g(·, h(·), v(·), u(·)), d’où l’existence d’un sous ensemble N0 ⊂ J de mesure nulle tel que,
pour tout t ∈ (J\N0),

u̇(t) + g(t, h(t), v(t), u(t)) ∈
⋂
n∈N

{zk(t), k ≥ n}

⊂
⋂
n∈N

co

{
u̇hk(t) + gk(t), k ≥ n

}
,

ce qui implique que

u̇(t) + g(t, h(t), v(t), u(t)) ∈
⋂
n∈N

co

{
u̇hk(t) + gk(t), k ≥ n

}
.

D’après le Théorème 1.2.6, pour presque tout t ∈ J, pour tout ξ ∈ H,〈
ξ, u̇h(t) + g(t, h(t), v(t), u(t))

〉
≤ sup

k≥n

〈
ξ, u̇hk(t) + gk(t)

〉
, ∀n ∈ N

≤ inf
n∈N

sup
k≥n

〈
ξ, u̇hk(t) + gk(t)

〉
donc 〈

ξ, u̇h(t) + g(t, h(t), v(t), u(t))
〉
≤ lim sup

n→∞

〈
ξ, u̇hn(t) + gn(t)

〉
.

La relation (2.48) implique que

〈ξ, u̇h(t) + g(t, h(t),v(t), u(t))〉
≤ lim sup

n→∞
δ∗
(
ξ,−M̃(t)∂dC(t,hn(t),Dq−1hn(t),vhn (t))(uhn(t)

)
≤ δ∗

(
ξ,−M̃(t)∂dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t))

)
,

où la deuxième inégalité découle de la propriété (ii) dans la Proposition 1.5.15, due à (HC
2 ),

la convergence de (hn(·))n (resp.
(
Dq−1hn(·)

)
n
) à h(·) (resp.Dq−1h(·)), la troisième relation
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de (2.36), (2.40), (2.41) et (2.42). Puisque t 7→ −M̃(t)∂dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t)) est une
multi-application scalairement mesurable à valeurs convexes et faiblement compactes et
H est séparable, nous obtenons pour presque tout t ∈ J via la Proposition 1.4.11,

u̇(t) + g(t, h(t), v(t), u(t)) ∈ −M̃(t)∂dC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t))

⊂ −NC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t)).

Il vient que,
v(t) =

∫ t

1

u(s)ds ∀t ∈ J ;

−u̇(t) ∈ NC(t,h(t),Dq−1h(t),v(t))(u(t)) + g(t, h(t), v(t), u(t)) p.p. t ∈ J ;

u(1) = u0, v(1) = 0.

Par l’unicité de la solution du problème (Ph), nous concluons que u = uh et v = vh,
autrement dit (uhn , vhn) converge uniformément ver (uh, vh). D’autre part, nous avons

‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ =

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)uhn(s)−
∫ T

1

G(t, s)uh(s)ds

∥∥∥∥
≤

∫ T

1

MG‖uhn(s)− uh(s)‖ds.

Comme (2.40) est vraie, d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on
obtient

sup
t∈J
‖Φ(hn)(t)− Φ(h)(t)‖ ≤

∫ T

1

MG‖uhn(·)− uh(·)‖C → 0 quand n→∞.

Donc,
Φ(hn)(·) −−−→

n→∞
Φ(h)(·) dans C(I,H).

Étape 4. Existence de solutions pour le problème (Pg).
Toutes les conditions du théorème du point fixe de Schauder sont satisfaites, par consé-
quent, il existe un point fixe de Φ, disons h̃ ∈ X , avec h̃ = Φ(h̃). Alors,

h̃(t) = Φ(h̃)(t) =

∫ T

1

G(t, s)uh̃(s)ds ∀t ∈ J,

et de (2.34) et (2.11), on déduit que Dqh̃(t) =

∫ t

1

uh̃(s)ds, ∀t ∈ J .
En utilisant les notations ci-dessus et en rappelant la Remarque 2.3.7, nous avons montré
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l’existence de h̃ ∈ Wq,1(J,H) tel que
(
mettant h̃ = x, vh̃ = v, uh̃ = u

)


Dqx(t) = v(t) t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi));

v(t) =

∫ t

1

u(t)ds,

−u̇(t) ∈ NC(t,x(t),Dq−1x(t),v(t))(u(t)) + g(t, x(t), v(t), u(t)) p.p. t ∈ J ;

u(t) ∈ C(t, x(t), Dq−1x(t), v(t)) ∀t ∈ J ;

u(1) = u0, v(1) = 0.

Ceci termine la preuve de notre Théorème. �

Nous fournissons ci-après un exemple d’application de notre résultat principal.

Exemple 2.3.12
Soit H = R, et considérons l’application g : [1, T ]× R3 −→ R, définie par

g(t, x, y, z) =
et

2

(
sin |x|+ |y|

1 + |y|
+ |z|

)
, ∀(t, x, y, z) ∈ J × R3.

Évidement, g satisfait (Hg
1) et (Hg

2). En effet, pour t ∈ J, (x, y, z), (x̄, ȳ, z̄) ∈ R3, on a

|g(t, x, y, z)| =
∣∣∣∣et2
(

sin |x|+ |y|
1 + |y|

+ |z|
)∣∣∣∣ ≤ eT

2

(
|x|+ |y|+ |z|

)
≤e

T

2

(
1 + |x|+ |y|+ |z|

)
,

et

|g(t, x, y, z)− g(t, x̄, ȳ, z̄)| ≤e
t

2

(∣∣ sin |x| − sin |x̄|
∣∣+

∣∣∣∣ |y|1 + |y|
− |ȳ|

1 + |ȳ|

∣∣∣∣+
∣∣|z| − |z̄|∣∣)

≤k(t)
(
|x− x̄|+ |y − ȳ|+ |z − z̄|

)
,

où la fonction k(·) est définie par k(t) =
et

2
pour tout t ∈ J et est intégrable.

Nous considérons également la multi-application C : [1, T ]× R3 ⇒ R définie par

C(t, x, y, z) = K(t) = [t, T ],

c’est-à-dire que C dépend uniquement du temps. Il est clair que C satisfait (HC
1 ), (HC

2 )

et (HN
C ). En effet, pour tout t ∈ J , K(t) est un sous ensemble compact convexe non vide

de R, et pour tous t, s ∈ J et u ∈ R

|dK(t)(u)− dK(s)(u)| = |d[t,T ](u)− d[s,T ](u)| ≤ |t− s|.
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En outre, NK(t)(·) est monotone, et alors pseudo-hypomonotone dans le sens de (HN
C ). Par

conséquent, en appliquant le Théorème 2.3.11 avec les données : T ≥ e, q =
3

2
, r =

1

3
,

λ1 = 2, λ2 = −4

3
, µ1 =

5

4
, et µ2 =

3

2
, pour u0 ∈ K(1) = [1, T ], on en déduit l’existence

d’une solution absolument continue (x, v) du problème

D
3
2x(t) = v(t) ∀t ∈ [1, T ];

x(1) = 0, D
1
3x(T ) = 2D

1
3x(

5

4
)− 4

3
D

1
3x(

3

2
);

v̇(t) ∈ K(t) ∀t ∈ J ;

−v̈(t) ∈ NK(t)(v̇(t)) + g(t, x(t), v(t), v̇(t)) p.p. t ∈ J ;

v(1) = 0, v̇(1) = u0.

Sachant que pour K(t) = [t, T ],

NK(t)(x) =


{0} si x ∈]t, T [

R− si x = t

R+ si x = T.
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Chapitre 3

Inclusion différentielle d’ordre
fractionnaire avec une

multi-application pseudo-Lipschitz

3.1 Introduction

Ce chapitre est partagé en deux parties : dans la première, nous présentons un ré-
sultat d’existence de solutions absolument continues d’une inclusion différentielle d’ordre
fractionnaire avec des conditions aux limites. En effet, nous sommes fondamentalement
intéressées par l’existence de solutions du problème suivant

(PF )


Dqx(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ [1, T ],

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)),
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où Dq est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2], r ∈ (0, q − 1), µi ∈
(1, T ), λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2 et F : [1, T ] × H × H ⇒ H est une multi-application à
valeurs non vides, fermées et satisfait une condition de pseudo-lipschitzité. La structure
de la preuve est similaire à celle du théorème de Fillippovs [48]. Par une solution de (PF ),
nous voulons dire l’existence d’une application x(·) ∈ C(J,H) telle que Dq−1x(·) ∈ C(J,H)

et Dqx(·) ∈ L1(J,H) et l’existence d’une application mesurable ξ : J → H tel que
Dqx(t) = ξ(t) ∀t ∈ [1, T ],

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)),

ξ(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ [1, T ].

Dans la deuxième partie, on applique le résultat obtenu à un problème de contrôle opti-
male, qui consiste à minimiser la fonction coût∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt,

où xu(·) est l’unique solution du problème

(Pg,u)


Dqx(t) = g(t, x(t), Dq−1x(t), u(t)) p.p. t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)),

g est une fonction univoque et u est la fonction de contrôle qui appartient à un ensemble
approprié que nous définissons ultérieurement.

3.2 Résultat principal

Le résultat technique suivant est prouvé dans [22].

Lemme 3.2.1
Soit f(·) ∈ L1(J,H). Alors la solution x(·) du problème

Dqx(t) = f(t) ∀t ∈ J ; (3.1)

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi). (3.2)

est donnée par

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J,
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où

G(t, s) =
(ln t)q−1

Γ(q)ρ

(
n∑
i=1

λi

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
χ[1,µi](s)−

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
χ[1,T ](s)

)

+
1

Γ(q)

(
ln
t

s

)q−1
1

s
χ[1,t](s), (3.3)

et

ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1. (3.4)

Preuve.
D’après (iv) du Lemme 1.7.15, on a pour tout t ∈ J ,

〈y, x(t)〉 = Iq 〈y, f(t)〉 − c1 (ln t)q−1 − c2 (ln t)q−2 . (3.5)

En appliquant la condition aux limites x(1) = 0, on a c2 = 0. On va utiliser la deuxième
condition aux limites de (3.2), par évocation du Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15,
on obtient

c1 =
−Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−r 〈y, f(µi)〉 − Iq−r 〈y, f(T )〉

)
, (3.6)

avec

ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1.

Par conséquent, en remplaçant (3.6) et c2 dans (3.5), on déduit que

x(t) =
(ln t)q−1

Γ(q)ρ

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 f(s)

s
ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
f(s)

s
ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
f(s)

s
.

�

Maintenant, énonçons le lemme suivant, qui est l’un des outils clés utilisés dans la
preuve de notre théorème d’existence.
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Lemme 3.2.2 [57]
Considérons le système d’inégalités récursives suivant

δn+1 − δn ≤ ηn+1, ηn+1 ≤ ξnηn, ξn = k + βδn, δn ≥ 0, ηn ≥ 0, (3.7)

où k et β sont des paramètres positifs. Supposons que les valeurs initiales δ1, η1 et ξ1 soient
données satisfaisant l’inégalité

ξ1 ≤ λ− βη1
λ

1− λ
(3.8)

pour un certain λ ∈]0, 1[. Soit finalement (δn, ηn, ξn) la solution correspondante du système
récursif. Alors

∞∑
n=1

ηn ≤
η1

1− λ
.

Preuve.
Nous affirmons que sous les hypothèses supposées on a

ξn ≤ λ, pour tout n ∈ N.

En effet, par la relation (3.8), on a ξ1 ≤ λ. Supposons que

ξn ≤ λ, pour i = 1, . . . , n.

Par la première et la troisième relation de (3.7), on a

ξn+1 = k + βδn+1

≤ k + β(δn + ηn+1)

= k + βδn + βηn+1

= ξn + βηn+1,

alors,

ξn+1 ≤ ξn + βηn+1

≤ ξn−1 + βηn + βηn+1

≤ ξn−2+ + βηn−1 + βηn + βηn+1.

Nous appliquons cette estimation par récurrence, en utilisant la deuxième relation de (3.7)
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et le fait que ξ1 < λ, on obtient, puisque λ ∈]0, 1[,

ξn+1 ≤ ξ1 + βη2 + βη3 + . . .+ βηn+1

= ξ1 + β(η2 + η3 + . . .+ ηn+1)

≤ ξ1 + β(ξ1η1 + ξ2η2 + . . .+ ξnηn)

≤ ξ1 + β(ξ1η1 + ξ2
1η1 + . . .+ ξn1 η1)

≤ ξ1 + β(λη1 + λ2η1 + . . .+ λnη1)

= ξ1 + βη1(λ+ λ2 + . . .+ λn)

≤ ξ1 + βη1
λ

1− λ
≤ λ.

Par conséquent,

ηn ≤ ξn−1ηn−1

≤ ξn−1ξn−2ηn−2

≤ ξn−1ξn−2 . . . ξ1η1

≤ λn−1η1,

d’où
∞∑
n=1

ηn ≤ η1

∞∑
n=1

λn−1.

Puisque λ ∈]0, 1[,
∞∑
n=1

λn−1 converge vers
1

1− λ
, donc

∞∑
n=1

ηn ≤
η1

1− λ
.

�

Tout d’abord, fixons quelques notations et données.

Dq (resp. Iq) est la dérivée (resp. intégrale) fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2],

µi ∈ (1, T ), λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2 et r ∈ (0, q − 1), et supposons que ρ 6= 0

(ρ est donné dans la relation (3.4)). (3.9)

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence quelques propriétés de la fonction de Green.
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Lemme 3.2.3
Soit G la fonction définie par la relation (3.3). Alors
(i) G(·, ·) satisfait l’estimation suivante

|G(t, s)| ≤ (lnT )q−1

Γ(q)|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1 + (lnT )q−r−1

)
+

1

Γ(q)
(lnT )q−1 =: MG. (3.10)

(ii) Si u ∈ Wq,1(J,H) satisfait les conditions aux limites (3.2), alors

u(t) =

∫ T

1

G(t, s)Dqu(s)ds ∀t ∈ J. (3.11)

(iii) Soit f ∈ L1(J,H) et uf : J → H la fonction définie par

uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J. (3.12)

Alors, uf (1) = 0 et Druf (T ) =
n∑
i=1

λiD
ruf (µi), pour tout t ∈ J

(Dq−1uf )(t) =
Γ(q − r)

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
+ I1f(t), (3.13)

et
Dquf (t) = f(t), ∀t ∈ J. (3.14)

Clairement, uf ∈ Wq,1(J,H).

Preuve.

(i) En utilisant le fait que, pour tout t fixé et pour a > 0, la fonction s ∈ J 7→
(

ln
t

s

)a
1

s
est décroissante (r < q − 1), à partir de la relation (3.3), on obtient (3.10).
Pour le reste des propriétés, nous procédons en utilisant les mêmes arguments que dans
la preuve du Lemme 2.3.4. Nous allons donc simplement donner un aperçu de la preuve.
(ii) Soit u ∈ Wq,1(J,H) satisfaisant (3.2). Fixons y ∈ H. Nous avons pour tout t ∈ J〈
y,

∫ T

1

G(t, s)Dqu(s)ds

〉
=

∫ T

1

G(t, s)Dq 〈y, u(s)〉 ds

=
(ln t)q−1

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
Dq 〈y, u(s)〉 ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
Dq 〈y, u(s)〉 ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
1

s
Dq 〈y, u(s)〉 ds

=
(ln t)q−1 Γ(q − r)

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rDq 〈y, u(µi)〉 − Iq−rDq 〈y, u(T )〉

)
+ IqDq 〈y, u(t)〉 .

(3.15)
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D’après (iv) du Lemme 1.7.15, on a pour tout t ∈ J ,

〈y, u(t)〉 = IqDq 〈y, u(t)〉 − c1 (ln t)q−1 − c2 (ln t)q−2 . (3.16)

En appliquant la condition aux limites u(1) = 0, on a c2 = 0. L’utilisation de la deuxième
condition aux limites de (3.2), nous amène à calculer c1. Par évocation de la relation
(3.16), le Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15, on obtient

c1 =
−Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rDq 〈y, u(µi)〉 − Iq−rDq 〈y, u(T )〉

)
, (3.17)

ce qui nous permet de déduire que

〈y, u(t)〉 = IqDq 〈y, u(t)〉+(ln t)q−1 Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rDq 〈y, u(µi)〉 − Iq−rDq 〈y, u(T )〉

)
.

Revenons à la relation (3.15), nous obtenons pour tout t ∈ J ,

u(t) =

∫ T

1

G(t, s)Dqu(s)ds.

(iii) Soit f ∈ L1(J,H) et soit pour tout t ∈ J ,

uf (t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds.

Nous avons pour tout t ∈ J, selon la définition de G(·, ·),

uf (t) =
(ln t)q−1

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 1

s
f(s)ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
1

s
f(s)ds

)

+
1

Γ(q)

∫ t

1

(
ln
t

s

)q−1
1

s
f(s)ds

=
(ln t)q−1 Γ(q − r)

ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
+ Iqf(t). (3.18)

Alors, de la relation (3.18) on trouve que uf (1) = 0. Maintenant, nous prouvons la
deuxième condition aux limites. Soit y ∈ H, arbitraire. Nous avons pour r ∈ (0, q − 1),

〈y,Druf (t)〉 = Dr 〈y, uf (t)〉

=
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
Dr
〈
y, (ln t)q−1〉+DrIq 〈y, f(t)〉 .

(3.19)
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Du Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15, on a

〈y,Druf (t)〉 =
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
Γ(q)

Γ(q − r)
〈
y, (ln t)q−r−1〉+ Iq−r 〈y, f(t)〉

=
1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)〈
y, (ln t)q−r−1〉+ Iq−r 〈y, f(t)〉 ,

on en déduit que

Druf (t) =
(ln t)q−r−1

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
+ Iq−rf(t), (3.20)

Rappelons que ρ := (lnT )q−r−1 −
n∑
i=1

λi(lnµi)
q−r−1. On a

n∑
i=1

λiD
ruf (µi)−Druf (T ) =0,

et
n∑
i=1

λiD
ruf (µi) = Druf (T ).

D’autre part, en appliquant Dq−1 aux deux côtés de la relation (3.18), on obtient〈
y,Dq−1uf (t)

〉
=Dq−1 〈y, uf (t)〉

=
Γ(q − r)
ρΓ(q)

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
Dq−1

〈
y, (ln t)q−1〉+Dq−1Iq 〈y, f(t)〉 ,

évoquant le Lemme 1.7.11 et (iii) du Lemme 1.7.15, on en déduit pour tout t ∈ J ,

Dq−1uf (t) =
Γ(q − r)

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
+ I1f(t).

De même, en introduisant Dq dans la relation (3.18), on obtient
(
en tenant compte du

fait que Γ(0) =∞
)

Dquf (t) = f(t) ∀t ∈ J.

Par les dernières relations, on voit que Dq−1uf ∈ C(J,H) et Dquf ∈ L1(J,H). Donc
uf ∈ Wq,1(J,H). Ceci termine la preuve. �

Du Lemme 3.2.3, nous pouvons déduire la proposition cruciale suivante.
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Proposition 3.2.4
Soit f ∈ L1(J,H). Alors le problème avec conditions aux limites (3.1)-(3.2) admet une
unique solution ∈ Wq,1(J,H) définie par

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J.

Le Lemme suivant est une conséquence du théorème III-41 [38].

Lemme 3.2.5
Soient E un espace de Banach séparable, M : J ⇒ E une multi-application mesurable à
valeurs fermées non vides et c : J → E, r : J → R+ deux applications mesurables. Alors

1. t 7−→ L(t) = BE(c(t), r(t)) est une multi-application mesurable.

2. De plus, si pour chaque t ∈ J

M(t) ∩
(
c(t) + r(t)BE

)
6= ∅,

alors la multi-application t 7→M(t)∩
(
c(t) + r(t)BE

)
admet une sélection mesurable

Preuve.
(i) Soit (xn(·))n une suite dense dans BE (BE la boule unité fermée de E).
On pose

ϑn(t) = c(t) + r(t)xn.

Alors ϑn est mesurable et

BE(c(t), r(t)) = c(t) + r(t)BE = c(t) + r(t)xn = {ϑn(t), n ∈ N}.

Par le Théorème 1.4.21 (b), t→ BE(c(t), r(t)) est mesurable.
(ii) Pour tout t ∈ J , on pose

ϕ(t) = M(t) ∩
(
c(t) + r(t)BE

)
.

Il est clair que ϕ est une multi-application à valeurs fermées non vides. De plus,

gph(ϕ) =

{
(t, x) ∈ J × E : x ∈ ϕ(t)

}
=

{
(t, x) ∈ J × E : x ∈M(t) et ‖x− c(t)‖ ≤ r(t)

}
=

{
(t, x) ∈ J × E : x ∈M(t)

}
∩
{

(t, x) ∈ J × E : ‖x− c(t)‖ ≤ r(t)

}
=

{
(t, x) ∈ J × E : x ∈M(t)

}
∩
{

(t, x) ∈ J × E : x ∈ L(t)

}
= gph(M) ∩ gph(L(t))
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Donc, de (i) et d’après le Théorème 1.4.21, ϕ est mesurable et on déduit que t 7→
M(t) ∩

(
c(t) + r(t)BE

)
admet une sélection mesurable. �

Dans ce qui suit, nous donnons un résultat très important (voir le Théorème 8.1.6 dans
[37]), concernant la semi-continuité inférieure faible-forte d’une fonction intégrande.

Lemme 3.2.6
Soit (Ω, S, P ) un espace de probabilité, E un espace de Banach réflexif séparable et X un
espace métrique. Soient L : Ω×X ×E → [0,+∞) une function mesurable semi-continue
inférieurement, (un)n une suite de multi-applications mesurables de Ω dans X qui converge
en mesure vers u∞ et (vn)n une suite dans L1(Ω, E) qui converge σ(L1(Ω, E),L∞(Ω, E ′))

vers v∞ ∈ L1(Ω, E). Supposons que (L(t, un(t), vn(t))n est uniformément intégrable et
L(t, u∞(t), ·) est convexe sur E. Alors

lim inf
n→∞

∫
Ω

L(t, un(t), vn(t))dP (t) ≥
∫

Ω

L(t, u∞(t), v∞(t))dP (t). (3.21)

Supposons maintenant les hypothèses suivantes.
Soit F : J ×H ×H ⇒ H une multi-application telle que
(HF

1 ) F (·, ·, ·) est à valeurs fermées non vides et est L(J)⊗ B(H)⊗ B(H)-mesurable.
(HF

2 ) Pour tout t ∈ J, F (t, ·, ·) est pseudo-Lipschitz, c’est-à-dire qu’ils existent β1, β2 ≥ 0

et deux fonctions positives k1(·), k2(·) ∈ L1(J,R) tel que pour tout v ∈ F (t, x, y), t ∈ J
et x, y, x′, y′ ∈ H on a,

dF (t,x′,y′)(v) ≤
(
k1(t) + β1‖v‖

)
‖x− x′‖+

(
k2(t) + β2‖v‖

)
‖y − y′‖.

(HF
3 ) L’application t 7−→ dF (t,0,0)(0) est Lebesgue-intégrable.

Proposition 3.2.7
Supposons que (HF

1 ), (HF
2 ) et (HF

3 ) sont satisfaites. Alors, pour tout y(·) ∈ Wq,1(J,H),

l’application t 7−→ dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
est intégrable.

Preuve.
Soit v ∈ F (t, 0, 0), on a pour tout t ∈ J ,

dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
≤dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
v
)

+ ‖Dqy(t)− v‖
≤ (k1(t) + β1‖v‖) ‖y(t)‖+ (k2(t) + β2‖v‖) ‖Dq−1y(t)‖+ ‖Dqy(t)‖+ ‖v‖

≤
(
k1(t) + β1 inf

v∈F (t,0,0)
‖v‖
)
‖y(t)‖+

(
k2(t) + β2 inf

v∈F (t,0,0)
‖v‖
)
‖Dq−1y(t)‖+ ‖Dqy(t)‖+ ‖v‖,
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Donc,

dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
≤
(
k1(t) + β1dF (t,0,0)(0)

)
‖y(t)‖+

(
k2(t) + β2dF (t,0,0)(0)

)
‖Dq−1y(t)‖

+‖Dqy(t)‖+ dF (t,0,0)(0).

En intégrant les deux côtés de la dernière inégalité, on obtient∫ T

1

dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
dt ≤‖y‖C

∫ T

1

(
k1(t) + β1dF (t,0,0)(0)

)
dt

+‖Dq−1y‖C
∫ T

1

(
k2(t) + β2dF (t,0,0)(0)

)
dt

+

∫ T

1

(
‖Dqy(t)‖+ dF (t,0,0)(0)

)
dt,

ceci montre l’intégrabilité au sens de Lebesgue de t 7−→ dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
, grâce à

l’intégrabilité de t 7−→ dF (t,0,0)(0), ki(·); i = 1, 2 et Dqy(·). �

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver notre résultat principal.

Théorème 3.2.8
Supposons que (HF

1 ), (HF
2 ), (HF

3 ) sont satisfaites, que ρ 6= 0 et
Γ(q)

(lnT )q−1 ≤ 1. Considé-

rons y(·) ∈ Wq,1(J,H), tel que

y(1) = 0, Dry(T ) =
n∑
i=1

λiD
ry(µi). (3.22)

Fixons γ ∈]0,+∞], on pose

X =

{
(t, u, v) ∈ J ×H ×H : ‖u− y(t)‖ < γ; ‖v −Dq−1y(t)‖ < γ

}
,

et

η = MG(1 + α)

∫ T

1

dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
dt, δ1 = MG‖Dqy‖1,

k = MG(1 + α)‖k1 + k2‖1, β = (1 + α)(β1 + β2), ξ1 = k + βδ1,

où α est un paramètre non négatif. Supposons que pour un certain λ ∈]0, 1[

ξ1 ≤ λ− βη λ

1− λ
, (3.23)

et que
η < (1− λ)γ. (3.24)

Alors, il existe x(·) ∈ Wq,1(J,H), solution du problème (PF ) tel que pour tout t ∈ J(
t, x(t), Dq−1x(t)

)
∈ X . (3.25)
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Preuve.
Par définition, nous avons pour tout t ∈ J,

F
(
t, y(t), Dq−1y(t)

)
∩
(
Dqy(t) + l(t)BH

)
6= ∅,

où l(t) := (1 + α)dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
. En effet, on a pour tout t ∈ J,

dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
= inf

z∈F (t,y(t),Dq−1y(t))

∥∥∥Dqy(t)− z
∥∥∥.

Par la caractérisation de la borne inférierure, on a pour tout ε > 0, l’existence de zε ∈
F (t, y(t), Dq−1y(t)) tel que∥∥∥Dqy(t)− zε

∥∥∥ < dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
+ ε.

Soit α > 0, ε = αdF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
, on obtient l’existence de zα ∈ F (t, y(t), Dq−1y(t))

tel que ∥∥∥Dqy(t)− zα
∥∥∥ ≤ dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
+ αdF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
= (1 + α)dF (t,y(t),Dq−1y(t))

(
Dqy(t)

)
= l(t),

donc ∥∥∥Dqy(t)− zα
∥∥∥ ≤ l(t),

c’est-à-dire
zα ∈ F (t, y(t), Dq−1y(t)) et zα ∈ BH

(
Dqy(t), l(t)

)
,

d’une manière équivalente

zα ∈ F
(
t, y(t), Dq−1y(t)

)
∩
(
Dqy(t) + l(t)BH

)
.

D’où le résultat.
On a, l(·) est Lebesgue-intégrable grâce à la Proposition 3.2.7. Par conséquent, en vertu
du Lemme 3.2.5, il existe une sélection mesurable f1 : J → H pour la multi-application
t 7→ F

(
t, y(t), Dq−1y(t)

)
∩
(
Dqy(t) + l(t)BH

)
i.e.,

f1(t) ∈ F
(
t, y(t), Dq−1y(t)

)
∀t ∈ J, (3.26)

et
‖f1(t)−Dqy(t)‖ ≤ l(t) ∀t ∈ J. (3.27)

Il est clair que f1 ∈ L1(J,H) puisque Dqy(·) ∈ L1(J,H) et l(·) ∈ L1(J,R+).
Soit pour tout t ∈ J,

x1(t) =

∫ T

1

G(t, s)f1(s)ds. (3.28)

81



Chapitre 3 : Inclusion différentielle d’ordre fractionnaire avec une
multi-application pseudo-Lipschitz

De (iii) du Lemme 3.2.3, nous avons pour tout t ∈ J

(
Dq−1x1

)
(t) =

Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf1(µi)− Iq−rf1(T )

)
+ I1f1(t). (3.29)

Dans la suite, nous allons prouver les inégalités suivantes,

‖x1(t)− y(t)‖ ≤MG ‖f1 −Dqy‖1 et
∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1y(t)

∥∥ ≤MG ‖f1 −Dqy‖1 ∀t ∈ J.

En effet, par la relation (3.22), en utilisant (ii) du Lemme 3.2.3, nous avons pour tout
t ∈ J,

‖x1(t)− y(t)‖ =

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)f1(s)ds−
∫ T

1

G(t, s)Dqy(s)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)

(
f1(s)−Dqy(s)

)∥∥∥∥
≤MG

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ ds = MG ‖f1 −Dqy‖1 . (3.30)

Par la relation (3.29) avec (3.22) et la Définition 1.7.9 nous avons, pour tout t ∈ J,

∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1y(t)
∥∥ =

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf1(µi)− Iq−rf1(T )

)
+ I1f1(t)

− Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rDqy(µi)− Iq−rDqy(T )

)
− I1Dqy(t)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−r(f1 −Dqy)(µi)− Iq−r(f1 −Dqy)(T )

)

+ I1(f1 −Dqy)(t)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ Γ(q − r)
ρΓ(q − r)

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 (f1 −Dqy)(s)

s
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
(f1 −Dqy)(s)

s
ds

)
+

∫ t

1

(f1 −Dqy)(s)

s
ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

ρ

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 (f1 −Dqy)(s)

s
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
(f1 −Dqy)(s)

s
ds

)
+

∫ t

1

(f1 −Dqy)(s)

s
ds

∥∥∥∥.
(3.31)
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En utilisant le fait que, pour tout t fixé et pour a > 0, la fonction s ∈ J 7→
(

ln
t

s

)a
1

s

est décroissante
(
rappelons aussi que

Γ(q)

(lnT )q−1 ≤ 1 et r < q − 1
)
, on a

∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1y(t)
∥∥ ≤ 1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1

∫ µi

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds

+ (lnT )q−r−1

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds

)
+

∫ t

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds

≤

[
1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1 + (lnT )q−r−1

)
+ 1

]∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds

=
Γ(q)MG

(lnT )q−1

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds

≤MG

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds = MG‖f1 −Dqy‖1. (3.32)

Donc,

sup
(∥∥x1(t)− y(t)

∥∥,∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1y(t)
∥∥) ≤MG‖f1 −Dqy‖1, ∀t ∈ J.

Maintenant, montrons que

gph
(
x1(·), Dq−1x1(·)

)
=

{(
t, x1(t), Dq−1x1(t)

)
: t ∈ J

}
⊂ X . (3.33)

Des relations (3.24), (3.27) et (3.30), nous obtenons pour tout t ∈ J ,

‖x1(t)− y(t)‖ ≤MG

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ ds ≤MG

∫ T

1

l(s)ds

= η < (1− λ)γ < γ,

et de (3.24), (3.27) et (3.32), on en déduit que pour tout t ∈ J ,∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1y(t)
∥∥ ≤MG

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds ≤MG

∫ T

1

l(s)ds = η < γ.

De ces dernières inégalités, nous concluons notre affirmation.
On pose

η1 = MG

∫ T

1

‖f1(s)−Dqy(s)‖ds = MG‖f1 −Dqy‖1.

Puisque η1 ≤ η, il en résulte que λ−βη1
λ

1− λ
≥ λ−βη λ

1− λ
, et puisque ξ1 ≤ λ−βη λ

1− λ(
voir (3.23)

)
, on a

ξ1 ≤ λ− βη1
λ

1− λ
. (3.34)
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Nous allons maintenant construire, par récurrence, des suites
(
xn(·)

)
n
⊂ C(J,H), (fn(·))n ⊂

L1(J,H) qui vérifient les propriétés suivantes

x0(t) = y(t), f0(t) = Dqy(t); (3.35)

et pour n ≥ 1

xn(t) =

∫ T

1

G(t, s)fn(s)ds ∀t ∈ J ; (3.36)

fn(t) ∈ F (t, xn−1(t), Dq−1xn−1(t)) ∀t ∈ J ; (3.37)∥∥xn(t)− xn−1(t)
∥∥ ≤MG ‖fn − fn−1‖1 ∀t ∈ J ; (3.38)∥∥Dq−1xn(t)−Dq−1xn−1(t)

∥∥ ≤MG ‖fn − fn−1‖1 ∀t ∈ J ; (3.39)

et

gph
(
xn(·), Dq−1xn(·)

)
=

{(
t, xn(t), Dq−1xn(t)

)
: t ∈ J

}
⊂ X . (3.40)

Remarquons d’abord que pour n = 1, x1(·) et f1(·) sont bien définies satisfaisant (3.36),
(3.37), (3.38), (3.39) et (3.40) ; voir les relations (3.26), (3.28), (3.30), (3.32) et (3.33). De
plus, nous avons de (3.27) et (3.35), que

‖f1(t)− f0(t)‖ ≤ l(t) ∀t ∈ J.

Supposons que cette construction soit réalisée pour j = 1, . . . , n. On pose

ηn = MG

∥∥fn − fn−1

∥∥
1
, δn = MG‖fn‖1 et ξn = k + βδn.

Pour chaque t ∈ J, nous avons par (HF
2 ) et les relations (3.37), (3.38) et (3.39),

dF (t,xn(t),Dq−1xn(t))(fn(t)) ≤
(
k1(t) + β1‖fn(t)‖

)
‖xn(t)− xn−1(t)‖

+
(
k2(t) + β2‖fn(t)‖

)
‖Dq−1xn(t)−Dq−1xn−1(t)‖

≤
(
k1(t) + β1‖fn(t)‖

)
MG ‖fn − fn−1‖1

+
(
k2(t) + β2‖fn(t)‖

)
MG‖fn − fn−1‖1

=

(
MG

(
k1(t) + k2(t)

)
+
(
β1 + β2

)
MG‖fn(t)‖

)
‖fn − fn−1‖1.

(3.41)

Par cette dernière inégalité on a, pour tout t ∈ J,

F (t, xn(t), Dq−1xn(t)) ∩
(
fn(t) + r(t)BH

)
6= ∅,
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où r(t) := (1 + α)
(
MG

(
k1(t) + k2(t)

)
+
(
β1 + β2

)
MG‖fn(t)‖

)
‖fn − fn−1‖1. Donc, par le

Lemme 3.2.5, il existe une sélection mesurable fn+1 : J → H de la multi-application

t 7→ F (t, xn(t), Dq−1xn(t)) ∩
(
fn(t) + r(t)

)
BH

)
,

i.e.,
fn+1(t) ∈ F (t, xn(t), Dq−1xn(t)) ∀t ∈ J,

et pour tout t ∈ J

∥∥fn+1(t)− fn(t)
∥∥ ≤(1 + α)

(
MG

(
k1(t) + k2(t)

)
+
(
β1 + β2

)
MG‖fn(t)‖

)
‖fn − fn−1‖1.

(3.42)

Il est clair que fn+1 ∈ L1(J,H)
(
puisque k1(·), k2(·), fn(·), fn−1(·) ∈ L1(J,H)

)
. On

pourra alors intégrer (3.42) et obtenir∫ T

1

∥∥fn+1(t)− fn(t)
∥∥dt

≤(1 + α)

(
MG

∫ T

1

(
k1(t) + k2(t)

)
dt+

(
β1 + β2

)
MG

∫ T

1

‖fn(t)‖dt
)
‖fn − fn−1‖1,

(3.43)

d’où,

‖fn+1 − fn‖1 ≤ (1 + α)

(
MG‖k1 + k2‖1 + (β1 + β2)MG‖fn‖1

)
‖fn − fn−1‖1.

Donc
‖fn+1 − fn‖1 ≤ ξn‖fn − fn−1‖1, (3.44)

alors
MG‖fn+1 − fn‖1 ≤ ξnMG‖fn − fn−1‖1, (3.45)

qui est équivalent à,
ηn+1 ≤ ξnηn. (3.46)

Observons par ailleurs que,

δn+1 − δn = MG (‖fn+1‖1 − ‖fn‖1) ≤MG‖fn+1 − fn‖1 = ηn+1. (3.47)

Par l’évocation du Lemme 3.2.2, relations (3.24), (3.34), (3.46), (3.47) et l’inégalité η1 ≤ η,

nous avons
∞∑
n=1

ηn ≤
η1

1− λ
≤ η

1− λ
< γ. (3.48)
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Pour tout t ∈ J, on pose

xn+1(t) =

∫ T

1

G(t, s)fn+1(s)ds.

Alors, à partir de cette dernière relation, on a
(
en utilisant (iii) du Lemme 3.2.3

)
(
Dq−1xn+1

)
(t) =

Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rfn+1(µi)− Iq−rfn+1(T )

)
+ I1fn+1(t).

Donc,

‖xn+1(t)− xn(t)‖ =

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)fn+1(s)ds−
∫ T

1

G(t, s)fn(s)ds

∥∥∥∥
≤MG

∫ T

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ ds

=MG ‖fn+1 − fn‖1 = ηn+1. (3.49)

En utilisant les mêmes arguments dans la preuve de la relation (3.32) nous avons,∥∥Dq−1xn+1(t)−Dq−1xn(t)
∥∥ (3.50)

=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rfn+1(µi)− Iq−rfn+1(T )

)
+ I1fn+1(t)

− Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rfn(µi)− Iq−rfn(T )

)
− I1fn(t)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−r(fn+1 − fn)(µi)− Iq−r(fn+1 − fn)(T )

)
+ I1(fn+1 − fn)(t)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

ρ

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 (fn+1 − fn)(s)

s
ds

−
∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
(fn+1 − fn)(s)

s
ds

)
+

∫ t

1

(fn+1 − fn)(s)

s
ds

∥∥∥∥ (3.51)
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Alors, ∥∥Dq−1xn+1(t)−Dq−1xn(t)
∥∥ (3.52)

≤ 1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1

∫ µi

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ds

+ (lnT )q−r−1

∫ T

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ds

)
+

∫ t

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ds (3.53)

≤

[
1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1 + (lnT )q−r−1

)
+ 1

]∫ T

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ds

=
Γ(q)MG

(lnT )q−1

∫ T

1

‖fn+1(s)− fn(s)‖ds

=
Γ(q)MG

(lnT )q−1‖fn+1 − fn‖1 ≤MG‖fn+1 − fn‖1 = ηn+1. (3.54)

Montrons par la suite que gph
(
xn+1(·), Dq−1xn+1(·)

)
⊂ X .

Pour tout t ∈ J , la relation (3.49) mène à∥∥xn+1(t)− y(t)
∥∥ ≤∥∥xn+1(t)− xn(t)

∥∥+
∥∥xn(t)− y(t)

∥∥
≤ηn+1 +

∥∥xn(t)− y(t)
∥∥

≤ηn+1 + ηn +
∥∥xn−1(t)− y(t)

∥∥, (3.55)

par itération, on obtient de la relation (3.48)

‖xn+1(t)− y(t)‖ ≤
n+1∑
i=1

ηi ≤
η1

1− λ
< γ. (3.56)

D’autre part, de la relation (3.54), on peut déduire de la même manière que∥∥Dq−1xn+1(t)−Dq−1y(t)
∥∥ ≤∥∥Dq−1xn+1(t)−Dq−1xn(t)

∥∥+
∥∥Dq−1xn(t)−Dq−1y(t)

∥∥
≤ηn+1 +

∥∥Dq−1xn(t)−Dq−1y(t)
∥∥

≤
n+1∑
i=1

ηi ≤
η1

1− λ
< γ. (3.57)

Donc gph
(
xn+1(·), Dq−1xn+1(·)

)
⊂ X . Nous concluons que les suites (fn(·))n et (xn(·))n

sont bien définies satisfaisant (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) et (3.40).
Nous prouvons ensuite la convergence des suites (fn(·))n, (xn(·))n et (Dq−1xn(·))n.
Par la relation (3.48), nous avons

MG

∞∑
n=1

‖fn − fn−1‖1 < γ,
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ce qui montre que (fn(·))n est une suite de Cauchy dans L1(J,H), donc elle converge vers
une certaine application f(·) ∈ L1(J,H), c’est à dire,

lim
n→+∞

‖fn − f‖1 = 0. (3.58)

En ce qui concerne la convergence uniforme de
(
xn(·)

)
n

(
resp.

(
Dq−1xn(·)

)
n

)
, par la

relation (3.49), (3.54), observons que

‖xn+1(·)− xn(·)‖C ≤MG‖fn+1 − fn‖1,

et
‖Dq−1xn+1(·)−Dq−1xn(·)‖C ≤MG‖fn+1 − fn‖1,

de sorte que
(
xn(·)

)
n

(
resp.

(
Dq−1xn(·)

)
n

)
est aussi une suite de Cauchy dans C(J,H),

donc elle converge uniformément vers une application x(·)
(
resp. w(·)

)
∈ C(J,H), autre-

ment dit,
lim
n→∞

‖xn − x‖C = 0, (3.59)

et
lim
n→∞

‖Dq−1xn − w‖C = 0. (3.60)

Maintenant, nous allons montrer que

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds ∀t ∈ J.

Remarquons que∥∥∥∥xn(t)−
∫ T

1

G(t, s)f(s)ds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)fn(s)ds−
∫ T

1

G(t, s)f(s)ds

∥∥∥∥
≤MG

∫ T

1

‖fn(s)− f(s)‖ds = MG‖fn − f‖1, (3.61)

ceci, selon (3.58), montre que pour tout t ∈ J

lim
n→∞

xn(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds. (3.62)

Donc

x(t) =

∫ T

1

G(t, s)f(s)ds.
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De même, en suivant les mêmes étapes pour obtenir la relation (3.54), on obtient∥∥∥∥Dq−1xn(t)−
[

Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
− I1f(t)

]∥∥∥∥ (3.63)

=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rfn(µi)− Iq−rfn(T )

)
− I1fn(t)

−Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
+ I1f(t)

∥∥∥∥
≤MG‖fn − f‖1,

passant à la limite quand n→∞, en utilisant (3.58), nous obtenons pour tout t ∈ J

lim
n→∞

Dq−1xn(t) =
Γ(q − r)

ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rf(µi)− Iq−rf(T )

)
− I1f(t) = Dq−1x(t) ∀t ∈ J.

(3.64)
D’où

w(t) = Dq−1x(t) ∀t ∈ J.

Montrons dans la suite que

f(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ J. (3.65)

Puisque (fn(·))n converge vers f(·) fortement dans L1(J,H), par extraction d’une sous
suite (fnj)j, on peut supposer que

‖fnj(t)− f(t)‖ → 0 p.p. t ∈ J.

Utilisons la relation (3.37) et (HF
2 ), on a pour presque tout t ∈ J,

dF (t,x(t),Dq−1x(t))(f(t)) ≤dF (t,x(t),Dq−1x(t))(fnj(t)) + ‖fnj(t)− f(t)‖
≤
(
k1(t) + β1‖fnj(t)‖

)
‖xnj−1(t)− x(t)‖

+
(
k2(t) + β2‖fnj(t)‖

)
‖Dq−1xnj−1(t)−Dq−1x(t)‖+ ‖fnj(t)− f(t)‖.

Par passage à la limite quand j → ∞, de la convergence uniforme de
(
xn(·)

)
n
vers x(·)

et de
(
Dq−1xn(·)

)
n
vers Dq−1x(·), on conclut que

dF (t,x(t),Dq−1x(t))(f(t)) ≤ 0,

et par la fermeture des valeurs de F , on trouve

f(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ J.
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Par (3.62) et (iii) du Lemme 3.2.3, on a

Dqx(t) = f(t) ∈ F (t, x(t), Dq−1x(t)) p.p. t ∈ J,

avec x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi)). On obtient ainsi que x(·) ∈ Wq,1(J,H) est un

solution du problème (PF ). Pour terminer, en passant à la limite dans (3.56) et (3.57),
les estimations souhaitées sur x(·) et Dq−1x(·) sont obtenues, à savoir,

‖x(t)− y(t)‖ < γ,

et
‖Dq−1x(t)−Dq−1y(t)‖ < γ.

Ceci termine la preuve de notre Théorème. �

3.3 Application à un problème d’optimisation

Dans cette section, nous donnons un problème de minimisation. Pour cela, nous allons
prouver un résultat d’unicité. Soit f : [1, T ] × H × H → H satisfaisant les hypothèses
suivantes

(Hf
1) f is L(J)⊗ B(H)⊗ B(H)-mesurable ;

(Hf
2) il existe une fonction positive m̃(·) ∈ L1(J,R) telle que

‖f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)‖ ≤ m̃(t) (‖x1 − x2‖+ ‖y1 − y2‖) ,

pour tous t ∈ J, xi, yi ∈ H (i = 1, 2), avec

MG‖m̃‖1 <
1

2
. (3.66)

(Hf
3) La fonction t 7−→ f(t, 0, 0) est Lebesgue-intégrable.

Nous considérons le problème avec conditions aux limites suivant :

(Pf )


Dqx(t) = f

(
t, x(t), Dq−1x(t)

)
p.p. t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

où Dq est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre q ∈ (1, 2], r ∈ (0, q − 1), µi ∈
(1, T ), λi ∈ R, i = 1, n, n ≥ 2.
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Théorème 3.3.1
Supposons que (Hf

1), (Hf
2) et (Hf

3) sont satisfaites, que ρ 6= 0, et
Γ(q)

(lnT )q−1 ≤ 1. Considé-

rons y(·) ∈ Wq,1(J,H), satisfaisant (3.22). Pour un certain γ ∈]0,+∞] fixé, on pose

X =

{
(t, v, w) ∈ J ×H ×H : ‖v − y(t)‖ < γ; ‖w −Dq−1y(t)‖ < γ

}
.

et

η = MG(1+α)

∫ T

1

‖Dqy(t)−f(t, y(t), Dq−1y(t))‖dt, δ1 = MG‖Dqy‖1, k1(t) = k2(t) = m̃(t),

β1 = β2 = 0, k = 2MG‖m̃‖1,

où α est un paramètre positif. Pour un certains λ ∈]0, 1[ tel que k ≤ λ. Nous supposons
que η < (1− λ)γ. Alors, le problème (Pf ) admet une solution unique x(·) ∈ Wq,1(J,H).

Preuve.
En appliquant le Théorème 3.2.8 pour les données ci-dessus et ξ1 = k, F = {f}, il existe
x(·) ∈ Wq,1(J,H), solution du problème (Pf ) tel que

(
t, x(t), Dq−1x(t)

)
∈ X pour tout

t ∈ J . Reste à montrer l’unicité de la solution. Pour cela, nous suivons l’idée de la preuve
du Théorème 5.1 dans [33]. Soient x1, x2 ∈ Wq,1(J,H) deux solutions du problème (Pf ).
Posons x̃ = x1 − x2 et φ(·) = Dqx̃(·). En vertu de (Hf

2), nous avons pour tout t ∈ J ,

‖φ(t)‖ = ‖Dqx̃(t)‖ = ‖Dqx1(t)−Dqx2(t)‖
= ‖f

(
t, x1(t), Dq−1x1(t)

)
− f

(
t, x2(t), Dq−1x2(t)

)
‖

≤ m̃(t)
(
‖x1(t)− x2(t)‖+ ‖Dq−1x1(t)−Dq−1x2(t)‖

)
, (3.67)

où (en utilisant le Lemme 3.2.1)

xi(t) =

∫ T

1

G(t, s)Dqxi(s)ds, i = 1, 2.

Donc,

‖x1(t)− x2(t)‖ =

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)
(
Dqx1(s)ds−Dqx2(s)

)
ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ T

1

G(t, s)φ(s)ds

∥∥∥∥
≤MG

∫ T

1

‖φ(s)‖ds. (3.68)

Ensuite, la relation (3.29) avec (3.14)
(
gardant à l’esprit que pour tout t fixé et pour

α > 0, la fonction s ∈ J 7→
(

ln
t

s

)α
1

s
est décroissante,

Γ(q)

(lnT )q−1 ≤ 1 et r < q − 1
)
, nous
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obtenons pour tout t ∈ J,∥∥Dq−1x1(t)−Dq−1x2(t)
∥∥ (3.69)

=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−r
(
Dqx1(µi)−Dqx2(µi)

)
− Iq−r

(
Dqx1(T )−Dqx2(T )

))
+ I1

(
Dqx1(t)−Dqx2(t)

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥Γ(q − r)
ρ

(
n∑
i=1

λiI
q−rφ(µi)− Iq−rφ(T )

)
+ I1φ(t)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥1

ρ

(
n∑
i=1

λi

∫ µi

1

(
ln
µi
s

)q−r−1 φ(s)

s
ds−

∫ T

1

(
ln
T

s

)q−r−1
φ(s)

s
ds

)
+

∫ t

1

φ(s)

s
ds

∥∥∥∥
≤

[
1

|ρ|

(
n∑
i=1

|λi| (lnµi)q−r−1 + (lnT )q−r−1

)
+ 1

]∫ T

1

‖φ(s)‖ds

=
Γ(q)MG

(lnT )q−1

∫ T

1

‖φ(s)‖ds ≤MG

∫ T

1

‖φ(s)‖ds. (3.70)

Combinant (3.68), (3.70) et (3.67), on obtient

‖φ(t)‖ ≤ 2MGm̃(t)

∫ T

1

‖φ(s)‖ds.

En intégrant sur [1, T ], il vient que∫ T

1

‖φ(s)‖ds ≤ 2MG

∥∥m̃∥∥
1

∫ T

1

‖φ(s)‖ds.

Donc (
1− 2MG

∥∥m̃∥∥
1

)∫ T

1

‖φ(s)‖ds ≤ 0.

Alors, en utilisant le fait que 2MG

∥∥m̃∥∥
1
< 1, on a

∫ T

1

‖φ(s)‖ds = 0. D’où

φ(t) = 0 p.p. t ∈ J,

c’est-à-dire
Dqx1(t) = Dqx2(t) p.p. t ∈ J,

par conséquent, ∫ T

1

G(t, s)Dqx1(s)ds =

∫ T

1

G(t, s)Dqx2(s)ds.

Nous concluons grâce au Lemme 3.2.1 que x1(t) = x2(t) ∀t ∈ J, ce qui signifie que la
solution du problème (Pf ) est unique. �
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Nous sommes maintenant en mesure de présenter une application des résultats ci-dessus
à un problème de minimisation.
Soit u0 ∈ H, et considérons l’ensemble U défini par

U =

{
u ∈ C(J,H) : u(t) = u0 +

∫ t

1

u̇(s)ds ∀t ∈ J, u̇(t) ∈ ∆ p.p. t ∈ J
}
,

où ∆ est un sous ensemble compact convexe de H.

Proposition 3.3.2
L’ensemble U est un sous ensemble compact convexe de C(J,H).

Preuve
La convexité de U est évidente grâce à la convexité de ∆. Pour montrer la compacité dans
C(J,H), nous allons utiliser le théorème d’Ascoli-Arzelà. Puisque ∆ est compact, on peut
trouver c1 > 0 tel que ∆ ⊂ c1BH , donc on obtient

U ⊂ c̃1BH ,

avec c̃1 := ‖u0‖+ (T − 1)c1.

On a pour presque tout t ∈ J, u̇(t) ∈ ∆, alors

‖u̇(t)‖ ≤ c1. (3.71)

Montrons que U est équi-continue. Pour t, s ∈ J (s < t), on a par (3.71)

‖u(t)− u(s)‖ ≤
∫ t

s

‖u̇(τ)‖dτ ≤
∫ t

s

c1dτ = (t− s)c1, (3.72)

ceci montre que U est équi-continu. D’autre part, observons que pour tout t ∈ J , U(t) ={
u(t) : u ∈ U

}
est inclus dans l’ensemble compact convexe u0 +

∫ t

1

∆ds (voir le Théorème

1.4.20). Donc, il est relativement compact. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà 1.3.9, nous
concluons que U est relativement compact dans C(J,H).
Il reste à montrer que U est fermé. Soit (un)n une suite de U qui converge uniformément
vers une certaine application u∞(·) ∈ C(J,H) i.e.,

un(t) = u0 +

∫ t

1

u̇n(s)ds ∀t ∈ J, u̇n(t) ∈ ∆, p.p. t ∈ J et

lim
n→∞

‖un − u‖C = 0. (3.73)

Par la relation (3.71), (u̇n(·))n est uniformément bornée, alors nous pouvons extraire une
sous suite, notée aussi (u̇n(·))n, qui converge σ(L1(J,H),L∞(J,H)) vers une application
w ∈ L1(J,H) i.e., pour tout z ∈ L∞(J,H),

lim
n→∞
〈u̇n(·), z(·)〉 = 〈w(·), z(·)〉
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or,

lim
n→∞

∫ T

1

〈u̇n(s), z(s)〉ds =

∫ T

1

〈w(s), z(s)〉ds.

En particulier, pour zt(·) = χ[1,t](·)ej, pour tout t ∈ J fixé où (ej)j est une base de H.
Alors, on obtient 〈

lim
n→∞

∫ t

1

u̇n(s)ds, ej

〉
=

〈∫ t

1

w(s)ds, ej

〉
∀j,

qui assure que

lim
n→∞

∫ t

1

u̇n(s)ds =

∫ t

1

w(s)ds.

On a

lim
n→∞

(un(t)− un(1)) = lim
n→∞

∫ t

1

u̇n(s)ds =

∫ t

1

w(s)ds; (3.74)

Nous concluons par (3.73) et (3.74), que

u(t) = u0 +

∫ T

1

w(s)ds ∀t ∈ J,

d’où w(·) = u̇(·), p.p. Montrons que u̇(t) ∈ ∆, p.p. t ∈ J . Or, (u̇n)n converge faiblement
vers u̇ ∈ L1(J,H). Alors, le lemme de Mazur (Lemme 1.3.10) assure l’existence d’une
suite (zn)n de combinaisons convexes de (u̇n)n telle que pour chaque n ∈ N,

zn ∈ co
{
u̇p : p ≥ n

}
et (zn)n converge fortement vers u̇(·) dans L1(J,H). Par conséquent, nous pouvons en
extraire une sous suite qui converge presque partout vers u̇(·), d’où l’existence d’un sous
ensemble N0 ⊂ J de mesure nulle tel que, pour tout t ∈ (J\N0), u̇(t) ∈ co∆ = ∆ (puisque
∆ est convexe compact). On conclut que U est fermé. D’où, U est compact dans C(J,H). �

Maintenant, nous donnerons le problème de minimisation.
Soit g : [1, T ]×H ×H ×H → H une application satisfaisant les hypothèses suivantes

(Hg
1) g est L(J)⊗ B(H)⊗ B(H)⊗ B(H)-mesurable ;

(Hg
2) il existe une application positive m̃(·) ∈ L1(J,R) tel que

‖g(t, x1, y1, z1)− g(t, x2, y2, z2)‖ ≤ m̃(t) (‖x1 − x2‖+ ‖y1 − y2‖+ ‖z1 − z2‖) ,

pour tous t ∈ J, xi, yi, zi ∈ H (i = 1, 2), avec

MG‖m̃‖1 <
1

2
. (3.75)

(Hg
3) L’application t 7−→ g(t, 0, 0, 0) est Lebesgue-intégrable.
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Théorème 3.3.3
Supposons que (Hg

1), (Hg
2) et (Hg

3) sont vérifiées, que ρ 6= 0 et
Γ(q)

(lnT )q−1 ≤ 1. Considérons

y(·) ∈ Wq,1(J,H), satisfaisant (3.22). Pour γ ∈]0,+∞[ fixé, on pose

X =

{
(t, v, w) ∈ J ×H ×H : ‖v − y(t)‖ < γ; ‖w −Dq−1y(t)‖ < γ

}
.

et

η = MG(1+α)

∫ T

1

‖Dqy(t)−g(t, y(t), Dq−1y(t), 0)‖dt, δ1 = MG‖Dqy‖1, k1(t) = k2(t) = m̃(t),

β1 = β2 = 0, k = 2MG‖m̃‖1,

où α est un paramètre positif. Pour un certain λ ∈]0, 1[ tel que k ≤ λ. Nous supposons
que

η +MG(1 + α)‖m̃‖1c̃1 < (1− λ)γ.

Soit L : J×H×H → [0,∞[ une fonction semi-continue inférieurement telle que L(t, x, ·)
est convexe sur H, pour tout (t, x) ∈ J × H. Alors le problème de minimisation de la
fonction coût ∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt (3.76)

admet une solution optimale, où xu(·) ∈ Wq,1(J,H) est l’unique solution du problème

(Pg,u)


Dqx(t) = g

(
t, x(t), Dq−1x(t), u(t)

)
p.p. t ∈ J ;

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

associé au contrôle u ∈ U .

Preuve.
Pour tout u ∈ U , fixé on pose fu(t, x1, x2) = g(t, x1, x2, u(t)) ∀(t, x1, x2) ∈ J ×H ×H. Il
est clair que fu est mesurable. Pour tous t ∈ J, xi, x′i ∈ H, i = 1, 2, nous avons par (Hg

2)

‖fu(t, x1, x2)− fu(t, x′1, x′2)‖ =‖g(t, x1, x2, u(t))− g(t, x′1, x
′
2, u(t))‖

≤m̃(t)
(
‖x1 − x′1‖+ ‖x2 − x′2‖

)
,
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et par (Hg
3), on a∫ T

1

‖fu(t, 0, 0)‖dt =

∫ T

1

‖g(t, 0, 0, u(t))‖dt

≤
∫ T

1

‖g(t, 0, 0, u(t))− g(t, 0, 0, 0)‖dt+

∫ T

1

‖g(t, 0, 0, 0)‖dt

≤
∫ T

1

m̃(t)‖u(t)‖dt+

∫ T

1

‖g(t, 0, 0, 0)‖dt

≤‖u‖C‖m̃‖1 +

∫ T

1

‖g(t, 0, 0, 0)‖dt < +∞.

On utilisant (Hg
2), on obtient

ηu =MG(α + 1)

∫ T

1

‖Dqy(t)− g(t, y(t), Dq−1y(t), u(t))‖dt

≤MG(α + 1)

∫ T

1

‖Dqy(t)− g(t, y(t), Dq−1y(t), 0)‖dt

+MG(α + 1)

∫ T

1

‖g(t, y(t), Dq−1y(t), u(t))− g(t, y(t), Dq−1y(t), 0)‖dt

≤η +MG(α + 1)

∫ T

1

m̃(t)‖u(t)‖dt

≤η +MG(α + 1)‖u‖C‖m̃‖1

≤η +MG(α + 1)‖m̃‖1c̃1 < (1− λ)γ.

On déduit que fu vérifie les hypothèses du Théorème 3.3.1. Il existe alors une unique
solution Wq,1(J,H) du problème

(Pfu)


Dqx(t) = fu

(
t, x(t), Dq−1x(t)

)
= g
(
t, x(t), Dq−1x(t), u(t)

)
p.p. t ∈ J

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

ce qui est équivaut au problème (Pg,u). Notons cette solution par xu(·), et observons que

‖xu(t)− y(t)‖ < γ et ‖Dq−1xu(t)−Dq−1y(t)‖ < γ.

Soit (un)n ⊂ U une suite minimisante de (3.76), donc on a

lim
n→∞

∫ T

1

L(t, xun(t), Dqxun(t))dt = inf
u∈U

∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt. (3.77)

En effet, posons

z := inf
u∈U

∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt.
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Par la caractérisation de la borne inférieure on a pour tout n > 0, il existe un ∈ U tel que∫ T

1

L(t, xun(t), Dqxun(t))dt < z +
1

n
,

ceci est équivalent à

lim
n→∞

∫ T

1

L(t, xun(t), Dqxun(t))dt = z.

Puisque pour chaque n ∈ N, xun(·) est l’unique solution Wq,1(J,H) de (Pg,un), il vient
que

Dqxun(t) = g(t, xun(t), Dq−1xun(t), un(t)) p.p. t ∈ J, (3.78)

avec

xun(1) = 0, Drxun(T ) =
n∑
i=1

λiD
rxun(µi), (3.79)

et puisque gph
(
xun(·), Dq−1xun(·)

)
⊂ X , on a

‖xun(t)‖ < ‖y(t)‖+ γ et ‖Dq−1xun(t)‖ < ‖Dq−1y(t)‖+ γ. (3.80)

Utilisant le Lemme 3.2.1, la solution du problème (Pg,un) est donnée par

xun(t) =

∫ T

1

G(t, s)g
(
s, xun(s), Dq−1xun(s), un(s)

)
ds ∀t ∈ J. (3.81)

Puisque (un)n est une suite de l’ensemble compact U , en extrayant une sous suite non
réétiquetée, on peut supposer que (un)n converge uniformément vers une application ū ∈
U .

Maintenant, nous allons prouver la convergence des suites
(
xun(·)

)
n
et
(
Dq−1xun(·)

)
n

dans C(J,H). Pour cela, nous utiliserons le critère de Cauchy. Soient m,n ∈ N tel que
m ≤ n et on pose vn(·) =

(
xun(·), Dq−1xun(·)

)
. On a grâce à l’hypothèse (Hg

2)

‖xun(t)− xum(t)‖

≤MG

∫ T

1

‖g(s, xun(s), Dq−1xun(s), un(s))− g(s, xum(s), Dq−1xum(s), um(s))ds

≤MG

∫ T

1

m̃(s)
(
‖xun(s)− xum(s)‖+ ‖Dq−1xun(s)−Dq−1xum(s)‖+ ‖un(s)− um(s)‖

)
ds

et de même

‖Dq−1xun(t)−Dq−1xum(t)‖

≤MG

∫ T

1

‖g(s, xun(s), Dq−1xun(s), un(s))− g(s, xum(s), Dq−1xum(s), um(s))ds

≤MG

∫ T

1

m̃(s)
(
‖xun(s)− xum(s)‖+ ‖Dq−1xun(s)−Dq−1xum(s)‖+ ‖un(s)− um(s)‖

)
ds.
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Par conséquent, pour tout t ∈ J

‖vn(t)− vm(t)‖ =‖
(
xun(t), Dq−1xun(t)

)
−
(
xum(t), Dq−1xum(t)

)
‖

=‖xun(t)− xum(t)‖+ ‖Dq−1xun(t)−Dq−1xum(t)‖

≤2MG

∫ T

1

m̃(s)
(
‖xun(s)− xum(s)‖+ ‖Dq−1xun(s)−Dq−1xum(s)‖

)
ds

+2MG

∫ T

1

m̃(s)‖un(s)− um(s)‖ds

=2MG

∫ T

1

m̃(s)‖vn(s)− vm(s)‖ds+ 2MG

∫ T

1

m̃(s)‖un(s)− um(s)‖ds

≤2MG (‖vn − vm‖C2 + ‖un − um‖C)
∫ T

1

m̃(s)ds

=2MG‖m̃‖1 (‖vn − vm‖C2 + ‖un − um‖C) ,

ceci conduit à

sup
t∈J
‖vn(t)− vm(t)‖ ≤ 2MG‖m̃‖1 (‖vn − vm‖C2 + ‖un − um‖C) ,

donc
‖vn − vm‖C2 ≤ 2MG‖m̃‖1 (‖vn − vm‖C2 + ‖un − um‖C) .

Puisque MG‖m̃‖1 <
1

2
, on aura

‖vn − vm‖C2 ≤
2MG‖m̃‖1

1− 2MG‖m̃‖1

‖un − um‖C, (3.82)

On peut conclure, par la convergence uniforme de (un(·))n, que (vn(·))n est une suite de
Cauchy, et alors

lim
n,m→+∞

‖vn − vm‖C2 = 0,

i.e., (vn(·))n est une suite de Cauchy dans C(J,H)×C(J,H). En d’autres termes, (vn(·))n
converge dans C(J,H)× C(J,H) vers (x̄(·), w̄(·)) avec

x̄(1) = lim
n→+∞

xun(1) = 0.

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Hadamard (Définition 1.7.10), on a

Dq−1xun(t) =
1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
xun(s)

s
ds, k = [q − 1] + 1.

En évoquant la relation (3.80), on obtient pour tous t, s ∈ J (s < t)∥∥∥∥(ln
t

s

)k−q
xun(s)

s

∥∥∥∥ ≤ (ln
t

s

)k−q
1

s
(‖y(t)‖+ γ) , (3.83)
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le théorème de la convergence dominée de Lebesgue et la convergence uniforme de (xun(·))n
vers x̄(·), assurent que

lim
n→∞

Dq−1xun(t) = lim
n→∞

1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
xun(s)

s
ds

=
1

Γ(k − q + 1)

(
t
d

dt

)k ∫ t

1

(
ln
t

s

)k−q
x̄(s)

s
ds = Dq−1x̄(t) (3.84)

i.e., w̄(·) = Dq−1x̄(·) et

Drx̄(T ) = lim
n→+∞

Drxun(T ) =
n∑
i=1

λiD
rxun(µi) =

n∑
i=1

λiD
rx̄(µi).

Maintenant, nous allons prouver que x̄(t) =

∫ T

1

G(t, s)g(s, x̄(s), Dq−1x̄(s), ū(s))ds.

Sachant que (xun(·))n (resp. Dq−1xun(·), (un(·))n) converge uniformément vers x̄(·) (resp.
Dq−1x̄(·), ū(·)), via l’hypothèse (Hg

2), on a

lim
n→∞

g
(
t, xun(t), Dq−1xun(t), un(t)

)
= g

(
t, x̄(t), Dq−1x̄(t), ū(t)

)
. (3.85)

En utilisant (Hg
2) et la relation (3.80), on a pour tout t ∈ J

‖g(t,xun(t), Dq−1xun(t), un(t))‖
≤‖g(t, xun(t), Dq−1xun(t), un(t))− g(t, 0, 0, 0)‖+ ‖g(t, 0, 0, 0)‖
≤m̃(t)

(
‖xun(t)‖+ ‖Dq−1xun(t)‖+ ‖un(t)‖

)
+ ‖g(t, 0, 0, 0)‖

<
(
2γ + ‖y(t)‖+ ‖Dq−1y(t)‖+ c̃1

)
m̃(t) + ‖g(t, 0, 0, 0)‖,

qui est intégrable au sens de Lebesgue via (Hg
3) et puisque y ∈ Wq,1(J,H), m̃(·) ∈

L1(J,R+). Donc, de la relation (3.81) et la dernière estimation, et par le théorème de la
convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que

x̄(t) = lim
n→+∞

xun(t) =

∫ T

1

G(t, s)g(s, x̄(s), Dq−1x̄(s), ū(s))ds. (3.86)

En utilisant (iii) du Lemme 3.2.3, nous avons pour presque tout t ∈ J

Dqx̄(t) = g(t, x̄(t), Dq−1x̄(t), ū(t))

avec x̄(1) = 0, Drx̄(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx̄(µi). Autrement dit, par l’unicité de la solution,

x̄(·) = xū(·). D’autre part, nous avons

‖Dqxun −Dqxū‖1 ≤
∫ T

1

‖Dqxun(t)−Dqxū(t)‖dt

≤
∫ T

1

‖g(t, xun(t), Dq−1xun(t), un(t))− g
(
t, xū(t), D

q−1xū(t), xū(t)
)
‖dt

−→
n→+∞

0.

99



Chapitre 3 : Inclusion différentielle d’ordre fractionnaire avec une
multi-application pseudo-Lipschitz

Donc,
(
Dqxun(·)

)
n
converge vers Dqxū(·) dans L1(J,H), alors elle converge faiblement

dans L1(J,H) vers la même limite. En appliquant le Lemme 3.2.6, il vient que

lim inf
n→∞

∫ T

1

L(t, xun(t), Dqxun(t))dt ≥
∫ T

1

L(t, xū(t), D
qxū(t))dt.

Combinant cette dernière inégalité avec (3.77), on conclut que

inf
u∈U

∫ T

1

L(t, xu(t), D
qxu(t))dt =

∫ T

1

L(t, xū(t), D
qxū(t))dt,

ce qui signifie que ū est une solution optimale du problème de minimisation considéré et
le théorème est bien prouvé. �
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Définition 1 ( Point fixe)
Soit E un espace de Banach et g : E → E une application. Un élément y de E est dit
point fixe de g si g(y) = y.

Théorème 2 [71](Point fixe de Schauder )
Soit S un sous ensemble convexe compact d’un espace de Banach E et g une application
continue de S dans lui même. Alors g admet un point fixe.

Théorème 3 [49](Intégrale de Leibnit’z )

Soit g : [a, t2]× [t1, t2]→ R une fonction continue et ayant une dérivée continue
dg

dt
dans

a ≤ x ≤ t, t1 ≤ t ≤ t2. Alors pour t1 ≤ t ≤ t2, on a

d

dt

∫ t

a

g(x, t)dx =

∫ t

a

d

dt
g(x, t)dx+ g(t, t).

Lemme 4 [51](Lemme de Gronwall )
Soit a ∈ L1([1, T ],R), et soit v : [1, T ]→ R une application absolument continue satisfai-
sant

v̇(t) ≤ a(t)v(t), p.p. t ∈ [1, T ].

Alors

v(t) ≤ v(1) exp

(∫ t

1

a(s)ds

)
pour tout t ∈ [1, T ].
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Théorème 5 [19](Inégalité intégrale de Minkowski)
Soit 1 ≤ p ≤ +∞, Ω ⊂ R et S ⊂ R est un ensemble mesurable. Supposons que g une
application mesurable sur Ω× S et g(·, y) ∈ Lp(Ω,R) p.p. y ∈ S. Alors∥∥∥∫

S

g(·, y)dy
∥∥∥
p
≤
∫
S

‖g(·, y)‖pdy,

si le membre de droite est fini.

Voir les références [28] et [46] pour les résultat suivants

Théorème 6 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 ≤ p < ∞ et (gn)n ⊂
Lp(Ω, E). On supposons que

(i) (gn(t))n converge presque partout vers une fonction g(t) sur Ω.

(ii) il existe une fonction positive h(·) ∈ Lp(Ω,R) telle que pour tout n ∈ N

‖gn(t)‖ ≤ h(t) p.p. t ∈ Ω.

Alors, g(·) ∈ Lp(Ω, E) et la suite (gn)n converge vers g dans Lp(Ω, E).

Théorème 7 (Réciproque du théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, E un espace de Banach et Soit 1 ≤ p < ∞. Si (gn)n

converge vers g dans Lp(Ω, E), alors il existe (gnk)k une suite extraite de (gn)n et une
fonction positive h ∈ Lp(Ω,R) tel que

(i) gnk(t)→ g(t) p.p. t ∈ Ω

(ii) pour tout k, |gnk(t)| ≤ h(t) p.p. t ∈ J.

102



Conclusion et perspectives

Dans la première partie de notre thèse, nous avons exploré l’existence d’une solution
pour un processus de la rafle convexe du second ordre couplé à une équation différentielle
fractionnaire en utilisant le théorème du point fixe de Schauder. Notre résultat étend au
second ordre celui obtenu dans [34]. Notre prochain défi consiste à étudier le problème
suivant 

Dqx(t) + αDq−1x(t) = f(x(t)) t ∈ J, α ≥ 0

x(1) = 0, Drx(T ) =
n∑
i=1

λiD
rx(µi),

et essayer de prouver l’existence de solutions pour ce problème couplé à un processus de
la ralfe.

Dans une deuxième partie de cette thèse, nous nous sommes concentrées sur l’établis-
sement de solutions pour une inclusion différentielle d’ordre fractionnaire impliquant une
multi-application pseudo-lipschitzienne. Nous avons présenté un résultat nouveau et gé-
néral par rapport à ceux existant dans la littérature. Nous soulignons ici qu’en utilisant
les mêmes techniques, nous pouvons résoudre notre problème en considérant une dérivée
de Riemann-Liouville. Notamment, lorsque q = 2, nous avons

D2x(t) = ẍ(t) ∀t ∈ J.

Alors notre problème (PF ) se réduit au cas déjà traité dans [14]. En conclusion de cette
étude, nous avons appliqué nos résultats à un problème d’optimisation, en particulier
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lorsque le côté droit est une application lipschitzienne.
Cette étude de l’inclusion fractionnaire (PF ) offre de nouvelles perspectives, particuliè-

rement en abordant des problèmes associés, tel que les inclusions différentielles fonction-
naires, problème de type Bolza et la relaxation dans la théorie du contrôle. Nous visons à
utiliser la méthode du principe maximal de Pontryagin pour établir les conditions d’op-
timalité pour le problème étudié. Il est important de noter que ces aspects, dépassant le
cadre de la présente thèse, pourraient constituer le point essentiel de travaux futurs.
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 ملخص

 

  هدفنا في هذه الرسالة هو دراسة وجود حلول لمشكلة من الرتبة الكسرية مع شروط حدود متعددة النقاط مقترنة مع مشكلة

اضطراب من الرتبة الثانية. نحصل على نتائجنا من خلال تطبيق نظرية نقطة الثابت شاودر. بالإضافة إلى ذلك، نحن 

مهتمون بوجود حلول لتضمين تفاضلي من الرتبة الكسرية، تحت الشرط الذي يفي بأن التطبيق المتعدد يفي بخاصية 

الليبشيتز الزائفة، باستخدام نظرية فيليبوف. نوضح هذه المفاهيم أيضًا من خلال تطبيق على مشكلة التحكم الأمثل، من 

 خلال استبدال التضمين بمعادلة تفاضلية كسرية.

 

Résumé 

 

Notre objectif dans cette thèse, est d’étudier l'existence de solutions pour un problème 

d'ordre fractionnaire avec des conditions aux limites multipoints couplé avec un problème de 

rafle du second ordre  perturbé. Nous obtenons nos résultats en appliquant le théorème du 

point fixe de Schauder. Par ailleurs, nous nous intéressant à  l'existence de solutions pour une 

inclusion différentielle d'ordre fractionnaire, sous la condition que la multi-application 

satisfasse une propriété de pseudo-lipschitzité, en utilisant le théorème de Filippov. Nous 

illustrons également ces concepts par une application à un problème de contrôle optimal, en 

remplaçant l'inclusion par une équation différentielle fractionnaire. 

 

 

Abstract 

Our aim in this thesis is to investigate the existence of solutions for a fractional-order 

problem with multipoint boundary conditions coupled with a perturbed second-order 

perturbed sweeping process. We obtain our results by applying the Schauder fixed-point 

theorem. Additionally, we are concerned with the existence of solutions for a fractional-order 

differential inclusion, under the condition that the multi-valued map satisfies a property of 

pseudo-lipschitzness, using the Filippov theorem. We also illustrate these concepts through 

an application to an optimal control problem, replacing the inclusion with a fractional 

differential equation. 

 


