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INTRODUCTION

Les prémices du calcul fractionnaire (CF) remontent a la fin du XVI éme siécle, vers
1695-1697, lorsque Leibnitz évoqua dans une lettre a I'Hospital le sens de la dérivée d’ordre
n = —. Cependant, ce n’est qu’en 1738 que des avancées significatives ont été accomplies
par Euler. Par la suite, en 1812, Laplace introduisa le concept de différentiation d’ordre
non entier pour les fonctions représentables par une intégrale. Dans le traité de Lacroix
1820, I'idée d’Euler a été reprise et il a obtenu la formule suivante

dzz®  T(a+1)
dez  Tla+ %)

qui exprime la dérivée d’ordre 1/2 de la fonction 2%, en utilisant le symbole I" qui généralise

1
at3

le factoriel. En 1822, Fourier suggéra l'idée d’utiliser 1’égalité
dige) 1 [T [T m
e %/_OO 6" do /_OO g(t) cos(@x—9t+n§)dt,

afin de définir des dérivées pour des ordres non entiers. C’était la premiére définition

de la dérivée d’ordre arbitraire positif adaptée a toute fonction suffisamment réguliére,
non nécessairement une fonction puissance. Les exemples mentionnés ci-dessus peuvent
étre considérés comme une préhistoire de I'intégration-dérivation fractionnaire. L’ histoire
appropriée du calcul fractionnaire a commencé avec les articles d’Abel et de Liouville.
Sur la base des travaux de Liouville en 1832, Riemann considéra en 1847 dans un docu-
ment, une premiére formulation d’intégrale fractionnaire connu par I'intégral de Riemann-

Liouville, ce document ne fut publié qu’en 1876, dix ans aprés sa mort. Liouville, reconnu



Introduction

comme le pionnier de la théorie fondamentale de I'intégration et de la dérivation fraction-
naire a inspiré de nombreux autres mathématiciens & explorer d’avantage ces concepts,
notamment N.Ya. Sonin (1869), A.V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov
(1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O. Heaviside (1892 — 1912) etc.

Au début du XX éme siécle, un document complet par Hadamard (1892) est apparu.
L’idée de la différentiation fractionnaire d’une fonction analytique via la différentiation

de sa série de Taylor

[ee]
T(k+1) 9" (20)
D%g(z) = — 7 _Cilz—2)", Cp= 1

9(2) kZ_OF(kJrl—oz) oz = 20) ST (1)
était déja connue avant la parution du document de Hadamard, elle a été utilisée ici comme
un outil mathématique efficace. Depuis, toute méthode utilisant (1) est généralement
nommeée aprés Hadamard. Nous notons que Hadamard a traité de I'intégrale fractionnaire

ZCK

(o)) = g [ (1= g(emyar

cela I’a ensuite conduit a examiner des intégrales fractionnaires généralisées de la forme

/O ' u(r)gler)dr

Cependant, Hadamard n’a pas développé cette idée, bien qu’il ait envisagé le cas

b
I(a)

(—InT7)>!

u(r) =
Pour des détails supplémentaires sur ’histoire de 'intégration et de la dérivation fraction-
naires, nous invitons le lecteur a consulter [74, 75, 77].

Malgré la longue histoire du CF, ce sujet a été peu discuté et n’a pas regu suffisamment
d’attention de la part des chercheurs. Mais au début des années 1970, et avec la révolution
provoquée par I'apparition de I'ordinateur, ce sujet suscita l'intérét d’éminents chercheurs
tels que B. Ross, K. B. Oldham, J. Spanier, S. Samko, A. Kilbas, O. Marichev et d’autres.

Avec I'avénement rapide des progrés scientifiques, de nombreux domaines scientifiques
ont émergé (voir [6, 39, 45, 55, 62, 67, 68]). De nombreux chercheurs en physique, en
mécanique, en biologie et dans d’autres disciplines scientifiques ont été confrontés a des
défis et problémes majeurs dans la modélisation mathématique de ces derniers. Depuis
I’apparition des problémes fractionnaires, les problémes aux conditions aux limites des
équations et les inclusions différentielles fractionnaires (EDF, IDF), ont acquis une grande
renommeée et suscitent un vif intérét au sein de la communauté scientifique, de la part des
chercheurs, en raison de leur capacité a développer diverses disciplines scientifiques (voir
[7, 17, 40, 33, 62, 69| et leurs références).
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Il s’avére que la classe des inclusions différentielles d’ordre entier a également produit
des résultats qualitatifs significatifs, tel que la dynamique isotherme avec des vitesses
stochastiques [66], les problémes de controle optimal [58] et les processus de la rafle [8, 64,
70]. Ces derniers ont été introduits et étudiés en profondeur par Moreau dans les années

1970 (voir [70]). Il avait considéré I'inclusion différentielle du premier ordre suivante
—U(t) S a'lvbS(t) (u(t)) pp-te [OaTLT >0,

oll g désigne la fonction indicatrice d'un sous ensemble mobile non vide, fermé et
convexe S(t), et Og)(-) = Ng)(-) est le cone normal de S(t). Pour résoudre ce probléme,
J.J. Moreau a introduit une idée novatrice en proposant un "algorithme de rattrapage".
Cette méthode consiste en la subdivision de I'intervalle de temps en sous intervalles, ou des
solutions approximatives sont définies sur chacun d’eux. Avec des majorations subtiles, il
arriva a montrer que les limites de ces suites sont solutions du probléme considéré. Depuis,
plusieurs résultats ont été obtenus pour répondre aux besoins de divers domaines, tel que
les processus de rafle non convexes |27, 35, 36|, les processus de la rafle stochastiques [31],
les processus de la rafle perturbés [32, 80, 82|, la dépendance de ’état dans 1’ensemble
mobile [10, 64|, le controle optimal [72, 83|, les processus de la rafle du second ordre
[1, 3, 9, 10, 30], Pextension de I'étude aux espaces de Banach |2, 8, 25], processus de la
rafle fractionnaire [84], pour n’en citer que quelques-uns.

D’autre part, pour aussi répondre aux besoins des mathématiques appliquées et de la
physique, les problémes aux limites multi-points ont suscité une attention considérable
de la part de nombreux auteurs. L’étude de ce type de problémes a été initiée par V.A.
II'in et E.A. Moiseev [56] pour les équations différentielles linéaires ordinaires du second
ordre, motivée par les travaux de Bitsadze et Samarskii [24] sur les problémes aux limites
elliptiques linéaires non locales. Afin d’étendre la situation a une classe beaucoup plus
large, Salem en |76] a étudié une EDF avec des conditions aux limites multi-points. Depuis,
de nombreux chercheurs se sont intéressés a ce genre de problémes ainsi qu’aux IDF plus
générales avec les mémes conditions aux limites. Voir par exemple |22, 40, 86].

Le redoutable développement scientifique a attiré des chercheurs dans les domaines des
impacts environnementaux, de la biologie [59] et des phénoménes physiques [50] tel que
la synchronisation de systémes chaotiques, de systémes couplés d’inclusions différentielles
d’ordre fractionnaire. Pour voir plus d’études, consulter les articles suivants |7, 17, 85].

Récemment, Castaing et al. [34] ont exploité des résultats d’existence du processus de
la rafle et la structure topologique de ’ensemble de solutions d’une équation différentielle
fractionnaire pour étudier diverses classes de problémes d’ordre fractionnaire couplées
a ceux d’évolution gouvernés par un opérateur maximal monotone, en particulier ceux
gouvernés par le cone normal aux ensembles convexes fermés, c¢’est-a-dire le processus de

la rafle.
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La présente thése est composée de trois chapitres. Quelques outils d’analyse convexe
et non convexe ainsi que ceux du calcul fractionnaire utilisés pour montrer nos théoréemes
principaux sont présentés dans le premier chapitre.

Motivées par [22, 40] et inspirées par [34], nous étudions dans le deuxiéme chapitre,
dans un espace de Hilbert séparable, 'existence de solution absolument continue d’une
équation différentielle fractionnaire avec des conditions aux limites multi-points couplée
avec un processus de la rafle convexe du second ordre, autrement dit, on considére le

probléme suivant
( Diz(t) =v(t) Vte [1,T),
2(1) =0, D'z(T) =Y ND"z(u),
=1

—i(t) € NC(t,J:(t),DHm(t;v(t))(ﬂ(t)) +g(t,z(t),v(t),0(t)) pp-teL,T],
o(t) € Ot z(t), D" a(t),v(t)) Vt e [1,T),
v(1) =0, (1) = uy,

\

ou DY est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre g € (1,2], r € (0,1), u; € (1,7T),
NERi=1n,n>2 g:[1,T] x Hx Hx H— H est Lebesgue mesurable sur [1,7]
et continue sur H x H x H et C': [1,T] x H x H x H = H est une multi-application a
valeurs non vides, convexes et fermées.

A la fin du chapitre, un exemple numérique est également construit illustrant 1’appli-
cabilité de nos résultats théoriques obtenus. Ce résultat a fait I’'objet d'une publication
dans une revue de classe A (voir [79]).

Le troisiéme chapitre se compose de deux sections. Dans la premiére, étant suscitée par
[40], et inspirée par [14], et afin d’enrichir ce domaine académique, nous étudions dans
cette section dans un espace de Hilbert séparable, 'existence de solutions de l'inclusion

différentielle d’ordre fractionnaire aux conditions aux limites multi-points, i.e.,
Dix(t) € F(t,z(t), D" z(t)) pp.te [1,T),

Pr)Y sy =0, Dra(r) = S AD (),
i=1

ou D? est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre ¢ € (1,2], r € (0, — 1), u; €
(L,T), yeR,i=1,n,n>2et F:[1,T] x Hx H= H est une multi-application & va-
leurs non vides, fermées et satisfaisant une propriété pseudo-Lipschitz. Nous explorerons
la méme méthode dans [14] pour le cas d’ordre entier, ou la structure de la preuve est
similaire & celle du théoréme de Fillippov [48].

Contrairement aux problémes de controle optimal régis par des équations différentielles
avec un ordre entier (voir [41] et ses références), la classe des problémes de contrdle ré-

gis par des équations différentielles fractionnaires, n’ont pas encore été systématiquement

8
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étudié. Néanmoins, l'intérét pour ces problémes s’est accru ces derniers temps grace a
certaines études citées dans la littérature. Ce développement a conduit & des applications
dans la pratique tel que les objets controlés d’ordre fractionnaire, optimisation fraction-
naire de systémes dynamiques et autres ([15, 16, 23, 60, 61| et leurs les références). On
s'intéresse dans la deuxiéme section a une application du résultat obtenu dans la premiére,

a un probléme d’optimisation, qui consiste & minimiser la fonction cott

/T L(t, x,(t), Dz, (t))dt,

ol x,(+) est I'unique solution du probléme
Dix(t) = g(t, z(t), D 'x(t),u(t)) p.p.t e J;

n
(Po) 2(1) =0, D'x(T) =Y ND"z(u)),

i=1
g est une fonction univoque et u est la fonction de controle qui appartient & un ensemble
approprié. La preuve repose essentiellement sur [47], ou les auteurs ont étudié l'existence
d’une solution a un systéme composé de deux inclusions différentielles, toutes deux régies
par un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert séparable. Les résultats

de ce chapitre, sont soumis pour publication dans une revue bien impactée [11].




NOTATIONS

Dans cette thése, nous adopterons les notations suivantes

R L’ensemble des nombres réels

R, L’ensemble des nombres réels positifs

R La droite achevée, i.e., R = [~00, +00]

N L’ensemble des nombres naturels

N* L’ensemble des nombres naturels non nuls

(a,b) Un intervalle ouvert de R

J=1[1,T)] Pour (7" > 1), un intervalle fermé de R

(Q, PN ) Espace mesuré

H Un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (-, -)
et de la norme associée || - ||

L(J) La tribu de Lebesgue sur J

B(H) La tribu de Borel sur H

By La boule unité fermée de H

By(z,n) La boule fermée de rayon n > 0 et de centre x € H

Bu(x,n) La boule ouverte de rayon n > 0 et de centre © € H

dom(g) Le domaine d’une fonction g : H — R U {400} défini par

dom(g) = {x € H, g(x) < —i—oo}
2Y L’ensemble des parties de Y

10
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L>(J, H)

W2(J, H)

La dérivée premiéere de 'application v au point ¢

La dérivée seconde de v au point ¢

L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre av > 0
La dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre a > 0

La fonction Gamma d’Euler définie par :
+o0
MNa) = / t*Lexp(—t)dt, pour a > 0.
0
La fonction Béta définie par :

1
B(a,B) = / t* 11— )%~ 'dt, pour o, B > 0.
0

L’espace de toutes les applications f: X — Y.
L’espace de Banach de toutes les applications continues v(-) de J dans H

muni de la norme du sup
[o()lle = sup [lu()]].
teJ
L’espace de Banach de toutes les applications a valeurs réelles

d n
g sur un intervalle [a, b] de R tel que "¢ € C([a,b],R) ou §"(-) = (t—)

L’espace des applications mesurables g : J — H
Pour p € [1, oo[, 'espace de Banach des applications mesurables

g :J — H muni de la norme

lot = ( | Hgmup)’i

L’espace de Banach des applications mesurables essentiellement

bornées g : J — H, muni de sa norme
g0l = inf {e >0+ Jlg@)ll <c ppsurJ}.

L’espace des applications absolument continues v : J — H telles que leurs dérivées

secondes ¥ € L'(J, H).

W J, H)

L’espace de toutes les applications continues f telles que leurs dérivées

fractionnaires de Hadamard d’ordre (¢ — 1) (resp. ¢) sont continues

(resp. intégrables au sens de Bochner), i.e.,

W H)={feC(JH): D"'feC(J,H)et D'f € L'(J,H)}.

11
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NS ()
H(A, B)

Pour un sous ensemble non vide S de H, on note par
La frontiére de ’ensemble S
L’intérieur de S

L’orthogonal de S, défini par
Sl:{xEH:<y,x>:O, ‘v’yES}

L’enveloppe convexe de S
L’enveloppe convexe fermée de S

La fonction caractéristique de .S, définie par

( ){ 1 yes,;
Xs\Y 0 y ¢ g
La fonction indicatrice de S, définie par
0 y €S,

La fonction d’appui de S, définie par
0%(5,€) = sup(x,§), pour tout £ € H.
€S

La fonction distance de S définie par

ds(x) = 11/22 lx —y|, pour toutz € H.

La projection de x sur S définie par
ps(z) = {y €S, dsg(x) = |lz -yl }
Le sous différentiel d’une fonction ¢
Le sous différentiel de Clarke de g
Coéne normal a S
Coéne normal de Clarke a S

La distance de Hausdorff entre les sous ensembles fermés A et B de H

12



CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présenterons briévement certains résultats préliminaires essen-
tiels issus de l’analyse convexe et fonctionnelle et du calcul fractionnaire. Ces notions
fournissent une base solide pour la suite de notre thése, en tirant parti des références
pertinentes sélectionnées. Nous explorerons ainsi, quelques résultats de base et certaines
propriétés clés qui seront d’'une grande utilité dans le développement ultérieur de notre
étude.

1.1 CONTINUITE

Pour les résultats de cette section, voir les références [12], [18], [42] et [78].

Définition 1.1.1 (Application absolument continue)
Soit E un espace vectoriel normé. Une application g : [a,b] C R — E est dite absolument

continue si pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour toute partition dénombrable de

13



Chapitre 1 : Résultats préliminaires

Uintervalle [a,b] par des intervalles disjoints |a;, b;| tel que

> (b —a;) <4,

J
nous avons

D llg(b;) = glag) ] < e

Proposition 1.1.2
Une application g : [a,b] C R — E est dite absolument continue si et seulement si, il

existe une fonction intégrable u : [a,b] — R telle que pour tout t € (a,b]

Dans ce cas, g est différentiable presque partout et sa dérivée g = u presque partout.

Définition 1.1.3 (Equi-continuité)
Soient (X, d),(Y,d') deuz espaces métriques. Une partie S de F(X,Y) est dite équi-

continue au point T si,
Ve >0,3n > 0,Va' € X,Vg € S:d(z,2') <n=d(g(x),g(z)) <e
e S est dite équi-continue sur X si elle est équi-continue en tout point x € X.

Définition 1.1.4
Soit g : X — R une fonction. Alors

(1) la limite inférieure de la fonction g au point xo € X, notée liminf g(x), est définie
Tr—T0
par

liminf g(z) = sup (inf g(fU)),

T—T0o UeV(zo) zelU

(17) la limite supérieure de la fonction g au point xy € X, notée limsup g(z), est définie
T—T0
par

lim su z) = inf (su :1:)
x—)x()pg( ) UeV(zo) xegg( )

Ici V(xo) est l’ensemble des voisinages du point xg.

Définition 1.1.5 (Semi-continuité)

Soit (X, d) un espace métrique et g : X — R. Alors,

(1) g est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) au point xy € X si et seulement si,
pour tout k € R tel que k < g(x0), il existe un voisinage Uy, de o tel que k < g(x), pour
tout v € Uy, .

14
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e g est s.c.i. sur X si g est s.c.i. en tout point de X.

(2) g est dite semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point xo € X si et seulement si,
pour tout k € R tel que k > g(xo), il existe un voisinage Uy, de o tel que k > g(x), pour
tout v € Uy, .

e g est s.c.s. sur X si g est s.c.s. en tout point de X.

Proposition 1.1.6
Soit (X, d) un espace métrique et g : X — R une fonction. Alors,

e g ests.ca. au pointxg si et seulement si liminf g(x) > g(xg),
T—T0

e g ests.c.s. au pointxy si et seulement si limsup g(z) < g(xg).
T—TQ

1.2 QUELQUES RESULTATS DE BASE DE L’ANALYSE CONVEXE

Voir [12]| pour les résultat de cette section.

Définition 1.2.1
Soit E un espace vectoriel, et soit M une partie non vide de E. On dit que M est conveze

si pour tous x,y € M, a € [0,1] on a
axr + (1 —a)y € M.

En d’autres termes, pour tous x,y € M, le segment de droite [x,y] est inclus dans M
(voir F1G. 1.1.)

FIGURE 1.1 — L’ensemble & gauche est non convexe et celui a droite est convexe

15
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Définition 1.2.2
Soit E un espace vectoriel et soient yi,vyo, ..., yn € E. On appelle combinaison convere
des éléments yy, Yo, . . ., Yn, tout élément y = Z a;y; tel que (g, ag, ..., ap) € Ay, ot A,

i=1
est le simplexe de R™ défini par

An:{(al,ag,...,an)ER”: a; >0, Vi=1,...,n et Zaizl}.
i=1

Proposition 1.2.3
Soit & un espace vectoriel et soit M un sous ensemble de E. Alors M est convexe si et

seulement si, il contient toutes les combinaisons convexes de ses €léments.

Définition 1.2.4
Soit E un espace vectoriel et soit M un sous ensemble de E. On appelle enveloppe
conveze de M, notée co(M), lintersection de tous les sous ensembles convezes de E qui

contiennent M. C’est le plus petit convexe de E qui contient M.

Définition 1.2.5
Soit E un espace vectoriel topologique et soit M un sous ensemble de E. On appelle
enveloppe convexe fermée de M, notée co(M), le plus petit ensemble convexe fermé de FE

qui contient M.

Théoréme 1.2.6
Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique. Alors pour tout ensemble

non vide M de F, on a
co(M) = {y €E: (Y,y)<d(y,M) Ve E’}-

Définition 1.2.7
Soit E un espace vectoriel et soit g : E — R une application. On dit que g est propre si
g: FE = RU{+o0} et g # +ooi.e., il existe xg € E, tel que g(xg) # +00.

Définition 1.2.8
Soit E un espace vectoriel et soit g : E — R une application. On dit que g est convexe si

et seulement si pour tous x,y € dom(g) et a € [0,1] on a,

g(oax + (1 —a)y) < ag(z) + (1 —a)g(y).

16



Chapitre 1 : Résultats préliminaires

1.3 TOPOLOGIE FAIBLE ET COMPACITE

Les résultats de cette section sont extraits des références [12], [18], [20], [28], [63] et
[78].

Soit (E,||-]|g) un espace vectoriel normé réel. On note par E’ I'espace dual, ¢’est-a-dire

I’espace des formes linéaires continues sur £, muni de la norme

lgller = sup [g(y)| = sup [{g,y)|.

y€BE y€Bg
Ici (-, ) est le produit de dualité entre E et E'.

Définition 1.3.1
Soit g € E' et soit
¢g: E— R

y = dg(y) =gly) = (9.
La topologie faible sur E, notée o(E,E"), est la topologie la plus fine rendant continues

les applications ¢g.

Proposition 1.3.2
La topologie faible o(E, E") est séparée.

Proposition 1.3.3
Soit (yn)n une suite de points de E. Alors

(i) (Yn)n converge vers y pour o(E,E') (ou faiblement) si et seulement si ((g,Yn))n
converge vers {g,y) pour tout g € E';

(1) si (yn)n converge fortement vers y, i.e., |y, — y|lg — 0 alors (yn)n converge faible-

ment vers y;

(131) si (Yn)n converge faiblement vers y, alors (||yn||g)n. est bornée et on a
1ylle < liminf ||y, ||z
n—oo

(iv) i (Yyn)n converge faiblement vers y, et si (gn)n C E' converge fortement vers g, i.e.,

lgn — gllzr — 0 alors, ({gn,Yn))n converge vers (g,y).

Soit (E,|| - ||£) un espace vectoriel normé, E’ son dual et E” son bidual (c’est a dire,

le dual de E' muni de la norme ||¢[|z = sup [(¢,g)]).
QGEE/
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Définition 1.3.4

On appelle injection canonique entre E et E” application

J: E—E"
y'_>j(y) :jya
tel que
Jy,: E'—R

g Jy(9) =9(y) = (9,v).

Définition 1.3.5 (Boule compacité)
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble A de E est boule compact, si

pour toute boule fermée Bg(x,n) de E, I'ensemble Bg(x,n) N A est compact.

Remarque 1.3.6

1l est clair que tout ensemble boule compact A est fermé.

Définition 1.3.7
Soit X un espace topologique séparé et A un sous ensemble de X. On dit que A est

relativement compact st son adhérence dans X est compacte.

Théoréme 1.3.8
Soit (X,d) un espace métrique complet et A un sous ensemble de X . Alors, les propriétés
sutvantes sont équivalentes

(1) A est relativement compact.

(17) Pour toute suite (x,), de A, on peut extraire une sous suite qui converge dans X .

Théoréme 1.3.9 ( Théoréme d’Ascoli-Arzela ).

Soit (X,d) un espace métrique compact, (Y,d') un espace métrique complet et M un
sous ensemble de C(X,Y), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors, M
est relativement compact si et seulement si, M est équi-continu et M(x) est relativement

compact pour tout x € X, avec
M(z) ={g(z): geM}.

Lemme 1.3.10 ( Banach-Mazur ).
Soit E un espace de Banach et soit (yy), une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers y. Alors, il existe une suite (2;); C E qui converge fortement vers y et tel que chaque

zj est une combinaison convexe des éléments y;, Y11, - -

18



Chapitre 1 : Résultats préliminaires

Théoréme 1.3.11 (Théoréme de Mazur ).
Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble compact de E. Alors, co(A) est

compact.

Définition 1.3.12 ( Espaces réflexifs)

Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif si J(FE) = E". Dans ce cas, J est
un isomorphisme isométrique de E dans E”.

e Nous avons que tout espace de Hilbert est réflexif.

e Nous avons que les espaces LP(1 < p < +00) sont réflexifs.

Théoréme 1.3.13
Soit E un espace de Banach réflexif. Alors la boule unité fermée de E est faiblement

compacte.

1.4 MULTI-APPLICATIONS

Les résultats suivants proviennent des références [12] et [38].

Définition 1.4.1

Sotent X, Y deux ensembles non vides. On appelle application multivoque ou multi-application
(m.a.) définie sur X a valeurs dans Y toute application G définie sur X a valeurs dans
2Y (’ensemble de toutes les parties de Y ). On la note G : X =Y c’est-a-dire, pour tout

x € X, G(x) est un sous ensemble de'Y .

e Nous appelons domaine (effectif) de G, noté D(G), le sous ensemble de X défini par
D(G) = {x € X :G(x)# (7)}.
e On appelle image de G, notée R(G), le sous ensemble de Y défini par

R(G) = {y eY: dJxe DG), ye G(x)} =

zeD

G(z).
(@)
e On appelle graphe de G, noté gph(G), le sous ensemble de X x Y défini par
ah(G) = { (0.9) € DIG) % ¥+ y € Gl |

e La multi-application inverse G~': Y = X de G est définie par

T € G Hy) &=y e Ga).
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e L’image réciproque large de U C Y par G, notée G~*(U), est 'ensemble défini par
G HU) = {x eX: Gx)nU # @}.

e On appelle image réciproque étroite de U C Y par G, notée G;l(U ), 'ensemble
défini par

GI(U) = {:c e X: Ga)C U}.

Définition 1.4.2
Soit (X,d) un espace métrique et soient Ky, Ky deux sous ensembles de X, l’écart entre
Ky et Ky est défini par
e(K1, Ky) = sup dg,(a).
a€eKy
et la distance de Hausdorff entre K et Ky est définie par
H(K1, K>) = sup (e(K1, Ks), e(Ks, K1)).

Proposition 1.4.3

Sotent K1, Ky des sous ensembles de X. Nous avons, pour tout x € X

’dKl ('1') - dKz(x)’ < H(Kla KQ)'

1.4.1 Continuité des multi-applications

Définition 1.4.4

Sotent X,Y deux espaces topologiques et soit G : X =Y une multi-application.

On dit que G est semi-continue inférieurement au point ro € X si et seulement si pour
tout owvert W de Y wvérifiant G(xo) N W # (), il existe un voisinage V' de xq tel que pour
tout x € V, G(x) N W £ 0.

e On dit que G est s.c.i. si elle est s.c.i. en tout point xo € X.

Proposition 1.4.5

Soit G : X =Y une multi-application. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
(1) G est est s.c.i. sur X.
(i) G™H(U), est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.

(iii) GTH(V), est un fermé de X pour tout fermé V de Y.
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Exemple 1.4.6
Soit
G: R=R
[—1,1] s = #0,

xHG(x):{ {0} si xz=0.

La multi-application G est s.c.i. sur R. En effet, G est s.c.i. sur R si et seulement si
G(V) est un fermé de R pour tout fermé V de R. On a

GZ'(V) :{x eR: G(x) C V}

:{x e R\{0}: [-1,1] C V} U {x =0: {0} C V}.

e Si[-1,1] C V, alors G:'(V) = (—00,0) U (0,400) U {0} = R qui est un fermé de
R.

e 5i{0} ¢V, alors [-1,1] ¢ V, donc G;' (V) =0 qui est un fermé de R.

e 5i{0} CV et|-1,1 ¢V alors GZ'(V) = {0} qui est un fermé de R.

D’ou G est une multi-application s.c.i. sur R.

Définition 1.4.7

Soient XY deux espaces topologiques et soit G : X =Y une multi-application.

On dit que G est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point xg € X si et seulement
si pour tout ouvert W de Y contenant G(zo) (G(xo) C W), il existe un voisinage V' de
xg tel que G(V) C W, c’est-a-dire G(y) € W, Yy € V.

e On dit que G est s.c.s. si elle est s.c.s. en tout point xg € X.

Proposition 1.4.8

Soit G : X =Y une multi-application. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
(1) G est est s.c.s. sur X.
(ii) GZ'(U), est un ouvert de X pour tout ouvert U de Y.

(iii) G~Y(V), est un fermé de X pour tout fermé V deY.

Exemple 1.4.9

Soit
G: [0,1]=R

v Gr) =< {0,1} si
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La multi-application G est s.c.s. sur [0,1]. En effet, G est s.c.s. sur [0,1] si et seulement
si GLH(U) est un ouvert de [0,1] pour tout ouwvert U de R. On a

G1(U) :{x c[0,1]: G(z) C U}

:{xE [0%) {1}CU}U{x€%: {O,l}cU}U{ze(%,l]: {O}CU}.

e Si{0,1} C U, alors {0} C U et {1} C U, donc
G HU) = [0 1) U {1} U (l 1] = [0, 1] qui est un ouvert de [0, 1].
+ 72 9 27 ) )

o 5i {0} ¢ U et {1} ¢ U, alors {0,1} ¢ U, donc G;'(U) =0U0UD =0 qui est un
ouvert de [0, 1].

e 5i{0} CUet{l} ¢ U, alors {0,1} ¢ U, donc G;'(U) = <%, 1] qui est un ouvert
de [0, 1].

e 5i{0} ¢ U et {1} CU, alors {0,1} ¢ U, donc G;'(U) = [O,
de [0, 1].

) qui est un ouvert

N —

D’ou, G est une multi-application s.c.s sur [0, 1].

Définition 1.4.10
Sotent X,Y deux espaces topologiques et soit G : X =Y une multi-application.
On dit que G est continue au point xo € X si elle est a la fois s.c.i. et s.c.s. au point

xo € X. FElle est dite continue, si elle est continue en tout point xo € X.

Proposition 1.4.11

Soit (Q,%, 1) un espace mesuré et soit E un espace de Banach séparable et E' son dual
topologique. Soit F' : Q = E une multi-application a valeurs non vides, convexes et fai-
blement compactes et soit G : Q0 = E une multi-application a valeurs non vides, convezes

fermées. Si pour tout ' € E’,
0*(2',G(t)) < 6" (2", F(t)) p— p.p-

Alors,
G(t) C F(t) u— p.p.

1.4.2 Mesurabilité des multi-applications

Définition 1.4.12
Soient (2,%) un espace mesurable, X un espace métrique. Une multi-application G :

Q = X est X-mesurable ou simplement mesurable, si pour tout ouvert U de X, on a
G HU) ex.
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Définition 1.4.13

Soit E un espace de Banach et soit G : J = E une multi-application mesurable. Alors
on dit que G est intégrablement bornée s’il existe une application positive v(-) € L'(J,R)
telle que G(t) C v(t)Bg, pour toutt € J, on a

sup{lull, v € G(t)} < ~(1).

Définition 1.4.14
Soit (Q,%) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit G : Q@ = E
une multi-application. On dit que G est scalairement mesurable si pour tout ' € E’,

Uapplication t — 6*(z', G(t)) est mesurable.

Définition 1.4.15
Soit (Q,%) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit G : Q@ = FE
une multi-application. On dit que G est scalairement intégrable si pour tout ¥’ € FE,

Uapplication t — 6*(2', G(t)) est mesurable et intégrable.

Définition 1.4.16
Soient (€2,%) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique et soit G : Q@ = X une

multi-application. Une application € : Q — X est dite sélection de G si pour tout t €
Q, £(t) € G(b).

Définition 1.4.17
Soit (Q, %2, 1) un espace mesuré. Soit E un espace vectoriel normé et G : =% E une

multi-application. Alors

e L’ensemble de toutes les sélections mesurables de G est défini par
Se={(eLX(QE): {t)eG(t) p—pp.}.

e L’ensemble de toutes les sélections intégrables de G est défini par
SL={¢eL(QE): €1 €Gl) p—pp}

Proposition 1.4.18
Soient (€2,%) un espace mesurable, (X,d) un espace métrique séparable complet et soit
G : Q = X une multi-application a valeurs fermées non vides. Si G est mesurable alors,

elle admet au moins une sélection mesurable, i.e., Sg # ().

Théoréme 1.4.19
Soit (2,3, p) un espace mesuré avec p une mesure o-finie et . est p-compleéte. Soit E un
espace de Banach séparable, et G : Q = E une multi-application intégrablement bornée a

valeurs non vides convezes et faiblement compactes. Alors, Sé est convexe et
o(LY(Q, E),L>(Q, E"))-compact.
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Théoréme 1.4.20
Soit (2, %, 1) un espace mesuré avec p une mesure o-finie et 3 est u-compléte. Soit E un
espace de Banach séparable, E' son dual topologique, et G : Q = E une multi-application

scalairement intégrable a valeurs non vides compactes et convexes. On suppose que

(i) /Gdu = {/ﬁd,u: e Sg} est inclus dans E;,
Q Q

(it) pour tout sous ensemble fixé équi-continu S dans E', il existe une fonction positive
gs € LY, R) tel que

sup 6% (2, G(v))| < gs(v), Vv eQ.

z’'eS
Alors, / Gdu est un ensemble convexe compact dans E.
Q

Théoréme 1.4.21
Soient (Q, %, 1) un espace mesuré avec ¥ une tribu u—compléte, X un espace métrique
séparable, et soit G : Q2 = X une multi-application a valeurs non vides fermées. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes
(a) G est mesurable.

(b) G admet une suite de sélections mesurables (9,(+)),, telle que
G(t) = {0n (1)},

(c) Le graphe de G appartient o ¥ @ B(X).

1.5 SOUS DIFFERENTIELS ET CONES NORMAUX

Les résultats suivants sont pris des références [26], [43], [44] et [73].

1.5.1 Sous différentiels

Définition 1.5.1 (Sous différentiel)
Soient H un espace de Hilbert, g : H — RU{+o00} une fonction propre conveze, et yo € H
tel que g(yo) < +o0. Le sous différentiel (au sens de l’analyse convezre) de g au point yo

est défini par

Ag(yo) ={y' € H: g(y) > g(yo) + ¥,y —vo) Yy € H}.

Si g(yo) = +00, alors dg(yo) = 0.
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Interprétation géométrique :
le sous différentiel d’une fonction g en un point représente tous les vecteurs qui définissent

des plans tangents a la fonction a ce point.

Exemple 1.5.2

Soit
g: R—=>RU{+o0}
Mg@:{ veosn ez
+oo st x <O.
Alors,
=1 st x>0
dg(z) = 2V ’
0 st x <0.
En effet,

e siz <0, alors g(x) = +oo, donc dg(x) = 0.
—1
e Sixz >0, alors g(x) = —/z, g est dérivable donc dg(z) = {g’(m)} = {m} :

e Six =0, alors

yeR: g(x)>g(0)+ (y,z — 0), Va:ER}

yeR: g(x) > yz, V:L'GR}

=y cR: —z > yz, Vx>0}ﬂ{yE]R +00 > yx, Va:<0}
=<yeR: y/r< -1, Ve>0,NRNR
. Vr>0,NR
= R: —— xr
y e \/Ea

o-|
|
|
s
L

Définition 1.5.3 (Dérivée directionnelle)
Soient g : H — RU {400}, yo € dom(g) et h € H. On appelle dérivée directionnelle de g

au point yo dans la direction h la limite notée g'(yo; h) quand elle existe avec

v v v 9(yo +th) — g(wo)
g(yo,h)—lgg]l ; :

Proposition 1.5.4

Soit g : H — R U {+o0} une fonction propre, convexe et soit yo € dom(g). Alors pour
tout h € H, ¢'(yo; h) existe.
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Preuve.
Soient yg € dom(g),h € H et

f: R — RU{+o0}
t > f(t) =gy +th).

Il est clair que f est propre et convexe car g l'est aussi. De plus, puisque yo € dom(g)

alors 0 € dom(f). Donc f est dérivable a droite et & gauche en 0, i.e.,

f@) = f(0) _ . 900 +th) — g(y0)
t—0 t10 t

£1(0) = lim

t—0

= ¢'(yo; h) existe.

Proposition 1.5.5
Soit g : H— RU{+00} et soit yo € dom(g),h € H. Nous avons iy € dg(yo) si seulement
si (y',h) < g (yo; h), pour tout h € H.

Preuve.

Soit y' € dg(yo), on a
9(y) = g9(yo) + (', y —wo), Vy € H.
En particulier pour y = yo + th, pour tout h € H,t > 0, on obtient

g(yo + ti;) — 9(%o) > (B,

donc i
limg(yo +th) — g(yo)

tl0 t
Par conséquent, ¢'(yo;h) > (y',h), Vh € H.

Inversement, supposons que

> (Y, h).

g (yo;h) > (y/,h), Vhe H,

ceci est équivalent &,

lim (g(yo +th) — g(yo)
t10 t

—(y, h>> >0, Vhe H.

Posons

[ = hm(g(yo +1h) — 9(%)
tl0 t

Par définition, on a pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout 0 <t < J;

‘9@0 +th) — g(yo)
t

—{y, h>) >0, VheH,

- <y/7h> —1

<e VheH.
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Donc, pour tout n > 0, il existe §,, > 0 tel que pour tout 0 < ¢, < d,;

t,h) — 1
tn n
Posons h, = y- yo,y € H. On aura, pour tout n > 0, il existe 9, > 0; pour tout
0<t,<dn; "
9@) —9yo) =y —wo) | 1
tn n’
ie.,
1 — -y, y — 1
1 9w —9(w) — 'y — ) PN
n tn n
d’ou,
1

9(y) — 9(yo) — W',y — yo) > tal — .

1
Sachant que, lim ¢, =0, lim —=0et !> 0. On aura

n—-+o0o n—+oo N
9) —9(yo) — (¥, y — o) >0, Vye€H,

(car | < 400 via la Proposition 1.5.4). D’ou, 3 € dg(yo). [ |

1.5.2 CoOnes normaux

Définition 1.5.6 (Cone)

Soit S un sous ensemble de H. On dit que S est un cone si
Yye S, VA>0, \y €S,

1.€.,

YA >0, AS C S.

Définition 1.5.7

Soit S un cone convexe. Alors les relations suivantes sont équivalentes
(i) YVt >0, Vr >0, tS+7rS C S,
(i) S+ S CS.

Définition 1.5.8 (Cone polaire)
Soit H un espase de Hilbert et S un sous ensemble non vide de H. On definit le cone

polaire de S par
SO = {y' eH: (yv) <0, WYwe S}.
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Définition 1.5.9 (Céne normal au sens de ’analyse convexe)
Soit H un espace de Hilbert et S un sous ensemble non vide de H. On appelle cone normal

a S au point yy € S, 'ensemble défini par
Ns(yo) = {y' € H: (y,y—w) <0, VyeS} et Ns(yo) =0 sigo & 5.

Voir F1G. 1.2

FIGURE 1.2 — Cbéne normal

Interprétation géométrique :
C’est 'angle délimité par les normales & I’ensemble S.
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Proposition 1.5.10

Soit S un sous ensemble non vide de H. Les deux assertions suivantes sont satisfaites.
(1) Siyo € int(S), alors Ng(yo) = {0},
(ii) si S est conveze et fermé avec int(S) # 0 et si yo € Fr(S), alors Ns(yo) # {0}.

Proposition 1.5.11

Pour tout sous-ensemble S de H et tout yy € S, nous avons

Nk (yo) = 0vs(yo)-

Preuve.

Comme yo € S, ¥s(yo) = 0. D
ousty) = Ly dw@)zwd%%+wﬁy—m>vy€H}

Us(y) > (W' y —yo) Yy € S} N

v

0. D’ot
{'EH
{y’eH
{y’eﬂ v,y — o) Vyeﬂ\s}

{y’GH Us(y) = (Y y = o) VyGS}ﬂH
{

/

s Ys(y)
Y € :

Sw

<%y—uﬁﬁovy65}=Ndm)

Ci-dessous, nous fournissons quelques exemples de cones normaux voir [18].

Exemple 1.5.12
Soit S la boule unité fermée de H et yo € S. Alors

NS(y ) _ RerOa SZ. HyOH = 17
’ (0}, si [yl < 1.

Exemple 1.5.13
Soit S un cone convexe non vide dans H et soit yo € S. Alors Ng(yo) = S° N {yo}*.
En effet, soit z € S° N {yo}*, alors

z€ 5% etz € {y}t,
de maniére équivalente

<z,y>§0, VyesS et <z,y0>:0.
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Ainsi

Donc z € Ng(yo). Inversement, soit z € Ng(yo), alors
(z,y—1y) <0 Vyes.

Puisque S est un céne, on a {%,ng} C S. En particulier, pour y = % € S, ona

<z,y0> >0, et pour y =2y €S, on a <z,y0> < 0. On déduit que

<ZJ y0> = 07
et alors
(z,y) <0 Vy e S,
il s’en suit que z € {yo}* etz € S°.

Dans ce qui suit, nous donnons quelques propriétés importantes du sous différentiel de

I’application distance & un ensemble non vide, fermé et convexe.

Proposition 1.5.14
Soit S un sous ensemble non vide, fermé et convexre de H et xq € S. Alors,
(Z) ads(l‘o) = NS(J]()) ﬂEH

(11) Ods(zo) est un sous ensemble conveze, faiblement compact de H.

Preuve.
(i) Soit wy € S. Montrons que ddg(xg) C Ns(z¢) N Bpy.
Soit ' € ddg(xp), par la Définition 1.5.1, on a

(W y —x0) < ds(y) —ds(xo) Vy € H,

donc,
(y,y—m) <0, Vyes,

ceci implique que 3 € Ng(z0) et comme ddg(zy) C By (voir [43]), on trouve que y' €
NS (.To) N EH

Inversement, soit y' € Ng(zo) N By, alors
y' € Ns(xo) et [|ly/[| < 1.

C’est-a-dire
(2 —20) <0 Vze€S et [ly] <1.
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Donc, pour tout y € H et z € S, on a

',y —x0) =W,y — 2+ 2 —2x0)
= y—2)+ {2 —x0)
<({,y—=2)
<|¥llly — =l

<ly -z

Donc (y',y — xg) < ing ly — z|| = ds(y), ceci implique, puisque xy € S, que
zZe

(W' y — wo) < ds(y) = ds(y) — ds(xo)

d’ou y' € dds(zo).
(1) Montrons que ddg(z) est convexe. Soit 2’, 1y € dds(xg) et « € [0,1], par définition

{<xcy—xo> < ds(y) —ds(z0) Wy €S,
<

(v, y — o) ds(y) — ds(zg) Yy € S.
Alors
(ax' |y — xo) < ads(y) — ads(zg) Vy €S,
(1=a)y,y —x) < (1 —a)ds(y) — (1 — a)ds(zg) VyeS.
Donc

(a2’ + (1 =)y, y — x0) < dg(y) —ds(zy) Yy € S.

Ceci est équivalent a ax’ 4+ (1 — )y’ € ddg(xg). D’on, ddg (o) est convexe.

Maintenant, montrons que ddg(z¢) est faiblement compact, on a par (i), dds(z¢) C By,
et d’aprés le Théoréme 1.3.13, By est faiblement compact, donc il suffit de montrer que
ddgs(-) est faiblement fermé. Soit (y,), C dds(zo) une suite qui converge vers y'. Pour

tout n € N, on a
(Unsy — w0) < ds(y) — ds(wg) Yy €5,

par passage a la limite quand n — oo, on obtient

(W' y —xo) < ds(y) —ds(xo) Vy €S,

en déduit que y' € ddg(-), d’ou ddg(-) est fortement fermée et donc ddg(-) est faiblement

fermé (puisque Odg(-) est convexe). On conclut que ddg(-) est faiblement compact. W

La proposition suivante fournit une propriété de la semi-continuité supérieure de la
fonction d’appui du sous différentiel de la fonction distance aux ensembles convexes fermés

non vides. Pour la preuve, nous renvoyons le lecteur a [53].
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Proposition 1.5.15
Soit H un espace de Hilbert et soit {S(t,z): (t,x) € J x H} une famille d’ensembles non
wides, fermés et convezes de H, et soit un réeln > 0. Supposons qu’il existe une constante
réelle L > 0 et une application continue a : J — R tel que pour tous xi,x2,y € H et
t,s € J,

|ds(te0)(Y) — ds(s,e0) (Y)] < a(t) — a(s)] + Lz — 22]|. (1.1)
Alors les affirmations suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout (t,x,y) € gph(S), nous avons ndds..(y) C nB.

(i1) Pour toute suite (t,), C J convergeant verst, toute suite (x,), convergeant vers x,
et toute suite (yn), convergeant vers y € S(t,z) avecy, € S(t,,x,) et tout £ €

H, nous avons

lim sup 6* (&, n0ds t,,2n) (Yn)) < 6*(&,70dsw2)(y))-

n—-+00

1.6 NOTION D’OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

Voir les références [18], [20] et [29].

Soit A : H = H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,
avec D(A),R(A) et gph(A) sont le domaine, I'image et le graphe de A, respectivement.

Définition 1.6.1
Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous (a1, b1), (as,bs) € gph(A), on a

<b1 - 62,0,1 — a2> 2 0.

Définition 1.6.2
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les

opérateurs monotones par rapport a linclusion des graphes.

Proposition 1.6.3
Un opérateur monotone A de H est dit mazimal si et seulement si pour tout (a,b) € HxH,

<b — by, a — a0> >0 pour tout (ag,by) € gph(A), alors (a,b) € gph(A).

Remarque 1.6.4
Le cone normal associé a un ensemble convexe fermé non vide S, est un opérateur maximal

monotone.
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Définition 1.6.5 [/, 21, 65/
Soit un opérateur A : [1,T) x H = H. Si pour tout L > 0 donné, il existe une application
réelle oy, € L'(J,R) telle que si

a; € Az (b)) pour tout a; € H, x;,b; € LBy, i=1,2,

alors
(a1 — az, bi — ba) > —ar(t)[|br — o[ ([lo1 — 22])- (1.2)

On dit alors que A est pseudo-hypomonotone dans ce sens.

L’exemple suivant fournit la pseudo-hypomonotonie d’'un opérateur Az (voir [65] ).

Exemple 1.6.6 Considérons H = R".

Soient D une matrice semi définie positive (il existe une constante ¢y telle que pour tout
r € R(D+ DY), on a (Dz,z) > ci||z|*), g : [1,T] x R" — R(D + D") une application
lipschitzienne de rapport M, par rapport a la deuzieme variable définie sur les sous en-
sembles bornés. Pour chaque t € [1,T] fixé, soit Cy : R" = R"™ un opérateur mazximal

monotone. On pose
Gy () = Ci(- + g(t, x)).

On définit sur R"™ l'opérateur

A(t@) = (G(;}x) + D)_l.

Lopérateur Az est pseudo-hypomonotone. En effet, soit L > 0. Pour toust € [1,T)],xz; €
LBy, y; € Apen (), i1 =1,2 on a,

Yi € A (1) = (GL,) + D)7 (@),

t,x;

ceci est équivalent a,
Yi € Guoy (i — Dy;) = C(xi — Dy; + g(t, 23)).

De la monotonie de Cy et puisque g est une application lipschitzienne de rapport M, et D

est une matrice semi définie positive, on a (en utilisant linégalité a®>+b* > 2ab, a, b € R)

(y1 — Y2, 21 — T2) = (Y1 — Y2, 71 — 22 — Dy1 + g(t, 1) + Dya — g(t, 72))
+ (y1 — y2, Dyr — g(t, 1) — Dya + g(t, 72))
= (D(y1 — ¥2), y1 — y2) — (Y1 — Y2, 9(t, 21) — g(t, 22))
> cilly™ =y 1P = Mllyr™ — 3" ([l — 22|

2

—4—;\’951 - 952H2,

ot R(g) C R(D + D) et y"™ désigne la projection de y sur R(D + D"). D’ou le résultat.

v
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1.7 QUELQUES RESULTATS DE BASE SUR L'INTEGRALE
ET LA DERIVEE FRACTIONNAIRES D’HADAMARD

Au fil des derniéres années, les travaux de recherche et les avancées dans le domaine du
calcul fractionnaire ont conduit & I’émergence de diverses définitions de dérivées fraction-
naires. Dans la suite, nous exposons les concepts de l'intégrale et dérivée fractionnaire de
Hadamard, lesquels seront appliquées dans le cadre de notre étude. Pour des propriétés

supplémentaires, veuillez consulter les références [54] a [62].

Définition 1.7.1 (Fonction Gamma d’Euler)
Soit a > 0. La fonction Gamma d’Euler est définie par

+o0
[Na) = /0 t* Lexp(—t)dt.

Exemple 1.7.2

Proposition 1.7.3
Soit a > 0, nous avons

MNa+1) =al(a), (1.3)
En particulier, si « =n € N*, on a

['(n+1) =nl

Proposition 1.7.4 [77]
Soit a > 0, la fonction T'(-) est analytique partout dans le plan réel sauf pour o =
0,—1,=2,..., ou elle a des poles simples et est représentée par la formule

(="

= -k, k=0,1,2,... 14
(a) k'(Oé—Fk)’ a — ) ) Ly & ( )

Remarque 1.7.5
De la Proposition 1.7.4, on a
I'(0) = oc.

Définition 1.7.6 (Fonction Béta )
Soient o, B > 0, on définit la fonction Béta par

B(a, B) = /01 t7 (1 —t)P L.
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Remarque 1.7.7

La fonction Beta est symétrique, c’est-a-dire

La proposition suivante donne une relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta.

Proposition 1.7.8

Soient o, B > 0, nous avons
[(o)T'(B)
L(a+p5)’

Nous présentons maintenant la définition de l'intégrale et dérivée fractionnaires de Hada-

B, f) =

mard et certaines propriétés.

Définition 1.7.9
Lintégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0 d’une application intégrable au sens
de Bochner h: |a,+00) = H,(0 < a <b < +00) qu’on note I*h, est définie par

I°h(t) = ﬁ / t (m é) " @ds,

a condition que lintégrale existe.

Définition 1.7.10
La dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0 d’une application intégrable au sens
de Bochner h : [a,+00) — H, (0 < a < b < +00) notée D*h est définie par

Dh(t) = F(n;—a) (t%)n / t (m E)H_l @ds — (5" I"h) (1),

oun = [a]+ 1, [a] est la partie entiére de c.

Nous aurons besoin des lemmes suivants (voir [62]).

Lemme 1.7.11
Soient t,x € [a,b] (0 <a<b<o0). Si0<a<f. Alors

(Ia (IH 2) H) (z) = % (n 2)5“‘—1
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Preuve.
Pour 0 < a < 3, par la Définition 1.7.9, on a

(]a <1n 2>ﬁ1> () = ﬁ /j (ln %)a_l <1n £>ﬂl %dt.

13
a

de la Définition 1.7.6 et la Proposition 1.7.8, on obtient

On pose s = ]

x?

(Ia (lng)ﬁ‘j =g [ (D) =5 (2)) 7 () (w2 s

_ ﬁ/o (m g)al (1—s)*! (1n g)ﬁsﬁ_lds

e GIE
o) T(E+a)

d’out le résultat.
Par la définition de La dérivée fractionnaire de Hadamard (Définition 1.7.10), la relation

précédente et en utilisant la propriété I'(a 4+ 1) = al'(«), on a

<Da (hl 2)B_l> (z) = (5”1” (m 2)6_1> ()
s (i) ((0)7)
et () (62 )
= v a=a () (
e () ()

T T(n ﬁ@x —1) (%%)n_l ( (1 S)M_H )
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donc

(Da (hlé)ﬁl) e (o)
g () (oo )
RCE n(f Z i;)ii(; i);(fja; 2) (”C%) ( (hl §>ﬂ+n_a_3>
“rra ) (007

Par récurrence, on obtient

(Da (111 2) B_l) (x) = % (ln g)ﬁ_a_l.

Remarque 1.7.12
En particulier, si B =1 et a > 0, on aura la dérivée fractionnaire de Hadamard d’une

constante qui est en général, différente de zéro i.e.,

1 T

(D) (@) = 57— (1n 5)_6“ .

Proposition 1.7.13
Soient a« >0, 1 <p<oo, 0<a<b<ooethell((a,b),H). Alors,

1R, < Ky (R,

1 h"l(g) 1 t
K, = / t* " exp <—> dt.
IT()] Jo p

Pour a0 > 0, et par la Définition 1.7.9, on a

ey b|fah<t>|pdt);
()22
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t
On pose 7 = — et en utilisant 'inégalité intégrale de Minkowski (voir le Théoréme 5), on

obtient
||, = /b ! /:’ o h( L) Lar| a :
P . [ T(a) /4 nT T)T 7
1 borh N1\ D\ 7
< — /(hw)‘“—lh —||=dr ) dt
T(a) \ J, 1 T)\T
1 b/ [ AV
< — InT)* |kl = |- d dt
<t ([ (7)) )
b 1
1 o 1 b p -
g—/ (In7)* ' = / W) ar dr,
F(O[) 1 T at T
en posant x = —, on trouve
I1¢h|| <L/ (lmT)O‘_ll /‘h(m)|p7'dx 7d7'
P F(Cl/) 1 T a
17l /3 1
< Int TP —dT,
[(a) J4 (ln7)
donc
IR, < Kil|Allp,
avec

b
1 a 1
K, = —/ (In7)*"! v —dr.
1

T

Pour t =In7, on a

Proposition 1.7.14
Soienta >0, n=[a]+1,0<a<b<ocoethcL'((a,b),H). Légalité (D*h)(t) =0 est

vérifiée si et seulement si

¢ a—1 ¢ a—2 ¢ a—n
h(t) =¢ | In— +co(In— + ot (In— :
a a a

ot ¢; € R (i =1,n) sont des constantes arbitraires.

Lemme 1.7.15
Soient h € Csn([a,b],R), t € [a,b] et a, f € (0,+00). Alors
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(i) I°I°h(t) = I°TPh(t);
(i) DI (h(t)) = h(1);
(iii) D17 (h(t)) = I°~*h(t), pour B > «;

a—1 a—2 a—m
(iv) I*Dh(t) = h(t) + 1 (ln E) + ¢ (ln E) +- 4oy <ln E) )
a a a

ou ¢; e R, 1=1,m (m est le plus petit entier supérieur ou égal a a).

Preuve.
Soient h € Csn([a,b],R), t € [a,b] et 0, B € (0, +00).
(7) De la Définition 1.7.9, on a

I°T°h(t) :ﬁ /: (mé)a_l Iﬁz(s)ds
g () o [0 50
:ﬁﬁ/ (h(T)%/T (mé) (mT)B lds)dr

+, par la Définition 1.7.6 et la Proposition 1.7.8, on obtient

I°I°h(t) F<1a / /g1a+ﬁ11 ) p (1 T> (1 T)dd
:Wm/a h(T)= (m T) /0(1—x)a1x51dxd7
:ﬁﬁ/jhm (1n3)a+ﬁ_l%<5,a)d7

1 1 t
me/a ()

n
On pose z =
ln

e B e B

dr

)
+I—‘
=
m\&
/:\
B
S|+
N~
Q
JF
®
L
=
2
il
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(71) De la propriété (i), la définition de U'intégrale et la dérivée fractionnaire de Hadamard

et en utilisant 'intégration par parties, on obtient

DI (h(t)) = (""" (I°h)) (1)
= (") (1)

=) (1)
oICRVACHIE )

et () () e [ () o).
Par la formule intégrale de Leibnit’z (voir le Théoréme 3), on a
=g () (] (n2) o [ (02 v
s () ((nd) e [ (n) oo
e () ((2) e [ (1) o)

G ((mg)’“ o+ [ QHE)”*M%)
() () [ (o) v
o _1 %) (t%)n_z ((ln é)n_Q h(a) + /at <ln é) " h/(s)d3>
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(17i) Pour 8 > «, de la propriété (i), la définition de 'intégrale et la dérivée fractionnaire

de Hadamard et en utilisant 'intégration par parties, on a

D7 (h(t)) = (6" (I”h)) (¢)

(t ) (I"5=2h) (1
() (s [ (o) 2]
:F(n+51— a1 (t%)n ((ln £>n+6a h(a) + /at (ln é)nwa h'(s)ds) .

Par la formule intégrale de Leibnit’z (voir le Théoréme 3), et en utilisant la propriété

['(a+1) = al'(«), et en procédant comme dans la preuve de la propriété (i7), on aura

Do 1P (h(t)) :m ( <1n 2) e+ / t (m 2) o h’(s)ds) )

D’autre part, on a

/at (ln §>Ba W(s)ds =— (ln E)Ba h(a) + (8 — a) /at (ln £>Bal @ds. (1.6)

Par conséquent, en remplagant (1.6) dans (1.5), on obtient

DI (h(1)) :ﬁ / t <ln é)ﬁ_a_l @ds. (1.7)

=I77h(t). (1.8)
(1v) Puisque, d’aprés la propriété (i),

DeI®h(t) = h(t),

il s’en suit que

DI (Dh(t)) = D°h(t).

Donc
D (I*D*h(t) — h(t)) = 0.

De la Proposition 1.7.14, on obtient

" a—1 ¢ a—2 ¢ a—n
I°D*h(t) = h(t) + 1 lna +co(In— +-- 4, (In— :
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CHAPITRE 2

PROBLEME D’ORDRE FRACTIONNAIRE
COUPLE A UN PROCESSUS DE MOREAU
DU SECOND ORDRE

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons un résultat affirmant 1’existence de solution absolu-
ment continue pour un systéme couplé, englobant un processus de la rafle du second ordre
et une équation différentielle d’ordre fractionnaire avec des conditions a bord non locales.
La démonstration s’appuie sur un résultat d’existence déja présenté dans la littérature, et

sur le théoréme du point fixe de Schauder. En termes plus mathématiques, on va étudier
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le probléme suivant
( Diz(t) =v(t) Vte [1,T),
2(1) =0, D'z(T) =Y ND"z(u),
=1

(1) € Neuapr-tauin) (0(0) + g(t, 2(8), v(t),5(t)) pp. t € [1.T),
o(t) € O(t,z(t), D" a(t),v(t)) Vt e [1,T),
v(1) =0, (1) = uo,

\

ou DY est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre g € (1,2], r € (0,1), p; € (1,7T),
NERG=1n n>2 g:[1,T] x Hx Hx H— H est une application Lebesgue-
mesurable sur [1,7T] et continue sur H x H x H et C: [1,T] x H x H x H = H est une
multi-application a valeurs non vides, convexes et fermées. Par une solution de (P,), nous
voulons dire I'existence d’une application z(-) € C(J, H) telle que D9 'z(-) € C(J, H) et
Dix(-) € C(J, H) et 'existence d’une application v € C(J, H) tel que v(-) € C(J,H) et
i(-) € L'(J, H) et (x,v) satisfait le probléme (P,).

Enfin, un exemple concret est fourni pour mettre en évidence les résultats théoriques.

2.2 RESULTAT PRINCIPAL

Nous commencons par fixer quelques notations et données. Dans le reste de ce chapitre,
D7 (resp. I7) sera la dérivée (resp. intégrale) fractionnaire de Hadamard d’ordre ¢ € (1, 2],
re(0,1),u; € (1,T), i €ER, i =1,n, n > 2, et nous supposons que
(In 7)1 £y N(Inpy) " (2.1)
i=1
Soit f € L'(J, H) et considérons le probléme aux limites pour une équation intégro-

différentielle impliquant la dérivée fractionnaire de Hadamard

Dix(t) = /tf(s)ds Vt e J; (2.2)
z(1) =0, D"z(T) = Z i D" (). (2.3)

Définition 2.3.1
Une application x : J — H est dite solution du probleme (2.2)-(2.3) si z(-) € C(J, H),
Dix(-) est absolument continue et x(-) satisfait le probléme (2.2)-(2.3).
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Proposition 2.3.2
Soient f(-) € LY(J, H), q € (1,2] et k < q. Alors pour toutt € J ety € H, on a

15y, /1 ' f(s)ds) — — H)% — /1 t (m ;)q (y, f(7)dr. (2.4)

Nous avons par la Définition 1.7.9,

1ty [0y = [ () o [ s Yas
:F(q;_@/j(( )q T / (y, F(r >d7>ds
:ﬁ /lt <<y,f(7')>/: (mé)q_n_l éds) dr

(- m)ll“(q — k) /It (ln ;)H (y, f(1))dr.

Preuve.

Lemme 2.3.3
Soit f(-) € L'(J, H) une application donnée. Si z(-) est solution du probleme (2.2) avec

les conditions aux limites (2.3), alors x(-) peut étre représentée de la maniére suivante

/Gts s)ds Vt e J,

ou
(Int)?™ ! - q-r T\""
t,s) = A (I 1(s)—[In=
G(t:9) = = S (Z ()" Xwas) (n> xms))
1 t\’
In = 2.5
+ T(qg+1) (ns) X[1,4(5) (2.5)
et .
pi=(InT)r "t~ Z Ai(In )7L
i=1
Preuve.

Posons pour tout t € J
t
= / f(s)ds
1
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En introduisant l'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre ¢ dans les deux cotés de

I'équation (2.2), on obtient
I'D%(t) = If(t) Vt e J.
Fixons y € H. D’aprés (iv) du Lemme 1.7.15 ( f € Csn(J,R)), on a pour tout ¢ € J,

(y, 2(8)) = Iy, [(1)) = e (In )" — ¢y (Int)"2. (2.6)

La condition aux limites (1) = 0 implique que ¢3 = 0. Pour calculer ¢, on va utiliser la

deuxiéme condition aux limites dans (2.3). Par la relation (2.6), on a

4 Do) = D{g,a(t)
D1y, f(t)) — e, D" ((lnt)qfl) )

En évoquant le Lemme 1.7.11 et (i) du Lemme 1.7.15 (f € Csn(J,R)), il en résulte que

D (y,a(t)) = I*"(y, (1)) — e GO

I'(q)
I'(g—r7)
Donc

D" (y,a(T)) = I (y, [(T)) — &1 (InT)*="1,

I'(q)
I'(qg—r)
et

Z/\Dry, (1)) Z)\P”yf(m)—cl Z)‘ (In )71,

On en déduit que

o = ‘2}—)<Zw (v, f(uz)>—f“<y,f(T)>>- (2.7)

avec .
pi=T)r "~ Z Ai(In )7L

i=1
Par conséquent, en remplagant la Proposition 2.3.2 (pour k=retk= O) et (2.7) dans
(2.6), on a

(g, () =D <h” _ (ZA/Z(In&) (y. f(s)) ds
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cela implique que pour tout t € J,

x(t)—p(qhitrq : (Z)\/ <1n H’>qrf(s)ds—/lT <ln§>qrf(s)ds>

e (o2

Ceci termine la preuve du Lemme 2.3.3. |

Enoncons ensuite quelques propriétés de la fonction de type Green donnée par la rela-

tion (2.5), qui sera utilisée dans la suite du chapitre.

Lemme 2.3.4

Soit G la fonction définie par la relation (2.5). Alors G(-,-) satisfait l’estimation suivante

( q?“ nT) " 1 nT)? =
G(t,s )|_W <Z|A|1nm +(InT) )+F(q+1)(1 T)! =: Mg.

(2.8)

Preuve.

Observons que, pour tout t € J fixé et pour a > 0, la fonction
t o
seJr—rg(s) = <ln —) est décroissante.
s
Ainsi, & partir de (2.5), pour tous ¢,s € J, on a

p( qhitr (Z Ai <ln )q—r X (8) = <1ﬂ g) o X[l,T]($)>

|G(t,s)’ =

Proposition 2.3.5
Soit f € L'(J,H) et uy: J — H la fonction définie par

wp(t) = /1 Glt. 5)f(s)ds Vi€ J (2.9)
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Alors,
(1) up(1) =0 et D'uy(T) = Z)\iDTuf(,ui), et pour tout t € J

=1

(DT lug)(t) = r) (Z)\ /u( ﬂ) f<8)d8_/1T (m g)q—r f(s)d5>
4 /1 t (m é) f(s)ds, (2.10)

unf /f ds VteJ. (2.11)

(i4) Nous avons uy € WP (J, H). De plus, D%y est absolument continue.

Preuve.
(i) Soit f € L'(J, H) et posons pour tout ¢ € .J,

uf(t):/I G(t,s)f(s)ds.

Par la définition de G(-,-), nous avons pour tout ¢t € J Vla la Proposition 2.3.2 pour

k =r1ret k=0 et en tenant en compte le fait que f / f(s ds

s (#) :p(;hit—gj:(q) (Zj: A /lm (ln%>qTf(s)ds—/l (m Z)q rf(s)ds)

g%g;l(; s [ i ' (m %)g / Sf(f)dnzs)
+$ 1t (1n é)q_lé/lsf(T)deS

(In t)qfl T(g—r)
pL'(q)

La relation (2.12) implique que u(1) = 0. Pour prouver la deuxiéme condition aux limites,

(Z NI i) — Jq—rﬂT)) + (). (2.12)

nous argumentons comme suit. Soit y € H arbitraire. Nous avons pour r € (0, 1),
{y, D'ug(t)) = D' <y, Uf( )

(Zuq "fu) — 17 Tf(T)D"(y, Int)*™ ") + DI <y ft )>

(2.13)
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Le Lemme 1.7.11 ainsi que (i#i) du Lemme 1.7.15 (f € Csn(J,R)) permettent d’obtenir

T - q—r q—r F F(Q) q—r—1
(y, D uy(t)) = (q (ZM Flu) =1 f(T))m@,(lnt) )

+1 yaf(t)>
:% (Z )\ZIq_Tf(lul) - ]q_rf‘/(T)> <y’ (ln t)Q*T71> 4 e <y’ f(t)> |

de sorte que

(y, D"uy(t)) = <y

(Zw ") — I (T >> +Iq"“f~(t>>-

Par conséquent,

Drugfe) = (inn—rﬂu»—ﬂ—ff@))+fq—ff<t>. 2.14)

Do,
Druy(T) = (InT)"" (ZA 177" ) IWf(T)) + 17T F(T) (2.15)
et
ZADWM ZA lnuzq”<2Uq ") — I F(T )*Z”q i
(2.16)

Rappelons que p := (InT)7"! — Z Ai(Ing2;)7"1. On aura, par les relations (2.15) et
i=1

(2.16),
ZH;A,»DTW(M) — D"ug(T Z)\ (Inpz)* " (Zuq ") — 19 Tf(T))
+ilxifq-’"f<m> - % (Z NI (i) = I‘Hf(T)) — I A(T)
_% (i A (Inge) ™"t = (In 7)™ 1) (Z/\ 197" f IHf(T))
n (Z AT () fq-rfm)
(Zuq "Fus) — 1977 (T > (ZA 197" IWf(T))

EIH
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nous concluons que .
> AiD"up(pi) = Duy(T).
i=1
D’autre part, en appliquant D7 aux deux cotés de la relation (2.12), on obtient
(y. D" ug(t)) = DT (y, us(t)

:F/()qr——qr) (Z )\i[qirfN(/Li) _ Iqrf<T)> D1 <y7 (ln Z5>q—1> + pet <y7 Iflf(t)>

(Zw ") = 1T )) D (g, (nt)") + D (y, F (1))

évoquant le Lemme 1.7.11 et (i4i) du Lemme 1.7.15 (f € Csn (J,R)), il Sen suit que pour
tout t € J

<y, inluf(t» = @ (Z Aifq#]?(ﬂi) - IqTJ?(T)> +1I' <y7 J?(t)> :

Tenant en compte la Proposition 2.3.2 pour k = 7, on en déduit que (par les mémes

simplifications ci-dessus),

Dty ) - @ (S - 15 ) 170

s (S sy s [ (w2) )
+ /1 t <1n é) £(s)ds.

De méme, en introduisant D? dans la relation (2.12), on obtient (sachant que I'(0) = o)

D%uy(t) —/1 f(s)ds Vte J

(i4) D’aprés la relation (2.9), uy € L'(J, H). Donc par Lemme 1.7.13, [%u; € L'(J, H)
et la Définition 1.7.10 montre que D%, € L'(J, H). De plus, par la définition de D?,
on a D9 tuy € C(J, H). D'ott, up € W'(J, H). D’aprés la relation (2.11), on a D%u; est

absolument continue. Ceci termine la preuve du Lemme 2.3.4. |

Remarque 2.3.6
T

Soit f € L'(J, H). Si pour tout t € J, us(t) = / G(t,s)f(s)ds, alors
1
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et
| D up(t)|| < M f|, VEe (2.18)

pour une constante réelle non négative M.
En effet, du Lemme 2.5.4, la relation (2.17) est évidente. En ce qui concerne (2.18), on
a de la relation (2.10),

1Dy ()] S

— (Zm/ in )" ) £(s) s

+/(13) Issitas) + [ (1) Ists)tas

Tf,(gw [ =) ([t ) as

[ (13>1 ([ 1snar) ds) e ([ 1snar ) as
s”fp”l (iw/l‘” ()™ %dw/f (m%)q_r_l éds) +Hf||1/1t§ds

[\,0\ (Z || (I )" (lnT)qr> + (InT)

La Proposition 2.3.5 entraine le corollaire suivant.

£l = Myl f]ls-

Corollaire 2.3.7
Soit f € L*(J, H), le probleme aux conditions aux limites (2.2)-(2.3) admet une unique
solution z(-) € WP (J, H) définie par

= /1T G(t,s)f(s)ds

D’aprés (i) de la Proposition 2.3.5, il existe au moins une solution du probléme (2.2)-(2.3)

Preuve.

donnée par .
3:(75):/1 G(t,s)f(s)ds. (2.19)

Pour montrer 'unicité, considérons deux solutions xi(-),z2(-) du probléme (2.2)-(2.3).

Alors, on a pour tout s € J
Diz(s) = D%xy(s),

d’ou (puisque par (i7) de la Proposition 2.3.5, D9z;(+),i = 1,2 est absolument continue)

d d
—D%q(s) = EDq./EQ(S).
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Donc

/1 G(t,s)%D%l(s)ds: /1 G, )CZD%;Q( )ds.

Montrons que
T d
/ G(t, ) <d—qui(s)) ds = wi(t) Vie Ji=1,2 (2.20)
1 s

Fixons y € H. Nous avons pour tout ¢t € J (en utilisant la Proposition 2.3.2 pour k = r

et/i:())

(o [ 6te.9) (£0) o) = [ Gtt.9) (07 o) ) s

- (o [ ()" 5 (ot o

T 2 ) [ () S
UL (iA [ ()L [ (0 ety ar) o

_ /1T (m%)q a 1%/1 (%Dq (y,xi(r)>d7> ds)

s [ (i)

B )

D )iy (4 i
Int)" D(g—r - —r g a—r Na a7

(2.21)
Or, d’apreés (iv) du Lemme 1.7.15 ( z;(-) € Csn(J,R), utilisant la relation (2.19)), on a
(y, (1)) = 19D (y, 2;(1)) — ¢; (Int)"" — ¢y (Int)? 2. (2.22)

En utilisant la condition aux limites z(1) = 0, on en déduit que ¢; = 0. Pour trouver ¢,

on proceéde comme dans la preuve du Lemme 2.3.3, ce qui nous permet de déduire que

(In t)q_l ['(g—r)
pl'(q)

(y,2i(t)) = 17D (y, () + <Z A" Dy, wi(pa)) — 177D (y, wi(T») ~
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En revenant a la relation (2.21), on obtient

(o [ Gt LD (s)is) = (e

ce qui implique que, pour tout t € J, i =1, 2,

[ cts (o) )as =

Donc
x1(t) = xo(t) pour tout t € J.

D’ou 'unicité de la solution. [ ]

La preuve de notre résultat principal est basée sur une variante du Théoréme 3.1 dans
[10], que nous énongons ci-dessous. Tout d’abord, supposons les hypothéses suivantes.

Soit D : [0,7] x H = H une multi-application a valeurs convexes non vides et g :
[0,T] x Hx H— H une application Lebesgue-mesurable sur [0, T] et continue sur H x H
satisfaisant :
(H{) pour tout sous ensemble borné A C H, I'ensemble D([0,7] x A) est boule compact.
(HP) 11 existe une fonction positive absolument continue et strictement croissante a :
[0,7] — R, et une constante réelle positive A, tel que pour tous ¢, s € [0,T] et x,y, u € H,

| dp(t2) (1) = dp(sy) (W] < la(t) — a(s)] + Allz —y].

(M) [19(¢, 2, u)l| < e+ |2l + Jul)) V(t,2,u) € [0,T] x H x H.
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Théoréme 2.3.8
Sous les hypotheses (HP), (HD) et (1Y), pour tout (ug,vo) € H x H avec ug € D(0,vy), il

existe une solution absolument continue (u,v) : [0,T] — H x H de l'inclusion différentielle

—u(t) € ND(tv en(u(t)) + gt v(t), ut)) p.p-t €0, T];
u(t) € D(t,v(t)) Vtel[0,T];
v(t) = vy /u )ds ¥t e [0,T7;
[ u(0) = ((E)

En d’autres termes, l'inclusion différentielle du second ordre

—5(t) € Nogruy(0() + G(t,0(t), () pp. t € [0,T);
(P5) § ©(t) € D(t,v(t)) Vte[0,T);
v(0) = vo; 0(0) = uyp,

admet au moins une solution absolument continue v(-) € W*'([0,T], H). De plus,
o) < (1 4+ N+ ac)(a(t) + 1)+ ac=: M(t) p.p.te0,T],

" = (Ml (14 26004 )T exp (0 o7 + 207 )

et
a=1+ vl + (1 +T).

Remarque 2.3.9

Nous soulignons ici que le Théoréeme 2.3.8 a était établi sous [’hypothése qui concerne la
propriété équi-uniforme sous lissicité de la famille {D(t,v) : (t,v) € [0,T] x H} (voir
[13] pour les définition et les détails). Cette classe d’ensembles contient strictement celle
des ensembles convexes (voir Proposition 5.4 dans [81]) :

Soit (S;)ier une famille d’ensembles de H. Si tous les ensembles S; sont convexes, alors

(Si)ier est une famille d’ensembles équi-uniformement sous lisse.

Nous avons également besoin du lemme suivant qui donne une propriété topologique
de T'ensemble de solutions du probléme (2.2)-(2.3). La preuve est inspirée de celle du
Théoréme 3 dans [34].
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Lemme 2.3.10

Soit F : J = H une multi-application mesurable a valeurs non vides, convexes et com-
pactes. Supposons qu’il existe une fonction positive v(-) € L'(J,R) telle que F(t) C
v(t)By pour tout t € J. Soit S} l'ensemble de toutes les sélections intégrables de F.

Alors, Uensemble des solutions appartenant a W' (J, H) du probléme

Diu(t) = /jf(s)ds vte J, f €Sy

u(l) =0, D"u(T) = Z AiD"u( ;)

est compact dans C(J, H).

Preuve. Rappelons (voir le Théoréme (1.4.19)) que Sy est o (L' (J, H), L>(J, H))-compact
T

et par le Théoréme 1.4.20 la multi-application ¢ — G(t, s)F(s)ds est a valeurs convexes
1
compactes dans H. Considérons ’ensemble

X =: {uf cJ = H, up(t) = /TG(ts)f(s)ds Vie J, fe S};},

et montrons qu’il est équi-continu. En effet, soient t;,t, € J tel que t; < t5. Nous avons

pour tout f € Sp,

up(ta)—uy(ts)

:/1T <G(t2, §) = Gt s))f(s)ds

:% (2: A /1’ (m %)qirf(s)ds . /1T (m %)qrf(s)ds)

_% (ZA /fz <ln%)q_rf(s)ds—/l (mg) f(s)ds)
(

—)qﬂs)ds
A

S
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d’out (en utilisant la Proposition 2.3.2 pour k = r et kK = 0)

R

) o)

M/l((mg) )t [ (02
b o) (S ([ )
(o))

/‘\

—

g ((02) (02 )2 (o)
+%q) /: (m%)q_ %(/lsf(T)dT) ds.

Alors,

[ (t2) =us (8]

s (Zm [ @B (i) as
L))

(%)= (25 ([ o) o)
i, (n2) 5 ([ vsener) o

+
['(q
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Donc,

[y (t2)—uy(ts)|l

< [(mtz) |p|F<(1)nt1 }(IMI ZW/ ln - Héds
(o)) BB [<mf>“—<m%>“1 )
Aol [ (1)

||v||1 [ZM )" + (T

[odl} q q
+F(q——|—1)<(lnt2) — (Inty) >

Par conséquent,

_|p| ((hltg) R (lntl) B )

llug(ta) —up(th)]] <R ((111152)(1_1 — (lntl)q_l) + %((lnb)q - (lntl)q>, (2.23)

ou

R = |p| ||'7||1 [Z |)\ | 1n,uZ q r (lnT)q—r

Quand t; — t5 le membre de droit de 'inégalité (2.23) tend vers zéro, ce qui montre que
X est équi-continu.

D’autre part, observons que pour tout t € J, I'ensemble X (t) = {uf(t) Dup € X}
T
est inclus dans I’ensemble compact convexe G(t,s)F(s)ds. Donc, il est relativement

compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela 1.31.9, nous concluons que X est relativement
compact dans C(J, H).

Il reste & montrer que & est fermé. La preuve de cette fermeture est similaire & celle de
la preuve du Théoréme 3 dans [34]. Néanmoins, nous la donnons ici pour la commodité
de lecture.

Soit (uy,), une suite de X, qui converge uniformément vers une certaine application

Us(-) € C(J, H) ie.,

T
up (t) = / G(t, 5) o(£)ds Vt € T, (fu) C Sk

et
lim ||ug, — us|l, = 0. (2.24)

n—oo
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Comme S} est o(L'(J, H),L*(J, H)-compact, nous pouvons supposer que (f,),
o(L'(J, H),L*°(J, H))-converge vers fo, € Sp, c’est-a-dire pour tout y € L>(J, H)

ou d’une maniére équivalente

i [ ((s)a(s))ds = [ (7). 0(s))is

n—oo

En particulier, pour w(-) = G(t,)xp,r€;, pour tout t € J fixé, ou (e;); est une base de
H (car H est séparable), on obtient

<nlggo/ fuls tsdse]> </ Fools tsdse]>

T

im [ G(t,s)fa(s)ds = /1 G(t, 5) fou (5)ds. (2.25)

n—o0 1

Alors pour tout t € J,

donc

n—oo

T

lim wy, (t) = / G(t, 5) fo(5)ds
1

Nous concluons de (2.24) et (2.25), que

Uno(t) = /1T G(t,s)fo(s)ds Vte J

ie., us = uyp, € X. Ainsi X' est compact dans C(J, H). [ |

Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer et de prouver notre théoréme principal.
Pour cela, supposons les hypothéses suivantes :
Soit C': J x H x Hx H = H une multi-application & valeurs non vides, fermées et
convexes tel que
(HS) pour tout sous ensemble borné K C H x H x H, I'ensemble C(J x K) est boule-
compact et supposons qu’il existe une multi-application intégrablement bornée F :

J = H a valeurs non vides, convexes et compactes tel que
C(t,x,y,z) C F(t) Vte J Vr,y,z€ H.

(HS) 1l existe une fonction absolument continue positive et strictement croissante a : J —

R et une constante réelle positive A tel que pour tous t,s € Jet z,y, 2, 2,y,2,u € H,

ety (1) = doage (W] < la(t) — as)| + Al — 2l + ly — 7l + | = 2]]).-

Soit g : J x H x H x H — H une application Lebesgue-mesurable sur J et continue
sur H x H x H, satisfaisant
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(H1) Nlg(t 2y, 2| < c(U+ [zl + Nyl +ll=l) V(¢ 2,y,2) € Jx Hx HxH.
(H3) Pour tous t € J, x;,y;,2; € H, i = 1,2, et pour une certaine fonction positive
k(-) € LY(J,R) on a
lgt, 1,91, 2) = gt 3, o, 22)| < k(@) (llan = 2all + s = wall + 121 = 2211,
(HY) Le cone normal de C(t, z,y, u) est pseudo-hypomonotone dans le sens suivant (voir
[4, 21, 65]) : pour tout L > 0 donné, il existe une application réelle ay € L'(J,R)
telle que si
ai € No(twy:,=)(bi) pour a; € H, z;,y;, 2, b; € LBy, i=1,2,
alors

(a1 — a2, b1 = by) > —ar(B)llby — bal (21 — 22l + Iy — w2l + [|21 — 22[l).  (2:26)

Théoréme 2.3.11
Supposons que (HS), (HS), (HY), (HS) et (HY) soient vérifices. Alors, pour tout ug €
C(1,0,0,0), il existe une solution absolument continue (z,u,v) : J — H x H x H du

probléme

([ Dx(t) =v(t) Yt J;

2(1) =0, D'x(T) = Z AiD"w(p;);

o(t) = /lt (s)ds Vte J;

—U(t) € Neqa(),pe-1e).0w) (u(t) + g(t, z(t),v(t),u(t)) p.p.teJ;
u(t) € C(t,z(t), DT x(t),v(t)) Vt e J;
u(l) = up, v(1) =0.

En d’autres termes, il existe une solution absolument continue (x,v) : J — H x H du

\

probleme

(qu(t) =uo(t) VteJ;

#(1) =0, D'z(T) =Y \Dx();

—’U(t) c NC(t,:v(t),Dq’lw(t),v(t))(Q.J<t)) + g(t, l’(t), U(t), U(t)) p.-D. te J;

o(t) € C(t,x(t), DT x(t),v(t)) Vte J;
v(1) =0, (1) = u,

\

ot q, r, \; et p; sont données dans la relation (2.1). De plus,
|o(t)]| < M(t) VteJ,

pour une fonction positive M(-) € L'(J,R).
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Preuve.

Etape 1. Existence de solution pour un processus de Moreau du second ordre.
Par (H{), F est intégrablement bornée. Donc il existe une application positive (-) €
L'(J,R) telle que F(t) C v(t)Bg, pour tout t € J (voir Définition 1.4.13). Considérons

I’ensemble
T
X =: {uf cJ = H, u(t) :/ G(t,s)f(s)ds Vte J, fe S}p}
1

Nous avons montré que X est convexe et compact (voir le Lemme 2.3.10). Soit h € X.
Alors il existe f € Si. tel que

h(t) = /1 ' G(t,s)f(s)ds Vte J. (2.27)

Par (i) de la Proposition 2.3.5 on a, par la relation (2.10), que D7 'h(-) existe et est bien
définie. Soit D : J x H = H la multi-application définie par

D(t,z) = C(t,h(t), DT h(t),z) Y(t,z) € J x H.

On doit montrer que D satisfait les hypothéses du Théoréme 2.3.8. Il est clair que la
multi-application D est a valeurs non vides, fermées et convexes. Maintenant, vérifions

que (HP) est vraie. Soit A un sous ensemble borné de H. Nous avons
D(J x A) = C(J x h(J) x DI *h(J) x A).

L’ensemble (h(.J) x D 'h(J) x A) est borné dans H x H x H. En effet, puisque h € X,
par les relations (2.17) et (2.27), on a pour tout ¢ € J,

ol < Mell 7, < Melll, = b 229
De méme, en utilisant la relation (2.18), on a
D h(t)|| < Mi||A||, = Mz Ve J. (2.29)

Cela donne que D(J x A) est boule compact puisque C satisfait (H). De plus, pour tous
t,s € J, et x,y,u € H, (HS) permet d’avoir

|dpt,e) (1) = dp(sy) (W) =|dewnw),pa-1h),0) (1) = des,nis),Da-1h(s)) (W)
<la(t) — a(s)| + A(||a(t) — h(s)|
+(| DI h(t) = DT A(s)|| + [l — yl|)-
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D’autre part, de (i) du Proposition 2.3.5, nous avons pour tous ¢,s € J (s < t)

|D*2h(t) — DT'h(s))| :H/t (m f) f(T)dT—/ls (1n ;) F(r)dr
H/ (ln ) dT—l—/j[(ln;) —(m;)} F(r)dr
g/ (1) 1@ lar + (e =) [ slar
< (1n )[/ ol + [ ol

:(lnt—lns)/l H7(7')||d7§ (lnt—lns)Hle. (2.30)

Revenons a la relation (2.23) on trouve, en évoquant (2.30), que

[dp (e, () = dp(syy ()] <la(t) —a(s)| + AR ()" — (ns)")

T(g+1)
=6(t) — B(s) + Allz — yl],

()= ns)?) + (mt = s o], + e - yH]

ou

B(t)::a(t)Jr)\(R(lnt)q r” 7l (Int)? + (m)\hnl) Vit e J,

et [ est absolument continue. Considérons maintenant 'application g : J x H x H - H
définie par
g(t,z,y) = g(t, h(t),z,y) Vt, v,y € Jx H x H,

et comme ci-dessus, montrons qu’elle satisfait les hypothéses du Théoréme 2.3.8. Grace
a la mesurabilité de g sur J et sa continuité sur H x H x H, on en déduit que g est
mesurable sur J et continue sur H x H. De plus, par (H{) et (2.28), on a pour tout ¢t € J
et x,ye H

5t 2, )l =llg(t, h(t), 2, 9)ll < c(1+ A + 2]l + llyl])

<c(1+ Mo+ x|l + |lyl]) < er(1+ =] + [lvll),

ou ¢ :=c(1+ My).

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 2.3.8, pour tout h € X', nous avons 'existence d’au
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moins une solution absolument continue (uy,vy) de inclusion

( vp(t) = /lt up(s)ds vt e J;

(Pn){ —tn(t) € N, @) (ua(t)) + gt va(t), un(t)) p.p.t € J;
Uh(t) S D(t,vh(t)) vVt e J;

[ un(1) = uo, vn(1) =0,

d’une maniére équivalente

(o) = /t W(s)ds Vit € J:

(Pr) —up(t) € Ne(t,n(t),Da—1h(p), vh(t))( (1)) + g(t, h(t), vn(t),un(t)) pp.t € J;
un(t) € C(t, h(t), D h(t), vp(t)) Vit € J;

| un(1) = uo, vn(1) =0,

avec
[an()[| < M(t) pp.ted, (2.31)

pour une fonction positive M(-) € L*(J,R), et par suite on aura pour tout ¢ € .J

t
[un ()] < [luoll +/1 [n(s)llds < Jluoll + [[M ]|y =: Ms, (2.32)

lon ()| < /1 lun(s)||ds < M3(T — 1) =: My. (2.33)

Etape 2. Unicité de la solution.

Sous les hypothéses (HJ) et (H2), on a l'unicité de la solution. En effet, supposons qu’il

y ait deux solutions (uy,vy) et (uj,v;) de Iinclusion (Py). Soit

g () = g(t, h(t), v}, (t), up () = g(t,vp(1), up(t)), i =1,2.
Nous avons par les relations (2.28), (2.29), (2.32), (2.33), (H3) et (HY), pour tout ¢t € .J
en posant L =: max (Mg, My, Ms, M4),

1d
Sl () — o)

=(ty (1) — 1z (1), up () — un(t))

= (U, (t) + gu(t) = 4 (t) = gi (1), up (t) — ui(8)) + (i (t) — gn(t), wy, (t) — wj (1))

<o (t)[Jup (t) — up (t)|[]vg(t) — vi(t )H +lgn(t) — ga(t )HHUh( ) = up(t)]]
<(ar(t) + k() lug (t) — un ()l va () — v ()] + k() llug (t) — i ($)]]?

<(EE D o - weone + (LD ko - o
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et (puisque U = uj et vh = uh) il en résulte que (apphquant I'inégalité 2ab < a® + b*
pour a,b € R)

37 | Iuh(0) = O + ko) = O]

=2 S lh(e) — I + (k1) — i (0), vh(6) — ()

< EDY 0 - ol + (LD o - ol

Hlup (1) = up (O loa () — vi (D]

<(“H D o) - ool + (OO ko - ol

S(@L@) LR 1) @mz(t) — O + () - v2<t>||2]-

Le Lemme de Gronwall (Lemme 4), nous donne (en tenant compte que v, (1) = v;(1) =0

et uy,(1) = ui(1) = uo) que
lvn () = vh()* + [lup(8) —uz(®* <0 VEe )

alors
() = up()]]* = 0 et [Juy(t) — va(®)[* =0 Wt € J.
On conclut que vy = vi et u; = uj, ce qui signifie I'unicité de la solution du probléme
(Pn)-
Etape 3. Définition de I’application a laquelle le théoréme du point fixe sera
appliqué.
Pour h € X, on définit 'application ®(-) par

B(h)(t) = /1 LGt syun(s)ds Vi€ J (2.34)

ou (up,vy) est I'unique solution absolument continue de (Py,). Il faut montrer, en appli-
quant le théoréme du point fixe de Schauder (Théoréme 2), 'existence de h € X' tel que
®(h) = h. Pour cela, nous devons prouver que ®(-) est définie de X dans lui-méme et est

continue. En effet, puisque pour tout ¢t € J,
up(t) € C(t,h(t), DT h(t),vn(t)) C F(t), (2.35)

nous avons que ¢(h) € X, c’est-a-dire ¢ : X — X'. Montrons par la suite la continuité de
®. Il suffit donc de vérifier que, si (hn(-))n C X converge uniformément vers h(-), (®(hn))
converge uniformément vers ®(h) dans X, i.e.,

sup ||®(h,)(t) — ®(h)(t)|]] = 0 quand n — oc;

teJ
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et que la suite de solutions absolument continue (vp, (+), up,(+))n associée & (h,(+))n,

c’est-a-dire qui vérifie le probléme

t
vp,, (t) :/ up, (s)ds Vt e J;
1
—Un, (t) € No(t (1), D31 hin (1) 0n,, (1)) (Un (1)) + g, Bn(t), 0n, (), un,, (1) pop-t € J;
up, (t) € C(t, hn(t), DT hy(t), vp, (t) Vt € J;
(1) = uo, vn, (1) =0,

\

(2.36)
converge uniformément vers la solution absolument continue (v (), un(-)) associée a h(-),
du probléme
r ¢
vp(t) :/ up(s)ds Vt e J;

1

—Up(t) € Neqhw),pi=1h),on ) (Un(t)) + gt h(t), va(t), un(t)) p.p.t € J; (2.37)
up(t) € C(t, h(t), D" 1h() n(t)) VteJ;
1

| un(1) = uo, va(

) =
Par les relations (2.36) (troisiéme relation), (2.28), (2.29), (2.32) et (2.33), nous avons
pour tout t € J

(Uhn (t))n C C(J X MQEH X MQEH X M4EH) N MgEH, (238)

qui est compact via I'hypothése (HS). On en déduit que, pour chaque t € J, (up, (t))n est
relativement compacte. D’autre part, pour ¢,s € J (s < t), on a par (2.31)

IMN%MwWS/MMMWS/MMM (2.39)

ce qui montre I’équi-continuité de (uy, (+)),. Par conséquent, d’aprés le Théoréme d’Ascoli-
Arzela, (up,(+)), est relativement compacte dans C(J, H), et on peut en extraire une
sous suite, notée aussi (up, (+))n, qui converge uniformément vers une application u(-) €
C(J, H). Ainsi

T fun, () = u-) e = 0. (2.40)

Montrons la convergence faible dans L*(J, H) de la suite (i, (+))n.
En utilisant la relation (2.31), (4, (+)), est intégrablement bornée, alors nous pouvons
extraire une sous suite, notée aussi (i, (+))n, qui converge o(L'(J, H),L>(J, H)) vers
une application w € L(J, H) i.e., pour tout y € L*°(.J, H),

lim (i, (1), y(-)) = (w(-),y(-))

n—oo

ie.,
T

i [ i, () y(s)ds = [ {w().p(s)ds

n—oo 1
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En particulier, pour () = xp,4(-)e;, pour tout ¢ € J fixé ot (e;); est une base de H.

(i f )= seo

t

t
lim uhn(s)ds:/ w(s)ds.
1

n—oQ 1

Alors, on obtient

qui assure que

Comme (up,, (+)), est une suite d’applications absolument continues, on a 1’égalité suivante
t

lim (up, (t) —up, (1)) = lim [ 4y, (s)ds = /1 w(s)ds,

n—oo n—oo 1

alors,
t
u(t) = ug ~|—/ w(s)ds,
1

d’ott w(-) = u(-) p.p. Donc (i, (+)), converge faiblement dans L'(J, H) vers (-).
Concernant la convergence uniforme de (vp, (+)),. Par la relation (2.32), on a (up, (.))x
est uniformément bornée par M3. En appliquant le Théoréme de la convergence dominée

de Lebesgue, on obtient de la premiére relation de (2.36), pour tout t € J,
t t
lim vy, (t) = im [ wup,(s)ds = / u(s)ds =: v(t), (2.41)

c’est-a-dire, (vp, (+)), converge uniformément vers une certaine application v € C(J, H) et

U =up.p.
Maintenant, nous prouvons la convergence uniforme de (Dq_lhn(-))n. Nous avons, pour
tout n € N, h,, € X. Cest-a-dire, il existe une suite (f,), C S} telle que

hn(t) = /lT G(t,s)fa(s)ds Vte J

Par la définition de la dérivée fractionnaire d’Hadamard (Définition 1.7.10), nous avons

D9 h,(t) = m (t%)k /j (ln é)’“‘th(s)d& k=lg—1+1

En évoquant la relation (2.28), on obtient pour tout t,s € J (s < t)

k—q k—q k—q
H <ln z) fns) < (lnz> thn(s)” < (ln E) 11\42,
s s s s s s

par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue et puisque (h,(-)), converge

uniformément vers A(-), on a

1 d\" [t/ " ha(s)
lim D h,(t) = im ———— [ t— In - —/d
Jim. ®) nz&r@_ﬁl)(dt)/l(ns) .

:m (t%)k/lt (111 é)k_q @ds — DY),
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Nous concluons que (Dq_lhn(-))n converge uniformément vers D7 'h(-).

Les limites des suites ci-dessus satisfont les inclusions :
u(t) € C(t,h(t), DI h(t),v(t)) VteJ (2.42)

et
—i(t) — g{t, h(1),v(t). u(t)) € Newn o may(ul®) pp.ted.  (243)
En effet, en utilisant la troisiéme relation de (2.36) et (HS), nous avons pour tout
telJ

de(e,n(t), D=1 h(e) () (W(E))
< lu(t) = un, ()] + deenw),pa-1h) 0wy (Un, ()
= [lu(t) = wn, O + [donw),pi-1hw),o) (Un, (£) = Ao na @), D1k (t),0n, ) (Un, ()]
< lu(t) = up, (@O + A[1hn(t) = RO + DI h(8) = DR + (o, () = v(B)]]]-

En passant a la limite quand n — 0o, on obtient de la convergence uniforme de (h,(+)),
vers h(-), (D" hy(-)) vers DY"'h(-) et (v, (-))n vers v(-), que

de(hee),pa-1h()v(e) (u(t)) <0,
et par la fermeture des valeurs de C, on en déduit (2.42). Maintenant, pour tout ¢ € J, on
pose g,(t) = g(t, hn(t),vn, (), up, (t)). Puisque (h,(-)), converge uniformément vers h(-),
des relations (2.40), (2.41) et la continuité de g(t,-, -, -), il en résulte que
lim g, (t) = lim g(t, hn (L), vn,, (), un, () = g(t; h(t), v(1), u(?)). (2.44)

n—oo n—oo

De plus, par (H{) et les relations (2.28), (2.32) et (2.33), nous avons

MWMS{HWMM+MMM+MMM)SM (2.45)

ou Ms := c(l + My + My + M;»,)7 en appliquant le théoréme de la convergence dominée de
Lebesgue, on obtient

lim {|ga(-) = g, (), v(), u())|], < lim Hgn(t) — g(t, h(t), v(t), u(t))||dt

n—o0 n—o0

_ / im |[ga() — g(t, h(t), (), u(t))||dt

n—o0

— 0. (2.46)

Nous concluons que (g,(-)), converge vers g(-, h(-),v(-),u(-)) dans L'(J, H), donc elle
converge faiblement dans L'(J, H) vers le méme limite. Par les relations (2.31) et (2.45),

on a pour tout t € J

[tn, (8) + gn(B)]] < M(E) + M5 =: M(1). (2.47)

65



Chapitre 2 : Probléme d’ordre fractionnaire couplé a un processus de
Moreau du second ordre

En utilisant cette derniére inégalité, la deuxiéme relation de (2.36) et (i) de la Proposition

1.5.14, nous obtenons pour presque tout ¢t € J,

—thn (t) — gn(t) ( )8dc t hn Dq 1hn( ) Vh (t)) (Uhn (t)) (248)

Or, (i, (), converge faiblement dans L'(.J, H) vers u(-) et (i, (-) + gn(-)), converge
faiblement dans L'(.J, H) vers i(-)+g(-, h(-),v(-), u(-)). Alors, le lemme de Mazur (Lemme

1.3.10) assure l'existence d’une suite (2,), telle que pour chaque n € N,

zn € co{tn, (-) + gp(-) - p>n}

et (2,)n, converge fortement vers u(-) + g(-,h(-),v(:),u(:)) dans L'(J, H). Par consé-
quent, nous pouvons en extraire une sous suite qui converge presque partout vers (-) +
g(-,h(-),v(:),u(:)), d’ou l'existence d’un sous ensemble Ny C J de mesure nulle tel que,
pour tout ¢ € (J\No),

a(t) +g(t, h(t),v e () {zx(0), k > n}

neN

C mco{uhk )+ g(t), k> n}

neN

ce qui implique que

a(t) + g(t, h(t), v(t), u(t)) € ﬂ@{uhk(t) (), k> n}

neN

D’aprés le Théoréme 1.2.6, pour presque tout ¢ € J, pour tout £ € H,

<5, n(t) + g, h(t), v(t), u(t))> < sup <5, i, (£) + gk(t)>, VneN

k>n

< inf sup <§ Up,, (t) + gk(t>>

neN k>n

donc

(& in(®) + (¢, Ale), v(t), u(t)) ) < limsup (& itn, (£) + gu (1) ).

n—oo

La relation (2.48) implique que

(& un(t) + g(t, h(t),v(t), u(t)))
< limsup 6" (&, =M ()dc (e, (0).09- 10 (000, 1) (U, (1))

n—oo

< 6% (¢, _M(t)adC(t,h(t),Dq—lh(t),v(t))(u<t))),

oil la deuxiéme inégalité découle de la propriété (ii) dans la Proposition 1.5.15, due a (HS),
la convergence de (h,(-)), (resp. (Dq_lhn(-))n) a h(-) (resp. D *h(-)), la troisiéme relation
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de (2.36), (2.40), (2.41) et (2.42). Puisque t — —M(t)adc(t7h(t)7pq—1h(t)ﬂ)(t))(U(t)) est une
multi-application scalairement mesurable & valeurs convexes et faiblement compactes et

H est séparable, nous obtenons pour presque tout ¢ € J via la Proposition 1.4.11,

a(t) + gt h(t), v(t),ult)) € —M(t £)0dc 1, n(t),Da-1 k(e w(e)) (U(t))
C  —=Ne@hw),pe-1h),v@) (u(t)).

Il vient que,

v(t) = /ltu(s)ds vt e J;

—Z'L(t) € NC(t,h(t),qulh(t),v(t))(u<t)) + g(t, h(t), U(t), u(t)) p.p.t € J;
u(l) = ug, v(l) =0.

Par 'unicité de la solution du probléme (P}), nous concluons que u = uy, et v = vy,

autrement dit (up,,, vy, ) converge uniformément ver (up,vy,). D’autre part, nous avons

[B(ha)(1) — D)D) = H /ITGu,s)uhn(s)— /fG(t,s)uh(s)ds

< /1 Mallun, (s) — un(s) | ds.

Comme (2.40) est vraie, d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on
obtient

Sup [ (/) () — 2(R)(D)]] < /1 Mellun, () = un(-)lle = 0 quand n — oo.

Donc,
®(hy,)(-) —— ®(h)(-) dans C(1, H).

n—oo

Etape 4. Existence de solutions pour le probléme (P,).
Toutes les conditions du théoréme du point fixe de Schauder sont satisfaites, par consé-
quent, il existe un point fixe de ®, disons h € X, avec h = ®(h). Alors,

h(t) = ®(h)(t) = /IT G(t,s)uz(s)ds Vt e J,

t

et de (2.34) et (2.11), on déduit que DA(t) = / uz(s)ds, VteJ.

1
En utilisant les notations ci-dessus et en rappelant la Remarque 2.3.7, nous avons montré
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Pexistence de h € WL(J, H) tel que (mettant h=ax, vy =V, uf = u)

([ Diz(t) =v(t) teJ;

2(1)=0, D'x(T) = Z&D%(Mi));

Ceci termine la preuve de notre Théoréme. |

Nous fournissons ci-aprés un exemple d’application de notre résultat principal.

Exemple 2.3.12
Soit H = R, et considérons application g : [1,T] x R* — R, définie par

el vl )
t,x,y,2) = — | sin|z| + + 2| ), VYt z,v,2) e JxR3.

Evidement, g satisfait (H]) et (H3). En effet, pourt € J, (x,y,2),(Z,7,2) € R®, on a

ot.2.9, ) =| S (sinfal + —2 121} < S (el + Iyl + 121)
2l =3 Tyl <3
6T
<< (L4l + lyl + 121),
et
o(t2,9.2) - a0, .5, <5 (Isinlel —sinfal] + | 2 = ] a1 )
y My d »MY I _2 1+’y‘ 1+‘g’

<k@)(|lz—z|+|y—g|+ |z — 2]),

t
e
ot la fonction k(-) est définie par k(t) = 5 pour tout t € J et est intégrable.

Nous considérons également la multi-application C : [1,T] x R* = R définie par
C(t7 ':E’ y? Z) = K(t) = [t’ T]7

c’est-a-dire que C dépend uniquement du temps. Il est clair que C satisfait (HS), (HS)
et (HY). En effet, pour tout t € J, K(t) est un sous ensemble compact conveze non vide
de R, et pour toust,s € J et u € R

gy (u) — dis)(u)| = |dpr(u) — digry(u)] < |t — s|.
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3 1
4 5) 3 23
M =2, Ay = =g et [y = o bour ug € K(1) = [1,T], on en déduit 'ezistence

En outre, N (+) est monotone, et alors pseudo-hypomonotone dans le sens de (HY). Par
r

conséquent, en appliquant le Théoreme 2.3.11 avec les données : T > e, q =

d’une solution absolument continue (x,v) du probléme

Dia(t) =v(t) Vte[l1,T);

z(1) =0, D3x(T) = zpéx(g) - %Déx( ):
0(t) € K(t) Vte J,

—i(t) € Ng@(0(t) + g(t, 2(t),v(t),9(t)) p.p.t € J;
v(1) =0, 5(1) = up.

\

Sachant que pour K(t) = [t,T],

{0} siz €]t T|
Ngwy(r) =< R_ sixz=t
R, six="T.
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CHAPITRE 3

INCLUSION DIFFERENTIELLE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE AVEC UNE
MULTI-APPLICATION PSEUDO-LIPSCHITZ

3.1 INTRODUCTION

Ce chapitre est partagé en deux parties : dans la premiére, nous présentons un ré-
sultat d’existence de solutions absolument continues d’une inclusion différentielle d’ordre
fractionnaire avec des conditions aux limites. En effet, nous sommes fondamentalement

intéressées par l'existence de solutions du probléme suivant
Dix(t) € F(t,z(t), D" x(t)) pp.te [1,T),

Pr .
(Pr) 2(1) =0, D%(T>=ZAI'D%(M)),
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ou D? est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre ¢ € (1,2], r € (0, — 1), u; €
(1,T7), s € Rji=1,n, n>2et F:[1,T] x Hx H= H est une multi-application a
valeurs non vides, fermées et satisfait une condition de pseudo-lipschitzité. La structure
de la preuve est similaire a celle du théoréme de Fillippovs [48]. Par une solution de (Pr),
nous voulons dire I'existence d’une application z(-) € C(.J, H) telle que D" *z(-) € C(J, H)
et Dix(-) € L'(J, H) et l'existence d’une application mesurable ¢ : J — H tel que

Dix(t) = £(t) vt e [1,T),
(1) =0, D"x(T) = Z N D (1)),
£(t) € F(t,x(t), D" 2(t)) p.p.te[l,T)]

Dans la deuxiéme partie, on applique le résultat obtenu a un probléme de contréle opti-

male, qui consiste & minimiser la fonction cotit

T
[ Lo, Do)
1
ot x,(+) est 'unique solution du probléme
Dix(t) = g(t, z(t), DU x(t),u(t)) p.p.t e J;

Py -
(o) z(1)=0, D'z(T) = Z&D%(Mz’)):

g est une fonction univoque et u est la fonction de controle qui appartient & un ensemble

approprié que nous définissons ultérieurement.

3.2 RESULTAT PRINCIPAL

Le résultat technique suivant est prouvé dans [22].

Lemme 3.2.1
Soit f(-) € L*(J, H). Alors la solution x(-) du probléme

Dix(t) = f(t) VteJ; (3.1)
(1) =0, D"x(T) = Z NiD"x(p;). (3.2)

est donnée par

x(t) = /1T G(t,s)f(s)ds Vte J,
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ol
(Int)!™" [ i\ a1 1 T\ "1
= (1n = - , —(In= -
69 =y (SM5) S = (m3) S
1 AN
In = Z .
+F(q) (ns) SX[I,t](S)7 (3 3)
et "
po=(T)"" " =3 " N(In ;)" (3.4)
=1
Preuve.

D’aprés (iv) du Lemme 1.7.15, on a pour tout t € J,

(y, (1) = 1" (y, f(1)) — 1 ()" — ¢ (In )", (3.5)

En appliquant la condition aux limites (1) = 0, on a ¢ = 0. On va utiliser la deuxiéme
condition aux limites de (3.2), par évocation du Lemme 1.7.11 et (4i7) du Lemme 1.7.15,

on obtient

_ _F<q _ T) - q—r q—r
c = pF—(q) (; ANy, f () — 1777 (y, f(T)>> ) (3.6)

avec

pi=(InT)r "t~ Z Ai(In )L

i=1

Par conséquent, en remplagant (3.6) et ¢, dans (3.5), on déduit que

0= B (S [ (o) [ () )

+$/ (mE) o)

Maintenant, énongons le lemme suivant, qui est I'un des outils clés utilisés dans la

preuve de notre théoréme d’existence.
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Lemme 3.2.2 [57]
Considérons le systeme d’inégalités récursives suivant

5n+1 - 5n S TIn+1, Tin+1 S fnnny én = k + ﬁéna 5n Z 0; n Z 0; (37)

ou k et 8 sont des paramétres positifs. Supposons que les valeurs initiales 61, n; et & soient

données satisfaisant l'inégalité

&< A= pBm (3.8)

1—A

pour un certain X €]0,1[. Soit finalement (6, M, &) la solution correspondante du systéme

;nns Y

récursif. Alors

Preuve.

Nous affirmons que sous les hypothéses supposées on a
&, < A, pour tout n € N.
En effet, par la relation (3.8), on a £ < \. Supposons que
& <A\ pouri=1,...,n.
Par la premiére et la troisiéme relation de (3.7), on a

§nt1 =k + Bonia
<k + B(0n + NMnt1)
=k + B0n + Biint1
=&+ BNt

alors,

€n+1 < fn + 577n+1
S gn—l + 67771 + 67771-&-1
S gn—2+ + Bnn—l + Bnn + Bnn—i-l-

Nous appliquons cette estimation par récurrence, en utilisant la deuxiéme relation de (3.7)
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et le fait que & < A, on obtient, puisque A €]0, 1],

§nt1 S &+ B2+ Bz + ...+ Bt
=&+ B+ 3+ A Dag)
<&+ BEM +Eamt -+ &)
<&+ BEM+Em+ ..+ Em)
<&+ B+ N+ )
=&+ B+ N+ .+ )

<&+ B

<A\

1—A

Par conséquent,

n S gn—lnn—l
S €n71€n72nn72
S 5n—1§n—2 s 51771

S )\n_lnh
d’ou . o
D Sm) A
n=1 n=1
Puisque A €]0, 1] i A" converge vers ! donc
) Y — 1 o A?

;nné o

Tout d’abord, fixons quelques notations et données.

D1 (resp. I?) est la dérivée (resp. intégrale) fractionnaire de Hadamard d’ordre g € (1, 2],
wi € (L,T), eR, i=1,n, n>2etr e (0,q—1), et supposons que p # 0
(p est donné dans la relation (3.4)). (3.9)

Dans ce qui suit, nous mettons en évidence quelques propriétés de la fonction de Green.
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Lemme 3.2.3
Soit G la fonction définie par la relation (3.3). Alors

(1) G(-,-) satisfait 'estimation suivante

IG(t,s)] < lnT|p| (Zm In ;)" 4 (lnT)q_T_1>+ﬁ(lnT)q_l —: Mg. (3.10)

(i) Si u € WP (J, H) satisfait les conditions aux limites (3.2), alors
T
u(t) :/ G(t,s)D%(s)ds vt e J. (3.11)
1
(i3i) Soit f € L'(J, H) et us: J — H la fonction définie par

/ G(t,s)f(s)ds ¥t e J (3.12)

Alors, up(l) =0 et D"up(T) = Z)\iD wr(p;), pour tout t € J

=1

(D7 Mg (t) = % (Z N7 (1) — Iq""f(T)> LI, (3.13)

et
Douy(t) = f(t), Ve (3.14)

Clairement, uy € W% (J, H).

Preuve.

t\"1
(7) En utilisant le fait que, pour tout ¢ fixé et pour a > 0, la fonction s € J <ln —) -
s) s

est décroissante (r < ¢ — 1), a partir de la relation (3.3), on obtient (3.10).

Pour le reste des propriétés, nous procédons en utilisant les mémes arguments que dans
la preuve du Lemme 2.3.4. Nous allons donc simplement donner un apercgu de la preuve.
(i1) Soit u € W' (J, H) satisfaisant (3.2). Fixons y € H. Nous avons pour tout t € .J

</Gtqu > /Gtquy,()>d
B (3o [ () st [ (wE) Lot

i ﬁ / t (m t) “D (g, u(s) ds

_ (Int)?*

Tg—7r) [
pF(q()q | (Zl ALTTD (s upui)) = 1D <y,U(T)>> + 1D (y, u(t)) .

(3.15)
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D’aprés (iv) du Lemme 1.7.15, on a pour tout t € J,

(y,u(t)) = 19D (y,u(t)) —c; (Int) " — ¢y (Int)? 2. (3.16)

En appliquant la condition aux limites u(1) = 0, on a ¢ = 0. L’utilisation de la deuxiéme
condition aux limites de (3.2), nous améne a calculer ¢;. Par évocation de la relation
(3.16), le Lemme 1.7.11 et (4i7) du Lemme 1.7.15, on obtient

—F(q—’f’) - q—r Mg q—r Nq
= T@(;AJ D (y, u(p;)) = I*"D (y,u(T))), (3.17)

ce qui nous permet de déduire que

(Int)?

(y,u(t)) = 1D (y,u(t))+ pF<Fq<)q —7) (Z Ad T DYy, u(p)) — 177D (y, U(T)>> :

Revenons a la relation (3.15), nous obtenons pour tout t € J,

u(t):/1 G(t, s)Du(s)ds.

(4ii) Soit f € L'(J, H) et soit pour tout t € J,

_ /1 " Gt 9) f(s)ds

Nous avons pour tout ¢ € J, selon la définition de G(-,-),

)= (S50 [ ()™ s [T () L)
+%q> /lt (mé)q 1§f(s)ds

(Int)'T

B q_r (ZW fu Iq""f(T))+qu(t)- (3.18)

Alors, de la relation (3.18) on trouve que us(1) = 0. Maintenant, nous prouvons la

deuxiéme condition aux limites. Soit y € H, arbitraire. Nous avons pour r € (0,q — 1),

(Y, D'uy(t)) = D" {y,uy(?))
_ T@—=7) (N~ jor r ) - .

P (;M flu) =1 f(T)>D (g, (t)"™) + DI (y, /(1))

(3.19)
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Du Lemme 1.7.11 et (i7i) du Lemme 1.7.15, on a

(y, D"uy(t)) = (ZA L7 f () — 197 Tf(T)> % {y, )" + 1977 (y, f(t))
%(Z)\Iq "f(us) = 1T (T ><y, (Int)"™" 1) + 1977 (y, f(1))

on en déduit que

Drug(t) = ()" (ZA 97 () — T f(T)) FITT (), (3.20)

n

Rappelons que p := (InT)4" 1 — Z Ai(ln ;)71 On a

=1
> AiD"us(pi) — Duy(T) =0,

et .

S AiDus(1s) = D'ug(T).

i=1
D’autre part, en appliquant D7 aux deux cotés de la relation (3.18), on obtient
(v, D"y () =D {y, us(t))

I'(g—r u r g—r q—1 q—1 q—17g
_ f)qr(q)) (;Aqu Flu) — 1 f(T))D (y,(Int)”™) + DI 1y, f(1)),

évoquant le Lemme 1.7.11 et (¢i7) du Lemme 1.7.15, on en déduit pour tout t € J,
— )
Dt (t) 1) (ZA 17 (1) Iq""f(T)> ().

De méme, en introduisant DY dans la relation (3.18), on obtient (en tenant compte du
fait que I'(0) = o0)
Dy(t) = f(t) Vte J

Par les derniéres relations, on voit que DY 'uy € C(J,H) et D%y € L'(J, H). Donc
up € WP (J, H). Ceci termine la preuve. [ |

Du Lemme 3.2.3, nous pouvons déduire la proposition cruciale suivante.
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Proposition 3.2.4
Soit f € L*(J, H). Alors le probleme avec conditions auz limites (3.1)-(3.2) admet une
unique solution € W% (J, H) définie par

T
x(t) :/ G(t,s)f(s)ds Vte J
1
Le Lemme suivant est une conséquence du théoréme I11-41 [38].

Lemme 3.2.5
Soient E un espace de Banach séparable, M : J = E une multi-application mesurable a

valeurs fermées non vides et ¢ : J — E,r : J — R, deux applications mesurables. Alors
1. t — L(t) = Bg(c(t),r(t)) est une multi-application mesurable.

2. De plus, si pour chaque t € J
M(t) N (ct) +r(t)Bg) # 0,
alors la multi-application t — M (t)N(c(t) +r(t)Bg) admet une sélection mesurable

Preuve.
(1) Soit (,(-)), une suite dense dans Br (B la boule unité fermée de E).
On pose

Un(t) = c(t) + r(t)x,.

Alors ¥,, est mesurable et

Bg(c(t),r(t) = c(t) +r(t)Bg = c(t) + r(t)x, = {U,(t), n € N}.

Par le Théoréme 1.4.21 (b), t — Bg(c(t), r(t)) est mesurable.
(#7) Pour tout t € J, on pose

o(t) = M) N (c(t) +r(t)Bg) .
Il est clair que ¢ est une multi-application a valeurs fermées non vides. De plus,
() = {(t) € Tx B+ et
= {(t,a:) eEJxXE: xzeM(t)et [[z—c(t)] < r(t)}
= {(t,x) eJxFE: x¢€ M(t)} N {(t,x) eEJXE: |lz—c) < r(t)}
:{(t,x)EJxE: xEM(t)}ﬂ{(t,x)EJxE: xEL(t)}

= gph(M) N gph(L(t))
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Donc, de (i) et d’aprés le Théoréeme 1.4.21, ¢ est mesurable et on déduit que t —
M(t) N (c(t) + r(t)Bg) admet une sélection mesurable. [ |

Dans ce qui suit, nous donnons un résultat trés important (voir le Théoréme 8.1.6 dans

[37]), concernant la semi-continuité inférieure faible-forte d’une fonction intégrande.

Lemme 3.2.6

Soit (€2, S, P) un espace de probabilité, E un espace de Banach réflexif séparable et X un
espace métrique. Soient L : Q x X x E — [0,400) une function mesurable semi-continue
inférieurement, (uy,), une suite de multi-applications mesurables de 2 dans X qui converge
en mesure vers Us et (vy), une suite dans L'(Q, E) qui converge o(L'(Q, E),L>(Q, E'))
vers vo € LY(Q, E). Supposons que (L(t,u,(t),v,(t)), est uniformément intégrable et
L(t, ux(t),") est conveze sur E. Alors

lim inf /Q Lt un (£), v (£))dP(t) > / Lt s (1), v (1)) AP(2). (3.21)

n—oo 0

Supposons maintenant les hypotheses suivantes.
Soit F': J x H x H = H une multi-application telle que
(HE) F(-,-,-) est a valeurs fermées non vides et est £(.J) ® B(H) ® B(H)-mesurable.
(HE) Pour tout t € J, F(t,-,-) est pseudo-Lipschitz, c’est-a-dire qu'ils existent 31, By > 0
et deux fonctions positives ki (-), ko(-) € L'(J,R) tel que pour tout v € F(t,z,y), t € J
et z,y,2',y € H on a,

dr(tary)(v) < (k1() + Bullvll) [le — 2| + (k2(t) + Ballvll) lly — o/l
(H3) L’application ¢ — dp0,0)(0) est Lebesgue-intégrable.

Proposition 3.2.7
Supposons que (HY), (H) et (HL) sont satisfaites. Alors, pour tout y(-) € W% (J, H),
Papplication t — dpyt),pa-1y()) (qu(t)) est intégrable.

Preuve.
Soit v € F(t,0,0), on a pour tout ¢t € J,

dp(1y ()00 1) (DY (1))
<dp(ty(t), 001y (V) + | DTy () — ||
< (kv (t) + Billoll) [ly(@) || + (k2(t) + Balloll) |1 DTy @) + ([ DIy (E)]| + ||v]|

< (ka4 51 _jnt ol ) Iotol+ (Rato) + 52 _jnt | 1ol ) 1D 50 + D] + o],

vEF(£,0,0 EF(¢,0,0)
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Donc,

dpty),pi-1y) (DM (E) < (k(t) + Bidro,0)(0)) ly(@)]| + (k2(t) + Bodp00)(0)) [ DTy (t)]]
+[ DTy ()| + dr,0,0)(0)-

En intégrant les deux cotés de la derniére inégalité, on obtient
T T
/ dF(t7y(t)7Dq—ly(t)) (qu(t))dt SHyHc/ (lﬁ(t) + ﬁldp(t’(]’o)((])) dt
1 1
T
D yle / (ka() + Badruon (0) dt
1

T
+ / (ID"(0)]| + dr o0 (0)) dt,
1

ceci montre I'intégrabilité au sens de Lebesgue de t —— dp (1), pa-14(1)) (qu(t)), grace a
'intégrabilité de t — dp(1,0,0)(0), ki(-); i = 1,2 et DIy(-). [ |

Nous pouvons maintenant énoncer et prouver notre résultat principal.

Théoréme 3.2.8

r
Supposons que (HY), (HE), (HL) sont satisfaites, que p # 0 et % < 1. Considé-
n
rons y(-) € W'(J, H), tel que
y(1) =0, D'y(T)=> ND"y(u). (3.22)
i=1

Fizons ~ €]0,400], on pose
¥={tuo) e Ix Hx HiJu= gl <3 Jo= DO <7}
et
T
n= Mqa(1+ a)/ dr,y(0),pr-1y() (D'y(1))dt, 61 = M| D],
1

k=Mc(1+a)lk+kaf1, B=0+a)Bi+pB), & =Fk+ B0,

ot v est un parametre non négatif. Supposons que pour un certain A €]0,1]

A
§ <A — /Bnm, (3.23)

et que
n<(1—=MN)n. (3.24)

Alors, il existe z(-) € WP(J, H), solution du probleme (Pr) tel que pour tout t € J

(t,z(t), D" x(t)) € X. (3.25)
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Preuve.

Par définition, nous avons pour tout ¢ € J,
F(t,y(t), D" 'y(1) 0 (Doy(t) + 1()Br ) 0,
ot [(t) := (14 a)dpy),pi-1y@) (D%(t)). En effet, on a pour tout ¢ € J,

d Sy (DY) = inf HDqt—H.
F(ty(t),Da ly(t))( y( )) ZGF(t’yéfquly(t)) y(t) — 2

Par la caractérisation de la borne inférierure, on a pour tout € > 0, 'existence de z. €

F(t,y(t), DT y(t)) tel que

Hqu(t) — Ze|| < dpy@.pi1y) (DMY(1)) + e

Soit a > 0, € = adp( 1), pi-1y) (Dy(t)), on obtient I'existence de z, € F(t,y(t), DI 'y(t))
tel que
< dpyw,001y0) (DY(0)) + adi gy, iy (DY (1))

=(1+ Oé)dF(t,y(t),Dq—ly(t)) (qu(t))
=1(1),

Hqu(t) — Zq

donc
Hqu(t) — Zq

<1(t),
c’est-a-dire
2o € F(t,y(t), D" 'y(t)) et z, € By(D%(1),1(t)),

d’une maniére équivalente
20 € F(t,y(0), D y(0)) 01 (Dy(t) + 1(6)Ba ).

D’ou le résultat.

On a, [(-) est Lebesgue-intégrable grace a la Proposition 3.2.7. Par conséquent, en vertu
du Lemme 3.2.5, il existe une sélection mesurable f; : J — H pour la multi-application
t F(ty(), D" y(0) 0 (Doy(t) + (B ie.,

fi(t) € F(t,y(t), D" y(t)) Vt e J, (3.26)
et
| fi(t) = Diy(t)|| < I(t) Yt e J (3.27)

I est clair que f; € L'(J, H) puisque Dy(-) € L'(J, H) et I(-) € L'(J,R,).
Soit pour tout t € J,

xl(t):/l G(t,s)fi(s)ds. (3.28)
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De (7ii) du Lemme 3.2.3, nous avons pour tout t € .J

(D) (t) = @ (Z NI fi(pa) — ]q_rfl(T)> + (). (3.29)

Dans la suite, nous allons prouver les inégalités suivantes,
lz1(t) = y(®)ll < M ||fs = Dyl et ||D*'ay(t)=D"y(t)|| < Me |l fy — Dyll, Vte .

En effet, par la relation (3.22), en utilisant (i7) du Lemme 3.2.3, nous avons pour tout
teJ,

T

las(t) —w®) = || [ Gt ) fi()ds — / G(t, 5) Dy (s)ds

[atn (-

T
< Mg / Ifi(s) — DUy(s)l|ds = Mg |fs — D%ll, . (3.30)

Par la relation (3.29) avec (3.22) et la Définition 1.7.9 nous avons, pour tout t € J,
—r n
) (Z A" fi(pa) — [qrfl(T)> + 1)
i=1
F o n
—(q . (Z AT Dy () - Iq-er)) - 1oy
P i=1

_ H F(qp‘ 7) (Z NI (fy — D)) — 1977 (fy — qum)

[t )~ Dy =

P - D)o

Hprq—r (ZA/“< &)W L(f - quy)(S)dS

(q—r)

() |
(S ) oy e

/1T <m§>q ULl >d8> +/Md .

(3.31)
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t\“1
En utilisant le fait que, pour tout ¢ fixé et pour a > 0, la fonction s € J — <1n —) -
s) s
- . I'(q)
est décroissante ( rappelons aussi que W <letr<gq-— 1), on a
n

Hmlmw—Dq@@H§ﬁ<§mewN*f[Wﬁ@—D%@Ms
+aﬂv**[nﬁ@—Dw@w§+Awﬁ@—Dw@wS

1 n
< [m (Z Al (In )"~ + (In T)q_r_l) +1
i=1

_ I'(¢) Mg
- (lnT)"!

T
SNMZHM$—WM%%=MNﬁ—WWL (3.32)

[HM@—WMMM

[HM@—NMMW

Donc,

sup ([|21(t) — y(®)||, || DT 21 (t) — DIy (B)||) < Ml fi — DUylly, Vte .

Maintenant, montrons que
gph(z1(-), D a (+)) = {(t,:cl(t),Dqlxl(t)) it e J} CX. (3.33)

Des relations (3.24), (3.27) et (3.30), nous obtenons pour tout ¢t € J,

\M@—WWSM%me—mwwwsmﬂﬁ@@
=n<(1—=A)y<»n,

et de (3.24), (3.27) et (3.32), on en déduit que pour tout t € J,

|D7 " () — DTy (1)|| < Mo / 1f1(s) = Dy(s)lds < Me / Ws)ds =n <7

De ces derniéres inégalités, nous concluons notre affirmation.

On pose

T
nfﬂh/Hﬁ®—DMﬂW=MNﬁ—WML
1

A A
. < \_Bn_
1_)\,etpulsqueé“l_)\ 67)1_/\

> A\—pBn

Puisque n; < n, il en résulte que A—
(voir (3.23)), on a

1—A

£ < A= PBm (3.34)

I—X
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Nous allons maintenant construire, par récurrence, des suites (xn())n CC(J H), (fu(-))n C

L'(J, H) qui vérifient les propriétés suivantes

zo(t) = y(t), fo(t) = DUy(t); (3.35)

et pour n > 1
= /T G(t,s)fn(s)ds Yt € J, (3.36)
fu(t) € F(t,2p_1(t), D" a,_1(t) Vt € J; (3.37)
|2 (t) = 2t (8)|| < M|l fu = faall, Yt € JT; (3.38)
HDq_lxn(t) - Dq_lmn—l(t)H < Mgl fo = faall, Ve J; (3.39)

et

gph(z,(-), DT (1)) = {(t,a:n(t), D', (t) it € J} C X. (3.40)

Remarquons d’abord que pour n = 1, x;(-) et fi(-) sont bien définies satisfaisant (3.36),
(3.37), (3.38), (3.39) et (3.40) ; voir les relations (3.26), (3.28), (3.30), (3.32) et (3.33). De
plus, nous avons de (3.27) et (3.35), que

1 £1(t) = fo(d)|| < U(t) VWt e J

Supposons que cette construction soit réalisée pour j = 1,...,n. On pose

nn:MGan_fnflnlu 5n:MGHfTLH1 et fn:k_'_ﬁ(sn

Pour chaque ¢ € J, nous avons par (H3') et les relations (3.37), (3.38) et (3.39),

Qim0 oy () <1 (0) £ Bl (O eat) — o 1<>||
+(kz(t)+ﬁszn(t)H)HDq L (£) — DT (8)]
<(ka() + Ao () ) M IIfn fn n
(halt) + Ball ) Mell o — sl
(Mo (ks (8) + kat)) + (ﬁl+52)MG||fn()||>||fn—fn_1||1-

(3.41)

Par cette derniére inégalité on a, pour tout t € J,

F(t,2a(t), D", (8)) O (fn(t) n r<t>EH) 40,
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our(t) = (1+a) <MG (k:l(t) + k:z(t)) + (51 + B2)M0an(t)\|) | fn = fa_1ll1- Donc, par le

Lemme 3.2.5, il existe une sélection mesurable f,, 1 : J — H de la multi-application

t s F(t,n(t), D7, (1)) N ( Fult) + 7‘(t)>EH)a

le.,

fri1(t) € F(t,2,(t), DT a, (1)) VE € J,

et pour tout t € J

i) — Fu(0)]| <0+ @) (Mc(kzl(t) ko) + (B + 52)MGan(t)||) T
(3.42)

Il est clair que fo41 € L'(J, H) (puisque ki(+), ka(-), fu(-), fu—1(:) € L'(J,H)). On
pourra alors intégrer (3.42) et obtenir

/1 fuer(8) — £ut)]]
<(1+a) (MG / (k1 (8) + ka(®)) dt + (1 + B2) M / an<t>||dt>||fn—fn_lul,

(3.43)
d’ou,
e = fll < () (Ml + ki + 51+ BNl I Fucal
Donc
||fn+1_an1 Sgn”fn_fnflnly (344)
alors
Mgl fa+1 = fullt < &Ml fa = fa-lls, (3.45)
qui est équivalent a,
Thn+1 S gnnn (346)
Observons par ailleurs que,
Ont1 = 0 = Ma (|| fasalls = 1 fallr) < Mgl fasr — fallt = N1 (3.47)

Par I’évocation du Lemme 3.2.2, relations (3.24), (3.34), (3.46), (3.47) et I'inégalité n; < n,

nous avons

< < : 4
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Pour tout ¢ € J, on pose

T
Tpi1(t) = / G(t,s) fnr1(s)ds.
1
Alors, a partir de cette derniére relation, on a (en utilisant (7i7) du Lemme 3.2.3)

[(qg—7)

(DT ) (1) = (Z AL foga(pi) — lq_rfn+1(T)) + I fuia ().

Donc,

/1T G(t,8) for1(s)ds — /1T G(t, ) fuls)ds

lmin(t) — alt)] = ‘

T
<My / | fasa(s) = fuls)]l ds
Mg | foss — fully = s, (3.49)

En utilisant les mémes arguments dans la preuve de la relation (3.32) nous avons,
| DY @i (8) — DT (1) | (3.50)

H (Z/\ L0 faer (i) — fq_rfn+1(T)> + I i (t)

-[F <Z NI e = £2) () = I (s ~ fn)(T)> + o = 50|
- (ZA/M (1nt)7 U =100,

_ / (lz) o 1(fn+1—8fn)(8)d8) . / Unir = 105

(3.51)
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Alors,

DT () = D (1) (3.52)
e TS I TANS AR
~ ol \ = 1

Ty / ra(s) — fn(8)||d8> " / Vousa(s) — Fuls) s (3.53)

1 n
< [m (Z [Adl (I )" + (In T>q""‘1> +1
=1

— F(q)M_G ! S) — S S
= G | ) = (o)l

- o (T)>q et = falls € Mol fuss = Fulls = s (354

/1 Vwsa(s) = Fuls) s

Montrons par la suite que gph (:Bn+1('), Dq_lxn+1(-)) C X.
Pour tout ¢ € J, la relation (3.49) méne a

1 (8) =y <[|2asr () = 2 (@)]] + [J2n() — y(@)]|
St + [Jza(t) = y(@)||

par itération, on obtient de la relation (3.48)
n+1 n
1
o)~y < Som < <, (3.56)
i=1

D’autre part, de la relation (3.54), on peut déduire de la méme maniére que

1D 1 (8) = DMy <[ DT (1) — D O + [P 2n(t) = DTy (0]

s+ || DT () = DTy (1)
n+1

<Zm_— <. (3.57)

Donc gph(@n41(+), D' 2p11(+)) C X. Nous concluons que les suites (f,,(-))n €t (25,(-))n
sont bien définies satisfaisant (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) et (3.40).
Nous prouvons ensuite la convergence des suites (f,,(-))n, (Zn(-))n €t (D9 2, ().

Par la relation (3.48), nous avons

Me > N fo = faaall <7,
n=1
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ce qui montre que (f,(+)), est une suite de Cauchy dans L'(J, H), donc elle converge vers

une certaine application f(-) € L'(J, H), c’est a dire,

dim [lfa = fli=0. (3.58)

En ce qui concerne la convergence uniforme de (xn(-))n(resp. (Dq_lxn(-))n>, par la

relation (3.49), (3.54), observons que

[2n41 () = 2a()lle < Mal fria = fully,

et
1D @041 () = DT (e < Mall fasr = fall1,
de sorte que (xn(-))n<resp. (Dq_lxn(-))n> est aussi une suite de Cauchy dans C(J, H),

donc elle converge uniformément vers une application z(-) (resp. w()> € C(J, H), autre-

ment dit,
lim ||z, — z|lc =0, (3.59)
n—r00
et
nh_}rrgo | D9 e, — w|e = 0. (3.60)

Maintenant, nous allons montrer que

o(t) = /1 G f(s)ds Vie

T
Q@[Hh@—ﬂﬂszﬂh—Mh (3.61)

Remarquons que

/lT G(t,s)fn(s)ds — /1T Gt 5)f(s)ds

xn(t)—/1 G(t,s)f(s)ds

ceci, selon (3.58), montre que pour tout t € .J

lim x,(t) :/1 G(t,s)f(s)ds. (3.62)

n—o0

Donc

x(t):/1 G(t,s)f(s)ds.
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De méme, en suivant les mémes étapes pour obtenir la relation (3.54), on obtient
F o n
|t - [F=2) (Z AL () - lq""f(T)> -rpol| e
i=1
I'(g—r = . .
=H% (Z NP folng) — I° fn(T)> ~ 1)
i=1

L (S - 15 + |
<Mg||fn— flli,

passant & la limite quand n — oo, en utilisant (3.58), nous obtenons pour tout ¢ € J

lim D9 'z, (t) = @ (i NI f () — 17" f(T)) —I'f(t)=D"'2(t) VteJ

n—oo
(3.64)
D’ou
w(t) = DI w(t) Vte
Montrons dans la suite que
ft) € F(t,x(t),D"  x(t)) pp.teJ (3.65)

Puisque (f,()), converge vers f(-) fortement dans L'(.J, H), par extraction d'une sous

suite (f,,);, on peut supposer que

[ fo;(8) = F(O)| = 0 pp.t e

Utilisons la relation (3.37) et (7—[5 ), on a pour presque tout ¢ € J,

dF(t,x(t),Dq—lx(t))(f(t)) ﬁdF(m(t),Dq—lx(t))(fnj (t)) + ang (t) - f(t)H
<(ka () + Bill fr; ) 2,1 (t) = 2(B)]]
(

<(k1
+(k2(t) + Ball fo, NN DT 2,1 () = DT (E)] + (1, (1) = FOI-

Par passage a la limite quand j — oo, de la convergence uniforme de (z,(-)) vers z(-)

et de (Dq_la:n(-))n vers D% 'x(-), on conclut que

dpee),pi-12w) (f(t) <0,
et par la fermeture des valeurs de F', on trouve

f(t) € F(t,z(t), D" z(t)) pp.te
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Par (3.62) et (4i7) du Lemme 3.2.3, on a

Dix(t) = f(t) € F(t,z(t), D" x(t)) pp.t € J,

avec x(1) =0, D"x(T) = Z)VD%(M)). On obtient ainsi que x(-) € W%'(J, H) est un
1=1

solution du probléme (Pg). Pour terminer, en passant a la limite dans (3.56) et (3.57),

les estimations souhaitées sur x(-) et DY 'x(-) sont obtenues, & savoir,

() =y <,

et
DI () — Dy ()] < .

Ceci termine la preuve de notre Théoréme. |

3.3 APPLICATION A UN PROBLEME D’OPTIMISATION

Dans cette section, nous donnons un probléme de minimisation. Pour cela, nous allons
prouver un résultat d’unicité. Soit f : [1,7T] x H x H — H satisfaisant les hypothéses

suivantes
(H]) fis £(J) ® B(H) ® B(H)-mesurable;
(H) il existe une fonction positive m(-) € L'(J,R) telle que

(20, 91) = F(E 22, 90)l| < m(t) ([ = 22l + llys = v2ll)

pour tous t € J, z;,y; € H (i =1,2), avec

- 1
Mgllml < > (3.66)

(H]) La fonction t — f(,0,0) est Lebesgue-intégrable.

Nous considérons le probléme avec conditions aux limites suivant :
Dix(t) = f(t,x(t), DI x(t)) pp.teEJ;

(Py) z(1) =0, D"z(T) = ZAZ'DT-T(/M)?

ou D est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre ¢ € (1,2], » € (0,¢ — 1), p; €
(1,T), s eR,i=T,n, n>2.
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Théoréme 3.3.1

r
Supposons que (H1), (H}) et (H}) sont satisfaites, que p # 0, et (4) < 1. Considé-

(InT)" "~

rons y(-) € WP (J, H), satisfaisant (3.22). Pour un certain v €]0,+o0] fivé, on pose
= {onw) €T HxHi o=yl < - Dy(oll <.
et
T
n= MG(HO‘)/ D%y ()= f(t,y(t), DT y()dt, 61 = Mg||DUylly,  ki(t) = ka(t) = m(t),
1

/81 :/8220) k:2MG||m”17
ot « est un parameétre positif. Pour un certains A €]0, 1] tel que k < X. Nous supposons

que n < (1 — X)y. Alors, le probleme (Py) admet une solution unique x(-) € W' (J, H).

Preuve.
En appliquant le Théoréme 3.2.8 pour les données ci-dessus et § = k, F' = {f}, il existe
z(-) € W*'(J, H), solution du probléme (Py) tel que (¢,z(t), D’ 'z(t)) € X pour tout
t € J. Reste a montrer I'unicité de la solution. Pour cela, nous suivons I'idée de la preuve
du Théoréme 5.1 dans [33]. Soient z, x5 € W?'(J, H) deux solutions du probléme (P;).
Posons T = 11 — a5 et ¢(-) = DZ(-). En vertu de (H1), nous avons pour tout ¢ € J,
(O = [IDz(@)]| = || D%1(t) — D, (2)
— (s, D () — £ (aat), DT a(t) |
< i) (lles(t) = 2] + D" a1 (1) — D (1)), (3.67)

ot (en utilisant le Lemme 3.2.1)

T
z;(t) :/ G(t,s)Dix;(s)ds, 1 = 1,2.
1

Donc,

Jor(t) - (0 = | [ ' G(t,9)(D(s)ds — Do) ) s
_ H /1T G(t, $)(s)ds

< Mg / 16(s) |ds. (3.68)

Ensuite, la relation (3.29) avec (3.14) (gardant a Desprit que pour tout ¢ fixé et pour
: I'(q)
<

(InT)? " —

t\ 1
a > 0, la fonction s € J — <ln —) — est décroissante, letr <q-— 1), nous
s) s
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obtenons pour tout t € J,

| DY w1 (t) =D s () | (3.69)
e (qul(T) . quQ(T)>) e <qu1(t) - quQ(t)> H

_ H% (Z N7 (j1s) I‘H¢<T>> +1 1¢<t>‘

(Sl e [ o)) [0
< [1 (i%l(lnuz-)q‘“1+(lnT)q+1> +1 /1T||¢(S)Hd8
F(q)M:

o]
= [ 6lds < Mo [ s)lds (3.70)

Combinant (3.68), (3.70) et (3.67), on obtient

l6(t)]| < 2Mgin(t) /1 l6(s)|[ds.

En intégrant sur [1, 7], il vient que

T T
[ 1066)1ds < 27l [ ots)las,
1 1

Donc

T
(120 ]]) [ lo(s)lds <o
1
T
Alors, en utilisant le fait que 2M0HT7L||1 <1,ona / lp(s)||ds = 0. D’ou
1

o(t)=0 pp.te

c’est-a-dire
Diz(t) = Dixo(t) p.p.t e J,

par conséquent,
T T
/ G(t, S)anrl(s)ds:/ G(t, s)D%xo(s)ds.
1 1

Nous concluons grace au Lemme 3.2.1 que z;(t) = x2(t) Vt € J, ce qui signifie que la

solution du probléme (Py) est unique. [ |
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Nous sommes maintenant en mesure de présenter une application des résultats ci-dessus
a un probléme de minimisation.

Soit ug € H, et considérons I’ensemble I/ défini par
t
U= {u €C(J,H): u(t) :U0+/ u(s)ds Vte J, u(t)e A pp.te J},
1

ou A est un sous ensemble compact convexe de H.

Proposition 3.3.2

L’ensemble U est un sous ensemble compact conveze de C(J, H).

Preuve
La convexité de U est évidente grace a la convexité de A. Pour montrer la compacité dans
C(J, H), nous allons utiliser le théoréme d’Ascoli-Arzela. Puisque A est compact, on peut

trouver ¢; > 0 tel que A C ¢1By, donc on obtient
U c C~1EH,

avec ¢ = ||upl| + (T" — 1)¢y.

On a pour presque tout t € J,u(t) € A, alors
|a(®)]] < . (3.71)

Montrons que U est équi-continue. Pour ¢, s € J (s < t), on a par (3.71)

lu(t) —u(s)|| < / ||a(7)]|dr < / cdr = (t — s)cy, (3.72)

ceci montre que U est équi-continu. D’autre part, observons que pour tout ¢t € J, U(t) =
t

{u(t) uelU } est inclus dans I'ensemble compact convexe ug+ [ Ads (voir le Théoréme

1
1.4.20). Dong, il est relativement compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela 1.3.9, nous
concluons que U est relativement compact dans C(J, H).
Il reste & montrer que U est fermé. Soit (u,), une suite de U qui converge uniformément

vers une certaine application uy(-) € C(J, H) i.e.,

¢
un(t) = ug —|—/ Un(s)dsVt € J,  1,(t) € A, p.p.t € Jet
1

lim ||u, —ul|, = 0. (3.73)
n—oo
Par la relation (3.71), (,(+)), est uniformément bornée, alors nous pouvons extraire une
sous suite, notée aussi (i, (-))n, qui converge o(L'(J, H),L>(J, H)) vers une application
w € LY(J, H) i.e., pour tout z € L>(J, H),
lim (up(-), 2(-)) = (w(-), 2(-))

n—oo
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or,
T

lim <un(s),z(s)>d3:/l (w(s), z(s))ds.

n—oo 1

En particulier, pour z(-) = xp(-)e;, pour tout ¢t € J fixé ot (e;); est une base de H.

(i [ i) { e

t

lim [ t(s)ds = /1 tw(s)ds.

n—o0 1

Alors, on obtient

qui assure que

lim (u () — 1 (1)) = Tim [ i (s)ds = /1 w(s)ds: (3.74)

n—oo n—oo 1

Nous concluons par (3.73) et (3.74), que
T
u(t) = ug +/ w(s)ds Vt e J,
1

d’ot w(-) = 4(-), p.p. Montrons que u(t) € A, p.p. t € J. Or, (4y,), converge faiblement
vers 4 € L'(J, H). Alors, le lemme de Mazur (Lemme 1.3.10) assure l'existence d’une

suite (z,), de combinaisons convexes de (1,), telle que pour chaque n € N,
zneﬁ{up: pzn}

et (2,), converge fortement vers u(-) dans L'(J, H). Par conséquent, nous pouvons en
extraire une sous suite qui converge presque partout vers %(-), d’ou 'existence d’un sous
ensemble Ny C J de mesure nulle tel que, pour tout ¢t € (J\Np), u(t) € coA = A (puisque

A est convexe compact). On conclut que U est fermé. D’ou, U est compact dans C(J, H). B

Maintenant, nous donnerons le probléme de minimisation.

Soit g : [1,T] x H x H x H — H une application satisfaisant les hypothéses suivantes
(HY) gest L(J)® B(H)® B(H)® B(H)-mesurable;
(H3) il existe une application positive m(-) € L*(J,R) tel que

lg(t, 21,01, 21) = g(E, 22, y2, 22) | < Mlt) (log — 2ll + [lyn — w2ll + (121 — 22]])

pour tous t € J, x;,y;, 2 € H (i = 1,2), avec

— 1
Me|lmlx < 5 (3.75)

(H3) L’application ¢ — ¢(t,0,0,0) est Lebesgue-intégrable.
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Théoréme 3.3.3

r
Supposons que (HY), (H3) et (H3) sont vérifiées, que p # 0 et (4) < 1. Considérons

(InT)" "~

y(-) € WL (J, H), satisfaisant (3.22). Pour v €]0, +oo[ fizé, on pose
X = {(LU,W) eJxHxH:|v—y@) <y [w-D""y@)| < 7}-
et
T
n= MG(1+0é)/ IDy(t)—g(t, y(t), DT y(t),0)[|dt, 6 = Mel[Dylly, ki(t) = ka(t) = m(t),
1

ﬁl 252207 k:2MGH7’7LH1,

ot « est un parametre positif. Pour un certain A €]0,1] tel que k < \. Nous supposons
que
n+ Ma(1+a)||m|:1é < (1 —X)y.

Soit L : J x Hx H — [0, 00[ une fonction semi-continue inférieurement telle que L(t, x, )
est convexe sur H, pour tout (t,z) € J x H. Alors le probléme de minimisation de la

fonction cott
T
/ L(t, x,(t), Dz, (t))dt (3.76)
1

admet une solution optimale, ot x,(-) € WP (J, H) est l'unique solution du probléeme

Diz(t) = g(t,z(t), DI x(t),u(t)) pp.teJ;

Py 21y = 0. Dro(r) = > AD (),

associé au controle u € U.

Preuve.
Pour tout u € U, fixé on pose f,(t,x1,x2) = g(t, x1, 22, u(t)) V(t,z1,22) € J X H x H. 1l
est clair que f, est mesurable. Pour tous t € J, z;,2, € H, i = 1,2, nous avons par (H3)

[ fult, 21, w2) = fult, 2, @) | =llg(t w1, w2, u(t)) — g(t, 2, 25, u(t))|
<m(t) (o1 — 24| + [lv2 — 5])),
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et par (Hj), on a

T T
/ (2,0, 0)]|dt = / lo(t,0,0, u(t)) |t
1 1
T T
< / l9(t,0,0,u(t)) — g(¢.0,0,0)dt + / l9(t,0.0,0)]dt
T T
< / () u(t) | dt + / l9(t,0.0,0)]dt
T
<Ilulle ], + / l9(t,0,0,0)]dt < +o0.
1
On utilisant (H$), on obtient
T
e =Me(a+ 1) / 1D%y(t) — g(t, y(t), DTy (t), u(t)) |t
T
<Mo(a+1) / 1Dy (t) — g(t. y(t), DT y(t), 0)||dt
T
+Mg(a+1) /1 lg(t, y(t), D y(t), u(t)) — g(t,y(t), D y(t),0)||dt

T

<i+ Moo +1) / (o)l de
1

<n+ Mo+ D)llulle]):

<n+ Mg(a+ 1)|[|m|iér < (1 — A)y.

On déduit que f, vérifie les hypothéses du Théoréme 3.3.1. Il existe alors une unique
solution W*!(J, H) du probléme

Diz(t) = fu(t,x(t), D (b)) = g(t,x(t), D x(t), u(t)) pp.teJ

(Pfu) 37(1) _0, DTIB(T) — Z)\iDr.CE(,Ui)?

ce qui est équivaut au probléme (P, ,). Notons cette solution par z,(-), et observons que
lza(t) =yl <7 et DT au(t) = DT Hy(H)]] < .

Soit (uy), C U une suite minimisante de (3.76), donc on a
T T
lim L(t, x,, (t), D, (t))dt = inf L(t, x,(t), Dz, (t))dt. (3.77)

n—oo [y ueU 1

En effet, posons

z := inf /T L(t, z,(t), Dz, (t))dt.

ueU
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Par la caractérisation de la borne inférieure on a pour tout n > 0, il existe u,, € U tel que

T
1
/ L(t 2 (1), Dy (£))dt < 2 +
1 n

ceci est équivalent a
T

lim L(t,x,, (1), Dlx,, (t))dt = .

n—oo 1

Puisque pour chaque n € N, x,, (-) est I'unique solution W*'(J, H) de (P,,,), il vient

que
Diz, (t) = g(t, z,, (1), D"y, (t),un(t)) p.p. ted, (3.78)
avec .
i=1

et puisque gph(a:un(-), Dq_lxun(-)) Cc X,ona
2w, O < Iyl +~ et DT 2, ()] < [DTy(@)] + 7. (3.80)

Utilisant le Lemme 3.2.1, la solution du probléme (P,,,,) est donnée par

Ty, (1) :/1 G(t,5)g(s, 2w, (s), D" 2y, (s), un(s))ds Vt € J. (3.81)

Puisque (u,), est une suite de 1’ensemble compact U, en extrayant une sous suite non

réétiquetée, on peut supposer que (u,), converge uniformément vers une application @ €
U.

Maintenant, nous allons prouver la convergence des suites (., (-)) et (D7 'z, (),

dans C(J, H). Pour cela, nous utiliserons le critére de Cauchy. Soient m,n € N tel que

m < n et on pose v,(-) = (24, (+), D 'z, (-)). On a grace a I'hypothése (H3)
[, (8) = 2, (1)]]
T
SMG/ lg(s, %u, (), D' 4, (), un(s)) = 9(s, Tu,, (5), D @, (5), tm(s))ds
1
T
SMG/l m(5) (|[2u, (5) = Tu, ()| + D7 20, (5) = DT vy, (5] + [[un(s) — wm(s)]) ds
et de méme
1D 2y, (t) = DT, (B)]]

SMG/1 lg(s, 2w, (5), DT @, (5), un(s)) = 9(5, T, (5), D @4, (), tm(s))ds

SMG/1 M(5) ([[2u, (5) = Tu,, ()| + 1D 20, (5) = DT, (8)]| + [[un(s) — um(s)]]) ds.
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Par conséquent, pour tout ¢t € J

[va(t) = v (O] = (2, (£), D 20, (£)) = (T, (8), DT 2, (1)) |
=|u, (t) = Tu (O] + 1D 2, () — DT, (B)]]

§2Mc/1 () (|[2u, (5) = Tu, ()| + 1 D" 2, (5) = DTy, (5)]]) ds

+2MG/1 72(5) [t (5) — () s
:2MG/1 fﬁ(s)”vn(s)—vm(s)||ds+2MG/l 72(5) tn(5) — () ds

T
<aMy (I[vn — vml|cs + [ — uch)/ i (s)ds
1
=2Me|Imlly ([[vn = vmllez + [[un — tmllc)

ceci conduit a
Sup [va(t) — v ()| < 2Meg M1 ([[vn — vinllez + [[un — umlle) ,

donc

an - UmHCQ < 2MG”mH1 (an — Um|c2 + ”un - Uch) .

_ 1
Puisque M¢g||m||; < 52 On aura

2Mallm
||Un_vm||02< GH ”1

el (LT T TH 3.82
_1—2MG||m||1H e (3.82)

On peut conclure, par la convergence uniforme de (un(-))n, que (v,(+)), est une suite de
Cauchy, et alors

n,rrlzl—rg-oo an B UmHCQ - 07

i.e., (vn(+))n est une suite de Cauchy dans C(J, H) x C(J, H). En d’autres termes, (v,,(+))n
converge dans C(J, H) x C(J, H) vers (Z(-),w(-)) avec

z(1) = lim =z,,(1)=0.

n—-+o0o

Par la définition de la dérivée fractionnaire de Hadamard (Définition 1.7.10), on a

1 d\"* [t "z, ()
q_l — — J— —_ —un = _
D'z, (1) NCETESY (tdt) /1 (1n8> : ds, k=[¢g—1]+1

En évoquant la relation (3.80), on obtient pour tous t,s € J (s < t)

(o=

< (mt) " Lawon . (3.59)
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le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue et la convergence uniforme de (z,,,(+))x

vers Z(-), assurent que

1 AN" [t/ "2, (s)
. g—1 -z “Un \7/
P ) = 0 ST F(k ( ) /1 (ln 5) $ *

¢+1)
Tk—q+1) (di) 1( é)kq@ds:m‘lx(t) (3.84)

D'%#(T) = lim D'z, (T Z)\ D"y, (1) ZA D"z (us).

n—-+00

me@:DW%Ma

T
Maintenant, nous allons prouver que Z(t) = / G(t,s)g(s,z(s), D" 2(s), u(s))ds.
1
Sachant que (2., (), (resp. D9z, (+), (un(-))n) converge uniformément vers z(-) (resp.

D1z(+), u(+)), via 'hypothése (H3), on a

lim g (¢, @y, (), DI @y, (1), ua(t)) = g (¢, 2(t), D' Z(t), u(t)) . (3.85)

n—oo

En utilisant (H§) et la relation (3.80), on a pour tout ¢t € J
lg(t2u, (), DT 2, (t), un())
<llg(t, 20, (£), DT, (1), un(t)) = 9(¢,0,0,0)[ + lg(¢, 0,0,0)
< (t) (||za, (O + 1D 2, (Ol + lun()]]) + l9(¢,0,0,0)]
<2y + ly@I + 1Dy + é)m(t) + llg(¢,0,0,0)])
qui est intégrable au sens de Lebesgue via (HJ) et puisque y € W?'(J, H), m(:) €

L'(J,R"). Donc, de la relation (3.81) et la derniére estimation, et par le théoréme de la

convergence dominée de Lebesgue, on en déduit que

z(t) = lim x,, (t):/1 G(t,s)g(s,2(s), D" '%(s), u(s))ds. (3.86)

n—-+o0o
En utilisant (i7) du Lemme 3.2.3, nous avons pour presque tout t € J
Dz(t) = g(t,z(t), D"~ 'x(t), a(t))
avec (1) = 0, D"z(T) = Z)\iDT:ﬁ(,ui). Autrement dit, par I'unicité de la solution,
i=1

Z(+) = x4(+). D’autre part, nous avons

T
]W%%—m%m§/|m%%®—D%NMﬁ
1

S/l lg(t, 2, (1), DT 2, (8), un(t) — g (£, 2a(t), DT a(t), za(t)) || dt

— 0.
n—-+o00
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Donc, (D%, (-)), converge vers D%xz(-) dans L'(J, H), alors elle converge faiblement

dans L'(J, H) vers la méme limite. En appliquant le Lemme 3.2.6, il vient que

lim inf / U Lt (1), Dy (£))dt > / * Lt za(t), Do (t))dt.

n—o0

Combinant cette derniére inégalité avec (3.77), on conclut que
T T
inf / L(t, 2 (t), DOz (1))t — / L(t, s (t), Diza () )dt.
uec 1 1

ce qui signifie que u est une solution optimale du probléme de minimisation considéré et

le théoréme est bien prouvé. [ |
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Définition 1 ( Point fixe)
Soit E un espace de Banach et g : E — E une application. Un élément y de E est dit
point fize de g si g(y) =y.

Théoréme 2 [71]/(Point fize de Schauder )
Soit S un sous ensemble convexe compact d’un espace de Banach E et g une application

continue de S dans lut méme. Alors g admet un point fize.

Théoréme 3 [,9/(Intégrale de Leibnit’z )

d
Soit g : [a,ta] X [t1,t2] = R une fonction continue et ayant une dérivée continue d—‘j dans
a<x<t t; <t<ty Alors pourt; <t <ty ona

d

t t
d
pr i g(a:,t)d:r—/a Eg(m,t)dx%—g(t,t).

Lemme 4 [51](Lemme de Gronwall )
Soit a € L'([1,T),R), et soit v : [1,T] — R une application absolument continue satisfai-
sant
o(t) <a(t)v(t), pp.tell,T].
Alors .
v(t) < wv(l)exp (/1 a(s)ds) pour tout t € [1,T].
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Théoréme 5 [19/(Inégalité intégrale de Minkowski)
Soit 1 < p < +4+o0, Q CR et S CR est un ensemble mesurable. Supposons que g une
application mesurable sur Q@ x S et g(-,y) € LP(Q,R) p.p.y € S. Alors

| [atsan] < [ tat.lan

si le membre de droite est fini.

Voir les références [28] et [46] pour les résultat suivants

Théoréme 6 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (2, %, 1) un espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 < p < oo et (gy)n C
L?(Q, E). On supposons que

(1) (gn(t))n converge presque partout vers une fonction g(t) sur €.

(17) il existe une fonction positive h(-) € LP(2,R) telle que pour tout n € N
lgn (D)l < h(t) pp.t e
Alors, g(-) € LP(Q, E) et la suite (gn), converge vers g dans LP(Q, E).

Théoréme 7 (Réciproque du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soient (2,5, 1) un espace mesuré, E un espace de Banach et Soit 1 < p < 00. Si (gn)n
converge vers g dans LP(Q, E), alors il existe (gn,)r une suite ectraite de (g,)n et une
fonction positive h € LP(Q,R) tel que

(1) gn,(t) = g(t) pp.te
(i1) pour tout k, |gn, (t)] < h(t) p.p.te€J.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans la premiére partie de notre thése, nous avons exploré 'existence d'une solution
pour un processus de la rafle convexe du second ordre couplé a une équation différentielle
fractionnaire en utilisant le théoréme du point fixe de Schauder. Notre résultat étend au
second ordre celui obtenu dans [34]. Notre prochain défi consiste a étudier le probléme

suivant
Dix(t) + aD tx(t) = f(z(t)) t€J, a>0

z(1) =0, D'x(T) = Z)\iDrx<,ui)a

et essayer de prouver I'existence de solutions pour ce probléme couplé & un processus de
la ralfe.

Dans une deuxiéme partie de cette thése, nous nous sommes concentrées sur 1’établis-
sement de solutions pour une inclusion différentielle d’ordre fractionnaire impliquant une
multi-application pseudo-lipschitzienne. Nous avons présenté un résultat nouveau et gé-
néral par rapport a ceux existant dans la littérature. Nous soulignons ici qu’en utilisant
les mémes techniques, nous pouvons résoudre notre probléme en considérant une dérivée

de Riemann-Liouville. Notamment, lorsque ¢ = 2, nous avons
D2x(t) = &(t) VteJ.

Alors notre probléme (Pr) se réduit au cas déja traité dans [14]. En conclusion de cette

étude, nous avons appliqué nos résultats & un probléme d’optimisation, en particulier
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Conclusion et perspectives

lorsque le coté droit est une application lipschitzienne.

Cette étude de l'inclusion fractionnaire (Pr) offre de nouvelles perspectives, particulié-
rement en abordant des problémes associés, tel que les inclusions différentielles fonction-
naires, probléme de type Bolza et la relaxation dans la théorie du controle. Nous visons a
utiliser la méthode du principe maximal de Pontryagin pour établir les conditions d’op-
timalité pour le probléme étudié. Il est important de noter que ces aspects, dépassant le

cadre de la présente thése, pourraient constituer le point essentiel de travaux futurs.

104



BIBLIOGRAPHIE

1]

2l

13l

4]

[5]
6]

17l

8]

Adly, S.; Le, B.K. : Unbounded second-order state-dependent Moreau’s sweeping
processes in Hilbert spaces, J. Optim. Theory Appl. 169, 407-423 (2016)

Adly, S.; Le, B.K. : Unbounded state-dependent sweeping processes with perturba-
tions in uniformly convex and g-uniformly smooth Banach spaces, Numer. Algebra,
Control. Optim, 8, 81-95 (2018)

Adly, S.; Nacry, F. : An existence result for discontinuous second-order nonconvex
state-dependent sweeping processes, Appl. Math. Optim. 79, 515-546 (2019)

Adly, S.; Haddad, T.; Le, B.K. : State dependent implicit sweeping process in the

framework of quasistatic evolution quasi-variational inequalities. J. Optim. Theory
Appl. 182, 473-493 (2019)

Agrawal, O.P. : A general formulation and solution scheme for fractional optimal
control problems, Nonlinear Dyn. 38(1), 323-337 (2004)
Ahmad, B.; Alsaedi, A.; Ntouyas, S.K.; Tariboon, J. : Hadamard-type fractional dif-

ferential equations, Inclusions and inequalities, Cham, Switzerland : Springer (2017)

Ahmad, B.; Ntouyas, S.K.; Alsaedi, A. : Coupled systems of fractional differential
inclusions with coupled boundary conditions, Electron. J. Differ. Equ. 2019, No. 69,
1-21 (2019)

Aliouane, F.; Azzam-Laouir, D. : A second order differential inclusion with proximal
normal cone in Banach spaces, Topol. Methods Nonlinear Anal. 44(1), 143-160 (2014)

105



Bibliographie

[9] Aliouane, F.; Azzam-Laouir, D. : Second order sweeping process with a Lipschitz
perturbation, J. Math. Anal. App. 452, 729-746 (2017)

[10] Aliouane, F.; Azzam-Laouir, D.; Castaing, C.; Monteiro Marques, M.D.P. : Second-
order time and state-dependent sweeping process in Hilbert space, J. Optim Theory
Appl. 182, 153-188 (2019)

[11] Aliouane, F.; Azzam-Laouir, D. ; Tamouza, S. : Fractional-order differential inclusion
with pseudo-Lipschitz multi-valued map, soumis (2024)

[12] Aubin, J.P.; Cellina, A. : Differential inclusions : set-valued maps and viability theory.
Springer-Verlag, Berlin (1984)

[13] Aussel, D.; Daniilidis, A.; Thibault, L. : Subsmooth sets : functional characteriza-
tions and related concepts, Trans. Amer. Math. Soc. 357, No. 4, 1275-1301 (2005)

[14] Azzam-Laouir, D.; Makhlouf, A.; Thibault, L. : Existence and relaxation theorem
for a second order differential inclusion, Numer Funct Anal Optim. 31(10), 1103-1119
(2010)

[15] Baleanu, D.; Machado, J.A.T.; Luo, A.C.J. : Fractional dynamics and control, Sprin-
ger, New York (2012)

[16] Bandaliyev, R.A.; Mamedov, I.G.; Abdullayeva, A.B.; Safarova, K.H. : Optimal
control problem for a degenerate fractional differential equation, Lobachevskii J.
Math. 42(6), 1239-1247 (2021)

[17] Belmor, S.; Jarad, F.; Abdeljawad, T. : On Caputo-Hadamard type coupled systems

of nonconvex fractional differential inclusions, Adv. Differ. Equ. 1-12 (2021)

[18] Bauschke, H.H.; Combettes, P. L. : Convex analysis and monotone operator theory
in Hilbert spaces. Springer, (2017)

[19] Benaissa, B. : On the reverse Minkowski’s integral inequality, Kragujev. J. Math.
46(3), 407-416, (2022)

[20] Benguessoum, M. : Quelques problémes d’évolution pour des équations et des inclu-
sions différentielles. Thése doctorat en Sciences, Université de Jijel (2021)

[21] Benguessoum, M. ; Azzam-Laouir, D. ; Castaing, C. : On a time and state dependent

maximal monotone operator coupled with a sweeping process with perturbations,
Set-Valued Var. Anal. 29, 191-219 (2021)

[22] Benhamida, W.; Graef, J.R.; Hamani, S. : Boundary value problems for Hadamard
fractional differential equations with nonlocal multi-point boundary conditions, Fract.
Differ. Calc. 8, 165-176 (2018)

[23] Bergounioux, M.; Bourdin, L. : Pontryagin maximum principle for general Caputo

fractional optimal control problems with Bolza cost and terminal constaints, ESAIM
Control Optim. Calc. Var. 26, 1-38 (2020)

106



Bibliographie

[24]

[25]

[26]

27]

28]
[29]

30]

[31]

32|

33]

[34]

[35]

[36]

37]

138

[39]

Bitsadze, A.V.; Samarskii, A.A. : On some simple generalizations of linear elliptic
boundary problems, Sov. math. Dokl. 10, 398-400 (1969)

Bounkhel, M. : Existence results for second order convex sweeping processes in p-
uniformly smooth and g-uniformly convex Banach spaces, Electron. J. Qual. Theory
Differ. Equ. 27, 1-10 (2012)

Bounkhel, M. : Regularity concepts in nonsmooth analysis, Theory and Applications.
Springer Science Business Media. LLC (2012)

Bounkhel, M. ; Azzam-Laouir, D. : Existence results on the second-order nonconvex
sweeping processes with perturbations, Set-Valued Anal. 12, 291-318 (2004)

Brézis, H. : Analyse fonctionnelle, théorie et applications, Masson, Paris, (1983)

Brézis, H. : Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions dans
les espaces de Hilbert, North-Holland, Amsterdam (1973)

Castaing, C. : Quelques problémes d’évolution du second ordre, Sém. Anal. Convexe.
Montpellier. Exposé No. 5. (1988)

Castaing, C. : Version aléatoire de probléme de rafle par un convexe variable, C. R.

Acad. Sci. Paris Sér. A, 277, 1057-1059 (1973)

Castaing, C.; Duc Ha, T.X.; Valadier, M. : Evolution equations governed by the
sweeping process, Set-Valued Anal. 1, 109-139 (1993)

Castaing, C.; Godet-Thobie, C.; Phung, P.D.; Truong, X.L. : On fractional diffe-
rential inclusions with nonlocal boundary condition, Fract. Calc. Appl. Anal. 22(2),
444-478 (2019)

Castaing, C.; Godet-Thobie, C.; Truong, L.X. : Fractional order of evolution inclu-
sion coupled with a time and state dependent maximal monotone operator, Mathe-
matics. 8(9), 1-30 (2020)

Castaing, C.; Ibrahim, A.G.; Yarou, M.F. : Some contributions to nonconvex swee-

ping process, J. Nonlinear Convex. Anal. 10, No. 1, 1-20 (2009)

Castaing, C.; Monteiro Marques, M.D.P. : Evolution problems associated with non-
convex closed moving sets with bounded variation, Port. Math. 53, 73-87 (1996)

Castaing, C.; Raynaud de Fitte P.; Valadier, M. : Young measures on topological
spaces : with applications in control theory and probability theory, Kluwer Academic
Publishers (2004)

Castaing, C.; Valadier, M. : Convex analysis and measurable multifunctions, Lect.
Notes Math. Springer, Berlin (1977)

Carvalho, A.; Pinto, C.M.A. : A delay fractional order model for the co-infection of
malaria and HIV/AIDS, Int. J. Dynam. Control, 5, 168-186 (2017)

107



Bibliographie

[40]

[41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]
147]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]
[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

Cernea, A. : On some fractional integro-differential inclusions with nonlocal multi-
point boundary conditions, Fract. Differ. Calc. 9, 139-148 (2019)

Cesari, L. : Optimization theory and applications, problems with ordinary differential
equations, Springer-Verlag, (1983)

Chalendar, I.; Fricain, E. : Compléments en analyse cours, et exercices, 2010- 2011
http ://math.univ-lyonl.fr/ chalenda/new-cours-complet.pdf

Clarke, F.H. : Optimization and nonsmooth analysis, Wiley, New York, (1983)
Clarke, F.H.; Ledyaev, Y.S.; Stern, R.J.; Wolenski, P.R. : Nonsmooth analysis and
control theory. Springer-Verlag New York (1998)

Debnath, L. : Recent applications of fractional calculus to science and engineering.
Int. J. Math. Sci., 54, 3413-3442 (2003)

Descombes, R.D. : Cours d’analyse. Librairie Vuibert, Paris, (1962)

Dib, K. ; Azzam-Laouir, D. : Existence solutions for a couple of differential inclusions
involving maximal monotone operators, Appl. Anal. 102(9), 2628-2650 (2022)

Fillippov, A.F. : Classical solutions of differential equations with multi-valued right-
hand side, STAM J. Control, 5(4), 609-621, (1967)

Flanders, H. : Differentiation under the integral sign, Amer. Math. Monthly, 80(6),
615-627 (1973)

Ge, Z.M.; Ou, C. Y. : Chaos synchronization of fractional order modified duffing
systems with parameters excited by a chaotic signal, Chaos Solit. Fractals, 35, 705-
717 (2008)

Gronwall, T.H. : Note on the derivatives with respect to a parameter of the solutions
of a system of differential equations, Ann. Math. 20, 292-296 (1919)

Gupur, G. : Functional analysis methods for reliability models, Birkhauser. (2011)

Haddad, T.; Noel, J.; Thibault, L. : Perturbed sweeping process with a subsmooth
set depending on the state, J. Linear Nonlinear Anal. 2(1), 155-174 (2016)

Hadamard, J. : Essai sur I’étude des fonctions données par leur dévelopment de
Taylor, J. Math. Pures Appl. 4(8), 101-186 (1892)

Hilfer, R. : Applications of fractional calculus in physics, vol. 35. World Scientific,
Singapore (2000)
Ilin, V.A.; Moiseev, E.I. : Nonlocal boundary value problem of the second kind for a

Sturm Liouville operator, Differ. Equ., vol. 23, 979-987 (1987)

Ioffe, A. : Existence and relaxation theorems for unbounded differential inclusions, J
Convex Anal. 13, 353-362 (2006)

108



Bibliographie

[58] Jafarian, M. : Robust consensus of unicycles using ternary and hybrid controllers,
Int. J. Robust Nonlinear Control. 27(17), 4013-4034 (2017)

[59] Javidi, M.; Ahmad, B. : Dynamic analysis of time fractional order phytoplankton-
toxic phytoplankton-zooplankton system, Ecol. Model. 318, 8-18 (2015)

[60] Kamocki, R. : Pontryagin maximum principle for fractional ordinary optimal control
problems, Math. Methods Appl. Sci. 37(11), 1668-1686 (2014)

[61] Kien, B.T.; Fedorov, V.; Phuong, T.D. : Optimal control problems governed by
fractional differential equations with constraints, STAM J. Control Optim. 60(3),
1732-1762, (2022)

[62] Kilbas, A.A.; Srivastava, H.M.; Trujillo, J.J. : Theory and applications of fractional
differential equations, North-Holland Math. Stud, Elsevier science B. V. Amsterdam,
The Netherlands. 204 (2006)

[63] Kisieliwicz, M. : Differential inclusion and optimal control, PWN-Polish Scientific
Publishers, Kluwer Academic ublishers, Dortrecht, Boston, London (1991)

[64] Kunze, M.; Monteiro Marques, M.D.P. : On parabolic quasi-variational inequalities
and state-dependent sweeping processes, Topol. Methods Nonlinear Anal. 12, 179-191
(1998)

[65] Le, B.K. : Well-posedeness and nonsmooth Lyapunov pairs for state-dependent maxi-

mal monotone differential inclusions, Optimization, 69, 1-13 (2020)

[66] Makarova, A.V. : On solvability of stochastic differential inclusions with current ve-
locities II, Glob. Stoch. Anal. 2(1), 101-112 (2012)

[67] Magin, R.L. : Fractional calculus in bioengineering, Begell House, Readding (2006)

[68] Mainardi, F. : Fractional calculus and waves in linear viscoelasticity : An introduction

to mathematical models. World Scientific, Singapore (2010)

[69] Miller, K.S.; Ross, B. : An introduction to fractional calculus and fractional diffe-
rential equations, John Wiley nad Sons, New York, NY, USA (1993)

[70] Moreau, J.J. : Evolution Problem associated with a moving convex set in a Hilbert
space, J. Differ. Equ. 26, 347-374 (1977)

[71] Morris, S.A. : The Schauder-Tychonoff fixed point theorem and applications, Mate-
maticky casopis, Vol. 25, No. 2, 165-172 (1975)

[72] de Pinho, M.d.R.; Ferreira, M.M.A.; Smirnov, G.V. : Optimal control involving
sweeping processes, Set-Valued Var. Anal. 27, 523-548 (2019)

[73] Rockafellar, R.T.; Wets, R.J.B. : Variational analysis, Springer (1998)
[74] Ross, B. : Fractional Calculus and its Applications, Springer-Verlag, Berlin, (1975)

109



Bibliographie

[75]

[76]

7]

78]

[79]

[80]

81

82]

83

[84]

[85]

[86]

Ross, B. : A brief history and exposition of fundamental theory of the fractional

calculus, Springer Lecture notes in mathematics, 57, 1-36 (1975)

Salem, H. : On the fractional m-point boundary value problem in reflexive Banach
spaces and weak topologies, J. Comput. Appl. Math. 224(2), 565-572 (2009)

Samko, S.G.; Kilbas, A.A.; Marichev, O.I. : Fractional integrals and derivatives :
Theory and applications, Gordon and Breach, Yverdon, (1993)

Sonntag, Y. : Topologie et Analyse fonctionnelle, Ellipses, édition marketing S.A,
(1998)

Tamouza, S.; Aliouane, F.; Azzam-Laouir, D. : Fractional-order problem coupled
with a second-order Moreau’s sweeping process, Fract. Calc. Appl. Anal. 26(3), 1238-
1272 (2023)

Thibault, L. : Sweeping process with regular and nonregular sets, J. Differ. Equ. vol.
193, 1-26 (2003)

Thibault, L. : Submooth functions and sets, J. Linear Nonlinear Anal. 4(2), 157-269
(2018)

Tolstonogov, A. : BV solutions of a convex sweeping process with a composed per-
turbation, Evol. Equ. Control Theory. vol. 11, Number 2, 537-557 (2022)

Tolstonogov, A. : Control sweeping process. J. Convex Anal. 23, 1099-1123 (2016)

Zeng, S.; Haddad, T.; Bouach, A. : Well-posedness of fractional Moreau’s sweeping
processes of Caputo type, Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simul. 125(5) : 107361
(2023)

Zhai, C.; Ren, J. : A coupled system of fractional differential equations on the half-
line, Bound. Value Probl. 2019(1), 117, 1-22 (2019)

Zhong, W.; Lin, W. : Nonlocal and multi-point boundary value problem for fractional
differential equations, Comput. Math. with Appl. 59(3), 1345-1351 (2010)

110



uaidla

ASa aa A5 yite Jalail) Baaate 2 gan o gy ae Ay Sl A ) (e AISSAT gl 25 g Al 3 54 Al ) 038 A Lidaa
o eelly 1 ALY 53 5L i) A 4l Bkt A (pe Uil le Joan 20080 25,0 (e ) placl
Aal s i 23l Gl (s i s oyl ant e o€ A5 e Ll el Sl 3550 ¢ i
On eJiaY) aSatll Al e bt DA (e Wil st liall 03a eam 53 o gl Ay ylas aladiuly Al 31 5iniall
oy Al Al (panadl Jlaitd SO

Résumé

Notre objectif dans cette these, est d’étudier I'existence de solutions pour un probleme
d'ordre fractionnaire avec des conditions aux limites multipoints couplé avec un probléme de
rafle du second ordre perturbé. Nous obtenons nos résultats en appliquant le théoreme du
point fixe de Schauder. Par ailleurs, nous nous intéressant a I'existence de solutions pour une
inclusion différentielle d'ordre fractionnaire, sous la condition que la multi-application
satisfasse une propriété de pseudo-lipschitzite, en utilisant le théoreme de Filippov. Nous
illustrons également ces concepts par une application a un probléme de contrdle optimal, en
remplacant I'inclusion par une équation différentielle fractionnaire.

Abstract

Our aim in this thesis is to investigate the existence of solutions for a fractional-order
problem with multipoint boundary conditions coupled with a perturbed second-order
perturbed sweeping process. We obtain our results by applying the Schauder fixed-point
theorem. Additionally, we are concerned with the existence of solutions for a fractional-order
differential inclusion, under the condition that the multi-valued map satisfies a property of
pseudo-lipschitzness, using the Filippov theorem. We also illustrate these concepts through
an application to an optimal control problem, replacing the inclusion with a fractional
differential equation.



