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Introduction générale

Les inclusions différentielles régies par les opérateurs maximaux monotones A(t) de la

forme  −u̇(t) ∈ A(t)u(t) + g(t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,

ont été considérées par plusieurs auteurs (où une application ou une multi-application g

a été ajoutée au côté droit de l’inclusion différentielle), voir par exemple, [6, 7, 8, 20, 27,

30, 32, 33, 49, 51, 57, 69, 70].

Dans le papier récent [27], une perturbation intégrale à fait son apparition dans les

inclusions différentielles gouvernées par les opérateurs maximaux monotones A(t) du type −u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

g(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0.

Cette dernière inclusion a été étudiée dans [25] pour A(t) = A l’opérateurm-acrétif et dans

[12] avec A(t) = ∂ϕ(t, ·) le sous-différentiel d’une fonction ϕ(t, ·) dépendante du temps.

Le problème connu sous le nom de processus de la rafle intégro-différentiel (ou processus

de la rafle avec perturbation intégrale) pour A(t) = NC(t) le cône normal d’un ensemble

mobile dépendante du temps C(t) a été aussi abordé récemment dans [13, 14, 15]. Ce

dernier a été introduit d’abord dans [17], ensuite dans [37].

Récemment, une attention a été portée au cas plus général où l’opérateur dépend à la

fois du temps et de l’état. Le problème d’évolution du premier ordre −u̇(t) ∈ A(t, u(t))u(t) + g(t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0,
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Introduction générale 5

a été étudié dans [3, 50, 67], où g est une application univoque. Le problème du second

ordre correspondant a été également discuté dans des travaux récents, voir par exemple

[26, 28, 60, 62, 63, 64, 66].

Une étude récente de systèmes dynamiques régis par deux inclusions différentielles avec

des opérateurs maximaux monotones, des sous-différentiels, ou mixtes avec des processus

de la rafle a été développée dans la littérature scientifique, nous citons par exemple,

[2, 11, 42, 52, 61, 65].

Dans la lignée des travaux cités ci-dessus, nous étudions une nouvelle classe de pro-

blèmes intégro-différentiels : des systèmes dynamiques avec des opérateurs maximaux

monotones et une perturbation intégrale. Et ce pour envisager d’investir les résultats

correspondants dans la théorie du contrôle optimal.

Notre objectif principal du deuxième chapitre de cette thèse est d’étudier les solutions

optimales au problème de minimisation

min
(ψ,φ)∈X×Y

∫ T

0

L(t, uψ(t), ẋφ(t))dt,

où (uψ, xφ) désigne la solution associée du contrôle (ψ, φ) ∈ X × Y du système contrôlé

(CSψ,φ)



−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I = [0, T ],

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t, ψ(t)))×D (B(t, φ(t))), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0) ∈ D (A(0, ψ(0)))×D (B(0, φ(0))).

H est un espace de Hilbert, la fonctionnelle du coût L : I × H × H → [0,+∞[ est

semi-continue inférieurement, et les ensembles X , Y sont construits convenablement. Les

opérateurs maximaux monotones A(t, z) et B(t, z) varient au sens de la pseudo-distance

(voir (H1
A) et (H1

B) ci-dessous) dont les domaines sont notés respectivement D (A(t, z))

et D (B(t, z)), pour tout (t, z) ∈ I × H. Les fonctions f : I × I × H × H → H et

g : I ×H ×H → H sont univoques.

À mentionner que les systèmes contrôlés décrits par des équations différentielles ordi-

naires avec des inclusions différentielles non linéaires ont été développés dans la littérature

en dimension finie voir [1, 16, 22], et les références qui s’y trouvent. Récemment, les au-

teurs de [16] ont contribué à un problème d’optimisation sur l’ensemble des solutions du

système dynamique considéré. Les auteurs dans [22] ont développé des conditions d’op-

timalité nécessaires, tandis qu’un schéma numérique a été proposé dans [1]. Dans [16],
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l’existence d’une solution optimale au problème original a été démontrée en tant que li-

mite de solutions aux problèmes discrétisés. D’autres problèmes d’optimisation pour des

fonctionnelles intégrales sur les solutions d’inclusions différentielles contrôlées avec des

opérateurs maximaux monotones ou des processus de la rafle peuvent être trouvés dans

les références [13, 21, 23, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 53, 54, 55, 56, 73], parmi d’autres.

Pour mener à bien cette étude, nous nous intéressons au système dynamique formulé

par

(Pf,g)



−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ B(t)x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t))×D (B(t)), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0),

où les opérateurs A(t) et B(t) sont maximaux monotones et varient au sens de la pseudo-

distance (voir (h1
A) et (h1

B) ci-dessous). Nous procédons par une approche de discrétisation

pour montrer le résultat d’existence et d’unicité de la solution pour (Pf,g), sans aucune

hypothèse de compacité. Ensuite, nous énonçons le théorème relatif à (CSψ,φ), et nous

prouvons le résultat d’optimalité pour le problème de minimisation ci-dessus.

Nous considérons, dans le troisième chapitre de cette thèse, le problème intégro-

différentiel suivant

(IDPA(t,u))

 −u̇(t) ∈ A(t, u(t))u(t) +

∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I := [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ D(A(T0, u0)),

où A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone dont le domaine

est noté D(A(t, x)), pour tout (t, x) ∈ I ×H, et f : I × I ×H → H est une application

univoque.

Notre problème généralise le problème intégro-différentiel avec des opérateurs maxi-

maux monotones dépendants du temps A(t)

(IDPA(t))

 −u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ D(A(T0)),

voir [27]. Nous nous proposons donc d’étudier un cas plus général, c’est-à-dire lorsque

l’opérateur dépend à la fois des variables du temps et de l’état.

Dans notre développement, nous utilisons le théorème du point fixe de Schauder (voir

aussi [3]) pour établir notre résultat principal d’existence. Pour cela, nous utilisons l’unicité
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de la solution de (IDPA(t)) et une estimation de la dérivée. Cependant, les articles [50, 67]

ont adopté une méthode de discrétisation pour discuter le cas où une application f(·, ·)
est considérée au lieu de la perturbation intégrale.

Dans la dernière partie de ce chapitre, nous traitons le problème de contrôle optimal

(OCP) minφ[u, a, b] = φ1(u(T )) +

∫ T

0

φ2(t, u(t), a(t), b(t), u̇(t), ȧ(t), ḃ(t))dt,

sur l’ensemble des applications de contrôle (a(·), b(·)) et les solutions associées u(·) du

problème contrôlé

(CPa,b)



−u̇(t) ∈ A(t, a(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, b(s), u(s))ds p.p. t ∈ [0, T ],

u(t) ∈ D(A(t, a(t))) t ∈ [0, T ],

(a(·), b(·)) ∈ W 1,2([0, T ],Rn+m),

a(0) = a0, u(0) = u0 ∈ D(A(0, a0)),

où la fonction du coût φ1 : Rn → R et le coût de fonctionnement φ2 : [0, T ]×R4n+2m → R

satisfont à des conditions appropriées.

Cette étude est motivée par les deux exemples suivants : le premier consiste à minimiser

une fonctionnelle de type Bolza soumise à l’inclusion différentielle contrôlée de la forme

(CPx,a,b) − u̇(t) ∈ NC(x(t))(u(t)) + f1(a(t), u(t)) +

∫ t

0

f2(b(s), u(s))ds p.p. t ∈ [0, T ],

où A(t, x(t)) = NC(x(t)) est le cône normal d’un ensemble mobile C(x(t)), (x(·), a(·), b(·))
sont les contrôles intervenant dans les ensembles mobiles, les perturbations additives, et

la partie intégrale de la dynamique de la rafle (voir [13]). Le deuxième exemple concerne

un problème d’optimisation soumis à l’inclusion différentielle contrôlée décrite par

(CPx,a) − u̇(t) ∈ NC(t)(u(t)) + f(a(t), u(t)) p.p. t ∈ [0, T ],

où C(t) = C + x(t) et (x(·), a(·)) sont des applications de contrôle (voir [23]).

La nouveauté du problème considéré (OCP) est le fait que nous minimisons sur l’ensemble

des solutions d’une inclusion intégro-différentielle contrôlée, où les contrôles agissent à la

fois dans l’état de l’opérateur (dépendant du temps et de l’état) et dans la perturbation

intégrale.

Ce travail est divisé en trois parties : Dans le Chapitre 1, nous donnons quelques défini-

tions et résultats préliminaires. Dans le Chapitre 2, nous nous concentrons sur le résultat

d’existence et d’unicité du système couplé (Pf,g). Ensuite, nous montrons que le problème
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de minimisation soumis au système contrôlé (CSψ,φ) admet une solution optimale. Dans

le Chapitre 3, nous discutions (IDPA(t)) et nous développons le cas (IDPA(t,u)). Ensuite,

nous appliquons les résultats obtenus pour montrer que (CPa,b) est bien posé et nous éta-

blissons l’existence de solutions optimales à (OCP). À la fin de cette thèse, nous proposons

quelques perspectives.

Ce travail a été réalisé au sein du laboratoire LMPA, Laboratoire des Mathématiques

Pures et Appliquées, Université de Jijel.

Le Chapitre 2 et 3 ont fait l’objet de deux publications internationales dans le journal

Boletín de la Sociedad Matemática Mexicana [43], et dans le journal CUBO Mathematical

Journal [44] respectivement.
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Notations générales 10

R l’ensemble des nombres réels.

R+ l’ensemble des nombres réels positifs.

R R ∪ {−∞,+∞} ou [−∞,+∞].

N l’ensemble des entiers naturels.

I [0, T ] (T > 0) un intervalle de R.

E un espace vectoriel normé réel noté encore (E, ‖ · ‖E).

E ′ le dual topologique de E.

H un espace de Hilbert réel.

(Ω,Σ) un espace mesurable.

IH opérateur identité de H.

| · | la valeur absolue définie sur R.

〈·, ·〉 le produit scalaire de H.

‖ · ‖ la norme de H.

BH la boule unité fermée de H.

BH [u0, r] la boule fermée de H de centre u0 ∈ H et de rayon r > 0.

A l’adhérence de A.

co(A) l’enveloppe convexe de A.

co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

⇀ désigne la convergence faible.

→ désigne la convergence forte.

σ
(
E,E ′

)
la topologie faible sur E.

u̇(t) la dérivée de u au point t.

ssi si et seulement si.

p.p presque partout.

resp. respectivement.

s.c.i semi-continu inférieurement.

s.c.s semi-continu supérieurement.

LpH(I) l’espace des applications mesurables u définies sur I à valeurs dans H telles

que
∫ T

0
‖u(t)‖pdt < +∞ muni de la norme

∥∥u∥∥
Lp
H(I)

=

(∫ T

0

∥∥u(t)
∥∥pdt) 1

p

, 1 < p <∞.

L∞H (I) l’espace des applications essentiellement bornées définies sur I à valeurs

dans H, muni de la norme

‖u‖L∞
H (I) = inf

{
c ≥ 0, ‖u(t)‖ ≤ c p.p

}
.
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CH(I) l’espace des applications continues définies sur I à valeurs dans H muni

de la norme de la convergence uniforme

‖u‖∞ = sup
t∈I
‖u(t)‖.

W 1,2(I,H) l’espace des fonctions absolument continues u de I dans H avec des dérivées u̇

dans L2
H(I).

δA la fonction indicatrice d’un ensemble A, définie par

δA(x) =

0, x ∈ A

+∞, x /∈ A.

δ∗A la fonction support d’un ensemble A, définie sur E ′ par

δ∗A(x) = sup
y∈A
〈x, y〉 ∀x ∈ E ′.

1A(x) la fonction caractéristique de A, définie par

1A(x) =

1, x ∈ A

0, x /∈ A.

d(·, A) la fonction distance de A, définie par

d(x,A) = inf
y∈A
‖x− y‖, ∀x ∈ H.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons les notations, les définitions et les résultats de base

que nous allons utiliser dans les Chapitres 2 et 3 de cette thèse.

1.1 Continuité des applications

On considère un espace métrique X et une fonction définie sur X à valeurs dans R

notée f .

Définition 1.1. [46] Une fonction f : X → R est s.c.i au point x0 ∈ X ssi

f(x0) ≤ lim inf
x→x0

f(x).

Définition 1.2. [46] Une fonction f : X → R est s.c.s au point x0 ∈ X ssi

f(x0) ≥ lim inf
x→x0

f(x).

Proposition 1.3. [46] Soit f : X → R. Alors

• f est s.c.i sur X ssi f est s.c.i en tout point de X.

• f est s.c.s sur X ssi f est s.c.s en tout point de X.

• f est continue au point x0 ssi f est s.c.i et s.c.s au point x0.

Définition 1.4. [46] Soient (Y, d), (Z, d̃) deux espaces métriques. On dit que f : Y → Z

est continue au point a ∈ Y ssi

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ Y : d(x, a) < δ ⇒ d̃(f(x), f(a)) < ε.

12



1.2. Ensembles et fonctions convexes 13

Définition 1.5. [46] Un sous-ensemble S de l’espace des fonctions définies de (X, d) dans

(Y, d̃) est dit équi-continu au point a dans X si

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ X, ∀g ∈ S : (d(x, a) < η)⇒
(
d̃(g(x), g(a)) < ε

)
.

L’ensemble S est équi-continu si il est équi-continu en tout point de X.

Définition 1.6. [4] Soit f : [a, b] ⊂ R→ H une application. Alors f est dite absolument

continue ssi pour tout réel ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable

de [a, b] par des intervalles disjoints [aj, bj], on a∑
j≥0

(bj − aj) < δ ⇒
∑
j≥0

‖f(bj)− f(aj)‖ < ε.

Proposition 1.7. [4] Une fonction f : [a, b] → H est absolument continue ssi il existe

une fonction intégrable v : [a, b]→ H telle que pour tout t ∈ [a, b]

f(b)− f(a) =

∫ b

a

v(t)dt,

dans ce cas, f est dérivable presque partout et sa dérivée ḟ = v p.p.

1.2 Ensembles et fonctions convexes

Soit X un espace vectoriel et A un sous-ensemble de X.

Définition 1.8. [18] On dit que A est convexe ssi pour tous x, y ∈ A et pour tout λ ∈ [0, 1],

on a

λx+ (1− λ)y ∈ A.

Définition 1.9. [4] L’enveloppe convexe co(A) de A est l’intersection de tous les sous

ensembles convexes de X contenant A.

Définition 1.10. [4] On appelle enveloppe convexe fermée de A, que l’on note co(A),

l’intersection de tous les sous ensembles convexes fermés de X contenant A.

Définition 1.11. [68] L’ensemble ∆n défini par

∆n =

{
(λ1, · · · , λn) ∈ Rn : λi ≥ 0,

n∑
i=1

λi = 1

}
.

est appelé le simplexe de Rn et c’est un ensemble convexe fermé.
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Proposition 1.12. [68] On peut exprimer l’enveloppe convexe de A comme suit

co(A) =

{
n∑
i=1

λixi : n ≥ 1, (λ1, · · · , λn) ∈ ∆n, x1, · · · , xn ∈ A

}
.

Proposition 1.13. [68] Soit A un sous ensemble non vide de X. Alors,

co(A) = {x ∈ X : 〈y, x〉 ≤ δ∗A(x) ∀y ∈ X ′} .

Définition 1.14. [10] On dit que f : X −→] −∞,+∞] est propre ssi pour tout x ∈ X,

f(x) 6= −∞ et il existe x0 ∈ X tel que f(x0) 6= +∞.

Définition 1.15. [10] Soit f : X −→ R.

• On appelle domaine effectif de f , l’ensemble

dom(f) =
{
x ∈ X : f(x) < +∞

}
.

• On appelle épigraphe de f , l’ensemble

epi(f) = {(x, λ) ∈ X × R : f(x) ≤ λ}.

Définition 1.16. [10] On dit que f : X −→ R est convexe ssi pour tous x, y ∈ dom(f)

et pour tout λ ∈ [0, 1], on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Proposition 1.17. [10] Soit f : X −→ R. Alors,

• dom(f) est convexe si f est une fonction convexe.

• f est une fonction convexe si son épigraphe est convexe de X × R.

• f est une fonction propre ssi dom(f) 6= ∅.

1.3 Topologie faible

Définition 1.18. [18] Soient (E, ‖·‖E) un espace vectoriel normé réel et E ′ son dual

topologique muni de la norme

‖f‖E′ = sup
‖x‖E≤1

∣∣〈f, x〉∣∣,
où l’on note

〈
f, x
〉
au lieu de f(x).

Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) =
〈
f, x
〉
.
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Lorsque f parcourt E ′, on obtient une famille de fonctions (ϕf )f∈E′. On appelle la topologie

faible sur E, la topologie la moins fine sur E rendant continues les applications (ϕf )f∈E′

et on la note σ(E,E ′).

Proposition 1.19. [18] Soit (xn)n un suite de points de E, et x ∈ E et soit (fn)n ⊂ E ′.

Alors

• Si xn −→ x alors xn ⇀ x.

• xn ⇀ x⇔
〈
f, xn

〉
−→

〈
f, x
〉
pour tout f ∈ E ′.

• Si xn ⇀ x et fn −→ f alors
〈
fn, xn

〉
−→

〈
f, x
〉
dans R.

• Si xn ⇀ x alors (‖xn‖E)n est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖xn‖E.

1.4 Multi-applications

1.4.1 Premières définitions

Définition 1.20. [4] Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application

toute applications G définie sur X à valeurs dans P (Y ), telle que P (Y ) est la famille de

tous les ensembles de Y , et on note G : X −→ P (Y ) ou bien G : X −→ 2Y ou bien

G : X ⇒ Y .

Définition 1.21. [4] Soit G : X ⇒ Y une multi-application. On définit

• Le domaine de G, noté D (G), l’ensemble

D (G) =
{
x ∈ X; G(x) 6= ∅

}
.

• Le graphe de G, noté Gr(G), le sous ensemble de X × Y défini par

Gr(G) =
{

(x, y) ∈ D (G)× Y ; y ∈ G(x)
}
.

• Le rang de G, noté R(G), l’ensemble

R(G) =
{
y ∈ Y ; ∃x ∈ D (G), y ∈ G(x)

}
.

Définition 1.22. [31] Soit G : X ⇒ Y une multi-application. On appelle sélection de G

toute fonction g : X → Y telle que g(x) ∈ G(x) pour tout x ∈ X.
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Définition 1.23. [9] Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré fini et X un espace de Banach

séparable. Soit G : Ω ⇒ X\{0} une multi-application et 1 ≤ p ≤ ∞. On définit l’ensemble

SpG = {g ∈ LpX(Ω) : g(ω) ∈ G(ω) µ−p.p. ω ∈ Ω},

où LpX(Ω) est l’espace des fonctions f : Ω→ X qui sont de puissance p µ-intégrables.

Proposition 1.24. [9] L’ensemble SpG est non vide ssi

inf{‖u‖X : u ∈ G(ω)} ≤ ϕ(ω) µ−p.p. ω ∈ Ω

avec ϕ ∈ LpR+
(Ω).

L’ensemble SpG est fermé (resp. convexe) ssi pour µ-p.p. ω ∈ Ω l’ensemble F (ω) est fermé

(resp. convexe).

1.4.2 Continuité et mesurabilité des multi-applications

Définition 1.25. [31] Soient X et Y deux espaces topologiques et G : X ⇒ Y une

multi-application.

• On dit que G est s.c.s au point x0 ∈ X si pour tout ouvert U ⊂ Y contenant G(x0),

il existe un voisinage V ⊂ X de x0 tel que G(V ) ⊂ U .

• On dit que G est s.c.i au point x0 ∈ X si pour tout ouvert U ⊂ Y vérifiant

G(x0)∩U 6= ∅, il existe un voisinage V ⊂ X de x0 tel que G(x)∩U 6= ∅, pour tout
x ∈ V .

• On dit que G est continue au point x0 ssi elle est s.c.s et s.c.i au point x0.

Proposition 1.26. [31] Soit G : X ⇒ Y . Alors, on a

• G est s.c.s sur X ssi G est s.c.s en tout point de X.

• G est s.s.i sur X ssi G est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.27. [31] Soient (Ω,Σ) un espace mesurable et X un espace métrique. Soit

G : Ω ⇒ X une multi-application. On dit que G est Σ-mesurable si pour tout ouvert V

de X, G−1(V ) ∈ Σ, avec

G−1(V ) = {t ∈ Ω; G(t) ∩ V 6= ∅}.

On termine cette section par rappeler un résultat de [24], adapté au contexte étudié

dans cette thèse.
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Théorème 1.28. Soit G : [0, T ] ⇒ H une multi-application mesurable intégrablement

bornée à valeurs convexes compactes, alors la multi-application intégrale∫ T

0

G(s)ds =

{∫ T

0

g(s)ds, g ∈ S1
G

}
est convexe compacte.

1.5 Opérateurs maximaux monotones

1.5.1 Définitions et propriétés

Définition 1.29. [5] L’opérateur A : D(A) ⊂ H ⇒ H est dit monotone, si

∀(xi, yi) ∈ Gr(A), i = 1, 2 : 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Définition 1.30. [5] Un opérateur monotone A : D(A) ⊂ H ⇒ H est dit maximal

monotone, si son graphe ne peut être contenu strictement dans le graphe de tout autre

opérateur monotone.

Proposition 1.31. [5] Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

• A est maximal monotone.

• Pour tout λ > 0, R(IH + λA) = H.

Définition 1.32. [20] Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone. Alors

pour tout λ > 0, la résolvante de A est un opérateur univoque défini par

JAλ = (IH + λA)−1 .

L’approximation Yosida de A est définie par

Aλ =
1

λ

(
IH − JAλ

)
.

Définition 1.33. [4] Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors, pour tout

x ∈ D (A), Ax est un ensemble non vide, fermé et convexe. De plus, il existe un élément

unique A0(x) ∈ Ax (l’élément de norme minimale) qui est la projection de 0 sur Ax,

c’est-à-dire,

A0(x) = ProjAx(0), ‖A0(x)‖ = inf
z∈Ax
‖z‖ = d(0, Ax).
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Proposition 1.34. [20] Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone. Alors

1. JAλ et Aλ sont univoques et définis sur tout l’espace H.

2. JAλ x ∈ D (A) et Aλ(x) ∈ A(JAλ x), ∀x ∈ H.

3. Aλ est du type Lipschitz de rapport 1
λ
et est maximal monotone.

4. ‖Aλ(x)‖ ≤ ‖A0(x)‖ pour tout x ∈ D (A).

Lemme 1.35. [49] Soit A un opérateur maximal monotone de H. Si x ∈ D (A) et y ∈ H
sont tels que

〈A0(z)− y, z − x〉 ≥ 0 ∀z ∈ D (A),

alors x ∈ D (A) et y ∈ A(x).

1.5.2 Pseudo-distance de Vladimirov

Définition 1.36. [71] Soient A : D(A) ⊂ H ⇒ H et B : D(B) ⊂ H ⇒ H deux opérateurs

maximaux monotones. Alors, on note dis (A,B) la pseudo-distance entre A et B définie

par

dis (A,B) = sup

{
〈y − y′, x′ − x〉
1 + ||y||+ ||y′||

: (x, y) ∈ Gr(A), (x′, y′) ∈ Gr(B)

}
. (1.1)

Lemme 1.37. [71] Soient A : D(A) ⊂ H ⇒ H et B : D(B) ⊂ H ⇒ H deux opérateurs

maximaux monotones. Alors

• dis (A,B) ∈ [0,+∞].

• dis (A,B) = 0 ssi A = B.

• dis (A,B) = dis (B,A).

Lemme 1.38. [49] Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones de H tels

que dis (An, A) → 0. Supposons aussi que xn ∈ D (An) avec xn → x et yn ∈ An(xn) avec

yn ⇀ y pour certains x, y ∈ H. Alors x ∈ D (A) et y ∈ A(x).

Lemme 1.39. [49] Soient A, B des opérateurs maximaux monotones de H. Alors, on a

• pour λ > 0 et x ∈ D (A)

‖x− JBλ (x)‖ ≤ λ‖A0(x)‖+ dis (A,B) +
√
λ
(
1 + ‖A0(x)‖

)
dis(A,B),

• pour λ > 0 et x, x′ ∈ H

‖JAλ (x)− JAλ (x′)‖ ≤ ‖x− x′‖.
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Lemme 1.40. [49] Soient An (n ∈ N), A des opérateurs maximaux monotones de H

tels que dis (An, A) → 0 et ‖A0
n(x)‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour certains c > 0, tout n ∈ N et

x ∈ D (An). Alors pour tout z ∈ D (A) il existe une suite (zn) telle que

zn ∈ D (An), zn → z et A0
n(zn)→ A0(z).

1.6 Quelques résultats utiles

Rappelons d’abord quelques résultats sur la compacité.

Caractérisaion 1.41. Soient X un espace métrique et S un sous-ensemble de X.

L’ensemble S est relativement compact ssi de toute suite (un) de S, on peut extraire une

sous-suite qui converge dans X.

L’ensemble S est compact ssi de toute suite (un) de S, on peut extraire une sous-suite qui

converge dans S.

Comme conséquence de ce qui précède, on a :

Remarque 1.42. L’ensemble S est compact ssi S est relativement compact et fermé.

Proposition 1.43. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Définition 1.44 (Boule-compact). Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un

ensemble D ⊂ E est boule-compact si son intersection avec toute boule fermée de E est

compacte.

Théorème 1.45. [18] Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif ssi BX est

compacte pour la topologie σ(X,X ′).

On énonce le théorème du point fixe de Schauder.

Théorème 1.46 (Théorème du point fixe de Schauder). [41] Soit C un sous-

ensemble non vide convexe fermé et borné d’un espace de Banach et soit f : C → C

une application continue. Si f(C) est relativement compact, alors f admet un point fixe.

On rappelle le théorème d’Ascoli-Arzelà.



1.6. Quelques résultats utiles 20

Théorème 1.47 (Théorème d’Ascoli-Arzelà). [4] Soient X un espace métrique com-

pact, Y un espace métrique complet, et S un sous-ensemble de l’espace des applications

continues définies de X dans Y , muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors

S est relativement compact ssi S est équi-continu et S(x) est relativement compact, pour

tout x ∈ X, où

S(x) = {g(x), g ∈ S}, ∀x ∈ X.

Théorème 1.48. [19] Soit X un espace de Banach réflexif. Soit (xn) une suite bornée

dans X. Alors, il existe une sous suite (xnk
)qui converge faiblement dans X.

Théorème 1.49 (Théorème de Dunford-Pettis). [59]Soient (Ω,Σ, µ) un espace me-

suré fini, X un espace métrique et (xn(·)) une suite bornée dans L1
X(Ω), où L1

X(Ω) est

l’espace des fonctions f : Ω→ X qui sont µ-intégrables. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :

1. (xn(·)) est uniformément intégrable sur X.

2. Pour chaque sous-suite de (xn(·)), on peut extraire une sous-suite qui converge

faiblement dans L1
X(Ω).

Nous rappelons la définition classique de la convergence au sens de Komlós.

Définition 1.50. [29] Une suite (un) dans L1
H(I) converge au sens de Komlós vers une

fonction u ∈ L1
H(I) si pour toute sous-suite (vn) de (un), on a

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

vj(t) = u(t) p.p.

Nous avons également besoin du proposition suivant qui permet de déduire la relation

entre la convergence au sens de Komlós et les suites bornées dans L1
H(I).

Proposition 1.51. [47] Soit (un) une suite bornée dans L1
H(I). Alors, il existe une sous-

suite (vn) de (un) et u ∈ L1
H(I) telle que

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

wj(t) = u(t) p.p.,

pour toute sous-suite (wn) de (vn).

Théorème 1.52 (Théorème de Banach-Mazur). [18] Soit E un espace de Banach,

et soit (un) une suite d’éléments de E qui converge faiblement vers u. Alors, il existe une
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suite (zn) de combinaisons convexes des (uk)k≥n (i.e. zn ∈ co{uk, k ≥ n}) qui converge

fortement vers u telle que

u ∈
⋂
n∈N

co{uk, k ≥ n}.

Définition 1.53. [58] Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (xn) dans X est dite une

suite de Cauchy si,

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N : (∀p, q ≥ Nε)⇒ (d(xp, xq) < ε) .

Proposition 1.54. [58] Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors toute suite de

Cauchy converge.

Théorème 1.55 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue). [18] Soit

(fn) une suite de fonctions dans LpH(I) telle que 1 ≤ p < +∞

1. la suite (fn)n converge presque partout vers f sur I,

2. il existe une fonction g(·) ∈ LpR+
(I) telle que pour tout n ∈ N

‖fn(t)‖ ≤ g(t) p.p. t ∈ I.

Alors f ∈ LpH(I) et ∫
I

‖fn(t)− f(t)‖pdt→ 0, lorsque n→∞.

Théorème 1.56 (Théorème de différentiation de Lebesgue). [48] Pour toute fonc-

tion intégrable au sens de Lebesgue g sur R, on a pour presque tout t ∈ R

lim
ε→0

1

2ε

∫ t+ε

t−ε
g(τ)dτ = g(t).

La version discrète du lemme de type Gronwall est donnée comme suit :

Lemme 1.57. [49] Soient (αi), (βi), (γi) et (ηi) des suites de nombres réels positifs telles

que

ηj+1 ≤ αj + βj(η0 + · · ·+ ηj−1) + (1 + γj)ηj pour j ∈ N.

Alors, on a

ηi ≤
(
η0 +

i−1∑
k=0

αk

)
exp

( i−1∑
k=0

(kβk + γk)

)
pour i ∈ N∗.

Nous terminons cette section en rappelant l’inégalité différentielle de type Gronwall.
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Lemme 1.58 (Inégalité différentielle de type Gronwall). [14] Soit y : I → R+

une fonction absolument continue et soient h1, h2, z : I → R+ des fonctions intégrables.

Supposons qu’il y ait un réel ε > 0 tel que

ẏ(t) ≤ z(t) + ε+ h1(t)y(t) + h2(t)(y(t))
1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds p.p. t ∈ I.

Alors, pour tout t ∈ I, on a

(y(t))
1
2 ≤ (y(0) + ε)

1
2 exp

(∫ t

0

(h(s) + 1)ds

)
+
ε

1
2

2

∫ t

0

exp

(∫ t

s

(h(r) + 1)dr

)
ds

+ 2

[(∫ t

0

z(s)ds+ ε

) 1
2

− ε
1
2 exp

(∫ t

0

(h(r) + 1)dr

)]
+ 2

∫ t

0

(
h(s) + 1

)
exp

(∫ t

s

(h(r) + 1)dr

)(∫ s

0

z(r)dr + ε

) 1
2

ds,

où h(t) = max

(
h1(t)

2
, h2(t)

2

)
p.p. t ∈ I.



Chapitre 2

Problème de minimisation soumis à

un système couplé par des

opérateurs maximaux monotones

2.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre un problème d’optimisation soumis à un système

contrôlé avec des opérateurs maximaux monotones et une perturbation intégrale. Dans la

première section, nous nous intéressons au système dynamique formulé par

(Pf,g)



−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ B(t)x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t))×D (B(t)), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0),

où les opérateurs maximaux monotones A(t) et B(t) définis sur un espace de Hilbert

réel séparable H, varient au sens de la pseudo-distance (voir (h1
A) et (h1

B)) avec f :

I×I×H×H → H et g : I×H×H → H sont des perturbations univoques. Nous procédons

par une approche de discrétisation pour montrer le résultat d’existence et d’unicité à

(Pf,g), sans aucune hypothèse de compacité.

23
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Dans la deuxième section, on considère le problème de minimisation du type

min
(ψ,φ)∈X×Y

∫ T

0

L(t, uψ(t), ẋφ(t))dt,

où (uψ, xφ) est la solution associée au contrôle (ψ, φ) ∈ X × Y du système contrôlé

(CSψ,φ)



−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t, ψ(t)))×D (B(t, φ(t))), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0) ∈ D (A(0, ψ(0)))×D (B(0, φ(0))).

La fonctionnelle du coût L : I × H × H → [0,+∞[ est semi-continu inférieurement, et

les ensembles X , Y sont construits convenablement. Les opérateurs A(t, z) et B(t, z) sont

maximaux monotones et varient au sens de la pseudo-distance de Vladimirov (voir (H1
A)

et (H1
B)) dont les domaines sont notés respectivement D (A(t, z)) et D (B(t, z)), pour

(t, z) ∈ I ×H.

2.2 Étude du système couplé par des opérateurs maxi-

maux monotones

Dans notre étude, nous utiliserons les hypothèses suivantes.

Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D (A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone tel que

(h1
A) il existe une fonction α ∈ W 1,2(I,R) qui est positive et croissante sur [0, T [ avec

α(0) = 0 et α(T ) < +∞ telle que

dis (A(t), A(s)) ≤ |α(t)− α(s)|, ∀t, s ∈ I;

(h2
A) il existe un nombre réel positif c1 tel que

‖A0(t)x‖ ≤ c1(1 + ||x||) pour t ∈ I, x ∈ D (A(t)).

Soit pour tout t ∈ I, B(t) : D (B(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone tel que

(h1
B) il existe une fonction β ∈ W 1,2(I,R) qui est positive et croissante sur [0, T [ avec

β(0) = 0 , β(T ) < +∞ telle que

dis (B(t), B(s)) ≤ |β(t)− β(s)|, ∀t, s ∈ I;

(h2
B) il existe un nombre réel positif c2 tel que

‖B0(t)x‖ ≤ c2(1 + ||x||) pour t ∈ I, x ∈ D (B(t)).
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Soit f : I × I ×H ×H → H une application telle que

(H1
f ) l’application f(·, ·, x, u) est mesurable pour chaque (x, u) ∈ H × H, f(t, s, ·, ·)
est continue pour chaque (t, s) ∈ I × I et il existe une constante réelle positive mf

telle que pour tout (t, s, x, u) ∈ I × I ×H ×H, on a

||f(t, s, x, u)|| ≤ mf (1 + ||x||+ ||u||), (2.1)

(H2
f ) pour chaque η > 0, il existe une fonction ϕf,η(·) ∈ L2

R+
(I) telle que pour tout

t ∈ I et tout (x, u), (y, v) ∈ BH [0, η]×BH [0, η], on a

‖f(t, s, x, u)− f(t, s, y, v)‖ ≤ ϕf,η(t) (‖x− y‖+ ‖u− v‖) . (2.2)

Soit g : I ×H ×H −→ H une application telle que

(H1
g ) l’application g(·, x, u) est mesurable sur I, pour chaque (x, u) ∈ H ×H, g(t, ·, ·)
est continue sur H ×H, pour chaque t ∈ I et il existe une constante réelle positive

mg telle que pour tout (t, x, u) ∈ I ×H ×H, on a

‖g(t, x, u)‖ ≤ mg(1 + ‖x‖+ ‖u‖), (2.3)

(H2
g ) pour chaque η > 0, il existe une fonction ϕg,η(·) ∈ L2

R+
(I) telle que pour tout

t ∈ I et tout (x, u), (y, v) ∈ BH [0, η]×BH [0, η], on a

‖g(t, x, u)− g(t, y, v‖ ≤ ϕg,η(t) (‖x− y‖+ ‖u− v‖) . (2.4)

Théorème 2.1. Supposons que pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H est un

opérateur maximal monotone dépendant du temps satisfaisant (h1
A)-(h2

A). Supposons que

pour tout t ∈ I, B(t) : D(B(t)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone dépendant

du temps satisfaisant (h1
B) -(h2

B). Soient f : I × I ×H ×H → H et g : I ×H ×H → H

deux applications satisfaisant (H1
f )-(H2

f ) et (H1
g )-(H2

g ) respectivement. Alors, pour tout

(u0, x0) ∈ D (A(0))× D (B(0)), il existe une solution unique absolument continue (u, x) :

I → H ×H au système dynamique (Pf,g). De plus, les inégalités suivantes sont vraies

‖u̇(t)‖ ≤ k1(1 + α̇(t) + β̇(t)) et ‖ẋ(t)‖ ≤ k2(1 + α̇(t) + β̇(t)) pour p.p. t ∈ I,

où k1 et k2 sont des constantes réelles positives dépendantes de ‖u0‖, ‖x0‖, c1, c2, α, β,

T , mf , mg.

Démonstration. Partie 1 : Existence de la solution. Nous procédons dans la dé-

monstration en utilisant un schéma de discrétisation.

Étape 1. Construction des suites (un) et (xn).

Pour tout n ≥ 1, considérons une partition 0 = tn0 < tn1 < · · · < tni < tni+1 < · · · < tnn = T
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de l’intervalle I. On définit pour i = 0, 1, · · · , n− 1

hni+1 = tni+1 − tni , αni+1 = α(tni+1)− α(tni ), βni+1 = β(tni+1)− β(tni ), (2.5)

et on suppose que

hni ≤ hni+1, α
n
i ≤ αni+1, β

n
i ≤ βni+1.

Soit γ l’application définie par γ(t) = t+α(t) + β(t) pour tout t ∈ I. Puisque α et β sont

absolument continus, alors, on choisit cette partition telle que pour tout i = 0, 1, · · · , n−1

σni+1 = hni+1 + αni+1 + βni+1 ≤
γ(T )

n
= ln, (2.6)

où ln → 0 lorsque n → ∞. Posons un0 = u0 ∈ D (A(0)), xn0 = x0 ∈ D (B(0)) et pour

i = 0, 1, · · · , n− 1,

uni+1 = J
A(tni+1)

hni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

)
,

(2.7)

xni+1 = J
B(tni+1)

hni+1

(
xni −

∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ

)
, (2.8)

où

J
A(tni+1)

hni+1
=

(
IH + hni+1A(tni+1)

)−1

,

J
B(tni+1)

hni+1
=

(
IH + hni+1B(tni+1)

)−1

.

Observons par construction et Proposition 1.34 (2) que

uni+1 ∈ D (A(tni+1)) et xni+1 ∈ D (B(tni+1)). (2.9)

Alors, d’après (2.7) et (2.8), on a les deux inclusions

uni −
∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ ∈ uni+1+hni+1A(tni+1)uni+1,

xni −
∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ ∈ xni+1 + hni+1B(tni+1)xni+1,

c’est-à-dire,

−
uni+1 − uni
hni+1

∈A(tni+1)uni+1

+
1

hni+1

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ, (2.10)



2.2. Étude du système couplé par des opérateurs maximaux monotones 27

−
xni+1 − xni
hni+1

∈ B(tni+1)xni+1 +
1

hni+1

∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ. (2.11)

Le Lemme 1.39 permet de simplifier comme suit

‖uni+1 − uni ‖

=

∥∥∥∥∥JA(tni+1)

hni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

)
− uni

∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥JA(tni+1)

hni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

)
− JA(tni+1)

hni+1
(uni )

∥∥∥∥+
∥∥∥JA(tni+1)

hni+1
(uni )− uni

∥∥∥
≤

∥∥∥∥∥
∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

∥∥∥∥∥+ hni+1||A0(tni )uni ||

+ dis (A(tni ), A(tni+1)) +
√
hni+1(1 + ||A0(tni )uni ||)dis (A(tni ), A(tni+1)).

≤
∫ tni+1

tni

(
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj , x
n
j )‖ds+

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni , x
n
i )‖ds

)
dτ + hni+1||A0(tni )uni ||

+ dis (A(tni ), A(tni+1)) +
√
hni+1(1 + ||A0(tni )uni ||)dis (A(tni ), A(tni+1)).

Nous savons que pour tout a, b ∈ R+,
√
ab ≤ 1

2
(a + b) et en utilisant (h1

A), (h2
A), (2.1),

(2.5), pour tout n ≥ 1 et i = 0, 1, · · · , n− 1, nous obtenons

‖uni+1 − uni ‖ ≤
∫ tni+1

tni

(
i−1∑
j=0

mf

(
1 + ‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + (τ − tni )mf (1 + ‖uni ‖+ ‖xni ‖)

)
dτ

+ hni+1c1(1 + ‖uni ‖) + αni+1 +
hni+1

2
(1 + c1(1 + ‖uni ‖)) +

1

2
αni+1

≤
∫ tni+1

tni

(
i−1∑
j=0

mf

(
1 + ‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + hni+1mf (1 + ‖uni ‖+ ‖xni ‖)

)
dτ

+
3

2
c1h

n
i+1‖uni ‖+

3

2
c1h

n
i+1 +

1

2
hni+1 +

3

2
αni+1.

En simplifiant à l’aide de (2.6), on peut écrire

‖uni+1 − uni ‖ ≤hni+1

(
i−1∑
j=0

mf

(
1 + ‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + hni+1mf (1 + ‖uni ‖+ ‖xni ‖)

)

+
3

2
c1h

n
i+1‖uni ‖+

3

2
c1h

n
i+1 +

1

2
hni+1 +

3

2
αni+1

≤σni+1

(
i−1∑
j=0

mf

(
1 + ‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + hni+1mf (1 + ‖uni ‖+ ‖xni ‖)

)

+
3

2
c1σ

n
i+1‖uni ‖+

3

2
c1σ

n
i+1 + 2σni+1,
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il s’ensuit que

‖uni+1 − uni ‖ ≤σni+1

i−1∑
j=0

mf

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + σni+1

(
3

2
c1 + hni+1mf

)
‖uni ‖

+ σni+1h
n
i+1mf‖xni ‖+ σni+1

i∑
j=0

mfh
n
j+1 + σni+1

(
3

2
c1 + 2

)

≤σni+1

i−1∑
j=0

mf

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + σni+1

(
3

2
c1 + Tmf

)
‖uni ‖

+ σni+1Tmf‖xni ‖+ σni+1Tmf + σni+1

(
3

2
c1 + 2

)
,

en utilisant le fait que hnj+1 ≤ T et
∑i

j=0 h
n
j+1 ≤ T si nécessaire.

Alors,

‖uni+1 − uni ‖ ≤σni+1

i−1∑
j=0

mf

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 + σni+1

(
3

2
c1 + Tmf

)
‖uni ‖

+ σni+1Tmf‖xni ‖+ σni+1

(
Tmf +

3

2
c1 + 2

)
, (2.12)

ce qui donne

‖uni+1‖ ≤σni+1

i−1∑
j=0

mf

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 +

(
1 + σni+1

(
3

2
c1 + Tmf

))
‖uni ‖

+ σni+1Tmf‖xni ‖+ σni+1

(
Tmf +

3

2
c1 + 2

)
. (2.13)

Maintenant, d’après Lemme 1.39, on a

‖xni+1 − xni ‖ ≤

∥∥∥∥∥JB(tni+1)

hni+1

(
xni −

∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ

)
− JB(tni+1)

hni+1
(xni )

∥∥∥∥∥
+
∥∥∥JB(tni+1)

hni+1
(xni )− xni

∥∥∥
≤

∫ tni+1

tni

||g(τ, uni , x
n
i )||dτ + hni+1||B0(tni )xni ||+ dis (B(tni ), B(tni+1))

+
√
hni+1(1 + ||B0(tni )xni ||)dis (B(tni ), B(tni+1)).

Nous savons que pour tout a, b ∈ R+,
√
ab ≤ 1

2
(a+ b) et par (h1

B), (h2
B), (2.3), (2.5), pour

tout n ≥ 1 et i = 0, 1, · · · , n− 1, nous obtenons

‖xni+1 − xni ‖ ≤hni+1mg(1 + ‖uni ‖+ ‖xni ‖) + hni+1c2(1 + ‖xni ‖) + βni+1

+
hni+1

2
(1 + c2(1 + ‖xni ‖)) +

1

2
βni+1

≤hni+1mg‖uni ‖+ hni+1

(
mg +

3

2
c2

)
‖xni ‖+ hni+1

(
mg +

3

2
c2 +

1

2

)
+

3

2
βni+1.
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Par conséquent, en utilisant (2.6), il s’ensuit que

‖xni+1 − xni ‖ ≤ σni+1mg‖uni ‖+ σni+1d1‖xni ‖+ σni+1d2, (2.14)

où d1 = mg + 3
2
c2 et d2 = mg + 3

2
c2 + 2.

Ainsi,

‖xni+1‖ ≤ (1 + σni+1d1)‖xni ‖+ σni+1mg‖uni ‖+ σni+1d2. (2.15)

La somme de (2.13) et (2.15), membre à membre donne

‖uni+1‖+‖xni+1‖

≤σni+1

i−1∑
j=0

mf

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
hnj+1 +

(
1 + σni+1

(
3

2
c1 + Tmf +mg

))
‖uni ‖

+ (1 + σni+1(d1 + Tmf ))‖xni ‖+ σni+1

(
Tmf +

3

2
c1 + 2 + d2

)
≤mf l

2
n

i−1∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖xnj ‖

)
+

(
1 + ln

(
3

2
c1 + Tmf + d1

))
(‖uni ‖+ ‖xni ‖)

+ ln

(
Tmf +

3

2
c1 + 2 + d2

)
,

en utilisant (2.6).

Du Lemme 1.57, on trouve

‖uni ‖+ ‖xni ‖ ≤M, (2.16)

où

M = (‖x0‖+‖u0‖+(Tmf+
3

2
c1+2+d2)γ(T )) exp

(
1

2
mfγ

2(T ) + (
3

2
c1 + Tmf + d1)γ(T )

)
.

D’une part, notons de (2.12) et (2.16) que

‖uni ‖ ≤ k1, ‖uni+1 − uni ‖ ≤ σni+1k1, (2.17)

où k1 := max
(
M,
(
2Tmf + 3

2
c1

)
M + Tmf + 3

2
c1 + 2

)
.

D’autre part, de (2.14) et (2.16), il résulte

‖xni ‖ ≤ k2, ‖xni+1 − xni ‖ ≤ σni+1k2, (2.18)

où k2 := max(M,d1M + d2).

On définit pour tout n ≥ 1, les applications un, xn : I → H, pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[,
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i ∈ {0, · · · , n− 1}, par

un(t) = uni +
t− tni
tni+1 − tni

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds

+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

)
−
∫ t

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds

+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ, (2.19)

xn(t) = xni +
t− tni
tni+1 − tni

(
xni+1 − xni +

∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ

)
−
∫ t

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ, (2.20)

avec un(T ) = unn, xn(T ) = xnn.

Observons que les applications un et xn sont absolument continues sur I, avec un(tni+1) =

uni+1 et xn(tni+1) = xni+1. De plus, pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[

u̇n(t) =
1

hni+1

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj , x
n
j )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni , x
n
i )ds

}
dτ

)

−
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(t, s, unj , x
n
j )ds−

∫ t

tni

f(t, s, uni , x
n
i )ds, (2.21)

ẋn(t) =
1

hni+1

(
xni+1 − xni +

∫ tni+1

tni

g(τ, uni , x
n
i )dτ

)
− g(t, uni , x

n
i ). (2.22)

D’après (2.10) et (2.11), on écrit

−u̇n(t)−
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(t, s, unj , x
n
j )ds−

∫ t

tni

f(t, s, uni , x
n
i )ds ∈ A(tni+1)uni+1 p.p. t ∈ I, (2.23)

− ẋn(t)− g(t, uni , x
n
i ) ∈ B(tni+1)xni+1 p.p. t ∈ I. (2.24)

En combinant (2.1), (2.6), (2.16), (2.17) et (2.19), on a pour tout t ∈ [tni , t
n
+1[

‖un(t)− uni ‖

≤ ‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj , x
n
j )‖ds+

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni , x
n
i )‖ds

}
dτ

+

∫ t

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj , x
n
j )‖ds+

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni , x
n
i )‖ds

}
dτ

alors,

‖un(t)− uni ‖ ≤ ‖uni+1 − uni ‖+ 2

∫ tni+1

tni

(
mf (1 +M)

i∑
j=0

hnj+1

)
dτ

≤ ‖uni+1 − uni ‖+ 2Tmfh
n
i+1(1 +M)

≤ σni+1k1 + 2Tmfh
n
i+1(1 +M)

≤ ln(k1 + 2Tmf (1 +M)) = lnL1, (2.25)
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où L1 = k1 + 2Tmf (1 +M).

Grâce à (2.3), (2.6), (2.18) et (2.20), on obtient

‖xn(t)− xni ‖ ≤ ‖xni+1 − xni ‖+

∫ tni+1

tni

‖g(τ, uni , x
n
i )‖dτ +

∫ t

tni

‖g(τ, uni , x
n
i )‖dτ

≤ ‖xni+1 − xni ‖+ 2mgh
n
i+1(1 +M)

≤ σni+1k2 + 2mgh
n
i+1(1 +M)

≤ ln(k2 + 2mg(1 +M)) = lnL2, (2.26)

où L2 = k2 + 2mg(1 +M).

Maintenant, notons que pour tout n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T

‖un(t)− un(s)‖ ≤ k1

(
γ(t)− γ(s)

)
+ (k1 + 2L1)ln. (2.27)

En effet, fixons s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , t

n
j+1[ avec j > i. Alors, de (2.6), (2.17) et (2.25)

‖un(t)− un(s)‖ ≤ ‖un(t)− unj ‖+ ‖unj − uni ‖+ ‖uni − un(s)‖

≤ ‖unj − uni ‖+ 2L1ln

≤
j−i−1∑
l=0

‖uni+l+1 − uni+l‖+ 2L1ln

≤ k1

j−i−1∑
l=0

σni+l+1 + 2L1ln

= k1

(
γ(tnj )− γ(tni )

)
+ 2L1ln

≤ k1

(
γ(t)− γ(s) + γ(s)− γ(tni )

)
+ 2L1ln

≤ k1

(
γ(t)− γ(s) + γ(tni+1)− γ(tni )

)
+ 2L1ln

≤ k1

(
γ(t)− γ(s)

)
+ k1σ

n
i+1 + 2L1ln

≤ k1

(
γ(t)− γ(s)

)
+ (k1 + 2L1)ln.

En justifiant de la même manière à l’aide de (2.6), (2.18) et (2.26), on obtient pour tout

n ≥ 1 et 0 ≤ s ≤ t ≤ T

‖xn(t)− xn(s)‖ ≤ k2

(
γ(t)− γ(s)

)
+ (k2 + 2L2)ln. (2.28)
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D’une part, on observe de (2.1), (2.16), (2.17) et (2.21), que pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

hni+1

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj , x
n
j )‖ds

+

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni , x
n
i )‖ds

}
dτ

)
+

i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(t, s, unj , x
n
j )‖ds

+

∫ t

tni

‖f(t, s, uni , x
n
i )‖ds

≤ 1

hni+1

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

(
mf (1 +M)

i∑
j=0

hnj+1

)
dτ

)
+mf (1 +M)

i∑
j=0

hnj+1

≤ 1

hni+1

‖uni+1 − uni ‖+ 2Tmf (1 +M)

≤k1

σni+1

hni+1

+ 2Tmf (1 +M),

ce qui donne en utilisant (2.6)

‖u̇n(t)‖ ≤ k1

(
1 +

α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni
+
β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni

)
+ 2Tmf (1 +M). (2.29)

D’autre part, on remarque de (2.3), (2.16), (2.18) et (2.22), que pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[

‖ẋn(t)‖ ≤ 1

hni+1

‖xni+1 − xni ‖+ 2mg(1 +M)

≤ k2

σni+1

hni+1

+ 2mg(1 +M),

ce qui donne en utilisant (2.6)

‖ẋn(t)‖ ≤ k2

(
1 +

α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni
+
β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni

)
+ 2mg(1 +M).

Puisque α, β ∈ W 1,2(I,R), alors, pour p.p t ∈]tni , t
n
i+1[

α̇(t) = lim
n→∞

α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni
et β̇(t) = lim

n→∞

β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni
,

d’après le théorème de différentiation de Lebesgue, il existe un sous-ensemble de mesure

de Lebesgue nulle K ⊂ I tel que pour chaque t ∈ I \K, il y a des constantes finies at, a1
t ,

bt et b1
t telles que ∣∣∣∣α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni

∣∣∣∣ ≤ a1
t et

∣∣∣∣β(tni+1)− β(tni )

tni+1 − tni

∣∣∣∣ ≤ b1
t ,

alors

‖u̇n(t)‖ ≤ at et ‖ẋn(t)‖ ≤ bt. (2.30)
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Maintenant, nous allons montrer que (u̇n) et (ẋn) sont bornés dans L2
H(I).

En vertu de (2.29), pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, on écrit

‖u̇n(t)‖ ≤ k1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r(s)ds+ 2Tmf (1 +M),

où r(t) = 1 + α̇(t) + β̇(t) et r ∈ L2
R(I).

En utilisant l’inégalité de Cauchy–Schwarz, on obtient

‖u̇n(t)‖ ≤ k1

(tni+1 − tni )1/2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

)1/2

+ 2Tmf (1 +M),

et le fait que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) pour tout a, b ∈ R donne

‖u̇n‖2
L2
H(I) =

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖u̇n(t)‖2dt

≤
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

 k1

(tni+1 − tni )1/2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

)1/2

+ 2Tmf (1 +M)

2

dt

≤ 2
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
k2

1

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ 4T 2m2
f (1 +M)2

)
dt,

= 2k2
1

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ 8T 2m2
f (1 +M)2T

= 2k2
1‖r‖2

L2
R(I) + 8T 3m2

f (1 +M)2 = ξ2
1 < +∞. (2.31)

En procédant de la même manière, on obtient

‖ẋn‖2
L2
H(I) ≤ 2k2

2‖r‖2
L2
R(I) + 8m2

g(1 +M)2T = ξ2
2 < +∞. (2.32)

Maintenant, soient les applications ∆n, δn : I → I définies par

∆n(t) =

 0 si t = 0

tni si t ∈]tni , t
n
i+1] pour certain i ∈ {0, · · · , n− 1},

et

δn(t) =

 0 si t = 0

tni+1 si t ∈]tni , t
n
i+1] pour certain i ∈ {0, · · · , n− 1}.

Observons que par construction (voir (2.6)) pour tout t ∈ I

lim
n→∞

∆n(t) = t et lim
n→∞

δn(t) = t.

De plus, puisque les applications α et β sont continues, alors, on déduit que

lim
n→∞

γ(∆n(t)) = γ(t) et lim
n→∞

γ(δn(t)) = γ(t). (2.33)
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En utilisant (2.9), (2.23) et (2.24), on écrit

− u̇n(t) ∈ A(δn(t))un(δn(t)) + hn(t) p.p t ∈ I, (2.34)

− ẋn(t) ∈ B(δn(t))xn(δn(t)) + gn(t) p.p t ∈ I, (2.35)

(un(δn(t)), xn(δn(t))) ∈ D (A(δn(t)))×D (B(δn(t))) t ∈ I, (2.36)

où les applications hn et gn sont définies pour tout n et tout t ∈ I par

hn(t) =

∫ t

0

f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))ds,

et

gn(t) = g(t, un(∆n(t)), xn(∆n(t))).

Étape 2. Convergence des suites (un(·)) et (xn(·)).

Nous allons montrer que les suites (un(·)) et (xn(·)) satisfont le critère uniforme de Cauchy

sur I. Notons de (2.1) et (2.16) que pour tout n et tout t ∈ I

‖f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))‖ ≤ mf (1 +M), (2.37)

alors

‖hn(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))ds

∥∥∥∥ ≤ Tmf (1 +M). (2.38)

De plus, de (2.3) et (2.16), on a pour tout n et tout t ∈ I

‖gn(t)‖ = ‖g(t, un(∆n(t)), xn(∆n(t)))‖ ≤ mg(1 +M). (2.39)

Soient p et q deux entiers arbitraires. Rappelons que pour p.p. t ∈ I

−u̇p(t)− hp(t) ∈ A(δp(t))up(δp(t)),

−u̇q(t)− hq(t) ∈ A(δq(t))uq(δq(t)).

En combinant la définition de la pseudo-distance (1.1), (h1
A), (2.6) et (2.38), avec ces

dernières inclusions, il résulte

〈u̇p(t) + hp(t)− u̇q(t)− hq(t), up(δp(t))− uq(δq(t))〉

≤ (1 + ‖u̇p(t) + hp(t)‖+ ‖u̇q(t) + hq(t)‖)dis (A(δp(t)), A(δq(t)))

≤ (1 + ‖u̇p(t)‖+ ‖u̇q(t)‖+ 2Tmf (1 +M)) (|α(δp(t))− α(t)|+ |α(t)− α(δq(t))|)

≤ (lp + lq)(1 + ‖u̇p(t)‖+ ‖u̇q(t)‖+ 2Tmf (1 +M)) = F̆p,q(t). (2.40)
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On note en vertu de (2.6) et (2.31) que

0 ≤
∫ T

0

F̆p,q(t)dt ≤ (lp + lq)(T + 2T
1
2 ξ1 + 2T 2mf (1 +M))→ 0 lorsque p, q →∞.

(2.41)

D’une part, en tenant compte de (2.31) et la continuité absolue de un(·), il existe une

constante réelle m1 > 0 telle que pour tout t ∈ I et pour tout n

||un(t)|| ≤ m1. (2.42)

D’autre part, de (2.32) et la continuité absolue de xn(·), il existe une constante réelle

positive m2 > 0 telle que pour tout t ∈ I, et pour tout n

||xn(t)|| ≤ m2. (2.43)

On pose ζ = max(m1,m2). De (H2
f ), il existe alors une fonction ϕf,ζ(·) ∈ L2

R+
(I) telle que

pour p.p. t ∈ I

‖hp(t)− hq(t)‖ ≤
∫ t

0

||f(t, s, up(∆p(s)), xp(∆p(s)))− f(t, s, uq(∆q(s)), xq(∆q(s)))||ds

≤ ϕf,ζ(t)

∫ t

0

(
||up(∆p(s))− uq(∆q(s))||+ ||xp(∆p(s))− xq(∆q(s))||

)
ds. (2.44)

Observons que pour tout t ∈ I

||up(∆p(t))− uq(∆q(t))|| ≤ ||up(∆p(t))− up(t)||+ ||up(t)− uq(t)||+ ||uq(t)− uq(∆q(t))||.

Puisque up est absolument continue pour chaque p, et par construction (voir (2.6)), pour

tout t ∈ I et tout p, on a 0 ≤ t−∆p(t) ≤ lp, alors, il résulte de (2.31) que pour tout t ∈ I

||up(t)− up(∆p(t))|| ≤
∫ t

∆p(t)

||u̇p(s)||ds

≤ (t−∆p(t))
1
2

(∫ T

0

||u̇p(s)||2ds
) 1

2

≤ l
1
2
p ξ1.

Ainsi, il s’ensuit que pour tout t ∈ I et tous p, q

||up(∆p(t))− uq(∆q(t))|| ≤ ||up(t)− uq(t)||+ ξ1

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
. (2.45)

En procédant de la même manière à l’aide de (2.32), on trouve pour chaque p, q et tout

t ∈ I
||xp(∆p(t))− xq(∆q(t))|| ≤ ||xp(t)− xq(t)||+ ξ2

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
. (2.46)
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De retour à (2.44), et tenant en compte (2.45)-(2.46), on obtient

‖hp(t)− hq(t)‖ ≤ ϕf,ζ(t)

∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds

+ ϕf,ζ(t)T (ξ1 + ξ2)
(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
. (2.47)

Maintenant, grâce à (2.45), on écrit pour tout t ∈ I et tous p, q

||up(δp(t))− uq(δq(t))|| ≤ ||up(δp(t))− up(t)||+ ||up(t)− uq(t)||+ ||uq(t)− uq(δq(t))||

≤ ||uq(t)− up(t)||+ ξ1

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
. (2.48)

En simplifiant à l’aide de (2.47)-(2.48), on obtient

〈hq(t)− hp(t), up(δp(t))− uq(δq(t))〉

≤ ϕf,ζ(t)

(∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds+ T (ξ1 + ξ2)

(
l
1
2
p + l

1
2
q

))
×
(
||up(t)− uq(t)||+ ξ1

(
l
1
2
p + l

1
2
q

))
≤ ϕf,ζ(t)||up(t)− uq(t)||

∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds

+ ϕf,ζ(t)
(
l
1
2
p + l

1
2
q

)(
ξ1

∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds

+ T (ξ1 + ξ2)
[
||up(t)− uq(t)||+ ξ1

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)])

≤ ϕf,ζ(t)||up(t)− uq(t)||
∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds+ F̂p,q(t), (2.49)

où l’application F̂p,q est définie sur I par

F̂p,q(t) = 2Tϕf,ζ(t)
(
l
1
2
p + l

1
2
q

)(
2ξ1ζ + (ξ1 + ξ2)

(
ζ + ξ1(γ(T ))

1
2

))
,

pour chaque t ∈ I.
Comme ϕf,ζ(·) ∈ L2

R(I) par hypothèse, les suites (un(·)) et (xn(·)) sont bornées (voir

(2.42)-(2.43)) et lp, lq → 0 lorsque p, q →∞, alors, il résulte

lim
p,q→∞

F̂p,q(t) = 0 p.p. t ∈ I.

De plus, |F̂p,q(t)| ≤ 4T (γ(T ))
1
2ϕf,ζ(t)

(
2ξ1ζ + (ξ1 + ξ2)

(
ζ + ξ1(γ(T ))

1
2

))
pour tout t ∈ I.

Ainsi, il découle du théorème de la convergence dominé de Lebesgue que

lim
p,q→∞

∫ T

0

F̂p,q(t)dt = 0. (2.50)
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On remarque pour tout t ∈ I et tous p, q que

〈u̇p(t)− u̇q(t), up(t)− up(δp(t))− uq(t) + uq(δq(t))〉

≤(‖u̇p(t)‖+ ‖u̇q(t)‖)(‖up(t)− up(δp(t))‖+ ‖uq(δq(t))− uq(t)‖) = F̃p,q(t). (2.51)

En vertu de (2.27) et (2.31), il résulte

0 ≤
∫ T

0

F̃p,q(t)dt ≤
∫ T

0

(‖u̇p(t)‖+ ‖u̇q(t)‖)
(
k1(γ(δp(t))− γ(t))

+ (k1 + 2L1)lp + k1(γ(δq(t))− γ(t)) + (k1 + 2L1)lq

)
dt

≤ 4(k1 + L1)(lp + lq)T
1
2 ξ1 → 0 lorsque p, q → +∞. (2.52)

Par conséquent, (2.40), (2.49) et (2.51), permettent de conclure que

1

2

d

dt
||up(t)− uq(t)||2 = 〈u̇p(t)− u̇q(t), up(t)− uq(t)〉

≤ 〈u̇p(t)− u̇q(t), up(t)− up(δp(t))− uq(t) + uq(δq(t))〉

+ 〈u̇p(t) + hp(t)− u̇q(t)− hq(t), up(δp(t))− uq(δq(t))〉

+ 〈hq(t)− hp(t), up(δp(t))− uq(δq(t))〉

≤ ϕf,ζ(t)||up(t)− uq(t)||
∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||+ ||xp(s)− xq(s)||

)
ds+ F̂p,q(t)

+ F̆p,q(t) + F̃p,q(t)

≤
√

2ϕf,ζ(t)||up(t)− uq(t)||
∫ t

0

(
||up(s)− uq(s)||2 + ||xp(s)− xq(s)||2

) 1
2
ds+ Fp,q(t),

(2.53)

sachant que a+ b ≤
√

2(a2 + b2)
1
2 pour a, b ≥ 0, où l’application Fp,q est définie sur I par

Fp,q(t) = F̆p,q(t) + F̃p,q(t) + F̂p,q(t), (2.54)

pour chaque t ∈ I.
Il est facile de déduire de (2.41), (2.50), (2.52) et (2.54) que

lim
p,q→∞

∫ T

0

Fp,q(t)dt = 0. (2.55)

Observons en outre que

||up(t)− uq(t)|| ≤
(
||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2

) 1
2
,

car a ≤ (a2 + b2)
1
2 pour a, b ≥ 0.

Maintenant, on pose y(t) = ||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(x)− xq(t)||2, t ∈ I. De retour à (2.53),

il résulte
1

2

d

dt
||up(t)− uq(t)||2 ≤

√
2ϕf,ζ(t)(y(t))

1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds+ Fp,q(t). (2.56)
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Soient p et q deux entiers arbitraires. Rappelons que pour p.p. t ∈ I

−ẋp(t)− gp(t) ∈ B(δp(t))xp(δp(t)),

−ẋq(t)− gq(t) ∈ B(δq(t))xq(δq(t)).

En combinant la définition de la pseudo-distance (1.1), (h1
B), (2.6) et (2.39), avec ces

dernières inclusions, il résulte

〈ẋp(t) + gp(t)− ẋq(t)− gq(t), xp(δp(t))− xq(δq(t))〉

≤ (1 + ‖ẋp(t) + gp(t)‖+ ‖ẋq(t) + gq(t)‖)dis (B(δp(t)), B(δq(t)))

≤ (1 + ‖ẋp(t)‖+ ‖ẋq(t)‖+ 2mg(1 +M)) (|β(δp(t))− β(t)|+ |β(t)− β(δq(t))|)

≤ (lp + lq)(1 + ‖ẋp(t)‖+ ‖ẋq(t)‖+ 2mg(1 +M)) = Ğp,q(t). (2.57)

On note en vertu de (2.6) et (2.32) que

0 ≤
∫ T

0

Ğp,q(t)dt ≤ (lp + lq)(T + 2T
1
2 ξ2 + 2Tmg(1 +M))→ 0 lorsque p, q →∞. (2.58)

De (H2
g ), (2.45) et (2.46), il existe une fonction ϕg,ζ(·) ∈ L2

R+
(I) telle que pour p.p. t ∈ I,

‖gp(t)− gq(t)‖ = ||g(t, up(∆p(t)), xp(∆p(t)))− g(t, uq(∆q(t)), xq(∆q(t)))||

≤ ϕg,ζ(t)
(
||up(∆p(t))− uq(∆q(t))||+ ||xp(∆p(t))− xq(∆q(t))||

)
≤ ϕg,ζ(t)

(
||up(t)− uq(t)||+ ||xp(t)− xq(t)||

)
+ ϕg,ζ(t)(ξ1 + ξ2)

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
, (2.59)

et par le même raisonnement de (2.48), on peut écrire

||xp(δp(t))− xq(δq(t))|| ≤ ||xp(δp(t))− xp(t)||+ ||xp(t)− xq(t)||+ ||xq(t)− xq(δq(t))||

≤ ||xp(t)− xq(t)||+ ξ2

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)
,

ceci avec (2.59), permet de simplifier comme suit

〈gq(t)− gp(t), xp(δp(t))− xq(δq(t))〉

≤ ϕg,ζ(t)
((
||up(t)− uq(t)||+ ||xp(t)− xq(t)||

)
+ (ξ1 + ξ2)

(
l
1
2
p + l

1
2
q

))
×
(
||xp(t)− xq(t)||+ ξ2

(
l
1
2
p + l

1
2
q

))
≤ ϕg,ζ(t)

(
||xp(t)− xq(t)||||up(t)− uq(t)||+ ||xp(t)− xq(t)||2

)
+ ϕg,ζ(t)

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)(
ξ2

(
||up(t)− uq(t)||+ ||xp(t)− xq(t)||

)
+ (ξ1 + ξ2)

(
||xp(t)− xq(t)||+ ξ2

(
l
1
2
p + l

1
2
q

)))
≤ 3

2
ϕg,ζ(t)

(
||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2

)
+ Ĝp,q(t), (2.60)
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notant que ab ≤ 1
2
(a2 + b2), pour tout a, b ∈ R+, où l’application Ĝp,q est définie sur I par

Ĝp,q(t) =2ϕg,ζ(t)
(
l
1
2
p + l

1
2
q

)(
2ξ2ζ + (ξ1 + ξ2)

[
ζ + ξ2(γ(T ))

1
2

])
,

pour chaque t ∈ I.
Comme ϕg,ζ(·) ∈ L2

R(I) par hypothèse, les suites (un(·)) et (xn(·)) sont bornées (voir

(2.42)-(2.43)) et lp, lq → 0 lorsque p, q →∞, alors, il résulte

lim
p,q→∞

Ĝp,q(t) = 0 p.p. t ∈ I.

De plus, |Ĝp,q(t)| ≤ 4ϕg,ζ(t)(γ(T ))
1
2

(
2ξ2ζ + (ξ1 + ξ2)

[
ζ + ξ2(γ(T ))

1
2

])
pour tout t ∈ I.

Ainsi, il découle du théorème de la convergence dominée de Lebesgue que

lim
p,q→∞

∫ T

0

Ĝp,q(t)dt = 0. (2.61)

On remarque pour tout t ∈ I et tous p, q que

〈ẋp(t)− ẋq(t), xp(t)− xp(δp(t))− xq(t) + xq(δq(t))〉

≤(‖ẋp(t)‖+ ‖ẋq(t)‖)(‖xp(t)− xp(δp(t))‖+ ‖xq(δq(t))− xq(t)‖) = G̃p,q(t). (2.62)

En vertu de (2.28) et (2.32), il résulte

0 ≤
∫ T

0

G̃p,q(t)dt ≤ 2(k2 + L2)(lp + lq)

∫ T

0

(‖ẋp(t)‖+ ‖ẋq(t)‖)dt

≤ 4(k2 + L2)(lp + lq)T
1
2 ξ2 → 0 lorsque p, q →∞. (2.63)

Par conséquent, (2.57), (2.60) et (2.62), permettent de conclure que

1

2

d

dt
||xp(t)− xq(t)||2 = 〈ẋp(t)− ẋq(t), xp(t)− xq(t)〉

= 〈ẋp(t)− ẋq(t), xp(t)− xp(δp(t))− xq(t) + xq(δq(t))〉

+ 〈ẋp(t) + gp(t)− ẋq(t)− gq(t), xp(δp(t))− xq(δq(t))〉

+ 〈gq(t)− gp(t), xp(δp(t))− xq(δq(t))〉

≤ Ğp,q(t) + G̃p,q(t) +
3

2
ϕg,ζ(t)

(
||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2

)
+ Ĝp,q(t)

≤ 3

2
ϕg,ζ(t)

(
||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2

)
+Gp,q(t), (2.64)

où l’application Gp,q est définie sur I par

Gp,q(t) = Ğp,q(t) + G̃p,q(t) + Ĝp,q(t),
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pour chaque t ∈ I.
Il est facile de déduire de (2.58), (2.61) et (2.63) que

lim
p,q→∞

∫ T

0

Gp,q(t)dt = 0. (2.65)

Maintenant, on pose y(t) = ||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2, t ∈ I. De retour à (2.64),

on écrit

1

2

d

dt
||xp(t)− xq(t)||2 ≤

3

2
ϕg,ζ(t)y(t) +Gp,q(t). (2.66)

En combinant (2.56) et (2.66), on trouve

ẏ(t) ≤ 3ϕg,ζ(t)y(t) + 2
√

2ϕf,ζ(t)(y(t))
1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds+ 2(Fp,q(t) +Gp,q(t)).

Appliquons Lemme 1.58, pour ε > 0

y(t) = ||up(t)− uq(t)||2 + ||xp(t)− xq(t)||2,

h1(t) = 3ϕg,ζ(t), h2(t) = 2
√

2ϕf,ζ(t),

h(t) = max
(h1(t)

2
,
h2(t)

2

)
, z(t) = 2(Fp,q(t) +Gp,q(t)), pour presque tout t ∈ I.

Par conséquent, on écrit pour tout t ∈ I

(y(t))
1
2 ≤ (y(0) + ε)

1
2 exp

(∫ t

0

(h(s) + 1)ds

)
+
ε

1
2

2

∫ t

0

exp

(∫ t

s

(h(r) + 1)dr

)
ds

+ 2

[(∫ t

0

z(s)ds+ ε

) 1
2

− ε
1
2 exp

(∫ t

0

(h(r) + 1)dr

)]

+ 2

∫ t

0

(
h(s) + 1

)
exp

(∫ t

s

(h(r) + 1)dr

)(∫ s

0

z(r)dr + ε

) 1
2

ds.

en tenant compte de (2.55), (2.65) et le fait que ||up(0)−uq(0)|| = 0, ||xp(0)−xq(0)|| = 0,

ensuite, en faisant tendre ε vers 0, on déduit que

lim
p,q→∞

||up(·)− uq(·)||∞ = 0 et lim
p,q→∞

||xp(·)− xq(·)||∞ = 0.

Ainsi, d’une part, le critère uniforme de Cauchy garantit que (un(·)) converge uniformé-

ment sur I vers une application u(·) ∈ CH(I), et on déduit de (2.42) que

||u(t)|| ≤ m1, ∀t ∈ I.

De plus, d’après (2.27) et (2.33), on obtient

‖un(∆n(t))− un(t)‖ ≤ k1

(
γ(t)− γ(∆n(t))

)
+ (k1 + 2L1)ln → 0 lorsque n→∞. (2.67)
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De même, on obtient

‖un(δn(t))− un(t)‖ → 0 lorsque n→∞.

Remarquons que pour tout t ∈ I

‖un(∆n(t))− u(t)‖ ≤ ‖un(∆n(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− u(t)‖,

puis, en utilisant (2.67), et la convergence uniforme de (un) vers u, il résulte

lim
n→∞

‖un(∆n(t))− u(t)‖ = 0. (2.68)

En procédant de la même manière, il s’ensuit

lim
n→∞

‖un(δn(t))− u(t)‖ = 0. (2.69)

Remarquons de (2.31) que la suite (u̇n(·)) est bornée dans L2
H(I). Alors, d’après Théo-

rème 1.48 on peut extraire une sous-suite notée encore (u̇n(·)) qui converge faiblement

dans L2
H(I) vers u̇(·).

D’autre part, le critère uniforme de Cauchy ci-dessus garantit que (xn(·)) converge uni-

formément sur I vers une application x(·) ∈ CH(I), et on déduit de (2.43) que

||x(t)|| ≤ m2, ∀t ∈ I.

De plus, d’après (2.28) et (2.33), on obtient

‖xn(t)− xn(∆n(t))‖ → 0 et ‖xn(δn(t))− xn(t)‖ → 0 lorsque n→∞. (2.70)

De (2.70), et la convergence uniforme de (xn) vers x, il s’ensuit que

lim
n→∞

‖xn(∆n(t))− x(t)‖ = 0. (2.71)

De même, on trouve

lim
n→∞

‖xn(δn(t))− x(t)‖ = 0. (2.72)

Maintenant, de (2.32), la suite (ẋn(·)) est bornée dans L2
H(I). Alors, d’après Théorème

1.48 on peut extraire une sous-suite notée encore (ẋn(·)) qui converge faiblement dans

L2
H(I) vers ẋ(·).

En vertu de (2.68), (2.71) et la continuité de f(t, s, ·, ·) pour tout (t, s) ∈ I × I, on déduit

lim
n→∞

‖f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))− f(t, s, u(s), x(s))‖ = 0.
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En combinant cela avec (2.37), le théorème de la convergence dominée de Lebesgue im-

plique

lim
n→∞

∥∥∥∫ t

0

f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))ds−
∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds
∥∥∥ = 0.

Encore une fois, en tenant compte de cette limite et (2.38), il s’ensuit

lim
n→∞

∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, un(∆n(s)), xn(∆n(s)))ds−
∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds

∥∥∥∥2

dt = 0,

par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.

En vertu de (2.68), (2.71) et la continuité de g(t, ·, ·) pour tout t ∈ I, on obtient

lim
n→∞

‖g(t, un(∆n(t)), xn(∆n(t)))− g(t, u(t), x(t))‖ = 0.

En combinant cela avec (2.39), on obtient

lim
n→∞

∫ T

0

‖g(t, un(∆n(t)), xn(∆n(t)))− g(t, u(t), x(t))‖2dt = 0,

par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue.

Étape 3. Nous allons montrer que (u, x) est une solution du système couplé (Pf,g).
Tout d’abord, démontrons que (u(t), x(t)) ∈ D (A(t))×D (B(t)) pour tout t ∈ I.
Rappelons que (un(δn(t)), xn(δn(t))) ∈ D (A(δn(t)))×D (B(δn(t))) pour tout t ∈ I
(voir (2.36)). Alors, de (h1

A), (h1
B) et (2.6), on remarque que pour tout t ∈ I

dis (A(δn(t)), A(t)) ≤ |α(δn(t))− α(t)| → 0 lorsque n→∞, (2.73)

et

dis (B(δn(t)), B(t)) ≤ |β(δn(t))− β(t)| → 0 lorsque n→∞, (2.74)

car lim
n→∞

δn(t) = t, α et β sont des applications continues.

Remarquons de (h2
A), (h2

B) et (2.16) que les suites

(yn) =
(
A0(δn(t))un(δn(t))

)
et (zn) =

(
B0(δn(t))xn(δn(t))

)
sont bornées. Alors, on peut extraire de (yn) (resp. (zn)) une sous-suite notée (yn) (resp.

(zn)) qui converge faiblement vers y ∈ H (resp. z ∈ H). En appliquant Lemme 1.38, en

tenant compte (2.69) et (2.72), on conclut que (u(t), x(t)) ∈ D (A(t))×D (B(t)) pour tout

t ∈ I.
Posons κ(t) =

∫ t
0
f(t, s, u(s), x(s))ds pour chaque t ∈ I. Comme la suite (u̇n(·) + hn(·))
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converge faiblement dans L2
H(I) vers u̇(·) + κ(·). Alors, d’après le théorème de Banach-

Mazur, il existe une suite (ξn) qui converge fortement dans L2
H(I) vers u̇(·) + κ(·) telle

que pour chaque n ∈ N

ξn ∈ co{u̇j + hj, j ≥ n}.

Alors, on peut extraire de (ξn) une sous-suite qui converge p.p. vers u̇(·) + κ(·), i.e., il
existe un sous-ensemble K ′ de I Lebesgue négligeable tel que pour tout t ∈ I \K ′

u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds ∈
⋂
n∈N

{ξj(t), j ≥ n} ⊂
⋂
n∈N

co{u̇j(t) + hj(t), j ≥ n}.

Alors, d’après Proposition 1.13, on a pour tout w ∈ H et tout t ∈ I \K ′

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, w〉 ≤ δ∗{u̇j(t)+hj(t), j≥n}(w), ∀n ∈ N

= sup
j≥n
〈u̇j(t) + hj(t), w〉, ∀n ∈ N

≤ inf
n∈N

sup
j≥n
〈u̇j(t) + hj(t), w〉

donc,

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, w〉 ≤ lim sup
n→∞

〈u̇n(t) + hn(t), w〉. (2.75)

Rappelons que pour tout t ∈ I, u(t) ∈ D (A(t)). Pour montrer l’inclusion

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

en utilisant Lemme 1.35, il suffit d’établir

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, u(t)− η〉 ≤ 〈A0(t)η, η − u(t)〉 p.p. t ∈ I,

pour tout η ∈ D (A(t)).

Soit η ∈ D (A(t)). Alors, (h2
A), (2.73) et Lemme 1.40 assurent l’existence d’une suite (ηn)

telle que

ηn ∈ D (A(δn(t))), ηn → η et A0(δn(t))ηn → A0(t)η. (2.76)

Pour n ≥ 1, soit I \ Sn l’ensemble sur lequel (2.34) est vérifiée. L’opérateur A(t) étant

monotone pour tout t ∈ I entraîne que pour t ∈ I \ Sn

〈u̇n(t) + hn(t), un(δn(t))− ηn〉 ≤ 〈A0(δn(t))ηn, ηn − un(δn(t))〉. (2.77)
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D’après (2.30), (2.38) et (2.77), on obtient pour t ∈ I \ (
⋃
n∈N

Sn ∪K ∪K ′)

〈u̇n(t) + hn(t), u(t)− η〉 = 〈u̇n(t) + hn(t), un(δn(t))− ηn〉

+〈u̇n(t) + hn(t), (u(t)− un(δn(t)))− (η − ηn)〉

≤ 〈A0(δn(t))ηn, ηn − un(δn(t))〉

+

(
at + Tmf (1 +M)

)(
‖un(δn(t))− u(t)‖+ ‖ηn − η‖

)
.

Par conséquent, en combinant cela avec (2.69), (2.75), (2.76), il s’ensuit

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, u(t)− η〉 ≤ 〈A0(t)η, η − u(t)〉.

D’où (voir Lemme 1.35)

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

avec u(0) = u0.

Maintenant, nous établissons la deuxième inclusion différentielle

−ẋ(t) ∈ B(t)x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I.

Nous savons que la suite (ẋn(·) + gn(·)) converge faiblement dans L2
H(I) vers ẋ(·) +

g(·, u(·), x(·)). Alors, par le théorème de Banach-Mazur, il existe une suite (ζn) qui converge

fortement dans L2
H(I) vers ẋ(·) + g(·, u(·), x(·)) telle que pour chaque n ∈ N

ζn ∈ co{ẋj + gj, j ≥ n}.

Alors, on peut extraire de (ζn) une sous-suite qui converge p.p. vers ẋ(·) + g(·, u(·), x(·)),
i.e., il existe un sous-ensemble S de I Lebesgue négligeable tel que pour tout t ∈ I \ S

ẋ(t) + g(t, u(t), x(t)) ∈
⋂
n∈N

{ζj(t), j ≥ n} ⊂
⋂
n∈N

co{ẋj(t) + gj(t), j ≥ n}.

Alors, pour tout w ∈ H et tout t ∈ I \ S, on a

〈ẋ(t) + g(t, u(t), x(t)), w〉 ≤ lim sup
n→∞

〈ẋn(t) + gn(t), w〉. (2.78)

Comme x(t) ∈ D (B(t)) sur I, par Lemme 1.35, il suffit de montrer que

〈ẋ(t) + g(t, u(t), x(t)), x(t)− θ〉 ≤ 〈B0(t)θ, θ− x(t)〉 p.p. t ∈ I, pour tout θ ∈ D (B(t)).

Soit θ ∈ D (B(t)). Alors, (h2
B), (2.74) et Lemme 1.40, assurent l’existence d’une suite (θn)

telle que

θn ∈ D (B(δn(t))), θn → θ et B0(δn(t))θn → B0(t)θ. (2.79)
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Pour n ≥ 1, soit I \ Vn l’ensemble sur lequel (2.35) est vérifiée. L’opérateur B(t) étant

monotone pour tout t ∈ I, entraîne que pour t ∈ I \ Vn

〈ẋn(t) + gn(t), xn(δn(t))− θn〉 ≤ 〈B0(δn(t))θn, θn − xn(δn(t))〉. (2.80)

D’après (2.30), (2.39) et (2.80), on obtient pour t ∈ I \ (
⋃
n∈N

Vn ∪ S ∪K)

〈ẋn(t) + gn(t), x(t)− θ〉 = 〈ẋn(t) + gn(t), xn(δn(t))− θn〉

+ 〈ẋn(t) + gn(t), (x(t)− xn(δn(t)))− (θ − θn)〉

≤
〈
B0(δn(t))θn, θn − xn(δn(t))

〉
+ (bt +mg(1 +M)) (‖xn(δn(t))− x(t)‖+ ‖θn − θ‖) .

Par conséquent, en combinant cela avec (2.72), (2.78), (2.79), il résulte

〈ẋ(t) + g(t, u(t), x(t)), x(t)− θ〉 ≤ 〈B0(t)θ, θ − x(t)〉.

D’où (voir le Lemme 1.35)

−ẋ(t) ∈ B(t)x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,

avec x(0) = x0.

Par conséquent, le système couplé (Pf,g) admet au moins une solution absolument continue

(u, x) : I → H ×H.
Maintenant, remarquons de (2.27)-(2.28) que pour tous s, t tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T

‖un(t)− un(s)‖ ≤ k1 (t− s+ α(t)− α(s) + β(t)− β(s)) + (k1 + 2L1)ln,

et

‖xn(t)− xn(s)‖ ≤ k2 (t− s+ α(t)− α(s) + β(t)− β(s)) + (k2 + 2L2)ln.

Passons à la limite dans ces dernières inégalités

‖u̇(t)‖ ≤ k1(1 + α̇(t) + β̇(t)) et ‖ẋ(t)‖ ≤ k2(1 + α̇(t) + β̇(t)) pour p.p. t ∈ I.

Partie 2 : Unicité de la solution. Soient (u1, x1), (u2, x2) deux solutions du système

couplé (Pf,g). Puisque la solution est bornée, alors, il existe η tel que ‖ui(t)‖ ≤ η et

‖xi(t)‖ ≤ η pour tout t ∈ I, i = 1, 2. Du comportement du type Lipschitz de f dans (2.2),
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on a 〈∫ t

0

f(t, s, u1(s), x1(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, u2(s), x2(s))ds, u2(t)− u1(t)

〉
≤
(∫ t

0

‖f(t, s, u1(s), x1(s))− f(t, s, u2(s), x2(s))‖ds
)
‖u1(t)− u2(t)‖

≤ ϕf,η(t)‖u1(t)− u2(t)‖
∫ t

0

(
‖u1(s)− u2(s)‖+ ‖x1(s)− x2(s)‖

)
ds

≤
√

2ϕf,η(t)‖u1(t)− u2(t)‖
∫ t

0

(
‖u1(s)− u2(s)‖2 + ‖x1(s)− x2(s)‖2

) 1
2
ds,

notant que a+ b ≤
√

2(a2 + b2)
1
2 pour a, b ≥ 0. Observons que

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤
(
‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖x1(t)− x2(t)‖2

) 1
2 ,

car a ≤ (a2 + b2)
1
2 pour a ≥ 0, b ∈ R.

Ensuite, on définit l’application y par

y(t) = ‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖x1(t)− x2(t)‖2, (2.81)

pour tout t ∈ I, on obtient alors〈∫ t

0

f(t, s, u1(s), x1(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, u2(s), x2(s))ds, u2(t)− u1(t)

〉
≤
√

2ϕf,η(t)(y(t))
1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds. (2.82)

L’opérateur A(t) étant monotone pour chaque t ∈ I entraine

〈u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t)〉

≤
〈∫ t

0

f(t, s, u1(s), x1(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, u2(s), x2(s))ds, u2(t)− u1(t)

〉
.

(2.83)

Par conséquent, en combinant (2.82)-(2.83), on trouve

1

2

d

dt
‖u1(t)− u2(t)‖2 = 〈u1(t)− u2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉 ≤

√
2ϕf,η(t)(y(t))

1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds.

(2.84)

En outre, du comportement du type Lipschitz de g dans (2.4), il existe une fonction

ϕg,η(·) ∈ L2
R+

(I) telle que g(t, ·, ·) est ϕg,η(t)-Lipschitz sur BH [0, η]×BH [0, η] pour chaque

t ∈ I, donc

〈g(t, u1(t), x1(t))− g(t, u2(t), x2(t)), x2(t)− x1(t)〉

≤ ϕg,η(t)
(
‖u1(t)− u2(t)‖+ ‖x1(t)− x2(t)‖

)
‖x1(t)− x2(t)‖

= ϕg,η(t)
(
‖x1(t)− x2(t)‖2 + ‖u1(t)− u2(t)‖‖x1(t)− x2(t)‖

)
≤ 3

2
ϕg,η(t)

(
‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖x1(t)− x2(t)‖2

)
, (2.85)
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en notant que w2 + wz ≤ 3
2
(w2 + z2) pour tout w, z ∈ R+.

L’opérateur B(t) étant monotone pour chaque t ∈ I, entraîne

〈ẋ1(t)− ẋ2(t), x1(t)− x2(t)〉 ≤ 〈g(t, u1(t), x1(t))− g(t, u2(t), x2(t)), x2(t)− x1(t)〉. (2.86)

Par conséquent, en combinant (2.81), (2.85) et (2.86), on trouve

1

2

d

dt
‖x1(t)− x2(t)‖2 = 〈x1(t)− x2(t), ẋ1(t)− ẋ2(t)〉 ≤ 3

2
ϕg,η(t)y(t). (2.87)

La somme de (2.84) et (2.87) membre à membre donne

ẏ(t) ≤ 3ϕg,η(t)y(t) + 2
√

2ϕf,η(t)(y(t))
1
2

∫ t

0

(y(s))
1
2ds.

Rappelons que ||u1(0)−u2(0)|| = 0 et ||x1(0)−x2(0)|| = 0 et par hypothèse ϕf,η(·), ϕg,η(·) ∈
L2
R+

(I). Du Lemme 1.58, il en résulte que (u1, x1) = (u2, x2). �

2.3 Résultat principal

Pour commencer cette section, démontrons un nouveau résultat concernant un système

couplé plus général : lorsque les opérateurs dépendent de deux variables (le temps et

l’état).

Théorème 2.2. Supposons que pour tout (t, z) ∈ I ×H, A(t, z) : D(A(t, z)) ⊂ H ⇒ H

est un opérateur maximal monotone tel que

(H1
A) il existe une constante réelle λ1 > 0 et une fonction positive et croissante α(·) ∈
W 1,2(I,R) telle que

dis (A(t, x), A(s, y)) ≤ |α(t)− α(s)|+ λ1‖x− y‖, ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H;

(H2
A) il existe un nombre réel c1 > 0 tel que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c1(1 + ||x||+ ||y||) pour t ∈ I, y ∈ D (A(t, x)).

Supposons que pour tout (t, z) ∈ I ×H, B(t, z) : D (B(t, z)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur

maximal monotone tel que

(H1
B) il existe une constante réelle λ2 > 0 et une fonction positive et croissante β(·) ∈
W 1,2(I,R) tel que

dis (B(t, x), B(s, y)) ≤ |β(t)− β(s)|+ λ2‖x− y‖, ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H;
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(H2
B) il existe un nombre réel c2 > 0 tel que

‖B0(t, x)y‖ ≤ c2(1 + ||x||+ ||y||) pour t ∈ I, y ∈ D (B(t, x)).

Soient f : I × I ×H ×H → H et g : I ×H ×H → H deux applications satisfaisant les

hypothèses du Théorème 2.1. Alors, pour tout (ψ, φ) ∈ W 1,2(I,H) ×W 1,2(I,H) et pour

tout (u0, x0) ∈ D(A(0, ψ(0)))×D(B(0, φ(0))), le système

−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t, ψ(t)))×D (B(t, φ(t))), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0),

admet une unique solution (u, x), telle que

||u̇(t)|| ≤ k1(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) et ||ẋ(t)|| ≤ k2(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) p.p. t ∈ I, (2.88)

pour des constantes réelles positives k1 et k2, qui dépendent de ‖u0‖, ‖x0‖, c1, c2, T , λ1,

λ2, ψ(·), φ(·), mf , mg, α(·) et β(·), où les applications η1 et η2 sont définies par

η1(t) =

∫ t

0

[
α̇(s) + λ1‖ψ̇(s)‖

]
ds, ∀t ∈ I,

et

η2(t) =

∫ t

0

[
β̇(s) + λ2‖φ̇(s)‖

]
ds, ∀t ∈ I.

Démonstration. Pour tout (ψ, φ) ∈ W 1,2(I,H) ×W 1,2(I,H) fixe, définissons les opé-

rateurs maximaux monotones dépendants du temps Aψ(t) := A(t, ψ(t)) et Bφ(t) :=

B(t, φ(t)).

Soient s, t ∈ I tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T , alors, on a de (H1
A)

dis(Aψ(t), Aψ(s)) = dis(A(t, ψ(t)), A(s, ψ(s)))

≤ |α(t)− α(s)|+ λ1||ψ(t)− ψ(s)||

≤
∫ t

s

α̇(τ)dτ + λ1

∫ t

s

||ψ̇(τ)||dτ = η1(t)− η1(s),

où η1 ∈ W 1,2(I,R) est définie par

η1(t) =

∫ t

0

[
α̇(s) + λ1‖ψ̇(s)‖

]
ds, t ∈ I.

De (H1
B), pour tous t, s ∈ I tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

dis(Bφ(t), Bφ(s)) = dis(B(t, φ(t)), B(s, φ(s)))

≤ |β(t)− β(s)|+ λ2||φ(t)− φ(s)||

≤
∫ t

s

β̇(τ)dτ + λ2

∫ t

s

||φ̇(τ)||dτ = η2(t)− η2(s),
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où η2 ∈ W 1,2(I,R) est définie par

η2(t) =

∫ t

0

[
β̇(s) + λ2‖φ̇(s)‖

]
ds, t ∈ I.

De plus, d’après (H2
A) et (H2

B), il existe deux constantes réelles positives c3 et c4 qui

dépendent de c1 et ψ(·) (resp. c2 et φ(·)) telles que pour tout (x, z) ∈ D(A(t, ψ(t))) ×
D(B(t, φ(t)))

||A0
ψ(t)x|| = ||A0(t, ψ(t))x|| ≤ c1(1 + ||ψ(t)||+ ||x||)

≤ c3(1 + ||x||),

et

||B0
φ(t)z|| = ||B0(t, φ(t))z|| ≤ c2(1 + ||φ(t)||+ ||z||)

≤ c4(1 + ||z||).

Toutes les hypothèses du Théorème 2.1 sont satisfaites, il s’ensuit donc l’existence et l’uni-

cité de la solution de notre système couplé. De plus, il existe des constantes appropriées

k1, k2 telles que les estimations dans (2.88) soient vraies. �

Maintenant, nous sommes prêts à démontrer le résultat principal de cette section. Nous

allons minimiser une fonctionnelle intégrale sur les applications "de contrôle" intervenant

dans l’état des opérateurs maximaux monotones du le système dynamique considéré.

Théorème 2.3. Supposons que pour tout (t, z) ∈ I ×H, A(t, z) : D(A(t, z)) ⊂ H ⇒ H

est un opérateur maximal monotone satisfaisant (H1
A)-(H2

A). Supposons de plus que

(H3
A) pour tout sous-ensemble borné X ⊂ H, l’ensemble D (A(I × X)) est relativement

boule-compact.

Supposons que pour tout (t, z) ∈ I ×H, B(t, z) : D(B(t, z)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur

maximal monotone satisfaisant (H1
B)-(H2

B). Supposons en outre que

(H3
B) pour tout sous-ensemble borné X ⊂ H, l’ensemble D (B(I × X)) est relativement

boule-compact.

Soient f : I × I ×H ×H → H et g : I ×H ×H → H deux applications satisfaisant les

hypothèses du Théorème 2.1. La fonctionnelle du coût L : I ×H ×H → [0,+∞[ est une

application mesurable telle que L(t, ·, ·) est semi-continue inférieurement sur H ×H pour

chaque t ∈ I, et L(t, x, ·) est convexe pour chaque (t, x) ∈ I × H. Soient Ψ,Φ : I ⇒ H

des multi-applications mesurables à valeurs convexes compactes telles que Ψ(t) ⊂ ξ1BH ,
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Φ(t) ⊂ ξ2BH pour tout t ∈ I, où ξi (i = 1, 2) sont des constantes réelles positives.

Définissons les ensembles X et Y par

X = {ψ ∈ W 1,2(I,H) : ψ(t) = w0 +

∫ t

0

ψ̇(s)ds, ψ̇ ∈ S2
Ψ},

et

Y = {φ ∈ W 1,2(I,H) : φ(t) = z0 +

∫ t

0

φ̇(s)ds, φ̇ ∈ S2
Φ},

où S2
Ψ et S2

Φ sont les ensembles de toutes les sélections dans L2
H(I) de Ψ et Φ respective-

ment. Alors, le problème

min
(ψ,φ)∈X×Y

∫ T

0

L(t, uψ(t), ẋφ(t))dt,

admet une solution optimale, où (uψ, xφ) est la solution associée au contrôle (ψ, φ) ∈ X×Y
du système contrôlé

(CSψ,φ)



−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,
(u(t), x(t)) ∈ D (A(t, ψ(t)))×D (B(t, φ(t))), t ∈ I,
(u(0), x(0)) = (u0, x0) ∈ D (A(0, w0))×D (B(0, z0)).

Démonstration. Il est clair que X et Y sont convexes. Montrons que X et Y sont des

sous-ensembles compacts dans l’espace de Banach CH(I).

Soit (ψ, φ) ∈ X × Y , alors, par construction des ensembles X et Y , on a

ψ(t) ∈ w0 +

∫ t

0

Ψ(s)ds, pour tout t ∈ I,

et

φ(t) ∈ z0 +

∫ t

0

Φ(s)ds, pour tout t ∈ I.

Comme s 7→ Ψ(s) et s 7→ Φ(s) sont deux multi-applications mesurables, intégrablement

bornées, à valeurs convexes compactes, alors le second membre de chacune des deux

dernières inclusions est convexe compact d’après Théorème 1.28. Ainsi, X (t) est inclus

dans le compact X(t) = w0 +
∫ t

0
Ψ(s)ds et Y(t) est inclus dans le compact Y (t) =

z0 +
∫ t

0
Φ(s)ds, pour tout t ∈ I. Or tout compact de H (H espace séparé) est fermé,

i.e. X(t) = X(t) et Y (t) = Y (t), pour tout t ∈ I. On en déduit que X (t) ⊂ X(t) et

Y(t) ⊂ Y (t), pour tout t ∈ I. De Proposition 1.43, il résulte que X (t) et Y(t) sont

compacts, pour tout t ∈ I. Donc, X (t) et Y(t) sont relativement compacts, pour tout

t ∈ I. De plus, les ensembles X , Y sont équicontinus. Par le théorème d’Ascoli-Arzelà, on

déduit que X et Y sont relativement compacts dans l’espace de Banach CH(I).
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Il reste à vérifier que X et Y sont fermés dans CH(I).

Soit une suite (ψn, φn) ∈ X × Y convergeant vers (ψ, φ) ∈ CH(I) × CH(I) et satisfaisant

les estimations suivantes

||ψ̇n(t)|| ≤ ξ1 et ||φ̇n(t)|| ≤ ξ2 pour tout t ∈ I,

c’est-à-dire que la suite (ψ̇n, φ̇n) est bornée dans L2
H(I) × L2

H(I). Comme les ensembles

non vides S2
Ψ et S2

Φ sont fortement fermés dans L2
H(I), alors, quitte à remplacer par une

sous-suite notée encore (ψ̇n, φ̇n), cette dernière converge faiblement dans L2
H(I) × L2

H(I)

vers (y, z) ∈ S2
Ψ × S2

Φ et

lim
n
ψn(t) = w0 +

∫ t

0

y(s)ds et lim
n
φn(t) = z0 +

∫ t

0

z(s)ds, t ∈ I.

En identifiant les limites, on trouve

ψ(t) = w0 +

∫ t

0

y(s)ds et φ(t) = z0 +

∫ t

0

z(s)ds,

avec (ψ̇, φ̇) = (y, z) p.p. D’où (ψ, φ) ∈ X ×Y . Les ensembles X et Y sont par conséquent

fermés dans CH(I).

En vertu du Théorème 2.2, pour tout (ψ, φ) ∈ X ×Y , il existe une unique solution (uψ, xφ)

au système (CSψ,φ). De plus, notons de (2.88) qu’il y a des constantes réelles positives k1,

k2 telles que

||u̇ψ(t)|| ≤ k1(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) et ||ẋφ(t)|| ≤ k2(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) p.p. t ∈ I, (2.89)

où les applications η1 et η2 sont définies par

η1(t) =

∫ t

0

[α̇(s) + λ1ξ1]ds, ∀t ∈ I,

et

η2(t) =

∫ t

0

[β̇(s) + λ2ξ2]ds, ∀t ∈ I.

Soit (ψn(·), φn(·)) une suite minimisante de notre problème, c’est-à-dire

lim
n→∞

∫ T

0

L(t, uψn(t), ẋφn(t))dt = min
(ψ̃,φ̃)∈X×Y

∫ T

0

L(t, uψ̃(t), ẋφ̃(t))dt. (2.90)

Alors, supposons que (ψn) (resp. (φn)) converge uniformément vers ψ (resp. φ) dans

l’ensemble compact X (resp. Y) de CH(I). Rappelons que pour tout n ≥ 1, (uψn , xφn) est

l’unique solution du système

(Pψn,φn)



−u̇ψn(t) ∈ A(t, ψn(t))uψn(t) +

∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds p.p. t ∈ I,

−ẋφn(t) ∈ B(t, φn(t))xφn(t) + g(t, uψn(t), xφn(t)) p.p. t ∈ I,
(uψn(t), xφn(t)) ∈ D (A(t, ψn(t)))×D (B(t, φn(t))), t ∈ I,
(uψn(0), xφn(0)) = (u0, x0) ∈ D (A(0, ψn(0)))×D (B(0, φn(0))),
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avec (uψn , xφn) ∈ W 1,2(I,H)×W 1,2(I,H) et par les estimations (2.89), on obtient

||u̇ψn(t)|| ≤ k1(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) et ||ẋφn(t)|| ≤ k2(1 + η̇1(t) + η̇2(t)) p.p. t ∈ I. (2.91)

De plus, les suites (uψn(·)), (xφn(·)) sont équicontinues, et il existe ρ > 0 tel que

(uψn(t)) ⊂ ρBH et (xφn(t)) ⊂ ρBH pour tout t ∈ I. (2.92)

Notons également qu’il existe κ > 0 tel que

(ψn(t)) ⊂ κBH et (φn(t)) ⊂ κBH pour tout t ∈ I. (2.93)

Ceci avec le fait que (uψn(t), xφn(t)) ∈ D (A(t, ψn(t)))×D (B(t, φn(t))) pour chaque t ∈ I
et n, il s’ensuit

(uψn(t)) ⊂ D (A(I × κBH)) et (xφn(t)) ⊂ D (B(I × κBH)).

En combinant les dernières inclusions avec (2.92), (H3
A) et (H3

B), il résulte que les en-

sembles {uψn(t) : n ≥ 1} et {xφn(t) : n ≥ 1} sont relativement compacts dans H, pour

chaque t ∈ I. Par le théorème d’Ascoli-Arzelà (voir Théorème 1.47) et Théorème 1.48

avec (2.91), quitte à remplacer par des sous-suites de même notation, on peut supposer

que

(uψn) converge uniformément vers u ∈ W 1,2(I,H) avec u(0) = u0, (2.94)

(u̇ψn) converge faiblement dans L2
H(I) vers u̇, (2.95)

(xφn) converge uniformément vers x ∈ W 1,2(I,H) avec x(0) = x0, (2.96)

(ẋφn) converge faiblement dans L2
H(I) vers ẋ. (2.97)

Par le théorème de semi-continuité inférieure (voir Théorème 8.1.6 [29]) appliqué à la

fonctionnelle intégrale convexe semi-continue inférieure associée à L, on déduit

lim inf
n→∞

∫ T

0

L(t, uψn(t), ẋφn(t))dt ≥
∫ T

0

L(t, u(t), ẋ(t))dt.

Ceci avec (2.90), il s’ensuit que

inf
(ψ̃,φ̃)∈X×Y

∫ T

0

L(t, uψ̃(t), ẋφ̃(t))dt =

∫ T

0

L(t, u(t), ẋ(t))dt.

D’une part, en combinant (2.2), (2.94) et (2.96), il existe ϕf,ρ(·) ∈ L2
R+

(I) telle que pour

tous t, s ∈ I

||f(t, s, uψn(s),xφn(s))− f(t, s, u(s), x(s))||

≤ ϕf,ρ(t)
(
||uψn(s)− u(s)||+ ||xφn(s)− x(s)||

)
−→ 0 lorsque n→∞.
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D’autre part, de (2.4), (2.94) et (2.96), il existe ϕg,ρ(·) ∈ L2
R+

(I), telle que pour tout t ∈ I

||g(t, uψn(t),xφn(t))− g(t, u(t), x(t))||

≤ ϕg,ρ(t)
(
||uψn(t)− u(t)||+ ||xφn(t)− x(t)||

)
−→ 0 lorsque n→∞.

(2.98)

De (2.1) et (2.92), on déduit que pour tout (t, s) ∈ I × I et tout n

||f(t, s, uψn(s), xφn(s))|| ≤ mf (1 + 2ρ) < +∞.

Par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

lim
n→∞

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds

∥∥∥∥ = 0.

Ceci avec le fait que∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds

∥∥∥∥ ≤ Tmf (1 + 2ρ) < +∞,

encore une fois, par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on conclut

lim
n→∞

∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds

∥∥∥∥2

dt = 0. (2.99)

De plus, de (2.3) et (2.92), on écrit

||g(t, uψn(t), xφn(t))|| ≤ mg(1 + 2ρ) < +∞,

en tenant compte de (2.98), il découle du théorème de la convergence dominée de Lebesgue

que

lim
n→∞

∫ T

0

‖g(t, uψn(t), xφn(t))− g(t, u(t), x(t))‖2dt = 0. (2.100)

Rappelons que (uψn(t), xφn(t)) ∈ D (A(t, ψn(t))) × D (B(t, φn(t))) pour tout t ∈ I et

(uψn(t), xφn(t))→ (u(t), x(t)) (voir (2.94) et (2.96)), les suites (A0(t, ψn(t))uψn(t)),

(B0(t, φn(t))xφn(t)) sont bornées en utilisant (H2
A), (H2

B) et (2.92), (2.93) pour chaque

t ∈ I. De plus, notons que

dis (A(t, ψn(t)), A(t, ψ(t))) ≤ λ1‖ψn(t)− ψ(t)‖ → 0, (2.101)

dis (B(t, φn(t)), B(t, φ(t))) ≤ λ2‖φn(t)− φ(t)‖ → 0, (2.102)

lorsque n→∞, d’après (H1
A), (H1

B) et les modes de convergence ci-dessus. D’où, (u(t), x(t)) ∈
D (A(t, ψ(t)))×D (B(t, φ(t))), par application du Lemme 1.38.

Reste à montrer que

−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I,
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et

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I.

Nous définissons

fn(t) =

∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds,

gn(t) = g(t, uψn(t), xφn(t)),

h(t) =

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds.

En utilisant (2.95) et (2.99), remarquons que (u̇ψn(·) + fn(·)) converge faiblement dans

L2
H(I) vers u̇(·) +h(·). Alors, (u̇ψn(·) + fn(·)) converge au sens de Komlós vers u̇(·) +h(·).

Alors, il y a un ensemble négligeable Y1 tel que pour tout t ∈ I \ Y1

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
u̇ψk

(t) + fk(t)
)

= u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, (2.103)

et

−u̇ψn(t) ∈ A(t, ψn(t))uψn(t) +

∫ t

0

f(t, s, uψn(s), xφn(s))ds. (2.104)

En utilisant (2.97) et (2.100), on remarque que

(ẋφn(·) + gn(·)) converge faiblement dans L2
H(I) vers ẋ(·) + g(·, u(·), x(·)).

D’où, (ẋφn(·) + gn(·)) converge au sens de Komlós vers ẋ(·) + g(·, u(·), x(·)). Alors, il y a

un ensemble négligeable Y2 tel que pour t ∈ I \ Y2

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(
ẋφk(t) + gk(t)

)
= ẋ(t) + g(t, u(t), x(t)),

et

−ẋφn(t) ∈ B(t, φn(t))xφn(t) + g(t, uψn(t), xφn(t)). (2.105)

Soit (y, z) ∈ D(A(t, ψ(t))) × D(B(t, φ(t))). En combinant (2.101), (2.102), (H2
A), (H2

B),

Lemme 1.40 assure alors l’existence d’une suite (yn, zn) telle que

yn ∈ D(A(t, ψn(t))), yn → y, et A0(t, ψn(t))yn → A0(t, ψ(t))y, (2.106)

zn ∈ D(B(t, φn(t))), zn → z, et B0(t, φn(t))zn → B0(t, φ(t))z. (2.107)

De (2.104), et la monotonie de A(t, ψn(t)) pour tout t ∈ I, on a

〈u̇ψn(t) + fn(t), uψn(t)− yn〉 ≤ 〈A0(t, ψn(t))yn, yn − uψn(t)〉 p.p. (2.108)
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De même, de (2.105), et la monotonie de B(t, φn(t)) pour tout t ∈ I, on a

〈ẋφn(t) + gn(t), xφn(t)− zn〉 ≤ 〈B0(t, φn(t))zn, zn − xφn(t)〉.

Remarquons que

〈u̇ψn(t) + fn(t), u(t)− y〉 = 〈u̇ψn(t) + fn(t), uψn(t)− yn〉

+ 〈u̇ψn(t) + fn(t), u(t)− uψn(t)− (y − yn)〉,

on peut alors écrire

1

n

n∑
k=1

〈u̇ψk
(t) + fk(t), u(t)− y〉 =

1

n

n∑
k=1

〈
u̇ψk

(t) + fk(t), uψk
(t)− yk

〉
+

1

n

n∑
k=1

〈u̇ψk
(t) + fk(t), u(t)− uψk

(t)〉+
1

n

n∑
k=1

〈
u̇ψk

(t) + fk(t), yk − y
〉
. (2.109)

Ensuite, on obtient en utilisant (2.108)

1

n

n∑
k=1

〈
u̇ψk

(t) + fk(t), u(t)− y
〉
≤ 1

n

n∑
k=1

〈
A0(t, ψk(t))yk, yk − uψk

(t)
〉

+
1

n

n∑
k=1

〈
u̇ψk

(t) + fk(t), u(t)− uψk
(t)〉+

1

n

n∑
k=1

〈
u̇ψk

(t) + fk(t), yk − y
〉
.

En passant à la limite lorsque n → ∞ dans cette dernière estimation en tenant compte

de (2.94), (2.103), (2.106), il résulte

〈
u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds, u(t)− y
〉
≤
〈
A0(t, ψ(t))y, y − u(t)

〉
p.p.

Par application du Lemme 1.35, on obtient

−u̇(t) ∈ A(t, ψ(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s), x(s))ds p.p. t ∈ I.

En procédant de la même manière, on montre que

−ẋ(t) ∈ B(t, φ(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p.p. t ∈ I,

avec (u(t), x(t)) ∈ D(A(t, ψ(t)))×D(B(t, φ(t))) pour tout t ∈ I. De l’unicité de la solution

(voir Théorème 2.2), il s’ensuit que (u, x) = (uψ, xφ), où (uψ, xφ) est l’unique solution

associée au contrôle (ψ, φ) ∈ X × Y du système (CSψ,φ).

�



Chapitre 3

Sur une classe de problèmes

d’évolution régis par des

opérateurs maximaux monotones

avec une perturbation intégrale

3.1 Introduction

Le présent chapitre est consacré à l’étude d’une inclusion différentielle du premier ordre

gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de l’état avec

une perturbation intégrale, dans le contexte d’un espace de Hilbert séparable.

Dans la première section, nous considérerons le problème régi par des opérateurs maxi-

maux monotones dépendants du temps et de l’état suivant

(IDPA(t,u))

 −u̇(t) ∈ A(t, u(t))u(t) +

∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I := [T0, T ],

u(T0) = u0 ∈ D(A(T0, u0)),

où A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H est un opérateur maximal monotone, pour chaque

(t, x) ∈ I ×H, et f : I × I ×H → H est une application.

A cette fin, nous rétablissons d’abord la démonstration de l’existence de la solution de

l’inclusion intégro-différentielle avec des opérateurs maximaux monotones dépendants du

56
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temps :

(IDPA(t))

 −u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I,

u(T0) = u0 ∈ D(A(T0)),

afin d’estimer la vitesse de la solution et d’énoncer le résultat correspondant à l’unicité,

par une approche de discrétisation.

Dans la deuxième section de ce chapitre, nous traitons le problème de contrôle optimal

(OCP) minφ[u, a, b] = φ1(u(T )) +

∫ T

0

φ2(t, u(t), a(t), b(t), u̇(t), ȧ(t), ḃ(t))dt,

sur l’ensemble des applications de contrôle (a(·), b(·)) et les solutions associées u(·) du

problème contrôlé

(CPa,b)



−u̇(t) ∈ A(t, a(t))u(t) +

∫ t

0

f(t, s, b(s), u(s))ds p.p. t ∈ [0, T ],

u(t) ∈ D(A(t, a(t))) t ∈ [0, T ],

(a(·), b(·)) ∈ W 1,2([0, T ],Rn+m),

a(0) = a0, u(0) = u0 ∈ D(A(0, a0)),

où la fonctionnelle de coût φ1 : Rn → R et le coût de fonctionnement φ2 : [0, T ]×R4n+2m →
R satisfont à des conditions appropriées.

3.2 Étude d’une inclusion intégro-différentielle par des

opérateurs maximaux monotones

Nous commençons cette section par donner des détails importants (Proposition 4.4

[27]) qui concerne le résultat d’existence pour (IDPA(t)). Nous réussissons ensuite à ob-

tenir l’unicité de la solution et une estimation de sa dérivée. Soit I = [T0, T ].

Théorème 3.1. Soit A(t) : D (A(t)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone pour

chaque t ∈ I, satisfaisant
(h1

A) il existe une fonction α ∈ W 1,2(I,R) qui est positive sur [T0, T [, croissante avec

α(T0) = 0 et α(T ) < +∞ telle que

dis (A(t), A(s)) ≤ |α(t)− α(s)|, ∀t, s ∈ I;

(h2
A) il existe un nombre réel positive c1 tel que

‖A0(t)x‖ ≤ c1(1 + ||x||) pour t ∈ I, x ∈ D (A(t));
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(h3
A) l’ensemble D (A(t)) est relativement boule-compact pour tout t ∈ I.

Soit f : I × I ×H −→ H une application telle que

(i) f(·, ·, x) est mesurable sur I × I pour chaque x ∈ H et f(t, s, ·) est continue sur H

pour chaque (t, s) ∈ I × I ;
(ii) pour tout η > 0, il existe une fonction ξη(·) ∈ L1

R+
(I) telle que pour tous t, s ∈ I

et pour tous x, y ∈ BH [0, η]

‖f(t, s, x)− f(t, s, y)‖ ≤ ξη(t)‖x− y‖;

(iii) il existe une constante réelle positive m > 0 telle que pour tout (t, s, x) ∈ I×I×H,

on a

‖f(t, s, x)‖ ≤ m(1 + ‖x‖).

Alors, pour tout u0 ∈ D (A(T0)), le problème intégro-différentiel (IDPA(t)) admet une

unique solution absolument continue u(·) qui satisfait

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + α̇(t)) p.p. t ∈ I, (3.1)

pour la constante réelle positive K = (2(T − T0)m+ 3
2
c)(K1 + 1) + 2 où

K1 =

(
‖u0‖+ (2(T − T0)m+

3

2
c+ 2)(T + α(T ))

)
exp

(
((T − T0)m+

3

2
c)(T − T0) +m(T + α(T ))2

)
.

Démonstration. Proposition 4.4 [27] assure l’existence d’une solution u(·). Notre prin-

cipale préoccupation est de trouver une estimation appropriée de u̇(·), puis de prouver

que u(·) est unique.

Partie 1 : Estimation de u̇(·). Pour ce faire, on reprend la démonstration d’existence

de la solution.

Étape 1. Construction de la suite (un).

Pour tout n ≥ 1, on définit une partition de I par T0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = T.

On pose pour tout n ≥ 1 et i = 0, 1, · · · , n− 1,

hni+1 = tni+1 − tni , αni+1 = α(tni+1)− α(tni ).

Supposons que

hni ≤ hni+1, αni ≤ αni+1.

On définit la fonction γ(t) = t + α(t), t ∈ I. On choisit la partition telle que pour tout

i = 0, · · · , n− 1 et n ≥ 1,

γni+1 = αni+1 + hni+1 ≤
γ(T )

n
=: ηn. (3.2)
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Fixons un entier n ≥ 1. On commence par définir un0 := u0, pour i = 0, · · · , n − 1 et

τ ∈]tni , t
n
i+1],

uni+1 = Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ

)
, (3.3)

où

Jni+1 := J
A(tni+1)

hni+1
= (IH + hni+1A(tni+1))−1.

On observe de (3.3) et Proposition 1.34 que

uni+1 ∈ D (A(tni+1)), (3.4)

et

uni −
∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ ∈ uni+1 + hni+1A(tni+1)uni+1.

Alors, on écrit

−
uni+1 − uni
hni+1

∈ A(tni+1)uni+1 +
1

hni+1

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ.

(3.5)

Grâce aux Lemme 1.39 et (3.3), on a

‖uni+1 − uni ‖

=

∥∥∥∥Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ

)
− uni

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥Jni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ

)
− Jni+1(uni )

∥∥∥∥
+ ‖Jni+1(uni )− uni ‖

≤
∫ tni+1

tni

∥∥∥∥ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

∥∥∥∥dτ + hni+1‖A0(tni )uni ‖

+ dis (A(tni ), A(tni+1)) +
√
hni+1(1 + ‖A0(tni )uni ‖)dis (A(tni ), A(tni+1)).

En utilisant le fait que
√
ab ≤ 1

2
(a+ b) pour tous a, b ∈ R+, on a

‖uni+1 − uni ‖ ≤
∫ tni+1

tni

i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj )‖dsdτ +

∫ tni+1

tni

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni )‖dsdτ

+
3

2
hni+1‖A0(tni )uni ‖+

3

2
dis (A(tni+1), A(tni )) +

1

2
hni+1.
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Ensuite, en combinant (h1
A), (h2

A) et (iii), on obtient

‖uni+1 − uni ‖ ≤
3

2
hni+1c(1 + ‖uni ‖) +

3

2
αni+1 +

1

2
hni+1

+ hni+1m
i−1∑
j=0

hnj+1(1 + ‖unj ‖) +

∫ tni+1

tni

(τ − tni )m(1 + ‖uni ‖)dτ,

d’après (3.2) et le fait que τ − tni ≤ T − T0, on simplifie

‖uni+1 − uni ‖ ≤ hni+1

(
(T − T0)m+

3

2
c

)
‖uni ‖+ γni+1

(
(T − T0)m+

3

2
c+ 2

)
+ hni+1m

i−1∑
j=0

hnj+1(1 + ‖unj ‖). (3.6)

Rappelons que hni+1 ≤ ηn pour i = 0, · · · , n − 1, et
∑i−1

j=0 h
n
j+1 ≤ T − T0, ceci à l’aide de

(3.2), on trouve

‖uni+1 − uni ‖ ≤ hni+1

(
(T − T0)m+

3

2
c

)
‖uni ‖+ γni+1

(
2(T − T0)m+

3

2
c+ 2

)
+ ηnm

i−1∑
j=0

hnj+1‖unj ‖.

Cela donne

‖uni+1‖ ≤
(

1 + hni+1

(
(T − T0)m+

3

2
c

))
‖uni ‖

+ γni+1

(
2(T − T0)m+

3

2
c+ 2

)
+ η2

nm
i−1∑
j=0

‖unj ‖.

En appliquant Lemme 1.57, il s’ensuit que pour tout n ∈ N∗ et i = 1, · · · , n

‖uni ‖ ≤ K1, (3.7)

avec

K1 :=

(
‖u0‖+

(
2(T − T0)m+

3

2
c+ 2

)
γ(T )

)
× exp

(
((T − T0)m+

3

2
c)(T − T0) +mγ2(T )

)
.

De retour à (3.6), à l’aide de (3.2), on trouve

‖uni+1 − uni ‖ ≤ γni+1K, (3.8)

avec

K :=

(
2(T − T0)m+

3

2
c

)
(K1 + 1) + 2.
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Pour chaque n ≥ 1, on définit l’application un(·) : I → H par : pour t ∈ [tni , t
n
i+1[, 0 ≤ i ≤

n− 1

un(t) = uni +
t− tni
hni+1

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ

)

−
∫ t

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ, (3.9)

un(T ) = unn, un(T0) = un0 .

Il est clair que la fonction un(·) : I → H est absolument continue pour chaque n ≥ 1,

avec un(tni ) = uni et un(tni+1) = uni+1. De plus, pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[

u̇n(t) =
1

hni+1

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

{ i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(τ, s, unj )ds+

∫ τ

tni

f(τ, s, uni )ds

}
dτ

)

−
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

f(t, s, unj )ds−
∫ t

tni

f(t, s, uni )ds. (3.10)

En combinant (iii), (3.7), (3.8) et (3.9), on obtient

‖un(t)− uni ‖ ≤ ‖uni+1 − uni ‖+ 2(T − T0)m(1 +K1)hni+1

≤ γni+1(K + 2(T − T0)m(1 +K1)),

en tenant compte de (3.2), il résulte

‖un(t)− uni ‖ ≤ Lηn, (3.11)

où

L := K + 2(T − T0)m(1 +K1).

Fixons s ∈ [tni , t
n
i+1[ et t ∈ [tnj , t

n
j+1[ avec j > i. Alors, de (3.2), (3.8) et (3.11), on a

‖un(t)− un(s)‖ ≤ ‖un(t)− unj ‖+ ‖unj − uni ‖+ ‖uni − un(s)‖

≤ ‖unj − uni ‖+ 2Lηn ≤
j−i−1∑
p=0

‖uni+p+1 − uni+p‖+ 2Lηn

≤ K

j−i−1∑
p=0

γni+p+1 + 2Lηn = K

(
γ(tnj )− γ(tni )

)
+ 2Lηn

≤ K

(
γ(t)− γ(tni )

)
+ 2Lηn = K

(
γ(t)− γ(s) + γ(s)− γ(tni )

)
+ 2Lηn

≤ K

(
γ(t)− γ(s) + γ(tni+1)− γ(tni )

)
+ 2Lηn

≤ K

(
γ(t)− γ(s)

)
+Kγni+1 + 2Lηn

≤ K

(
γ(t)− γ(s)

)
+ (K + 2L)ηn. (3.12)
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D’une part, on observe d’après (iii), (3.7), (3.8) et (3.10), que pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[

‖u̇n(t)‖ ≤ 1

hni+1

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

{
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(τ, s, unj )‖ds+

∫ τ

tni

‖f(τ, s, uni )‖ds

}
dτ

)

+
i−1∑
j=0

∫ tnj+1

tnj

‖f(t, s, unj )‖ds+

∫ t

tni

‖f(t, s, uni )‖ds

≤ 1

hni+1

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

(
m(1 +K1)

i∑
j=0

hnj+1

)
dτ

)
+m(1 +K1)

i∑
j=0

hnj+1

≤ 1

hni+1

‖uni+1 − uni ‖+ 2(T − T0)m(1 +K1)

≤K
γni+1

hni+1

+ 2m(T − T0)(1 +K1),

ce qui donne en utilisant (3.2)

‖u̇n(t)‖ ≤ K

(
1 +

α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni

)
+ 2m(T − T0)(1 +K1). (3.13)

Comme α ∈ W 1,2(I,R), alors pour p.p t ∈]tni , t
n
i+1[

α̇(t) = lim
n→∞

α(tni+1)− α(tni )

tni+1 − tni
,

d’après le théorème de différentielle de Lebesgue, il existe un sous-ensemble de mesure de

Lebesgue nulle S ⊂ I, tel que pour chaque t ∈ I \S il existe une constante finie at < +∞,

telle que

‖u̇n(t)‖ ≤ at. (3.14)

Nous allons maintenant montrer que (u̇n) est bornée dans L2
H(I).

D’après (3.13) pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1]

‖u̇n(t)‖ ≤ K

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r(s)ds+ 2m(T − T0)(1 +K1),

où r(t) = 1 + α̇(t) et r ∈ L2
R(I).

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on écrit

‖u̇n(t)‖ ≤ K

(tni+1 − tni )1/2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

)1/2

+ 2m(T − T0)(1 +K1),
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du fait que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) pour tout a, b ∈ R, on peut simplifier comme suit

‖u̇n‖2
L2
H(I) =

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

‖u̇n(t)‖2dt

≤
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

 K

(tni+1 − tni )1/2

(∫ tni+1

tni

r2(s)ds

)1/2

+ 2m(T − T0)(1 +K1)

2

dt

≤ 2
n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

(
K2

tni+1 − tni

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ 4m2(T − T0)2(1 +K1)2

)
dt,

= 2K2

n−1∑
i=0

∫ tni+1

tni

r2(s)ds+ 8m2(T − T0)3(1 +K1)2

= 2K2‖r‖2
L2
R(I) + 8m2(T − T0)3(1 +K1)2 = ξ2 < +∞. (3.15)

Maintenant, soient les applications θn, δn : I → I définies par

θn(t) =

 T0 si t = T0

tni si t ∈]tni , t
n
i+1] pour i ∈ {0, · · · , n− 1},

et

δn(t) =

 T0 si t = T0

tni+1 si t ∈]tni , t
n
i+1] pour i ∈ {0, · · · , n− 1}.

Observons par construction (voir (3.2)) que pour tout t ∈ I

lim
n→∞

θn(t) = t et lim
n→∞

δn(t) = t.

De plus, γ étant continue permet de déduire que

lim
n→∞

γ(θn(t)) = γ(t) et lim
n→∞

γ(δn(t)) = γ(t). (3.16)

En utilisant (3.4), (3.5), (3.9) et (3.10), on écrit

−u̇n(t) ∈ A(δn(t))un(δn(t)) + gn(t) p.p. t ∈ I, un(δn(t)) ∈ D (A(δn(t))), (3.17)

où l’application gn est définie pour tout n et tout t ∈ I par

gn(t) =

∫ t

T0

f(t, s, un(θn(s)))ds.

Étape 2. Convergence de la suite (un).

Notons de (3.7) que pour tout t ∈ I

un(δn(t)) ∈ D (A(δn(t)))
⋂

K1BH ,



3.2. Étude d’une inclusion intégro-différentielle par des opérateurs maximaux
monotones 64

et d’après (h3
A) l’ensemble D (A(t)) est relativement compact pour tout t ∈ I, alors l’en-

semble {un(δn(t)) : n ∈ N∗} est relativement compact dans H, pour tout t ∈ I. De plus,

en combinant (3.12) et (3.16), il s’ensuit

‖un(θn(t))− un(t)‖ ≤ K

(
γ(t)− γ(θn(t))

)
+ (K + 2L)ηn → 0 lorsque n→∞. (3.18)

De même, on obtient

‖un(δn(t))− un(t)‖ → 0 lorsque n→∞.

Donc, pour tout t ∈ I, {un(t) : n ∈ N∗} est relativement compact. De plus (un(·))
est équicontinue. En utilisant le théorème d’Ascoli-Arzelà (voir Théorème 1.47), on peut

extraire une sous-suite de (un(·)) notée encore (un(·)) qui converge uniformément vers une

application u(·) ∈ CH(I) avec u(0) = u0.

Remarquons que, pour tout t ∈ I

‖un(θn(t))− u(t)‖ ≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− u(t)‖,

alors, en utilisant (3.18), et la convergence uniforme de (un) vers u, il résulte que

lim
n→∞

‖un(θn(t))− u(t)‖ = 0. (3.19)

Procédant de la même manière, on trouve

lim
n→∞

‖un(δn(t))− u(t)‖ = 0. (3.20)

Ensuite, de (3.15), on remarque que la suite, (u̇n(·)) est bornée dans L2
H(I). Alors, on

peut extraire une sous-suite notée encore (u̇n(·)) qui converge faiblement dans L2
H(I) vers

u̇(·).
Grâce à (3.19) et à la continuité de f(t, s, ·) pour tout (t, s) ∈ I × I, on déduit que

lim
n→∞

‖f(t, s, un(θn(s)))− f(t, s, u(s))‖ = 0. (3.21)

De (iii) et (3.7), on a pour tout (t, s) ∈ I × I

‖f(t, s, un(θn(s)))‖ ≤ m(1 +K1), (3.22)

ceci avec (3.21), le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique

lim
n→∞

∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, un(θn(s)))ds−
∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds

∥∥∥∥ = 0.
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De plus, d’après (3.22)

‖gn(t)‖ =

∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, un(θn(s)))ds

∥∥∥∥ ≤ m(T − T0)(1 +K1). (3.23)

Alors, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue assure

lim
n→∞

∫ T

T0

∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, un(θn(s)))ds−
∫ t

T0

f(t, s, u(s))ds

∥∥∥∥2

dt = 0.

Étape 3. Existence de la solution.

Nous allons montrer que u est une solution du problème (IDPA(t)).

Tout d’abord, montrons que u(t) ∈ D (A(t)) pour tout t ∈ I.
Rappelons que un(δn(t)) ∈ D (A(δn(t))) pour tout t ∈ I (voir (3.17)). Alors, de (h1

A) et

(3.2), on remarque que

dis (A(δn(t)), A(t)) ≤ |α(δn(t))− α(t)| ≤ ηn → 0 lorsque n→∞, (3.24)

car lim
n→∞

δn(t) = t et α(·) est une application continue.

Remarquons de (h2
A) et (3.7) que (yn) = (A0(δn(t))un(δn(t))) est bornée dans H. Alors,

on peut extraire de (yn) une sous suite (notée encore (yn)) qui converge faiblement vers

y ∈ H. En appliquant Lemme 1.38 à l’aide de (3.20), on conclut que u(t) ∈ D (A(t)) pour

tout t ∈ I.
Posons g(t) =

∫ t
0
f(t, s, u(s))ds pour tout t ∈ I. Comme la suite (u̇n(·) + gn(·)) converge

faiblement dans L2
H(I) vers u̇(·) + g(·). Alors, par le théorème de Banach-Mazur, il existe

une suite (ξn) qui converge fortement dans L2
H(I) vers u̇(·) + g(·) telle que pour chaque

n ∈ N

ξn ∈ co{u̇j + gj, j ≥ n}.

Alors, on peut extraire de (ξn) une sous-suite qui converge p.p. vers u̇(·) + g(·), i.e., il
existe un sous-ensemble S ′ de I de mesure de Lebesgue nulle tel que pour tout t ∈ I \ S ′

u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds ∈
⋂
n≥0

{ξj(t), j ≥ n} ⊂
⋂
n≥0

co{u̇j(t) + gj(t), j ≥ n}.

Alors, pour tout w ∈ H, t ∈ I \ S ′, on a

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds, w〉 ≤ lim sup
n→∞

〈u̇n(t) + gn(t), w〉. (3.25)

Rappelons que pour tout t ∈ I, u(t) ∈ D (A(t)). Pour montrer l’inclusion intégro-

différentielle

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I,
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en utilisant Lemme 1.35, il suffit de montrer que

〈u̇(t)+

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds, u(t)−µ〉 ≤ 〈A0(t)µ, µ−u(t)〉 p.p. t ∈ I, pour tout µ ∈ D (A(t)).

Soit µ ∈ D (A(t)). Alors, (h2
A), (3.24) et par application du Lemme 1.40 garantit l’existence

d’une suite (µn) telle que

µn ∈ D (A(δn(t))), µn → µ et A0(δn(t))µn → A0(t)µ. (3.26)

Pour n ≥ 1, notons I \ Sn l’ensemble sur lequel (3.17) est vérifiée. L’opérateur A(t) étant

monotone donne pour t ∈ I \ Sn

〈u̇n(t) + gn(t), un(δn(t))− µn〉 ≤ 〈A0(δn(t))µn, µn − un(δn(t))〉. (3.27)

En vertu de (3.14), (3.23) et (3.27), on obtient pour t ∈ I \ (
⋃
n∈N

Sn ∪ S ∪ S ′)

〈u̇n(t) + gn(t), u(t)− µ〉

= 〈u̇n(t) + gn(t), un(δn(t))− µn〉

+ 〈u̇n(t) + gn(t), (u(t)− un(δn(t)))− (µ− µn)〉

≤ 〈A0(δn(t))µn, µn − un(δn(t))〉

+

(
at + (T − T0)m(1 +K1)

)(
‖un(δn(t))− u(t)‖+ ‖µn − µ‖

)
.

Donc, en combinant cela avec (3.20), (3.25), (3.26), il s’ensuit

〈u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds, u(t)− µ〉 ≤ 〈A0(t)µ, µ− u(t)〉.

Par conséquent

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +

∫ t

0

f(t, s, u(s))ds p.p. t ∈ I,

avec u(0) = u0.

D’où, le problème (IDPA(t)) admet au moins une solution absolument continue u : I → H.

Remarquons maintenant d’après (3.12) que pour tous s, t tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T

‖un(t)− un(s)‖ ≤ K
(
γ(t)− γ(s)

)
+ (K + 2L)ηn = K

(
t− s+ α(t)− α(s)

)
+ (K + 2L)ηn.

En passant à la limite dans cette dernière inégalité, il résulte

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + α̇(t)) pour p.p. t ∈ I.

Partie 2 : Unicité de la solution. Soient u1(·) et u2(·) deux solutions de (IDPA(t)).

L’opérateur A(t) étant monotone, alors, on a

1

2

d

dt
‖u2(t)− u1(t)‖2 ≤

〈∫ t

T0

f(t, s, u1(s))ds−
∫ t

T0

f(t, s, u2(s))ds, u2(t)− u1(t)

〉
. (3.28)
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De l’estimation de la vitesse ci-dessus, il existe une constante réelle positive η > 0 telle

que ‖u1(t)‖ ≤ η et ‖u2(t)‖ ≤ η, pour chaque t ∈ I. Ainsi que (ii), il y a ξη(·) ∈ L1
R+

(I)

telle que

‖f(t, s, u1(s))− f(t, s, u2(s))‖ ≤ ξη(t)‖u1(s)− u2(s)‖ pour tout (t, s) ∈ I × I.

De retour à (3.28), il s’ensuit que

1

2

d

dt
‖u2(t)− u1(t)‖2 ≤ ξη(t)‖u2(t)− u1(t)‖

∫ t

T0

‖u2(s)− u1(s)‖ds.

Par conséquent, Lemme 1.58 avec ε > 0 arbitraire donne u1 = u2 et garantit l’unicité de

la solution à (IDPA(t)). �

Nous établissons maintenant notre résultat principal de cette section concernant (IDPA(t,u)).

Théorème 3.2. Soit A(t, x) : D (A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un opérateur maximal monotone

pour chaque (t, x) ∈ I ×H satisfaisant

(H1
A) il existe une constante réelle λ1 < 1 et une fonction positive et croissante α(·) ∈
W 1,2(I,R) telle que

dis (A(t, x), A(s, y)) ≤ |α(t)− α(s)|+ λ1‖x− y‖, ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ H;

(H2
A) il existe un nombre réel c1 > 0 tel que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c1(1 + ||x||+ ||y||) pour t ∈ I, y ∈ D (A(t, x)).

(H3
A) pour tout sous-ensemble borné X ⊂ H, l’ensemble D (A(I×X)) est relativement

boule-compact.

Soit f : I × I × H −→ H une application satisfaisant les hypothèses (i)-(ii)-(iii) du

Théorème 3.1.

Posons d = c1(2 + ‖u0‖), S =
(
2(T − T0)m+ 3

2
d
)

(S1 + 1) + 2, où

S1 =

(
‖u0‖+

(
2(T − T0)m+

3

2
d+ 2

)
(T + α(T ) + 1)

)
exp

((
(T − T0)m+

3

2
d

)
(T − T0) +m(T + α(T ) + 1)2

)
.

Si λ1S < 1, alors, le problème intégro-différentiel (IDPA(t,u)) admet une solution absolu-

ment continue u(·) qui satisfait

‖u̇(t)‖ ≤ ϕ̇(t) p.p. t ∈ I, (3.29)
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où ϕ : I → R+ est la solution absolument continue de

ϕ̇(t) =
L

1− λ1L
(1 + α̇(t)), ϕ(T0) = 0,

pour la constante réelle positive L =
(
2(T − T0)m+ 3

2
d
)

(L1 + 1) + 2, où

L1 =

(
‖u0‖+

(
2(T − T0)m+

3

2
d+ 2

)
(T + α(T ) + λ1)

)
exp

((
(T − T0)m+

3

2
d

)
(T − T0) +m(T + α(T ) + λ1)2

)
.

Démonstration. Observons que 1 − λ1L > 0 (dans l’équation différentielle) en notant

λ1S < 1 par hypothèse et L < S alors, λ1 <
1
L
.

Puisque ϕ(·) est absolument continue, alors il existe une constante réelle positive δ > 0

telle que ∫ T

T0

ϕ̇(s)ds < δ pour tout t ∈ I.

Pour simplifier les calculs, prenons δ = 1 et supposons que∫ T

T0

ϕ̇(s)ds < 1 pour tout t ∈ I. (3.30)

Considérons le sous-ensemble fermé convexe Y de l’espace de Banach CH(I) défini par

Y :=

{
u ∈ CH(I) : u(t) = u0 +

∫ t

T0

u̇(s)ds, ‖u̇(t)‖ ≤ ϕ̇(t), t ∈ I
}
.

Soit h ∈ Y , et définissons l’opérateur maximal monotone dépendant du temps Bh(t) =

A(t, h(t)), t ∈ I. Pour tous τ, t tels que T0 ≤ τ ≤ t ≤ T , on a en utilisant (H1
A)

dis (Bh(t), Bh(τ)) = dis (A(t, h(t)), A(τ, h(τ)))

≤ α(t)− α(τ) + λ1‖h(t)− h(τ)‖

≤
∫ t

τ

α̇(s)ds+ λ1

∫ t

τ

‖ḣ(s)‖ds

≤
∫ t

τ

[α̇(s) + λ1ϕ̇(s)] ds = β(t)− β(τ),

où β(·) ∈ W 1,2(I,R) est donnée par

β(t) =

∫ t

T0

[α̇(s) + λ1ϕ̇(s)] ds, ∀t ∈ I.
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De plus, on écrit en utilisant (H2
A) et (3.30)

‖B0
h(t)x‖ = ‖A0(t, h(t))x‖ ≤ c1(1 + ‖h(t)‖+ ‖x‖)

≤ c1(1 + ‖u0‖+

∫ t

T0

ϕ̇(s)ds+ ‖x‖)

≤ c1(2 + ‖u0‖+ ‖x‖)

≤ d(1 + ‖x‖),

pour tout t ∈ I et x ∈ D (A(t, h(t))), où d = c1(2 + ‖u0‖).
En vertu du Théorème 3.1, il existe une unique solution absolument continue uh : I → H

à l’inclusion intégro-différentielle

(Ih)


−u̇h(t) ∈ Bh(t)uh(t) +

∫ t

T0

f(t, s, uh(s))ds p.p. t ∈ I, h ∈ Y,

uh(t) ∈ D (Bh(t)) = D (A(t, h(t))), ∀t ∈ I
uh(T0) = u0 ∈ D (Bh(T0)) = D (A(T0, u0)),

qui satisfait (voir (3.1))

‖u̇h(t)‖ ≤ ρ(1 + α̇(t) + λ1ϕ̇(t)) p.p. t ∈ I, (3.31)

pour la constante réelle positive ρ = (2(T − T0)m+ 3
2
d)(ρ1 + 1) + 2, où

ρ1 =

(
‖u0‖+

(
2(T − T0)m+

3

2
d+ 2

)
(T + β(T ))

)
exp

((
(T − T0)m+

3

2
d

)
(T − T0) +m(T + β(T ))2

)
.

Maintenant, pour chaque h ∈ Y , considérons l’application Φ définie sur Y par

Φ(h)(t) := uh(t), t ∈ I,

où uh(·) est l’unique solution absolument continue de l’inclusion intégro-différentielle (Ih).
On remarque que ρ < L. En effet, de (H1

A) et le fait que α(·) est positive croissante, en

tenant compte de la définition de β(·), on écrit

β(T ) =

∫ T

T0

[α̇(s) + λ1ϕ̇(s)]ds ≤ α(T ) + λ1

∫ T

T0

ϕ̇(s)ds ≤ α(T ) + λ1,

par (3.30). De retour à la définition de ρ1 et L1, on déduit que ρ1 < L1. Il suffit après de

comparer pour conclure que ρ < L. Ainsi, en revenant à (3.31), on écrit

‖u̇h(t)‖ ≤ L(1 + α̇(t) + λ1ϕ̇(t)) = ϕ̇(t). (3.32)
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D’où, Φ(h) ∈ Y .

De plus, de la continuité absolue de uh et du fait que ϕ(0) = 0, on trouve

‖uh(t)‖ ≤ ‖u0‖+ ϕ(T ) pour tout t ∈ I et tout h ∈ Y. (3.33)

Montrons que Φ(Y ) est relativement compact dans CH(I).

D’une part, notons de (3.33) que pour tout h ∈ Y

h(t) ∈ (‖u0‖+ ϕ(T ))BH .

D’autre part, comme uh(t) ∈ D (A(t, h(t))) pour chaque t ∈ I, alors

uh(t) ∈ D (A(I × (‖u0‖+ ϕ(T ))BH)) ∩ (‖u0‖+ ϕ(T ))BH .

En utilisant la boule-compacité dans l’hypothèse (H3
A), on déduit que pour chaque t ∈ I,

{Φ(h)(t), h ∈ Y } est relativement compacte dans H, pour tout t ∈ I. De plus, (Φ(h)) est

équicontinue. D’après le théorème d’Ascoli-Arzelà (voir Théorème 1.47), Φ(Y ) est relati-

vement compact dans CH(I).

On vérifie maintenant que Φ est continue. Il suffit de montrer que : si (hn) converge uni-

formément vers h dans Y , alors, la suite des solutions absolument continues uhn associées

à hn de l’inclusion intégro-différentielle −u̇hn(t) ∈ A(t, hn(t))uhn(t) +

∫ t

T0

f(t, s, uhn(s))ds p.p. t ∈ I, hn ∈ Y,

uhn(T0) = u0 ∈ D (A(T0, u0)),

converge uniformément vers la solution absolument continue uh associée à h de l’inclusion

intégro-différentielle (Ih).
D’après ce qui précède {uhn(t)} est relativement compacte pour tout t ∈ I. Comme (uhn)

est équi-continue et l’estimation (3.31), on peut supposer qu’il existe une application

z ∈ W 1,2(I,H) telle que

(uhn) converge uniformément vers z(·), (3.34)

et

(u̇hn) converge σ(L1
H(I), L∞H (I)) vers w ∈ L1

H(I) avec w = ż p.p. (3.35)

On pose η := ‖u0‖ + ϕ(T ). Alors, d’après (ii), il existe une fonction ξη(·) ∈ L1
R+

(I) telle

que pour tous t, s ∈ I

‖f(t, s, uhn(s))− f(t, s, z(s))‖ ≤ ξη(t)‖uhn(s)− z(s)‖.
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Ceci, en tenant compte de la convergence ponctuelle de (uhn) vers z, il résulte

lim
n→∞

‖f(t, s, uhn(s))− f(t, s, z(s))‖ = 0. (3.36)

Notons de (3.33) et (iii) que pour tout n et tous t, s ∈ I

‖f(t, s, uhn(s))‖ ≤ m(1 + η), (3.37)

en combinant ceci avec (3.36), il découle du théorème de la convergence dominée de

Lebesgue que∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, uhn(s))ds−
∫ t

T0

f(t, s, z(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

T0

‖f(t, s, uhn(s))− f(t, s, z(s))‖ds,

qui tend vers zéro lorsque n→∞.

De plus, d’après (3.37), nous remarquons que pour tous t, s ∈ I∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, uhn(s))ds

∥∥∥∥ ≤ m(T − T0)(1 + η), (3.38)

avec la convergence ci-dessus, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue donne

lim
n→∞

∫ T

T0

∥∥∥∥∫ t

T0

f(t, s, uhn(s))ds−
∫ t

T0

f(t, s, z(s))ds

∥∥∥∥ dt = 0. (3.39)

On définit pour tout n ≥ 1, les fonctions gn, g sur I par

gn(t) =

∫ t

T0

f(t, s, uhn(s))ds, g(t) =

∫ t

T0

f(t, s, z(s))ds, ∀t ∈ I.

Comme uhn(t) ∈ D (A(t, hn(t))) pour tout t ∈ I et uhn(t)→ z(t), (A0(t, hn(t))uhn(t)) est

bornée par (H2
A) et la bornitude des suites (uhn) et (hn) dans CH(I), pour chaque t ∈ I

dis (A(t, hn(t)), A(t, h(t))) ≤ λ1‖hn(t)− h(t)‖ → 0, lorsque n→∞, (3.40)

par (H1
A) et la convergence uniforme de (hn) vers h dans CH(I). Ainsi, du Lemme 1.38,

on déduit que z(t) ∈ D (A(t, h(t))), pour chaque t ∈ I.
Maintenant, vérifions que z(·) satisfait l’inclusion intégo-différentielle

−ż(t) ∈ A(t, h(t))z(t) +

∫ t

T0

f(t, s, z(s))ds p.p. t ∈ I.

De (3.35) et (3.39), on déduit que (u̇hn(·)+gn(·)) converge σ(L1
H(I), L∞H (I)) vers ż(·)+g(·).

Par conséquent, (u̇hn(·) + gn(·)) converge au sens de Komlós vers ż(·) + g(·), et il existe

un ensemble négligeable V tel que pour t ∈ I \ V

lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

(u̇hj(t) + gj(t)) = ż(t) + g(t), (3.41)



3.2. Étude d’une inclusion intégro-différentielle par des opérateurs maximaux
monotones 72

et

−u̇hn(t) ∈ A(t, hn(t))uhn(t) + gn(t). (3.42)

Soit x ∈ D (A(t, h(t))). En vertu de (H2
A), (3.40) et par application du Lemme 1.40, il

existe une suite (xn) telle que xn ∈ D (A(t, hn(t))),

xn → x et A0(t, hn(t))xn → A0(t, h(t))x. (3.43)

De (3.42), et le fait que par l’opérateur A(t, hn(t)) est monotone, on a pour tout n et tout

t ∈ I

〈u̇hn(t) + gn(t), uhn(t)− xn〉 ≤
〈
A0(t, hn(t))xn, xn − uhn(t)

〉
. (3.44)

Notons que

〈u̇hn(t) + gn(t), z(t)− x〉 = 〈u̇hn(t) + gn(t), uhn(t)− xn〉+ 〈u̇hn(t) + gn(t), z(t)− uhn(t)〉

+ 〈u̇hn(t) + gn(t), xn − x〉,

alors
1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + gj(t), z(t)− x〉 =
1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + gj(t), uhj(t)− xj〉

+
1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + gj(t), z(t)− uhj(t)〉+
1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + gj(t), xj − x〉.

Donc, en combinant (3.32), (3.38) et (3.44), on déduit que

1

n

n∑
j=1

〈u̇hj(t) + gj(t), z(t)− x〉 ≤
1

n

n∑
j=1

〈
A0(t, hj(t))xj, xj − uhj(t)

〉
+

(
ϕ̇(t) + (T − T0)m(1 + η)

)(
1

n

n∑
j=1

‖z(t)− uhj(t)‖+
1

n

n∑
j=1

‖xj − x‖
)
.

En passant à la limite lorsque n → ∞, en utilisant (3.34), (3.41), (3.43), cette dernière

inégalité donne

〈ż(t) + g(t), z(t)− x〉 ≤ 〈A0(t, h(t))x, x− z(t)〉 p.p. ∀x ∈ D (A(t, h(t))).

Il résulte du Lemme 1.35 que

−ż(t) ∈ A(t, h(t))z(t) + g(t) p.p. t ∈ I,

avec z(T0) = u0 ∈ D (A(T0, u0)) et par l’unicité de la solution z = uh.

Il résulte que Φ(hn)−Φ(h)→ 0 dans CH(I) lorsque n→∞. Par conséquent, Φ : Y → Y est

continue une application du sous-ensemble fermé convexe borné Y de l’espace de Banach

CH(I) dans lui même avec Φ(Y ) est relativement compact. En appliquant le théorème du

point fixe de Schauder (voir Théorème 1.46) il existe h ∈ Y tel que h = Φ(h), c’est-à-dire,

h(t) = uh(t). De plus, l’estimation (3.29) est vraie sur I. �
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3.3 Problème de contrôle optimal

Dans cette section, nous tentons d’étudier le problème de contrôle optimal (OCP).

Commençons par démontre l’existence et l’unicité de la solution du problème (CPa,b).

Proposition 3.3. Soient H = Rn et I = [0, T ]. Fixons un couple (a(·), b(·)) ∈ W 1,2(I,Rn+m).

Supposons que pour tout (t, y) ∈ I ×Rn, A(t, y) : D (A(t, y)) ⊂ Rn ⇒ Rn est un opérateur

maximal monotone satisfaisant les hypothèses (H1
A)-(H2

A). Soit f : I × I × Rm+n → Rn

une application telle que f(·, ·, x, y) est mesurable sur I × I pour tout (x, y) ∈ Rm+n fixe,

f(t, s, ·, ·) est continue sur Rm+n pour chaque (t, s) ∈ I × I et satisfaisant aux hypothèses

suivantes :

(i) il existe une constante réelle M > 0, pour tout v(·) ∈ W 1,2(I,Rm) telle que

‖f(t, s, v(s), x)‖ ≤ ‖v(s)‖+M‖x‖, ∀t, s ∈ I, ∀x ∈ Rn;

(ii) pour une constante réelle η > 0 et tout v(·) ∈ W 1,2(I,Rm), il existe une constante

réelle positive l telle que

‖f(t, s, v(s), x1)− f(t, s, v(s), x2)‖ ≤ l‖x1 − x2‖, ∀t, s ∈ I, ∀x1, x2 ∈ BRn [0, η].

Alors, à ce couple de contrôle correspond une unique solution u(·) ∈ W 1,2(I,Rn) au pro-

blème contrôlé (CPa,b). De plus, on a pour p.p. t ∈ I∥∥∥∥u̇(t) +

∫ t

0

f(t, s, b(s), u(s))ds

∥∥∥∥ ≤ K(1 + β̇(t)) + (1 + L)ζ, (3.45)

‖u̇(t)‖ ≤ K(1 + β̇(t)), (3.46)

où ζ = max(‖b‖L1
Rm (I), TM), L = ‖u0‖+K

∫ T
0

(1 + β̇(s))ds, et la fonction β(·) est définie

par

β(t) =

∫ t

0

[α̇(s) + λ1‖ȧ(s)‖] ds t ∈ I,

avec K est une constante réelle positive qui dépend de ‖u0‖, ‖a0‖, c1, ζ, T et β.

Démonstration. Pour tout t ∈ I et tout a(·) ∈ W 1,2(I,Rn) fixe, on définit les opérateurs

maximaux monotones dépendants du temps Ba(t) := A(t, a(t)) et procédons comme dans

la première partie de la démonstration du Théorème 3.2.

Soient s, t ∈ I tels que 0 ≤ s ≤ t ≤ T , alors, on a de (H1
A)

dis(Ba(t), Ba(s)) = dis(A(t, a(t)), A(s, a(s)))

≤ β(t)− β(s),
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où β(·) ∈ W 1,2(I,R) est définie par

β(t) =

∫ t

0

[α̇(s) + λ1‖ȧ(s)‖] ds, t ∈ I.

Maintenant, d’après la propriété (H2
A), il existe un nombre réel c > 0 tel que pour t ∈ I,

z ∈ D (A(t, a(t)))

‖B0
a(t)z‖ = ‖A0(t, a(t))z‖ ≤ c1(1 + ‖a(t)‖+ ‖z‖)

≤ c1

(
1 +

∥∥∥∥a0 +

∫ t

0

ȧ(s)ds

∥∥∥∥+ ‖z‖
)

≤ c2(1 + ‖z‖),

où c2 = c1

(
1 + ‖a0‖+

∫ T
0
‖ȧ(s)‖ds

)
.

Par conséquent, l’opérateur Ba(t) satisfait (h1
A)-(h2

A) du Théorème 3.1, pour tout t ∈ I.
Ensuite, pour b(·) ∈ W 1,2(I,Rm) fixe, on définit la fonction fb sur I × I × Rn par

fb(t, s, u) = f(t, s, b(s), u) pour tout (t, s, u) ∈ I × I × Rn.

Il est clair que la fonction fb(·, ·, u) est mesurable sur I×I pour chaque u ∈ Rn et fb(t, s, ·)
est continue sur Rn pour chaque (t, s) ∈ I × I, par hypothèse et par la continuité de b(·).
De plus, d’après (i), on obtient

‖fb(t, s, u)‖ ≤ ‖b(s)‖+M‖u‖ ≤ ζ(1 + ‖u‖), (3.47)

pour tout (t, s, u) ∈ I × I × Rn, où ζ = max(‖b‖∞,M).

Maintenant, d’après l’hypothèse (ii), pour une constante réelle η > 0, il existe une

constante réelle l > 0 telle que

‖fb(t, s, u1)− fb(t, s, u2)‖ ≤ l‖u1 − u2‖, ∀t ∈ I, ∀u1, u2 ∈ BRn [0, η].

Ainsi, l’application fb satisfait les hypothèses du Théorème 3.1. Par conséquent, il s’ensuit

l’existence et l’unicité de la solution de l’inclusion intégro-différentielle considérée.

De plus, d’après les relations (3.1) et (3.47) ainsi que de la continuité absolue de u(·),
les estimations (3.45)-(3.46) sont vraies. La fonction u̇(·) est donc dans L2

Rn(I), et u(·) ∈
W 1,2(I,Rn). �

Nous allons imposer des hypothèses convenables qui garantissent l’existence de solu-

tions optimales (globales) au problème de contrôle optimal (OCP) lié à l’ensemble des

solutions du problème contrôlé (CPa,b).
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Théorème 3.4. (Existence de solutions optimales) Supposons que pour tout (t, y) ∈
I × Rn, A(t, y) : D (A(t, y)) ⊂ Rn ⇒ Rn est un opérateur maximal monotone satisfai-

sant les hypothèses (H1
A)-(H2

A). Soit f : I × I × Rm+n → Rn une application satisfai-

sant les hypothèses de la Proposition 3.3. Supposons que la fonctionnelle du coût termi-

nale φ1 : Rn → R est semi-continue inférieurement, tandis que la fonctionnelle du coût

φ2 : I × R4n+2m → R est semi-continu inférieurement par rapport à t et est majorée par

une fonction sommable sur I le long des courbes de référence. De plus, supposons que

φ2(t, ·) est minorée sur des ensembles bornés pour p.p. t ∈ I. Supposons que la fonction-

nelle du coût φ2 est convexe par rapport aux variables de vitesse u̇, ȧ, ḃ, et qu’il existe

une suite minimisante (uk(·), ak(·), bk(·)) de (OCP), auquelle (ak(·), bk(·)) est bornée dans

W 1,2(I,Rn+m). Alors, le problème de contrôle optimal (OCP) admet une solution optimale

dans l’espace W 1,2(I,R2n+m).

Démonstration. De Proposition 3.3, on déduit que l’ensemble des solutions au problème

de contrôle optimal (OCP) est non vide. Fixons la suite minimisante des solutions

(uk(·), ak(·), bk(·)) pour (OCP) (d’après l’énoncé du théorème), qui est bornée dans

W 1,2(I,R2n+m). Ceci implique en particulier qu’il existe un couple (a0, b0) ∈ Rn+m tel

que (ak(0), bk(0)) → (a0, b0) dans cet espace lorsque k → ∞, tandis que (u0, a0, b0) =

(u(0), a(0), b(0)) satisfait clairement les conditions initiales. On remarque que la suite

(ȧk(·), ḃk(·)) est bornée dans L2
Rn+m(I), quitte à remplacer par une sous-suite qui sera

notée (ȧk(·), ḃk(·)), il existe un couple

(ȧk(·), ḃk(·)) converge faiblement dans L2
Rn+m(I) vers (va(·), vb(·)).

Définissons maintenant les fonctions

(â(t), b̂(t)) = (a0, b0) +

∫ t

0

(va(s), vb(s))ds pour tout t ∈ I,

et observons que ( ˙̂a(t),
˙̂
b(t)) = (va(t), vb(t)) pour p.p. t ∈ I, et que le couple (â(·), b̂(·))

appartient à l’espace W 1,2(I,Rn+m). Il résulte de ce qui précède et des estimations de

Proposition 3.3 que la suite des solutions correspondantes (uk(·)) est uniformément bornée

et équicontinue sur I. Par le théorème d’Ascoli-Arzelà (voir Théorème 1.47), on peut

extraire une sous-suite de (uk(·)) notée encore (uk(·)) qui converge uniformément sur I

vers û(·) ∈ CRn(I). Il résulte de (3.46) que (u̇k(·)) est bornée dans L2
Rn(I) . Alors, d’après

Théorème 1.48 on peut extraire une sous-suite notée (u̇k(·)) qui converge faiblement dans

L2
H(I) vers une fonction w(·) avec ˙̂u(t) = w(t) pour p.p. t ∈ I, c’est à dire,

(u̇k(·)) converge faiblement dans L2
Rn(I) vers ˙̂u(·). (3.48)
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L’étape suivante consiste à vérifier que ẑ(·) = (û(·), â(·), b̂(·)) satisfait l’inclusion différen-

tielle (CPa,b).
Comme f est continue par hypothèse, alors d’après les modes de convergence précédents

ci-dessus, on a

f(t, s, bk(s), uk(s))→ f(t, s, b̂(s), û(s)) lorsque k →∞, ∀t, s ∈ I.

Du fait que (bk(·), uk(·)) est bornée et de (i), on a

‖f(t, s, bk(s), uk(s))‖ ≤ ‖bk(s)‖+M‖uk(s)‖ ≤ constante < +∞, t ∈ I.

D’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, il résulte que

lim
k→∞

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds

∥∥∥∥ = 0.

De plus, notons que∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds

∥∥∥∥ < ‖bk‖L1
Rm (I) +M‖uk‖L1

Rn (I),

alors, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue donne

lim
k→∞

∫ T

0

∥∥∥∥∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds−
∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds

∥∥∥∥2

dt = 0. (3.49)

Observons que uk(t) ∈ D (A(t, ak(t))), ak(t) → â(t), uk(t) → û(t), pour tout t ∈ I, la

suite (A0(t, ak(t))uk(t)) est bornée par (H2
A) pour tout t ∈ I, et

dis(A(t, ak(t)), A(t, â(t))) ≤ λ1‖ak(t)− â(t)‖ → 0, lorsque k →∞, (3.50)

en utilisant (H1
A). Ensuite, du Lemme 1.38, on déduit que û(t) ∈ D(A(t, â(t))),∀t ∈ I.

Maintenant, nous allons vérifier que û(·) satisfait l’inclusion intégro-différentielle

− ˙̂u(t) ∈ A(t, â(t))û(t) +

∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds p.p. t ∈ I.

Définissons les applications gk et g sur I par

gk(t) =

∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds, g(t) =

∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds, t ∈ I.

D’après les relations (3.48) et (3.49), on a

(u̇k(·) + gk(·)) converge faiblement dans L2
Rn(I) vers ˙̂u(·) + g(·).

D’où, (u̇k(·) + gk(·)) converge au sens de Komlós vers ˙̂u(·) + g(·) (voir Proposition 1.51).

Donc, il y a un ensemble négligeable Y tel que pour t ∈ I \ Y : u̇k(·) + gk(·)→ ˙̂u(·) + g(·)
au sens de Komlós, c’est à dire,

lim
k→∞

1

k

k∑
p=1

(
u̇p(t) +

∫ t

0

f(t, s, bp(s), up(s))ds
)

= ˙̂u(t) +

∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds, (3.51)
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et

−u̇k(t) ∈ A(t, ak(t))uk(t) +

∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds.

Soit y ∈ D (A(t, â(t))). On applique Lemme 1.40 aux opérateurs maximaux monotones

A(t, ak(t)) et A(t, â(t)) qui satisfont (3.50). Ce dernier assure l’existence d’une suite (yk)

telle que yk ∈ D (A(t, ak(t)))

yk → y et A0(t, ak(t))yk → A0(t, â(t))y. (3.52)

Comme

−u̇k(t) ∈ A(t, ak(t))uk(t) +

∫ t

0

f(t, s, bk(s), uk(s))ds p.p.,

et A(t, ak(t)) est monotone pour tout t et tout k, on a

〈u̇k(t) + gk(t), uk(t)− yk〉 ≤ 〈A0(t, ak(t))yk, yk − uk(t)〉. (3.53)

Notons que

〈u̇k(t) + gk(t), û(t)− y〉

= 〈u̇k(t) + gk(t), uk(t)− yk〉+ 〈u̇k(t) + gk(t), û(t)− uk(t)− (y − yk)〉,

alors
1

k

k∑
p=1

〈u̇p(t) + gp(t), û(t)− y〉 =
1

k

k∑
p=1

〈
u̇p(t) + gp(t), yp − y

〉
+

1

k

k∑
p=1

〈
u̇p(t) + gp(t), up(t)− yp

〉
+

1

k

k∑
p=1

〈u̇p(t) + gp(t), û(t)− up(t)〉.

Donc, de (3.53), on obtient

1

k

k∑
p=1

〈
u̇p(t) + gp(t), û(t)− y

〉
≤ 1

k

k∑
p=1

〈
u̇p(t) + gp(t), yp − y

〉

+
1

k

k∑
p=1

〈
A0(t, ap(t))yp, yp − up(t)

〉
+

1

k

k∑
p=1

〈
u̇p(t) + gp(t), û(t)− up(t)〉.

Passons à la limite lorsque k →∞, en utilisant (3.51)-(3.52), le caractère borné de (u̇p(·)+

gp(·)) dans Rn, et les modes de convergence précédents ci-dessus, donnent

〈
˙̂u(t) +

∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds, û(t)− y
〉
≤
〈
A0(t, â(t))y, y − û(t)

〉
p.p.

Par conséquent, Lemme 1.35 garantit que

− ˙̂u(t) ∈ A(t, â(t))û(t) +

∫ t

0

f(t, s, b̂(s), û(s))ds p.p. t ∈ I,
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avec û(t) ∈ D (A(t, â(t))) pour tout t ∈ I. De l’unicité de la solution, il s’ensuit que û est

l’unique solution de (CP â,b̂) associée au couple des applications de contrôle (â(·), b̂(·)).
Pour justifier l’optimalité de (û(·), â(·), b̂(·)) dans (OCP), il suffit de montrer que

φ[û, â, b̂] ≤ lim inf
k→∞

φ[uk, ak, bk], (3.54)

pour la fonctionnelle de type Bolza dans (OCP). Cette dernière relation (3.54) découle

des hypothèses sur les fonctionnelles du coût φ1 et φ2 dues au théorème de Mazur et

au théorème de la convergence dominée de Lebesgue. En effet, le théorème de Mazur

garantit que la convergence faible de {u̇k, ȧk, ḃk} vers { ˙̂u, ˙̂a,
˙̂
b} dans L2

R2n+m(I) donne la

convergence forte dans L2
R2n+m(I) des combinaisons convexes de (u̇k, ȧk, ḃk) vers ( ˙̂u, ˙̂a,

˙̂
b),

et donc la convergence p.p. d’une sous-suite de ces combinaisons convexes sur I vers le

triple limite.

En utilisant enfin la convexité supposée de la fonctionnelle du coût φ2 par rapport aux

variables de vitesse, l’inégalité (3.54) est vérifiée. �



Conclusion et perspective

Dans cette thèse, on s’est intéressé aux problèmes couplés par deux inclusions dif-

férentielles régies par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps avec

une perturbation intégrale. Par une méthode de discrétisation et un passage par le cri-

tère de Cauchy, on a montré l’existence et l’unicité de la solution absolument continue.

Ensuite, on a minimisé une fonctionnelle intégrale sur les contrôles intervenants dans

l’état des opérateurs des systèmes couplés considérés. On envisage dans de futurs tra-

vaux l’étude d’existence de solutions à variation bornée aux problèmes couplés par des

opérateur maximaux monotones. Dans la deuxième partie de cette thèse, on a établit un

résultat d’existence de solution absolument continue à une classe d’inclusion différentielle

gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de l’état

avec une perturbation intégrale. La démonstration repose sur le théorème du point fixe

de Schauder. Pour terminer, on a étudié un problème de contrôle optimal. Il reste à consi-

dérer beaucoup de systèmes en relation y compris la recherche de la solution numérique,

ou à variation bornée et la généralisation de nos résultats au cas d’espace de Banach.
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Abstract 
This thesis is devoted to investigate absolutely continuous solutions for some evolution 

problems, in a Hilbert space, with applications to optimal control.  In the first part, we 

establish a new existence and uniqueness theorem for a coupled system by two first-order 

differential inclusions governed by time-dependent maximal monotone operators and 

single-valued perturbations. Then, we minimize an integral functional over the controls 

acting in the state of the operators into the coupled system under consideration. In the 

second part, we are interested in a first-order differential inclusion driven by time and 

state-dependent maximal monotone operators with an integral perturbation. As an 

application of its existence result, we investigate an optimal control problem subject to 

such a class, where the control maps act in the state of the operators and in the integral 

perturbation. 

Résumé 
  Cette thèse est consacrée à la recherche de solutions absolument continues pour certains 

problèmes d'évolution, dans un espace de Hilbert, avec quelques applications au contrôle 

optimal. Dans la première partie, nous établissons un nouveau théorème d'existence et 

d'unicité pour un système couplé par deux inclusions différentielles du premier ordre 

régies par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps des avec 

perturbations univoques. Ensuite, nous minimisons une fonctionnelle intégrale sur les 

contrôles intervenants dans l’état des opérateurs dans le système couplé considéré. Dans 

la deuxième partie, nous nous intéressons à une inclusion différentielle du premier ordre 

gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de l'état 

avec une perturbation intégrale. Comme application du résultat d'existence de cette 

dernière, nous étudions un problème de contrôle optimal soumis à une telle classe, où les 

contrôles interviennent dans l'état des opérateurs et dans la perturbation intégrale. 

 

لملخصا  
 مع بعض التطبيقات في فضاء هلبرت لبعض المشاكل التطورية مطلقامستمرة  ذه الأطروحة مخصصة للبحث عن حلوله

 حتواءاتلاباثنين من ا ةمقترن لجملة وحدانيةنظرية جديدة للوجود وال إثباتلتحكم الأمثل. في الجزء الأول، قمنا با في

 نام. بعد ذلك، قالقيم أحاديةاضطرابات مع بالزمن  تتعلقرتيبة قصوى مؤثرات التفاضلية من الدرجة الأولى تحكمها 

. في الجزء محل الدراسة جملةفي  للمؤثرحالة ال بمتغيرالتحكم  دوال دالية حيث تظهر تتكاملابالتحكم الأمثل على 

مع  تتعلق بالزمن والحالة ة قصوىرتيب مؤثراتحكمه تتفاضلي من الدرجة الأولى كان محور اهتمامنا احتواء الثاني، 

 في ذات السياق، حيث تظهرهذا الأخير، قمنا بدراسة مشكلة التحكم الأمثل ل الحل. وكتطبيق لوجود يتكاملطراب اض

                                                                    .ياب التكاملالاضطربللمؤثر وكذا  حالةال بمتغيرالتحكم  دوال
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