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INTRODUCTION GENERALE

Les inclusions différentielles régies par les opérateurs maximaux monotones A(t) de la
forme
—u(t) € A(t)u(t) + g(t,u(t)) p.p.te 0,7,
u(0) = o,
ont été considérées par plusieurs auteurs (ot une application ou une multi-application g
a été ajoutée au coté droit de I'inclusion différentielle), voir par exemple, [6, 7, 8, 20, 27,

30, 32, 33, 49, 51, 57, 69, 70].

Dans le papier récent [27], une perturbation intégrale a fait son apparition dans les

inclusions différentielles gouvernées par les opérateurs maximaux monotones A(t) du type

—u(t) € A(t)u(t) + /tg(t, s,u(s))ds p.p.t€0,T],

u(0) = up. 0
Cette derniére inclusion a été étudiée dans [25] pour A(t) = A l'opérateur m-acrétif et dans
[12] avec A(t) = Op(t,-) le sous-différentiel d'une fonction ¢(t,-) dépendante du temps.
Le probléme connu sous le nom de processus de la rafle intégro-différentiel (ou processus
de la rafle avec perturbation intégrale) pour A(t) = N¢() le cone normal d’un ensemble
mobile dépendante du temps C(t) a été aussi abordé récemment dans [13, 14, 15]. Ce

dernier a été introduit d’abord dans [17], ensuite dans [37].

Récemment, une attention a été portée au cas plus général ou 'opérateur dépend a la

fois du temps et de I’état. Le probléme d’évolution du premier ordre

—u(t) € A(t,u(t))u(t) + g(t,u(t)) p.p.te€[0,T],
u(0) = wo,
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a été étudié dans [3, 50, 67|, ot g est une application univoque. Le probléme du second
ordre correspondant a été également discuté dans des travaux récents, voir par exemple

[26, 28, 60, 62, 63, 64, 66].

Une étude récente de systémes dynamiques régis par deux inclusions différentielles avec
des opérateurs maximaux monotones, des sous-différentiels, ou mixtes avec des processus

de la rafle a été développée dans la littérature scientifique, nous citons par exemple,

[2, 11, 42, 52, 61, 65].

Dans la lignée des travaux cités ci-dessus, nous étudions une nouvelle classe de pro-
blémes intégro-différentiels : des systémes dynamiques avec des opérateurs maximaux
monotones et une perturbation intégrale. Et ce pour envisager d’investir les résultats

correspondants dans la théorie du controle optimal.

Notre objectif principal du deuxiéme chapitre de cette thése est d’étudier les solutions

optimales au probléme de minimisation
T
omin [ Lo, o)
oll (uy, rs) désigne la solution associée du contrdle (¢, ¢) € X x Y du systéme controlé

(

—uﬂEMtmeﬂ+/f@sM$wU)sppielzhﬂ,
+

(
(CSy.0) —i(t) € B(t, ¢(t))x(t) ) pp.tel,
(u(t),z(t)) € D (A(t, ¥ (1)) B(t, (1)), tel,
[ (u(0),2(0)) = (uo, z0) € D (A(0,%(0))) x D (B(0,¢(0))).

H est un espace de Hilbert, la fonctionnelle du coit L : I x H x H — [0,+00[ est

semi-continue inférieurement, et les ensembles X', ) sont construits convenablement. Les
opérateurs maximaux monotones A(t, z) et B(t, z) varient au sens de la pseudo-distance
(voir (H)) et (Hp) ci-dessous) dont les domaines sont notés respectivement D (A(t, 2))
et D(B(t, 2)), pour tout (t,z) € I x H. Les fonctions f : I x I x H x H — H et

g: 1 x Hx H — H sont univoques.

A mentionner que les systémes controlés décrits par des équations différentielles ordi-
naires avec des inclusions différentielles non linéaires ont été développés dans la littérature
en dimension finie voir [1, 16, 22|, et les références qui s’y trouvent. Récemment, les au-
teurs de [16] ont contribué & un probléme d’optimisation sur l'ensemble des solutions du
systéme dynamique considéré. Les auteurs dans [22] ont développé des conditions d’op-

timalité nécessaires, tandis qu'un schéma numérique a été proposé dans [1]. Dans [16],
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I’existence d’une solution optimale au probléme original a été démontrée en tant que li-
mite de solutions aux problémes discrétisés. D’autres problémes d’optimisation pour des
fonctionnelles intégrales sur les solutions d’inclusions différentielles controlées avec des
opérateurs maximaux monotones ou des processus de la rafle peuvent étre trouvés dans

les références |13, 21, 23, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 53, 54, 55, 56, 73|, parmi d’autres.

Pour mener & bien cette étude, nous nous intéressons au systéme dynamique formulé

par
—u(t) € /ftsu x(s))ds p.p.tel,
Py L () € B+ gltult). (1) pp.tel
(u(t), 2(t)) € D (A(t)) x D (B(t)), tel,
[ (u(0),2(0)) = (uo, z0),

ot les opérateurs A(t) et B(t) sont maximaux monotones et varient au sens de la pseudo-
distance (voir (hY) et (h}) ci-dessous). Nous procédons par une approche de discrétisation
pour montrer le résultat d’existence et d’unicité de la solution pour (Py,), sans aucune
hypothése de compacité. Ensuite, nous énoncons le théoréme relatif a (CSy4), et nous

prouvons le résultat d’optimalité pour le probléme de minimisation ci-dessus.

Nous considérons, dans le troisiéme chapitre de cette thése, le probléme intégro-

différentiel suivant
t

(IDPsa) —it) € Altu®)u®) + | S(tsu(s)ds ppotel= (DT,

u(To) =Ug € D(A(To,UO)),
ou A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H est un opérateur maximal monotone dont le domaine
est noté D(A(t,z)), pour tout (t,z) € I x H, et f: 1 x 1 x H — H est une application

univoque.

Notre probléme généralise le probléme intégro-différentiel avec des opérateurs maxi-

maux monotones dépendants du temps A(t)

t

(ZDPaw) —u(t) € A(t)u(t) + - f(t,s,u(s))ds p.p.tel,

uw(Ty) = uo € D(A(Typ)),

voir [27]. Nous nous proposons donc d’étudier un cas plus général, c’est-a-dire lorsque

I'opérateur dépend a la fois des variables du temps et de 1’état.

Dans notre développement, nous utilisons le théoréme du point fixe de Schauder (voir

aussi [3|) pour établir notre résultat principal d’existence. Pour cela, nous utilisons 'unicité
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de la solution de (ZDP 4()) et une estimation de la dérivée. Cependant, les articles [50, 67]
ont adopté une méthode de discrétisation pour discuter le cas on une application f(-,-)

est considérée au lieu de la perturbation intégrale.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous traitons le probléme de controle optimal

(OCP) min @lu, a,b] = ¢1(u(T)) —|—/0 da(t, u(t), alt), b(t), u(t), a(t), b(t))dt,

sur 'ensemble des applications de controle (a(-),b(-)) et les solutions associées u(-) du

probléme controlé

[ _i(t) € At a(t) /ftsb w(s))ds pop.te[0.7],
(CP.,) ¢ ) € D(A(ta(t)) t € [0,T],

(a(),b(-)) € Wh2([0, T], R™*™),

a(0) = ag, u(0) = up € D(A(0, ap)),

\

oil la fonction du cotit ¢ : R — R et le coiit de fonctionnement ¢, : [0, 7] x R 2™ R

satisfont a des conditions appropriées.

Cette étude est motivée par les deux exemples suivants : le premier consiste & minimiser

une fonctionnelle de type Bolza soumise a 'inclusion différentielle controlée de la forme

(CPaap) —u(t) € Newaey(u(t)) + fila / fa(b ))ds p.p. t € [0,T],

ott A(t,2(t)) = Ne(a)) est le cone normal d'un ensemble mobile C(xz(t)), (x(-),a(-),b(-))
sont les controles intervenant dans les ensembles mobiles, les perturbations additives, et
la partie intégrale de la dynamique de la rafle (voir [13]). Le deuxiéme exemple concerne

un probléme d’optimisation soumis & l'inclusion différentielle controlée décrite par

(CPaa)  —uft) € New(u(t) + flalt), ut) p-p- t € [0,T],

ou C(t) = C + z(t) et (x(-),a(-)) sont des applications de controle (voir [23]).

La nouveauté du probléme considéré (OCP) est le fait que nous minimisons sur 1’ensemble
des solutions d’une inclusion intégro-différentielle controlée, ot les controles agissent a la
fois dans ’état de 'opérateur (dépendant du temps et de I’état) et dans la perturbation

intégrale.

Ce travail est divisé en trois parties : Dans le Chapitre 1, nous donnons quelques défini-
tions et résultats préliminaires. Dans le Chapitre 2, nous nous concentrons sur le résultat

d’existence et d’unicité du systéme couplé (Py ). Ensuite, nous montrons que le probléme
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de minimisation soumis au systéme controlé (CSy 4) admet une solution optimale. Dans
le Chapitre 3, nous discutions (ZDP a¢)) et nous développons le cas (ZDP a:.)). Ensuite,
nous appliquons les résultats obtenus pour montrer que (CP,;) est bien posé et nous éta-
blissons 'existence de solutions optimales & (OCP). A la fin de cette thése, nous proposons

quelques perspectives.

Ce travail a été réalisé au sein du laboratoire LMPA, Laboratoire des Mathématiques

Pures et Appliquées, Université de Jijel.

Le Chapitre 2 et 3 ont fait 'objet de deux publications internationales dans le journal
Boletin de la Sociedad Matemaética Mexicana [43], et dans le journal CUBO Mathematical

Journal [44] respectivement.



NOTATIONS GENERALES ET ESPACES

USUELS
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I’ensemble des nombres réels.
I’ensemble des nombres réels positifs.
R U {—o00, +00} ou [—o0, +00].
I’ensemble des entiers naturels.

[0,7] (T > 0) un intervalle de R.

un espace vectoriel normé réel noté encore (E, || - ||g).
le dual topologique de E.

un espace de Hilbert réel.

un espace mesurable.

opérateur identité de H.

la valeur absolue définie sur R.

le produit scalaire de H.

la norme de H.

By la boule unité fermée de H.

Bylug, 7] la boule fermée de H de centre uy € H et de rayon r > 0.
A I’adhérence de A.

co(A) I’enveloppe convexe de A.

co(A) Ienveloppe convexe fermée de A.

— désigne la convergence faible.

— désigne la convergence forte.

U(E, E' ) la topologie faible sur F.

S.C.S

Ly (1)

w()

la dérivée de uw au point ¢.
si et seulement si.
presque partout.
respectivement.
semi-continu inférieurement.
semi-continu supérieurement.
I’espace des applications mesurables u définies sur I & valeurs dans H telles

que fDTHu(t)det < 400 muni de la norme

T ) -
Hu||ymz</0 lu®|] dt) C<p<oo

I’espace des applications essentiellement bornées définies sur I & valeurs

dans H, muni de la norme

lullegpry = inf {¢ >0, |lu(®)]| < cpp}.
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Cy(I) I’espace des applications continues définies sur I a valeurs dans H muni

de la norme de la convergence uniforme

[l = sup [Ju(t)]].
tel

Wh2(I, H) TDespace des fonctions absolument continues u de I dans H avec des dérivées

dans L%(I).

0A la fonction indicatrice d’un ensemble A, définie par
0, reA
oa(z) =
+o00, z ¢ A
0% la fonction support d’un ensemble A, définie sur E’ par

6% (z) = sup(z,y) Vxe E

yeEA
14(x) la fonction caractéristique de A, définie par
1, xz€A
La(z) =
0, x¢A.
d(-, A) la fonction distance de A, définie par

d(z, A) = Inf |z —y||, Vo € H.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre nous rappelons les notations, les définitions et les résultats de base

que nous allons utiliser dans les Chapitres 2 et 3 de cette thése.

1.1 Continuité des applications

On considére un espace métrique X et une fonction définie sur X a valeurs dans R

notée f.

Définition 1.1. [46] Une fonction f: X — R est s.c.i au point xo € X ssi

f(zo) < liminf f(z).

T—rT0

Définition 1.2. [/6] Une fonction f: X — R est s.c.s au point xo € X ssi

f(zo) > liminf f(z).

T—T0
Proposition 1.3. [/6] Soit f : X — R. Alors
o [ ests.cisur X ssi f ests.c.i en tout point de X.
o f ests.c.ssur X ssif ests.c.s en tout point de X.

o f est continue au point xy ssi f est s.c.i et s.c.s au point xg.

Définition 1.4. [/6] Soient (Y,d), (Z,d) deuz espaces métriques. On dit que f:Y — Z

est continue au point a € Y ssi

Ve >0, 30 >0, Ve eY : d(xz,a) <d=d(f(z), f(a)) <e.

12
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Définition 1.5. [/6] Un sous-ensemble S de ’espace des fonctions définies de (X, d) dans

(Y,d) est dit équi-continu au point a dans X si
Ve>0, >0, Vre X, Vge s : (d(z,a) <n) = (J(g(x),g(a)) < s) .
L’ensemble S est équi-continu si il est équi-continu en tout point de X .

Définition 1.6. [4] Soit f : [a,b] C R — H une application. Alors [ est dite absolument
continue ssi pour tout réel € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute partition dénombrable

de [a,b] par des intervalles disjoints |a;, b;], on a

Proposition 1.7. [4] Une fonction f : [a,b] — H est absolument continue ssi il existe

une fonction intégrable v : [a,b] — H telle que pour tout t € [a,b]

dans ce cas, f est dérivable presque partout et sa dérivée f = v p.p.

1.2 Ensembles et fonctions convexes

Soit X un espace vectoriel et A un sous-ensemble de X.

Définition 1.8. [18] On dit que A est conveze ssi pour tous x,y € A et pour tout A € [0, 1],
on a

Ar+ (1 — Ny € A.

Définition 1.9. [4] L’enveloppe convere co(A) de A est l'intersection de tous les sous

ensembles convexes de X contenant A.

Définition 1.10. [4] On appelle enveloppe convexe fermée de A, que l'on note co(A),

l"intersection de tous les sous ensembles convexes fermés de X contenant A.

Définition 1.11. [68] L’ensemble A,, défini par

An:{ (A, -, ) €ER™ N\ >0, Z)\izl}.

=1

est appelé le simplexe de R™ et c’est un ensemble convexe fermé.
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Proposition 1.12. [68] On peut exprimer ’enveloppe convere de A comme suit

co(A) = {Z)‘ixi: n>1, (A, ,A\n) €Ay, a1, ,xneA}.

=1

Proposition 1.13. [68] Soit A un sous ensemble non vide de X . Alors,
co(A)={zx e X: (y,x) <&(z) Vy e X'}.

Définition 1.14. [10] On dit que f : X —] — 00, +00| est propre ssi pour tout v € X,
f(z) # —o0 et il existe xy € X tel que f(xo) # +00.
Définition 1.15. [10] Soit f : X — R.

e On appelle domaine effectif de f, ’ensemble

dom(f) ={z e X: f(z)<+oo}.
e On appelle épigraphe de f, ’ensemble
epi(f) ={(z,A) € X xR f(z) <A}

Définition 1.16. [10] On dit que f : X — R est conveze ssi pour tous x,y € dom(f)
et pour tout A € [0,1], on a

FOz+ (1 =Ny) < Af(z)+ 1=\ F(y).

Proposition 1.17. [10] Soit f : X — R. Alors,
e dom(f) est convexe si f est une fonction conveze.
e f est une fonction convexe si son épigraphe est convexe de X x R.

e f est une fonction propre ssi dom(f) # 0.

1.3 Topologie faible

Définition 1.18. [18] Soient (E,||-||g) un espace vectoriel normé réel et E' son dual

topologique muni de la norme

7l = sup [(f.2)]

z]lz<
ot l'on note (f,x) au lieu de f(z).
Soit f € E' et soit
©Yr EF—R

r— @p(z) = <f,x>.
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Lorsque f parcourt E', on obtient une famille de fonctions (¢¢) fep . On appelle la topologie
faible sur E, la topologie la moins fine sur E rendant continues les applications (o) repr

et on la note o(E, E').
Proposition 1.19. [18] Soit (z,), un suite de points de E, et x € E et soit (f,), C E'.
Alors

o Six, — x alors x, — x.

o1, 1 & <f,xn> — <f,x> pour tout f € E.

o Six, —ux et f,—> f alors <fn,xn> — <f,x> dans R.

o Six, — x alors (||z,||g)n est bornée et ||z| < liminf||z,| k.
n—+o00

1.4 Multi-applications

1.4.1 Premiéres définitions

Définition 1.20. [4] Soient X, Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application
toute applications G définie sur X a valeurs dans P(Y), telle que P(Y) est la famille de
tous les ensembles de Y, et on note G : X — P(Y) ou bien G : X — 2¥ ou bien

G: X==Y.

Définition 1.21. [] Soit G : X =2 Y une multi-application. On définit

e Le domaine de G, noté D (G), 'ensemble
D(G)={z e X; G(z)#0}.
e Le graphe de G, noté Gr(G), le sous ensemble de X XY défini par
Gr(G) ={(z,y) € D(G) x Y; y € G(x)}.
e Le rang de G, noté R(G), l’ensemble
R(G)={yeY; JzeD(G), yc G(x)}.

Définition 1.22. [31] Soit G : X =Y une multi-application. On appelle sélection de G
toute fonction g: X — Y telle que g(x) € G(x) pour tout x € X.
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Définition 1.23. [9] Soient (2, %, u) un espace mesuré fini et X un espace de Banach
séparable. Soit G : Q = X\ {0} une multi-application et 1 < p < oo. On définit I’ensemble

Se=1{9 € Lx(Q) : g(w) € G(w) p—p.p- w € Q},
ot L5 () est lespace des fonctions f: Q — X qui sont de puissance p p-intégrables.
Proposition 1.24. [J] L’ensemble S est non vide ssi
inf{||lul|x : veGw)} <pw) p—p.p. we N

avec p € L ().
L’ensemble S, est fermé (resp. convexe) ssi pour p-p.p. w € §2 U'ensemble F(w) est fermé

(resp. conveze).

1.4.2 Continuité et mesurabilité des multi-applications

Définition 1.25. [31] Soient X et Y deux espaces topologiques et G : X = Y wune
multi-application.
e On dit que G est s.c.s au point zg € X si pour tout ouvert U C'Y contenant G(xy),
il existe un voisinage V. .C X de xq tel que G(V) C U.
e On dit que G est s.c.i au point xyg € X si pour tout ouvert U C Y wérifiant
G(xo)NU # 0, il existe un voisinage V- C X de xq tel que G(x) NU # 0, pour tout
xeV.

e On dit que G est continue au point xqy ssi elle est s.c.s et s.c.i au point .
Proposition 1.26. [31] Soit G: X =Y. Alors, on a

o (G est s.c.s sur X ssi G est s.c.s en tout point de X.

o G est s.s.i sur X ssi G est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.27. [31] Soient (2,%) un espace mesurable et X un espace métrique. Soit
G : Q = X une multi-application. On dit que G est S-mesurable si pour tout ouvert V.
de X, G1(V) € &, avec

GrV)={teQ; Gt)nV #0}.

On termine cette section par rappeler un résultat de [24], adapté au contexte étudié

dans cette thése.
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Théoréme 1.28. Soit G : [0,T] = H une multi-application mesurable intégrablement

bornée a valeurs convexes compactes, alors la multi-application intégrale

/ " G(s)ds = { / " g(s)ds, g€ Sé}

est convexe compacte.

1.5 Opérateurs maximaux monotones

1.5.1 Définitions et propriétés

Définition 1.29. [5] L'opérateur A : D(A) C H = H est dit monotone, si
V(zs,yi) € Gr(A), i=1,2: (y1 — y2, 21 — z2) > 0.

Définition 1.30. [5] Un opérateur monotone A : D(A) C H = H est dit maximal
monotone, si son graphe ne peut étre contenu strictement dans le graphe de tout autre

opérateur monotone.

Proposition 1.31. [5] Soit A: D(A) C H = H un opérateur. Les propriétés suivantes

sont équivalentes :
o A est maximal monotone.

e Pour tout A >0, R(Iy + ) A) = H.

Définition 1.32. [20] Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone. Alors

pour tout A > 0, la résolvante de A est un opérateur univoque défini par
J{ = (Ig +2A)7".

L’approximation Yosida de A est définie par

1
AA:X(]H—J;‘).

Définition 1.33. [4] Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors, pour tout
x € D(A), Az est un ensemble non vide, fermé et convexe. De plus, il existe un élément
unique A°(x) € Ax (I’élément de morme minimale) qui est la projection de 0 sur Aw,

c’est-a-dire,

Az) = Projas(0), [A"@)|| = inf ||| = d(0, Az).
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Proposition 1.34. [20] Soit A: D(A) C H = H un opérateur mazimal monotone. Alors
1. J{t et Ay sont univoques et définis sur tout l’espace H.
2. Jdz € D(A) et Ay(z) € A(J{x), Vo € H.
3. Ay est du type Lipschitz de rapport % et est maximal monotone.

4. [[Ax(2)]] < |A%2)|| pour tout x € D (A).

Lemme 1.35. [49] Soit A un opérateur mazimal monotone de H. Six € D (A) ety € H

sont tels que

(A°(2) —y,z —2) >0 Vz € D(A),

alors x € D (A) ety € A(x).

1.5.2 Pseudo-distance de Viadimairov

Définition 1.36. [71] Soient A: D(A) C H = H et B: D(B) C H = H deux opérateurs
mazximauz monotones. Alors, on note dis (A, B) la pseudo-distance entre A et B définie

par

i =su W=y~ T r 2y r
dis (A, B) = p{1+“y|’+“y/” : (z,y) € Gr(A), (,y) e G (B)} (1.1)

Lemme 1.37. [71] Soient A: D(A) C H = H et B: D(B) C H =2 H deuz opérateurs

mazimauzx monotones. Alors
e dis (A, B) € [0, +o0].
e dis(A,B) =0 ssi A= B.
e dis (A, B) =dis (B, A).
Lemme 1.38. [49] Soient A,, (n € N), A des opérateurs mazimauz monotones de H tels

que dis (A,, A) — 0. Supposons aussi que x, € D (A,) avec x,, — x et y, € Ap(x,) avec

Yn, — y pour certains x,y € H. Alors v € D (A) ety € A(x).

Lemme 1.39. [/J] Soient A, B des opérateurs mazimauz monotones de H. Alors, on a

e pour A >0 etz € D(A)

Hx—Jf@ﬂHSAW¢W@H+dE@£B)+\/W1+HA%$NDMSQLB%
e pour \>0etx, 2’ € H

178 (@) = @] <l = 2.
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Lemme 1.40. [49] Soient A, (n € N), A des opérateurs mazimaux monotones de H
tels que dis (A,, A) — 0 et |AY(2)]| < (1 + ||z||) pour certains ¢ > 0, tout n € N et
x € D(A,). Alors pour tout z € D (A) il existe une suite (z,) telle que

2 €ED(A), zn— 2z et A%(z,) — A°(2).

1.6 Quelques résultats utiles

Rappelons d’abord quelques résultats sur la compacité.

Caractérisaion 1.41. Soient X un espace métrique et S un sous-ensemble de X.
L’ensemble S est relativement compact ssi de toute suite (u,) de S, on peut extraire une
sous-suite qui converge dans X.

L’ensemble S est compact ssi de toute suite (u,) de S, on peut extraire une sous-suite qui

converge dans S.
Comme conséquence de ce qui précéde, on a :
Remarque 1.42. L’ensemble S est compact ssi S est relativement compact et fermé.

Proposition 1.43. Tout fermé inclus dans un compact est compact.

Définition 1.44 (Boule-compact). Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un
ensemble D C FE est boule-compact si son intersection avec toute boule fermée de E est

compacte.
Théoréme 1.45. [18] Soit X wun espace de Banach. Alors X est réflexif ssi Bx est
compacte pour la topologie o(X, X').

On énonce le théoréme du point fixe de Schauder.

Théoréme 1.46 (Théoréme du point fixe de Schauder). [41] Soit C' un sous-
ensemble non vide convexe fermé et borné d’un espace de Banach et soit f : C — C

une application continue. Si f(C) est relativement compact, alors f admet un point fize.

On rappelle le théoréme d’Ascoli-Arzela.
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Théoréme 1.47 (Théoréme d’Ascoli-Arzela). [4] Soient X un espace métrique com-
pact, Y un espace métrique complet, et S un sous-ensemble de [’espace des applications
continues définies de X dans Y, muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors
S est relativement compact ssi S est équi-continu et S(x) est relativement compact, pour

tout x € X, ot
S(z) ={g(z), g€ S} vzeX.

Théoréme 1.48. [19] Soit X un espace de Banach réflexif. Soit (x,) une suite bornée

dans X. Alors, il existe une sous suite (x,,)qui converge faiblement dans X.

Théoréme 1.49 (Théoréme de Dunford-Pettis). [59Soient (2, X, 1) un espace me-
suré fini, X un espace métrique et (x,(+)) une suite bornée dans L% (Q), ou LY () est
l’espace des fonctions f : Q — X qui sont p-intégrables. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes :
1. (x,(+)) est uniformément intégrable sur X .

2. Pour chaque sous-suite de (x,(-)), on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement dans LY ().
Nous rappelons la définition classique de la convergence au sens de Komlos.

Définition 1.50. [29] Une suite (u,) dans L (I) converge au sens de Komlds vers une

fonction v € LY (I) si pour toute sous-suite (v,) de (uy,), on a

N
7111_}11()1052;7}]@) =u(t) p.p.
j:

Nous avons également besoin du proposition suivant qui permet de déduire la relation

entre la convergence au sens de Komlos et les suites bornées dans L, (T).

Proposition 1.51. [/7] Soit (u,) une suite bornée dans L, (I). Alors, il existe une sous-

suite (vy,) de (uy) et u € Ly (I) telle que

o1
lim —
n—oo M,

> wi(t) =u(t) pp,
=1
pour toute sous-suite (wy,) de (v,,).

Théoréme 1.52 (Théoréme de Banach-Mazur). [18] Soit E un espace de Banach,

et soit (u,) une suite d’éléments de E qui converge faiblement vers u. Alors, il existe une
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suite (z,) de combinaisons convexes des (ur)k>n (i-€. z, € co{ug, k > n}) qui converge

fortement vers u telle que

u € m@{uk, k>n}.

neN

Définition 1.53. [58] Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (z,,) dans X est dite une

suite de Cauchy si,
Ve >0, IN.eN: (Vp,q> N;) = (d(zp,x,) <e€).

Proposition 1.54. [58] Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors toute suite de

Cauchy converge.

Théoréme 1.55 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue). [18] Soit

(fn) une suite de fonctions dans L%, (I) telle que 1 < p < 400
1. la suite (f,)n converge presque partout vers f sur I,

2. il existe une fonction g(-) € Ly, (I) telle que pour tout n € N

I fa(t)]] < g(t) pp. tel

Alors f € L¥.(I) et

/”fn(t) — f(@®)||Pdt — 0, lorsque n — oc.
I

Théoréme 1.56 (Théoréme de différentiation de Lebesgue). [48] Pour toute fonc-

tion intégrable au sens de Lebesque g sur R, on a pour presque toutt € R

La version discréte du lemme de type Gronwall est donnée comme suit :

Lemme 1.57. [49] Soient (o), (5;), (7i) et (n;) des suites de nombres réels positifs telles

que
Nit1 < o+ Bi(mo + -+ +nj-1) + (1 +;)n; pour j € N.

Alors, on a

i— i—1
n; < (770 + ozk> exp ( (kB + yk)) pour 7 € N*,
k=0 k

= =0

Nous terminons cette section en rappelant 1'inégalité différentielle de type Gronwall.
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Lemme 1.58 (Inégalité différentielle de type Gronwall). [1/] Soit y : [ — Ry
une fonction absolument continue et soient hy,he,z : I — R, des fonctions intégrables.

Supposons qu’il y ait un réel € > 0 tel que

N|=

§(t) < 2(t) + = + ha(y(t) + ha(t) (1)) / (y(s))bds pp. t € 1.

Alors, pour toutt € I, on a

ro| O

(y(t)2 < (y(0) + €)% exp ( /0 (h(s) + 1)ds) n /0 exp ( / () + 1)dr) ds

+2[(/Otz(s)ds+s)é _ b exp(/ot(h(r)ﬂ)drﬂ
+2/0t (h(s)+1) exp (/St(h(r)Jrl)dr) (/Osz(r)erra)%ds,

ot h(t) = max (hl(t) h2(t)) p.p.tel.

2 7 2



CHAPITRE 2

PROBLEME DE MINIMISATION SOUMIS A
UN SYSTEME COUPLE PAR DES

OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

2.1 Introduction

Nous étudions dans ce chapitre un probléme d’optimisation soumis & un systéme
controlé avec des opérateurs maximaux monotones et une perturbation intégrale. Dans la

premiére section, nous nous intéressons au systéme dynamique formulé par

—u(t) € /ftsu x(s))ds p.p.tel,
(

() —alt) € BOa(t) + gt u(t)x(t) pptel,
(u(t),z(t)) € D(A(t)) x D(B(t)), tel,
L (u(0),2(0)) = (uo, o),

ou les opérateurs maximaux monotones A(t) et B(t) définis sur un espace de Hilbert

réel séparable H, varient au sens de la pseudo-distance (voir (hl) et (h))) avec f :
IxIxHxH — Hetg:IxHxH — H sont des perturbations univoques. Nous procédons
par une approche de discrétisation pour montrer le résultat d’existence et d’unicité a

(Pt.q), sans aucune hypothése de compacité.

23
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Dans la deuxiéme section, on considére le probléme de minimisation du type
T
min L(t,uy(t), z4(t))dt,
W R ORAT)

ol (uy, s) est la solution associée au contrdle (¢, ¢) € X x Y du systéme controlé

;

—u(t) € Alt, u(t) + /ftsus),x s))ds p.p.tel,
€ B(t

(
€5, 1 —it) € Blto(t)a(t) + gt,u(t),x(t) pp.tel,
(u(t). #(t)) € D (A(t, 6(t))) x D (B(t,0(1))), te€ 1.
| ((0), 2(0)) = (uo, 70) € D (A(0, $(0)) x D (B(0, 6(0)))

La fonctionnelle du cott L : [ x H x H — [0, +00[ est semi-continu inférieurement, et

les ensembles X'; ) sont construits convenablement. Les opérateurs A(t, z) et B(t, z) sont
maximaux monotones et varient au sens de la pseudo-distance de Vladimirov (voir (H})
et (H})) dont les domaines sont notés respectivement D (A(t,2)) et D (B(t,z)), pour
(t,2) e I x H.

2.2 Etude du systéme couplé par des opérateurs maxi-

maux monotones

Dans notre étude, nous utiliserons les hypothéses suivantes.
Soit pour tout t € I, A(t) : D (A(t)) C H = H un opérateur maximal monotone tel que
(RY) il existe une fonction o € W2(I,R) qui est positive et croissante sur [0, T avec

a(0) =0 et a(T) < 400 telle que
dis (A(t), A(s)) < |a(t) — a(s)|, Vt,s € I;
(h?) il existe un nombre réel positif ¢; tel que

| A°(H)z|| < (1 + ||z||) pour t € I, z € D(A(L)).
Soit pour tout t € I, B(t) : D(B(t)) C H =% H un opérateur maximal monotone tel que
(h}) il existe une fonction 8 € WH2(I,R) qui est positive et croissante sur [0, 7] avec

B(0) =0, B(T) < +oo telle que
dis (B(t), B(s)) < |B(t) — B(s)|, Vt,s € I;
(h%) il existe un nombre réel positif ¢, tel que

|BY(t)z|| < co(1+ ||z|]) pour t € I, x € D(B(t)).
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Soit f: I x I x H x H— H une application telle que
(H}) lapplication f(-,-, x,u) est mesurable pour chaque (z,u) € H x H, f(t,s,-,-)
est continue pour chaque (¢,s) € I x I et il existe une constante réelle positive my

telle que pour tout (¢,s,z,u) € I x I x H x H, on a
Lf (s, w)|| < mp(L+ ]| + [[ul]), (2.1)

(H7) pour chaque n > 0, il existe une fonction ¢y, (-) € L (I) telle que pour tout
t € I et tout (z,u), (y,v) € By[0,1] x By[0,n], on a

1t s, 20) = F(ts, g, )l < orn®) (e =gl + Ju—vl).  (22)

Soit g : I x H x H — H une application telle que
(H;) I'application ¢(-, x,u) est mesurable sur I, pour chaque (z,u) € H x H, g(t,-,-)
est continue sur H X H, pour chaque t € I et il existe une constante réelle positive

my telle que pour tout (¢, z,u) € I x H x H, on a
lg(t, 2, u)l| < mg(L + [lzf| + [Jul]), (2.3)

(H7) pour chaque n > 0, il existe une fonction ¢, (-) € Lz (I) telle que pour tout
t € I et tout (z,u), (y,v) € By[0,m] x Bgl0,7], on a

lg(t, 2, u) = g(t y, vl < @on(®) (12 = yll + [Ju =[] (2.4)

Théoréme 2.1. Supposons que pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) € H = H est un
opérateur mazimal monotone dépendant du temps satisfaisant (hY)-(h?). Supposons que
pour toutt € I, B(t) : D(B(t)) C H =% H est un opérateur mazimal monotone dépendant
du temps satisfaisant (hy) -(h%). Soient f : I X IX Hx H— H etg: I x Hx H— H
deuz applications satisfaisant (H})-(H3) et (H})-(H7) respectivement. Alors, pour tout
(uo,z0) € D(A(0)) x D(B(0)), il existe une solution unique absolument continue (u,x) :

I — H x H au systéeme dynamique (Py,). De plus, les inégalités suivantes sont vraies
[a()]] < k(1 +a(t) + B(t) et [[&()] < ka(1 + a(t) + B(t)) pour p.p. ¢ € 1,
ot ky et ky sont des constantes réelles positives dépendantes de ||ugl|, ||zol|, 1, c2, @, B,

T, myg, my.

Démonstration. Partie 1 : Existence de la solution. Nous procédons dans la dé-

monstration en utilisant un schéma de discrétisation.

Etape 1. Construction des suites (u,) et (1,).

Pour tout n > 1, considérons une partition 0 =t < < .- <@ <{ti, <--- <ty =T
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de l'intervalle I. On définit pour : =0,1,--- ,n —1

hin = U = 1, o = altiyy) — a(ly), B = B(t) = BE), (2.5)

et on suppose que

n n n n n
hi < hily, of < iy, < Bi%1-

[ —

Soit vy lapplication définie par v(t) =t + «(t) + 4(t) pour tout ¢t € I. Puisque « et 3 sont

absolument continus, alors, on choisit cette partition telle que pour tout i =0,1,--- ,n—1
1(T)
ol = hif oy + Bl < W In, (2.6)

ot I, — 0 lorsque n — oo. Posons uj = uy € D(A(0)), 2§ = zo € D(B(0)) et pour
i=0,1,---,n—1,

" A ) [, i [ e .
uiy = Sy | g — E f(r,s,uf, 2%)ds + fTsu ,xp)ds pdr |,
1+1
tn — Jn
i 7=0 j

(2.7)
) t?+1
xig =, ?HIH xy —/ g(r,ul, xt)dr |, (2.8)
t
ou .
At ) n
Jh;zrl“ = ([H + h‘z+1A<ti+1)) )
B(i7, ) -
Jhﬂ-lzJrl - ([H + hz+1B( H—l)) :
Observons par construction et Proposition 1.34 (2) que
uip € D(A(tE)) et oy, € D(B(t)). (2.9)

Alors, d’apreés (2.7) et (2.8), on a les deux inclusions

t;(z 1—1 tn
u”—/ﬂ{z J+1f(Tsu x” ds—i—/fTsu ,xp)d }dTEU’I +hl AL ul
i y Wi by i+1 i+1 41/ %i+1>
i e

Jj=0
(258
n n n n n n n
Ty — g(T i, xi)dr € xly + by Bt )y,
tn
c’est-a-dire,

n n
Uipq — Uy

_hn—l €A(t)uiy

Z+1
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x? =l 1 b1
_ z+1n =€ Bt} )ai, + / g(T,ul, xl)dr. (2.11)
hi‘H h’z-i—l

Le Lemme 1.39 permet de simplifier comme suit

[ = il

tn =1 an
A(t +1) n i+1 Jj+1 n
Jhn+; uy — E f(r,s,uf, 27 )ds + fTs,uZ,a:Z) dr | —u;
‘ tn A tn
T ]:0

J

tn i—1 tn
A(tl 1+1 Jj+1
S‘thbrl-‘-l (U’?_/tn {Zo/t” fT’SuujﬂxJ d8+/ f787u17x1) }dT)
2 1= 7
At A(t
= T )| 4+ | ) =

< + hit A )|

tih il i
/ Z/ f(r,s,uj, o} ds+/ f(r,s,ul, zl)ds p dr
& j=0 1}

- dis (A(H), A(t0)) + /Bl (1 (A7) dis (A(E), A(#2 ).
t'?«i»l j+1 0
</ Z/ st a)lds + [ s ) ds ) dr 4+ LA
138 =0 7t} tn

- dis (A(H), A(t0)) + Bl (1 (A s (A(E), A(E ).

Nous savons que pour tout a,b € Ry, Viab < i(a + b) et en utilisant (hY), (h%), (2.1),
(2.5), pour tout n > 1leti=0,1,--- ,n — 1, nous obtenons

tn
Juityy — i S/ (Z my (L+[[uf [+ [2F1]) Ay + (7 = 87)my (1 + [|u ]| + ||90?||)> dr
2 7=0

n

h
+ thrlCl(l +[Jui ) + oty + i

n 1 n
(L + el + [lef)) + 5o
l+1 n n n n n
/ me G+ N 1) By + himy (U (] + (l271]) ) dr

3 n n 3 n n n
+ §Clhz‘+1”ui |+ §Clhz’+1 + 2h2+1 2ai+1'

En simplifiant & l'aide de (2.6), on peut écrire

Juyy — ul|| <RZ,, <Z my (14 )| + [la2]]) A2y + A2y (1+ [Juf]) + ||:c?||>>
=0

3

3 n 3 n n n
+ clhz-ﬁ-lHui | + §Clhi+1 + 2h1+1 5 i+l

i—1
<o’ (Z my (L4 g ||+ ll251]) hfyy + hiamy (14 Jluf || + Hw?H))
7=0

3
+ a0 [l +

n n
5 561041 + 205,

2
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il s’ensuit que

i—1

3
iy = il <oty Dy (Il + 1511) A + 0 (§c1 + h?+1mf) i

=0

+ ol hipmy e + oy Z myhi g+ 0y (501 + 2)

7=0
i—1 3
<Uz+1 me ||un|| + ||xn||) h]+1 + Uz—|—1 (501 + Tmf) ||un||
7=0

3
FotaTmglal] + Ty + o (G +2).

en utilisant le fait que A%, ; < T et Z _o Py < T si nécessaire.

Alors,

i—1
3
ot = <ot 3y (gl + 11 i + o (S Tong )
7=0

3
+ ol Tmy||a} || + ofy (Tmf + 50 + 2) , (2.12)

ce qui donne
1—1 3
ool <o X my (Rl + ) (14 o8 (-4 Tong ) ) Bt
=0

3
+ o Tmgllal || + oy (Tmf + ! + 2) . (2.13)

Maintenant, d’aprés Lemme 1.39, on a

it
JhB;(twl) (SE? - / 9(7—7 ’LLZ y L )d7_> - JhB;( Hl)(x?)
t

ey~ < || n
[3

T at) = a

tn
< / lg(r,ui, af)ldr + || BY(t7)a7|| + dis (B(t}), B(t},,))

_|_

/B (U Bz )dis (B(t), B(t,).

Nous savons que pour tout a,b € Ry, vab < L(a+1b) et par (h}), (h%), (2.3), (2.5), pour

tout n >1eti=0,1,--- ,n— 1, nous obtenons

71 = 2|l <hiamg (U4 flug |+ {l27]]) + Airea( 4+ [l27]]) + B2
hi n n
+ =5 (L (L + |27 1D)) + 547

n 3 3 1 3
<h1+1mg||u H + h2+1 mgy + 502 ||.T || -+ h’z+1 my + 502 + 5 —+ — 5 7,+1
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Par conséquent, en utilisant (2.6), il s’ensuit que
251 = i || < ofamgllui | + o dal|2 || + 01 da, (2.14)
ou d; :mg+%CQ et dgzmg+202+2.
Ainsi,
27l < (U4 o di) [ )] + oy imyl|uf']] + 071 da. (2.15)
La somme de (2.13) et (2.15), membre & membre donne
a2+l |

i—1
n 3 n
<ot Yoy (gl + 1) i+ (14 ot (e Tomg ) )
=0
n n n 3
+ (1 + 0 (di + Tmy)) |2} || + o744 (Tmf + 30 +2+ dg)

11—

1
n n 3 n n
<onstt 3 (Ig+ a1 + (14 0 (Sex-t Tong 4.0 ) ) (] + )
0

3
+ 1, Tmf+§C1+2+d2>,

en utilisant (2.6).

Du Lemme 1.57, on trouve

|| + 27| < M, (2.16)
ou
3 1, 3
M = (llzoll+lluoll+(Tmy+Se1+2+d2)y(T)) exp | 5myy™(T) + (Ger + Tmy +di)y(T) ) -

D’une part, notons de (2.12) et (2.16) que
[l < By [l = 'l < 0ok, (2.17)

ou ki := max (M, (2Tmf + %cl) M +Tmy + %cl + 2).
D’autre part, de (2.14) et (2.16), il résulte

[ ] < ko, iy — 27l < aifi ke, (2.18)

ou kg := max(M,dy M + dy).

On définit pour tout n > 1, les applications u,,z, : I — H, pour tout t € [t 7],
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i€{0,---,n—1}, par

n t—t¢ n n B f
un(t):ul +W UiJrl—Ui +
i+1 i ty =0

/ f(r,s,ui, ai)d }dT, (2.19)

t—t7 Hiea !
T, (t) = 2 + W(%“ ] —|—/ g(,u; ,xl)dr) —/ g(r,ul, x)dr, (2.20)
- t t

i+1 3 5
avec Uy, (1) = ul}, ©,(T) = 2.

n
7

Observons que les applications u, et ,, sont absolument continues sur I, avec u,(t} ) =

uly et z, (") =z . De plus, pour tout ¢t €]t t7 4]

) 1 tho (2L pth
Un(t) = T U?H—u?—i-/ Z/ f(r, s, uf, o} ds+/ f(rys,ul,x)ds ¢ dr
i+1 t =0 7

St
—Z/ R ds—/fts,ul,xl (2.21)
j=0 Yt}

i+1 o

1 t?+1
xn(t) h,n (‘T?Jrl - .CC? + / g(Tu uz » Lj )d > - g(t7 uz » L ) (222)
t
D’aprés (2.10) et (2.11), on écrit
St
_un(t)—Z/ f(t,s,uf, 2} )ds— / f(t,s,u),x)ds € A(t))ui, pp-tel, (2.23)
= e
—alt) — glt, a2, o) € Bl pp.tel (2.24)
En combinant (2.1), (2.6), (2.16), (2.17) et (2.19), on a pour tout t € [t, 4]

[[un(t) =i

t?+1 i1 t?+1 T
<t =+ [ [ s aplas+ [ s s
tr . tm tm
i 7=0 J %
t (i ptr T
s [ [ s s + [5G aplas par
i U=0 7t &

alors,

£
Jon(8) = w1 < Y = w7+ 2 (mf (1+M) Zh)
£

7=0
< Huz—i-l n” + 2Tmfhz+1( + M)
< ofpik 4 2Tmyhi (1 + M)
<ln(k1 + 2Tmf(1 + M)) =1,Ly, (2.25)
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ot Ly = ki +2Tme(1+ M).
Grace a (2.3), (2.6), (2.18) et (2.20), on obtient

[
loa(t) — a2l < |ty — a2l| + / lg(r, ', a2 dr + / lg(r, ' 22 |dr
t
<z — 2| + 2mghi (14 M)
< 071 ke + 2mghiy (1 + M)

ol LQ = k?g —|—2mg(1+M)

Maintenant, notons que pour tout n > 1let 0 < s <t < T
[un(t) = un(s)|| < ks (7(?5) - 7(8)) + (k1 +2L1)l,. (2.27)
En effet, fixons s € [t}, 1, [ et t € [t], 17, [ avec j > 4. Alors, de (2.6), (2.17) et (2.25)

[[un () = un ()| < lJun(t) = ufl| + [Juf = ufl] + [[ui" = un(s)]]

j—i—1
< Z Ui — uipll + 2L,
Jj—i—1

<k Z Oivip1 + 2Ll
1=0

= Iy (wy) - y(t?)) + 2Ly,

< (40 = 2(5) 4 2(5) = 2(e1) ) + 2L
< (30 = 2(6) 4 2(82) =281 ) + 2Ll
<k <’y > + ko + 2Ll

<k <fy > (k1 + 2Lq)l,.

En justifiant de la méme maniére a 'aide de (2.6), (2.18) et (2.26), on obtient pour tout
n>let0<s<t<T

[ (t) — zn(s)]| < k2 <7(t) - 7(8)) + (k2 + 2Ls) . (2.28)
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D’une part, on observe de (2.1), (2.16), (2.17) et (2.21), que pour tout ¢ € [}, 7, |
. 1 n n H — t;brl n o ..n
i) < (et =2l + [T S [ s
hi i =

T Lt
-/ ||f<r,s,u$,x?>||ds}dr) =3 [ s ap s
& j=0 71}

t
4 / 1t 5, )| ds
t

1 n n t?+1 i n : n
(Hum —al+ [ <mf<1 + M)th) df) Fmg (L4 M) I
i+1 28

h?
J=0 J=0

<

S llwdy — @l + 2Tmy (1 + M)
hi+1
<y 25 4 9T (1 4+ M),
hi+1

ce qui donne en utilisant (2.6)

[ (B)]] < Ko (1 | olfin) Zo@) | St = ﬁ(t?)) +2Tmy (1 + M). (2.29)
o — 8 o — 17

D’autre part, on remarque de (2.3), (2.16), (2.18) et (2.22), que pour tout ¢ € [t} 1 [

79 Yi+1
. 1 n n
[, ()] < e |2y — 27| + 2mg(1 + M)
+1
< koL 4 2my (1 + M),
his

ce qui donne en utilisant (2.6)

a(ti,) —alt?) n Bti) — B(E)

n n n n
ti-‘rl - tl ti-i—l - tz

ol < e (14 ) +2my (1430

Puisque «, f € W2(I,R), alors, pour p.p ¢ €]t 74|

7

ot 5) = tim D) = B()

n—00 t?+1 —t" n—00 t?—I—l — 7 ’

d’aprés le théoréeme de différentiation de Lebesgue, il existe un sous-ensemble de mesure
de Lebesgue nulle K C I tel que pour chaque t € I\ K, il y a des constantes finies a;, a;,
b et b} telles que

B(ti) — B{ET)

n n
t’i-l—l - tz

< by,

<a, et ’

alors

[in (@) < ar et [lan(B)]] < by (2.30)
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Maintenant, nous allons montrer que (i,) et (Z,) sont bornés dans L% (I).

En vertu de (2.29), pour tout ¢ € [t [, on écrit
. k1 t
lin ()] < —/ r(s)ds + 2Tmy (1 + M),
tin, — 87 tn

ou 7(t) = 1+ &(t) + B(t) et r € LA(I).

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient

] k tih 1/2
[, (£) ]| < (t”——ltn)l/?</ TQ(S)ds) +2Tm (1 + M),
i+1 [ t

n
k3

et le fait que (a + b)? < 2(a® + b?) pour tout a,b € R donne

n—l (250
linlg = / 1) et
=0 i
1/2

2
0,
— t")1/2 (/ 7“2(s)ds> +2Tmye(1+ M) | dt

1M1
\

n—1 n
2 e
< 22/ <——t"/ : (s)ds+4T2mfc(1+M)2) dt,
1
- 2k§2/ (s)ds + 8T*m%(1 + M)*T
= 2k3[|r|[ T2 + 8T mH(1 + M)? = € < +o0. (2.31)

En procédant de la méme maniére, on obtient
a2 ) < 2832 )+ Sm(L 4+ M)PT = € < +oc. (2.32)

Maintenant, soient les applications A,,, 9, : I — I définies par

0 sit=0
An(t) =
t? sit ety tr,] pour certain ¢ € {0,--- ,n — 1},
et
0 sit=20
o (t) =
th, sit €Jt?, t?, ] pour certain i € {0,--- ,n — 1}.

Observons que par construction (voir (2.6)) pour tout ¢ € I

lim A, (t) =t et lim 0,(t) =

n—oo n—oo

De plus, puisque les applications « et 3 sont continues, alors, on déduit que

lim (A, (1)) =~(t) et lim ~(0,(t)) = ~(¢). (2.33)

n—oo n—oo
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En utilisant (2.9), (2.23) et (2.24), on écrit

— U (t) € A(0p(t))un(0,(t)) + hn(t) ppt € 1, (2.34)
— Ty (t) € B(6n(t))xn(0n(t)) + gu(t) ppt € I, (2.35)
(un(0n()), 2n(0n(1))) € D (A(dn(t))) x D (B(0a(t))) t € 1, (2.36)

ou les applications h,, et g, sont définies pour tout n et tout ¢ € I par

_ / £t 5, un(An(s)), 20 (An(s)))ds,

et

gn(t) = gt un(An(1)), 2 (An(1))).

Etape 2. Convergence des suites (u,(-)) et (z,(-)).

Nous allons montrer que les suites (u,(-)) et (z,(-)) satisfont le critére uniforme de Cauchy

sur I. Notons de (2.1) et (2.16) que pour tout n et tout t € I

1t 8, un(Bn(s)), 2 (D)) < mp(l+ M), (2.37)
alors
[P ()] = /Otf(t, $, Un(ABn(8)), Tn(An(s)))ds|| < Tmyp(1+ M). (2.38)
De plus, de (2.3) et (2.16), on a pour tout n et tout ¢ € I
lgn ()] = llg(t, un(An(2)), 20 (An(8)))] < 11g(1 4 M). (2.39)

Soient p et ¢ deux entiers arbitraires. Rappelons que pour p.p. t €

— (1) — hy(t) € A(6,(t))up(6,(1)),
_uq<t) - hq(

~
S~—
Mm
—~
g
£}
—~
~
SN—
SN—
N
(s}
—~
=)
£}
—~
~
SN—
SN—

En combinant la définition de la pseudo-distance (1.1), (hY), (2.6) et (2.38), avec ces

derniéres inclusions, il résulte

(tp(t) + Dy (t) = 11g(t) = ha(t), up(0p () — ug(d4(2)))
< (Ll (8) + Ay (D] + llag(8) + hy(8)[])dis (A(5p(2)), A(04(1)))
< (L (O] + llag ()] + 2Tmy (1 + M)) (la(dp(2)) — ()|+|a() a(34(2))])
< (b

o
by + L) (L + [ ()] + lag ()] + 2Tm (1 + M)) = Fp4(1). (2.40)
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On note en vertu de (2.6) et (2.31) que

T
0< / E, (t)dt < (I, + 1,)(T + 2T3¢, + 2T°m(1 + M)) — 0 lorsque p,q — 0.
0
(2.41)

D’une part, en tenant compte de (2.31) et la continuité absolue de wu,(-), il existe une

constante réelle m; > 0 telle que pour tout ¢t € I et pour tout n
[un(®)]] < ma. (2.42)

D’autre part, de (2.32) et la continuité absolue de z,(-), il existe une constante réelle

positive mo > 0 telle que pour tout t € I, et pour tout n
zn (]| < ma. (2.43)

On pose ¢ = max(my,my). De (H3), il existe alors une fonction ¢ (-) € L (1) telle que
pour p.p. t €1l

[ (£) = hg(1)]] S/O 1F (s 5, up(Bp(5)), 2p(Dp(3))) = F(E, 5,uq(Ag(5)), 24(Ag(s)))]lds
< SDf,c(t)/O <||up(Ap(8)) — uq(Ag() + llzp(Ap(s)) — Iq(Aq(S))H)dS- (2.44)

Observons que pour tout t € [

[lup(Ap () = ug(Bg(OI] < [Jun(Ap(t)) = up(O)] + [Jup(t) = g ()] + [Jug(t) — ug(Aq(1))]]-

Puisque u, est absolument continue pour chaque p, et par construction (voir (2.6)), pour

tout ¢ € I et tout p, on a 0 <t —A,(t) <, alors, il résulte de (2.31) que pour tout ¢t € [

[lup(t) = up(Ap (1)) S/ ap(s)llds

Ap(t)
1 T % 1
< (t— A1)} ( / ||up<s>||2ds) <.

Ainsi, il s’ensuit que pour tout ¢t € I et tous p, ¢

g (A (1)) = g (Ag(DI] < e (8) — g + & (15 +15 ) (2.45)

En procédant de la méme maniére a ’aide de (2.32), on trouve pour chaque p, ¢ et tout

tel
la (A1) = 4B ()] < () = g 0)]| + & (15 +15 ) (2.46)
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De retour a (2.44), et tenant en compte (2.45)-(2.46), on obtient
¢
() = hy(B)]l < r.c(8) / (11 () = g1 + Iy (5) = () 1) s
11
oM +&) (1 +17). (2.47)
Maintenant, grace a (2.45), on écrit pour tout t € I et tous p, ¢

[|up(0,(1)) = 1q (g (D] < [Jup(9p(2)) — up(E)[| + |up () = ug ()] + ||ug(t) — 1g(34 (1))
< fut) = w ) + & (15 +1) (2.48)

En simplifiant a aide de (2.47)-(2.48), on obtient

(ha(t) = hyl0), 4y (3,(8)) = 114(84(2)))

< erelt) ( / *(Ihun(s) = (o) + lles) = (o)) s + T + €0) (i + ZE))
< (1lup(t) = w0)ll + & (1 +15) )

< ercOllwlt) ~ w Ol [ *(lhuns) = wa(s)1 + l5) = (s} s

+oret) (13 +17) (a / (1) = g1+l (5) = )]s
FT(E +8) [lluglt) = gl + & (1 +17)] )

< @rc®)up(t) = ug(t)]] /0 (Hup(S) — ug(8)[| + [|wp(s) — fcq(S)H)dS + Epg(t),  (249)

ou Papplication F),, est définie sur I par

D=

)

Foalt) = 2Tgpc(t) (5 +13) (26¢ + (6 + &) (¢ +&((T))

pour chaque t € I.
Comme ¢ (-) € L&(I) par hypotheése, les suites (u,(-)) et (x,(-)) sont bornées (voir
(2.42)-(2.43)) et 1,,1, — 0 lorsque p, ¢ — oo, alors, il résulte

A

lim F,,(t)=0 pp.tel.
p,q— 00
De plus, | F,(1)] < AT(1(T)) psc(t) (261¢ + (&1 + &) (C+&(3(T)F) ) pour tout t € 1.

Ainsi, il découle du théoréme de la convergence dominé de Lebesgue que

T
lim [ F,,(t)dt =0. (2.50)

pa—o0 Jo
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On remarque pour tout ¢ € I et tous p, ¢ que

(tp(8) = g (1), up(t) = up(0p(8)) = ug(t) + 1g(dq(1)))
< (U (E)1] + it (01 Ul (£) = (S (D] + [11g (G4 (1)) = g (B)]]) = Fpg(8). (2.51)

En vertu de (2.27) et (2.31), il résulte

0< / Foq(t)dt < / (i (8)) + g (8)1) (B (1(5,(8)) = ()
(k2L + R (1(64(8) = ¥(8) + (R + 2La)l, )t
< 4(ky + L1)(l, + lq)Téél — 0 lorsque p,q — +o0. (2.52)

Par conséquent, (2.40), (2.49) et (2.51), permettent de conclure que

1d 9 .
2dtHuP( ) — ug(O)]|° = (Up(t) — 1y (1), up(t) — uy(t))

< (Up(t) — g (1), up(t) — up(6p(t)) — ug(t) + ug(04(1)))

p(t) = g (t) = hy(t), uy(0,(2)) — ug(dq(2)))
+ (hg(t) — hp(t), up(0p(t)) — q(d4(2)))

t

< pre@llup(t) — w Il | (11tp(5) = gl + () = o)1) ds + (1)

< VBorcOlun(®) ~ w0 [ (lun(s) = (o) + o) = )1 s + o)
(2.53)

sachant que a +b < v/2(a® + b2) pour a, b > 0, ou I'application F,, est définie sur I par
Fp,q(t) = prq(t) + Fp,q(t) + Fp,q(t)7 (2-54)

pour chaque t € I.

11 est facile de déduire de (2.41), (2.50), (2.52) et (2.54) que

T
lim [ F,,(t)dt =0. (2.55)

P,q—0 0

Observons en outre que

lap(0) = g1 < (Ilp(t) = g (O + Nl (8) = 2 (B)12)

car a < (a4 b%)2 pour a, b > 0.
Maintenant, on pose y(t) = ||u,(t) — u,(¢)]|* + ||z, (x) — 2,(t)||?, t € I. De retour a (2.53),

il résulte
3l = wOIF < Vae 06t [ )i+ B0, (250)
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Soient p et ¢ deux entiers arbitraires. Rappelons que pour p.p. t €

—p(t) = gp(t) € B(0p(1)) (0, (1)),
—i4(t) — gq(t) € B(34(t))wq(d4(1))-
En combinant la définition de la pseudo-distance (1.1), (hk), (2.6) et (2.39), avec ces

derniéres inclusions, il résulte

(@p(8) + gp(t) = 24(1) = (1), 2p(0,(1)) — 24 (04(1)))
< (L llap(8) + g + 14(2) + g4(0) [)dis (B(3p(2)), B(d4(t)))

< (L llap @Ol + g (O + 2mg (1 + M) (18(3p(2)) = BE)] + 15(2) = B(04())])

< (I + 1) (L Nap ()] + g ()] +2mg(1+ M) = Gy (2). (2.57)

On note en vertu de (2.6) et (2.32) que
T

0< Gog(t)dt < (L, + 1,)(T + T3 6, + 2T'my(1+ M)) — 0 lorsque p,q — 0. (2.58)

S~

De (H2), (2.45) et (2.46), il existe une fonction @y () € L (1) telle que pour p.p. ¢ € I,
190(2) = gu(E) = (¢, up(Ap(), 2p(Ap(£))) = 9(t, g (A1), 7o Bg())]
< 20ct) ([l (A (1)) = g (Ag(ODI] + llp( By 1)) — gD, (1))
< @) (Ilup(®) = wg (D1 + Iy (1) = 240
+epcE +&) (15 +17). (2.59)
et par le méme raisonnement de (2.48), on peut écrire
120 (3p(8)) — 4Bl < hep(8y(8)) — (O] + [l () = 2 ()] + [[2g() — 7 B2
< apt) = 2ol +& (15 +13)
ceci avec (2.59), permet de simplifier comme suit
(94(t) = 9p(t), 2(8,(8)) — 2, (5,(1)
< 20c) ((1uplt) = w11+ 1 (8) = w0)1]) + (&4 + &) (1 + 1))
x (1l = 20l + & (1 +14))

< gt (pr — 2q(O)][|[[up(t) — ug(O)] + [|zp(t) — xq(t)||2>
)

é+é)@4mp ug ()11 + [, (t) = g (8)])

)
(

+909C

+ (&1 + &2) <Hf’3p(t) — 2Ol + & (lé * l(]%)) )

< Swgc(

DN W

1) (Il () = ()1 + ll2p(8) = 2B ) + G 1), (2.60)



2.2. Etude du systéme couplé par des opérateurs maximaux monotones 39

notant que ab < %(a2 +b%), pour tout a,b € R, ou 'application Gm est définie sur I par

/)

N

Cpa(t) =200¢(0) (1 +13) (26 + (6 + &) [C + &((T))

pour chaque t € I.
Comme ¢, ¢(-) € Li(I) par hypothese, les suites (u,(-)) et (2,(-)) sont bornées (voir
(2.42)-(2.43)) et 1,1, — 0 lorsque p, ¢ — oo, alors, il résulte

~

lim G,,(t)=0 pp.tel

p,q—00

De plus, |Gyg(t)] < 4, ((D(HT))F (26€ + (€ + &) |¢ + &((T))F] ) pour tout ¢ € 1.

Ainsi, il découle du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue que

T
lim G, q(t)dt = 0. (2.61)

p,g—o0 Jq

On remarque pour tout ¢t € I et tous p, g que
(@p(t) — (1), mp(t) — 2p(0p(F)) — T4 (t) + 74(54(2)))
<l @)1 + O (1) = 2p (GO + ll2g(54(8) = 2g(B)]]) = Crg(t).  (2:62)

En vertu de (2.28) et (2.32), il résulte

T T
0< / Gt < 2(ky + L)1, + 1) / (ap(®)]) + lldg(6) ) dt
< 4(ky + Lo)(l, + lq)Téfg — 0 lorsque p,q — oo. (2.63)

Par conséquent, (2.57), (2.60) et (2.62), permettent de conclure que
1d
2dt
= (p(t) = 24(0), p(8) = 2p(3y(1)) — (1) + 4 (5,(1)))

(iplt) + gplt) = () = 9a(6), 2p(5,(8)) — 4 (5,(1)))

(94(1) = 90(8), 75(85(1)) = 24(0,(1)))

Cpalt) + Cpalt) + 200 0) (l1up(t) = w12 + llzp() = 2 (DI) + a0

2 ) (s t) = g )1 + [y (6) = 4 0)]17) + G, (2.64)

[l2p(t) — 2 (017 = (@ () — 4 (t), 2p(t) — 24(t)

VA

IN

ou 'application G, , est définie sur I par

~ N

Gp,q(t) = énq(t) + Gp,q(t) + Gp#z(t)v
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pour chaque t € I.
Il est facile de déduire de (2.58), (2.61) et (2.63) que

T
Im [ Gpg(t)dt =0, (2.65)

p,g—o0 Jq

Maintenant, on pose y(t) = [|u,(t) — ug(t)||* + |2, (t) — 24(t)||?, ¢ € I. De retour a (2.64),
on écrit

1d

5 o llmalt) = 2o < ey (e) + Gl (2.66)

En combinant (2.56) et (2.66), on trouve
G(t) < 3, (B)y(t) + 2V205 (1) (y(t)) 2 / (y(s5))2ds + 2(Fpq(t) + Gpqlt)).

Appliquons Lemme 1.58, pour € > 0

y(t) = [lup(t) — ug(O)|* + [|lp(t) — 2 (B[,
ha (t> = 3@09,((15)7 h2<t> = 2\/§§0fuﬁ(t)v

h(t) = max hl—(t),h2—<t> , 2(t) = 2(F,4(t) + G, 4(t)), pour presque tout ¢ € I.
2 2 p,q p.q

Par conséquent, on écrit pour tout t € [

exp ( /0 (hs) + 1)d5) + /0 exp ( / () + 1)dr) ds
+2[(/0tz(s)ds+5>é _ e exp (/Ot(h(m + 1)dr>}
+2/0t (h(s)+1> exp (/:(h(r)—l—l)dr) (/Osz(r)dr%—s)éds.

en tenant compte de (2.55), (2.65) et le fait que ||u,(0) —u,(0)|| = 0, ||z, (0) —2,(0)|] =0,

=

(y(£)2 < (y(0) +¢)

ro| O

ensuite, en faisant tendre € vers 0, on déduit que

li ) —Ug(*)||loo =0et i )= 24( )|l = 0.
Tim () = ()l =0t lim[[z,() = 2,

Ainsi, d’une part, le critére uniforme de Cauchy garantit que (u,(-)) converge uniformé-

ment sur I vers une application u(-) € Cy(I), et on déduit de (2.42) que
lu(®)]] < ma, YVt eI
De plus, d’apreés (2.27) et (2.33), on obtient

lun(An(t)) — un(t)|| < k1 (7(75) — W(An(t))> + (k1 + 2Ly)l, — 0 lorsque n — co. (2.67)
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De méme, on obtient
ltn (0, () — un(t)]| — 0 lorsque n — oo.
Remarquons que pour tout ¢ € 1

[un(An () = v < [Jun(Bn(t)) = un ()] + [Jun(t) — u(®)]];

puis, en utilisant (2.67), et la convergence uniforme de (u,,) vers u, il résulte

lim [|un(An(t)) — u(t)]| = 0. (2.68)

n—oo

En procédant de la méme maniére, il s’ensuit

lim [Jun(0,(t)) — u(t)]] = 0. (2.69)

n—o0

Remarquons de (2.31) que la suite (i,(-)) est bornée dans L%(I). Alors, d’aprés Théo-
réme 1.48 on peut extraire une sous-suite notée encore (u,(-)) qui converge faiblement
dans L% (1) vers u(-).

D’autre part, le critére uniforme de Cauchy ci-dessus garantit que (x,(-)) converge uni-

formément sur I vers une application z(-) € Cy([l), et on déduit de (2.43) que
l|z(t)|| < mg, Vt €.
De plus, d’aprés (2.28) et (2.33), on obtient
|en(t) — 20 (An(®))|| = 0 et ||zn(0n(t)) — 2, (t)|| — 0 lorsque n — oo. (2.70)

De (2.70), et la convergence uniforme de (z,,) vers z, il s’ensuit que

lim ||z, (A,(t)) — z(t)]| = 0. (2.71)
n—o0
De méme, on trouve
lim |25, (6,(t)) — z(2)]| = 0. (2.72)
n—oo

Maintenant, de (2.32), la suite (Z,(-)) est bornée dans L% (I). Alors, d’aprés Théoréme
1.48 on peut extraire une sous-suite notée encore (&,(-)) qui converge faiblement dans
L3%(I) vers z(-).

En vertu de (2.68), (2.71) et la continuité de f(t, s, -, -) pour tout (¢,s) € I x I, on déduit

Jim [ £ (2, 5, un(An(s)), 20 (An(s))) = f(t; 5, u(s), 2(s))|| = 0.
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En combinant cela avec (2.37), le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue im-

plique

lim H/Otf(t,s,un(An(s)),mn(An(s)))ds—/Otf(t,s,u(s),x(s))dsH —0.

n—o0

Encore une fois, en tenant compte de cette limite et (2.38), il s’ensuit

2
lim dt =0,
n—oo 0

/Of(t,s,un(An(s)),xn(An(s)))ds—/0f(t,s,u(s),a:(s))ds

par le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue.

En vertu de (2.68), (2.71) et la continuité de g(¢, -, -) pour tout ¢t € I, on obtient

Tim (g (t, un(An(t)), 2a(An(t))) = g(t, u(t), z(8)) ]} = 0.

En combinant cela avec (2.39), on obtient
T

lim [ [lg(t, un(Da(t)), za(Da(t))) — g(t, u(t), 2(1)]*dt = 0,

n—o0 0

par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue.

Etape 3. Nous allons montrer que (u,z) est une solution du systéme couplé (Py,).
Tout d’abord, démontrons que (u(t),z(t)) € D (A(t)) x D (B(t)) pour tout t € I.
Rappelons que (u,(0,(t)), 2,(0,(2))) € D (A(0,(t))) x D (B(d,(t))) pour tout t € I
(voir (2.36)). Alors, de (hY), (hk) et (2.6), on remarque que pour tout ¢ € I

dis (A(0,(t)), A(t)) < |a(d,(t)) — a(t)] — 0 lorsque n — oo, (2.73)

et
dis (B(6n(t)), B(t)) < |B8(3,(t)) — B(t)| — 0 lorsque n — oo, (2.74)

car lim 6,(t) = t, a et § sont des applications continues.
n—oo

Remarquons de (h%), (h%) et (2.16) que les suites

(yn) = (Ao(én(t))un(csn(t))) et (zn) = (BO((Sn(t))xn(én(t)))

sont bornées. Alors, on peut extraire de (y,) (resp. (z,)) une sous-suite notée (y,) (resp.
(zn)) qui converge faiblement vers y € H (resp. z € H). En appliquant Lemme 1.38, en
tenant compte (2.69) et (2.72), on conclut que (u(t),z(t)) € D (A(t)) x D (B(t)) pour tout
tel

Posons k(t fo f(t,s,u(s), z(s))ds pour chaque t € I. Comme la suite (4,(:) + h,(+))
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converge faiblement dans L% (I) vers u(-) + x(+). Alors, d’aprés le théoréme de Banach-
Mazur, il existe une suite (£,) qui converge fortement dans L% (1) vers 4(-) + x(-) telle
que pour chaque n € N

&n € cof{ty + hy, j = n}.

Alors, on peut extraire de (&,) une sous-suite qui converge p.p. vers u(-) + (-), i.e., il

existe un sous-ensemble K’ de I Lebesgue négligeable tel que pour tout ¢ € 1\ K’

alt) + / £t s,u(s),a(s))ds € (VTG0 J = 03 © (Veoliy(t) + hy(t), j > n).

neN neN

Alors, d’aprés Proposition 1.13, on a pour tout w € H et tout t € I\ K’

t
(u(t) +/0 f(t,s,u(s), x(s))ds, w) < 07y yin,;0), jony (W), VR EN
= sup(t;(t) + hj(t),w), Vn € N
i>n
< inf sup(u;(t) + hy(t), w)

neN j>n

donc,

() + /0 F(t 5, u(s), 2(5))ds, w) < Timsup i (£) + hn(t), w). (2.75)

n—o0

Rappelons que pour tout t € I, u(t) € D (A(t)). Pour montrer I'inclusion

—u(t) € A(t)u(t) +/0 f(t,s,u(s),x(s))ds p.p.tel,

en utilisant Lemme 1.35, il suffit d’établir

(a(t) +/0 f(t,s,u(s), 2(s))ds, ut) —n) < (A°(t)n,n —ult)) pp.tel,

pour tout n € D (A(?)).
Soit 7 € D (A(t)). Alors, (h%), (2.73) et Lemme 1.40 assurent I'existence d’une suite (1,,)
telle que

N € D(A(6,(1))), nn — 1 et A°(5,())n, — A°(t)n. (2.76)

Pour n > 1, soit I \ S, 'ensemble sur lequel (2.34) est vérifiée. L'opérateur A(t) étant

monotone pour tout ¢ € I entraine que pour t € I\ S,

(Un(t) + hn(t), un(0n(t)) — mn) < <A0(5n(t))77m N — Un(0n(t)))- (2.77)
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D’aprés (2.30), (2.38) et (2.77), on obtient pour t € I'\ (|J S, UK U K’)

(i (8) P (£),60) = 1) = (i (8) P (), 0 (60 () — )

in(t) + (1), (u(t) = 0 5.6))) — (1 1)

(A0 u0) 7o — 10 (5a(0)

(et g4 20) (T = Ol + o = 0l )

IN

Par conséquent, en combinant cela avec (2.69), (2.75), (2.76), il s’ensuit

/ftsu (5))ds, u(t) —n) < (A°(E), n — u(t)).

D’ou (voir Lemme 1.35)

—u(t) /ft,s,u (s))ds p.p.tel,

avec u(0) = uo.

Maintenant, nous établissons la deuxiéme inclusion différentielle

—i(t) € B(t)z(t) + g(t,u(t), 2(t)) p.p. t € 1.

Nous savons que la suite (,(+) + gn(-)) converge faiblement dans L2%(I) vers @(-) +
g(-,u(-),z(+)). Alors, par le théoréme de Banach-Mazur, il existe une suite (¢,,) qui converge

fortement dans L% (I) vers () + g(-,u(-), z(+)) telle que pour chaque n € N
G € co{t; + g, j > n}.

Alors, on peut extraire de (¢,,) une sous-suite qui converge p.p. vers () + g(-, u(-), z(+)),

i.e., il existe un sous-ensemble S de I Lebesgue négligeable tel que pour tout t € '\ S

o(t) + g(t, u(t ﬂ {G(t), j=zn}C ﬂco{xj ) +9;(t), j =n}.

neN neN

Alors, pour tout w € H et tout t € I\ S, on a

((t) + g(t,u(t), z(t)), w) <limsup(z,(t) + gn(t),w). (2.78)

n—o0

Comme z(t) € D (B(t)) sur I, par Lemme 1.35, il suffit de montrer que
(@(t) +g(t,ut),z(t)),z(t) — 0) < (B°(t)0,0 — x(t)) p.p.t € I, pour tout 0 € D (B(t)).

Soit § € D (B(t)). Alors, (h%), (2.74) et Lemme 1.40, assurent I'existence d’une suite (6,,)
telle que
0, € D(B(5,(t))), 0, — 0 et B°(5,(t))0, — B°(t)6. (2.79)
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Pour n > 1, soit I \ V,, I'ensemble sur lequel (2.35) est vérifiée. L'opérateur B(t) étant

monotone pour tout ¢ € I, entraine que pour t € I\ V,,

(@n(t) + gn(t), 20 (0n(t)) — On) < (B"(60(£))0n, O — 2 (0(2)))- (2.80)

D’aprés (2.30), (2.39) et (2.80), on obtient pour t € I'\ (|J V,, USUK)
neN

{@n(t) + gn(t), (1) = 0) =
+
<

(@ (t) + gn(t), 2n(0n(t)) — On)

(i ()+9n() (@(t) = 20 (0n(t))) — (6 — On))

(B (6n(t))6n, O — 2n(0n(t)))

+ (b + mg(l + M) (2 (0n(t)) = ()| + |60 = 01]) -

Par conséquent, en combinant cela avec (2.72), (2.78), (2.79), il résulte

(@(t) + g(t,u(t), 2(t)), z(t) — 0) < (B°()0, 0 — (1))

D’ou (voir le Lemme 1.35)

—i(t) € B(t)x(t) + g(t,u(t),z(t)) p-p. t € 1,

avec z(0) = xo.

Par conséquent, le systéme couplé (Py,) admet au moins une solution absolument continue
(u,z): I — H x H.

Maintenant, remarquons de (2.27)-(2.28) que pour tous s,t tels que 0 < s <t < T

[un(t) = un($)|| < ki (¢ = s+ aft) = als) + 5(t) = 5(s)) + (k1 + 2L1)ln,

et
[2n(t) — 2n(s)[| < k2 (t — s+ a(t) — als) + B(t) — B(s)) + (k2 + 2La)Ln.

Passons a la limite dans ces derniéres inégalités
Ja)] < a1+ 6(8) + A1) et l3(8)] < ka1 + at) + B(t)) pour pp. te L.

Partie 2 : Unicité de la solution. Soient (uj, 1), (u2,xs) deux solutions du systéme

couplé (Py,). Puisque la solution est bornée, alors, il existe n tel que ||u;(t)|| < n et

|z;(t)|| < n pour tout t € I, i =1,2. Du comportement du type Lipschitz de f dans (2.2),
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(/ (o) (6)ds = [t suals) o)), ) - ey
<(/ s (). () — £ s (o) 22D ) (1)~ )
< oo @) = Ol [ () = )]+ lias) = )]s
< VBora®ln(®) = w0 [ () = wl) + )~ ras)F) s

notant que a + b < v/2(a® + b2) pour a,b > 0. Observons que

[l (8) = wa ()| < (|l (t) = w2 + [l21(t) — 22(5)[17)*

car a < (a®+b?)2 pour a >0, b € R.

[V

Ensuite, on définit ’application y par

y(t) = lua(t) — ua ()] + |1 (t) — z2(8)]%, (2.81)
pour tout ¢ € I, on obtient alors
</0 £t S,ul(s),xl(s))ds—/o F(t, 5, un(s), 22(5))ds, us(t) — ul(t)>

t

< V3 () (1) / (y(s))Hds. (2.82)

0
L’opérateur A(t) étant monotone pour chaque ¢ € I entraine

(U (t) — t(t), ui (t) — ua(t))
< </0 f(t,s,ul(s),xl(s))ds—/o f(t, s,us(s), x2(s))ds, us(t) —ul(t)>.

(2.83)
Par conséquent, en combinant (2.82)-(2.83), on trouve
lill (£) = us(B)]]” = (un(t) = ua(t), i (1) — ia(1)) < V27, (1) (y(1))? /t( (s))2d
5 dt Uy U Uy U2(1), U1 U2 = Pty ; Y\s S.
(2.84)

En outre, du comportement du type Lipschitz de g dans (2.4), il existe une fonction
@gn(-) € L (I) telle que g(t, -, -) est @, (t)-Lipschitz sur B[0,n] x Bi[0,7n] pour chaque
t € I, donc

(gt ur(1), 21(1)) — g(t, us(t), 22(1)), 22(t) — 1(1))
< Gan®) (lua(t) = w(®)]| + l1(8) = 5(8)]) 1(8) — 2a(0)]
—sogn ) (Hlz1 (1) = 2212+l (1) = wa(®)[l21(2) = 2>(1)])
= pon(®) (lun(t) = wa(®)] + 21 (2) — 2], (2.85)
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en notant que w? 4+ wz < 3(w? + 2?) pour tout w, z € R,.

L’opérateur B(t) étant monotone pour chaque t € I, entraine

(@1(8) = Ba(t), 21 (t) — 22(t)) < (gt ur(t), 21(2)) — g(t, ua(t), 22(1)), w2(t) — 21 (2)). (2.86)

Par conséquent, en combinant (2.81), (2.85) et (2.86), on trouve

— N1 (t) = 22 = (21(t) — 22(t), 81(t) — (1)) < ;Sogm(t)y(t)- (2.87)

La somme de (2.84) et (2.87) membre & membre donne
t
i0) < 30a(00(0) + V300, (O0(0)* [ ((s)Eds
0

Rappelons que [|u1(0)—u2(0)|| = 0 et ||21(0)—z2(0)|| = 0 et par hypothése ¢y, (+), pgr(-) €

Lg, (I). Du Lemme 1.58, il en résulte que (uy, 1) = (ug, 72).

2.3 Résultat principal

Pour commencer cette section, démontrons un nouveau résultat concernant un systéme
couplé plus général : lorsque les opérateurs dépendent de deux variables (le temps et
Iétat).

Théoréme 2.2. Supposons que pour tout (t,z) € I x H, A(t,z) : D(A(t,2)) C H = H
est un opérateur maximal monotone tel que

(H}) il existe une constante réelle \; > 0 et une fonction positive et croissante a(-) €

WhH2(I,R) telle que
dis (A(t, z), A(s,y)) < |a(t) — a(s)| + M|z —y||, Vt,s € I, Vz,y € H,;
(H?) il existe un nombre réel c; > 0 tel que

|A°(, 2)yll < ex(1+ ||| + ||y|]) pour t €I, y € D(A(t,z)).
Supposons que pour tout (t,z) € I x H, B(t,z) : D(B(t,2)) C H = H est un opérateur
mazximal monotone tel que

(Hp) il existe une constante réelle Ay > 0 et une fonction positive et croissante 5(-) €

WL2(I,R) tel que

dis (B(t,x), B(s,y)) < [B(t) = B(s)[ + Aollz —yll, Vt, s € I, Va,y € H;
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(H%) il existe un nombre réel co > 0 tel que

|B%t, 2)yll < ea(1+ llal| + llyll) pour ¢ € I, y € D (B(t,2).
Sotent f: I XTI xHXxH—Hetg:IxHxXxH — H deux applications satisfaisant les
hypothéses du Théoreme 2.1. Alors, pour tout (v,¢) € WYA(I,H) x WYA(I, H) et pour
tout (ug, xo) € D(A(O ¥(0))) x D(B(0,¢(0))), le systéme

—u(t) € u(t) + / (t,s,u(s),z(s))ds p.p.tel,
—i(t) € B(t, ¢(t))=(t) + g(t, u(t), x(t)) pp.tel,
(u(t), z(t)) € D (AL, 4(1))) x D (B(t, ¢(1))), tel,
[ (u(0),2(0)) = (uo, %o),

admet une unique solution (u,x), telle que
(O] < k(140 () +10(2)) et [[2(O)]] < ka(1+ () +7(t)) pp- T €1, (288)

pour des constantes réelles positives ky et ky, qui dépendent de ||ugl|, ||zoll, c1, c2, T, A1,

Ao, ¥(2), @), mys, my, af-) et B(-), ou les applications 1y et 1o sont définies par

m(t) = /Ot [d(s) + A1||1/}<s)y|} ds, Vt € I,
et
n2(1) =/0 [5'(3) +A2||q’s(s)||} ds, Vt e I.

Démonstration. Pour tout (v, ¢) € WY2(I, H) x W12(I, H) fixe, définissons les opé-
rateurs maximaux monotones dépendants du temps A,(t) = A(t,9(t)) et By(t) =

B(t, ¢(t)).

Soient s,t € I tels que 0 < s <t < T, alors, on a de (HY)
dis(Ay(t), Ap(s)) = dis(A(t, (1)), A(s,(s)))
< a(t) = a(s)] + Al[9(t) — ¢ (s)]
[ atmiar e [ 1lar = me) - mis)
ou n; € WH2(I,R) est définie par
n(t) = /O () + Mlls)] ds, e
De (H}), pour tous t,s € [ tels que 0 < s <t < T, on a
dis(By(t), Bs(s)) diS(B(t o(t)), B(s, ¢(s)))
< Bs)| + Aal[6(t) — o(s)]]
/ s dTHz/ 1) dr = ma(t) = m().

IN

IN
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ou 7y € WH2(I,R) est définie par

nz(t)z/o [B(S)Jrhllé(s)n ds, tel.

De plus, d’apres (H?) et (H%), il existe deux constantes réelles positives c3 et ¢4 qui
dépendent de ¢; et () (resp. ¢z et ¢(+)) telles que pour tout (z,2) € D(A(t,¥(t))) x
D(B(t, ¢(t)))

14y @)l| = 1A%, v (®)z]] < ex(X+ [l @] + ll=]])
< cs(1 + [[]]),

et

B30zl = [1B°(t, (1) 2l < ea(1 + [|6(®)]] +]21])
< ca(1+ =)

Toutes les hypothéses du Théoréme 2.1 sont satisfaites, il s’ensuit donc I'existence et 1'uni-
cité de la solution de notre systéeme couplé. De plus, il existe des constantes appropriées

ki, ks telles que les estimations dans (2.88) soient vraies. [

Maintenant, nous sommes préts & démontrer le résultat principal de cette section. Nous
allons minimiser une fonctionnelle intégrale sur les applications "de controle" intervenant

dans I'état des opérateurs maximaux monotones du le systéme dynamique considéré.

Théoréme 2.3. Supposons que pour tout (t,z) € I x H, A(t,z) : D(A(t,2)) C H = H
est un opérateur mazximal monotone satisfaisant (HY)-(H%). Supposons de plus que
(H3) pour tout sous-ensemble borné X C H, l’ensemble D (A(I x X)) est relativement
boule-compact.

Supposons que pour tout (t,z) € I x H, B(t,z) : D(B(t,z)) C H = H est un opérateur
mazximal monotone satisfaisant (Hy)-(H%). Supposons en outre que

(H3) pour tout sous-ensemble borné X C H, l'ensemble D (B(I x X)) est relativement
boule-compact.

Soient f: I xIxHXxH—Hetg:1IxHxH— H deur applications satisfaisant les
hypotheéses du Théoréeme 2.1. La fonctionnelle du codt L : I x H x H — [0,400] est une
application mesurable telle que L(t,-,-) est semi-continue inférieurement sur H X H pour
chaque t € I, et L(t,x,-) est convexe pour chaque (t,x) € I x H. Soient W, & : [ = H

des multi-applications mesurables & valeurs convewes compactes telles que V(t) C & By,
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®(t) C &By pour tout t € I, ou & (i = 1,2) sont des constantes réelles positives.

Définissons les ensembles X et Y par

X ={pe W' (I,H): (t) = wp +/ (s)ds, i € 53},
0

et

t

V= {6 WL H): o) =20+ [ dl)ds, 6 € S3),

0
ou S% et S2 sont les ensembles de toutes les sélections dans L% (I) de U et ® respective-
ment. Alors, le probléme

T
min L(t,uy(t), Te(t))dt,
W R ORAT)

admet une solution optimale, 0@ (uy, T,) est la solution associée au controle (1, ¢) € X XY

du systéme controlé

( —u(t) € A(t, ¢(t))u ()+/0 f(t,s,u(s),x(s))ds pp.tel,
(CSps) —i(t) € B(t, o(t))x(t) + g(t, u(t), 2(t)) pp.tel,
(u(t), z(t)) € D (A(t,9(1))) x D(B(t,6(1))), tel,
[ (u(0),2(0)) = (uo, ) € D (A(0,w0)) x D (B(0, 2))

Démonstration. Il est clair que X et ) sont convexes. Montrons que X et ) sont des
sous-ensembles compacts dans l’espace de Banach Cg([1).

Soit (v, ¢) € X x Y, alors, par construction des ensembles X et ), on a

¢
Y(t) € wo +/ U(s)ds, pour tout t € I,
0

et
t
o(t) € 2o +/ ®(s)ds, pour tout t € I.
0

Comme s — ¥(s) et s — P(s) sont deux multi-applications mesurables, intégrablement
bornées, & valeurs convexes compactes, alors le second membre de chacune des deux
derniéres inclusions est convexe compact d’aprés Théoréeme 1.28. Ainsi, X(t) est inclus
dans le compact X(t) = wy + fo s)ds et Y(t) est inclus dans le compact Y (t) =
20 + fo s)ds, pour tout t € I. Or tout compact de H (H espace séparé) est fermé,
ie. X(t) = X(t) et Y(t) = Y(t), pour tout t € I. On en déduit que X(t) C X(t) et
Y(t) € Y(t), pour tout t € I. De Proposition 1.43, il résulte que X(t) et Y(t) sont
compacts, pour tout t € I. Donc, X (t) et Y(t) sont relativement compacts, pour tout
t € I. De plus, les ensembles X', ) sont équicontinus. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, on

déduit que X et Y sont relativement compacts dans 'espace de Banach Cy (7).
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Il reste a vérifier que X" et ) sont fermés dans Cy (7).
Soit une suite (¢, ¢,) € X x Y convergeant vers (¢, ) € Cy(l) x Cy(I) et satisfaisant

les estimations suivantes

()] < & et [|dn(t)]| < & pour tout ¢ € I,

Cest-a-dire que la suite (¢, ¢n) est bornée dans L2 (I) x L2(I). Comme les ensembles
non vides S3, et S% sont fortement fermés dans L% (1), alors, quitte a remplacer par une
sous-suite notée encore (¢, ¢, ), cette derniére converge faiblement dans L% (1) x L% (I)

vers (y, z) € 52 x S3 et

t t
lim ¢, (t) = wo —|—/ y(s)ds et lim o, (t) = 2 —|—/ z(s)ds, t € I.
n 0 " 0

En identifiant les limites, on trouve

WP(t) = wg—ir/o y(s)ds et ¢(t) = 2 +/0 z(s)ds,

avec (1, @) = (y,z) p.p. Dot (1, ¢) € X x V. Les ensembles X et ) sont par conséquent
fermés dans Cy([1).

En vertu du Théoréme 2.2, pour tout (¢, ¢) € X x Y, il existe une unique solution (uy, 4)
au systéme (CSy.4). De plus, notons de (2.88) qu'il y a des constantes réelles positives k,
ko telles que

[l (O] < k(1 +00(8) + 02(8)) et [[Eo(0)]] < ka1 + 0 (t) +92(8)) pp-t € 1, (2.89)

ou les applications 7; et 7, sont définies par

m(t) = /0 [a(s) + M&i)ds, VE € 1,
et t
na(t) = /0 [5(8) + Ao&olds, Vt € 1.

Soit (1, (+), ¢n(+)) une suite minimisante de notre probléme, c¢’est-a-dire
T T
nh_}rgo L(t,uy, (t), 4, (t))dt = _min / L(t,ug(t), i5(t))dt. (2.90)
0 (P,0)eXxY Jo
Alors, supposons que (¢,,) (resp. (¢,)) converge uniformément vers ¢ (resp. ¢) dans
I'ensemble compact X (resp. )) de Cy(I). Rappelons que pour tout n > 1, (uy,, e, ) est

I'unique solution du systéeme

[ i, () € AL Y0 / F(t, 5,1y, (5), 76,(9))ds DDt €T,
(P —ig, () € B(t, 0(t))xs, (t) + g(t, 1wy, (£), 24, (8) pp.t €L

(y, (1), 2, (1)) € D (A(t, ¥u (1)) x D (B(L, ¢u(t))), tel,
( (14, (0),24,(0)) = (0, 7o) € D (A(0,4n(0))) x D (B(0, $n(0))),
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avec (uy,, Ty, ) € WH2(I, H) x W'2(I, H) et par les estimations (2.89), on obtient
[V, (O] < R (140 (8) +72(2)) et [[Eg, (D) < ka(1+m(t) +n2(t)) pp- t € L. (2.91)
De plus, les suites (uy, (-)), (x4, (-)) sont équicontinues, et il existe p > 0 tel que
(uy, (t)) C pBy et (z4,(t)) C pBy pour tout t € 1. (2.92)
Notons également qu’il existe x > 0 tel que
(Yn(t)) C KBy et (¢,(t)) C KBy pour tout t € I. (2.93)

Ceci avec le fait que (uy, (t),z4,(t)) € D (A(t, ¥n(t))) x D (B(t, ¢n(t))) pour chaque t € I

et n, il s’ensuit
(uy, (t)) C D (A(I x kBy)) et (x4, (t) C D (B x kBp)).

En combinant les derniéres inclusions avec (2.92), (H3) et (Hj), il résulte que les en-
sembles {uy, (t) : n > 1} et {z4,(t) : n > 1} sont relativement compacts dans H, pour
chaque ¢t € I. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela (voir Théoréme 1.47) et Théoréme 1.48

avec (2.91), quitte a remplacer par des sous-suites de méme notation, on peut supposer

que
(uy,) converge uniformément vers u € Wh2(1, H) avec u(0) = uy, (2.94)
(ity,) converge faiblement dans L7 (1) vers 1, (2.95)
(z4,) converge uniformément vers x € Wh*(I, H) avec z(0) = o, (2.96)
(i4,) converge faiblement dans L3, (1) vers . (2.97)

Par le théoréme de semi-continuité inférieure (voir Théoréme 8.1.6 [29]) appliqué a la

fonctionnelle intégrale convexe semi-continue inférieure associée a L, on déduit

lim inf /0 Lt g, (1), g, ()t > /0 L(t, ult), #(t)dt.

n—o0

Ceci avec (2.90), il s’ensuit que

T T
_inf / L(t,ug(t), #5(t))dt = / L(t,u(t),(t))dt.
(¥.)exXxY Jo 0

D’une part, en combinant (2.2), (2.94) et (2.96), il existe w;,(-) € L, () telle que pour

tous t,s € 1

1At 8, 00, (5).,(5)) = S0, 5,u(s). 2())]|
< 10(8) (l () = u(o)]| + 76, (5) = a(5)][) — 0 lonsaque n — oc.
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D’autre part, de (2.4), (2.94) et (2.96), il existe g, ,(-) € Lg, (1), telle que pour tout t € I

gt g, (1), (1)) — gt u(t), 2(2))
< 60 (0) (Il (1) = w(®) | + N1, (8) = 2()]]) — 0 lorsque n — oo.
(2.98)
De (2.1) et (2.92), on déduit que pour tout (t,s) € I x I et tout n
1F(E, 8,14, (8), 2, ()] < mp(1+2p) < +o0.
Par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que
— 0.

lim
n—oo

/0f(t,s,uwn(s),x%(s))ds—/of(t,s,u(s),x(s))ds

Ceci avec le fait que

<Tmg(1+2p) < +oo,

/0 F(t, 5,1, (5), 2, (5))ds

encore une fois, par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on conclut

2
dt = 0. (2.99)

lim
n—oo 0

/Of(t,s,uwn(s),:c%(s))ds—/of(t,s,u(s),x(s))ds

De plus, de (2.3) et (2.92), on écrit

19(t, 1, (1), 26, ()] < Mg (1 4 2p) < +00,

en tenant compte de (2.98), il découle du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

que
T

Jim ; lg(t, g, (t), 24, (1) — g(t, u(t), x(t))|dt = 0. (2.100)

Rappelons que (uy, (t), 74,(t)) € D (AL, ¥n(t))) x D (B(t, ¢n(1))) pour tout ¢ € I et

(ts, (1), %, (1)) = (u(t), () (voir (2.94) et (2.96)), les suites (A(L, ¥n(t))uy, (1)),
(BO(t, ¢n(t))wy, (t)) sont bornées en utilisant (H3), (Hz) et (2.92), (2.93) pour chaque
t € I. De plus, notons que

dis (A(t, 6 (), A(L (1)) < Mlltbalt) = w(D)]] 0, (2.101)
dis (B(t, 6a(t)), B(t, 6(1))) < Aalléu(t) — 6(0)]] = 0. (2.102)

lorsque n — oo, d’aprés (HY), (H5) et les modes de convergence ci-dessus. D’ot, (u(t), z(t)) €
D (A(t,¥(t))) x D (B(t, ¢(t))), par application du Lemme 1.38.

Reste & montrer que

—u(t) € Alt, /ftsu (s))ds p.p.tel,
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et
—i(t) € B(t, p(t)x(t) + g(t, u(t),z(t)) pp.tel

Nous définissons

- / £t 5,1, (5), 2, (5))ds,

/ftsu (s))ds.

En utilisant (2.95) et (2.99), remarquons que (ty, (-) + fn(-)) converge faiblement dans
L3(I) vers 4(-) + h(-). Alors, (i, () + fu(+)) converge au sens de Komlos vers u(-) + h(-).
Alors, il y a un ensemble négligeable Y; tel que pour tout ¢t € I\ Y}

n

7}1_)1210%2 (u%( )+ fe(t)) = ul(t / f(t, s,u(s),z(s))ds, (2.103)
k=1
et
—uwn( ) € A( U¢n / f t S an $¢n( ))d (2104)

En utilisant (2.97) et (2.100), on remarque que
(g, (-) + gn(+)) converge faiblement dans L3, (1) vers @(-) + g(-,u(-), z(-)).

D’ou, (&4, (-) + gn(-)) converge au sens de Komlos vers @(-) + g(-, u(-),z(-)). Alors, il y a
un ensemble négligeable Y5 tel que pour t € I\ Yy

s =37 (0, (6) + u(0)) = #(0) + gt u0) 2(1),
et

i, (1) € B, 00 (D)0, (1) + gt g, (1), 7, (1)). (2.105)

Soit (y,z) € D(A(t,(t))) x D(B(t,¢(t))). En combinant (2.101), (2.102), (H%), (H%),

Lemme 1.40 assure alors 'existence d’une suite (y,, z,) telle que

Yn € DAt n(1))), Yo — 4, et A%t Un(8))yn — A°(, 0(1))y, (2.106)
Zn € D(B(t, pn(1))), 20 — 2, et BY(t, ¢n(t)) 2z, — BO(L, $(t))z. (2.107)

De (2.104), et la monotonie de A(t, 1, (t)) pour tout t € I, on a

(g, (1) + fu(8), 1, (8) = y) < (A (E ()Y Y — v, (1)) DD (2.108)
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De méme, de (2.105), et la monotonie de B(t, ¢,,(t)) pour tout t € I, on a

(T, (1) + g0 (1), T4, (1) = 20) < (B(t, $n(t))2n, 20 — T4, (1))

Remarquons que

(ty,, (1) + fu (1), u(t) = y) = (b, () + fu(t), e, () = Yn)
+ (G, (8) + fu(t), w(t) =y, (1) = (Y = yn)),

on peut alors écrire

—Z Uy, () + fr(t) Z<ka + fr(t), uy, (t) —yk>
1 n
+ - Z U (£) + fu(t), ult) = uy, (1) + ;@m + fu(t),yn —y).  (2.109)
Ensuite, on obtient en utilisant (2.108)
—Z<ka + fu(t),u(t) —y) < %Z<A0(t>¢k(t))yk,yk — Uy, (t))

k=1
n

+2 EXW% F A0 008) — g () + D (g () + i) i )

k=1

En passant a la limite lorsque n — oo dans cette derniére estimation en tenant compte

de (2.94), (2.103), (2.106), il résulte

(/ftﬁw ())ds, ult) - y) < (A°(L, 0()y,y — u(t)) pp.

Par application du Lemme 1.35, on obtient

—u(t) € A(t, /ft,&u (s))dsp.p.-tel.

En procédant de la méme maniére, on montre que

—i(t) € B(t, o(t))x(t) + g(t, u(t), x(t)) p-p. t € I,

avec (u(t), z(t)) € D(A(t,¥(t))) x D(B(t, ¢(t))) pour tout t € I. De I'unicité de la solution
(voir Théoreme 2.2), il s’ensuit que (u,z) = (uy,Ty), O (uy, T,) est I'unique solution

associée au controle (¢, ¢) € X x Y du systéme (CSy ).



CHAPITRE 3

SUR UNE CLASSE DE PROBLEMES
D’EVOLUTION REGIS PAR DES
OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

AVEC UNE PERTURBATION INTEGRALE

3.1 Introduction

Le présent chapitre est consacré a I’étude d’une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de I'état avec

une perturbation intégrale, dans le contexte d’un espace de Hilbert séparable.

Dans la premiére section, nous considérerons le probléme régi par des opérateurs maxi-

maux monotones dépendants du temps et de I’état suivant
t

(IDPan) —u(t) € A(t,u(t))u(t) + Tof(t,s,u(s))ds p.p.t el =Ty, T,

U<T0) =Ug € D(A(To,UO)),
ou A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H est un opérateur maximal monotone, pour chaque

(t,z) eI x H et f:Ix1x H — H est une application.

A cette fin, nous rétablissons d’abord la démonstration de I'existence de la solution de

I'inclusion intégro-différentielle avec des opérateurs maximaux monotones dépendants du

26
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temps :

t
—u(t) € A(t)u(t) + [ f(t,s,u(s))ds p.p.tel,
(IDP ) Ty
U(TQ) = Ug € D(A(To)),
afin d’estimer la vitesse de la solution et d’énoncer le résultat correspondant & 1'unicité,

par une approche de discrétisation.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous traitons le probléme de controle optimal

(OCP) min gb[u, a, b] = le (U(T>) + /0 ¢2 (ta u(t>’ (I(t)’ b(t)7 U(t), d(t)v b(t))dt7

sur 'ensemble des applications de controle (a(-),b(-)) et les solutions associées u(-) du

probléme controlé

( —u(t) € A(t,a(t) /ftsb (s))ds p.p.-t€0,T],
(CPus) u(t) € D(A(t,a(t))) t € [0,T],

(a(),b(-)) € Wh2([0, T],R™*™),

a(0) = ag, u(0) = ug € D(A(0, ap)),

\

oil la fonctionnelle de cotit ¢, : R* — R et le cotit de fonctionnement ¢, : [0, T x R4"+2m —

R satisfont a des conditions appropriées.

3.2 Etude d’une inclusion intégro-différentielle par des

opérateurs maximaux monotones

Nous commengons cette section par donner des détails importants (Proposition 4.4
[27]) qui concerne le résultat d’existence pour (ZDP 4()). Nous réussissons ensuite & ob-

tenir 1'unicité de la solution et une estimation de sa dérivée. Soit I = [Tp, T7).

Théoréme 3.1. Soit A(t) : D(A(t)) C H = H un opérateur mazimal monotone pour
chaque t € I, satisfaisant
(RY) il existe une fonction o € WY2(I,R) qui est positive sur [Ty, T|, croissante avec
a(Ty) =0 et a(T) < 400 telle que
dis (A(t), A(s)) < |a(t) — a(s)], Vs € I;

(h3) il existe un nombre réel positive c; tel que

JA° )] < er(1+ llall) pour t € I, € D(A(£):
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(h3) l’ensemble D (A(t)) est relativement boule-compact pour tout t € I.
Soit f: I x 1 x H— H une application telle que
(i) f(-,-,x) est mesurable sur I X I pour chaque x € H et f(t,s,-) est continue sur H
pour chaque (t,s) € I X I ;
(i) pour tout n > 0, il existe une fonction &,(-) € Ly, (I) telle que pour tous t,s € I
et pour tous x,y € By[0,1)

1f (s, 2) = f(E, s, 9)]| < &)z —yll;

(i) il existe une constante réelle positive m > 0 telle que pour tout (t,s,x) € IXIxH,
on a
(s, 2) || < m(1+ [lz]]).
Alors, pour tout ug € D (A(Tp)), le probleme intégro-différentiel (IDP aw)) admet une

unique solution absolument continue u(-) qui satisfait
|la(t)| < K(1+a(t)) pp-tel, (3.1)
pour la constante réelle positive K = (2(T — To)m + 3¢) (K1 + 1) + 2 ou
K = <Hu0H (AT~ Tom + e+ 2)(T + a(T)))

exp (((T — Tyym+ %c)(T _Ty) 4 m(T + a(T))2) |

Démonstration. Proposition 4.4 [27] assure I'existence d’une solution u(-). Notre prin-
cipale préoccupation est de trouver une estimation appropriée de u(-), puis de prouver
que u(-) est unique.

Partie 1 : Estimation de 4(-). Pour ce faire, on reprend la démonstration d’existence
de la solution.

Etape 1. Construction de la suite (uy,).

Pour tout » > 1, on définit une partition de [ par Tp =t <t} <--- <th =T.

On pose pour tout n >1eti=0,1,--- ,n—1,
hifvy = i, — t7, afyy = a(tly) — ot?).

Supposons que

n n n n
hi < hiiq, a; < oGy

On définit la fonction y(t) =t + «(t), t € I. On choisit la partition telle que pour tout
1=0,--- . n—1letn>1,

Vit1 = Qg T hi+1 < T = Mn- (3.2)



3.2. Etude d’une inclusion intégro-différentielle par des opérateurs maximaux
monotones 29

Fixons un entier n > 1. On commence par définir uj := wug, pour ¢ = 0,--- ,n — 1 et
n n
T E]tz 7ti+1]7

1

thy (2 t§L+1
u?+1:JZ+1(un_/tn {Z/tn Tsu ds+/f7'su } ) (3.3)
i Jj=0 """

1
ou

Jiv = 0 = (e + hi Alt)) ™

On observe de (3.3) et Proposition 1.34 que

upyy € D (At ), (3.4)

et

24 i1 %]
uy —/ {Z/ (7, 8,u} ds+/ f(r, s, ul dS}dT € uiy g + hi A ult
t;i ]:O tTL

Alors, on écrit

R 1
_%—uzeA(t?ﬂ) ’+1+h" / { / f(r,s,uf ds—i—/ f(r,s,ul)d }
i+1 i+l

(3.5)

Grace aux Lemme 1.39 et (3.3), on a

[ = il
1

tn %
n n i+1
Jivg | v — E
tn
i J
t?+1
n
1

7 (u -/ {
t .

<
12 ) = )

/H1 / f(r,s,uf ds—l—/fTsu )ds

+dis(A( o)) 4 B (L4 A0 ) dis (A(E), A(E)).

(7,8, uj d3+/f7'su }7)—u?

f(r,s,u} ds+/f73u }7)—Jf+1(u?)

= o

TL
[
n
t
n
[
n
£

Jj=0

dr + by | A |

En utilisant le fait que vab < 3(a +b) pour tous a, b € Ry, on a

- < [ Z / Ut sl + [ [ 1o s

3
+5 h AP+ Sdis (A6, AE) + Qh?-i-l
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Ensuite, en combinant (hY), (h%) et (ii), on obtient

iy — || < hz+1c(1 + [Jui|]) + O‘z+1 + 2hz+1
i—1

T hmmz B (L ) + / (r — )m(1 + [} )dr

tn

d’apres (3.2) et le fait que 7 — ¢ < T — Tp, on simplifie
n 3 n n 3
Jui'y — wi'l] < by (T = To)m + 5¢ ] + ity | (T = To)m + 3¢t 2

z+1mz hy+1 (1+ ||U?||) (3.6)

Rappelons que A}, < n, pouri=20,--- ,n—1, et Z; thgﬁrl < T —T, ceci a I'aide de

(3.2), on trouve

3 3
oo = a2l < Ay (7 = Tom + S It -+ (27 = Topm -+ Se-+2)
i—1

Y Bl

5=0
Cela donne
3 n
il < {1+ iy (T =To)m + e | ) |luf]
3 i—1
n 2 n
£t (27 = Tom+ Jev2) i 3
]:
En appliquant Lemme 1.57, il s’ensuit que pour tout n € N*et i =1,--- ., n
Jui'|| < K, (3.7)

avec

Ky = (HUOH + (2(T —To)m + gc + 2) ’y(T)>
X exp (((T —To)m + ;c) (T —To) + mff(T)).
De retour a (3.6), a l'aide de (3.2), on trouve
iy = || < v K (3.8)

avec

K = <2(T To)m+§ )(K1+1)+2.
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Pour chaque n > 1, on définit I'application u, () : I — H par : pour ¢t € [t} ¢7,[,0 <1i <

n—1

u(t)—u+thztn<u§;l—u?+/z+l{ / fr sl ds+/fTsu }r)
JAZ L s [{ st} ©

un(T) = up,  u,(Th) = ug-

n’

Il est clair que la fonction wu,(-) : I — H est absolument continue pour chaque n > 1,

avec Uy, (t7) = ul' et u, (1) = ul,,. De plus, pour tout ¢t €]t?, 7]

1 ti il tn+1
Un(t) = e (u?+1—u?+/ {Z J f(r,s,u} d8+/f73u }7’)
it1 ¢ n

j=0 1

i—1 t;}
—Z/ f(t, s, uj ds—/ftsu (3.10)
j=0 7t}

En combinant (i), (3.7), (3.8) et (3.9), on obtient
[un(t) = wi'l| < fluity — @il + 2(T = To)m (1 + Ka)hiy,
<A (K +2(T = To)m(1 + Ky)),
en tenant compte de (3.2), il résulte
[[un(t) = wi[] < L, (3.11)
ou
L:=K+2(T-Ty)m(l+ K,).
Fixons s € [t},t7,,[ et t € [t}, 17, [ avec j > i. Alors, de (3.2), (3.8) et (3.11), on a

[un(t) = un(s)[| < [lun(t) — uf|l + [Juf — wl| + [lui’ — un(s)]]
j—i—1

<luf = wfll + 2L, < Y Ul per — uf, |l + 2Ln,
p=0

~(t) — 7(3)) + (K + 2L)n,. (3.12)
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D’une part, on observe d’apres (4ii), (3.7), (3.8) et (3.10), que pour tout ¢t € [t} 7]

] 1 " " g 2L 2}
o)) < (e =+ [ {Z L s stas [ uds}df)
i+1 tn —

Lt
+Z/ 1t s, ||ds+/ 1 (¢, 5, um)ds
j=0 Yt}
1 t’n
Sh’.ﬁrl (||u§‘+1—u?||+/ ( 1+ Ky) Zth) dT) +m(1+ K,) Zh]+1

t3 7=0 7=0

1

<ol — ] +2(T = To)m(1 + K;)
h’z—i—l

gK% Fom(T — T)(1 + K)),

hiy

ce qui donne en utilisant (3.2)
t™ o) — oft?
|lun(t)] < K(l + o ZZO t"( : )) +2m(T — Ty) (1 + K7). (3.13)
i+1 ~ Y

Comme a € W2(I,R), alors pour p.p ¢ €]t 7, ]

a(tiy,) — o)

— ’

a(t) = lim
n—00 t?Jrl

d’apreés le théoréme de différentielle de Lebesgue, il existe un sous-ensemble de mesure de
Lebesgue nulle S C I, tel que pour chaque t € T\ S il existe une constante finie a; < +00,
telle que

i (®)] < . (3.14)

Nous allons maintenant montrer que (,) est bornée dans L% (1).
D’aprés (3.13) pour tout ¢ € [t7, ¢ ]

K i

lun(t)]| < r(s)ds +2m(T — To)(1 + K;),

n
H—l tz’ e

our(t)=1+a(t)etre Li(I).

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on écrit

. K 1 1/2
i) < s ([ 7))+ 2m(r = T+ ),
i+1 [ t

n
7
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du fait que (a +0)? < 2(a? + b?) pour tout a,b € R, on peut simplifier comme suit

, n—1 t?-H )
linlyn = X [ linPae

=0 Y "
nolooett, K 2 12 ’
< —_ r?(s)ds +2m(T —To)(1 + Ky) | dt
— Jin (7, —tM2 \ Jm
=0 "% i+l ¢ ¢
nolooptp K? i
< 22/ ﬁ/ r2(s)ds + 4m>(T — Tp)*(1 + K,)? | dt,
i—0 17 tiha —t e
ol
= 2K2 Z/ r2(s)ds + 8m?(T — Tp)* (1 + K;)?
i=0 Yt
= 2K|r|[72q + 8m*(T — To)* (1 + Ky)* = €2 < +oo. (3.15)
Maintenant, soient les applications 6,,,9,, : I — I définies par
Ty sit="1T;
0(t) = 0 0
tr sit ety t ] pourie {0,--- ,n—1},
et
Ty sit=T,
5. (t) = 0 0
o, sit ettt ] pouri e {0,--- ,n—1}.
Observons par construction (voir (3.2)) que pour tout ¢t € [
lim 6,(t) =t et lim §,(t) =t.
n—oo n—oo
De plus, v étant continue permet de déduire que
lim (0 (8)) = 7(2) et lim 1(5,(8)) = 7). (3.16)

n—oo n—oo

En utilisant (3.4), (3.5), (3.9) et (3.10), on écrit
—Un(t) € A(6n(t)un(6,(t)) + gu(t) pp-t €I,  u,(dn(t)) € D(A(GL(E))), (3.17)

ou 'application g, est définie pour tout n et tout t € I par

gn(t) = ft, s, un(6n(s)))ds.

To

Etape 2. Convergence de la suite (u,,).

Notons de (3.7) que pour tout t € T

un(8,(t)) € D (A(8a(1))) () K1 B,
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et d’apres (h?) Pensemble D (A(t)) est relativement compact pour tout ¢ € I, alors I'en-
semble {u,(d,(t)) : n € N*} est relativement compact dans H, pour tout ¢ € I. De plus,
en combinant (3.12) et (3.16), il s’ensuit

|un(0,(t)) — un(t)]] < K(’y(t) — fy(GH(t))) + (K +2L)n, — 0lorsque n — oo. (3.18)
De méme, on obtient
l|tn(0n(t)) — un(t)]] — 0 lorsque n — oo.

Donc, pour tout ¢t € I, {u,(t) : n € N*} est relativement compact. De plus (u,(-))
est équicontinue. En utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela (voir Théoréme 1.47), on peut
extraire une sous-suite de (u,(+)) notée encore (u,(-)) qui converge uniformément vers une
application u(-) € Cy (1) avec u(0) = uo.

Remarquons que, pour tout t €

[n (0 (2)) = w(®)]| < Jun () — un(O)]] + [Jun(t) — (@),

alors, en utilisant (3.18), et la convergence uniforme de (u,) vers u, il résulte que

lim [Jun (0 (t)) — u(t)] = 0. (3.19)

n—oo

Procédant de la méme maniére, on trouve

lim [Jun(0,(t)) — u(t)]] = 0. (3.20)

n—o0

Ensuite, de (3.15), on remarque que la suite, (1,(+)) est bornée dans L?%(I). Alors, on

peut extraire une sous-suite notée encore (1,(-)) qui converge faiblement dans L% (I) vers

Grace a (3.19) et a la continuité de f(t, s, ) pour tout (¢,s) € I x I, on déduit que
T (5.0 (8,(5))) — (1. u()]) = 0. (3.21)
De (7ii) et (3.7), on a pour tout (t,s) € I x I
1S (s s, un(On ()] < m(1 + Ky), (3.22)

ceci avec (3.21), le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique

t t

f(t, s, u,(0,(s)))ds — f(t,s,u(s))ds

To TO

=0.

lim
n—oo
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De plus, d’apreés (3.22)

t

f(t, s, un(0,(s)))ds

To

lgn ()] = <m(T = To)(1 + Ky), (3.23)

Alors, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue assure

2

dt = 0.

T t t

f(t, s, un(0,(s)))ds — f(t,s,u(s))ds

TO TO

lim
n—oo TO

Etape 3. Existence de la solution.

Nous allons montrer que u est une solution du probléeme (ZDP 4(;)).

Tout d’abord, montrons que u(t) € D (A(t)) pour tout ¢ € 1.

Rappelons que u,(6,(t)) € D (A(d,(t))) pour tout t € I (voir (3.17)). Alors, de (hY) et

(3.2), on remarque que

dis (A(d,(1)), A(t)) < |a(d,(t)) — a(t)] < n, — 0lorsque n — oo, (3.24)

car lim 6,(t) =t et a(-) est une application continue.
n—oo

Remarquons de (h%) et (3.7) que (y,) = (A%(6,(t))un(0,(t))) est bornée dans H. Alors,
on peut extraire de (y,) une sous suite (notée encore (y,)) qui converge faiblement vers
y € H. En appliquant Lemme 1.38 a l'aide de (3.20), on conclut que u(t) € D (A(t)) pour
tout t € I.

Posons ¢(t fo (t,s,u(s))ds pour tout ¢t € I. Comme la suite (i, (-) + gn(-)) converge
faiblement dans L% (I) vers () + g(+). Alors, par le théoréme de Banach-Mazur, il existe
une suite (§,) qui converge fortement dans L% (1) vers u(-) + g(-) telle que pour chaque
neN

&n € cofiy + gj, j = n}.

Alors, on peut extraire de (&,) une sous-suite qui converge p.p. vers u(:) + g(-), i.e., il

existe un sous-ensemble S’ de I de mesure de Lebesgue nulle tel que pour tout t € I\ S’

/ft,s,u dseﬂ{fj j>n}Cﬂco{u] )+ g;(t), j > n}.

n>0 n>0

Alors, pour tout w € H,t € I\ S’, on a
¢
—|—/ f(t, s,u(s))ds, w) < limsup(t,(t) + gn(t), w). (3.25)
0 n—00

Rappelons que pour tout ¢ € I, u(t) € D(A(t)). Pour montrer 'inclusion intégro-

différentielle

—u(t) € A(t)u /ftsu())ds p.p.tel,
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en utilisant Lemme 1.35, il suffit de montrer que

(d(t)—i—/o f(t,s,u(s))ds, u(t)—p) < (A°(t)p, p—u(t)) p.p.t € I, pour tout p € D (A(t)).

Soit 1 € D (A(t)). Alors, (h%), (3.24) et par application du Lemme 1.40 garantit I'existence

d’une suite (u,) telle que
i € D(A(6,(1)); i — p et A28, (1))t — A%(t) . (3.26)

Pour n > 1, notons I \ S,, I'ensemble sur lequel (3.17) est vérifice. L’opérateur A(t) étant

monotone donne pour t € [\ S,

(i () + gn(t), un(0n(2)) = ptn) < (A°(0n(E))ins pn — tn (On(t)))- (3.27)
En vertu de (3.14), (3.23) et (3.27), on obtient pour t € I\ (|J S, USUS’)

(Un(t) + gn(t), u(t) — )

(a(t) + /Ot f(t,s,u(s))ds, u(t) — p) < (A (), = ult)).
Par conséquent .
—u(t) € A(t)u(t) —|—/ f(t,s,u(s))ds p.p.tel,
avec u(0) = uo. 0
D’ot1, le probléme (ZDP 4()) admet au moins une solution absolument continue u : I — H.

Remarquons maintenant d’aprés (3.12) que pour tous s,t tels que 0 < s <t < T
un(t) = un(s)|| < K (y(t) —~(s)) + (K +2L)n, = K(t — s+ a(t) — a(s)) + (K + 2L)n,.
En passant a la limite dans cette derniére inégalité, il résulte

|lu(t)| < K(1+ &(t)) pour p.p. t € 1.

Partie 2 : Unicité de la solution. Soient u;(-) et uy(-) deux solutions de (ZDP aw)).

L’opérateur A(t) étant monotone, alors, on a

t

——lus(t) —ur (8)]* < < Ft, s, ui(s))ds —

To To

f(t, s,us(s))ds, ug(t) — ul(t)> . (3.28)
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De l'estimation de la vitesse ci-dessus, il existe une constante réelle positive n > 0 telle
que [Jus(t)]| < n et [Jug(t)|| < n, pour chaque ¢ € I. Ainsi que (ii), il y a &,(-) € Lg, (1)
telle que

1f(t; 5, u1(s)) = f(t; s, ua(s)I] < &y(8)l[ua(s) — ua(s)]| pour tout (¢,5) € I x I.

De retour a (3.28), il s’ensuit que

£ lat) — m DI < &(6) ua(t) — )] [ ua(s) = (s s

Par conséquent, Lemme 1.58 avec £ > 0 arbitraire donne u; = us et garantit I'unicité de
la solution & (ZDP a())- [ |
Nous établissons maintenant notre résultat principal de cette section concernant (ZDP 4(,.)).

Théoréme 3.2. Soit A(t,z) : D(A(t,z)) C H = H un opérateur mazximal monotone
pour chaque (t,z) € I x H satisfaisant
(HY) il existe une constante réelle \; < 1 et une fonction positive et croissante a(-) €

WL2(I,R) telle que
dis (A(t, z), A(s,y)) < |a(t) — a(s)| + M|z —y||, Vt,s € I, Va,y € H,;
(H3) il existe un nombre réel c; > 0 tel que
1A%t 2)yll < ex(1+[[al| + [lyl]) pour t €I, y € D(A(t,)).

(H3) pour tout sous-ensemble borné X C H, l’ensemble D (A(I x X)) est relativement
boule-compact.
Soit f I x 1 x H — H une application satisfaisant les hypothéses (i)-(ii)-(iii) du
Théoréme 3.1.

Posons d = ¢1(2+ |luol)), S = (2(T — To)m + 3d) (S1 4+ 1) + 2, ot
S = (Huo“+ (Q(T — To)m + gd + 2> (T + o(T) + 1))
exp ( ((T — To)m + gd) (T —To) + m(T + o(T) + 1)2).

Si \S < 1, alors, le probleme intégro-différentiel (TDP aqwy) admet une solution absolu-

ment continue u(-) qui satisfait

[a(@)]| < @(t) p-p-t € 1, (3.29)
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ou ¢ : I — Ry estla solution absolument continue de

L
C1—-)\L

(1) (14 (1)), ¢(To) =0,

pour la constante réelle positive L = (2(T — To)m + 2d) (L1 + 1) + 2, ot

L, = (||u0||+ (2(T — To)m + gd + 2) (T + o(T) + A1)>

exp ( ((T —Tyym+ %d) (T = T) + m(T + o(T) + /\1)2) |

Démonstration. Observons que 1 — AL > 0 (dans I’équation différentielle) en notant
A1S < 1 par hypothése et L < S alors, A\ < %
Puisque ¢(+) est absolument continue, alors il existe une constante réelle positive § > 0

telle que
T
/ ¢(s)ds < § pour tout t € 1.

To

Pour simplifier les calculs, prenons 6 = 1 et supposons que

T
/ ¢(s)ds < 1 pour tout t € I. (3.30)

To
Considérons le sous-ensemble fermé convexe Y de I'espace de Banach Cpy(I) défini par
t
Y = {u €Cu(I) :u(t) =up +/ u(s)ds, ||lu(t)]| < o(t), te I} .
To

Soit h € Y, et définissons I'opérateur maximal monotone dépendant du temps By (t) =

A(t,h(t)), t € I. Pour tous 7,t tels que Ty <7 <t < T, on a en utilisant (H})

dis (By(t), Bu(1)) = dis (A(t, h(t)), A(7, h(7)))
() = a(7) + Ml[n(t) = h(7)]]

d(s)ds+)\1/ |A(s)||ds

IA
Q

IA

VAN
—

t

[a(s) + Ap(s)] ds = B(t) — B(7),

ou B(-) € WH(I,R) est donnée par

B(t) = /t (6(s) + \p(s)] ds, vt € I.

To
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De plus, on écrit en utilisant (H3) et (3.30)

1Ba®)zll = A%t b))zl < er(1+ (R + =)

< er(1+ [luoll + / o(s)ds + )
To
< er(2+ Jluoll + Il

< d(1 4+ |f]),

pour tout t € I et x € D (A(t, h(t))), ot d = ¢1(2 + ||uol|)-
En vertu du Théoréme 3.1, il existe une unique solution absolument continue w, : I — H
a 'inclusion intégro-différentielle

t

—tp(t) € Bp(t)up(t) + | f(t, s,un(s))dsp.p.t €1, hey,
To

1)) un(t) € D (Bu()) = D (AL, h1)), Vi € I
’LLh(To) = Ug € D (Bh(TO)) =D (A(To,U())),

qui satisfait (voir (3.1))
[un(B)]] < p(1+a(t) + Mp(t) p-p-t € 1, (3.31)

pour la constante réelle positive p = (2(T — To)m + 3d)(p1 + 1) + 2, ou

pr = (luoll+ (200 = o+ S+ 2) (7 + 501
exp ( ((T —To)m + ;d) (T —To) + m(T + B(T))z).
Maintenant, pour chaque h € Y, considérons ’application ® définie sur Y par
O(h)(t) = un(t), t € I,

ol up,(+) est 'unique solution absolument continue de I'inclusion intégro-différentielle (Zy,).
On remarque que p < L. En effet, de (HY) et le fait que «a(-) est positive croissante, en
tenant compte de la définition de f(-), on écrit

T T
8(1) = [ 16() + Mp(ollds < a(?) + s [ pls)ds < a) +

To To

par (3.30). De retour a la définition de p; et Ly, on déduit que p; < Lj. Il suffit aprés de

comparer pour conclure que p < L. Ainsi, en revenant a (3.31), on écrit

[un@N < L1+ a(t) + Ap(t)) = @(1). (3.32)
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Dott, ®(h) €Y.

De plus, de la continuité absolue de u; et du fait que ¢(0) = 0, on trouve
lun(t)]] < |luoll + ¢(T') pour tout ¢ € I et tout h €Y. (3.33)

Montrons que ®(Y") est relativement compact dans Cg(I).

D’une part, notons de (3.33) que pour tout h € Y
h(t) € (Juoll + (7)) B
D’autre part, comme uy(t) € D (A(¢, h(t))) pour chaque t € I, alors
un(t) € D (AL x ([[uoll + &(T))Br)) N (|uoll + o(T)) Br.

En utilisant la boule-compacité dans ’hypothese (H?3), on déduit que pour chaque t € I,
{®(h)(t), h € Y} est relativement compacte dans H, pour tout ¢ € I. De plus, (®(h)) est
équicontinue. D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela (voir Théoréme 1.47), ®(Y) est relati-
vement compact dans Cg (7).

On vérifie maintenant que ® est continue. Il suffit de montrer que : si (h,,) converge uni-
formément vers h dans Y, alors, la suite des solutions absolument continues uy, associées
a h,, de I'inclusion intégro-différentielle

t

—tp, (t) € A(t, hy(O)up, (t) + | f(t,s,upn,(s))ds pp.t€l, h, €Y,

To

Up,, (To) = Ug € D (A(To, UO)),

converge uniformément vers la solution absolument continue wy, associée a h de I'inclusion
intégro-différentielle (Zy,).

D’aprés ce qui précede {uy, (t)} est relativement compacte pour tout ¢ € I. Comme (uy,,)
est équi-continue et l'estimation (3.31), on peut supposer qu'il existe une application

z € WY(I, H) telle que
(up, ) converge uniformément vers z(-), (3.34)
et
(p,,) converge o(Ly (1), L(I)) vers w € L (I) avec w = 2 p.p. (3.35)

On pose 7 := [ug|| + ¢(T). Alors, d’aprés (ii), il existe une fonction &,(-) € Li (1) telle

que pour tous t,s € [

1F (s, un, (s)) = f(t, s, 2(s))]| < & (#)[|un, (s) — 2(s)]|
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Ceci, en tenant compte de la convergence ponctuelle de (uy, ) vers z, il résulte
Tim ([ f(2, s, un, (s)) = f(t,5,2(5))] = 0. (3.36)
Notons de (3.33) et (i7i) que pour tout n et tous t,s € I
1 (E s, un, ()] < m(1+n), (3.37)

en combinant ceci avec (3.36), il découle du théoréme de la convergence dominée de

Lebesgue que

qui tend vers zéro lorsque n — oc.

t t

f(t, s,up,(s))ds — f(t, s, z(s))ds

To TO

< Hf(tﬂsvuhn(s)) _f(t757z(3>>”d57

To

De plus, d’aprés (3.37), nous remarquons que pour tous t,s € [

t

ft, s, up,(s))ds

To

< m(T — Ty)(L + ), (3.38)

avec la convergence ci-dessus, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue donne

Tyt ¢
lim ft,s,up, (s))ds — | f(t,s,z(s))ds|| dt = 0. (3.39)
n—oo Jr, To To
On définit pour tout n > 1, les fonctions g,, g sur I par
t t
gn(t) = [ f(t,s,up,(s))ds, g(t)= [ f(t, s, 2(s))ds, Vtel
To TO

Comme uy, (t) € D (A(t, h,(t))) pour tout ¢t € I et up, (t) — 2(t), (A°(t, hy(¢))up, (t)) est
bornée par (H?) et la bornitude des suites (uy,,) et (h,) dans Cgx(I), pour chaque t € T

dis (A(t, hn(t)), A(t, h(t))) < A|hn(t) — A(t)|| — 0, lorsque n — oo, (3.40)

par (H}) et la convergence uniforme de (h,) vers h dans Cy(I). Ainsi, du Lemme 1.38,
on déduit que z(t) € D (A(t, h(t))), pour chaque t € I.
Maintenant, vérifions que z(-) satisfait I'inclusion intégo-différentielle

—2(t) € A(t,h(t))z(t) + | f(t,s,2(s))ds p.p.t €I

To
De (3.35) et (3.39), on déduit que (i, (-)+gn(-)) converge o (Ly (1), L3 (1)) vers (-)+g(-).
Par conséquent, (i, (-) + gn(+)) converge au sens de Komlos vers 2(-) + g(-), et il existe

un ensemble négligeable V' tel que pour t € I\ V

T 3 (i, (1) + g5(0) = 2(0) + g(0) (3.41)
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et
—ip, (£) € A(t, b (t))un, (£) + gn(t). (3.42)

Soit x € D (A(t,h(t))). En vertu de (H%), (3.40) et par application du Lemme 1.40, il
existe une suite (z,,) telle que x,, € D (A(t, h,(t))),

T, —x et At h,(t)x, — A(t, h(t))x. (3.43)

De (3.42), et le fait que par 'opérateur A(¢, h,(t)) est monotone, on a pour tout n et tout
tel

(tp, (t) + gn(t), un, (t) — x,) < <A0(t, R ()X, Ty — up, (t)> ) (3.44)
Notons que

(tin, () + gn(t), 2(t) = ) = (in, () + gn(L), un, (1) = @n) + (Gn, () + ga (1), 2() — un, (1))

+ <uhn(t) + gn(t)a Ln — Qf),

alors
S i, (1) + 95(0),2(0) = 2) = 3, (4) 500, 1) — )
1Sy (0) 4 050 266) = i, () + - D, 0) + 950, )
Donc, en combinant (3.32), (3.38) et (3.44), on déduit que
—Z U, (t) + g;(t )—x) < — Z (A°(t, hy(t))zj, 25 — up, (1))

+(¢<t>+<T—To> 1+n)( Zu —uhj<t>||+5§;||xj—xn).

En passant a la limite lorsque n — oo, en utilisant (3.34), (3.41), (3.43), cette derniére

inégalité donne

(2(8) + g(t), 2(t) — ) < (A"(t, h(t))z, 2 — () p-p. Yo € D (A(t, h(t))).
Il résulte du Lemme 1.35 que

—Z2(t) € A(t,h(t))z(t) + g(t) p.p- t € I,

avec z(Ty) = ug € D (A(Ty, uo)) et par I'unicité de la solution z = wuy,.

[ résulte que ®(h,)—P(h) — 0dans Cy(I) lorsque n — oo. Par conséquent, ® : Y — Y est
continue une application du sous-ensemble fermé convexe borné Y de ’espace de Banach
Cu(I) dans lui méme avec ®(Y') est relativement compact. En appliquant le théoréme du
point fixe de Schauder (voir Théoréme 1.46) il existe h € Y tel que h = ®(h), c’est-a-dire,
h(t) = up(t). De plus, estimation (3.29) est vraie sur I. [
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3.3 Probléme de controle optimal

Dans cette section, nous tentons d’étudier le probléme de contrdle optimal (OCP).

Commengons par démontre l'existence et I'unicité de la solution du probléme (CP,;).

Proposition 3.3. Soient H = R" et [ = [0,T]. Fizons un couple (a(-),b(-)) € WH(I,R"T™),
Supposons que pour tout (t,y) € I x R™, A(t,y) : D (A(t,y)) C R® = R" est un opérateur
mazximal monotone satisfaisant les hypothéses (HY)-(H%). Soit f : I x I x R™™ — R"
une application telle que f(-,-, z,y) est mesurable sur I x I pour tout (x,y) € R™™ fize,
f(t,s,-,-) est continue sur R™™ pour chaque (t,s) € I x I et satisfaisant aux hypothéses
suivantes :

(1) il existe une constante réelle M > 0, pour tout v(-) € WH2(I,R™) telle que
| f(t,s,v(s),z)|] < |lv(s)|| + M|z||, Vt,s € I, Yo € R™;

(i) pour une constante réelle n > 0 et tout v(-) € WH2(I,R™), il existe une constante

réelle positive [ telle que

1t s,0(s),21) — f(t,s,0(8), z2)|| < Ul|x1 — 33|, Vt, 8 € I, Va1, 29 € Bgnl0, 7).
Alors, a ce couple de controle correspond une unique solution u(-) € WH2(I,R™) au pro-

bleme controlé (CPayp). De plus, on a pour p.p. t € [

a(t) + /0 t Ft,5,b(s),u(s))ds|| < K1+ B(t) + (1+ L)C, (3.45)

la)ll < K(1+ 5(t), (3.46)

ot ¢ = max([|bl| 1, 1), TM), L = [[uol| + KfOT(l + B(s))ds, et la fonction B(-) est définie
par

B(t) = / [6(s) + Mfla(s)ll| ds t € 1.

avec K est une constante réelle positive qui dépend de ||ugl|, ||aol|, c1, ¢, T et 5.

Démonstration. Pour tout ¢ € I et tout a(-) € Wh2(I, R") fixe, on définit les opérateurs
maximaux monotones dépendants du temps B, (t) := A(t, a(t)) et procédons comme dans
la premiére partie de la démonstration du Théoréeme 3.2.

Soient s,t € I tels que 0 < s <t < T, alors, on a de (HY)

dis(Ba(t), Ba(s)) = dis(A(t, a(t)), A(s, a(s)))
< B(t) — B(s),
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ou B(-) € WH2(I,R) est définie par

B(t) = /0 (6(s) + Mla(s)] ds, ¢ € T.

Maintenant, d’aprés la propriété (H3), il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que pour ¢ € I,

z € D (A(t,a(t)))
1Ba(t)zll = 1A°(t, a(t))z[ < ex(L + fla®)]| + 1121

t
a0+/ a(s)ds
0

< e+ |[=])),

§61(1+

+1:1)

ol ¢y = ¢ (1 + Jlaol| + fOT Hd(s)HdS).
Par conséquent, Uopérateur B,(t) satisfait (hY)-(h%) du Théoréme 3.1, pour tout t € I.
Ensuite, pour b(-) € W2(I,R™) fixe, on définit la fonction f, sur I x I x R" par

fo(t,s,u) = f(t,s,b(s),u) pour tout (t,s,u) € I x I x R".

Il est clair que la fonction fi(-, -, u) est mesurable sur I x I pour chaque u € R™ et f,(¢, s, -)
est continue sur R" pour chaque (¢,s) € I x I, par hypothése et par la continuité de b(-).

De plus, d’aprés (z), on obtient
1fo(t, s, u) || < [[6(s)]] + MJull < ¢(1 + [[ul), (3.47)

pour tout (t,s,u) € I x I x R™, ot ¢ = max(||b||oc, M).
Maintenant, d’aprés I’hypothése (i), pour une constante réelle n > 0, il existe une

constante réelle [ > 0 telle que
”fb(t’ Svul) - fb(tv‘S?u?)H < lHul - U2H7 vt € [7 vulyuQ € ER”[QU]'

Ainsi, application f, satisfait les hypothéses du Théoréme 3.1. Par conséquent, il s’ensuit
I’existence et 'unicité de la solution de I'inclusion intégro-différentielle considérée.

De plus, d’aprés les relations (3.1) et (3.47) ainsi que de la continuité absolue de u(-),
les estimations (3.45)-(3.46) sont vraies. La fonction #(-) est donc dans L3, (1), et u(-) €
Wh2(I,R™). [

Nous allons imposer des hypothéses convenables qui garantissent 1’existence de solu-
tions optimales (globales) au probléme de controle optimal (OCP) lié a l'ensemble des

solutions du probléme controlé (CP,p).
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Théoréme 3.4. (Ezistence de solutions optimales) Supposons que pour tout (t,y) €
I xR", A(t,y) : D(A(t,y)) C R® = R"™ est un opérateur mazimal monotone satisfai-
sant les hypothéses (HY)-(H3). Soit f : I x I x R™™ — R"™ une application satisfai-
sant les hypotheses de la Proposition 3.3. Supposons que la fonctionnelle du codt termi-
nale ¢1 : R — R est semi-continue inférieurement, tandis que la fonctionnelle du codt
Bg o I x R 5 R est semi-continu inférieurement par rapport o t et est magjorée par
une fonction sommable sur I le long des courbes de référence. De plus, supposons que
¢o(t,-) est minorée sur des ensembles bornés pour p.p. t € 1. Supposons que la fonction-
nelle du coit ¢o est convexe par rapport auxr variables de vitesse 1, a, i), et qu’il existe
une suite minimisante (u®(-), a®(-),b%(-)) de (OCP), auquelle (a*(-),b*(-)) est bornée dans
W2(I,R"™™). Alors, le probleme de contréle optimal (OCP) admet une solution optimale
dans Uespace WH2(I, R?"T™).

Démonstration. De Proposition 3.3, on déduit que ’ensemble des solutions au probléme
de controle optimal (OCP) est non vide. Fixons la suite minimisante des solutions

(u*(+),a*(+),b*(+)) pour (OCP) (d’aprés I'énoncé du théoréme), qui est bornée dans

W2(I,R**™). Ceci implique en particulier qu’il existe un couple (ag,by) € R"™™ tel
que (a*(0),b%(0)) — (ag,by) dans cet espace lorsque k — oo, tandis que (ug,ag,by) =
(u(0),a(0),b(0)) satisfait clairement les conditions initiales. On remarque que la suite
(a*(-),0%(-)) est bornée dans L2,,..(I), quitte & remplacer par une sous-suite qui sera

notée (a*(-),b%(-)), il existe un couple
(a*(-),0%(-)) converge faiblement dans L2...(I) vers (v*(-),2°(-)).
Définissons maintenant les fonctions

(a(t),b(t)) = (ao, bo) +/O (v*(s),v"(s))ds pour tout t € I,

et observons que (d(t),i)(t)) = (v*(t),vb(t)) pour p.p. t € I, et que le couple (a(-),b(-))
appartient a lespace W1H2(I,R™™). I résulte de ce qui précéde et des estimations de
Proposition 3.3 que la suite des solutions correspondantes (u*(-)) est uniformément bornée
et équicontinue sur I. Par le théoréme d’Ascoli-Arzela (voir Théoréme 1.47), on peut
extraire une sous-suite de (u*(-)) notée encore (u*(-)) qui converge uniformément sur [
vers 1(-) € Crn (). Il résulte de (3.46) que (u*(-)) est bornée dans L2, (I) . Alors, d’aprés
Théoréme 1.48 on peut extraire une sous-suite notée (1%(-)) qui converge faiblement dans

L2,(I) vers une fonction w(-) avec 4(t) = w(t) pour p.p. t € I, c’est a dire,

(i*(-)) converge faiblement dans L2, (I) vers u(-). (3.48)
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L’étape suivante consiste a vérifier que 2(-) = (a(-), a(-), b(-)) satisfait Pinclusion différen-
tielle (CPayp)-
Comme f est continue par hypotheése, alors d’apreés les modes de convergence précédents

ci-dessus, on a
F(t, s, b5(s), uP(s)) = f(t,s,b(s),i(s)) lorsque k — oo, Vi, s € I.
Du fait que (b*(-),u*(-)) est bornée et de (i), on a
I £(t,5,65(s), uf ()] < ||6F(s)|| + M|[u*(s)|| < constante < +oo, t € I.

D’aprés le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, il résulte que

[ s,k nds = [ 100,06, ate)as
0 0
De plus, notons que

/0 f(t, s, bk(s),uk(s))ds

alors, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue donne

/0f(t,s,bk(s),uk(s))ds—/of(t,s,l;(s),ﬂ(s))ds

Observons que u*(t) € D (A(t,a*(t))), a®(t) — a(t), u*(t) — a(t), pour tout t € I, la
suite (A°(t, a"(t))u®(t)) est bornée par (H?) pour tout t € I, et

lim =0.
k—oo

< ||bk||Lﬂlw(1) + M||Uk||LD1w(1),

T
lim
k—o0 0

dt = 0. (3.49)

dis(A(t, a™(t)), A(t,a(t))) < M |a®(t) — a(t)]| — 0, lorsque k — oo, (3.50)

en utilisant (H}). Ensuite, du Lemme 1.38, on déduit que a(t) € D(A(t, a(t))),Vt € I.

Maintenant, nous allons vérifier que 4(-) satisfait I'inclusion intégro-différentielle

—a(t) € A(t, /f i(s))ds p.p. t € I.
Définissons les applications ¢* et g sur I par
= /tf(t, s,b%(s), u"(s))ds, g(t / f(t,s,b(s),a(s))ds, t € I.
0
D’apreés les relations (3.48) et (3.49), on a
(" (-) 4+ ¢*(-)) converge faiblement dans L2, (1) vers u(-) + g(-).

Dow, (4F(-) + ¢*(-)) converge au sens de Komlos vers a(-) 4+ ¢(+) (voir Proposition 1.51).
Donc, il y a un ensemble négligeable Y tel que pour t € I\ Y : () + ¢*(-) — a(-) + g()

au sens de Komlos, c’est a dire,

x>

lim% /ftsbp ). (s))ds) = it /ftsb ())ds,  (3.51)



77

3.3. Probléme de controle optimal

et
k() € At ak(t /ftsbk W (s))ds.

Soit y € D (A(t,a(t))). On applique Lemme 1.40 aux opérateurs maximaux monotones

)-
A(t,a®(t)) et A(t,a(t))
(A(t,a

qui satisfont (3.50). Ce dernier assure I'existence d’une suite (y*)

telle que y* € D (A(t, a®(t)))
y" =y et ANt aF 1)yt — A%t a(t))y. (3.52)
Comme
ut(t) € A(t,a* / f(t,s,b%(s),u*(s))ds p.p.,
et A(t,ak(t)) est monotone pour tout t et tout k, on a
(@ (1) + 9" (1), u*(t) — y") < (A (L a"(0))y",y* — u" (1)) (3.53)
Notons que
(@"(t) + g"(t), a(t) — y)
= (@"(t) + g" (1), u(t) — ") + (@" (1) + g" (1), a(t) — WM (1) — (v = ¥")),
alors
1 1
EZW)W +4°(1), 4 EZ )y =)
P DG + P00 — ) + 1 S0 + (1), (1) — (1)
Donc, de (3.53), on obtient
(@) + ) Z<u” ) =)
Lk ) Lk
EZ (A°(t, a”(t))y", y* — uP(t) EZ ), u(t) — uP(t)).

Passons a la limite lorsque £ — oo, en utilisant (3.51)-(3.52), le caractére borné de (4 (-)+

g*(+)) dans R", et les modes de convergence précédents ci-dessus, donnent

@ / F(t,s,b(s),a(s))ds, a(t
Par conséquent, Lemme 1.35 garantit que

—i(t) € A(t, /f i(s))ds p.p. t € 1,

) —y) < (A°(t,a(t)y,y — a(t)) p.p.



3.3. Probléme de controle optimal 78

avec u(t) € D (A(t,a(t))) pour tout ¢ € I. De 'unicité de la solution, il s’ensuit que @ est
I"unique solution de (CP, ;) associée au couple des applications de controle (a(-), b(-)).

~

Pour justifier 'optimalité de (4(-),a(-),b(+)) dans (OCP), il suffit de montrer que

o[t a,b] < liminf ¢[u®, a®, b¥), (3.54)

k—o0

pour la fonctionnelle de type Bolza dans (OCP). Cette derniére relation (3.54) découle
des hypotheses sur les fonctionnelles du cotit ¢; et ¢o dues au théoréme de Mazur et
au théoréme de la convergence dominée de Lebesgue. En effet, le théoréme de Mazur
garantit que la convergence faible de {a*, a*, 0¥} vers {a,a, I;} dans L2,,,,,(I) donne la
convergence forte dans L2,,,,.(I) des combinaisons convexes de (i*,a*, o*) vers (u, a, l;),
et donc la convergence p.p. d'une sous-suite de ces combinaisons convexes sur [ vers le
triple limite.

En utilisant enfin la convexité supposée de la fonctionnelle du coiit ¢, par rapport aux

variables de vitesse, I'inégalité (3.54) est vérifiée. [ |



CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans cette thése, on s’est intéressé aux problémes couplés par deux inclusions dif-
férentielles régies par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps avec
une perturbation intégrale. Par une méthode de discrétisation et un passage par le cri-
tére de Cauchy, on a montré I'existence et 1'unicité de la solution absolument continue.
Ensuite, on a minimisé une fonctionnelle intégrale sur les controles intervenants dans
I’état des opérateurs des systémes couplés considérés. On envisage dans de futurs tra-
vaux l'étude d’existence de solutions & variation bornée aux problémes couplés par des
opérateur maximaux monotones. Dans la deuxiéme partie de cette thése, on a établit un
résultat d’existence de solution absolument continue & une classe d’inclusion différentielle
gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de 1’état
avec une perturbation intégrale. La démonstration repose sur le théoréme du point fixe
de Schauder. Pour terminer, on a étudié un probléme de contréle optimal. Il reste & consi-
dérer beaucoup de systémes en relation y compris la recherche de la solution numérique,

ou a variation bornée et la généralisation de nos résultats au cas d’espace de Banach.
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Abstract

This thesis is devoted to investigate absolutely continuous solutions for some evolution
problems, in a Hilbert space, with applications to optimal control. In the first part, we
establish a new existence and uniqueness theorem for a coupled system by two first-order
differential inclusions governed by time-dependent maximal monotone operators and
single-valued perturbations. Then, we minimize an integral functional over the controls
acting in the state of the operators into the coupled system under consideration. In the
second part, we are interested in a first-order differential inclusion driven by time and
state-dependent maximal monotone operators with an integral perturbation. As an
application of its existence result, we investigate an optimal control problem subject to
such a class, where the control maps act in the state of the operators and in the integral
perturbation.

Résumé

Cette thése est consacrée a la recherche de solutions absolument continues pour certains
problémes d'évolution, dans un espace de Hilbert, avec quelques applications au controle
optimal. Dans la premiére partie, nous établissons un nouveau théoréeme d'existence et
d'unicité pour un systéme couplé par deux inclusions différentielles du premier ordre
régies par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps des avec
perturbations univoques. Ensuite, nous minimisons une fonctionnelle intégrale sur les
contrdles intervenants dans I’état des opérateurs dans le systéme couplé considéré. Dans
la deuxiéme partie, nous nous intéressons a une inclusion différentielle du premier ordre
gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendants du temps et de I'état
avec une perturbation intégrale. Comme application du résultat d'existence de cette
derniéere, nous étudions un probleme de contréle optimal soumis a une telle classe, ou les
contrdles interviennent dans I'état des opérateurs et dans la perturbation intégrale.
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