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Introduction

Les inclusions différentielles régies par des opérateurs maximaux monotones (ops.m.m.)
dépendant du temps et définis sur un espace de Hilbert H, représentent une classe im-
portante de problèmes d’évolution. Elles peuvent être formulées comme suit :−

du

dt
(t) ∈ A(t)u(t) + F (t, u(t)) p.p. t ∈ [0, T ] (T > 0)

u(0) = u0,

où (A(t))t∈[0,T ] est une famille d’ops. m.m. sur H et F est une application sur [0, T ]×H
à valeurs uniques ou multiples.
Ce problème a été étudié par de nombreux auteurs, nous citons par exemple [7, 11, 12, 14,
15, 28, 54, 56, 58, 69, 72, 73, 75] et leurs références. Ces recherches ont étudié l’existence
de solutions de ce type d’inclusions différentielles avec différents types de perturbations
ainsi que différentes formes de variation de l’opérateur par rapport au temps ; absolument
continue, continue à variation bornée et continue à droite à variation bornée, et la même
notion de régularité de cette variation s’impose sur la solution.
Le sous-différentiel d’une fonction convexe et semi-continue inférieurement ainsi que celui
de la fonction indicatrice d’un ensemble fermé, convexe sont des exemples importants qui
ont des caractéristiques spécifiques, c’est-à-dire, sont des cas particuliers d’ops.m.m. En
analyse non linéaire, les opérateurs maximaux monotones jouent un rôle crucial dans la
modélisation de problèmes unilatéraux, de systèmes dissipatifs non linéaires, d’optimisa-
tion convexe et dans beaucoup d’autres domaines.
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Introduction

Sachant que le cône normal d’un ensemble mobile (qui varie avec le temps) convexe
fermé est un op.m.m., le processus dit de la rafle, c’est-à-dire, l’inclusion différentielle
régie par ce cône normal est un cas particulier des inclusions différentielles régies par des
ops.m.m. dépendant du temps. Ce problème a été introduit pour la première fois par J.J.
Moreau dans les années 70, et largement étudié par lui-même dans une série d’articles
voir [64, 65, 66], où l’on peut trouver l’interprétation et la motivation mécanique du pro-
cessus de la rafle. De nombreuses variantes du processus de la rafle sont apparues dans la
littérature, nous citons par exemple le problème perturbé, la dépendance de l’état dans
l’ensemble mobile, processus de la rafle du second ordre, avec des applications en écono-
mie [51], circuits électriques [59], modélisation du mouvement des foules [61], et dans les
problèmes de contrôle optimal [1, 27, 29, 37, 38, 39, 62, 73].

Dans [70], Skorohod a utilisé les caractéristiques d’une certaine application sur l’espace
des fonctions continues réelles sur R+ à valeurs dans lui même, pour construire la solution
d’une équation différentielle Stochastique. Cette application a été définie à partir d’un
problème déterministe lié à l’équation différentielle stochastique. Ce problème est connu
sous le nom du problème de Skorohod et l’application qui en découle est appelée applica-
tion de Skorohod. Soit (T > 0) et w : [0, T ] −→ R une fonction continue avec w(0) ≥ 0.
Tout couple de fonctions (x, k) satisfaisant :

1. x = {x(t) : t ∈ [0, T ]} continue à valeurs dans R+.

2. k = {k(t) : t ∈ [0, T ]} continue à variation bornée (sa variation sur [0, t] est notée
|k|t) à valeurs dans R, k(0) = 0

3. x(t) = w(t)− k(t) ∀t ∈ [0, T ]

4.
∫ T

0

1(x(s)>0)d|k|s = 0

est appelé solution du problème de Skorohod sur R+. Pour plus de détails voir [32]. De
nombreux résultats contenant l’existence de solutions à ce type de problème ont été réa-
lisés, nous citons par exemple [15, 20, 60, 68].

Dans un autre contexte, de nombreux travaux récents en théorie du contrôle et en
optimisation sont largement inspirés des sujets liés à la théorie de l’invariance [6, 8, 36,
47, 48, 49].

L’invariance d’un ensemble fermé, S ⊂ Rd, par rapport à l’équation différentielle ordi-
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Introduction

naire suivante
du

dt
(t) = f(u(t)) p.p. t ≥ 0, u(0) = u0, (1)

où f est localement Lipschitzienne, est la propriété que pour tout point initial u0 ∈ S, la
solution unique u(·) satisfait u(t) ∈ S, pour tout t ≥ 0, c’est-à-dire la solution démarre
d’un point appartenant à S et demeure dans S.
Le problème de l’approche d’un ensemble fermé donné par rapport à la forme suivante
des systèmes dynamiques u̇(t) ∈ F (t, u(t)) p.p. t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ Rd,
(2)

qui est une extension naturelle des équations différentielles classiques, a attiré l’attention
de nombreux chercheurs en raison du grand nombre de théorèmes d’existence bénéfiques,
lorsque les inclusions différentielles sont prises en compte plutôt que des équations diffé-
rentielles.

En général, l’unicité de solution du problème (2) (même de (1)) n’est pas garantie et
nécessite des hypothèses très restrictives. Ce fait justifie les deux notions d’invariance,
c’est-à-dire l’invariance faible (appelée aussi viabilité) et l’invariance forte. En effet, un
ensemble fermé S ⊂ Rd est dit faiblement invariant par rapport au problème (2) si et
seulement si pour tout point initial u0 ∈ S, il existe une solution u(·) du problème (2)
satisfaisant u(t) ∈ S, pour tout t ≥ 0. Tandis que S est dit fortement invariant si et
seulement si pour tout point initial u0 ∈ S et pour toute solution u(·) du problème (2),
nous avons u(t) ∈ S, pour tout t ≥ 0.

Les ensembles invariants ont été soigneusement examinés dans de nombreuses réfé-
rences, nous citons par exemples [8, 10, 21, 24, 35, 36, 43, 44, 46, 45, 48, 50, 67, 74], voir
aussi leurs références.

Le premier résultat d’invariance (voir [44]) a été réalisé par Nagumo [67]. Il a montré
qu’un ensemble fermé S est faiblement invariant pour (1) (f étant continue) si la condition
tangentielle suivante est satisfaite (voir la relation (1.13) pour la définition du cône tangent
TBS (·)) :

f(x) ∈ TBS (x) ∀x ∈ S,

et dans [21], Bony a introduit le cône normal proximal, NP
S (·), pour caractériser l’inva-

riance de S par rapport à (1) et a prouvé qu’elle est équivalente à

〈f(x), ξ〉 ≤ 0 ∀x ∈ S, ∀ξ ∈ NP
S (x).

9 LOATI



Introduction

Haddad a montré dans [50], que l’invariance faible par rapport à (2) est équivalente à
la condition tangentielle

F (x) ∩ TBS (x) 6= ∅ ∀x ∈ S.

Alors que le cône normal proximal a été utilisé par Veliov dans [74] pour caractériser
l’invariance faible comme suit :

hF (x; ξ) = inf
z∈F (x)

〈z, ξ〉 ≤ 0 ∀x ∈ S, ∀ξ ∈ NP
S (x),

où hF est le Hamiltonien inférieur de F . La première caractérisation de l’invariance forte
par rapport à (2), où F est Lipschitzienne, a été donnée par Clarke (voir [34]), qu’il a
exprimé par :

HF (x; ξ) = sup
z∈F (x)

〈z, ξ〉 ≤ 0 ∀x ∈ S, ∀ξ ∈ NP
S (x),

où HF est le Hamiltonien supérieur de F . L’extension aux espaces de Hilbert de dimension
infinie des ensembles invariants a été étudiée par Clarke et al. dans [35].

Il convient de rappeler que l’invariance faible et forte par rapport à (2) ont été caracté-
risées par différentes manières [45, 46], où les auteurs ont supposé que la multi-application
F est unilatérale Lipschitzienne, en anglais : one sided Lipschitz (OSL) (voir [43] pour
la définition), qui est plus faible que la condition de Lipschitz supposée dans les travaux
antérieurs.

Dans [39], les auteurs ont étendu les études mentionnées ci-dessus au processus de la
rafle perturbé exprimé par :

du

dt
(t) ∈ −NC(t)(u(t)) +G(t, u(t)) p.p. t ≥ 0

u(t) ∈ C(t) ∀t ≥ 0

u(0) = u0,

(3)

où, pour tout t ≥ 0, C(t) est un ensemble fermé uniformément prox-régulier et NC(t)(·)
est le cône normal de Clarke à C(t). Dans leur étude, la caractérisation de l’invariance
faible était largement basée sur la théorie existant dans [36]. Alors que l’invariance forte,
qui est en général un problème difficile à résoudre (le côté droit de (3) ne satisfait pas
l’hypothèse de (OSL) imposée dans [43]), les auteurs ont utilisé l’avantage de la structure
particulière de (3) afin de surmonter cette difficulté.

Dans [2], les auteurs ont également examiné la notion de l’invariance (faible et forte)
des ensembles fermés dans Rd, mais par rapport à un système dynamique différent, qui
est modélisé par l’inclusion différentielle suivante :

du

dt
(t) ∈ −Au(t) + F (u(t)) p.p. t ≥ 0

u(0) = u0 ∈ D(A),
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où A est un op.m.m. de Rd indépendant du temps et F est une multi-application Lip-
schitzienne à valeurs non vides, convexes et compactes (appelée Cusco-application), qu’ils
ont exprimé par différentes caractérisations. Concernant l’invariance faible, l’élément de
norme minimale de l’op.m.m. A doit satisfaire une condition de bornitude, afin de pou-
voir appliquer la théorie existant dans [44]. Tandis que la caractérisation de l’invariance
forte était basée sur la nature générale de l’opérateur maximal monotone. Nous faisons
également référence à [3, 4] pour le cas F (x) = {f(x)}, i.e., F à valeurs univoques.

Inspirés par les études mentionnées précédemment, ainsi que par leur pertinence dans
plusieurs domaines mathématiques et physiques et leurs applications, à travers cette thèse,
nous avons apporté une contribution à ce domaine de recherche en étudiant le couple d’in-
clusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux monotones, aussi bien que
la caractérisation de l’invariance des ensembles fermés dans Rd par rapport à une inclusion
différentielle plus générale, régie par des opérateurs maximaux monotones dépendant du
temps et avec perturbation multivoque non-autonome de type Cusco.
Le manuscrit est essentiellement composé de trois chapitres. Le premier est consacré aux
résultats préliminaires et aux outils de base utilisés dans les preuves de nos théorèmes
principaux.
Le deuxième chapitre est lui même composé de trois sections. Dans la première, nous
donnons le résultat d’existence de solutions absolument continues du système d’évolution
suivant : 

−du
dt

(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ D(A(t, v(t))) ∀t ∈ [0, T ];

−dv
dt

(t) ∈ B(t, u(t))v(t) +G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ] ;

v(t) ∈ D(B(t, u(t))) ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ D(B(0, u0)),

où (A(t, x))(t,x), (B(t, x))(t,x) sont des familles d’opérateurs maximaux monotones dépen-
dant du temps et de l’état, et où F et G sont des multi-applications semi-continues supé-
rieurement à valeurs non vides, fermées et convexes. Notre théorème principal généralise
le résultat obtenu dans [20], qui concerne l’existence de solutions d’un couple d’inclusions
différentielles, la première régie par un op.m.m. dépendant du temps et de l’état et la
deuxième par le cône normal à des ensembles non vides, fermés et convexes dépendant du
temps et de l’état, avec des perturbations univoques.
La deuxième section contient une application à un problème de minimisation de l’inté-
grante ∫ t

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t)),
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où (uξ, vξ) est l’unique solution du problème contrôlé

−u̇(t) ∈ A(t, ξ(t))u(t) + f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ];

u(t) ∈ D(A(t, ξ(t))) ∀t ∈ [0, T ];

−v̇(t) ∈ B(t, ξ(t))v(t) + g(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ [0, T ] ;

v(t) ∈ D(B(t, ξ(t))) ∀t ∈ [0, T ];

u(0) = u0 ∈ D(A(0, v0)), v(0) = v0 ∈ D(B(0, u0)),

et ξ(·) est la fonction de contrôle qui appartient à un ensemble bien approprié que nous
définissons plus tard.
La troisième section est consacrée à une application à un problème de Skorohod par
rapport à un système dynamique de deux inclusions différentielles, toutes deux régies par
des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de l’état, se présentant sous
la forme suivante :

X(t) =

∫ t

0

K(s,X(s))ds+ Y (t) ∀t ∈ [0, T ]

Y (t) ∈ D(A(t, Z(t))) ∀t ∈ [0, T ]

−dY
dt

(t) ∈ A(t, Z(t))Y (t) +

∫ t

0

K(s,X(s))ds p.p. t ∈ [0, T ]

−dZ
dt

(t) ∈ B(t, Y (t))Z(t) + g(t, Y (t), Z(t)) p.p. t ∈ [0, T ]

Z(t) ∈ D(B(t, Y (t))) ∀t ∈ [0, T ]

X(0) = Y (0) = d0 ∈ D(A(0, k0))

Z(0) = k0 ∈ D(B(0, d0)).

Le troisième chapitre se compose de deux sections. Dans la première, on s’intéresse à
l’étude de la condition nécessaire et suffisante pour l’invariance faible d’un ensemble fermé
S ⊂ Rd, par rapport à l’inclusion différentielle suivante :

−du
dt

(t) ∈ A(t)u(t) +G(t, u(t)) p.p.t ∈ [0, T ]

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ [0, T ]

u(0) = u0.

(4)

Alors que l’objectif principal de la deuxième section est l’établissement de la condition
nécessaire et suffisante pour l’invariance forte de S, toujours par rapport au problème (4).

Les résultats du chapitre 2 on fait l’objet d’une publication dans une revue spécialisée
(voir [41]).
Ceux du chapitre 3 on fait l’objet d’une publication, aussi dans une revue spécialisée (voir
[16]).
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Notations

Nous adopterons les notations suivantes, tout au long du manuscrit.

R La droite achevée, i.e., R = [−∞,+∞].

H Un espace de Hilbert réel séparable.
〈·, ·〉 Le produit scalaire de H .
‖ · ‖H La norme de H , s’il n’y a pas ambiguïté elle sera notée par ‖ · ‖.
IH Opérateur identité de H .

2H La famille de tous les sous-ensembles de H .

BH La boule unité fermée de H .

BH (x, r) La boule fermée de H de centre x et de rayon r > 0.

BH (x, r) La boule ouverte de H de centre x et de rayon r > 0.

Si f : H −→ R, on note par dom(f) l’ensemble :

dom(f) =
{
x ∈ H : f(x) < +∞

}
.

F r(C) La frontière de l’ensemble C ⊂ H.
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Notations

C L’adhérence de C.
int(C) L’intérieur de C.
co(C) L’enveloppe convexe de C.
co(C) L’enveloppe convexe fermée de C.
Proj(·, C) ou bien ProjC(·) Projecteur sur le sous-ensemble non vide C de H .

Dans le cas où cet opérateur est univoque on le notera proj(·, C).
xn → x La suite (xn)n converge fortement vers x.
xn ⇀ x La suite (xn)n converge faiblement vers x.

Soient t, t0 ∈ R.
t ↓ t0 veut dire t→ t0 et t > t0.
t ↑ t0 veut dire t→ t0 et t < t0.

Soit T > 0, et soit I = [0, T ] un intervalle de R. On note par :
L(I) La tribu de Lebesgue sur I.
λ = dt La mesure de Lebesgue sur I.
B(H) La tribu de Borel sur H.
p.p L’abréviation de presque partout.
Lp(I,H ) L’espace des applications pième intégrables (1 ≤ p <∞) définies sur I

à valeurs dans H muni de la norme

‖f(·)‖Lp =

(∫ T

0

‖f(t)‖pdt
) 1

p

∀f ∈ Lp(I,H ).

L∞(I,H ) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I
à valeurs dans H, muni de la norme

‖f(·)‖L∞ = inf

{
c ≥ 0 : ‖f(x)‖ ≤ c p.p sur I

}
.

C(I,H ) L’espace de Banach des applications continues définies sur I
à valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme

‖u(·)‖C = sup
t∈I
‖u(t)‖.

u̇(t) =
du

dt
(t) La dérivée de l’application u au point t quand elle existe.

W1,p(I,H ) L’espace des applications u : I → H continues tel que u̇ ∈ Lp(I,H ).
Dans le cas où p = 1, W 1,1(I,H) est l’espace des applications
absolument continues.

1C(·) La fonction caractéristique du sous-ensemble C ⊂ H, définie par

1C(x) =

{
1 si x ∈ C,
0 si x 6∈ C.
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d(·, C) ou bien dC(·) La fonction distance à C, définie par :
d(x,C) = inf

y∈C
‖x− y‖.

δC(·) La fonction indicatrice de C, définie par :

δC(x) =

{
0 x ∈ C,

+∞ x 6∈ C.
δ∗(x′, C) La fonction d’appui de C, définie par

δ∗(x′, C) = sup
y∈C
〈x′, y〉 ∀x′ ∈ H.

Soient (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé, E ′ son dual topologique, on note par
σ(E,E ′) La topologie faible sur E.

Enfin, on note par :
F(X, Y ) L’espace de toutes les applications f : X −→ Y.

———————————————-
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Chapitre 1

Résultats Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats nécessaires à la bonne lecture du
manuscrit, et qui nous seront utiles dans les preuves des théorèmes étudiés à travers cette
thèse.

1.1 Continuité des applications

Les résultats de cette section sont pris des références [33] et [71].
Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques.

Définition 1.1.1 (Application continue)
On dit qu’une application f : (X, d)→ (Y, d′) est continue au point x0 ∈ X, si et seulement
si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ X : d(x, x0) < δ =⇒ d′
(
f(x), f(x0)

)
< ε.

f est continue sur X si et seulement si elle est continue en tout point x0 ∈ X.
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Définition 1.1.2
On dit que f est Lipschitzienne de rapport k > 0, si

d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) pour tous x, y ∈ X.

Définition 1.1.3
On dit que f est localement Lipschitzienne, de rapport k > 0, si pour tout x0 ∈ X, il
existe δ > 0 tel que

d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) ∀x, y ∈ B(x0, δ).

Théorème 1.1.4
Si f est une fonction réelle continue sur l’intervalle fermé borné [a, b], alors f est bornée
sur [a, b] et atteint ses bornes inférieure et supérieure sur [a, b].

Preuve
On montre qu’il existe M > 0 tel que |f(x)| ≤M ∀x ∈ [a, b]. Supposons le contraire, i.e.,
supposons l’existence d’une suite (xn)n ⊂ [a, b] tel que

lim
n→∞
|f(xn)| = +∞. (1.1)

Il est clair que (xn)n est bornée dans R, on peut alors lui extraire une sous suite (xφ(n))n

qui converge vers x ∈ [a, b]. Comme f est continue il s’en suit que

lim
n→∞
|f(xφ(n))| = |f(x)|. (1.2)

Sachant que si une suite réelle converge vers +∞, alors toutes ses sous suites extraites
convergent aussi vers +∞, on aboutit à une contradiction de (1.2) avec (1.1).
Par conséquent, f est bornée et donc sup

x∈[a,b]

f(x) et inf
x∈[a,b]

f(x) sont bien définis.

Par définition de la borne supérieure, on a

∀n ∈ N,∃xn ∈ [a, b] avec lim
n→∞

f(xn) = sup
x∈[a,b]

f(x).

Alors, on peut extraire de (xn)n une sous suite (xφ(n))n qui converge vers un élément
x ∈ [a, b], donc par continuité de f , on obtient

f(x) = f( lim
n→∞

xφ(n)) = lim
n→∞

f(xφ(n)) = lim
n→∞

f(xn) = sup
x∈[a,b]

f(x).

De la même manière, on montre le cas de la borne inférieure. �
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Définition 1.1.5
Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et soient X, Y deux espaces topologiques et

f : Ω×X −→ Y

(t, x) 7−→ f(t, x).

On dit que f est une application de Carathéodory si, et seulement si, pour tout t ∈ Ω fixé,
l’application

ft : X −→ Y

x 7−→ ft(x) = f(t, x)

est continue sur X, et pour tout x ∈ X fixé, l’application

fx : Ω −→ Y

t 7−→ fx(t) = f(t, x)

est mesurable sur Ω.

Soit X un espace vectoriel topologique.

Définition 1.1.6 (Semicontinuité inférieure)
Une fonction f : X −→ R est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X
si, et seulement si, pour tout λ ∈ R tel que λ < f(x0), il existe un voisinage Vx0 de x0 tel
que λ < f(x), pour tout x ∈ Vx0.
f est s.c.i sur X si, et seulement si, f est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.1.7 (Semicontinuité supérieure)
On dit qu’une fonction f : X −→ R est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point
x0 ∈ X si, et seulement si, pour tout λ ∈ R tel que λ > f(x0), il existe un voisinage Vx0
de x0 tel que λ > f(x), pour tout x ∈ Vx0.
f est s.c.s sur X si et seulement si f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.1.8
f est continue au point x0 ∈ X si, et seulement si, f est s.c.s et s.c.i au point x0.

Définition 1.1.9
Soit (an)n une suite de R. Alors, la limite supérieure de la suite (an)n, notée lim sup

n→∞
an,

est définie par :
lim sup
n→∞

an = inf
n∈N

(sup
k≥n

ak).

Similairement, la limite inférieure de la suite (an)n, notée lim inf
n→∞

an, est définie par :

lim inf
n→∞

an = sup
n∈N

(inf
k≥n

ak).
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Proposition 1.1.10
Si l = lim inf

n→∞
an. Alors, il existe une sous suite extraite de (an)n, notée (aφ(n))n, tel que

lim
n→∞

aφ(n) = l.

Définition 1.1.11
Soit f : X → R et x0 ∈ X. Alors, on a

(i) lim sup
x→x0

f(x) = inf
U∈V (x0)

(sup
x∈U

f(x)).

(ii) lim inf
x→x0

f(x) = sup
U∈V (x0)

( inf
x∈U

f(x)).

Ici V (x0) désigne l’ensemble des voisinages du point x0.

Proposition 1.1.12
Soit f : X → R et x0 ∈ X. Alors

(i) f est s.c.i au point x0 si, et seulement si, lim inf
x→x0

f(x) ≥ f(x0),

(ii) f est s.c.s au point x0 si, et seulement si, lim sup
x→x0

f(x) ≤ f(x0).

Considérons dans la suite un espace vectoriel normé (E, ‖ · ‖E) .

Définition 1.1.13 (Application absolument continue)
Soit [a, b] un intervalle de R. Une application f : [a, b] −→ E est dite absolument continue
si, et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable
de l’intervalle [a, b] par des intervalles disjoints ]ak, bk[ vérifiant∑

k

(bk − ak) < δ on a
∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖E < ε.

Théorème 1.1.14
Soit [a, b] un intervalle de R. Une application f : [a, b] −→ E. Si E est réflexif, alors f est
absolument continue si, et seulement si, il existe une application intégrable v : [a, b] −→ E

tel que pour tout t ∈ [a, b]

f(t)− f(a) =

∫ t

a

v(s)ds.

Dans ce cas, f est dérivable presque partout et sa dérivée ḟ = v p.p.

Remarque 1.1.15
Toute application absolument continue est continue, par contre la réciproque est fausse.

Théorème 1.1.16 (Théorème de différentiation de Lebesgue)
Pour toute fonction f Lebesgue-intégrable sur R, on a pour presque tout x ∈ R

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(τ)dτ = f(x).
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Définition 1.1.17 (Équi-continuité)

Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques.
Un sous-ensemble K de F(X, Y ) est dit équi-continu au point x ∈ X si :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x′ ∈ X, ∀f ∈ K : d(x, x′) ≤ η =⇒ d′(f(x), f(x′)) ≤ ε.

• K est dit équi-continu sur X s’il est équi-continu en tout point x ∈ X.

1.2 Quelques éléments d’analyse convexe

Pour les résultats de cette section on renvoie le lecteur à la référence [9].

Définition 1.2.1 (Ensemble convexe)
Soient E un espace vectoriel, S un sous-ensemble de E. On dit que S est convexe si, et
seulement si, pour tous u, v ∈ S, α ∈ [0, 1] :

αu+ (1− α)v ∈ S.

Autrement dit, pour tous u, v ∈ S, le segment de droite

[u, v] =

{
αu+ (1− α)v : α ∈ [0, 1]

}
⊂ S.

Définition 1.2.2 (Simplexe)
On appelle simplexe de Rn, l’ensemble ∆n défini par

∆n =

{
(α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn : αi ≥ 0, ∀i = 1, ..., n et

n∑
i=1

αi = 1

}
.

Définition 1.2.3
Soit E un espace vectoriel et soient x1, x2, . . . , xn ∈ E. On appelle combinaison convexe

des éléments x1, x2, . . . , xn tout élément x =
n∑
i=1

αixi tel que (α1, α2, . . . , αn) ∈ ∆n.

Définition 1.2.4 (Enveloppe convexe)
Soit E un espace vectoriel et soit S un sous-ensemble de E. On appelle enveloppe convexe
de S qu’on note co(S), l’intersection de tous les sous-ensembles convexes de E qui contiennent
S. (co(S) est le plus petit convexe de E qui contient S.)
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Définition 1.2.5 (Enveloppe convexe fermé)
Soit E un espace vectoriel topologique et soit S un sous-ensemble de E. On appelle en-
veloppe convexe fermée de S qu’on note co(S), l’intersection de tous les sous-ensembles
convexes fermés de E qui contiennent S. (co(S) est le plus petit convexe fermé de E qui
contient S.)

Définition 1.2.6
Soit E un espace vectoriel et soit f : E → R. On dit que f est propre si f : E →]−∞,+∞]

et f 6≡ +∞, i.e., il existe x0 ∈ E, tel que f(x0) 6= +∞, c’est-à-dire dom(f) 6= ∅.

Définition 1.2.7
Soit E un espace vectoriel et soit f : E −→ R. On dit que f est convexe si, et seulement
si, pour tous x, y ∈ dom(f), α ∈ [0, 1], on a

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

Théorème 1.2.8
Soit E un espace vectoriel normé et soit M un sous-ensemble convexe fermé non vide de
E et x /∈ M . Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement M et x, i.e., il
existe x′ ∈ E ′, x′ 6≡ 0 et α ∈ R tel que

〈x′, x〉 ≤ α < 〈x′, y〉, ∀y ∈M.

Théorème 1.2.9
Soit E un espace vectoriel normé et E ′ son dual topologique. Alors, pour tout ensemble
non vide S ⊂ E

co(S) =

{
x ∈ E : 〈x′, x〉 ≤ δ∗(x′, S) ∀x′ ∈ E ′

}
.

Lemme 1.2.10 [42]
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré fini, X un espace de Banach et f : Ω→ X une application
intégrable au sens de Bochner. Alors, pour tout E ∈ Σ avec µ(E) > 0, on a

1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x) ∈ co(f(E)).

preuve

Supposons le contraire, i.e.,
1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x) /∈ co(f(E)). Alors, par application du

Théorème 1.2.8, il existe x′ ∈ E ′, x′ 6≡ 0 et α ∈ R tel que

〈x′, 1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x)〉 ≤ α < 〈x′, y〉 ∀y ∈ co(f(E))
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en particulier pour y ∈ f(E), on obtient

〈x′, 1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x)〉 ≤ α < 〈x′, f(u)〉 ∀u ∈ E

donc, en intégrant sur E∫
E

〈x′, 1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x)〉dµ(u) ≤ αµ(E) <

∫
E

〈x′, f(u)〉dµ(u)

ce qui implique que

〈x′, 1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x)〉
∫
E

dµ(u) ≤ αµ(E) <

∫
E

〈x′, f(u)〉dµ(u)

par conséquent

〈x′, 1

µ(E)

∫
E

f(x)dµ(x)〉µ(E) ≤ αµ(E) <

∫
E

〈x′, f(u)〉dµ(u)

d’où
〈x′,

∫
E

f(x)dµ(x)〉 ≤ αµ(E) <

∫
E

〈x′, f(u)〉dµ(u).

Ce qui est absurde. �

1.3 Topologie faible

Pour cette section on fait référence à [25].

Soit (E, ‖ · ‖E) un espace vectoriel normé réel. On note E ′ son dual topologique, c’est
à dire, l’espace des formes linéaires continues sur E, i.e.,

E ′ =
{
f : E → R : f linéaire continue

}
muni de la norme

‖f‖E′ = sup
x∈BE

|f(x)| = sup
x∈BE

|〈f, x〉|.

Ici 〈·, ·〉 note le crochet de dualité entre E et E ′. Dans le cas où E = H, 〈·, ·〉 coïncide
avec le produit scalaire de H.

Définition 1.3.1
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Soit f ∈ E ′ et soit

ϕf : E −→ R

x 7−→ ϕf (x) = f(x) =: 〈f, x〉.

La topologie faible sur E, notée σ(E,E ′), est la topologie la plus fine pour laquelle toutes
les applications ϕf (f ∈ E ′) sont continues.

Proposition 1.3.2

La topologie faible σ(E,E ′) est séparée.

Proposition 1.3.3

Soit (xn)n une suite de points de E. Alors

1. (xn)n converge faiblement vers x (ou σ(E,E ′)) si, et seulement si, (〈f, xn〉)n converge
vers 〈f, x〉 pour tout f ∈ E ′.

2. Si (xn)nconverge faiblement vers x alors,
(
‖xn‖E

)
n
est bornée et nous avons

‖x‖E ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖E.

1.4 Quelques résultats de compacité

Pour plus de détails sur ces résultats, consulter les références [9], [25], [55] et [71].

Définition 1.4.1

Soit X un espace topologique séparé et S une partie de X. On dit que S est relativement
compacte si son adhérence dans X est compacte.

Théorème 1.4.2

Soit E un espace vectoriel normé. Alors,

(1) S est relativement compact si, et seulement si, de toute suite de ses points on peut
extraire une sous suite qui converge dans E.

(2) S est compact si, et seulement si, de toute suite de ses points on peut extraire une
sous suite qui converge dans S.

Définition 1.4.3 (Boule-compacité)
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble S de E est boule-compact si
son intersection avec toute boule fermée de E est compacte, et S est relativement boule-
compact si son intersection avec toute boule fermée de E est relativement compacte.
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Remarque 1.4.4

(1) Tout ensemble S boule-compact est fermé.
En effet, soit (xn)n une suite de S qui converge vers x. Elle est donc bornée, i.e., il
existe r > 0 tel que pour tout n ∈ N, xn ∈ S ∩ BH(0, r), qui est compact. On peut
alors extraire de (xn)n une sous suite (xnk

)k qui converge vers y ∈ S∩BH(0, r). Par
l’unicité de la limite nous déduisons que, y = x et donc x ∈ S.

(2) Si E = Rd, alors tout ensemble fermé S est boule-compact.
En effet, on sait que si E = Rd, B(x0, r) est compacte (x0 ∈ Rd, r > 0) et comme S
est fermé, nous déduisons que S∩B(x0, r) est compact et donc S est boule-compact.

Définition 1.4.5

Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est réflexif si J(E) = E ′′, c’est-à-dire J
est un isomorphisme de E dans E ′′ , avec

J : E → E ′′

x 7→ Jx

et

Jx : E ′ → R

f 7→ Jx(f) = 〈f, x〉.

Ici E ′′ est le bidual de E, i.e., le dual de E ′.

Exemples 1.4.6
1. Tout espace de Hilbert est réflexif.
2. Les espaces Lp(R) (1 < p < +∞) sont réflexifs.

Remarque 1.4.7
En général, si (Ω,Σ, µ) est un espace mesuré et si E est un espace de Banach, alors pour
1 < p <∞, Lp(Ω, E) est réflexif si, et seulement si, E est réflexif.

En effet, (Lp(Ω, E))′ = Lq(Ω, E ′), avec
1

p
+

1

q
= 1.

Donc,
(Lp(Ω, E))′′ = (Lq(Ω, E ′))′ = Lp(Ω, E ′′) = Lp(Ω, E).

Pour 1 ≤ p < +∞, (Lp(Ω, E))′ = Lq(Ω, E ′) et nous avons 〈f, g〉 =

∫
Ω

〈f(x), g(x)〉dµ(x),

qui est le produit de dualité entre Lp(Ω, E) et Lq(Ω, E ′).
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Théorème 1.4.8
Soit E un espace de Banach réflexif. Alors la boule unité fermée de E est faiblement
compacte (σ(E,E ′)-compacte). En particulier, si (xn)n ⊂ E est une suite bornée, on peut
lui extraire une sous suite qui converge faiblement, i.e., qui converge pour la topologie
σ(E,E ′).

Théorème 1.4.9 (Banach-Mazur)
Soit E un espace de Banach et soit (xn)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (zk)k telle que chaque zk est une combinaison convexe des
éléments xk, xk+1, . . ., i.e., zk ∈ co{xn : n ≥ k} et tel que (zk)k converge fortement vers
x.

Théorème 1.4.10 (Théorème d’Arzelà-Ascoli)

Soient (X, d) un espace métrique compact, (Y, d′) un espace métrique complet, et K un
sous-ensemble de C(X, Y ), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors K
est relativement compact si et seulement si K est équi-continu et K(x) est relativement
compact pour tout x ∈ X, avec

K(x) =
{
f(x) : f ∈ K

}
.

Définition 1.4.11
Soit K ⊂ L1(I,H). On dit que K est intégrablement borné si, il existe une fonction
positive γ ∈ L1(I,R) tel que

‖f(t)‖ ≤ γ(t) p.p. t ∈ I, pour tout f(·) ∈ K.

La proposition suivante est une conséquence du Théorème IV.2.1 et corollaire IV.2.1 dans
[42]

Proposition 1.4.12

Si K ⊂ L1(I,H) est intégrablement borné, alors K est relativement faiblement compact
dans L1(I,H), c’est-à-dire σ(L1(I,H), L∞(I,H))-relativement compact.

1.5 Quelques résulats de convergence

Consulter la référence [40] pour les résultats suivants.
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Théorème 1.5.1 (Théorème de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et H un espace de Hilbert, soit 1 ≤ p < ∞ et soit
(fn)n ⊂ Lp (Ω,H ). On suppose que

1. (fn)n converge µ−presque partout vers une fonction f sur Ω,

2. il existe une fonction positive g(·) ∈ Lp (Ω,R) telle que pour tout n ∈ N

|fn(t)| ≤ g(t) µ− p.p t ∈ Ω.

Alors, f(·) ∈ Lp (Ω,H ) et la suite (fn)n converge vers f dans Lp (Ω,H ).

Théorème 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue)
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré et soit 1 ≤ p < +∞. Si (fn)n converge vers f dans
Lp (Ω,H ), alors il existe (fnk

)k, une suite extraite de (fn)n, et une fonction positive g(·) ∈
Lp (Ω,R) tel que

1. fnk
−→ f µ− p.p,

2. pour tout k, ‖fnk
(t)‖ ≤ g(t) µ− p.p.

Théorème 1.5.3
Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré. Soient E,F deux espaces de Banach et Γ : E −→ F une
application linéaire continue. Si f : Ω −→ E est µ-intégrable alors, Γ(f) est µ-intégrable
et ∫

Ω

Γ(f(x))dµ(x) = Γ

(∫
Ω

f(x)dµ(x)

)
.

Définition 1.5.4 (Valeur d’adhérence)

Soit (X, d) un espace métrique et soit (xn)n une suite de X. On dit que x est une valeur
d’adhérence pour (xn)n si et seulement si

∀ε > 0,∃N0 ⊂ N, ∀n ∈ N0 : d(xn, x) < ε.

Théorème 1.5.5

Soit (xn)n une suite d’éléments de X. Posons

Sn =
{
xk : k ≥ n

}
=
{
xn, xn+1, . . .

}
.

Soit S l’ensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (xn)n. Alors S =
⋂
n∈N

Sn, et donc S

est fermé.

Proposition 1.5.6

Soit (xn)n une suite d’éléments de X. Si (xn)n converge vers x, alors x est une valeur
d’adhérence pour (xn)n.
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1.6 Projection

Pour plus de détails, consulter la référence [25].

Définition 1.6.1

Soit S un sous-ensemble non vide de H et x ∈ H. On définit Proj(x, S) la projection de
x sur S (qui peut être vide) comme l’ensemble de tous les éléments y ∈ S dont la distance
à x est minimale, c’est à dire,

Proj(x, S) =

{
y ∈ S : ‖x− y‖ = d(x, S)

}
.

Remarque 1.6.2
Si x ∈ S, alors proj(x, S) = x et d(x, S) = 0. En général d(x, S) = 0⇐⇒ x ∈ S.

Théorème 1.6.3 (Projection sur un ensemble convexe fermé)

Soit S un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x ∈ H, il existe
un unique élément x ∈ S tel que

‖x− x‖ = inf
z∈S
‖x− z‖ = d(x, S).

De plus, x est caractérisé par la propriété{
x ∈ S,
〈x− x, z − x〉 ≤ 0, ∀z ∈ S.

Dans ce cas, on note x = proj(x, S).

Remarque 1.6.4 Si S est relativement boule-compact, alors Proj(x, S) 6= ∅, pour tout
x ∈ H.
En effet, si x ∈ S, proj(x, S) = x. Maintenant si x 6∈ S, on a d(x, S) = inf

z∈S
‖x − z‖ > 0

(car S est fermé).
D’après la caractérisation de la borne inférieure, on obtient

∀ε > 0,∃zε ∈ S, d(x, S) ≤ ‖x− zε‖ < d(x, S) + ε

pour ε =
1

k
(k ∈ N∗), on trouve

∀k > 0,∃zk ∈ S, d(x, S) ≤ ‖x− zk‖ < d(x, S) +
1

k
. (1.3)
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Donc

‖zk‖ < ‖x‖+ d(x, S) +
1

k

< ‖x‖+ d(x, S) + 1 =: M,

c’est à dire, (zk)k ⊂ S ∩MBH . Cet ensemble est relativement compact, donc d’après la
propriété (2) du Théorème 1.4.2, il existe une sous suite (zϕ(k))k tel que zϕ(k) −→ z lorsque
k −→∞. Par la relation (1.3), on a

d(x, S) ≤ lim
k−→∞

‖x− zϕ(k)‖ ≤ d(x, S),

et donc
‖x− z‖ = d(x, S), i.e., z ∈ Proj(x, S),

et par suite Proj(x, S) 6= ∅. �

Remarque 1.6.5
Par la deuxième partie de la Remarque 1.4.4, on voit bien que si S ⊂ Rd est fermé, alors
Proj(x, S) 6= ∅ pour tout x ∈ Rd.

Proposition 1.6.6
Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H, v ∈ H et x ∈ S. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. x ∈ Proj(v, S)

2. 〈v − x, x′ − x〉 ≤ 1

2
‖x′ − x‖2, ∀x′ ∈ S.
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Preuve

x ∈ Proj(v, S)⇐⇒ ‖v − x‖ = d(v, S)

⇐⇒ ‖v − x‖ ≤ ‖v − x′‖ ∀x′ ∈ S
⇐⇒ ‖v − x‖2 ≤ ‖v − x′‖2 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 〈v − x, v − x〉+ 〈v − x, x′ − v〉 ≤ 〈v − x′, v − x′〉+ 〈v − x, x′ − v〉 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 〈v − x, v − x〉+ 〈v − x, x′ − v〉 ≤ 〈v − x′, v − x′〉 − 〈v − x, v − x′〉 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 〈v − x, x′ − x〉 ≤ 〈v − x′, x− x′〉 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 〈v − x, x′ − x〉 ≤ 〈x′ − v, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 〈v, x′ − x〉 − 〈x, x′ − x〉 ≤ 〈x′, x′ − x〉 − 〈v, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S
⇐⇒ 2〈v, x′ − x〉 − 〈x, x′ − x〉 ≤ 〈x′, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S

⇐⇒ 〈v, x′ − x〉 − 1

2
〈x, x′ − x〉 ≤ 1

2
〈x′, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S

⇐⇒ 〈v, x′ − x〉 − 1

2
〈x, x′ − x〉 − 1

2
〈x, x′ − x〉 ≤ 1

2
〈x′, x′ − x〉 − 1

2
〈x, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S

⇐⇒ 〈v, x′ − x〉 − 〈x, x′ − x〉 ≤ 1

2
〈x′ − x, x′ − x〉 ∀x′ ∈ S

⇐⇒ 〈v − x, x′ − x〉 ≤ 1

2
‖x′ − x‖2 ∀x′ ∈ S.

�

1.7 Généralités sur les multi-applications

Cette section est consacrée à l’introduction d’une classe d’applications à valeurs ensem-
blistes. Elle joue un rôle important dans notre étude. Pour en plus de détails, on renvoie
le lecteur aux références [9], [30] et [55].

Définition 1.7.1
Soient X, Y deux ensembles, F : X ⇒ Y une application multivoque, c’est à dire une
application de X à valeurs dans 2Y .

1. On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(F ), le sous ensemble de X défini
par

D(F ) =

{
x ∈ X : F (x) 6= ∅

}
.

2. On appelle image de F , qu’on note R(F ), le sous-ensemble de Y défini par

R(F ) =

{
y ∈ Y : ∃x ∈ D(F ), y ∈ F (x)

}
=

⋃
x∈D(F )

F (x).
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Si M est un sous-ensemble de X, alors F (M) =
⋃
x∈M

F (x). Il est clair que R(F ) =

F (X).

3. On appelle graphe de F , qu’on note Gr(F ), le sous-ensemble de X × Y défini par

Gr(F ) =

{
(x, y) ∈ D(F )× Y : y ∈ F (x)

}
.

4. Considérons la multi-application inverse F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y)⇐⇒ y ∈ F (x).

On a
(F−1)−1 = F, D(F−1) = R(F ) et R(F−1) = D(F ).

5. On appelle image réciproque large de V , qu’on note par F−1(V ), le sous-ensemble
de X défini par

F−1(V ) =

{
x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅

}
.

6. On appelle image réciproque étroite de V , qu’on note par F−1
+ (V ), le sous-

ensemble de X défini par

F−1
+ (V ) =

{
x ∈ X : F (x) ⊂ V

}
.

1.7.1 Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.7.2

Soient M1,M2 deux sous-ensembles de X, l’écart entre M1 et M2 est défini par

e(M1,M2) = sup
a∈M1

d(a,M2),

et la distance de Hausdorff entre M1 et M2 est définie par

dH(M1,M2) = sup
(
e(M1,M2), e(M2,M1)

)
.

Proposition 1.7.3 (Propriétés élémentaires)

Soient M1,M2,M3 des sous-ensembles de X. Nous avons les propriétés suivantes

1. dH(M1,M2) = 0⇐⇒M1 = M2,
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2. dH(M1,M2) ≤ dH(M1,M3) + dH(M3,M2),

3. |d(x,M1)− d(x,M2)| ≤ dH(M1,M2),∀x ∈ X.

Proposition 1.7.4
Soit Pf (X) la famille de tous les sous-ensembles fermés de X, i.e., Pf (X) = {M ⊂ X :

M fermé}. Alors,
(
Pf (X), dH

)
est un espace métrique.

Définition 1.7.5
Soit M ∈ Pf (X). On définit la boule de centre M et de rayon r > 0 par :

B(M, r) = {x ∈ X : d(x,M) < r}.

1.7.2 Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris de la référence [30].

Définition 1.7.6
Soient X, Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une multi-application.

1. On dit que F est s.c.s au point x0 ∈ X si, et seulement si, pour tout ouvert U de
Y contenant F (x0) (F (x0) ⊂ U) il existe un voisinage V de x0 tel que F (V ) ⊂ U ,
i.e., F (z) ⊂ U, ∀z ∈ V .

2. Si F est s.c.s en tout point x de X, on dit que F est s.c.s sur X ou tout simplement
s.c.s.

Proposition 1.7.7

Soient X, Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y . Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. F est s.c.s sur X.

2. F−1
+ (W ) est un ouvert de X pour tout ouvert W de Y .

3. F−1(U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y .

Exemple.
Soit F une multi-application définie comme suit :

F : [0, 1] ⇒ R

t 7−→ F (t) =


{1} si t ∈ [0,

1

2
[

{0, 1} si t =
1

2

{0} si t ∈]
1

2
, 1].
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On va montrer que F est s.c.s sur [0, 1].
Par la Proposition 1.7.7, la multi-application F est s.c.s sur [0, 1] si, et seulement si, pour
tout ouvert V de R, F−1

+ (V ) est un ouvert de [0, 1].
On a

F−1
+ (V ) = {t ∈ [0, 1] : F (t) ⊂ V }

alors

F−1
+ (V ) =

{
t ∈ [0,

1

2
[: {1} ⊂ V

}
∪
{
t =

1

2
: {0, 1} ⊂ V

}
∪
{
t ∈]

1

2
, 1] : {0} ⊂ V

}
.

Si {0, 1} ⊂ V , alors F−1
+ (V ) = [0,

1

2
[∪{1

2
}∪]

1

2
, 1] = [0, 1] qui est un ouvert de [0, 1].

Si 0 ∈ V et 1 /∈ V , alors F−1
+ (V ) =]

1

2
, 1] qui est un ouvert de [0, 1].

Si 0 /∈ V et 1 ∈ V , alors F−1
+ (V ) = [0,

1

2
[ qui est un ouvert de [0, 1].

Si 0 /∈ V et 1 /∈ V alors F−1
+ (V ) = ∅ qui ouvert de [0, 1].

Par conséquent, F est s.c.s sur [0, 1]. �

Définition 1.7.8
Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et soit F : X ⇒ Y une multi-application à
valeurs non vides. On dit que F est H.s.c.s (s.c.s par rapport à la distance de Hausdorff)
au point x0 si, et seulement si,

∀ε > 0,∃δ > 0, F (B(x0, δ)) ⊂ B(F (x0), ε).

Proposition 1.7.9
Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et soit F : X ⇒ Y une multi-application à
valeurs non vides. Si F est s.c.s au point x0, alors F est H.s.c.s au point x0.
Si de plus F (x0) est compact, alors les deux notions sont équivalentes.

Théorème 1.7.10
Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides fermées. Si F est s.c.s alors
son graphe est fermé.

Théorème 1.7.11
Soit F : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides et supposons que Y est compact.
Si Gr(F ) est fermé, alors F est s.c.s

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Se référer à [30] pour les détails sur cette section.
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Définition 1.7.12

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, X un espace métrique et F : Ω ⇒ X. On dit que F
est Σ-mesurable où simplement mesurable (s’il n’y-a pas d’ambiguïté), si pour tout ouvert
V de X

F−1(V ) ∈ Σ.

Théorème 1.7.13
Soient (Ω,Σ, µ) un espace mesuré avec Σ une tribu µ−complète, E un espace de Banach
séparable, f : Ω −→ E une application Σ−mesurable et Γ : Ω ⇒ E une multi-application
Σ−mesurable à valeurs non vides fermées. Alors la multi-application G : Ω ⇒ E, définie
pour tout t ∈ Ω, par

G(t) = Proj
(
f(t),Γ(t)

)
=
{
x ∈ Γ(t) : ‖f(t)− x‖ = d(f(t),Γ(t))

}
est Σ−mesurable (où probablement à valeurs vides).

Définition 1.7.14
Soit (Ω,Σ) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit F : Ω ⇒ E

une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout x′ ∈ E ′,
l’application t 7→ δ∗(x′, F (t)) est mesurable.

Proposition 1.7.15
Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F : Ω ⇒ E est
une multi-application à valeurs non vides convexes faiblement compactes. Alors, F (·) est
mesurable si, et seulement si, elle est scalairement mesurable.

Définition 1.7.16
Soient X, Y deux ensembles non vides et soit F : X ⇒ Y une multi-application. On
appelle sélection de F , toute application f : X → Y tel que

f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ X.

Si (Ω,Σ) est un espace mesurable et F : Ω ⇒ Y , on note par SF l’ensemble de toutes les
sélections mesurables de F , i.e.,

SF =
{
f : Ω→ Y : f mesurable et f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ Ω

}
.

Théorème 1.7.17

Soient (Ω,Σ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soit F : Ω×E ⇒ E

une multi-application mesurable et u : Ω→ E une application mesurable. Alors la multi-
application t 7→ F (t, u(t)) est mesurable.
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1.8 Notions d’opérateurs maximaux monotones.

Les problèmes considérés dans notre contribution à travers cette thèse sont des pro-
blèmes d’évolution régis par des ops.m.m dans un espace de Hilbert. Ces derniers se
caractérisent par des propriétés importantes et nécessaires à notre étude. Nous introdui-
sons dans cette section leur définition et les propriétés qui nous seront utiles par la suite.
Pour plus de détails on peut se référer à [17], [18], [26] et [76].

Définition 1.8.1
Soit A : H ⇒ H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,
avec D(A), R(A) et Gr(A) son domaine, rang et graphe, respectivement.

• L’ensemble des opérateurs est ordonné par l’inclusion des graphes, i.e., si A : D(A) ⇒

H et B : D(B) ⇒ H sont deux opérateurs, alors

A ⊂ B ⇐⇒ Gr(A) ⊂ Gr(B).

Dans la suite, la notation A : D(A) ⊂ H ⇒ H sera souvent remplacée par : A est un
opérateur de H, ou bien A : D(A)→ 2H .

1.8.1 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hil-
bert

Définition 1.8.2
Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous (x1, y1), (x2, y2) ∈ Gr(A), on a〈

y1 − y2, x1 − x2

〉
≥ 0.

Exemple 1.8.3
Soit A un opérateur monotone de H alors, A−1, αA (α ≥ 0) sont aussi des opérateurs
monotones.

Définition 1.8.4
Soit A un opérateur de H. On dit que A est une contraction si pour tous (x, x′), (y, y′) ∈
Gr(A), on a

‖y − y′‖ ≤ ‖x− x′‖.
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Définition 1.8.5
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les
opérateurs monotones, i.e., pour tout opérateur monotone B de H tel que A ⊂ B alors
B = A.

La proposition suivante est une caractérisation d’un opérateur maximal monotone.

Proposition 1.8.6
Un opérateur monotone A de H est dit maximal si, et seulement si, pour tout (x, y) ∈
H × H 〈

y − y0, x− x0

〉
≥ 0 ∀(x0, y0) ∈ Gr(A) =⇒ (x, y) ∈ Gr(A). (1.4)

Proposition 1.8.7
Soit A un opérateur de H . Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. A est maximal monotone.

2. A est monotone et R(IH + A) = H (Théorème de Minty).

3. Pour tout λ > 0, (IH + λA)−1 est une contraction définie sur H .

Proposition 1.8.8
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors

i) Gr(A) est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans H × H , i.e.,

∀ (xn, yn)n ⊂ Gr(A) tel que xn −→ x et yn ⇀ y, alors (x, y) ∈ Gr(A).

ii) A−1 est maximal monotone.

iii) Pour tout x ∈ D(A), Ax est un sous-ensemble fermé convexe de H .

iv) D(A) est un sous-ensemble convexe de H.

Remarque 1.8.9
D’après la propriété (iii) de la Proposition 1.8.8 et le Théorème 1.6.3, pour tout x ∈ D(A)

il existe un unique élément x ∈ Ax tel que

x = proj(0, Ax), i.e., ‖x‖ = inf
y∈Ax
‖y‖ = d(0, Ax).

Dans toute la suite, cet élément sera noté, A0(x), i.e., A0(x) est l’élément de norme
minimale de Ax.

Théorème 1.8.10
Soit A : D(A) ⊂ H ⇒ H et B : D(B) ⊂ H ⇒ H deux opérateurs maximaux monotones
tel que l’une des propriétés suivantes soit vérifiée :
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• D(B) = H

• D(A) ∩ int(D(B)) 6= ∅.
• 0 ∈ int(D(A)−D(B)).

Alors, A+B est maximal monotone.

Définition 1.8.11
Soit A un opérateur maximal monotone de H . On appelle section principale de A, tout
opérateur univoque A′ ⊂ A avec D(A) = D(A′) et tel que pour tout (x, y) ∈ D(A) × H ,
l’inégalité 〈

A′(ξ)− y, ξ − x
〉
≥ 0 ∀ξ ∈ D(A)

implique que x ∈ D(A) et y ∈ Ax, i.e., (x, y) ∈ Gr(A).

Définition 1.8.12
Soit A : H → H un opérateur linéaire borné. A est semi-défini positif si :

〈x,Ax〉 ≥ 0 ∀x ∈ H.

Voici quelques exemples d’ops.m.m. (voir [18], [58]).

Exemple 1.8.13
Soit A : H → H un opérateur univoque monotone et continu. Alors, A est maximal
monotone.

Pour voir ceci, nous allons utiliser la Proposition 1.8.6.
En effet, soit (x1, u1) ∈ H ×H. Supposons que pour tout x2 ∈ H,

〈x1 − x2, u1 − Ax2〉 ≥ 0.

En particulier pour
xα2 = x1 + α(u1 − Ax1), α > 0 (1.5)

on obtient
〈x1 − xα2 , u1 − Axα2 〉 ≥ 0.

Alors,
〈u1 − Ax1, u1 − Axα2 〉 = −α−1〈x1 − xα2 , u1 − Axα2 〉 ≤ 0.

i.e.,
〈u1 − Ax1, u1 − Axα2 〉 ≤ 0. (1.6)

Passant à la limite lorsque α→ 0 dans (1.5), on aura xα2 → x1 et par la continuité de A,
il vient que Axα2 → Ax1 et donc par (1.6), ‖u1 − Ax1‖2 ≤ 0.
D’où, u1 = Ax1, i.e., (x1, u1) ∈ Gr(A). D’où A est m.m. �

Suite à cet exemple on voit bien que, si A : H → H est un opérateur linéaire borné et
semi-défini positif, alors A est maximal monotone.
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Exemple 1.8.14
Soit D une matrice semi-définie positive de Rd. Soit g : I × Rd → Rd une application
donnée.
Pour tout (t, x) ∈ I × Rd, considérons l’opérateur multivoque, At,x, défini comme suit :
pour t ∈ I, Ct : Rd ⇒ Rd un op.m.m., et pour tout (t, x) ∈ I × Rd, soit

Bt,x : Rd ⇒ Rd

y 7−→ Bt,x(y) = Ct(y + g(t, x))

et

At,x : Rd ⇒ Rd

y 7−→ At,x(y) = (B−1
t,x +D)(y).

Alors, At,x est un op.m.m.
Montrons d’abord que Bt,x est un opérateur maximal monotone.
Monotonie
Soient yi ∈ Rd, y∗i ∈ Bt,x(yi) = Ct(yi + g(t, x)), i = 1, 2. Alors, par la monotonie de Ct on
obtient,

〈y∗1 − y∗2, y1 − y2〉 = 〈y∗1 − y∗2, y1 + g(t, x)− y2 − g(t, x)〉 ≥ 0.

D’où la monotonie de Bt,x.
Maximalité
En utilisant ii) de la Proposition 1.8.8, pour monter que Bt,x est maximal, il suffit de
monter que B−1

t,x est maximal. Pour cela on va utiliser la Proposition 1.8.6.
Soit (y∗, y) ∈ Rd × Rd et supposons que

〈y∗ − z∗, y − z〉 ≥ 0, pour tout (z∗, z) ∈ Gr(B−1
t,x ) (1.7)

i.e.,
z ∈ B−1

t,x (z∗) = C−1
t (z∗)− g(t, x).

On veut montrer que y ∈ B−1
t,x (y∗). En effet, par la relation (1.7)

〈y∗ − z∗, y + g(t, x)− z − g(t, x)〉 ≥ 0.

D’autre part,
z ∈ C−1

t (z∗)− g(t, x)⇔ z + g(t, x) ∈ C−1
t (z∗).

Comme C−1
t est maximal monotone, on aura y + g(t, x) ∈ C−1

t (y∗), ce qui est équivalent
à y ∈ B−1

t,x (y∗). Par conséquent, B−1
t,x est maximal monotone et donc Bt,x l’est aussi. De

l’exemple 1.8.13, la matrice semi-définie positive D est maximale monotone. Par appli-
cation du Théorème 1.8.10, il en résulte que At,x = (B−1

t,x +D) est un opérateur maximal
monotone. �
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Un troisième exemple pour montrer qu’un opérateur monotone n’est pas maximal.

Exemple 1.8.15
Posons :

R2
+ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0},

et
R2
− = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ≤ 0 et x2 ≤ 0}.

On a aussi pour tout X = (x1, x2), Y = (y1, y2) ∈ R2

〈X, Y 〉 = 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 〈x1, y1〉+ 〈x2, y2〉 = x1y1 + x2y2.

Soit A1 : D(A1) ⊂ R2 ⇒ R2 défini par D(A1) = R2
− ∪ R2

+ et pour tout X ∈ D(A1)

A1(X) =

{Y ∈ R2 : Y ∈ R2
+ et 〈Y,X〉 = 0}, si X ∈ R2

−

{Y ∈ R2 : Y ∈ R2
− et 〈Y,X〉 = 0}, si X ∈ R2

+

et soit A2 : D(A2) ⊂ R2 ⇒ R2 défini par D(A2) = R2
− et pour tout X ∈ D(A2)

A2(X) =
{
Y ∈ R2 : Y ∈ R2

+ et 〈Y,X〉 = 0}, si X ∈ R2
−.

Montrons la monotonie de l’opérateur A1.
Soient X1, X2 ∈ R2

− ∪ R2
+ et Y1 ∈ A1(X1), Y2 ∈ A1(X2). Si X1, X2 ∈ R2

−, on a

Y1 ∈ A1(X1)⇐⇒ Y1 ∈ R2
+ et 〈Y1, X1〉 = 0

et
Y2 ∈ A1(X2)⇐⇒ Y2 ∈ R2

+ et 〈Y2, X2〉 = 0.

Par conséquent ,

〈Y1 − Y2, X1 −X2〉 = 〈Y1, X1〉 − 〈Y1, X2〉 − 〈Y2, X1〉+ 〈Y2, X2〉 ≥ 0.

Si X1, X2 ∈ R2
+, on a

Y1 ∈ A1(X1)⇐⇒ Y1 ∈ R2
− et 〈Y1, X1〉 = 0

et
Y2 ∈ A1(X2)⇐⇒ Y2 ∈ R2

− et 〈Y2, X2〉 = 0.

Par conséquent,

〈Y1 − Y2, X1 −X2〉 = 〈Y1, X1〉 − 〈Y1, X2〉 − 〈Y2, X1〉+ 〈Y2, X2〉 ≥ 0.
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D’où la monotonie de A1.
Si X1 ∈ R2

− et X2 ∈ R2
+, on a

〈Y1 − Y2, X1 −X2〉 = 0.

Montrons maintenant la monotonie de l’opérateur A2.
Soit X1, X2 ∈ R2

− et Y1 ∈ A2(X1), Y2 ∈ A2(X2) alors,

Y1 ∈ A2(X1)⇐⇒ Y1 ∈ R2
+ et 〈Y1, X1〉 = 0

et
Y2 ∈ A2(X2)⇐⇒ Y2 ∈ R2

+ et 〈Y2, X2〉 = 0.

Par conséquent

〈Y1 − Y2, X1 −X2〉 = 〈Y1, X1〉 − 〈Y1, X2〉 − 〈Y2, X1〉+ 〈Y2, X2〉 ≥ 0.

Montrons que l’opérateur A2 n’est pas maximal.
Comme A1 et A2 sont deux opérateurs monotones, pour montrer que A2 n’est pas maximal
on va de montrer que Gr(A2) ⊂ Gr(A1).

Gr(A1) = {(X, Y ) ∈ D(A1)× R2 : Y ∈ A1(X)}
= {(X, Y ) ∈ R2

− × R2 : Y ∈ R2
+ et 〈X, Y 〉 = 0}

∪ {(X, Y ) ∈ R2
+ × R2 : Y ∈ R2

− et 〈X, Y 〉 = 0}
= {(X, Y ) ∈ R2

− × R2
+ : 〈X, Y 〉 = 0} ∪ {(X, Y ) ∈ R2

+ × R2
− : 〈X, Y 〉 = 0}

= M1 ∪M2.

tel que

M1 =: {(X, Y ) ∈ R2
− × R2

+ : 〈X, Y 〉 = 0}.

et
M2 =: {(X, Y ) ∈ R2

+ × R2
− : 〈X, Y 〉 = 0}.

Remarquons que,

Gr(A2) = {(X, Y ) ∈ D(A2)× R2 : Y ∈ A2(X)}
= {(X, Y ) ∈ D(A2)× R2 : 〈X, Y 〉 = 0}
= {(X, Y ) ∈ R2

− × R2 : Y ∈ R2
+ et 〈X, Y 〉 = 0}

= {(X, Y ) ∈ R2
− × R2

+ : 〈X, Y 〉 = 0} = M1.

Il en résulte que Gr(A2) = M1 ⊂ Gr(A1) = M1∪M2. On conclut que l’opérateur monotone
A2 n’est pas maximal. �
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Proposition 1.8.16 ([73], Proposition 2.1) Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒

Rd un opérateur maximal monotone tel que, pour une certaine constante c > 0,
‖A0(t)x‖ ≤ c(1 + ‖x‖) pour t ∈ I, x ∈ D(A(t)). Alors, l’ensemble D(A(t)), t ∈ I est
fermé et convexe.

Preuve
Soit t ∈ I. Par iv) de la Proposition 1.8.8, on sait que D(A(t)) est convexe.
Soit u ∈ D(A(t)). Alors, il existe une suite (un)n ⊂ D(A(t)) qui converge vers u dans H,
et donc elle est bornée. De plus, par hypothèse, on a ‖A0(t)un‖ ≤ c(1 + ‖un‖). Alors, la
suite (vn)n := (A0(t)un)n est bornée dansH et est donc relativement faiblement compacte.
Ainsi, il existe une sous-suite (vnk

)k≥1 qui converge faiblement vers un élément v ∈ H.
Puisque vnk

∈ A(t)(unk
), par la propriété i) dans la Proposition 1.8.8, il s’en-suit que

u ∈ D(A(t)) et v ∈ A(t)u. On conclut que D(A(t)) = D(A(t)), c’est-à-dire D(A(t)) est
un convexe fermé de H. �

1.8.2 Résolvante d’un opérateur maximal monotone

Définition 1.8.17
Soit A un opérateur maximal monotone de H . Pour tout λ > 0, la résolvante de A est
définie par :

JAλ :=
(
IH + λA

)−1
.

Proposition 1.8.18
La résolvante JAλ d’un opérateur maximal monotone A de H est un opérateur univoque
défini sur tout H . De plus, c’est une contraction de H , i.e., pour tous x, y ∈ H

‖JAλ (x)− JAλ (y)‖ ≤ ‖x− y‖. (1.8)

Proposition 1.8.19
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors, Pour tout x ∈ H , on a

JAλ (x) ∈ D(A).

1.8.3 Pseudo-distance de Vladimirov

Les opérateurs considérés à travers cette recherche sont des opérateurs qui dépendent
du temps, cette dépendance est contrôlée à l’aide d’une pseudo-distance introduite par
Vladimirov dans [75]. Nous donnons dans la suite sa définition et les propriétés que nous
utiliserons dans les preuves de nos théorèmes. Pour plus de détails, on fait référence à
[19], [56] et [75].
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Définition 1.8.20

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. On définit la pseudo-distance
de Vladimirov entre A et B, qu’on note dis(A,B), par :

dis(A,B) := sup

{
〈y1 − y2, x2 − x1〉
‖y1‖+ ‖y2‖+ 1

, (x1, y1) ∈ Gr(A), (x2, y2) ∈ Gr(B)

}
. (1.9)

Remarque 1.8.21
• La pseudo-distance dis(·, ·) peut prendre la valeur +∞.
• La pseudo-distance dis(·, ·) n’est pas une métrique, car, en général l’inégalité triangulaire
n’est pas satisfaite.

Lemme 1.8.22

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors

dH(D(A), D(B)) ≤ dis(A,B).

Lemme 1.8.23

Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors l’opérateur A0 est une section prin-
cipale de A, i.e., si x ∈ D(A), y ∈ H sont tels que〈

A0(z)− y, z − x
〉
≥ 0 ∀z ∈ D(A),

alors x ∈ D(A) et y ∈ A(x).

Lemme 1.8.24

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors, pour tout λ > 0 et
x ∈ D(A), on a

‖x− JBλ (x)‖ ≤ λ‖A0(x)‖+ dis(A,B) +
√
λ
(
1 + ‖A0(x)‖

)
dis(A,B).

Lemme 1.8.25
Soient An(n ∈ N) et A des opérateurs maximaux monotones de H tel que dis(An, A)→ 0.
Supposons aussi que xn ∈ D(An) avec xn −→ x et que yn ∈ Anxn avec yn ⇀ y pour
x, y ∈ H . Alors x ∈ D(A) et y ∈ Ax.

Lemme 1.8.26
Soient An(n ∈ N) et A des opérateurs maximaux monotones de H tel que dis(An, A)→ 0.
Supposons qu’il existe c > 0 tel que pour tout n ∈ N

‖A0
nx‖ ≤ c(1 + ‖x‖).

Alors, pour tout η ∈ D(A), il existe une suite (ξn)n tel que

ξn ∈ D(An), ξn → η et A0
nξn → A0η. (1.10)
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1.9 Sous-différentiels et cônes normaux

Se référer à [23], [36], [53] et [2] pour ces concepts.

1.9.1 Sous-différentiels

Définition 1.9.1

Soient H un espace de Hilbert, f : H −→ R ∪ {+∞} et x0 ∈ dom(f). On appelle sous-
différentiel de f au point x0 (au sens de l’analyse convexe) noté ∂f(x0), l’ensemble défini
par

∂f(x0) =

{
x′ ∈ H : f(x) ≥ f(x0) + 〈x′, x− x0〉 ∀x ∈ H

}
.

Un point x′ ∈ ∂f(x0) est dit sous-gradient à f au point x0. On dit que f est sous-
différentiable au point x0 si ∂f(x0) 6= ∅.

Exemple.
Soit E un espace vectoriel normé et E ′ sont dual topologique. Soit

f : E → R

x 7−→ f(x) = ‖x‖.

Montrons que f est sous différentiable au point x0 = 0.

∂f(0) =

{
x′ ∈ E ′ : f(x) ≥ f(0) + 〈x′, x− 0〉, ∀x ∈ E

}
=

{
x′ ∈ E ′ : ‖x‖ ≥ 〈x′, x〉, ∀x ∈ E

}
=

{
x′ ∈ E ′ : ‖x‖ ≥ 〈x′, x〉, ∀x ∈ E \ {0}} ∩ {x′ ∈ E ′ : ‖x‖ ≥ 〈x′, x〉, x = 0

}
=

{
x′ ∈ E ′ : 〈x

′, x〉
‖x‖

≤ 1, ∀x ∈ E \ {0}} ∩ {x′ ∈ E ′ : 0 ≥ 0

}
=

{
x′ ∈ E ′ : sup

x∈E\{0}

|〈x′, x〉|
‖x‖

≤ 1

}
∩ E ′

=

{
x′ ∈ E ′ : ‖x′‖ ≤ 1

}
= BE′(0, 1) 6= ∅.

�

Définition 1.9.2 (Dérivée directionnelle)
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Soit f : H −→ R ∪ {+∞} une fonction propre s.c.i. La dérivée directionnelle généralisée
de f est donnée par

f ↑(x, h) = lim sup
x′−→fx

t↓0

inf
h′−→h

f(x′ + th′)− f(x′)

t
.

La notation x′ −→f x, veut dire que x′ −→ x et f(x′) −→ f(x).

Définition 1.9.3 (Sous-différentiel proximal)

Soit f : H → R∪ {∞} une fonction propre s.c.i et x ∈ dom(f). Un vecteur ξ ∈ H est dit
sous-gradient proximal à f au point x, s’il existe ρ ≥ 0 et σ > 0 tel que

f(y)− f(x) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈ξ, y − x〉, ∀y ∈ B(x, ρ). (1.11)

L’ensemble des sous-gradients proximaux à f au point x est noté ∂Pf(x), et est dit sous-
différentiel proximal de f au point x.

Définition 1.9.4 (Sous-différentiel limite)

Soit f : H → R∪ {∞} une fonction propre s.c.i et x ∈ dom(f). Un vecteur ξ ∈ H est dit
sous-gradient limite à f au point x, s’il existe (xk)k, (ξk)k ⊂ H tel que

xk →f x, ξk ∈ ∂Pf(xk), ξk ⇀ ξ.

L’ensemble des sous-gradients limites à f au point x est noté ∂Lf(x), et est dit sous-
différentiel limite de f au point x.

Définition 1.9.5

Soit f : H −→ R ∪ {+∞} une fonction Lipschitzienne au voisinage d’un point donné
x ∈ H, et soit h un vecteur dans H. La dérivée directionnelle généralisée au sens de
Clarke de f au point x dans la direction h, notée f 0(x;h), est définie par

f 0(x;h) = lim sup
x′−→x

t↓0

f(x′ + th)− f(x′)

t
.

Définition 1.9.6 (Sous-différentiel de Clarke)

Soit f : H −→ R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x ∈ H. Alors,
le sous-différentiel de Clarke de f au point x est défini par

∂Cf(x) =

{
ξ ∈ H : 〈ξ, h〉 ≤ f 0(x, h) ∀h ∈ H

}
.
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A titre de comparaison, rappelons que la formule, dite de représentation, détermine le
sous-différentiel de Clarke d’une fonction f : H −→ R∪{+∞} localement Lipschitzienne
au voisinage de x comme suit :

∂Cf(x) = co{∂Lf(x)}. (1.12)

Proposition 1.9.7

Soit H un espace de Hilbert et soit f une fonction convexe localement Lipschitzienne au
voisinage de x, alors ∂Cf(x) coincïde avec ∂f(x).

1.9.2 Cônes normaux

Définition 1.9.8 (Cône)

Soit K un sous-ensemble de H. On dit que K est un cône si pour tout x ∈ K et λ > 0,
λx ∈ K, c’est à dire,

∀λ > 0, λK ⊂ K.

Remarque 1.9.9

Un cône est donc une réunion de demi-droites issues de l’origine.

Définition 1.9.10 (Cône normal au sens de l’analyse convexe)

Soit K un sous-ensemble non vide de H. On appelle cône normal à K au point x ∈ K,
l’ensemble défini par

NK(x) =

{
x′ ∈ H :

〈
x′, y − x

〉
≤ 0, ∀ y ∈ K

}
,

et si x 6∈ K, NK(x) = ∅. Il est bien clair que 0 ∈ NK(x), ∀x ∈ K.

Proposition 1.9.11
Soit K un sous-ensemble non vide de H. Les deux assertions suivantes sont vérifiées.

1. Si x ∈ int(K), alors NK(x) = {0}.

2. Si int(K) 6= ∅ et si x ∈ Fr(K), alors NK(x) 6= {0}.

Proposition 1.9.12
Pour tout sous-ensemble K de H et tout x ∈ K, le cône normal à K au sens de l’analyse
convexe, est égal au sous différentiel de la fonction indicatrice de K, i.e.,

NK(x) = ∂δK(x).
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Preuve
Soit x ∈ K, alors δK(x) = 0. D’où

∂δK(x) =

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ δK(x) + 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ H

}
=

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ K

}⋂
{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ H \K

}
=

{
x′ ∈ H : δK(y) ≥ 〈x′, y − x〉 ∀y ∈ K

}⋂
H

=

{
x′ ∈ H : 〈x′, y − x〉 ≤ 0 ∀y ∈ K

}
= NK(x).

�

Proposition 1.9.13

Le cône normal associé à un ensemble convexe fermé non vide K est un opérateur maximal
monotone. De plus,

D(NK(·)) =

{
x ∈ H : NK(x) 6= ∅

}
= K.

Définition 1.9.14 (Cône polaire)

Dans l’espace de Banach E, le cône polaire d’un sous-ensemble K est défini par

K0 =

{
x′ ∈ E ′ : 〈x′, v〉 ≤ 0,∀v ∈ K

}
.

Il est clair que K0 est un cône convexe fermé contenant 0.

Définition 1.9.15 (Cône tangent de Clarke)

Soit E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé non vide de E et x ∈ K. On
note par TK(x) le cône tangent de Clarke défini comme suit : un vecteur v ∈ TK(x) si pour
toute suite (xn)n dans K convergeant vers x et pour toute suite de nombres positifs (tn)n

convergeant vers 0, il existe une suite (vn)n ⊂ E qui converge vers v tel que xn+ tnvn ∈ K
pour tout n ∈ N.

Définition 1.9.16 (Cône tangent de Bouligand)

Un vecteur v est dit tangent à l’ensemble S en un point x si :

lim inf
t↓0

d(x+ tv, S)

t
= 0.
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L’ensemble de ces vecteurs qu’on note TBS (x) est un cône appelé le cône tangent de Bou-
ligand.
Autrement dit, un vecteur v ∈ TBS (x) si, et seulement s’il existe deux suite tn ↓ 0 et vn → v

tel que x+ tnvn ∈ S.
Ce qui équivalent à

TBS (x) :=
{

lim
n→+∞

xn − x
tn

: (xn)n ⊂ S, xn → x, tn ↓ 0 n→ +∞
}
. (1.13)

Proposition 1.9.17
Soient H un espace de Hilbert, K un sous-ensemble convexe fermé de H, et soit y ∈ H
et proj(y,K) la projection de y sur K, alors

x = proj(y,K) ⇐⇒ y − x ∈ NK(x). (1.14)

Définition 1.9.18 (Cône normal proximal)
Soient S un sous-ensemble non vide et fermé de H, x ∈ S.

NP
S (x) =

{
v ∈ H : ∃t > 0, x ∈ Proj(x+ tv, S)

}
.

Remarque 1.9.19
Soient S,D deux sous-ensembles fermés de H tel que S ⊂ D, alors pour tout x ∈ S on a
NP
D(x) ⊂ NP

S (x).
En effet, soit v ∈ NP

D(x) alors, ∃t > 0 tel que x ∈ Proj(x+ tv,D). Donc,

x ∈ Proj(x+ tv,D)⇐⇒ ‖x+ tv − x‖ = dD(x+ tv)⇐⇒ t‖v‖ = dD(x+ tv).

Comme S ⊂ D, il vient que t‖v‖ = dD(x + tv) ≤ dS(x + tv), i.e., t‖v‖ ≤ dS(x + tv). De
plus, dS(x+ tv) ≤ ‖x+ tv−z‖ pour tout z ∈ S, donc en particulier pour x = z, on obtient
dS(x+ tv) ≤ t‖v‖, c’est-à-dire t‖v‖ = dS(x+ tv) et donc v ∈ NP

S (x).

Théorème 1.9.20
Soit S un sous-ensemble fermé de H. Supposons x /∈ S et ξ ∈ ∂PdS(x). Alors, il existe
un point s ∈ S tel que les assertions suivantes sont vérifiées :

(a) toute suite minimisante (si)i ⊂ S de inf
s∈S
‖s− x‖ converge vers s.

(b) ProjS(x) est un singleton, proj(x, S) = s.

(c)

{ξ} = ∂pdS(x) =
{ x− s
‖x− s‖

}
=
{x− s
dS(x)

}
.

(d) ξ ∈ NP
S (s).

Proposition 1.9.21
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Soit S un sous-ensemble fermé de H. Supposons que x ∈ S, alors

NP
S (x) = {γξ : γ ≥ 0, ξ ∈ ∂PdS(x)}.

Proposition 1.9.22

Soient S un ensemble fermé non vide de H, x ∈ H et v ∈ H. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) v ∈ NP
S (x).

ii) Il existe σ ≥ 0 tel que pour tout z ∈ S,

〈v, z − x〉 ≤ σ‖z − x‖2.

Nous pouvons relier le cône tangent de Bouligand au cône polaire du cône proximal

(NP
S (x))0 = {ξ : 〈ξ, p〉 ≤ 0, ∀p ∈ NP

S (x)}.

Proposition 1.9.23

Soit S un sous-ensemble fermé de H. Pour tout x ∈ S,

TBS (x) ⊂ (NP
S (x))0.

Preuve
Soit x ∈ S et v ∈ TBS (x) (v 6= 0) Par Définition 1.9.16, il vient que

lim inf
t↓0

dS(x+ tv)

t
= 0.

Alors, il existe une suite (tk)k ↓ 0 lorsque k →∞ tel que

lim inf
k→∞

dS(x+ tkv)

tk
= 0.

En appliquant la Proposition 1.1.10, il existe une suite (tφ(k))k ↓ 0 tel que

lim
k→∞

dS(x+ tφ(k)v)

tφ(k)

= 0. (1.15)

Soit ξ ∈ NP
S (x). Par Proposition 1.9.21, ∃γ ≥ 0,∃z ∈ ∂Pd(x, S) tel que ξ = γz. Par

Définition 1.9.3, il existe ρ > 0 et σ > 0 tel que

d(y, S)− d(x, S) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈z, y − x〉, ∀y ∈ B(x, ρ)
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c’est-à-dire (comme x ∈ S)

d(y, S) + σ‖y − x‖2 ≥ 〈z, y − x〉, ∀y ∈ B(x, ρ). (1.16)

Soit yk = x + tφ(k)v. Comme (tφ(k))k ↓ 0 alors, ∀ε > 0, ∃k0 ∈ N, ∀k ≥ k0, tφ(k) < ε. Pour k
assez grand, en prenant ε =

ρ

‖v‖
, nous avons

‖yk − x‖ < ρ, i.e., yk ∈ B(x, ρ).

Alors, par (1.16), on obtient

d(x+ tφ(k)v, S) + σt2φ(k)‖v‖2 ≥ 〈z, tφ(k)v〉.

Il en résulte que

〈z, v〉 ≤
d(x+ tφ(k)v, S)

tφ(k)

+ σtφ(k)‖v‖2

par passage à la limite lorsque k →∞, on obtient

〈z, v〉 ≤ lim
k→∞

d(x+ tφ(k)v, S)

tφ(k)

+ σ‖v‖2 lim
k→∞

tφ(k)

par (1.15), il vient que
〈z, v〉 ≤ 0,

alors
〈γz, v〉 ≤ 0,

Par conséquent
〈ξ, v〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ NP

S (x),

i.e., v ∈ (NP
S (x))0 et donc TS(x) ⊂ (NP

S (x))0. �

Remarque 1.9.24

Une autre propriété importante est la suivante : si x ∈ Proj(v, S), alors

v − x ∈ NP
S (x). (1.17)

En effet, soit x ∈ Proj(v, S), d’après la Proposition 1.6.6, pour tout z ∈ S,

〈v − x, z − x〉 ≤ 1

2
‖z − x‖2.

En vertu de la Proposition 1.9.22, on déduit que v − x ∈ NP
S (x). �

Lemme 1.9.25

Soient C1, C2 deux sous-ensembles fermés, convexes de H. Si Ai = NCi
, avec i = 1, 2,

alors
dH(C1, C2) = dis(A1, A2).
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1.10 Lemmes de Grönwall

Pour monter nos résultats principaux, nous aurons besoin de ces deux lemmes qui sont
des formes discrètes du Lemme de Gronwall.

Lemme 1.10.1 [52]

Soit α > 0 et soient (γi)i, (ai)i des suites de nombres réels positifs, tel que

ai+1 ≤ α +
i∑

k=0

γkak ∀i ≥ 0.

Alors

ai+1 ≤ α exp
( i∑
k=0

γk

)
∀i ≥ 0.

Lemme 1.10.2 [56]

Soient (αi)i, (βi)i, (γi)i et (ai)i, i ≥ 0, des suites de nombre réels positifs, tel que

ai+1 ≤ αi + βi(a0 + a1 + · · ·+ ai−1) + (1 + γi)ai.

Alors,

aj ≤
(
a0 +

j−1∑
k=0

αk

)
exp

( j−1∑
k=0

(kβk + γk)
)

pour j ≥ 1.

On termine cette section par deux formes intégrales du Lemme de Gronwall, aussi utiles
pour notre travail.

Lemme 1.10.3

Soient a un réel positif, f, g, h des fonctions définies sur I à valeurs dans [0,+∞[, tel que

f(t) ≤ a+

∫ t

0

f(s)h(s)ds+

∫ t

0

g(s)ds ∀t ∈ I.

Alors,

f(t) ≤ a exp
(∫ t

0

h(s)ds
)

+

∫ t

0

g(s) exp
(∫ t

s

h(τ)dτ
)
ds ∀t ∈ I.

Lemme 1.10.4
Soit T > 0. Soient f, g deux fonctions continues sur [0, T ] et soit h une fonction différen-
tiable sur [t0, T ]. On suppose que pour tout t ∈ [t0, T ]

h′(t) ≤ f(t)h(t) + g(t).

Alors,

h(t) ≤ h(t0) exp(

∫ t

t0

f(τ)dτ) +

∫ t

t0

exp(

∫ t

s

f(τ)dτ)g(s)ds.
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Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un système
de deux inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux
monotones avec perturbations multivoques

2.1 Introduction

L’étude des inclusion différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux mono-
tones a été généralisée aux systèmes d’un processus de la rafle (resp. inclusion différentielle
régie par un opérateur maximal monotone) couplé avec une équation différentielle ordi-
naire [1], [27] (resp. [22]), avec des applications à l’optimisation, en théorie du contrôle, et
d’un processus de la rafle couplé avec une inclusion différentielle régie par un opérateur
maximal monotone général ([13], [20]). Inspirées par les travaux cités ci-dessus, notre ob-
jectif dans ce chapitre, qui est divisé en trois sections, est le suivant : dans la première, nous
donnons un résultat d’existence de solutions absolument continues du système d’évolution
suivant :

(SF,G)



−u̇(t) ∈ A
(
t, v(t)

)
u(t) + F

(
t, u(t), v(t)

)
p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D
(
A(t, v(t))

)
∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ B
(
t, u(t)

)
v(t) +G

(
t, u(t), v(t)

)
p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D
(
B(t, u(t))

)
∀t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D
(
A(0, v0)

)
, v(0) = v0 ∈ D

(
B(0, u0)

)
régi par les opérateurs maximaux monotones A(t, x) et B(t, x) dépendant du temps et de
l’état, D(A(t, x)) (resp.D(B(t, x))) est le domaine de A(t, x) (resp. B(t, x)), et où F,G

sont des multi-applications semi-continues supérieurement à valeurs non vides, fermées et
convexes.
La deuxième section contient une application à un problème de minimisation, qui consiste
à minimiser la fonction coût :∫ t

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt
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où, (uξ, vξ) est l’unique solution du problème contrôlé

(Pξ)



−u̇(t) ∈ A
(
t, ξ(t)

)
u(t) + f

(
t, u(t), v(t)

)
p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D
(
A(t, ξ(t))

)
∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ B
(
t, ξ(t)

)
v(t) + g

(
t, u(t), v(t)

)
p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D
(
B(t, ξ(t)(t))

)
∀t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D
(
A(0, v0)

)
, v(0) = v0 ∈ D(B(0, u0)),

et ξ(·) est la fonction de contrôle.
La troisième section est consacrée à une application à un problème de Skorohod, en
dimension finie, pour un système dynamique de deux inclusions différentielles toutes les
deux régies par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de l’état, de
la forme suivante :

(P)



X(t) =

∫ t

0

K
(
s,X(s)

)
ds+ Y (t) ∀t ∈ I

Y (t) ∈ D
(
A(t, Z(t))

)
∀t ∈ I

−Ẏ (t) ∈ A
(
t, Z(t)

)
Y (t) +

∫ t

0

K
(
s,X(s)

)
ds p.p. t ∈ I

−Ż(t) ∈ B
(
t, Y (t)

)
Z(t) + g

(
t, Y (t), Z(t)

)
p.p. t ∈ I

Z(t) ∈ D
(
B(t, Y (t))

)
∀t ∈ I

X(0) = Y (0) = d0 ∈ D
(
A(0, k0)

)
Z(0) = k0 ∈ D

(
B(0, d0)

)
.
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2.2 Résultat d’existence.

Nos résultats sont établis sous les hypothèses suivantes :
Hypothèses (1)
Soit pour tout (t, x) ∈ I ×H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H (resp.
B(t, x) : D(B(t, x)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal monotone satisfaisant :

(H1
A) Il existe une constante réelle strictement positive λ et une fonction positive et crois-

sante β ∈ W 1.1(I,R) tel que

dis(A(t, x), A(s, y)) ≤ |β(t)− β(s)|+ λ‖x− y‖, ∀t, s ∈ I,∀x, y ∈ H. (2.1)

(H2
A) Il existe une constante réelle positive c tel que

‖A0(t, x)y‖ ≤ c
(
1 + ‖x‖+ ‖y‖

)
, ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×D(A(t, x)). (2.2)

(H3
A) Pour tout sous-ensemble borné K ⊂ H, l’ensemble D

(
A(I ×K)

)
est relativement

boule-compact.

(H1
B) Il existe une constante réelle positive α satisfait αλ < 1 et une fonction strictement

positive et croissante η ∈ W 1.1(I,R) tel que

dis(B(t, x), B(s, y)) ≤ |η(t)− η(s)|+ α‖x− y‖, ∀t, s ∈ I,∀x, y ∈ H. (2.3)

(H2
B) Il existe une constante réelle positive d tel que

‖B0(t, x)y‖ ≤ d(1 + ‖x‖+ ‖y‖), ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×D(B(t, x)). (2.4)

(H3
B) Pour tout sous-ensemble borné K ⊂ H, l’ensemble D

(
B(I ×K)

)
est relativement

boule-compact.
Soit F : I×H×H ⇒ H (resp. G : I×H×H ⇒ H) une multi-application à valeurs
non vides, convexes et fermées vérifiant :

(H1(F )) (resp.(H1(G))) F (resp. G) est L(I)⊗ B(H)⊗ B(H)- mesurable.

(H2(F )) (resp.(H2(G))) Pour tout t ∈ I, F (t, ·, ·) (resp. G(t, ·, ·)) est scalairement semi-
continue supérieurement, i.e., pour tout e ∈ H, la fonction d’appui δ∗(e, F (t, ·, ·))
est semi-continue supérieurement.

(H3(F )) (resp.(H3(G))) Il existe une constante réelle positive MF (resp. MG) tel que

‖F 0(t, x, y)‖ ≤MF (1 + ‖x‖+ ‖y‖), ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.5)

‖G0(t, x, y)‖ ≤MG(1 + ‖x‖+ ‖y‖), ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.6)
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Rappelons que (u, v) : I → H ×H est une solution du problème (SF,G) si :

(i) u, v sont des applications absolument continues, i.e., u, v ∈ W 1.1(I,H) ;

(ii) u(0) = u0, v(0) = v0 ;

(iii) il existe f̃ , g̃ : I → H des applications mesurables tel que

−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + f̃(t), p.p. t ∈ I

et
−u̇(t) ∈ B(t, u(t))v(t) + g̃(t), p.p. t ∈ I;

avec
f̃(t) ∈ F (t, u(t, v(t))) et g̃(t) ∈ G(t, u(t, v(t))) p.p. t ∈ I.

Nous sommes maintenant en mesure de procurer et prouver le théorème principal de cette
section.

Théorème 2.2.1
Soit pour tout (t, x) ∈ I ×H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H (resp.
B(t, x) : D(B(t, x)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal monotone satisfaisant (H1

A), (H2
A)

et (H3
A) (resp. (H1

B), (H2
B) et (H3

B)). Soit F : I×H×H ⇒ H (resp. G : I×H×H ⇒ H)
une multi-application à valeurs non vides, convexes et fermées vérifiant (H1(F )), (H2(F ))

et (H3(F )) (resp. (H1(G)), (H2(G)) et (H3(G))). Alors, pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0))×
D(B(0, u0)), il existe (u, v) : I → H ×H une solution absolument continue du problème
(SF,G). De plus, cette solution satisfait l’estimation suivante :

max(‖u̇(t)‖, ‖v̇(t)‖) ≤ bȧ(t) p.p. t ∈ I,

où b est une constante positive qui dépend des données ‖u0‖, ‖v0‖, β, η, c, d,MF ,MG, T et

a(t) := t+ β(t) + η(t), ∀t ∈ I. (2.7)

Preuve
Dans l’objectif d’assurer la clarté de la démonstration, nous la subdivisons en cinq étapes
explicites.
Etape 1. Construction des suites discrètes {uni , i = 1, ..., n} et {vni , i = 1, ..., n}.
Soit pour n ≥ 1, {tni : i = 0, 1, ..., n} une partition de l’intervalle I, i.e.,
0 = tn0 < tn1 < ... < tnn = T . Pour n ≥ 1 et i = 0, ..., n− 1, on définit

δni+1 := |tni+1 − tni |, βni+1 := |β(tni+1)− β(tni )|, ηni+1 := |η(tni+1)− η(tni )|, (2.8)

et on suppose sans perte de généralité, que β(0) = η(0) = 0 et

δni ≤ δni+1, β
n
i ≤ βni+1, η

n
i ≤ ηni+1. (2.9)
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On pose pour tout t ∈ I, a(t) = t+β(t) +η(t). Puisque β et η sont absolument continues,
on peut choisir la partition {tni : i = 0, 1, ..., n} de telle sorte que pour tout i = 0, ..., n− 1

et n ≥ 1,

kni+1 := δni+1 + βni+1 + ηni+1 ≤
1

n
a(T ) =: εn. (2.10)

Comme F et G sont à valeurs non vides convexes et fermées, par le Théorème 1.6.3, il
existe un unique élément f(t, x, y) := projF (t,x,y)(0) = F 0(t, x, y) et un unique élément
g(t, x, y) := projG(t,x,y)(0) = G0(t, x, y), pour tout (t, x, y) ∈ I × H × H. Alors, par
l’hypothèse (H3(F )) (resp. (H3(G))),

‖f(t, x, y)‖ ≤MF (1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H (2.11)

et
‖g(t, x, y)‖ ≤MG(1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.12)

De plus, par l’hypothèse (H1(F )) (resp. (H1(G))) et en vertu du Théorème 1.7.13, pour
tout (x, y) ∈ H × H fixé, les applications t 7→ f(t, x, y) et t 7→ g(t, x, y) sont Lebesgue-
mesurables. Via les relations (2.11) et (2.12), f et g sont Lebesgue-intégrables.
Maintenant, on définit des suites discrètes (uni ) et (vni ), i = 0, ..., n, par un−1 = un0 = u0,
vn−1 = vn0 = v0 et à partir des résolvantes, on construit les points

un1 = J
A(tn1 ,v

n
1 )

δn1

(
u0 −

∫ tn1

tn0

f(s, un0 , v
n
0 )ds

)
, vn1 = J

B(tn1 ,u
n
0 )

δn1

(
v0 −

∫ tn1

tn0

g(s, un0 , v
n
0 )ds

)

un2 = J
A(tn2 ,v

n
2 )

δn2

(
un1 −

∫ tn2

tn1

f(s, un1 , v
n
1 )ds

)
, vn2 = J

B(tn2 ,u
n
1 )

δn2

(
vn1 −

∫ tn2

tn1

g(s, un1 , v
n
1 )ds

)
ainsi de suite, pour i = 0, · · · , n− 1,

uni+1 = J
A(tni+1,v

n
i+1)

δni+1

(
uni−

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
, vni+1 = J

B(tni+1,u
n
i )

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
.

(2.13)
Il vient de (2.13) (voir Proposition 1.8.19), les relations suivantes

uni+1 ∈ D(A(tni+1, v
n
i+1)) (2.14)

vni+1 ∈ D(B(tni+1, u
n
i )) (2.15)

De plus, par la définition de la résolvante :

uni −
∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds ∈ uni+1 + δni+1A(tni+1, v

n
i+1)uni+1.
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D’une façons équivalente, on a

− 1

δni+1

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
∈ A(tni+1, v

n
i+1)uni+1. (2.16)

De même

− 1

δni+1

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
∈ B(tni+1, u

n
i )vni+1. (2.17)

Etape 02. Estimations
Puisque αλ < 1, on peut trouver r > 0 tel que (1 + r)2αλ < 1. Remarquons aussi que

pour les réels positifs a, b on a
√

2a1b1 ≤
√
a2

1 + b2
1 ≤

√
(a1 + b1)2 = a1 + b1. Posons alors

x = δni+1

(
1 + ‖B0(tni , u

n
i−1)vni ‖

)
, y = dis

(
B(tni+1, u

n
i ), B(tni , u

n
i−1)
)
, on obtient

√
x.y =

√
2
( 1

2r
x.r.y

)
≤ 1

2r
x+ ry

Par suite, par le Lemme 1.8.24 et la Proposition 1.8.18, les hypothèses (H1
B), (H2

B) et les
relations (2.8), (2.10), (2.12) et (2.13), il vient que pour tout n ≥ 1 et pour i = 0, 1, ..., n−1,

‖vni+1 − vni ‖ =
∥∥JB(tni+1,u

n
i )

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
− vni

∥∥
=
∥∥JB(tni+1,u

n
i )

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
− JB(tni+1,u

n
i )

δni+1
(vni ) + J

B(tni+1,u
n
i )

δni+1
(vni )− vni

∥∥
≤
∥∥JB(tni+1,u

n
i )

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
− JB(tni+1,u

n
i )

δni+1
(vni )

∥∥+
∥∥JB(tni+1,u

n
i )

δni+1
(vni )− vni

∥∥
≤
∫ tni+1

tni

‖g(s, uni , v
n
i )ds‖+ δni+1‖B0(tni , u

n
i−1)vni ‖+ dis

(
B(tni+1, u

n
i ), B(tni , u

n
i−1)
)

+
√
δni+1

(
1 + ‖B0(tni , u

n
i−1)vni ‖

)
dis
(
B(tni+1, u

n
i ), B(tni , u

n
i−1)
)

≤ δni+1MG

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ δni+1d

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ ‖η(tni+1)− η(tni )‖

+ α‖uni − uni−1‖+
δni+1

2r

(
1 + ‖B0(tni , u

n
i−1)vni ‖

)
+ rdis

(
B(tni+1, u

n
i ), B(tni , u

n
i−1)
)

≤ kni+1MG

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1d

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1 + α‖uni − uni−1‖

+
kni+1

2r

(
1 + d

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

))
+ r
(
kni+1 + α‖uni − uni−1‖

)
≤ kni+1MG

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+
kni+1

2r

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ r
(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
kni+1 + kni+1d

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+
kni+1

2r
d
(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ α(1 + r)‖uni − uni−1‖.
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Par conséquent,

‖vni+1 − vni ‖ ≤ kni+1

(
MG + 1 +

1

2r
+ r
)(

1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖
)

+ kni+1

(
1 +

1

2r

)
d
(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ α(1 + r)‖uni − uni−1‖.

Pour M1 := MG + 1 +
1

2r
+ r et M2 =

(
1 +

1

2r

)
d, on aura

‖vni+1−vni ‖ ≤ kni+1M1

(
1+‖uni ‖+‖vni ‖

)
+kni+1M2

(
1+‖uni−1‖+‖vni ‖

)
+α(1+r)‖uni −uni−1‖.

(2.18)
De même, en utilisant (2.8), (2.10), (2.11), (2.13) et Lemme 1.8.24, Proposition 1.8.18 et
les hypothèses (H1

A) et (H2
A), on obtient

‖uni+1 − uni ‖ =
∥∥JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
− uni

∥∥
=
∥∥JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
− JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1
(uni ) + J

A(tni+1,v
n
i+1)

δni+1
(uni )− uni

∥∥
≤
∥∥JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1

(
uni −

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
− JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1
(uni )‖+ ‖JA(tni+1,v

n
i+1)

δni+1
(uni )− uni

∥∥
≤
∫ tni+1

tni

‖f(s, uni , v
n
i )ds‖+ δni+1‖A0(tni , v

n
i )uni ‖+ dis

(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , v

n
i )
)

+
√
δni+1

(
1 + ‖A0(tni , v

n
i )uni ‖

)
dis
(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , v

n
i )
)

≤MF

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
δni+1 + δni+1c

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ |β(tni+1)− β(tni )|

+ λ‖vni+1 − vni ‖+
δni+1

2r

(
1 + ‖A0(tni , v

n
i )uni ‖

)
+ rdis

(
A(tni+1, v

n
i+1), A(tni , v

n
i )
)

≤MF

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
kni+1 + kni+1c

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1 + λ‖vni+1 − vni ‖

+
ki+1

2r

(
1 + c(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ r
(
kni+1 + λ‖vni+1 − vni ‖

))
≤ kni+1

(
MF + c(1 +

1

2r
) + 1 +

1

2r
+ r
)
(1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖) + λ(1 + r)‖vni+1 − vni ‖.

Posons M3 := MF + c+ 1 +
1

2r
+

c

2r
+ r, on obtient

‖uni+1 − uni ‖ ≤ kni+1M3

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ λ(1 + r)‖vni+1 − vni ‖.

Via la relation (2.18), on aura

‖uni+1 − uni ‖ ≤ kni+1M3

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ λ(1 + r)

(
kni+1M1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1M2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ α(1 + r)‖uni − uni−1‖

)
≤ kni+1

(
M3 + λ(1 + r)M1

)(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1λ(1 + r)M2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ λα(1 + r)2‖uni − uni−1‖.
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Soient L1 := (M3 + λ(1 + r)M1), L2 := λ(1 + r)M2 et R = λα(1 + r)2, il s’en suit que

‖uni+1−uni ‖ ≤ kni+1L1

(
1+‖uni ‖+‖vni ‖

)
+kni+1L2

(
1+‖uni−1‖+‖vni ‖

)
+R‖uni −uni−1‖. (2.19)

Utilisant le fait que kni ≤ kni+1 et l’estimation (2.19), on trouve

‖uni −uni−1‖ ≤ kni+1L1(1 +‖uni−1‖+‖vni−1‖) +kni+1L2

(
1 +‖uni−2‖+‖vni−1‖

)
+R‖uni−1−uni−2‖.

(2.20)
Il vient que

‖uni+1 − uni ‖ ≤ kni+1L1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+R

(
kni+1L1

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
+R‖uni−1 − uni−2‖

)
= kni+1L1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+Rkni+1L1

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+Rkni+1L2

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
+R2‖uni−1 − uni−2‖.

De (2.19), on obtient aussi

‖uni−1−uni−2‖ ≤ kni+1L1

(
1+‖uni−2‖+‖vni−2‖

)
+kni+1L2

(
1+‖uni−3‖+‖vni−2‖

)
+R‖uni−2−uni−3‖

(2.21)
on aura alors

‖uni+1 − uni ‖ ≤ kni+1L1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+Rkni+1L1

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+Rkni+1L2

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
+R2

(
kni+1L1

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−2‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−3‖+ ‖vni−2‖

)
+R‖uni−2 − uni−3‖

)
= kni+1L1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+Rkni+1L1

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+Rkni+1L2

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
+R2kni+1L1

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−2‖

)
+R2kni+1L2

(
1 + ‖uni−3‖+ ‖vni−2‖

)
+R3‖uni−2 − uni−3‖.

Par récurrence, il en résulte de la relation (2.19),

‖uni+1 − uni ‖ ≤ kni+1L1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1L2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+Rkni+1L1

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+Rkni+1L2

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
+R2kni+1L1

(
1 + ‖uni−2‖+ ‖vni−2‖

)
+R2kni+1L2

(
1 + ‖uni−3‖+ ‖vni−2‖

)
+ · · ·+Rikni+1L1

(
1 + ‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+Rikni+1L2

(
1 + ‖un−1‖+ ‖vn0 ‖

)
+Ri+1‖un0 − un−1‖.

Sachant que un−1 = u0, on obtient

‖uni+1− uni ‖ ≤ kni+1L1

i∑
j=0

Rj
(
1 + ‖uni−j‖+ ‖vni−j‖

)
+ kni+1L2

i∑
j=0

Rj
(
1 + ‖uni−j−1‖+ ‖vni−j‖

)
.

(2.22)
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Remarquons qu’on a

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
≤ 1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
.

En effet, procédons par récurrence sur j. Nous avons pour j = 0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
= ‖un0‖+ ‖vn0 ‖

pour j = 1,

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
=
(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+R

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
.

pour j = 2

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
=
(
‖un2‖+ ‖vn2 ‖

)
+R

(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+R2

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
.

Supposons qu’elle est vraie pour j et montrons pour j + 1.

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
=
(
‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+R

(
‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+R2

(
‖uni−2‖+ ‖vni−2‖

)
+ · · ·+Ri

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
.

Alors,
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
=
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+R

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+ ...+Ri

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+
(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+R

(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+ · · ·+Ri−1

(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+
(
‖un2‖+ ‖vn2 ‖

)
+R

(
‖un2‖+ ‖vn2 ‖

)
+ ...+Ri−2

(
‖un2‖+ ‖vn2 ‖

)
.

.

.

+
(
‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+R

(
‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
+
(
‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
≤

i∑
l=0

Rl
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖+ ...+ ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
.

On déduit que,

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

)
≤ 1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
. (2.23)
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Par la même méthode, en interchangeant uni et vni , on trouve aussi

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l‖

)
≤ 1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
. (2.24)

Moyennant les relations (2.22), (2.23), (2.10) et (2.24),

puisque ‖uni+1 − un0‖ ≤
i∑

j=0

‖unj+1 − unj ‖, on aura par utilisation des inégalités précédentes

et de la relations (2.10)

‖uni+1‖ ≤ ‖u0‖+
i∑

j=0

‖unj+1 − unj ‖

≤ ‖u0‖+
i∑

j=0

(
knj+1L1

j∑
l=0

Rl(1 + ‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖
)

+ knj+1L2

j∑
l=0

Rl
(
1 + ‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l‖)

)
≤ ‖u0‖+ L1εn

( i∑
j=0

j∑
l=0

Rl(1 + ‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖)
)

+ L2εn
( i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
1 + ‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l‖

))
= ‖u0‖+ L1εn

( i∑
j=0

j∑
l=0

Rl +
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl(‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖)
)

+ L2εn
( i∑
j=0

j∑
l=0

Rl +
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l‖

))
≤ ‖u0‖+ L1εn

( i+ 1

1−R
+

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l‖+ ‖vnj−l‖

))
+ L2εn

( i+ 1

1−R
+

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l‖

))
≤ ‖u0‖+ L1εn

( i+ 1

1−R
+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

))
+ L2εn

( i+ 1

1−R
+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

))
≤ ‖u0‖+

L1a(T )

1−R
+

L1εn
1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+
L2a(T )

1−R
+

L2εn
1−R

i∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
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Pour c1 := ‖u0‖+
L1a(T )

1−R
+
L2a(T )

1−R
, c2 :=

L1

1−R
et c3 :=

L2

1−R
, il en résulte

‖uni+1‖ ≤ c1 + c2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ c3εn

i∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
≤ c1 + c2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ c3εn

(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un0‖+ ‖vn1 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn2 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni ‖
)

= c1 + c2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ c3εn

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖vni ‖+ ‖un0‖
)

≤ c1 + c2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ c3εn

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖uni ‖+ ‖vni ‖+ ‖un0‖
)

= c1 + c2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ c3εn

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖uni ‖+ ‖vni ‖
)

+ c3εn‖u0‖

=
(
c1 + c3a(T )‖u0‖

)
+ (c2 + c3)εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
.

Par conséquent,

‖uni+1‖ ≤ a1 + a2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
(2.25)

tel que a1 := c1 + c3a(T )‖u0‖ et a2 := c2 + c3.
De l’autre côté, par (2.18), (2.22) et en utilisant le fait que kni ≤ kni+1, on aura

‖vni+1 − vni ‖ ≤ kni+1M1

(
1 + ‖uni ‖+ ‖vni ‖

)
+ kni+1M2

(
1 + ‖uni−1‖+ ‖vni ‖

)
+ α(1 + r)kni+1L1

i−1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖uni−j−1‖+ ‖vni−j−1‖

)
+ α(1 + r)kni+1L2

i−1∑
j=0

Rj
(
1 + ‖uni−j−2‖+ ‖vni−j−1‖

)
. (2.26)
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Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un système
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Puisque ‖vni+1 − vn0 ‖ ≤
i∑

j=0

‖vnj+1 − vnj ‖, on obtient de la relation (2.10),

‖vni+1‖ ≤ ‖v0‖+
i∑

j=0

‖vnj+1 − vnj ‖ (2.27)

≤ ‖v0‖+M1

i∑
j=0

knj+1

(
1 + ‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+M2

i∑
j=0

knj+1

(
1 + ‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
+ L1α(1 + r)

i∑
j=0

knj+1

j−1∑
l=0

Rl
(
1 + ‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
+ L2α(1 + r)

i∑
j=0

knj+1

j−1∑
l=0

Rl
(
1 + ‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
≤ ‖v0‖+M1(i+ 1)εn +M1εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+M2(i+ 1)εn +M2εn

i∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
+ L1α(1 + r)

i+ 1

1−R
εn + L1α(1 + r)εn

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
+ L2α(1 + r)

i+ 1

1−R
εn + L2α(1 + r)εn

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
Or,

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
≤ 1

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
En effet, nous avons pour j = 0,

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
= ‖un−1‖+ ‖vn−1‖

pour j = 1

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
=
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+R

(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
pour j = 2

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
=
(
‖un1‖+ ‖vn1 ‖

)
+R

(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖

)
+R2

(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
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Pour j = i
j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+‖vnj−l−1‖

)
= ‖uni−1‖+‖vni−1‖+R

(
‖uni−2‖+‖vni−2‖

)
+R2

(
‖uni−3‖+‖vni−3‖

)
+

· · ·+Ri
(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
Alors,
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+ ‖vnj−l−1‖

)
=
(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
+R

(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
+ ...+Ri

(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖

)
+‖u0‖+ ‖v0‖+R

(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+ ...+Ri−1

(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+‖u1‖+ ‖v1‖+R

(
‖u1‖+ ‖v1‖

)
+ ...+Ri−2

(
‖u1‖+ ‖v1‖

)
.

.

.

+‖uni−2‖+ ‖vni−2‖+R
(
‖uni−2‖+ ‖vni−2‖

)
+‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

≤
i∑
l=0

Rl
(
‖un−1‖+ ‖vn−1‖+ ‖u0‖+ ‖v0‖+ ...+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖

)
.

Sachant que un−1 = u0, v
n
−1 = v0, on aura

i∑
j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+‖vnj−l−1‖

)
≤ 1

1−R
(
‖u0‖+‖v0‖

)
+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+‖vnj ‖

)
. (2.28)

De plus,

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+‖vnj−l−1‖

)
≤ 2

1−R
(
‖u0‖+‖v0‖

)
+

1

1−R
‖u0‖+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+‖vnj ‖

)
.

En effet, pour j = 0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
= ‖un−2‖+ ‖vn−1‖

pour j = 1

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
= ‖un−1‖+ ‖vn0 ‖+R

(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
pour j = 2

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
= ‖un0‖+ ‖vn1 ‖+R

(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖

)
+R2

(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
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Pour j = 3
j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
= ‖un1‖+ ‖vn2 ‖+R

(
‖un0‖+ ‖vn1 ‖

)
+R2

(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖

)
+R3

(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
Pour j = i
j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−1‖+‖vnj−l−1‖

)
= ‖uni−2‖+‖vni−1‖+R

(
‖uni−3‖+‖vni−2‖

)
+R2

(
‖uni−4‖+‖vni−3‖

)
+

· · ·+Ri
(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
Alors,
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
=
(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
+R

(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
+ · · ·+Ri

(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖

)
+ ‖un−1‖+ ‖vn0 ‖+R

(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖

)
+ · · ·+Ri−1

(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖

)
+‖un0‖+ ‖vn1 ‖+R

(
‖un0‖+ ‖vn1 ‖

)
+ · · ·+Ri−2

(
‖un0‖+ ‖vn1 ‖

)
.

.

.

+‖uni−3‖+ ‖vni−2‖+R
(
‖uni−3‖+ ‖vni−2‖

)
+‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

≤
i∑
l=0

Rl
(
‖un−2‖+ ‖vn−1‖+ ‖un−1‖+ ‖vn0 ‖+ ...+ ‖uni−2‖+ ‖vni−1‖

)
.

Comme un−1 = u0 et vn−1 = v0, on aura
i∑

j=0

j∑
l=0

Rl
(
‖unj−l−2‖+ ‖vnj−l−1‖

)
≤ 2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R

i−1∑
j=0

(
‖unj−1‖+ ‖vnj ‖

)
≤ 2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R
(
‖un−1‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un0‖+ ‖vn1 ‖‖

+‖un1‖+ ‖vn2 ‖+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni ‖
)

=
2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖vni ‖+ ‖un0‖
)

≤ 2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖uni ‖+ ‖vni ‖+ ‖un0‖
)

=
2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R
(
‖un0‖+ ‖vn0 ‖+ ‖un1‖+ ‖vn1 ‖

+ · · ·+ ‖uni−1‖+ ‖vni−1‖+ ‖uni ‖+ ‖vni ‖
)

+
1

1−R
‖u0‖
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=
2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R
‖u0‖+

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
≤ 3

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
.

En remplaçant dans (2.27), on obtient en utilisant (2.10)

‖vni+1‖ ≤ ‖v0‖+M1a(T ) +M1εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+M2a(T ) +M2a(T )‖u0‖

+M2εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
+ L1α(1 + r)

a(T )

1−R

+ L1α(1 + r)εn
( 1

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+

1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

))
+ L2α(1 + r)

a(T )

1−R

+ L2α(1 + r)εn
( 2

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

)
+
‖u0‖
1−R

+
1

1−R

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

))
≤ ‖v0‖+ (M1 +M2)a(T ) + α(1 + r)

a(T )

1−R
(L1 + L2) +

( 1

1−R
+M2a(T )

)
‖u0‖

+
(
α(1 + r)

a(T )

1−R
(
‖u0‖+ ‖v0‖

))
(L1 + 2L2)

+
(
M1 +M2 + α(1 + r)

1

1−R
(L1 + L2)

)
εn

i∑
j=0

(
‖unj ‖+ ‖vnj ‖

)
.

Pour d1 := ‖v0‖+ (M1 +M2)a(T ) + α(1 + r)
a(T )

1−R
(L1 + L2) +

( 1

1−R
+M2a(T )

)
‖u0‖

+
(
α(1 + r)

a(T )

1−R
(‖u0‖+ ‖v0‖)

)
(L1 + 2L2) et d2 := M1 +M2 + α(1 + r)

1

1−R
(L1 + L2),

il en résulte

‖vni+1‖ ≤ d1 + d2εn

i∑
j=0

(‖unj ‖+ ‖vnj ‖). (2.29)

En sommant (2.25) et (2.29), on aura

‖uni+1‖+ ‖vni+1‖ ≤ q1 + q2εn

i∑
j=0

(‖unj ‖+ ‖vnj ‖), (2.30)

tel que q1 = a1 + d1 et q2 = a2 + d2.
Faisant référence au Lemme 1.10.1, on obtient pour n ≥ 0 et i = 0, ..., n− 1

‖uni+1‖+ ‖vni+1‖ ≤ q1 exp
(
q2

i∑
j=0

εn
)
≤ q1 exp q2b(T ) =: K1
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Alors, pour n ≥ 0 et i = 0, ..., n− 1,

‖uni+1‖ ≤ K1, et ‖vni+1‖ ≤ K1.

En remplaçant dans (2.22) et dans (2.26) on obtient

‖uni+1 − uni ‖ ≤ q3k
n
i+1

tel que q3 =
( 1

1−R
(1 +K1)

)
(L1 + L2) et

‖vni+1 − vni ‖ ≤ kni+1M1(1 + 2K1) + kni+1M2(1 + 2K1) +
α(1 + r)

1−R
L1(1 + 2K1)kni+1

+
α(1 + r)

1−R
L2(1 + 2K1)kni+1

≤ q4k
n
i+1

tel que q4 =
(
(M1 +M2) +

α(1 + r)

1−R
(L1 + L2)

)
(1 + 2K1).

Soit l := max{K1, q3, q4}.
On conclut que pour 0 ≤ i ≤ n (resp. 0 ≤ i ≤ n− 1)

‖uni ‖ ≤ l

(
resp. ‖uni+1 − uni ‖ ≤ lkni+1 = l

(
a(tni+1)− a(tni )

))
(2.31)

et
‖vni ‖ ≤ l

(
resp. ‖vni+1 − vni ‖ ≤ lkni+1 = l

(
a(tni+1)− a(tni )

))
. (2.32)

Etape 3. Construction des suites approximatives (un)n et (vn)n.
Pour tout n ≥ 1, on définit les applications un, vn : I → H comme suit :
pour t ∈ [tni , t

n
i+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1un(t) = uni +

a(t)− a(tni )

a(tni+1)− a(tni )

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
−
∫ t

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

un(T ) = unn,

(2.33)
etvn(t) = vni +

a(t)− a(tni )

a(tni+1)− a(tni )

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
−
∫ t

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

vn(T ) = vnn.

(2.34)
Il est clair que les applications un et vn sont absolument continues avec un(tni ) = uni et
vn(tni ) = vni . Pour tout t ∈]tni , t

n
i+1[, on a

u̇n(t) =
ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
− f(t, uni , v

n
i ) (2.35)
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et

v̇n(t) =
ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
− g(t, uni , v

n
i ). (2.36)

Soit pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[,

xn(t) =
1

a(tni+1)− a(tni )

(
uni+1 − uni +

∫ tni+1

tni

f(s, uni , v
n
i )ds

)
(2.37)

et

yn(t) =
1

a(tni+1)− a(tni )

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s, uni , v
n
i )ds

)
. (2.38)

et xn(t) = yn(t) = 0 ailleurs.
Alors, les relations (2.35) et (2.36), s’écrivent comme suit :

u̇n(t) = ȧ(t)xn(t)− f(t, uni , v
n
i ) (2.39)

et
v̇n(t) = ȧ(t)yn(t)− g(t, uni , v

n
i ). (2.40)

Maintenant, on définit des fonctions en escalier θn, ϕn, αn : I → I par :

θn(t) = tni+1, ϕn(t) = tni , αn(t) =
a(tni+1)− a(tni )

tni+1 − tni

pour t ∈]tni , t
n
i+1] et θn(0) = ϕn(0) = αn(0) = 0. Observons que pour tout t ∈ [tni , t

n
i+1], on

a

|θn(t)− t| = |tni+1 − t| ≤ |tni+1 − tni | = δni+1 ≤ kni+1 ≤ εn → 0, lorsque n→∞, (2.41)

de même,

|ϕn(t)− t| = |tni − t| = |t− tni | ≤ |tni+1 − tni | = δni+1 ≤ kni+1 ≤ εn → 0, lorsque n→∞.
(2.42)

D’après les relations (2.14), (2.15), (2.16), (2.17), (2.35), (2.36),(2.37), (2.38) et en utilisant
les notations précédentes, il existe un sous-ensemble Jn de mesure de Lebesgue nulle, tel
que

un(θn(t)) ∈ D
(
A
(
θn(t), vn(θn(t))

))
∀t ∈ I. (2.43)

−αn(t)xn(t) ∈ A
(
θn(t), vn(θn(t))

)
un(θn(t)) ∀t ∈ I \ Jn. (2.44)

vn(θn(t)) ∈ D
(
B
(
θn(t), un(ϕn(t))

))
∀t ∈ I. (2.45)
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−αn(t)yn(t) ∈ B
(
θn(t), un(ϕn(t))

)
vn(θn(t)) ∀t ∈ I \ Jn. (2.46)

Soit pour tout t ∈ I et n ≥ 1,

fn(t) = f
(
t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))

)
et gn(t) = g

(
t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t))

)
.

Par (2.39) et (2.40), on a

u̇n(t) = ȧ(t)xn(t)− fn(t) p.p. t ∈ I (2.47)

aussi
v̇n(t) = ȧ(t)yn(t)− gn(t) p.p. t ∈ I. (2.48)

Par le Théorème de différentiation de Lebesgue (Théorème 1.1.16), il existe Na ⊂ I,

un sous-ensemble négligeable tel que tout t /∈ Na est un point de Lebesgue de a. En
particulier, en prenant (2.10) en considération, nous observons que si t ∈]tni , t

n
i+1[\Na, on

a
lim
n→∞

αn(t) = lim
n→∞

a(tni+1)− a(tni )

tni+1 − tni
= ȧ(t). (2.49)

On conclut, qu’il existe un sous-ensemble négligeable N ′ ⊂ I qui contient Na, tous les
sous-ensembles Jn et tous les tni , tel que pour tout t ∈ I \N ′ non seulement les relations
(2.44) et (2.46) sont vérifiées, mais aussi il existe αt < +∞, tel que

∀n ≥ 1, |αn(t)| ≤ αt. (2.50)

De plus, pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[, évoquant les relations (2.10), (2.35), (2.31), (2.32) et

(2.11), il en résulte que

‖u̇n(t)‖ ≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

‖f(s, uni , v
n
i )‖ds

)
+ ‖f(t, uni , v

n
i )‖

≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
l(a(tni+1)− a(tni )) + (tni+1 − tni )MF (1 + 2l)

)
+MF (1 + 2l)

≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
l(a(tni+1)− a(tni )) + (a(tni+1)− a(tni ))MF (1 + 2l)

)
+MF (1 + 2l)

≤ ȧ(t)

(
l +MF (1 + 2l)

)
+MF (1 + 2l)

≤ l1ȧ(t) + l2, (2.51)

tel que l1 := c+MF (1+2l) et l2 := MF (1+2l). Ceci implique que pour tous t, s ∈ I (s ≤ t),

‖un(t)− un(s)‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

u̇n(τ)dτ

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

s

‖u̇n(τ)‖dτ ≤
∫ t

s

(l1ȧ(τ) + l2)dτ

≤ l1(a(t)− a(s)) + l2(t− s)
≤ (l1 + l2)(a(t)− a(s)) =: b1(a(t)− a(s)) (2.52)
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où b1 := l1 + l2.

En utilisant les mêmes arguments et en vertu des relations (2.10), (2.36), (2.31), (2.32) et
(2.12), il vient que

‖v̇n(t)‖ ≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
‖vni+1 − vni ‖+

∫ tni+1

tni

‖g(s, uni , v
n
i )‖ds

)
+ ‖g(t, uni , v

n
i )‖

≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
l(a(tni+1)− a(tni )) + (tni+1 − tni )MG(1 + 2l)

)
+MG(1 + 2l)

≤ ȧ(t)

a(tni+1)− a(tni )

(
l(a(tni+1)− a(tni )) + (a(tni+1)− a(tni ))MG(1 + 2l)

)
+MG(1 + 2l)

≤ ȧ(t)(c+MG(1 + 2l)) +MG(1 + 2l)

≤ l3ȧ(t) + l4 (2.53)

tel que l3 := c+MG(1 + 2l) et l4 := MG(1 + 2l). D’où, pour tous t, s ∈ I (s ≤ t),

‖vn(t)− vn(s)‖ =

∥∥∥∥∫ t

s

v̇n(τ)dτ

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

s

‖v̇n(τ)‖dτ ≤
∫ t

s

(l3ȧ(τ) + l4)dτ

≤ l3(a(t)− a(s)) + l4(t− s) ≤ (l3 + l4)(a(t)− a(s)) =: b2(a(t)− a(s)).

(2.54)

où b2 := l3 + l4.
Étape. 4 convergence des suites (un)n, (vn)n, (xn)n, (yn)n, (u̇n)n et (v̇n)n.
On commence par la convergence uniforme de la suite (un)n et la convergence faible de
la suite des dérivées (u̇n)n dans L1(I,H). Pour cela, on va utiliser le Théorème d’Ascoli-
Arzélà (Théorème 1.4.10) pour montrer la convergence uniforme de (un)n.
Montrons d’abord que pour tout t ∈ I, l’ensemble {un(t), n ≥ 1} est relativement
compact.
De (2.32), nous avons (vn(θn(t)))n ⊂ lBH , alors

(θn(t), vn(θn(t)))n ⊂ (I × lBH).

Par (2.31), on a (un(θn(t)))n ⊂ lBH . Donc, il résulte de la relation (2.43) que

(un(θn(t)))n ⊂ D
(
A(I × lBH)

)
∩ lBH .

D’après l’hypothèse (H3
A) le sous-ensembleD

(
A(I×lBH)

)
∩lBH est relativement compact.

Par conséquent, la suite (un(θn(t)))n l’est aussi. Par (2.52), (2.41) et (2.42) (en prenant
en compte que a(·) est absolument continue), on aura

‖un(θn(t))−un(t)‖ ≤ b1(a(θn(t))−a(t))→ 0 et ‖un(ϕn(t))−un(t)‖ → 0, n→∞. (2.55)

Il s’en suit que pour tout t ∈ I, {un(t) : n ≥ 1} est aussi relativement compact dans H.
De l’autre côté, par (2.52), la suite (un)n est équi-continue du fait que a(·) est absolument
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continue. En appliquant le Théorème d’Ascoli-Arzélà, on déduit que (un)n est relativement
compacte dans C(I,H), alors on peut lui en extraire une sous suite (qu’on ne va pas
renommer) qui converge uniformément vers une application continue u, i.e.,

lim
n→∞
‖un − u‖C = 0. (2.56)

De plus, pour tout t ∈ I, on a

‖un(θn(t))− u(t)‖ ≤ ‖un(θn(t))− un(t)‖+ ‖un(t)− u(t)‖

passant à la limite lorsque n→∞, en utilisant (2.55) et (2.56), on obtient,

‖un(θn(t))− u(t)‖ → 0. (2.57)

De même, en utilisant (2.55) et (2.56)

‖un(ϕn(t))− u(t)‖ → 0. (2.58)

De plus, par (2.52) et (2.56), on obtient

‖u(t)− u(s)‖ ≤ b1(a(t)− a(s)). (2.59)

Maintenant, on va montrer que (u̇n)n converge faiblement vers u̇ dans L1(I,H).
Il est clair par la relation (2.51), que la suite des dérivées (u̇n)n est intégrablement bornée
alors, par la Proposition 1.4.12 elle est σ(L1, L∞)- relativement compacte, donc on peut
lui en extraire une sous suite qui converge faiblement dans L1(I,H) vers une application
y ∈ L1(I,H). Reste à montrer que y ≡ u̇.
En utilisant le Théorème 1.5.3 sur l’application

Γz : H −→ R

x 7−→ Γz(x) = 〈z, x〉, (2.60)

et sur f = u̇ et la Remarque 1.4.7, on a pour tout ξ ∈ L∞(I,H)

lim
n→∞
〈ξ, u̇n〉 = 〈ξ, y〉

i.e.,

lim
n→∞

∫ T

0

〈ξ(τ), u̇n(τ)〉dτ =

∫ T

0

〈ξ(τ), y(τ)〉dτ.

En particulier, si on prend pour tout t ∈ [0, T ] et pour z ∈ H, ξ(·) = z1[0,t](·), on aura

lim
n→∞

∫ T

0

〈z1[0,t](τ), u̇n(τ)〉dτ =

∫ T

0

〈z1[0,t](τ), y(τ)〉dτ
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alors,

lim
n→∞

∫ t

0

〈z, u̇n(τ)〉dτ =

∫ t

0

〈z, y(τ)〉dτ

c’est-à-dire, par (2.60)

lim
n→∞

∫ t

0

Γz(u̇n(τ))dτ =

∫ t

0

Γz(y(τ))dτ

on obtient,

lim
n→∞

Γz

(∫ t

0

u̇n(τ)dτ
)

= Γz

(∫ t

0

y(τ)dτ
)

par (2.60) une deuxième fois, ceci est équivalent à

lim
n→∞

〈
z,

∫ t

0

u̇n(τ)dτ
〉

= 〈z,
∫ t

0

y(τ)dτ〉. (2.61)

En vertu de (2.61), il vient que

〈z, u(t)− u(0)〉 = lim
n→∞
〈z, un(t)− un(0)〉 = lim

n→∞

〈
z,

∫ t

0

u̇n(τ)dτ

〉
= 〈z,

∫ t

0

y(τ)dτ〉

il en résulte que

u(t)− u(0) =

∫ t

0

y(τ)dτ.

Par le Théorème 1.1.14 on conclut que u est absolument continue et u̇ = y p.p. sur I.
Passant maintenant à la convergence uniforme de la suite (vn)n. On va utiliser les mêmes
arguments utilisés dans la preuve de la convergence uniforme de (un)n.
D’abord, on montre que pour tout t ∈ I, l’ensemble {vn(t), n ≥ 1} est relativement
compact.
Nous avons par la relation (2.31) que (un(ϕn(t)))n ⊂ lBH , alors

(θn(t), un(ϕn(t)))n ⊂ (I × lBH).

De plus, de (2.32) on a (vn(θn(t)))n ⊂ lBH . On déduit par la relation (2.45) que

(vn(θn(t)))n ⊂ D(A(I × lBH)) ∩ lBH .

Le sous-ensembleD(B(I×lBH))∩lBH est relativement compact par (H3
B). Par conséquent

la suite (vn(θn(t)))n l’est aussi. En vertu des relations (2.41), (2.42) et (2.54) et tenant en
compte que a(·) est absolument continue, on aura

‖vn(θn(t))− vn(t)‖ ≤ b2‖a(θn(t))− a(t)‖ → 0, n→∞ (2.62)
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et
‖vn(ϕn(t))− vn(t)‖ → 0, n→∞. (2.63)

Ceci entraine que, {vn(t) : n ≥ 1} est relativement compact.
Par la relation (2.54), la suite (vn)n est équi-continue grâce au fait que a(·) est absolument
continue. En appliquant le théorème d’Ascoli-Arzélà, on déduit que (vn)n est relativement
compacte dans C(I,H), alors il existe une sous suite extraite, qu’on note aussi (vn)n, qui
converge uniformément vers une application continue v i.e.,

lim
n→∞
‖vn − v‖C = 0. (2.64)

Nous avons, pour tout t ∈ I

‖vn(θn(t))− v(t)‖ ≤ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖+ ‖vn(t)− v(t)‖.

Passant à la limite lorsque n→∞, on obtient, en utilisant (2.62) et (2.64)

‖vn(θn(t))− v(t)‖ → 0. (2.65)

Similairement, en utilisant (2.63) et (2.64),

‖vn(ϕn(t))− v(t)‖ → 0. (2.66)

De plus, par (2.54) et (2.64), on obtient

‖v(t)− v(s)‖ ≤ b2(a(t)− a(s)). (2.67)

Montrons à présent que (v̇n)n converge faiblement vers v̇ dans L1(I,H).
On a par la relation (2.51), (v̇n)n est intégrablement bornée. Alors on peut lui en extraire
une sous suite qui converge faiblement dans L1(I,H) vers une application w ∈ L1(I,H).
Par le même procédé (pour (u̇n)n), on déduit que v est absolument continue et v̇ ≡ w p.p.

Montrons la convergence faible des suites (yn)n et (xn)n dans L1(I,H).
En utilisant les relations (2.37), (2.38), (2.31) et (2.32), on obtient pour presque tout
t ∈ I,

‖xn(t)‖ ≤ 1

a(tni+1)− a(tni )

(
‖uni+1 − uni ‖+

∫ tni+1

tni

‖f(s, uni , v
n
i )‖ds

)
≤ l +MF (1 + 2l) =: M1, (2.68)

i.e., la suite (xn)n est intégrablement bornée alors, par la Proposition 1.4.12 elle est
σ(L1, L∞)-relativement compacte, donc on peut lui en extraire une sous suite qui converge
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faiblement dans L1(I,H) vers une application x ∈ L1(I,H).
De plus,

‖yn(t)‖ ≤ 1

a(tni+1)− a(tni )

(
‖vni+1 − vni ‖+

∫ tni+1

tni

‖g(s, uni , v
n
i )‖ds

)
≤ l +MG(1 + 2l) =: M2, (2.69)

c’est-à-dire, la suite (yn)n est intégrablement bornée alors, par la Proposition 1.4.12 elle
est σ(L1, L∞)-relativement compacte, donc, on peut lui en extraire une sous suite qui
converge faiblement dans L1(I,H) vers une application y ∈ L1(I,H).
Etape 5. Existence d’une solution.
Dans cette dernière étape, on va prouver que (u, v) est une solution du problème (SF,G).
Premièrement, on commence par montrer que pour tout t ∈ I,

u(t) ∈ D(A(t, v(t))) et v(t) ∈ D(B(t, u(t))).

Nous avons par (H1
A), (2.65), (2.9) et (2.10)

dis(A(θn(t), vn(θn(t))), A(t, v(t))) ≤ |β(θn(t))− β(t)|+ λ‖v(θn(t))− v(t)‖
≤ εn + λ‖vn(θn(t))− v(t)‖ → 0, n→∞. (2.70)

De plus, par (H2
A), (2.32) et (2.31), on a

‖A0(θn(t), vn(θn(t)))un(θn(t))‖ ≤ c(1 + ‖un(θn(t))‖+ ‖vn(θn(t))‖) ≤ c(1 + 2l),

c’est-à-dire que la suite (Xn)n :=
(
A0(θn(t), vn(θn(t)))un(θn(t))

)
n
est bornée dans H et

comme la boule unité de H est faiblement compacte par le Théorème 1.4.8, on déduit
que la suite (Xn)n est faiblement relativement compacte dans H, alors on peut lui en
extraire une sous suite qui converge faiblement dans H. Par les relations (2.43), (2.57) et
en appliquant le Lemme 1.8.25, il en résulte que u(t) ∈ D(A(t, v(t))), pour tout t ∈ I.
De l’autre côté, par (H1

B), (2.58), (2.9) et (2.10), on a

dis(B(θn(t), un(ϕn(t))), B(t, u(t)) ≤ |η(ϕn(t)− η(t)|+ α‖u(ϕn(t))− u(t)‖ (2.71)

≤ εn + α‖un(ϕn(t))− u(t)‖ → 0, n→∞.

Or (H2
B), (2.32) et (2.31), nous donnent

‖B0(θn(t), un(ϕn(t)))vn(θn(t))‖ ≤ d(1 + ‖un(ϕn(t))‖+ ‖vn(θn(t)‖) ≤ d(1 + 2l)

c’est-à-dire, la suite (Xn)n :=
(
B0(θn(t), un(ϕn(t)))vn(θn(t))

)
n
est bornée dans H, par le

Théorème 1.4.8, il existe une sous suite extraite de (Xn)n qui converge faiblement dans
H. Il résulte des relations (2.45), (2.65) et du Lemme 1.8.25 que v(t) ∈ D(B(t, u(t))) pour
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tout t ∈ I.
Dans la suite, on va montrer que (u, v) vérifie les inclusions dans le problème (SF,G).
On a montré que la suite (xn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers une application
x ∈ L1(I,H) et par (H3(F )), (2.31) et (2.32) la suite (fn)n est intégrablement bornée et
donc (fn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers f̃ ∈ L1(I,H) (voir Proposition 1.4.12).
En appliquant le Théorème de Mazur (Théorème 1.4.9), on peut assurer l’existence d’une
suite (zn)n de combinaisons convexes de (xn), i.e., zn ∈ co{xk, k ≥ n} qui converge
fortement vers x dans L1(I,H). Aussi, il existe une suite (bn)n de combinaisons convexes
de (fn)n i.e., bn ∈ co{fk, k ≥ n} qui converge fortement vers f̃ ∈ L1(I,H). Alors, par
le Théorème 1.5.2, il existe N1 un sous-ensemble négligeable et une sous suite (jn) de N
tel que ∀t ∈ I \N1, (zjn(t))n converge vers x(t). Cette dernière convergence et la relation
(2.49) impliquent que pour tout t ∈ (I \N1 ∪N ′)

αjn(t)zjn(t)→ ȧ(t)x(t), (2.72)

de sorte que, pour t ∈ (I \N1 ∪N ′), ȧ(t)x(t) est un point d’adhérence de (αjn(t)zjn(t))n.

Par conséquent

ȧ(t)x(t) ∈ (αjn(t)zjn(t))n∈N =
⋂
n∈N

(αjn(t)zjn(t))

⊂
⋂
n∈N

co
{
αk(t)xk(t), k ≥ n

}
=
⋂
n∈N

co
{
αk(t)xk(t), k ≥ n

}
,

ce qui implique, par le Théorème 1.2.9, que pour t ∈ (I \N1 ∪N ′) et pour chaque ζ ∈ H,〈
ζ, ȧ(t)x(t)

〉
≤ δ∗

(
ζ, {αk(t)xk(t), k ≥ n}

)
= sup

k≥n

〈
ζ, αk(t)xk(t)

〉
∀n ∈ N

≤ inf
n∈N

sup
k≥n

〈
ζ, αk(t)xk(t)

〉
,

c’est à dire, 〈
ζ, ȧ(t)x(t)

〉
≤ lim sup

n→∞

〈
ζ, αn(t)xn(t)

〉
. (2.73)

De la même manière, on aura l’existence de N2 un sous-ensemble négligeable et une
sous suite (qn) de N tel que pour tout t ∈ I \N2, on a bqn(t)→ f̃(t), Alors,

f̃(t) ∈ (bqn(t))n∈N =
⋂
n∈N

(bqn(t)(t))

⊂
⋂
n∈N

co
{
fk(t), k ≥ n

}
=
⋂
n∈N

co
{
fk(t), k ≥ n

}
.
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Donc par le Théorème 1.2.9, on a pour t ∈ I \N2 et pour chaque ζ ∈ H,〈
ζ, f̃(t)

〉
≤ lim sup

n→∞

〈
ζ, fn(t)

〉
. (2.74)

Notons que (u̇n)n converge faiblement vers u̇ dans L1(I,H). Il vient par la relation (2.47)
que pour presque tout t ∈ I,

u̇(t) = ȧ(t)x(t)− f̃(t). (2.75)

D’autre part, via la définition de fn, on a pour presque tout t ∈ I,

fn(t) ∈ F (t, un(φn(t)), vn(φn(t))). (2.76)

On obtient par (2.74), (2.76), pour tout ζ ∈ H et t ∈ (I \N2)〈
ζ, f̃(t)

〉
≤ lim sup

n→∞
δ∗
(
ζ, F (t, un(ϕn(t)), vn(ϕn(t)))

)
. (2.77)

Donc en vertu des relations (2.58), (2.66), (2.77), l’hypothèse (H2(F )) et par utilisation
de la proposition 1.1.12, il vient que〈

ζ, f̃(t)
〉
≤ δ∗

(
ζ, F (t, u(t), v(t))) p.p. t ∈ I. (2.78)

Comme F est à valeurs convexes fermées, on conclut de (2.78), en utilisant le Théorème
1.2.9

f̃(t) ∈ F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I. (2.79)

Montrons maintenant que −ȧ(t)x(t) ∈ A(t, v(t))u(t) p.p. t ∈ I.
Comme u(t) ∈ D(A(t, v(t)) ⊂ D(A(t, v(t)), alors par Lemme 1.8.23, il suffit de montrer
que pour presque tout t ∈ I〈

A0(t, v(t))ζ, ζ − u(t)
〉
≥ 〈ȧ(t)x(t), u(t)− ζ〉, ∀ζ ∈ D(A(t, v(t)).

D’après (H2
A) et en utilisant (2.70), (2.43), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 sur les

opérateurs maximaux monotones An = A
(
θn(t), vn(θn(t))

)
et A = A(t, v(t)), pour assurer

l’existence d’une suite (ζn)n qui vérifie :

ξn ∈ D(An(θn(t), vn(θn(t)))), ζn → ζ et A0(θn(t), vn(θn(t)))ζn → A0(t, v(t))ζ. (2.80)

Pour n ≥ 1, soit I\Nn l’ensemble sur lequel (2.44) est vérifiée. Par la monotonie de An, il
vient 〈

A0
(
θn(t), vn(θn(t))

)
ζn, ζn − un(θn(t))

〉
≥ 〈αn(t)xn(t), un(θn(t))− ζn〉. (2.81)
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De plus, en évoquant (2.50), (2.47), (2.81) et (2.68) on aura pour tout t ∈ I\( ∪
n∈N

Nn∪N
′
)

〈αn(t)xn(t), u(t)− ζ〉 = 〈αn(t)xn(t), u(t) + un(θn(t))− un(θn(t)) + ζn − ζn − ζ〉
= 〈αn(t)xn(t), un(θn(t))− ζn〉
+ 〈αn(t)xn(t), (u(t)− un(θn(t)))− (ζ − ζn)〉
≤ 〈A0(θn(t)), vn(θn(t))ζn, ζn − un(θn(t))〉
+ ‖αn(t)xn(t)‖(‖u(t)− un(θn(t))‖+ ‖ζ − ζn‖)
≤ 〈A0(θn(t)), vn(θn(t))ζn, ζn − un(θn(t))〉
+M1αt(‖u(t)− un(θn(t))‖+ ‖ζ − ζn‖).

Par passage à la limite supérieure et en utilisant (2.57) et (2.80), il s’en suit que

lim sup
n→∞

〈αn(t)xn(t), u(t)− ζ〉 ≤ 〈A0(t, v(t))ζ, ζ − u(t)〉.

On obtient par (2.73) que

〈ȧ(t)x(t), u(t)− ζ〉 ≤ 〈A0(t, v(t))ζ, ζ − u(t)〉 (2.82)

on déduit que pour presque tout t ∈ I

−ȧ(t)x(t) ∈ A(t, v(t))u(t).

Par conséquent, (via (2.75))

−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + f̃(t) p.p. t ∈ I

et par (2.79), il en résulte

−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I.

Nous prouvons de la même manière la deuxième inclusion, en utilisant la convergence
faible de (yn)n dans L1(I,H) vers y ∈ L1(I,H) et la convergence faible de (gn)n dans
L1(I,H) vers g̃ ∈ L1(I,H), par application du Théorème de Mazur 1.4.9, il existe N3 un
sous-ensemble négligeable tel que pour tout t ∈ I \ (N3 ∪ N ′) et pour chaque ζ ∈ H, on
obtient par le Théorème 1.2.9〈

ζ, ȧ(t)y(t)
〉
≤ lim sup

n→∞

〈
ζ, αn(t)yn(t)

〉
. (2.83)

Aussi, il existe N4 un sous-ensemble négligeable tel que pour tout t ∈ I \N4, pour chaque
ζ ∈ H, 〈

ζ, g̃(t)
〉
≤ lim sup

n→∞

〈
ζ, gn(t)

〉
. (2.84)
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Observons que (v̇n)n converge faiblement vers v̇ dans L1(I,H), par la relation (2.48), il
vient que

v̇(t) = ȧ(t)y(t)− g̃(t) p.p.t ∈ I. (2.85)

D’autre part, par la définition de gn, on a

gn(t) ∈ G(t, un(φn(t)), vn(φn(t))) ∀t ∈ I. (2.86)

Par (2.84), (2.86), (2.58), (2.63), (H2(G)) et comme G est à valeurs convexes fermées, on
conclut que

g̃(t) ∈ G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I. (2.87)

Montrons maintenant que −ȧ(t)y(t) ∈ B(t, u(t))v(t), p.p. t ∈ I.
Comme v(t) ∈ D(B(t, u(t)) ⊂ D(B(t, u(t)), alors par Lemme 1.8.23, il suffit de montrer
que

〈B0(t, u(t))ζ, ζ − v(t)〉 ≥ 〈ȧ(t)y(t), v(t)− ζ〉 p.p. t ∈ I, ∀ζ ∈ D(B(t, u(t)).

D’après (H2
B) et en utilisant (2.71), (2.58), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opé-

rateurs maximaux monotones Bn(θn(t), un(ϕn(t))) et B = B(t, u(t)), pour assurer l’exis-
tence d’une suite (ζn)n qui vérifie :

ζn → ζ et B0(θn(t), un(ϕn(t)))ζn → B0(t, u(t))ζ. (2.88)

Pour n ≥ 1, soit I\Nn l’ensemble sur lequel (2.46) est vérifiée. Par la monotonie de Bn,
(2.50) et (2.69) on aura pour tout t ∈ I\( ∪

n∈N
Nn ∪N

′
)

〈αn(t)yn(t), v(t)− ζ〉 ≤ 〈B0(θn(t)), un(ϕn(t))ζn, ζn − vn(θn(t))〉
+M2αt(‖v(t)− vn(θn(t))‖+ ‖ζ − ζn‖)

Par passage à la limite supérieure et en utilisant (2.65), (2.88) et par (2.83), il en résulte

〈ȧ(t)y(t), v(t)− ζ〉 ≤ 〈B0(t, u(t))ζ, ζ − v(t)〉 (2.89)

on déduit que
−ȧ(t)y(t) ∈ B(t, u(t))v(t), p.p. t ∈ I.

Ce qui est équivalent à

−v̇(t) ∈ B(t, u(t))v(t) + g̃(t) p.p. t ∈ I

et de (2.87), il vient que

−v̇(t) ∈ B(t, u(t))v(t) +G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I.
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Par (2.59) et (2.67), cette solution satisfait

‖u̇(t)‖ ≤ bȧ(t), ‖v̇(t)‖ ≤ bȧ(t) p.p. t ∈ I, (2.90)

avec b := max{b1, b2}. �

Quelques remarques concernant notre premier Théorème d’existence s’imposent.

Remarque 2.2.2
Dans la preuve du Théorème 2.2.1, l’hypothèse αλ < 1 dans (H1(B)) était nécessaire
pour obtenir R < 1, et par suite conclure les estimations dans les relations (2.31) et
(2.32). Cette inégalité ne peut être étendue. En effet, dans le cas d’une seule inclusion
différentielle régie par l’opérateur maximal monotone particulier NC(t,x), le cône normal à
un ensemble convexe fermé et non vide C(t, x), qui dépend du temps et de l’état et satisfait
l’hypothèse :

dH
(
C(t, x), C(s, y)

)
≤ |ψ(t)− ψ(s)|+ ρ‖x− y‖ ∀(t, x), (s, y) ∈ I ×H,

où ψ est une fonction réelle absolument continue et ρ une constante strictement positive,
les auteurs dans [57] ont montré, par des exemples concrets, que ce problème peut ne pas
avoir de solution lorsque ρ ≥ 1.

Remarque 2.2.3
Comme il a été souligné dans l’introduction, le cône normal au sens de l’analyse convexe
à l’ensemble non vide, fermé et convexe C(t, x) ⊂ H au point y ∈ H est un opérateur
maximal monotone. De plus, pour tous t, s ∈ I et x, y ∈ H,

dis(NC(t,x)(·), NC(s,y)(·)) = dH
(
C(t, x), C(s, y)

)
.

Nous pouvons donc dériver le corollaire suivant, si nous prenons dans le Théorème 2.2.1,
B(t, x) = NC(t,x), où C : I × H ⇒ H est une multi-application à valeurs non vides,
convexes et fermées, satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1
C) Il existe une constante réelle strictement positive α et une fonction positive et stric-

tement croissante η ∈ W 1.1(I,R) tel que

|d(z, C(t, x)− d(z, C(s, y))| ≤ |η(t)− η(s)|+ α‖x− y‖,∀t, s ∈ I,∀x, y ∈ H. (2.91)

(H2
C) Pour tout sous ensemble borné K ⊂ H, l’ensemble C(I×K) est relativement boule-

compact.
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Le résultat de ce corollaire a été établi dans [20] avec β, η ∈ W 1,2(I,H), et dans [13],
le même résultat a été obtenu en affaiblissant ces hypothèses, dans la mesure où les
auteurs ont considéré β, η comme des applications absolument continues, c’est-à-dire
β, η ∈ W 1,1(I,H), mais avec l’hypothèse supplémentaire que les domaines des opérateurs
A(t, x) sont fixes

(
(D(A(t, x)) = D

)
, pour tout (t, x) ∈ I × H. Notre résultat couvre les

résultats dans [20, 13] puisque nous considérons des opérateurs dépendant du temps et de
l’état avec des domaines dépendant du temps et de l’état et β, η ∈ W 1,1(I,H).

Corollaire 2.2.4 Soit pour tout (t, x) ∈ I × H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H un
opérateur maximal monotone satisfaisant (H1

A), (H2
A) et (H3

A). Soit C : I × H ⇒ H

une multi-application à valeurs non vides, convexes et fermées vérifiant (H1
C), (H2

C). Soit
F : I × H × H ⇒ H (resp. G : I × H × H ⇒ H) une multi-application à valeurs non
vides, convexes et fermées vérifiant (H1(F )), (H2(F )) et (H3(F )) (resp. (H1(G)), (H2(G))

et (H3(G))). Alors, pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0))×C(0, u0), il existe (u, v) : I → H×H,
solution absolument continue du problème suivant :

−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + F (t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, v(t)), ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ NC(t,u(t))(v(t)) +G(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ C(t, u(t)), ∀t ∈ I

u(0) = u0, v(0) = v0.

(2.92)

De plus, cette solution satisfait l’estimation suivante :

max(‖u̇(t)‖, ‖v̇(t)‖) ≤ b(1 + η̇(t) + β̇(t)) p.p. t ∈ I, (2.93)

pour une certaine constante positive b.

Remarque 2.2.5
Remarquons que dans le cas où H est un espace de dimension finie, i.e., H = Rd(d ≥ 1),
l’hypothèse de boule-compacité sur les domaines des opérateurs A(t, x) et B(t, x) n’est plus
nécessaire car elle est obtenue directement par la structure de l’espace (voir le point 2)
Remarque 1.4.4).

2.3 Application à un problème de minimisation.

Pour traiter ce problème on a besoin que notre solution soit unique. Pour cela, on
commence par considérer des opérateurs dépendant uniquement du temps, ainsi que des
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perturbations univoques, c’est-à-dire que pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⇒ H (resp.
B(t) : D(B(t)) ⇒ H) est un opérateur maximal monotone, et soient f, g : I×H×H → H

deux applications mesurables sur I. Supposons les hypothèses suivantes :
Hypothèses (2)

(H1(A)) Il existe une fonction positive et strictement croissante β ∈ W 1.1(I,R) tel que

dis(A(t), A(s)) ≤ |β(t)− β(s)| ∀t, s ∈ I. (2.94)

(H2(A)) Il existe une constante réelle positive c tel que

‖A0(t)y‖ ≤ c(1 + ‖y‖) ∀(t, y) ∈ I ×D(A(t)). (2.95)

(H3(A)) Pour tout t ∈ I, l’ensemble D(A(t)) est relativement boule-compact.

(H1(B)) Il existe une fonction positive et strictement croissante η ∈ W 1.1(I,R) tel que

dis(B(t), B(s)) ≤ |η(t)− η(s)| ∀t, s ∈ I. (2.96)

(H2(B)) Il existe une constante réelle positive d tel que

‖B0(t)y‖ ≤ d(1 + ‖y‖) ∀(t, y) ∈ I ×D(B(t)). (2.97)

(H3(B)) Pour tout t ∈ I, l’ensemble D(B(t)) est relativement boule-compact.

(H1
f ) Il existe une constante réelle strictement positive Lf tel que

‖f(t, x, y)‖ ≤ Lf (1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.98)

(H2
f ) Il existe une fonction positive ωf ∈ L1(I,R) tel que

‖f(t, x, y)−f(t, x′, y′)‖ ≤ ωf (t)(‖x−x′‖+‖y−y′‖) ∀(t, x, y), (t, x′, y′) ∈ I×H×H.
(2.99)

(H1
g ) Il existe une constante réelle strictement positive Lg tel que

‖g(t, x, y)‖ ≤ Lg(1 + ‖x‖+ ‖y‖) ∀(t, x, y) ∈ I ×H ×H. (2.100)

(H2
g ) Il existe une fonction positive ωg ∈ L1(I,R) tel que

‖g(t, x, y)−g(t, x′, y′)‖ ≤ ωg(t)(‖x−x′‖+‖y−y′‖) ∀(t, x, y), (t, x′, y′) ∈ I×H×H.
(2.101)
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Proposition 2.3.1
Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H (resp. B(t) : D(B(t)) ⊂ H ⇒ H) un
opérateur maximal monotone satisfaisant (H1(A)), (H2(A)) et (H3(A)) (resp. (H1(B)),
(H2(B)) et (H3(B))). Soit f : I ×H ×H → H (resp. g : I ×H ×H → H) mesurable sur
I, satisfaisant (H1

f ) et (H2
f ) (resp. (H1

g ) et (H2
g )).

Alors, pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0))×D(B(0)), il existe une unique solution (u, v) : I →
H ×H, absolument continue, du problème suivant

(Sf,g)



−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ B(t)v(t) + g(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D(B(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0, v(0) = v0.

De plus, nous avons l’estimation

max(‖u̇(t)‖, ‖v̇(t)‖) ≤ b(1 + η̇(t) + β̇(t)) p.p. t ∈ I, (2.102)

où b est une constante positive.

Preuve
La preuve de l’existence est une adaptation simple de la preuve du Théorème 2.2.1. Mon-
trons alors l’unicité. Soient (ui, vi) (i = 1, 2), deux solutions du problème (Sf,g). Par la
monotonie de A(t), on obtient pour presque tout t ∈ I,

〈−u̇1(t)− f(t, u1(t), v1(t)) + u̇2(t) + f(t, u2(t), v2(t)), u1(t)− u2(t)〉 ≥ 0

ce qui est équivalent à

〈u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t)〉 ≤ 〈f(t, u2(t), v2(t))− f(t, u1(t), v1(t)), u1(t)− u2(t)〉.

Sachant que
d

dt
‖u1(t)− u2(t)‖2 =

d

dt
〈u1(t)− u2(t), u1(t)− u2(t)〉 = 2〈u̇1(t)− u̇2(t), u1(t)− u2(t)〉,

en utilisant (H2
f ), on aura

1

2

d

dt
‖u1(t)− u2(t)‖2 ≤ ‖f(t, u2(t), v2(t))− f(t, u1(t), v1(t))‖‖u1(t)− u2(t)‖ (2.103)

≤ ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖
(
‖u1(t)− u2(t)‖+ ‖v1(t)− v2(t)‖

)
= ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖2 + ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖‖v1(t)− v2(t)‖

≤ ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖2 +
1

2
ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖2 +

1

2
ωf (t)‖v1(t)− v2(t)‖2

=
3

2
ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖2 +

1

2
ωf (t)‖v1(t)− v2(t)‖2. (2.104)
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De la même manière, en utilisant la monotonie de B(t), on obtient pour presque tout
t ∈ I

〈−v̇1(t)− g(t, u1(t), v1(t)) + v̇2(t) + v(t, u2(t), v2(t)), v1(t)− v2(t)〉 ≥ 0

ce qui est équivalent à

〈v̇1(t)− v̇2(t), v1(t)− v2(t)〉 ≤ 〈g(t, u2(t), v2(t))− g(t, u1(t), v1(t)), v1(t)− v2(t)〉.

En utilisant (H2
g ), il vient que

1

2

d

dt
‖v1(t)− v2(t)‖2 ≤ ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖

(
‖u1(t)− u2(t)‖+ ‖v1(t)− v2(t)‖

)
= ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖2 + ωg(t)‖u1(t)− u2(t)‖‖v1(t)− v2(t)‖

≤ ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖2 +
1

2
ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖2 +

1

2
ωg(t)‖u1(t)− u2(t)‖2

=
3

2
ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖2 +

1

2
ωg(t)‖u1(t)− u2(t)‖2. (2.105)

Sommant les inégalités (2.103) et (2.105), en posant ω(t) = max{3ωf (t) + ωg(t), 3ωg(t) +

ωf (t)}, on trouve que

d

dt

(
‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖v1(t)− v2(t)‖2

)
≤ 3ωf (t)‖u1(t)− u2(t)‖2 + ωf (t)‖v1(t)− v2(t)‖2

+ 3ωg(t)‖v1(t)− v2(t)‖2 + ωg(t)‖u1(t)− u2(t)‖2

≤ (3ωf (t) + ωg(t))‖u1(t)− u2(t)‖2

+ (3ωg(t) + ωf (t))‖v1(t)− v2(t)‖2

≤ ω(t)(‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖v1(t)− v2(t)‖2).

On obtient, en intégrant sur [0, t], en tenant en compte le fait que
‖u2(0)− u1(0)‖ = ‖v2(0)− v1(0)‖ = 0,

‖u1(t)− u2(t)‖2 + ‖v1(t)− v2(t)‖2 ≤
∫ t

0

ω(s)(‖u1(s)− u2(s)‖2 + ‖v1(s)− v2(s)‖2)ds.

Par application du Lemme de Gronwall 1.10.3, on aura

‖u1(t)− u2(t)‖2 ≤ 0 et ‖v1(t)− v2(t)‖2 ≤ 0 ∀t ∈ I.

i.e., u1 ≡ u2 et v1 ≡ v2.
D’où, l’unicité de la solution. �

Dans la suite, fixons ξ0 ∈ H, et considérons l’ensemble E ⊂ W 1.1(I,H) défini par :

E = {ξ ∈ C(I,H) : ξ(t) = ξ0 +

∫ t

0

ξ̇(s)ds ∀t ∈ I, ξ̇(t) ∈ 4 p.p.t ∈ I},
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où 4 est un sous-ensemble convexe compact de H et sans perte de généralité on peut
prendre 0 ∈ 4. Alors, E est un sous-ensemble convexe compact de C(I,H).
En effet, 4 étant un compact de H alors, il existe une constante positive ρ > 0 tel que

4 ⊂ ρBH . (2.106)

Soient w1, w2 ∈ E et λ ∈ [0, 1], donc pour tout t ∈ I, w1(t) = ξ0 +

∫ t

0

ẇ1(s)ds et

w2(t) = ξ0 +

∫ t

0

ẇ2(s)ds , avec ẇ1(t), ẇ2(t) ∈ 4 p.p. t ∈ I. Puisque 4 est convexe, il vient

que λẇ1(t) + (1− λ)ẇ2(t) ∈ 4 p.p., de plus

λw1(t) + (1− λ)w2(t) = λ(ξ0 +

∫ t

0

ẇ1(s)ds) + (1− λ)(ξ0 +

∫ t

0

ẇ2(s)ds)

= ξ0 +

∫ t

0

λẇ1(s) + (1− λ)ẇ2(s)ds

d’où, la convexité de E . Soit v ∈ E , pour tous t, s ∈ I (s ≤ t), on a

‖v(t)− v(s)‖ = ‖ξ0 +

∫ t

0

v̇(τ)dτ − (ξ0 +

∫ s

0

v̇(τ)dτ)‖

≤
∫ t

s

‖v̇(τ)‖dτ ≤
∫ t

s

ρdτ ≤ ρ(t− s)

ceci montre l’équi-continuité de E .
Montrons que pour tout t ∈ I, E(t) = {ξ(t), ξ ∈ E} est relativement compact.

Soit t ∈]0, T ] et soit ξ(t) ∈ E(t) alors, ξ(t) = ξ0 +

∫ t

0

ξ̇(s)ds, avec ξ̇(s) ∈ 4 p.p. s ∈ I.

Donc, il existe un sous-ensemble N ⊂ [0, t] de mesure de Lebesgue nulle, tel que

ξ̇(s) ∈ 4 ∀s ∈ [0, t] \N, i.e., ξ̇([0, t] \N) ⊂ 4.

Par application du Théorème 1.2.10, on obtient

1

λ([0, t] \N)

∫
[0,t]\N

ξ̇(s)ds ∈ co(4) = 4

ce qui est équivalent à
1

t

∫ t

0

ξ̇(s)ds ∈ 4

ceci implique que, ∫ t

0

ξ̇(s)ds ∈ t4 ⊂ T4, (2.107)

où la dernière inclusion découle du fait que 4 est convexe et contient 0. En effet, soit
x ∈ t4 alors, x = tx′, avec x′ ∈ 4 donc,

x

t
∈ 4 et comme 0 ∈ 4 par la convexité de 4,

on aura
t

T
.
x

t
+ (1− t

T
)0 ∈ 4,
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par conséquent,
x

T
∈ 4, i.e., x ∈ T4.

D’où, t4 ⊂ T4.
De (2.107), il vient que

ξ0 +

∫ t

0

ξ̇(s)ds ∈ ξ0 + T4 := 4′.

On déduit que E(t) = {ξ(t), ξ ∈ E} est inclus dans l’ensemble convexe compact 4′, donc
il est relativement compact. Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà 1.4.10, E est relativement
compact. Il reste à montrer qu’il est fermé.
Soit (wn)n une suite de E , qui converge uniformément vers une application w ∈ C(I,H),
i.e., pour tout n ≥ 1 et tout t ∈ I

wn(t) = ξ0 +

∫ t

0

ẇn(s)ds, avec ẇn(t) ∈ 4, p.p. t ∈ I.

Comme ‖ẇn(t)‖ ≤ ρ, elle est intégrablement bornée, alors on peut supposer que (ẇn)n

converge faiblement vers z ∈ L1(I,H). Par suite, pour tout ξ ∈ L∞(I,H),

lim
n→∞
〈ẇn, ξ〉 = 〈z, ξ〉

i.e.,

lim
n→∞

∫ T

0

〈
ẇn(s), ξ(s)

〉
ds =

∫ T

0

〈
z(s), ξ(s)

〉
ds.

En particulier, si on prend pour t ∈ [0, T ] et pour (ej)j une base de H, ξ(·) = 1[0,t](·)ej,
on aura

lim
n→∞

∫ T

0

〈
ẇn(s), 1[0,t](s)ej

〉
ds =

∫ T

0

〈
z(s), 1[0,t](s)ej

〉
ds

il s’en suit

lim
n→∞

〈∫ t

0

ẇn(s), ej

〉
ds =

〈∫ t

0

z(s), ej

〉
ds

c’est-à-dire,

lim
n→∞

∫ t

0

ẇn(s)ds =

∫ t

0

z(s)ds. (2.108)

Par conséquent,

lim
n→∞

wn(t) = ξ0 + lim
n→∞

∫ t

0

ẇn(s)ds

d’où

w(t) = ξ0 +

∫ t

0

z(s)ds.

Par le Théorème 1.1.14, w est absolument continue et ẇ = z p.p. t ∈ I. De plus, comme
(ẇn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers ẇ ∈ L1(I,H) alors, par application du
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Théorème de Mazur, il existe une suite (bn)n de combinaisons convexes de (ẇn)n, i.e.,
bn ∈ co{ẇk, k ≥ n}, qui converge fortement vers ẇ. Alors, par le Théorème 1.5.2, il existe
N1 un sous-ensemble négligeable et une sous suite (pn)n de N tel que ∀t ∈ I \N1, (bpn(t))n

converge vers ẇ(t). Par compacité de 4, il en résulte que ẇ(t) ∈ 4 p.p. t ∈ I.
On conclut que E est fermé. D’où la compacité de E dans C(I,H). �

De la Proposition 2.3.1, nous pouvons déduire le résultat utile suivant, qui peut être
appliqué à un problème d’optimisation en théorie du contrôle.

Proposition 2.3.2 Soit pour tout t ∈ I, A(t, x) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H (resp.
B(t, x) : D(B(t)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal monotone satisfaisant (H1

A), (H2
A) et

(H3
A) (resp. (H1

B), (H2
B) et (H3

B)). Soit f : I ×H ×H → H (resp. g : I ×H ×H → H)
une application mesurable sur I et satisfaisant (H1

f ) et (H2
f ) (resp. (H1

g ) et (H2
g )).

Alors, pour tout ξ ∈ E et (u0, v0) ∈ D(A(0, ξ0))×D(B(0, ξ0)), il existe une unique solution
(uξ, vξ) : I → H ×H absolument continue du problème suivant

(Pξ)



−u̇(t) ∈ A(t, ξ(t))u(t) + f(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, ξ(t))), ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ B(t, ξ(t))v(t) + g(t, u(t), v(t)), p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D(B(t, ξ(t))), ∀t ∈ I

u(0) = u0, v(0) = v0.

avec
max(‖u̇ξ(t)‖, ‖v̇ξ(t)‖) ≤ b(1 + η̇(t) + β̇(t)) =: ψ(t) p.p., t ∈ I, (2.109)

où b est une constante positive qui ne dépend pas de ξ.

Preuve
Nous appliquons la Proposition 2.3.1 aux opérateurs dépendant du tempsAξ(t) = A(t, ξ(t))

et Bξ(t) = B(t, ξ(t)), pour obtenir une solution unique absolument continue du problème
(Pξ).
On commence par prouver que pour tout ξ ∈ E et tout t ∈ I, Aξ(t) = A(t, ξ(t)) vérifie les
hypothèses (H1(A)), (H2(A)) et (H3(A)). Pour tous t, s ∈ I (s < t), on a

dis
(
Aξ(t), Aξ(s)

)
= dis

(
A(t, ξ(t)), A(s, ξ(s))

)
≤ |β(t)− β(s)|+ λ‖ξ(t)− ξ(s)‖

≤ |β(t)− β(s)|+ λ

∫ t

s

ξ̇(τ)dτ

≤ |β(t)− β(s)|+ λρ(t− s) =: |γ(t)− γ(s)|
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avec, γ(t) = β(t) + λρt et γ ∈ W 1.1(I,R).
De même, pour tous t, s ∈ I (s < t), on a

dis
(
Bξ(t), Bξ(s)

)
= dis

(
B(t, ξ(t)), B(s, ξ(s))

)
≤ |η(t)− η(s)|+ αρ(t− s) =: |γ(t)− γ(s)|.

avec, γ(t) = η(t) + αρt et γ ∈ W 1.1(I,R).
Aussi, nous avons pour tout t ∈ I,

‖A0
ξ(t)x‖ = ‖A0(t, ξ(t))x‖ ≤ c(1 + ‖ξ(t)‖+ ‖x‖)

≤ c(1 + ‖ξ0‖+ ρT + ‖x‖)
≤ c′(1 + ‖x‖)

avec c′ := c(1 + ‖ξ0‖+ ρT ).
De la même manière, nous avons pour tout t ∈ I

‖B0
ξ (t)x‖ = ‖B0(t, ξ(t))x‖ ≤ d(1 + ‖ξ(t)‖+ ‖x‖)

≤ d′(1 + ‖x‖)

avec d′ := d(1 + ‖ξ0‖+ ρT ).
Donc, il nous reste à montrer que Aξ(t) vérifie l’hypothèse (H3(A)). On a D(Aξ(t)) =

D(A(t, ξ(t))) et
‖ξ(t)‖ ≤ ‖ξ0‖+ ρT =: M

i.e., ξ(t) ∈ MB ce qui implique que D(A(t, ξ(t))) ⊂ D(I ×MB), et par (H3
A) est relati-

vement boule-compact, d’où D(Aξ(t)) l’est aussi.
Similairement, on montre aisément que pour tout ξ ∈ E et tout t ∈ I, Bξ(t) = B(t, ξ(t))

vérifie l’hypothèse (H3(B)). On conclut par l’application de la Proposition 2.3.1, que le
problème (Pξ) admet une solution unique absolument continue. De plus, on a l’estimation
(2.109). En se référant au Théorème 2.2.1, b dépend des données : ‖u0‖, ‖v0‖, γ, γ, Lf , Lg, c′, d′

et T , et comme c′, d′, γ, γ sont indépendant de ξ(·) alors, b dépend seulement de ‖u0‖, ‖v0‖, β, η,
Lf , Lg, ρ, c, d et T . �

Le résultat suivant est un outil important dans notre preuve.

Théorème 2.3.3 (Théorème 8.1.6 dans [31])
Soient (Ω, S, P ) un espace de probabilité, E un espace de Banach réflexif séparable et
X un espace métrique. Soient L : Ω × X × E → [0,+∞[ une application mesurable
et semi-continue inférieurement, (un)n une suite d’applications mesurables de Ω vers X
qui converge en mesure vers une certaine application u∞ et soit (vn)n une suite dans
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L1(Ω, E) qui, σ(L1
E, L

∞
E′)-converge vers une application v∞ ∈ L1(Ω, E). Supposons que(

L(t, un(t), vn(t))
)
n
est uniformément intégrable et que L(t, u∞(t), ·) est convexe sur E.

Alors

lim inf
n→∞

∫
Ω

L(t, un(t), vn(t))dP (t) ≥
∫

Ω

L(t, u∞(t), v∞(t))dP (t). (2.110)

Maintenant, nous sommes en mesure de présenter une application des résultats ci-dessus
à un problème de minimisation.

Théorème 2.3.4 Soit pour tout (t, x) ∈ I ×H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H (resp.
B(t, x) : D(B(t, x)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal monotone satisfaisant (H1

A), (H2
A)

et (H3
A) (resp. (H1

B), (H2
B) et (H3

B)). Soit f : I ×H ×H → H (resp. g : I ×H ×H → H)
satisfaisant (H1

f ) et (H2
f ) (resp. (H1

g ) et (H2
g )).

Soit L : I × H × H × H × H → [0,∞[ une application semi-continue inférieurement,
tel que L(t, x, y, ·, ·) est convexe sur H ×H, pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H. Alors, pour
(u0, v0) ∈ D(A(0, ξ0))×D(B(0, ξ0)), le problème de minimisation de la fonction coût∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt

admet une solution optimale, où (uξ, vξ) est la solution absolument continue unique du
problème (Pξ) associée au contrôle ξ ∈ E. Autrement dit, il existe une solution optimal du
problème de minimisation

inf
ξ∈E

∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt

où (uξ, vξ) est la solution unique du problème (Pξ).

Preuve
Soit (ξn)n ⊂ E une suite minimisante, c’est-à-dire

lim
n→∞

∫ T

0

L(t, uξn(t), vξn(t), u̇ξn(t), v̇ξn(t))dt = inf
ξ∈E

∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt.

(2.111)
En effet, posons

m := inf
ξ∈E

∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt.

Par la caractérisation de la borne inférieure, ∀n > 0,∃ξn ∈ E tel que :

m ≤
∫ T

0

L(t, uξn(t), vξn(t), u̇ξn(t), v̇ξn(t))dt < m+
1

n

⇔ lim
n→∞

∫ T

0

L(t, uξn(t), vξn(t), u̇ξn(t), v̇ξn(t))dt = m.
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i.e., (ξn)n est une suite minimisante.
Comme pour tout n ∈ N, (uξn , vξn) est une solution absolument continue et unique du
problème (Pξn), il en résulte que

−u̇ξn(t) ∈ A(t, ξn(t))uξn(t) + f(t, uξn(t), vξn(t)) p.p. t ∈ I (2.112)

uξn(t) ∈ D(A(t, ξn(t))) ∀;t ∈ I, uξn(0) = u0

et
−v̇ξn(t) ∈ B(t, ξn(t))vξn(t) + g(t, uξn(t), vξn(t)) p.p. t ∈ I (2.113)

vξn(t) ∈ D(B(t, ξn(t))) ∀ t ∈ I, vξn(0) = v0.

De plus, ξ̇n(t) ∈ 4 ⊂ ρBH . Alors ‖ξn(t)‖ ≤ ξ0 + ρT =: M pour tout t ∈ I. Ceci implique
que (uξn(t))n ⊂ D(A(I ×MB)) et (vξn(t))n ⊂ D(B(I ×MB)), avec

‖u̇ξn(t)‖ ≤ ψ(t), ‖v̇ξn(t)‖ ≤ ψ(t) p.p. t ∈ I (2.114)

où ψ ∈ L1(I,R). Alors, par le Théorème d’Ascoli-Arzélà 1.4.10, on aura

(1) (uξn)n converge uniformément vers une application u ∈ C(I,H).

(2) (u̇ξn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers u̇.

(3) (vξn)n converge uniformément vers une application v ∈ C(I,H).

(4) (v̇ξn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers v̇.

De l’autre coté, comme E est compact dans C(I,H), on peut extraire de (ξn)n une sous
suite notée aussi (ξn)n et qui converge uniformément vers une application ξ ∈ E .
Maintenant, on applique le Théorème 2.3.3 qui concerne la semi-continuité inférieure de
la fonction intégrable L, nous obtenons

lim inf
n→∞

∫ T

0

L(t, uξn(t), vξn(t), u̇ξn(t), v̇ξn(t))dt ≥
∫ T

0

L(t, u(t), v(t), u̇(t), v̇(t))dt. (2.115)

Il nous reste à montrer que (u, v) = (uξ, vξ), i.e.

u(t) ∈ D
(
A(t, ξ(t))

)
∀t ∈ I, u(0) = u0.

−u̇(t) ∈ A
(
t, ξ(t)

)
u(t) + f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D
(
B(t, ξ(t))

)
∀t ∈ I, v(0) = v0.

−v̇(t) ∈ B
(
t, ξ(t)

)
v(t) + g(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I.

En effet, il est clair, en utilisant (1) et (3) que

lim
n→∞

uξn(0) = u(0) = u0 et lim
n→∞

vξn(0) = v(0) = v0.
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Maintenant, en utilisant (H2
f ), (H2

g ) et les propriétés (1), (3), on obtient pour tout t ∈ I

lim
n→∞

f(t, uξn(t), vξn(t)) = f(t, u(t), v(t))

et
lim
n→∞

g(t, uξn(t), vξn(t)) = g(t, u(t), v(t)).

De plus, par (2.114), on a

‖uξn(t)‖ ≤ ‖u0‖+ ‖ψ(·)‖L1 ∀t ∈ I

et
‖vξn(t)‖ ≤ ‖v0‖+ ‖ψ(·)‖L1 ∀t ∈ I.

Moyennant les hypothèses (H1
f ) et (H1

g ), on trouve

‖f(t, uξn(t), vξn(t))‖ ≤ Lf (1 + ‖uξn(t)‖+ ‖vξn(t)‖)
≤ Lf (1 + ‖u0‖+ ‖v0‖+ 2‖ψ‖L1)

et

‖g(t, uξn(t), vξn(t))‖ ≤ Lg(1 + ‖uξn(t)‖+ ‖vξn(t)‖)
≤ Lg(1 + ‖u0‖+ ‖v0‖+ 2‖ψ‖L1).

Le Théorème 1.5.1 assure que (f(·, uξn(·), vξn(·)))n converge fortement dans L1(I,H) vers
f(·, u(·), v(·)) et donc converge faiblement dans L1(I,H) vers la même limite. En utilisant
la propriété (2), on aura (u̇ξn(·) + f(·, uξn(·), vξn(·)))n converge faiblement dans L1(I,H)

vers u̇(·) + f(·, u(·), v(·)).
De même, le Théorème 1.5.1 assure que (g(·, uξn(·), vξn(·)))n converge fortement dans
L1(I,H) vers g(·, u(·), v(·)) et donc converge faiblement dans L1(I,H) vers la même limite.
En utilisant la propriété (4), on aura (v̇ξn(·)+g(·, uξn(·), vξn(·)))n converge faiblement dans
L1(I,H) vers v̇(·) + g(·, u(·), v(·)).
Observons aussi que par les hypothèses (HA

1 ) et (HB
1 ), on a pour tout t ∈ I

dis(A(t, ξn(t)), A(t, ξ(t))) ≤ λ‖ξn(t)− ξ(t)‖ → 0 lorsque n→∞

dis(B(t, ξn(t)), B(t, ξ(t))) ≤ α‖ξn(t)− ξ(t)‖ → 0 lorsque n→∞,

aussi, par (HA
2 ) et (HB

2 ), nous avons

‖A0(t, ξn(t))uξn(t)‖ ≤ c(1 + ‖ξn(t)‖+ ‖uξn(t)‖)
≤ c(1 + ‖ξ0‖+ Tρ+ ‖u0‖+ ‖ψ‖L1)
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et

‖B0(t, ξn(t))vξn(t)‖ ≤ d(1 + ‖ξn(t)‖+ ‖vξn(t)‖)
≤ d(1 + ‖ξ0‖+ Tρ+ ‖v0‖+ ‖ψ‖L1).

Nous répéterons alors le même raisonnement de l’étape 5 dans la preuve du Théorème
2.2.1 pour les opérateurs maximaux monotones An(t) = A(t, ξn(t)) et A(t) = A(t, ξ(t)),
Bn(t) = B(t, ξn(t)) et B(t) = B(t, ξ(t)), et à fn(t) = f(t, uξn(t), vξn(t)) et gn(t) =

g(t, uξn(t), vξn(t)), pour conclure les inclusions souhaitées, et par l’unicité de la solution,
il vient que (u, v) = (uξ, vξ).
Alors, de (2.111) et (2.115), on a bien

inf
ξ∈E

∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt =

∫ T

0

L(t, uξ(t), vξ(t), u̇ξ(t), v̇ξ(t))dt.

Ce qui signifie que ξ est une solution optimale du problème de minimisation considéré. �

2.4 Application à un problème de Skorohod.

On présente dans cette section une application à un problème de type Skorohod.

Le corollaire suivant est une conséquence du Théorème 2.2.1. Il découle en prenant,
pour tout (t, x, y) ∈ I ×H ×H, F (t, x, y) = {f(t, x, y)} et G(t, x, y) = {g(t, x, y)}.

Corollaire 2.4.1 Soit H = Rd. Soit pour tout (t, x) ∈ I×H, A(t, x) : D(A(t, x)) ⊂ H ⇒

H (resp.B(t, x) : D(B(t, x)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal monotone satisfaisant
(H1

A), (H2
A) (resp. (H1

B), (H2
B)). Soit f : I ×H ×H ⇒ H (resp. g : I ×H ×H ⇒ H) une

application de Carathéodory, i.e., mesurable sur I et continue sur H ×H, vérifiant (H1
f )

(resp. (H1
g )). Alors, pour tout (u0, v0) ∈ D(A(0, v0)) ×D(B(0, u0)), il existe (u, v) : I →

H ×H, une solution absolument continue, du problème d’évolution suivant :

(Pf,g)



−u̇(t) ∈ A(t, v(t))u(t) + f(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t, v(t)) ∀t ∈ I

−v̇(t) ∈ B(t, u(t))v(t) + g(t, u(t), v(t)) p.p. t ∈ I

v(t) ∈ D(B(t, u(t))) ∀t ∈ I

u(0) = u0, v(0) = v0.

(2.116)
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De plus, nous avons

max(‖u̇(t)‖, ‖v̇(t)‖) ≤ bȧ(t) p.p. t ∈ I (2.117)

où b est une constante positive dépendant des données ‖u0‖, ‖v0‖, η, β, Lf , Lg, T, c, d et

a(t) := t+ β(t) + η(t), ∀t ∈ I.

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat.

Théorème 2.4.2 Soit H = Rd et I = [0, 1]. Soit pour tout (t, x) ∈ I × H, A(t, x) :

D(A(t, x)) ⊂ H ⇒ H (resp. B(t, x) : D(B(t, x)) ⊂ H ⇒ H) un opérateur maximal
monotone satisfaisant (H1

A), (H2
A) (resp. (H1

B), (H2
B)). Soit g : I × H × H → H une

application de Carathéodory, vérifiant (H1
g ). Soit K : I × H → H une application de

Carathéodory, tel que pour tout (t, x) ∈ I ×H, pour une certaine constante positive M ,

‖K(t, x)‖ ≤M. (2.118)

Alors, pour tout (d0, k0) ∈ D(A(0, k0)) × D(B(0, d0)), il existe X, Y, Z : I → H des
applications absolument continues vérifiant

(P)



X(t) =

∫ t

0

K(s,X(s))ds+ Y (t) ∀t ∈ I

−Ẏ (t) ∈ A(t, Z(t))Y (t) +

∫ t

0

K(s,X(s))ds p.p. t ∈ I

Y (t) ∈ D(A(t, Z(t))) ∀t ∈ I

−Ż(t) ∈ B(t, Y (t))Z(t) + g(t, Y (t), Z(t)) p.p. t ∈ I

Z(t) ∈ D(B(t, Y (t))) ∀t ∈ I

X(0) = Y (0) = d0 ∈ D(A(0, k0))

Z(0) = k0 ∈ D(B(0, d0)).

Preuve
Soit pour tout t ∈ I,

X0(t) := d0, h1(t) :=

∫ t

0

K(s, d0)ds =

∫ t

0

K(s,X0(s))ds.

Alors, h1 est continue et bornée i.e.,

‖h1(t)‖ ≤M ∀ t ∈ I.

91 LOATI



Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un système
de deux inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux
monotones avec perturbations multivoques

Par application du Corollaire 2.4.1, il existe Y 1, Z1 : I → H des applications absolument
continues, tel que

−Ẏ 1(t) ∈ A(t, Z1(t))Y 1(t) + h1(t) p.p. t ∈ I

Y 1(t) ∈ D(A(t, Z1(t))) ∀t ∈ I

−Ż1(t) ∈ B(t, Y 1(t))Z1(t) + g(t, Y 1(t), Z1(t)) p.p. t ∈ I

Z1(t) ∈ D(B(t, Y 1(t))) ∀t ∈ I

Y 1(0) = d0

Z1(0) = k0.

De plus,
max{‖Ẏ 1(t)‖, ‖Ż1(t)‖} ≤ bȧ(t) p.p.t ∈ I,

avec ȧ ∈ L1(I,H).
Maintenant, soit pour tout t ∈ I,

X1(t) = h1(t) + Y 1(t) =

∫ t

0

K(s,X0(s))ds+ Y 1(t).

Donc, X1 est absolument continue. Nous allons procéder par récurrence. Pour tout t ∈ I
et pour tout n > 1, on pose

hn(t) :=

∫ t

0

K(s,Xn−1(s))ds.

Il est clair que hn est continue et bornée, i.e.,

‖hn(t)‖ ≤M ∀t ∈ I. (2.119)

De plus, par (2.118)

‖ḣn(t)‖ = ‖K(t,Xn−1(t))‖ ≤M p.p. t ∈ I. (2.120)

Par le Corollaire 2.4.1, il existe Y n, Zn : I → H des applications absolument continues
vérifiant : 

−Ẏ n(t) ∈ A(t, Zn(t))Y n(t) + hn(t) p.p. t ∈ I

Y n(t) ∈ D(A(t, Zn(t))) ∀t ∈ I

−Żn(t) ∈ B(t, Y n(t))Zn(t) + g(t, Y n(t), Zn(t)) p.p. t ∈ I

Zn(t) ∈ D(B(t, Y n(t))) ∀t ∈ I

Y n(0) = d0

Zn(0) = k0.
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De plus,
max{‖Ẏ n(t)‖, ‖Żn(t)‖} ≤ bȧ(t) p.p. t ∈ I. (2.121)

Alors, pour tout t ∈ I, on définit

Xn(t) := hn(t) + Y n(t) =

∫ t

0

K(s,Xn−1(s))ds+ Y n(t).

Observons que Xn est absolument continue et

−Ẏ n(t) ∈ A(t, Zn(t))Y n(t) +

∫ t

0

K(s,Xn−1(s))ds p.p. t ∈ I. (2.122)

On a pour tout t ∈ I, en utilisant la relation (2.121),

‖Y n(t)‖ ≤ ‖Y (0)‖+

∫ t

0

‖Ẏ n(s)‖ds ≤ ‖d0‖+

∫ t

0

bȧ(s)ds ≤ ‖d0‖+ ba(1), (2.123)

et

‖Zn(t)‖ ≤ ‖Z(0)‖+

∫ t

0

‖Żn(s)‖ds ≤ ‖k0‖+

∫ t

0

bȧ(s)ds ≤ ‖k0‖+ ba(1). (2.124)

Donc, par (2.123), il vient que (Y n(t))n est relativement compacte et par (2.124), (Zn(t))n

est relativement compacte. De plus, (Y n)n est équicontinue, car pour tous t, s ∈ I avec
(s < t)

‖Y n(t)− Y n(s)‖ ≤ b

∫ t

s

ȧ(τ)dτ = b(a(t)− a(s)).

De même, (Zn)n est équicontinue, car pour tous t, s ∈ I avec (s < t)

‖Zn(t)− Zn(s)‖ ≤ b

∫ t

s

ȧ(τ)dτ = b(a(t)− a(s)).

Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà 1.4.10, on peut extraire de (Y n)n une sous suite, que l’on
note aussi (Y n)n, qui converge uniformément vers une application continue Y ∈ C(I,H).
Par les mêmes arguments, on peut extraire de (Zn)n une sous suite notée aussi (Zn)n et
qui converge uniformément vers une application continue Z ∈ C(I,H).
De l’autre côté, par (2.121) on voit bien que (Ẏ n)n est intégrablement bornée, donc on
peut supposer (par extraction d’une sous suite) qu’elle converge faiblement dans L1(I,H)

vers Ẏ .
En utilisant (2.120), on obtient pour tous 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

‖hn(t)− hn(s)‖ = ‖
∫ t

s

ḣn(τ)dτ‖

≤
∫ t

s

‖ḣn(τ)‖dτ ≤M(t− s)
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i.e., (hn)n est équi-continue et par (2.119), (hn)n est bornée. Du Théorème d’ Ascoli-
Arzelà 1.4.10, on trouve que (hn)n converge uniformément vers une application continue
h : I → H. Par conséquent, (Xn)n converge uniformément vers X, avec

X(t) := h(t) + Y (t), ∀t ∈ I.

Comme K(s, ·) est continue, on conclut que pour tout t ∈ I

lim
n→∞

K(t,Xn−1(t)) = K(t,X(t)) ∀t ∈ I.

D’où, via le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue 1.5.1, on obtient

lim
n→∞

∫ t

0

K(s,Xn−1(s)) =

∫ t

0

K(s,X(s))ds,

i.e., (hn)n converge vers h dans L1(I,H) et h(t) = lim
n→∞

hn(s) =

∫ t

0

K(s,X(s))ds.

D’une manière équivalente, on a pour tout t ∈ I

X(t) =

∫ t

0

K(s,X(s))ds+ Y (t) ∀t ∈ I.

Observons aussi que pour tout t ∈ I,

dis
(
A(t, Zn(t)), A(t, Z(t))

)
≤ λ‖Zn(t)− Z(t)‖ → 0 lorsque n −→∞, (2.125)

et

dis
(
B(t, Y n(t)), B(t, Y (t))

)
≤ α‖Y n(t)− Y (t)‖ → 0 lorsque n→∞. (2.126)

Et par (H2
A), (H2

B), (2.123) et (2.124),

‖A0(t, Zn(t))Y n(t)‖ ≤ c(1 + ‖Zn(t)‖+ ‖Y n(t)‖)
≤ c(1 + ‖k0‖+ ‖d0‖+ 2ba(1)).

‖B0(t, Y n(t))Zn(t)‖ ≤ d(1 + ‖Y n(t)‖+ ‖Zn(t)‖)
≤ d(1 + ‖d0‖+ ‖k0‖+ 2ba(1))).

D’où, la suite (vn)n := (A0(t, Zn(t))Y n(t))n est bornée et donc relativement compacte dans
Rd. Par conséquent, du Lemme 1.8.25 appliqué à Y n(t) → Y (t) et à une sous suite de
(vn)n, on conclut que Y (t) ∈ D(A(t, Z(t))) pour tout t ∈ I. De même Z(t) ∈ D(B(t, Y (t)))

pour tout t ∈ I.
Puisque (hn)n converge vers h dans L1(I,H), alors elle converge faiblement dans L1(I,H)

vers h, et (Ẏ n)n converge faiblement dans L1(I,H) vers Ẏ , il en résulte que (Ẏ n + hn)n
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converge faiblement dans L1(I,H) vers Ẏ + h. Par le Théorème de Mazur 1.4.9, il existe
une suite (wj)j tel que pour tout j ∈ N,

wj ∈ co{Ẏ k + hk : k ≥ j}

et (wj)j converge fortement vers Ẏ +h dans L1(I,H). Donc, par le Théorème1.5.2, on peut
extraire de (wj)j une sous suite qui converge presque partout vers Ẏ (·)+h(·), c’est-à-dire,
il existe N , un sous-ensemble négligeable de I, et une sous suite (jp) de N, tel que pour
tout t ∈ (I\N), wjp(t) −→ Ẏ (t) + h(t). Alors, pour t ∈ I \N

Ẏ (t) + h(t) ∈ ∩
p∈N

co
{
Ẏ k(t) + hk(t), k ≥ jp

}
.

Ce qui implique que pour tout t ∈ I \N et ξ ∈ H

〈Ẏ (t) + h(t), ξ〉 ≤ lim sup
n→∞

〈
Ẏ n(t) + hn(t), ξ

〉
. (2.127)

Comme on a pour tout t ∈ I, Y (t) ∈ D
(
A(t, Z(t))

)
. Alors, par l’utilisation du Lemme

1.8.23, pour montrer que

−Ẏ (t)− h(t) ∈ A(t, Z)Y (t) p.p.,

il suffit montrer que, pour tout η ∈ D(A(t, Z(t))),

〈Ẏ (t) + h(t), Y (t)− η〉 ≤ 〈A0(t, Z(t))η, η − Y (t)〉 p.p., t ∈ I.

Par (HA
2 ), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opérateurs maximaux monotones

A(t, Zn(t)) et A(t, Z(t)), pour assurer l’existence d’une suite (ξn)n tel que

ξn ∈ D(A(t, Zn(t))), ξn → η et A0(t, Zn(t))ξn → A0(t, Z(t))η. (2.128)

Pour n ≥ 1, soit Nn l’ensemble pour lequel la relation (2.122) est vérifiée sur I \Nn.
Puisque A(t, Z(t)) est monotone pour tout t ∈ I, en particulier pour t ∈ I \ Nn, nous
obtenons 〈

Ẏ n(t) + hn(t), Y n(t)− ξn
〉
≤
〈
A0(t, Zn(t))ξn, ξn − Y n(t)

〉
. (2.129)

d’où, par (2.10) et pour tout t ∈ I \
(
( ∪
n∈N

Nn) ∪N
)
, il vient que

〈Ẏ n(t) + hn(t), Y (t)− η〉 = 〈Ẏ n(t) + hn(t), Y (t)− Y n(t) + Y n(t)− ξn + ξn − η〉
= 〈Ẏ n(t) + hn(t), (Y (t)− Y n(t))− (η − ξn)〉
+ 〈Ẏ n(t) + hn(t), Y n(t)− ξn〉
≤ 〈A0(t, Zn(t))ξn, ξn − Y n(t)〉
+ (‖Ẏ n(t)‖+ ‖hn(t)‖)(‖Y n(t)− Y (t)‖+ ‖ξn − η‖)
≤ 〈A0(t, Zn(t))ξn, ξn − Y n(t)〉
+ (bȧ(t) +M)(‖Y n(t)− Y (t)‖+ ‖ξn − η‖) (2.130)
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donc, par (2.14) et la convergence uniforme de (Y n)n vers Y , on aura

lim sup
n→∞

〈Ẏ n(t) + hn(t), Y (t)− η〉 ≤ 〈A0(t, z(t))η, η − Y (t)〉. (2.131)

Alors, par (2.127)

〈Ẏ (t) + h(t), Y (t)− η〉 ≤ lim sup
n→∞

〈Ẏ n(t) + hn(t), Y (t)− η〉

≤ 〈A0(t, Z(t))η, η − Y (t)〉. (2.132)

Par conséquent
−Ẏ (t)− h(t) ∈ A(t)Y (t) p.p. t ∈ I.

De l’autre coté, on peut supposer que (Żn)n converge faiblement dans L1(I,H) vers Ż.
De plus, la suite (g(t, Y n(t)Zn(t)))n converge ponctuellement sur I vers g(t, Y (t), Z(t)) et
comme

‖g(t, Y n(t), Zn(t))‖ ≤ Lg
(
1 + ‖Y n(t)‖+ ‖Zn(t)‖

)
≤ Lg(1 + ‖d0‖+ ‖k0‖+ 2ba(1)).

On conclut que g(·, Y n(·), Zn(·)) converge fortement et donc faiblement dans L1(I,H)

vers g(·, Y (·), Z(·)).
Nous répétons le même raisonnement pour les opérateurs maximaux monotonesB(t, Y n(t)),
B(t, Y (t)) et pour gn(t) = g(t, Y n(t), Zn(t)), pour obtenir

−Ż(t)− g(t, Y (t), Z(t)) ∈ B(t, Y (t))Z(t) p.p. t ∈ I.

On conclusion, X, Y, Z satisfont le problème (P). Ceci termine la preuve. �
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Chapitre 3 : Invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport à
une inclusions différentielles gouvernées par un opérateurs maximal
monotone dépend du temps avec perturbation multivoque.

3.1 Introduction

Le but principal de ce chapitre est d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes
pour la propriété de l’invariance faible et forte d’un ensemble fermé S ⊂ Rd, par rapport
à l’inclusion différentielle suivante :

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +G(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0

(3.1)

régie par l’op.m.m. A(t) dépendant du temps ainsi que son domaine et G une multi-
application non-autonome de type Cusco.

Nous passons rapidement en revue les principaux concepts appliqués dans ce chapitre.

Les Hamiltoniens inférieur et supérieur associés à F : I × Rd ⇒ Rd jouent un rôle
crucial dans notre analyse, ils sont définis respectivement par :

hF (t, x; ξ) := inf{〈v, ξ〉 : v ∈ F (t, x)}.

HF (t, x; ξ) := sup{〈v, ξ〉 : v ∈ F (t, x)}.

Définition 3.1.1 (Invariance faible)
Soit S ⊂ Rd un sous ensemble non vide fermé. On dit que S est faiblement invariant
par rapport au problème (3.1) (ce qu’on appelle "viable") si, et seulement si, pour chaque
point initial u0 ∈ S, il existe une solution u(·) de (3.1) satisfaisant u(t) ∈ S, pour tout
t ∈ I.

Définition 3.1.2 (Invariance forte)
Soit S ⊂ Rd un sous ensemble non vide fermé. On dit que S est fortement invariant
par rapport au problème (3.1) si, et seulement si, pour chaque point initial u0 ∈ S, toute
solution u(·) de (3.1) satisfait u(t) ∈ S, pour tout t ∈ I.
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Dans notre étude, les caractérisations de l’invariance faible et forte par rapport au pro-
blème (3.1), sont formulées en termes des Hamiltoniens inférieur et supérieur associés.

3.2 Résultats auxiliaires

Nous commençons cette section par quelques résultats nécessaires pour nos preuves.

Lemme 3.2.1 ([4], Lemme A.1) Soit S ⊂ H fermé. Alors, pour tout x ∈ H \ S, nous
avons

∂CdS(·)(x) ⊂ co
{x− ProjS(x)

dS(x)

}
.

Preuve
Soit x ∈ H \ S et ξ ∈ ∂LdS(·)(x). Alors, il existe des suites (xk)k, (ξk)k ⊂ H tel que (xk)k

converge vers x, dS(xk)→ dS(x), ξk ∈ ∂PdS(·)(xk), pour tout k et ξk ⇀ ξ (voir définition
1.9.4). En particulier pour un certain k, on peut supposer que xk /∈ S et alors projS(xk)

est un singleton et ξk =
xk − projS(xk)

dS(xk)
(voir Théorème 1.9.20). De plus, comme

‖xk − projS(xk)‖ = dS(xk) ≤ ‖xk − x‖+ dS(x),

ceci implique que
‖projS(xk)‖ ≤ ‖xk − x‖+ dS(x) + ‖xk‖.

Comme (xk)k est convergente, donc elle est bornée, et donc la suite (projS(xk))k est bornée
dans H, on peut alors lui extraire une sous suite qui converge faiblement vers un élément
x ∈ S. D’où, en utilisant le point 2) de la Proposition 1.3.3,

‖x− x‖ ≤ lim inf
k→∞

‖xk − projS(xk)‖ = lim
k→∞

dS(xk) = dS(x).

Il vient que, x ∈ ProjS(x) et donc

ξk =
xk − projS(xk)

dS(xk)
⇀

x− x
dS(x)

∈ x− projS(x)

dS(x)
.

Alors, comme ξk ⇀ ξ, on obtient ξ =
x− x
dS(x)

, i.e., ξ ∈ x− ProjS(x)

dS(x)
. Par conséquent,

∂LdS(·)(x) ⊂ x− ProjS(x)

dS(x)
.
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Comme par (1.12), on a ∂CdS(·)(x) = co{∂LdS(·)(x)}, il en résulte que

∂CdS(·)(x) ⊂ co
{x− ProjS(x)

dS(x)

}
.

�

Lemme 3.2.2 ([2], Lemme 4) Soit f : Rd → R une fonction Lipschitzienne de rapport
l > 0. Alors, pour tout x ∈ Rd, on a

f(x+ v) ≤ f(x) + f 0(x; v) + o(‖v‖) ∀v ∈ Rd.

Preuve
On procède par contradiction. On suppose que pour α > 0 et une suite (vn)n ⊂ Rd \ {0}
qui converge vers 0 on a, pour tout n ≥ 1

f(x+ vn)− f(x) > f 0(x; vn) + α‖vn‖ pour tout n ≥ 1. (3.2)

Sans perte de généralité, on suppose que
vn
‖vn‖

→ v 6= 0. Alors, en utilisant le fait que f

est Lipschitzienne de rapport l,

f(x+ vn)− f(x) = f(x+ vn)− f(x+ vn − ‖vn‖v) + f(x+ vn − ‖vn‖v)− f(x)

≤ f(x+ vn)− f(x+ vn − ‖vn‖v) + l‖vn − ‖vn‖v‖.

De (3.2), on aura

f(x+ vn)− f(x+ vn − ‖vn‖v)

‖vn‖
+ l

∥∥∥∥ vn
‖vn‖

− v
∥∥∥∥ ≥ f 0

(
x;

vn
‖vn‖

)
+ α.

Passant à la limite supérieure lorsque n→∞, on obtient

lim sup
n→∞

(
f(x+ vn)− f(x+ vn − ‖vn‖v)

‖vn‖
+ l

∥∥∥∥ vn
‖vn‖

−v
∥∥∥∥) ≥ lim sup

n→∞
f 0
(
x;

vn
‖vn‖

)
+α. (3.3)

Comme
vn
‖vn‖

→ v et en utilisant (3.3), il vient que

lim sup
n→∞

f(x+ vn)− f(x+ vn − ‖vn‖v)

‖vn‖
≥ f 0(x; v) + α. (3.4)

Posons t = ‖vn‖ et x′ = x+ vn − tv. Alors lorsque n→∞, il vient que t ↓ 0 et x′ −→ x.
Par conséquent,

lim sup
x′−→x

t↓0

f(x′ + tv)− f(x′)

t
≥ f 0(x, v) + α.

Par Définition 1.9.5 on obtient, f 0(x, v) ≥ f 0(x, v) + α > f 0(x, v) ce qui est absurde.
D’où le résultat. �
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Théorème 3.2.3 (Théorème A dans [5])
Soit X un espace métrique et soit F : X ⇒ Rd une multi-application Lipschitzienne à
valeurs non vides, convexes et compactes. Soit X ′ ⊂ X et f : X ′ −→ Rd une sélection
Lipschitzienne de F sur X ′. Alors, il existe g : X −→ Rd une extension de f , avec
g(x′) = f(x′) pour x′ ∈ X ′, tel que g est une sélection Lipschitzienne de F sur X.

Le corollaire suivant assure l’existence de sélections lipschitziennes pour les multi-
applications Lipschitziennes et est une généralisation du Théorème A dans [5].

Corollaire 3.2.4
Soit G : [0, T ]×Rd ⇒ Rd une multi-application Lipschitzienne de rapport l > 0 à valeurs
non vides, convexes et compactes et soit (t̄, x̄) ∈ [0, T ] × Rd, v̄ ∈ G(t̄, x̄). Alors, il existe
une sélection lipschitzienne g de G tel que g(t̄, x̄) = v̄.

Preuve
Soit F la multi-application définie comme suit :

F : R1+d ⇒ R1+d

(t, x) 7−→ F (t, x) =


{t} ×G(t, x) si t ∈ [0, T ]

{t} ×G(0, x) si t ∈]−∞, 0]

{t} ×G(T, x) si t ∈ [T,+∞[.

Comme G est à valeurs non vides, convexes et compactes, il vient que F l’est aussi. De
plus F est Lipschitzienne de rapport L := l + 1. En effet, pour tous t, s ∈ [0, T ]

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(t, x), {s} ×G(s, y))

≤ |t− s|+ dH(G(t, x), G(s, y))

≤ |t− s|+ l(|t− s|+ ‖x− y‖)
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).

Pour tous t, s ∈]−∞, 0], on a

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(0, x), {s} ×G(0, y))

≤ |t− s|+ dH(G(0, x), G(0, y))

≤ |t− s|+ l‖x− y‖
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).
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Pour tous t, s ∈ [T,+∞[, on a

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(T, x), {s} ×G(T, y))

≤ |t− s|+ dH(G(T, x), G(T, y))

≤ |t− s|+ l‖x− y‖
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).

Pour t ∈ [0, T ], s ∈]−∞, 0], on a comme s ≤ 0

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(t, x), {s} ×G(0, y))

≤ |t− s|+ dH(G(t, x), G(0, y))

≤ |t− s|+ l(|t− 0|+ ‖x− y‖)
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).

Pour t ∈ [0, T ], s ∈ [T,+∞[, on a comme s ≥ T

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(t, x), {s} ×G(T, y))

≤ |t− s|+ l(|t− T |+ ‖x− y‖)
≤ |t− s|+ l((T − t) + ‖x− y‖)
≤ |t− s|+ l((s− t) + ‖x− y‖)
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).

Pour t ∈]−∞, 0], s ∈ [T,+∞[, on a comme t ≤ 0 et s ≥ T

dH(F (t, x), F (s, y)) = dH({t} ×G(0, x), {s} ×G(T, y))

≤ |t− s|+ l(|0− T |+ ‖x− y‖)
≤ |t− s|+ l(T + ‖x− y‖)
≤ |t− s|+ l((s− t) + ‖x− y‖)
≤ (l + 1)(|t− s|+ ‖x− y‖).

De sorte que, on peut appliquer le Théorème 3.2.3, pour (t, x) ∈ R1+d et u = (t, v) ∈
F (t, x), il existe une sélection Lipschitzienne f de F de rapport Lf telle que f(t, x) = u.
En particulier, pour (t̄, x̄) ∈ [0, T ]× Rd, et ū = (t̄, v̄) ∈ F (t̄, x̄), i.e., f(t̄, x̄) = ū = (t̄, v̄).
Pour tout (t, x) ∈ [0, T ] × Rd, f(t, x) ∈ F (t, x) = {t} × G(t, x) ce qui signifie que,
f(t, x) = (t, g(t, x)) tel que g(t, x) ∈ G(t, x). Il est clair que g(t̄, x̄) = v̄. Il reste à montrer
que g est Lipschitzienne. En effet, pour s, t ∈ [0, T ] et x, y ∈ Rd, nous avons

|t−s|+‖g(t, x)−g(s, y)‖ = ‖(t, g(t, x))−(s, g(s, y))‖ = ‖f(t, x)−f(s, y)‖ ≤ Lf (|t−s|+‖x−y‖)
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ce qui implique que

‖g(t, x)− g(s, y)‖ ≤ Lf (|t− s|+ ‖x− y‖).

�

Dans la suite, nous donnons un résultat concernant l’existence de solutions Lipschit-
ziennes du problème suivant :

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +G(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0 ∈ D(A(0)).

(3.5)

Puis, à l’aide d’un schéma de discrétisation, nous montrons que toute solution de ce pro-
blème est la limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes. Cette approche
sera utilisée en vigueur pour prouver nos théorèmes d’invariance.
Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal monotone, et
G : I × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs non vides, convexes et fermées.
Considérons les hypothèses suivantes :
Hypothèses (3)

(H1
A) Il existe une constante réelle positive α tel que

dis(A(t), A(s)) ≤ α|t− s| ∀ t, s ∈ I.

(H2
A) Il existe une constante réelle positive c tel que

‖A0(t)x‖ ≤ c(1 + ‖x‖) ∀ t ∈ I, x ∈ D(A(t)).

(H1
G) G(·, ·) est semi-continue supérieurement sur Rd.

(H2
G) Il existe une constante réelle positive M tel que

‖G(t, x)‖ := sup
{
‖z‖ : z ∈ G(t, x)

}
≤M.

(H3
G) G est Lipschitzienne de rapport LG > 0, i.e.,

dH(G(t, x), G(s, y)) ≤ LG(|t− s|+ ‖x− y‖) ∀t, s ∈ I, ∀x, y ∈ Rd.

Le résultat suivant est une conséquence du Théorème 3.2 et de la Proposition 3.7 dans
[11].
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Théorème 3.2.5 Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal
monotone satisfaisant (H1

A) et (H2
A). Soit G : I×Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs

non vides, convexes et fermées satisfaisant (H1
G) et (H2

G). Alors, pour u0 ∈ D(A(0)), le
problème (3.5) admet une solution lipschitzienne u. De plus

‖u̇(t)‖ ≤ K p.p. t ∈ I, (3.6)

avec K dépend de ‖u0‖, c,M, α et T .

Nous montrons dans la suite que toute solution du problème (3.5) est Lipschitzienne et
est une limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes.

Proposition 3.2.6
Supposons que les hypothèses du Théorème 3.2.5 sont satisfaites. Alors toute solution du
problème (3.5) est la limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes.

Preuve
Soit u : I → Rd une solution du problème d’évolution (3.5). Alors, il existe une application
mesurable g : I → Rd tel que g(t) ∈ G(t, u(t)) p.p. t ∈ I, et

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + g(t) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0.

(3.7)

Étape 1. Construction d’une suite d’applications Lipschitziennes via une suite
discrète.
On choisit une suite quelconque (ξn)n∈N ⊂]0, 1] qui décroit vers 0 lorsque n → +∞ et
pour tout n, une suite de partitions 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnn = T de [0, T ] tel que pour
i = 0, . . . , n,

δni+1 := |tni+1 − tni | ≤ ξn ↓ 0. (3.8)

On définit la suite discrète (vni )0≥i≤n par : vn0 = u0 et pour i = 0, . . . , n− 1,

vni+1 = J
A(tni+1)

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s)ds
)

=: Jni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s)ds
)
. (3.9)

Observons que par la définition de la résolvante, on a

vni+1 ∈ D
(
A(tni+1)

)
(3.10)

et
1

δni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s)ds− vni+1

)
∈ A(tni+1)vni+1. (3.11)
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On définit les applications absolument continues vn : I −→ Rd par

vn(t) =
t− tni
tni+1 − tni

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s)ds
)

+ vni −
∫ t

tni

g(s)ds (3.12)

pour tout t ∈ [tni , t
n
i+1[, i = 0, . . . , n − 1 et vn(T ) = vnn. On remarque que vn(tni ) = vni et

pour tout t ∈]tni , t
n
i+1[, i = 0, . . . , n− 1,

v̇n(t) =
1

δni+1

(
vni+1 − vni +

∫ tni+1

tni

g(s)ds
)
− g(t). (3.13)

On définit aussi les fonctions θn, φn : I −→ I par :

θn(t) = tni+1, φn(t) = tni , ∀t ∈]tni , t
n
i+1], i = 0, 1, . . . , n− 1, (3.14)

et θn(0) = φn(0) = 0. Nous avons, pour tout t ∈ I

|θn(t)− t| = |tni+1 − t| ≤ |tni+1 − tni | ≤ ξn → 0, (3.15)

et de même
|φn(t)− t| ≤ |tni+1 − tni | ≤ ξn → 0. (3.16)

En utilisant (3.11) et (3.13), pour tout n ∈ N, il existe Nn ⊂ I, un sous ensemble
négligeable, tel que

−v̇n(t) ∈ A(θn(t))vn(θn(t)) + g(t) ∀ t ∈ I \Nn. (3.17)

Étape 2. Estimations.
Par (3.9), (H1

A), (H2
A), (H2

G) et le Lemme 1.8.24, on a (en remarquant que
√
x ≤ x pour

tout réel x ≥ 1)

‖vni+1 − vni ‖ ≤
∥∥Jni+1

(
vni −

∫ tni+1

tni

g(s)ds
)
− Jni+1(vni )

∥∥+ ‖Jni+1(vni )− vni ‖

≤
∥∥vni − ∫ tni+1

tni

g(s)ds− vni
∥∥+ δni+1‖A0(tni )vni ‖+ dis

(
A(tni+1), A(tni )

)
+
√
δni+1

(
1 + ‖A0(tni )vni ‖

)
dis
(
A(tni+1), A(tni )

)
≤
∫ tni+1

tni

‖g(s)‖ds+ δni+1c(1 + ‖vni ‖) + αδni+1 +
√

(δni+1)2
(
1 + c(1 + ‖vni ‖)

)
α

≤ δni+1M + δni+1c(1 + ‖vni ‖) + αδni+1 + δni+1

√
α(1 + c(1 + ‖vni ‖))

≤ [M + c+ α +
√
α(1 + c) + c(1 +

√
α)‖vni ‖]δni+1 =: (c1 + c2‖vni ‖)δni+1 (3.18)

où c1 := M + c+ α +
√
α(1 + c) et c2 := c(1 +

√
α). Alors

‖vni+1‖ ≤ ‖vni+1 − vni ‖+ ‖vni ‖ ≤ c1δ
n
i+1 + (1 + c2δ

n
i+1)‖vni ‖.
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Par application du Lemme 1.10.2, on obtient

‖vni ‖ ≤
(
‖u0‖+ c1

) i−1∑
k=0

δnk+1 exp

(
c2

i−1∑
k=0

δnk+1

)
≤
(
‖u0‖+ c1

)
(tni − t0) exp(c2(tni − t0))

≤
(
‖u0‖+ c1

)
T exp(c2T ) =: γ. (3.19)

Remplaçons cette dernière estimation dans (3.18), il vient que

‖vni+1 − vni ‖ ≤ (c1 + c2γ)δni+1 =: K1δ
n
i+1. (3.20)

Maintenant, par (3.20), (H2
G) et pour tout t ∈ I \J0, avec J0 un sous ensemble négligeable

de I, on a

‖v̇n(t)‖ ≤ 1

δni+1

‖vni+1 − vni ‖+
1

δni+1

∫ tni+1

tni

‖g(s)‖ds+ ‖g(t)‖

≤ K1 + 2M =: K2. (3.21)

Etape 3. convergence des suites (vn)n, (v̇n)n.
Soit K := max(K1, K2). De la relation (3.21), on aura pour tout t ∈ I

‖vn(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

0

‖v̇n(s)‖ds ≤ ‖u0‖+KT.

Ceci implique que, pour tout t ∈ I, la suite (vn(t))n est relativement compacte dans Rd.
Moyennant encore la relation (3.21), pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤
∫ t

s

‖v̇n(τ)‖dτ ≤ K(t− s), (3.22)

i.e., (vn(·))n est équicontinue. Par application du Théorème d’Ascoli-Arzèla 1.4.10, on
conclut que (vn)n est relativement compacte dans C(I,Rd). Alors, on peut extraire de
(vn)n une sous suite notée aussi (vn)n, de sorte que (vn)n converge uniformément vers une
application v ∈ C(I,Rd), autrement dit

lim
n→∞
‖vn − v‖C = 0. (3.23)

Observons, par la relation (3.22) que v est une application Lipschitzienne de rapport K.
De plus, par (3.22), (3.23) et (3.15), il en résulte que, pour t ∈ I

‖vn(θn(t))− v(t)‖ ≤ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖+ ‖vn(t)− v(t)‖ → 0 lorsque n→ +∞. (3.24)
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On constate par (3.21) que la suite (v̇n(·))n est bornée dans L2(I,Rd). Donc, on peut lui en
extraire une sous suite, notée aussi (v̇n(·))n, qui converge faiblement vers une application
w ∈ L2(I,Rd). Montrons que w ≡ v̇. Soit ε ∈ H et soit t ∈ I, on a

〈ε, v(t)− v(0)〉 = lim
n→∞
〈ε, vn(t)− vn(0)〉 = lim

n→∞
〈ε,
∫ t

0

v̇n(τ)dτ〉

= lim
n→∞

∫ T

0

〈ε1]0,t[(τ), v̇n(τ)〉dτ =

∫ T

0

〈ε1]0,t[(τ), w(τ)〉dτ

= 〈ε,
∫ t

0

w(τ)dτ〉

il en résulte que,

v(t)− v(0) =

∫ t

0

w(τ)dτ,

d’où v̇(t) = w(t), p.p. t ∈ I, c’est-à-dire, (v̇n(·))n converge faiblement vers v̇(·) dans
L2(I,Rd).
Évoquant le Théorème de Mazur 1.4.9, on déduit qu’il existe une suite (zn(·))n tel que
pour tout n ∈ N, zn(·) ∈ co{v̇k(·) : k ≥ n} et (zn(·))n converge fortement vers v̇ dans
L2(I,Rd). Par conséquent, il existe un sous-ensemble négligeable N ⊂ I et une sous suite
(np) de N tel que, pour tout t ∈ I \N , lim

p→+∞
znp(t) = v̇(t). Ce qui implique que, pour tout

t ∈ I \N ,
v̇(t) ∈

⋂
p

co{v̇k(t) : k ≥ np}.

En utilisant le Théorème 1.2.9, on aura pour tout z ∈ Rd,

〈z, v̇(t)〉 ≤ lim sup
n→+∞

〈z, v̇n(t)〉. (3.25)

Etape 4. la limite v vérifie (3.7).
Dans la suite, on va montrer que v(t) ∈ D(A(t)) pour tout t ∈ I.
En effet, Soit t ∈ I. De (3.10), on a, vn(θn(t)) ∈ D(A(θn(t))) pour tout n ≥ 1. En utilisant
l’hypothèse (H1

A) et (3.16), dis(A(θn(t)), A(t)) → 0 lorsque n → +∞, et par l’hypothèse
(H2

A) et (3.19), la suite (wn)n =:
(
A0(θn(t))vn(θn(t))

)
n
est bornée. On déduit que la suite

(wn)n est relativement compacte. Alors, on peut lui extraire une sous suite qui converge
dans Rd. Par application du Lemme 1.8.25 à vn(θn(t))→ v(t), et à la sous suite de (wn)n,
on déduit que v(t) ∈ D(A(t)).

Notre objectif dans la suite est de montrer que

−v̇(t)− g(t) ∈ A(t)v(t) p.p. t ∈ I.
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Comme v(t) ∈ D(A(t)) pour tout t ∈ I, par le Lemme 1.8.23, il suffit de prouver que,
pour tout η ∈ D(A(t)),

〈v̇(t) + g(t), v(t)− η〉 ≤ 〈A0(t)η, η − v(t)〉 p.p. t ∈ I. (3.26)

En effet, soit t ∈ I et soit η ∈ D(A(t)). On sait que, dis(A(θn(t)), A(t)) → 0 lorsque
n→ +∞. En utilisant (H2

A), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opérateurs maximaux
monotones An = A(θn(t)) et A = A(t) pour assurer l’existence d’une suite (εn)n tel que

εn ∈ D(A(θn(t))), εn → η et A0(θn(t))εn → A0(t)η. (3.27)

Puisque A(t) est monotone pour tout t ∈ I, en particulier pour t ∈ I \ Nn, en utilisant
l’inclusion (3.17), on obtient〈

v̇n(t) + g(t), vn(θn(t))− εn
〉
≤
〈
A0(θn(t))εn, εn − vn(θn(t))

〉
. (3.28)

Donc, par (3.21), (3.28) et (H2
G), pour tout t ∈ I \ (( ∪

n∈N
Nn) ∪N ∪ J0), on aura〈

v̇n(t) + g(t), v(t)− η
〉

=
〈
v̇n(t) + g(t), vn(θn(t))− εn

〉
+
〈
v̇n(t) + g(t), (v(t)− vn(θn(t)))− (η − εn)

〉
≤
〈
A0(θn(t))εn, εn − vn(θn(t))

〉
+ (‖v̇n(t)‖+ ‖g(t)‖)(‖vn(θn(t))− v(t)‖+ ‖εn − η‖)

≤
〈
A0(θn(t))εn, εn − vn(θn(t))

〉
+ (K +M)(‖vn(θn(t))− v(t)‖+ ‖εn − η‖).

De (3.27) et (3.24), il en résulte que

lim sup
n→+∞

〈v̇n(t), v(t)− η〉+ 〈g(t), v(t)− η〉 ≤ 〈A0(t)η, η − v(t)〉.

Alors, par (3.25) on aura (3.26). Ce qui implique que

−v̇(t) ∈ A(t)v(t) + g(t) p.p. t ∈ I.

Utilisant cette dernière inclusion et celle dans (3.7), de la monotonie de l’opérateur A(t),
il vient que pour presque tout t ∈ I,

〈v̇(t)− u̇(t), v(t)− u(t)〉 ≤ 0.

Donc, sachant que u(0) = v(0) = u0 et que
d

dt
‖u(t) − v(t)‖2 = 〈u̇(t) − v̇(t), u(t) − v(t)〉

on obtient par intégration que

1

2
‖u(t)− v(t)‖2 =

∫ t

0

〈v̇(τ)− u̇(τ), v(τ)− u(τ)〉dτ ≤ 0.

Par conséquent, v = u. Ceci montre que u est Lipschitzienne et est la limite uniforme de
la suite (vn)n donnée par la relation (3.12). �

Maintenant, on peut donner les caractérisations de l’invariance faible et forte d’un
ensemble fermé S ⊂ Rd, par rapport à l’inclusion (3.5).

108 LOATI



Chapitre 3 : Invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport à
une inclusions différentielles gouvernées par un opérateurs maximal
monotone dépend du temps avec perturbation multivoque.

3.3 Invariance faible.

Théorème 3.3.1 Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal
monotone satisfaisant (H1

A) et (H2
A). Soit G : I×Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs

non vides, convexes et fermées satisfaisant (H1
G) et (H2

G).
Soit S un sous-ensemble fermé de Rd tel que D(A(t)) ∩ S 6= ∅ pour tout t ∈ I. Soit
u0 ∈ S ∩D(A(0)). Si S est faiblement invariant par rapport au problème (3.5), alors pour
tout t ∈ I, on a

inf
w∈A(t)x∩mB

(
inf

v∈G(t,x)
〈−w − v, p〉

)
≤ 0 ∀p ∈ NP

D(A(t))∩S(x), ∀x ∈ D(A(t)) ∩ S, (3.29)

c’est-à-dire,

inf
w∈A(t)x∩mB

〈−w, p〉+ inf
v∈G(t,x)

〈−v, p〉 ≤ 0 ∀p ∈ NP
D(A(t))∩S(x), ∀x ∈ D(A(t)) ∩ S,

avec m := max{K +M, c(1 + ‖u0‖+ TK)} et K est la constante donnée dans la relation
(3.6).
Si de plus, on suppose que

ProjS(x) ⊂ S ∩D(A(t)) ∀x ∈ D(A(t))

l’inverse est aussi vrai, i.e., la relation (3.29) implique que S est faiblement invariant.

Remarque 3.3.2
Observons, qu’en posant R(t, x) = A(t)x ∩ mB, la relation (3.29) est équivalente à la
suivante :

hR(t, x;−p) + hG(t, x;−p) ≤ 0 ∀p ∈ NP
D(A(t))∩S, ∀x ∈ D(A(t)) ∩ S.

hR, hG étant les Hamiltoniens inférieurs de R et G respectivement.

Preuve
Tout d’abord, observons que d’après la Proposition 1.8.16, l’ensemble D(A(t)) ∩ S est
fermé pour tout t ∈ I.
Condition nécessaire.
Supposons que S est faiblement invariant par rapport au problème (3.5). Donc, pour
u0 ∈ S∩D(A(0)), le problème (3.5) admet au moins une solution lipschitzienne u : I → Rd

tel que u(0) = u0 et u(t) ∈ S, pour tout t ∈ I.
Soit t0 ∈]0, T ]. Il existe donc une suite (tn) tel que tn ↓ t0 lorsque n→ +∞ et

lim
n→+∞

u(t0)− u(tn)

tn − t0
=: v ∈

(
A(t0)u(t0) ∩mB

)
+G

(
t0, u(t0)

)
.
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En effet, nous définissons la multi-application Z : I ⇒ Rd par :

Z(t) := (A(t)u(t) ∩mB) +G(t, u(t)) ∀t ∈ I.

La multi-application Z est à valeurs non vides, convexes et compactes avec un graphe
fermé et est uniformément bornée. En particulier, Z est semi-continue supérieurement,
c’est-à-dire, étant donné s ∈ I (voir Définition 1.7.8 et Proposition 1.7.9)

∀ε > 0,∃δ > 0, Z(t) ⊂ Z(s) + εB pour |t− s| < δ. (3.30)

Pour vérifier que Z est à valeurs non vides, remarquons qu’ à partir de (H2
A) et (3.6), on

a pour tout t ∈ I,

‖A0(t)u(t)‖ ≤ c(1 + ‖u(t)‖) ≤ c(1 + ‖u0‖+ TK) ≤ m.

D’autre part, nous avons A0(t)u(t) ∈ A(t)u(t), c’est-à-dire A0(t)u(t) ∈ A(t)u(t) ∩ mB.
Par conséquent (comme G est à valeurs non vides),

Z(t) := (A(t)u(t) ∩mB) +G(t, u(t)) 6= ∅.

Puisque pour tout t ∈ I et x ∈ D(A(t)), A(t)x est fermé et convexe (voir Proposition
1.8.8), alors A(t)u(t)∩mB est convexe compact et comme G(t, u(t)) est, par définition et
par (H2

G), convexe compact, alors Z(t) est convexe compact et par sa structure et (H2
G),

Z est uniformément bornée par m+M , i.e., Z : I ⇒ (m+M)B.
Maintenant, nous allons vérifier la fermeture du graphe de Z.
Soit (t̄n, yn)n ⊂ gph(Z) tel que yn → y et t̄n → t. Pour chaque n ∈ N,

yn ∈ Z(t̄n) = (A(t̄n)u(t̄n) ∩mB) +G(t̄n, u(t̄n)).

Nous avons alors, yn = xn + zn avec xn ∈ A(t̄n)u(t̄n) ∩mB et zn ∈ G(t̄n, u(t̄n)).
De (H2

G), on a (zn)n ⊂MB. Donc, on peut extraire une sous suite (on la note aussi (zn)),
qui converge fortement vers un élément z ∈MB. Il s’en suit que, xn = yn−zn → y−z =: x.

Soit Bn := A(t̄n), B := A(t). Les opérateurs Bn et B sont maximaux monotones et de
(H1

A),
dis(Bn, B) = dis(A(t̄n), A(t)) ≤ α|t̄n − t| → 0 lorsque n→∞.

En utilisant le fait que u est Lipschitzienne, il en résulte que u(t̄n) → u(t). Alors, en
appliquant le Lemme 1.8.25 à Bn et B, on obtient que u(t) ∈ D(A(t)) et x = y − z ∈
A(t)u(t), et clairement x ∈ mB. Puisque zn ∈ G(t̄n, u(t̄n)) et G(·, ·) est semi-continue
supérieurement, nous concluons par le Théorème 1.7.10 que z ∈ G(t, u(t)). D’où, y =

x+ z ∈ A(t)u(t) ∩mB +G(t, u(t)) =: Z(t).
Par conséquent, le graphe de Z est fermé donc, par le Théorème 1.7.11, on obtient la
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semicontinuité supérieure de Z exprimée par la relation (3.30).
Maintenant, soit (tn) ⊂]t0, T ] tel que tn ↓ t0 et posons pour tout n ∈ N,

vn :=
u(t0)− u(tn)

tn − t0
.

Grâce à (3.6), on a ‖
∫ tn

t0

u̇(s)ds‖ ≤ K(tn − t0), c’est-à-dire ‖u(tn)− u(t0)‖ ≤ K(tn − t0)

et donc ‖vn‖ ≤
K(tn − t0)

tn − t0
= K, i.e., (vn)n est borné dans Rd. D’où, il existe une sous

suite notée aussi (vn)n et qui converge fortement vers un certain élément v ∈ Rd.
Puisque u est une solution du problème (3.5), il s’en suit que

−u̇(t) ∈ (A(t)u(t) ∩mB) +G(t, u(t)) = Z(t) p.p. t ∈ I.

Ainsi, en se référant à la relation (3.30), pour ε > 0, on obtient que

−u̇(s) ∈ Z(s) ⊂ Z(t0) + εB p.p. s ∈ [t0, tn].

En appliquant le Lemme 1.2.10, on obtient (grâce à la fermeture et la convexité de Z(t0)+

εB.)

vn =
1

tn − t0

∫ tn

t0

−u̇(s)ds ∈ Z(t0) + εB.

D’où, lim
n→∞

vn = v ∈ Z(t0) + εB. Puisque ε est arbitrairement choisi , nous concluons que

v ∈ Z(t0) := (A(t0)u(t0) ∩mB) +G(t0, u(t0)). (3.31)

Autrement dit, il existe w ∈ A(t0)u(t0) ∩mB et w̄ ∈ G(t0, u(t0)) tel que v = w + w̄.
D’autre part, on sait que pour chaque n ∈ N, u(tn) ∈ S∩D(A(tn)). En utilisant le Lemme
1.8.22, on a

d(u(tn), D(A(t0)) ≤ dH
(
D(A(tn)), D(A(t0))

)
≤ dis(A(tn), A(t0)) ≤ α|tn − t0| → 0.

Alors, pour tout ε > 0, il existe n0 > 0 tel que u(tn) ∈ D(A(t0)) + εB pour tout n ≥ n0.
D’où,

(u(tn))n≥n0 ⊂ S ∩
(
D(A(t0)) + εB

)
.

En conclusion on a : v = lim
n→∞

vn et vn =
u(t0)− u(tn)

tn − t0
, avec u(tn)→ u(t0) et tn ↓ t0.

Par la définition du cône tangent de Bouligand (voir relation (1.13)), on trouve que

v ∈ −TB
S∩(D(A(t0))+εB)

(u(t0)).

Puisque ε est arbitraire, il en résulte que

v ∈ −TBS∩D(A(t0))(u(t0)).
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De cette dernière relation et (3.31), on obtient

v ∈ −TBS∩D(A(t0))(u(t0)) ∩
(
(A(t0)u(t0) ∩mB) +G(t0, u(t0))

)
.

En utilisant la Proposition 1.9.23, on obtient

〈−v, p〉 ≤ 0 ∀p ∈ NP
S∩D(A(t0))(u(t0)),

ce qui est équivalent à

〈−w − w̄, p〉 ≤ 0 ∀p ∈ NP
S∩D(A(t0))(u(t0)).

On conclut que, pour chaque t ∈ I,

inf
w∈A(t)x∩mB

(
inf

w̄∈G(t,x)
〈−w − w̄, p〉

)
≤ 0 ∀p ∈ NP

S∩D(A(t))(x), ∀x ∈ S ∩D(A(t)).

D’où le résultat de la condition nécessaire. �

Condition suffisante.
Dans cette partie de la preuve, nous supposons que pour tout t ∈ I,

ProjS(x) ⊂ S ∩D(A(t)), pour tout x ∈ D(A(t)). (3.32)

Supposons que (3.29) soit satisfaite. Nous allons prouver que pour u0 ∈ S ∩ D(A(0)),
le problème (3.5) admet une solution Lipschitzienne u : I → Rd, tel que u(0) = u0 et
u(t) ∈ S pour tout t ∈ I.

Tout d’abord, pour n ≥ 1, nous prenons une suite de partitions quelconque 0 = tn0 <

tn1 < · · · < tnn = T de l’intervalle [0, T ], tel que pour tout i = 0, . . . , n− 1 et n ≥ 1,

tni+1 − tni =
T

n
=: δn. (3.33)

Comme S ⊂ Rd, alors il est boule-compact et donc ProjS(x) 6= ∅, pour tout x ∈ Rd (voir
Remarque 1.6.4). Soit

un0 = u0 et sn0 ∈ ProjS(un0 ) ⊂ S ∩D(A(tn0 )),

la dernière inclusion est due à la relation (3.32). De (1.17),

un0 − sn0 ∈ NP
S (sn0 ),

et par la Remarque 1.9.19, il vient que

un0 − sn0 ∈ NP
S∩D(A(tn0 ))(s

n
0 ).
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Par l’hypothèse (3.29), il existe wn0 ∈ A(tn0 )sn0 ∩mB et vn0 ∈ G(tn0 , s
n
0 ), tel que

〈−wn0 − vn0 , un0 − sn0 〉 ≤ 0.

Soit
un1 := Jn1 (un0 − δnvn0 )

où Jn1 (·) := J
A(tn1 )
δn

(·) = (Id+ δnA(tn1 ))−1(·), ( la résolvante de A(tn1 ) pour λ = δn).
On a

un1 ∈ D(A(tn1 ))

et
un0 − un1 ∈ δn(A(tn1 )un1 + vn0 ).

Autrement dit, il existe zn1 ∈ A(tn1 )un1 , tel que

un1 − un0 = δn(−zn1 − vn0 ). (3.34)

Maintenant, nous procédons comme ci-dessus. Pour i = 1, . . . , n, on prend

sni ∈ ProjS(uni ) ⊂ S ∩D(A(tni )). (3.35)

Clairement, par (1.17) et Remarque 1.9.19

uni − sni ∈ NP
S∩D(A(tni ))(s

n
i ).

Donc par (3.29), il existe wni ∈ A(tni )sni ∩mB et vni ∈ G(tni , s
n
i ), tel que

〈−wni − vni , uni − sni 〉 ≤ 0. (3.36)

Soit
uni+1 := Jni+1(uni − δnvni ) = J

A(tni+1)

δn
(uni − δnvni ). (3.37)

Il en découle
uni+1 ∈ D(A(tni+1)) (3.38)

et
uni − uni+1

δn
∈ A(tni+1)uni+1 + vni . (3.39)

Alors, il existe zni+1 ∈ A(tni+1)uni+1, tel que

uni+1 − uni = δn(−zni+1 − vni ). (3.40)
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De (H1
A), (H2

A), (H2
G), (3.33), (3.37), (3.38) et Lemme 1.8.24, on a

‖uni+1 − uni ‖ ≤ ‖Jni+1

(
uni − δnvni

)
− Jni+1(uni )‖+ ‖Jni+1(uni )− uni ‖

≤ δn‖vni ‖+ δn‖A0(tni )uni ‖+ dis
(
A(tni+1), A(tni )

)
+
√
δn
(
1 + ‖A0(tni )uni ‖

)
dis
(
A(tni+1), A(tni )

)
≤ δnM + δnc(1 + ‖uni ‖) + αδn +

√
(δn)2(1 + c(1 + ‖uni ‖))α

≤ [M + c+ α +
√
α(1 + c) + c(1 +

√
α)‖uni ‖]δn =: (c1 + c2‖uni ‖)δn. (3.41)

Ce qui implique que,

‖uni+1‖ ≤ ‖uni+1 − uni ‖+ ‖uni ‖ ≤ c1δn + (1 + c2δn)‖uni ‖.

En utilisant le Lemme 1.10.2 et (3.33), nous obtenons l’estimation suivante :

‖uni ‖ ≤ (‖u0‖+ c1)
i−1∑
k=0

δn exp
(
c2

i−1∑
k=0

δn
)
≤
(
‖u0‖+ c1)T exp(c2T ) =: c3. (3.42)

En remplaçant (3.42) dans l’inégalité (3.41), il en résulte que

‖uni+1 − uni ‖ ≤ (c1 + c2c3)δn =: K1δn. (3.43)

A partir de cette dernière estimation, (3.40) et (H2
G), on obtient

‖zni+1‖ ≤
‖uni+1 − uni ‖

δn
+ ‖vni ‖ ≤ K1 +M = m̄. (3.44)

Maintenant, en tenant compte du fait que pour i = 0, . . . , n − 1, wni ∈ A(tni )sni et
zni+1 ∈ A(tni+1)uni+1, en utilisant la définition de la pseudo distance de Vladimirov 1.8.20,
et les relations (3.36) et (3.40) et le fait que sni ∈ S, nous avons

d2
S(uni+1) ≤ ‖uni+1 − sni ‖2 = ‖uni+1 − uni ‖2 + ‖uni − sni ‖2 + 2

〈
uni+1 − uni , uni − sni

〉
= ‖uni+1 − uni ‖2 + ‖uni − sni ‖2 + 2δn

〈
− zni+1 − vni , uni − sni

〉
= ‖uni+1 − uni ‖2 + ‖uni − sni ‖2 + 2δn

〈
− zni+1 + wni , u

n
i − sni

〉
+ 2δn

〈
− wni − vni , uni − sni

〉
≤ ‖uni+1 − uni ‖2 + ‖uni − sni ‖2 + 2δn

〈
− zni+1 + wni , u

n
i − uni+1 + uni+1 − sni

〉
= ‖uni+1 − uni ‖2 + ‖uni − sni ‖2 + 2δn

〈
− zni+1 + wni , u

n
i − uni+1

〉
+ 2δn

〈
− zni+1 + wni , u

n
i+1 − sni

〉
≤ ‖uni+1 − uni ‖2 + d2

S(uni ) + 2δn(‖zni+1‖+ ‖wni ‖)‖uni − uni+1‖
+ 2δndis(A(tni+1), A(tni ))(1 + ‖wni ‖+ ‖zni+1‖).

D’où,

d2
S(uni+1)− d2

S(uni ) ≤ ‖uni+1 − uni ‖2 + 2δn(‖wni ‖+ ‖zni+1‖)‖uni+1 − uni ‖
+ 2δndis(A(tni+1), A(tni ))(1 + ‖wni |+ ‖zni+1‖).
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De cette dernière inégalité, on obtient

d2
S(uni )− d2

S(u0) = d2
S(uni )− d2

S(uni−1) + d2
S(uni−1)− d2

S(uni−2) + · · ·+ d2
S(un1 )− d2

S(u0)

≤ ‖uni − uni−1‖2 + 2δn(‖wni−1‖+ ‖zni ‖)‖uni − uni−1‖
+ 2δndis(A(tni ), A(tni−1))(1 + ‖wni−1‖+ ‖zni ‖)
+ ‖uni−1 − uni−2‖2 + 2δn(‖wni−2‖+ ‖zni−1‖)‖uni−1 − uni−2‖
+ 2δndis(A(tni−1), A(tni−2))(1 + ‖wni−2‖+ ‖zni−1‖)
+ · · ·+ ‖un1 − u0‖2 + 2δn(‖wn0‖+ ‖zn1 ‖)‖un1 − un0‖
+ 2δndis(A(tn1 ), A(tn0 ))(1 + ‖wn0‖+ ‖zn1 ‖).
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En utilisant, le fait que ‖wni ‖ ≤ m et les relations (3.33), (3.44), (3.43) ainsi que
l’hypothèse (H1

A), il en résulte que pour i = 1, . . . , n,

d2
S(uni )− d2

S(u0) ≤
i∑

j=1

(
‖unj − unj−1‖2 + 2δn(‖wnj−1‖+ ‖znj ‖)‖unj − unj−1‖

+ 2δndis(A(tnj ), A(tnj−1))(1 + ‖wnj−1‖+ ‖znj ‖)
)

≤
i∑

j=1

(
(K1δn)2 + 2K1(δn)2(‖wnj−1‖+ ‖znj ‖) + 2α(δn)2(1 + ‖wnj−1‖+ ‖znj ‖)

)
≤

i∑
j=1

(
K2

1

T 2

n2
+ 2K1

T 2

n2
(m+ m̄) + 2α

T 2

n2
(1 +m+ m̄)

)
= i
(
K2

1

T 2

n2
+ 2K1

T 2

n2
(m+ m̄) + 2α

T 2

n2
(1 +m+ m̄)

)
≤ n

(
K2

1

T 2

n2
+ 2K1

T 2

n2
(m+ m̄) + 2α

T 2

n2
(1 +m+ m̄)

)
≤ K2

1

T 2

n
+ 2K1

T 2

n
(m+ m̄) + 2α

T 2

n
(1 +m+ m̄)

=
1

n

(
K2

1T
2 + 2K1T

2(m+ m̄) + 2αT 2(1 +m+ m̄)
)

=:
1

n
β,

avec β := K2
1T

2 + 2K1T
2(m + m̄) + 2αT 2(1 + m + m̄). Puisque u0 ∈ S, i.e., dS(u0) = 0,

on obtient pour i = 1, . . . , n,

d2
S(uni ) ≤ 1

n
β. (3.45)

Ensuite, pour tout n ≥ 1, nous définissons les applications vn, sn, yn : I −→ Rd comme
suit : pour t ∈ [tni , t

n
i+1[, i = 0, . . . , n− 1,

vn(t) = uni +
t− tni
tni+1 − tni

(
uni+1 − uni

)
, sn(t) = sni , yn(t) = vni . (3.46)

Clairement, les applications vn sont absolument continues avec vn(tni ) = uni , et pour
t ∈]tni , t

n
i+1[

v̇n(t) =
1

δn

(
uni+1 − uni

)
. (3.47)

De (3.43), on a
‖v̇n(t)‖ ≤ K1 p.p. t ∈ I. (3.48)

A l’aide des fonctions θn et φn données par la relation (3.14), l’inclusion (3.39) avec
(3.47) et l’inégalité (3.45), peuvent être réécrites sous la forme continue suivante :

−v̇n(t) ∈ A(θn(t))vn(θn(t)) + yn(t) p.p.t ∈ I, (3.49)

avec
yn(t) ∈ G(φn(t), sn(t)) ∀t ∈ I, (3.50)
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et
d2
S(vn(φn(t))) ≤ 1

n
β. (3.51)

Dans ce qui suit, nous montrons la convergence uniforme de la suite (vn)n.
Pour t, s ∈ I (s < t), nous avons

‖vn(t)− vn(s)‖ ≤
∫ t

s

‖v̇n(τ)‖dτ ≤ K1(t− s), (3.52)

et

‖vn(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

0

‖v̇n(s)‖ds ≤ ‖u0‖+K1T =: K2.

Par le Théorème d’Ascoli-Arzelà 1.4.10, nous concluons que (vn)n est relativement com-
pacte. Ainsi, on peut lui extraire une sous suite, qui converge uniformément dans C(I,Rd)

vers une application u ∈ C(I,Rd). Ce qui signifie que,

‖vn − u‖C −→ 0 as n→ +∞. (3.53)

De plus, à partir de (3.52) et (3.15), (3.16), pour t ∈ I

‖vn(θn(t))− vn(t)‖ −→ 0 et ‖vn(φn(t))− vn(t))‖ −→ 0 lorsque n→ +∞, (3.54)

et (3.54), (3.53) impliquent que

‖vn(θn(t))− u(t)‖ −→ 0 et ‖vn(φn(t))− u(t)‖ −→ 0 lorsque n→ +∞. (3.55)

En passant à la limite lorsque n → +∞ dans l’inégalité (3.51), en utilisant (3.55) et la
continuité de la fonction dS(·), on obtient que d2

S(u(t)) ≤ 0, ce qui montre que

u(t) ∈ S pour tout t ∈ I. (3.56)

D’autre part, en vertu de la relation (3.48), la suite (v̇n(·))n est bornée dans L2(I,Rd).
D’où, on peut extraire une sous suite notée aussi (v̇n(·))n et qui converge faiblement dans
L2(I,Rd) vers u̇(·).

Il nous reste à montrer que u est une solution du problème (3.5).
Pour montrer que u(t) ∈ D(A(t)) pour t ∈ I, on procède comme dans la preuve du Théo-
rème 3.2.5.
Maintenant, pour tout t ∈ I, on a (en prenant en compte le fait que sn(t) ∈ ProjS

(
vn(φn(t))

)
(voir relation 3.35)

‖sn(t)− u(t)‖ ≤ ‖sn(t)− vn(φn(t))‖+ ‖vn(φn(t))− u(t)‖
= dS(vn(φn(t))) + ‖vn(φn(t))− u(t)‖.
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Ainsi, en passant à la limite quand n → +∞, en utilisant (3.56) et (3.55), il en résulte
que pour tout t ∈ I,

‖sn(t)− u(t)‖ −→ 0 lorsque n→ +∞. (3.57)

D’autre part, la relation (3.50) et (H2
G) montrent que la suite (yn(·))n est bornée dans

L2(I,Rd), on peut alors lui extraire une sous suite notée aussi (yn(·))n, qui converge
faiblement vers une certaine application y(·) ∈ L2(I,Rd). Ensuite, d’après le Théorème de
Mazur 1.4.9, il existe une suite (ξn(·))n tel que pour chaque n ∈ N, ξn(·) ∈ co{yk : k ≥ n}
et ξn(·)→ y(·) fortement dans L2(I,Rd). Par conséquent, nous pouvons extraire de (ξn(·))n
une sous suite qui converge presque partout vers y(·). Autrement dit, il existe un sous-
ensemble N ′ ⊂ [0, T ] avec une mesure de Lebesgue nulle (négligeable) et une sous suite
(np)p de N tel que ∀ t ∈ I \N ′

lim
p→∞

ξnp(t) = y(t).

Ainsi, pour t ∈ I \N ′, on a

y(t) ∈ ∩
p∈N

co{yk(t) : k ≥ np} ⊂ ∩
p∈N

co{G(φk(t), sk(t)) : k ≥ np}.

Puis, à partir de (3.57), pour tout ξ ∈ Rd,

〈ξ, y(t)〉 ≤ δ∗(ξ,G(φk(t), sk(t)) ∀p ∈ N, ∀k ≥ np,

par conséquent, en utilisant (H1
G), (3.57) et (3.16), on obtient

〈ξ, y(t)〉 ≤ lim sup
k→+∞

δ∗(ξ,G(φk(t), sk(t))) ≤ δ∗(ξ,G(t, u(t))). (3.58)

De (3.58) et puisque G est à valeurs convexes, fermées nous concluons par le Théorème
1.2.9 que

y(t) ∈ G(t, u(t)) p.p. t ∈ I.

Pour terminer la preuve, nous vérifions, par l’utilisation de (3.49), que

−u̇(t)− y(t) ∈ A(t)u(t) p.p.t ∈ I.

La preuve de cette dernière inclusion est similaire à celle dans la preuve du théorème 3.2.5.
Puisque y(t) ∈ G(t, u(t)) pour presque tout t ∈ I, il en résulte que

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) +G(t, u(t)) p.p. t ∈ I,

avec u(0) = u0 et u(t) ∈ D(A(t)) pour tout t ∈ I. Cela montre que u(·) est une solution
du problème (3.5), et puisque u satisfait (3.56), nous concluons que S est faiblement in-
variant pour (3.5). �
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3.4 Invariance forte.

Le résultat suivant est utile dans la preuve de notre prochain Théorème.

Théorème 3.4.1 (Théorème 3.2 [12])
Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal monotone
satisfaisant (H1

A) et (H2
A). Soit f : I×Rd → Rd une application mesurable sur I vérifiant

(i) Pour tout R > 0, il existe une fonction positive αR ∈ L1(I,R) tel que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ αR(t)‖x− y‖ ∀t ∈ I, ∀x, y ∈ B(0, R),

(ii) il existe une constante positive M tel que pour tout t ∈ I et x ∈ Rd

‖f(t, x)‖ ≤M(1 + ‖x‖).

Alors, pour tout u0 ∈ D(A(0)), le problème suivant :
−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + f(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0,

(3.59)

admet une unique solution Lipschitzienne u. De plus, ‖u̇(t)‖ ≤ K p.p. t ∈ I,
où K est une constante positive dépendant des données.

Théorème 3.4.2
Soit pour tout t ∈ I, A(t) : D(A(t)) ⊂ Rd ⇒ Rd un opérateur maximal monotone
satisfaisant (H1

A) et (H2
A). Soit G : I × Rd ⇒ Rd une multi-application à valeurs non

vides, convexes et fermées satisfaisant (H1
G), (H2

G) et (H3
G).

Soit S un sous ensemble fermé de Rd, tel que S ∩ D(A(t)) 6= ∅ pour tout t ∈ I. Soit
u0 ∈ S ∩D(A(0)).
Si S est fortement invariant pour (3.5), alors, pour tout t ∈ I, on a

sup
v∈G(t,x)

(
inf

w∈A(t)x∩mB
〈−w − v, p〉

)
≤ 0 ∀p ∈ NP

D(A(t))∩S(x), ∀x ∈ S ∩D(A(t)), (3.60)

c’est-à-dire,

sup
v∈G(t,x)

〈−v, p〉+ inf
w∈A(t)x∩mB

〈−w, p〉 ≤ 0 ∀p ∈ NP
D(A(t))∩S(x), ∀x ∈ S ∩D(A(t)),

avec m := max{K + M, c(1 + ‖u0‖ + TK)} et K est une constante qui dépend de
‖u0‖, c,M, α et T . Si de plus, on suppose que ∀t ∈ I,∀x ∈ D(A(t)), ∃ε > 0 tel que

ProjS(y) ⊂ S ∩D(A(t)) ∀y ∈ B(x, ε),

l’inverse est aussi vrai, i.e., la relation (3.60) implique que S est fortement invariant.
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Remarque 3.4.3
Observons, qu’en posant R(t, x) = A(t)x ∩mB, la relation (3.60) s’écrit

HG(t, x;−p) + hR(t, x;−p) ≤ 0 ∀p ∈ NP
D(A(t))∩S, ∀x ∈ D(A(t)) ∩ S,

avec HG est le Hamiltonien supérieur de G et hR est le Hamiltonien inférieur de R.

Preuve
Condition nécessaire.
Soit t ∈ I. Fixons x ∈ D(A(t))∩S et p ∈ NP

D(A(t))∩S(x). Comme G est à valeurs compactes,
il existe v ∈ G(t, x) tel que

〈−v, p〉 = sup
v∈G(t,x)

〈−v, p〉 (3.61)

(voir Théorème 1.1.4).
En appliquant le Corollaire 3.2.4, nous pouvons affirmer l’existence d’une sélection lip-
schitzienne de G, on la note φ, tel que

φ(t, x) = v. (3.62)

Ensuite, nous obtenons une solution unique Lipschitzienne, u : I → Rd du problème
d’évolution suivant (voir Théorème 3.4.1)

−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + φ(t, u(t)) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0,

(3.63)

qui satisfait l’estimation suivante :

‖u̇(t)‖ ≤ K p.p. t ∈ I.

avec K dépend de ‖u0‖,M, c, α et T .
En utilisant l’invariance forte de S par rapport à (3.5), on obtient l’invariance forte de S
par rapport à (3.63). Ce qui implique que S est faiblement invariant par rapport à (3.63).
Ainsi, en appliquant le Théorème 3.3.1, on obtient, pour tout t ∈ I,

inf
w∈A(t)x∩mB

〈−w − φ(t, x), p〉 ≤ 0 ∀p ∈ NP
D(A(t))∩S(x), ∀x ∈ D(A(t)) ∩ S.

En particulier, si on prend t = t, x = x et p = p, on obtient de (3.62),

inf
w∈A(t)x∩mB

〈−w − v, p〉 ≤ 0.
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D’où, la relation (3.61) implique que

sup
v∈G(t,x)

(
inf

w∈A(t)x∩mB
〈−w − v, p〉

)
≤ 0.

Puisque t, x et p, ont été arbitrairement choisis, (3.60) découle immédiatement. �

Condition suffisante.
Dans cette partie de la preuve nous supposons que : ∀t ∈ I, ∀x ∈ D(A(t)), ∃ε > 0 tel que

ProjS(y) ⊂ S ∩D(A(t)) ∀y ∈ B(x, ε). (3.64)

Soit u : I → Rd une solution du problème d’évolution (3.5). Alors, il existe une appli-
cation mesurable g(·) : I → Rd tel que,

g(t) ∈ G(t, u(t)) p.p. t ∈ I

et 
−u̇(t) ∈ A(t)u(t) + g(t) p.p. t ∈ I

u(t) ∈ D(A(t)) ∀t ∈ I

u(0) = u0.

(3.65)

De plus, on a déjà montré que u est Lipschitzienne et est une limite uniforme de la suite
(vn)n définie par relation (3.12) (voir Proposition 3.2.6).

Maintenant, pour chaque n ∈ N, nous définissons la fonction ηn : I → R par

ηn(t) := d2
S(vn(t)) ∀t ∈ I.

Il est clair que la fonction x 7−→ d2
S(x) est Lipschitzienne sur chaque ensemble borné de

Rd. En effet, soit B un borné de Rd et soient x, y ∈ B, sachant que u0 ∈ S

|d2
S(x)− d2

S(y)| = |dS(x)− dS(y)||dS(x) + dS(y)|
≤ ‖x− y‖(|dS(x)|+ |dS(y)|)
≤ ‖x− y‖(‖x− u0‖+ ‖y − u0‖)
≤ ‖x− y‖(2‖u0‖+ ‖x‖+ ‖y‖) ≤ ‖x− y‖(2‖u0‖+ 2r)

r étant la borne de B. De plus, puisque vn(·) est Lipschitzienne sur I, nous concluons
que la fonction ηn(·) est également Lipschitzienne sur I. Donc, il existe Tn ⊂ I, un sous-
ensemble négligeable, tel que la fonction ηn(·) est différentiable sur I \ Tn.
Soit t ∈ (I \ ∪

n
(Tn ∪Nn)) (Nn donné par la relation (3.17)). Sachant que :
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v̇n(t) = lim
s→t

vn(t+ s)− v(t)

s
où bien sv̇n(t) = vn(t+ s)−v(t) +o(s), alors du Lemme 3.2.2,

on obtient

d2
S(vn(t+ s)) = d2

S(vn(t) + v̇n(t)s+ o(s)) ≤ d2
S(vn(t) + v̇n(t)s) + o(s2)

≤ (dS(vn(t)) + d0
S(vn(t); v̇n(t)s) + o(s))2 + o(s2)

≤ d2
S(vn(t)) + 2dS(vn(t))d0

S(vn(t); v̇n(t)s) + o(s2). (3.66)

D’autre part, par la définition (1.9.6) et le Lemme 3.2.1, on aura pour chaque n ∈ N,

dS(vn(t))d0
S(vn(t); v̇n(t)) ≤ dS(vn(t)) max

εn∈∂CdS(vn(t))
〈εn, v̇n(t)〉

≤ max
zn∈ProjS(vn(t))

〈vn(t)− zn, v̇n(t)〉. (3.67)

En utilisant (3.17), on peut écrire v̇n(t) = −g(t) − wn(t), p.p. t ∈ I, tel que wn(t) ∈
A
(
θn(t))vn(θn(t)

)
p.p. t ∈ I et de (3.21),

‖wn(t)‖ ≤ ‖v̇n(t)‖+ ‖g(t)‖ ≤ K +M ≤ m

c’est-à-dire
wn(t) ∈ A

(
θn(t))vn(θn(t)

)
∩mB p.p. t ∈ I. (3.68)

Maintenant, puisque vn(φn(t)) ∈ D(A(φn(t))), de (3.64), il existe ε > 0 tel que pour tout
t ∈ I,

ProjS(y) ⊂ S ∩D(A(φn(t))) ∀y ∈ B(vn(φn(t)), ε).

Par conséquent, en observant que de (3.22), (3.16), pour n assez grand, nous avons

‖vn(φn(t))− vn(t)‖ ≤ Kξn < ε ∀t ∈ I,

ce qui signifie que vn(t) ∈ B(vn(φn(t)), ε), alors nous pouvons prendre zn ∈ ProjS(vn(t)) ⊂
S ∩D(A(φn(t))). D’autre part, par (H3

G), et comme G est à valeurs compactes et g(t) ∈
G(t, u(t)) p.p. t ∈ I, on peut choisir gn(t) ∈ G(φn(t), zn) tel que

‖g(t)− gn(t)‖ ≤ LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖). (3.69)

En effet, on a pour chaque n ∈ N, fixé et pour tout t ∈ I, fixé

d(g(t), G(φn(t), zn)) = inf
xn(t)∈G(φn(t),zn)

‖xn(t)− g(t)‖

alors ∀ε > 0, ∃yεn(t) ∈ G(φn(t), zn) tel que

‖yεn(t)− g(t)‖ < d(g(t), G(φn(t), zn)) + ε

< LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖) + ε
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on prend ε =
1

m
(m ≥ 1) on aura l’existence d’une suite (ymn (t))m ⊂ G(φn(t), zn)

‖ymn (t)− g(t)‖ < LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖) +
1

m
.

Comme G est à valeurs compactes on peut extraire de (ymn (t))m une sous suite qui converge
vers un élément yn(t) ∈ G(φn(t), zn), alors par passage à la limite lorsque m → ∞, nous
obtenons

‖yn(t)− g(t)‖ < LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖).

Alors, en posant yn(t) = gn(t) ∈ G(φn(t), zn), on a

‖gn(t)− g(t)‖ ≤ LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖).

Aussi, on sait que vn(t) − zn ∈ NP
S (zn) ⊂ NP

S∩D(A(φn(t)))(zn) (voir Remarque 1.9.19), par
la condition suffisante exprimée par (3.60), il existe w′n(t) ∈ A(φn(t))zn ∩mB tel que

〈vn(t)− zn,−gn(t)− w′n(t)〉 ≤ 0. (3.70)

De plus, par la dernière inclusion, (3.68) et par l’utilisation de la définition de la pseudo-
distance de Vladimirov (1.8.20) et (H1

A), il en résulte〈
vn(θn(t))− zn, w′n(t)− wn(t)

〉
≤ (1 + ‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖)dis

(
A(θn(t)), A(φn(t))

)
≤ α(1 + ‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖)|θn(t)− φn(t)|

Par conséquent, à partir de cette dernière inégalité, (3.69) et (3.70), on obtient pour
presque tout t ∈ I

〈vn(t)− zn, v̇n(t)〉 = 〈vn(t)− zn,−g(t)− wn(t)〉
= 〈vn(t)− zn,−g(t) + gn(t)〉+ 〈vn(t)− zn,−wn(t) + w′n(t)〉
+ 〈vn(t)− zn,−gn(t)− w′n(t)〉
≤ 〈vn(t)− zn,−g(t) + gn(t)〉+ 〈vn(t)− vn(θn(t)),−wn(t) + w′n(t)〉
+ 〈vn(θn(t))− zn,−wn(t) + w′n(t)〉
≤ LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− zn‖)‖vn(t)− zn‖+ ‖vn(θn(t))− vn(t) |‖wn(t)− w′n(t)‖
+ α(1 + ‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖)|θn(t)− φn(t)|
≤ LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− vn(t)‖)‖vn(t)− zn‖+ LG‖vn(t)− zn‖2

+ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖(‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖) + α(1 + ‖wn(t) |+ ‖w′n(t)‖)|θn(t)− φn(t)|
= LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− vn(t)‖)dS(vn(t)) + LGd

2
S(vn(t))

+ ‖vn(θn(t))− vn(t)‖(‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖) + α(1 + ‖wn(t) |+ ‖w′n(t)‖)|θn(t)− φn(t)|
= LGd

2
S(vn(t)) + ∆n(t), (3.71)
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Chapitre 3 : Invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport à
une inclusions différentielles gouvernées par un opérateurs maximal
monotone dépend du temps avec perturbation multivoque.

avec,

∆n(t) := LG(|t− φn(t)|+ ‖u(t)− vn(t)‖)dS(vn(t)) + ‖vn(θn(t))− vn(t)‖(‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖)
+ α(1 + ‖wn(t)‖+ ‖w′n(t)‖)|θn(t)− φn(t)|.

Comme u0 ∈ S, à partir de (3.22) on a, dS(vn(t)) ≤ ‖u0−vn(t)‖ ≤ KT . Alors, en utilisant
(3.15), (3.16), (3.22), (3.24) et le fait que ‖wn(t)‖ ≤ m et ‖w′n(t)‖ ≤ m, il est clair que

∆n(t) −→ 0, lorsque n→ +∞.

De plus, ∆n(·) est intégrable. À partir de (3.66), (3.67) et (3.71), il vient que pour presque
tout t ∈ I

ηn(t+ s) ≤ ηn(t) + 2LGηn(t)s+ ∆n(t)s+ o(s2),

ce qui est équivalent à

ηn(t+ s)− ηn(t)

s
≤ 2LGηn(t) + ∆n(t) + o(s),

quand s→ 0, on obtient

η̇n(t) ≤ 2LGηn(t) + ∆n(t) p.p. t ∈ I.

Par application du Lemme de Grönwall 1.10.4, en tenant compte du fait que ηn(0) =

d2
S(u0) = 0, il en résulte que

ηn(t) ≤ e2TLG

∫ t

0

∆n(s)ds ∀t ∈ I.

Par le Théorème de la convergence dominée de Lebesgue 1.5.1, nous concluons que
lim

n→+∞
ηn(t) = 0 pour tout t ∈ I, ce qui implique que

d2
S(u(t)) = lim

n→+∞
d2
S(vn(t)) = lim

n→+∞
ηn(t) = 0.

Il en résulte que, u(t) ∈ S pour tout t ∈ I. C’est-à-dire, S est fortement invariant par
rapport au problème (3.5).
Ceci termine notre preuve. �
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Conclusion et perspectives

Dans la première partie de cette thèse, nous avons étudié l’existence de solutions ab-
solument continue d’un système dynamique de deux inclusions différentielles, toutes les
deux régies par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de l’état et
avec perturbations multivoques. Aussi, nous avons donné deux applications l’une à un
problème de minimisation et l’autre à un problème de type Skorohod. Comme deuxième
partie, nous avons donné, en dimension finie, des caractérisations à l’invariance faible et
forte des ensembles fermés par rapport à une inclusion différentielle régie par un opéra-
teur maximal monotone qui dépend du temps ainsi que son domaine, et avec perturbation
multivoque.
Dans les perspectives proches, nous allons essayer d’étendre les résultats obtenus à la
dimension infinie, et de donner des caractérisations à l’invariance faible et forte des en-
sembles fermés par rapport à un problème d’évolution plus général,i.e., quand l’opérateur
dépend du temps et de l’état.
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 ملخّص

مطلقا لنظام ديناميكي مكوّن من   ندرس من ناحية، وجود حلول مستمرّة في هذه الأطروحة

حالة بة قصوى متعلّقة بالزّمن واليحتواءين تفاضلييّن، كلاهما محكوم بمؤثرّات رتإ

  لأمثل ومشكلةطبيقات على مشكلة التحّكم اتعرض أيضا يتمّ .  القيم ةابع متعددّوومضطربة بت

يف  من ناحية أخرى، فإننّا ندرس في البعد المنتهي، خصائص الثبّات الضّع.  سكورهود

بة قصوى  ي محكوم بمؤثرّات رتتفّاضلي  ءحتواإلمغلقة، فيما يتعلقّ بوالقويّ للمجموعات ا

. ومضطربة بتابع متعددّ القيم زّمنمتعلّقة بال  

Abstract 

In this thesis we study, on the one hand, the existence of absolutely continuous 

solutions to a dynamical system  composed of two differential  inclusions, both of 

them governed by maximal monotone operators depending on   the time and on 

the state, with multi-valued perturbations. Applications to an optimal control 

problem and Skorohod problem are also given. On the other hand, we give, in 

finite dimensional setting,  the characterizations of weak and strong invariance of 

closed sets with respect to a differential inclusion  governed by time-dependant 

maximal monotone operators with multi-valued perturbation. 

Résumé 

Dans cette thèse nous étudions, d'une part, l'existence de solutions absolument 

continues d'un système dynamique composé de deux inclusions différentielles, 

toutes les deux gouvernées par des opérateurs maximaux monotones dépendant 

du temps et de l'état, avec perturbations multivoques. Des applications à un 

problème de contrôle optimal et à un problème de Skorohod sont aussi présentées. 

D'autre part, nous étudions, en dimension finie, des caractérisations de 

l'invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport à une inclusion 

différentielle gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendant du 

temps avec perturbation à valeurs multivoques. 


