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INTRODUCTION

Les inclusions différentielles régies par des opérateurs maximaux monotones (ops.m.m.)
dépendant du temps et définis sur un espace de Hilbert H, représentent une classe im-

portante de problémes d’évolution. Elles peuvent étre formulées comme suit :

- 0) € Au(t) + Fltult) pp.t€[0.T) (T>0)
u(0) = uy,

ott (A(t))tejo,r) est une famille d’ops. m.m. sur H et I’ est une application sur [0,7] x H
a valeurs uniques ou multiples.

Ce probléme a été étudié par de nombreux auteurs, nous citons par exemple |7, 11, 12, 14,
15, 28, 54, 56, 58, 69, 72, 73, 75] et leurs références. Ces recherches ont étudié 'existence
de solutions de ce type d’inclusions différentielles avec différents types de perturbations
ainsi que différentes formes de variation de 'opérateur par rapport au temps ; absolument
continue, continue & variation bornée et continue & droite & variation bornée, et la méme
notion de régularité de cette variation s’impose sur la solution.

Le sous-différentiel d’une fonction convexe et semi-continue inférieurement ainsi que celui
de la fonction indicatrice d’'un ensemble fermé, convexe sont des exemples importants qui
ont des caractéristiques spécifiques, c’est-a-dire, sont des cas particuliers d’ops.m.m. En
analyse non linéaire, les opérateurs maximaux monotones jouent un role crucial dans la
modélisation de problémes unilatéraux, de systémes dissipatifs non linéaires, d’optimisa-
tion convexe et dans beaucoup d’autres domaines.
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Introduction

Sachant que le cone normal d’un ensemble mobile (qui varie avec le temps) convexe
fermé est un op.m.m., le processus dit de la rafle, c’est-a-dire, I'inclusion différentielle
régie par ce cone normal est un cas particulier des inclusions différentielles régies par des
ops.m.m. dépendant du temps. Ce probléme a été introduit pour la premiére fois par J.J.
Moreau dans les années 70, et largement étudié par lui-méme dans une série d’articles
voir [64, 65, 66], ot I'on peut trouver 'interprétation et la motivation mécanique du pro-
cessus de la rafle. De nombreuses variantes du processus de la rafle sont apparues dans la
littérature, nous citons par exemple le probléme perturbé, la dépendance de 1’état dans
I’ensemble mobile, processus de la rafle du second ordre, avec des applications en écono-
mie [51], circuits électriques [59], modélisation du mouvement des foules [61], et dans les
problémes de contrdle optimal [1, 27, 29, 37, 38, 39, 62, 73|.

Dans |70], Skorohod a utilisé les caractéristiques d’une certaine application sur 'espace
des fonctions continues réelles sur R* & valeurs dans lui méme, pour construire la solution
d’une équation différentielle Stochastique. Cette application a été définie a partir d'un
probléme déterministe lié a I’équation différentielle stochastique. Ce probléme est connu
sous le nom du probléme de Skorohod et ’application qui en découle est appelée applica-
tion de Skorohod. Soit (T" > 0) et w : [0,7] — R une fonction continue avec w(0) > 0.

Tout couple de fonctions (x, k) satisfaisant :

1. = {x(t): t €[0,T]} continue & valeurs dans R*.

2. k={k(t): t €[0,T]} continue & variation bornée (sa variation sur [0, ] est notée
|k|;) & valeurs dans R, k£(0) =0

3. z(t) =w(t) — k(t) Vte[0,T]

T
4. / 1(m(s)>0)d|k‘|s =0
0

est appelé solution du probléme de Skorohod sur R. Pour plus de détails voir [32]. De
nombreux résultats contenant I’existence de solutions & ce type de probléme ont été réa-

lisés, nous citons par exemple [15, 20, 60, 68].

Dans un autre contexte, de nombreux travaux récents en théorie du contréle et en
optimisation sont largement inspirés des sujets liés a la théorie de I'invariance |6, 8, 36,
47, 48, 49].

L’invariance d’un ensemble fermé, S C R?, par rapport a I'équation différentielle ordi-
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Introduction

naire suivante g

S0 = ful®) ppt =0, u(0) = u, 1)
ou f est localement Lipschitzienne, est la propriété que pour tout point initial ug € S, la
solution unique u(-) satisfait u(t) € S, pour tout ¢ > 0, c’est-a-dire la solution démarre
d’un point appartenant & S et demeure dans S.
Le probléme de ’approche d’un ensemble fermé donné par rapport a la forme suivante

des systémes dynamiques

u(t) € F(t,u(t)) pp.t>0

u(0) = ug € RY, @

qui est une extension naturelle des équations différentielles classiques, a attiré ’attention
de nombreux chercheurs en raison du grand nombre de théorémes d’existence bénéfiques,
lorsque les inclusions différentielles sont prises en compte plutot que des équations diffé-

rentielles.

En général, I'unicité de solution du probléme (2) (méme de (1)) n’est pas garantie et
nécessite des hypothéses tres restrictives. Ce fait justifie les deux notions d’invariance,
c’est-a-dire I'invariance faible (appelée aussi viabilité) et 'invariance forte. En effet, un
ensemble fermé S C RY est dit faiblement invariant par rapport au probléme (2) si et
seulement si pour tout point initial ug € S, il existe une solution u(-) du probléme (2)
satisfaisant u(t) € S, pour tout ¢ > 0. Tandis que S est dit fortement invariant si et
seulement si pour tout point initial ug € S et pour toute solution u(-) du probléme (2),
nous avons u(t) € S, pour tout ¢t > 0.

Les ensembles invariants ont été soigneusement examinés dans de nombreuses réfé-
rences, nous citons par exemples [8, 10, 21, 24, 35, 36, 43, 44, 46, 45, 48, 50, 67, 74|, voir

aussi leurs références.

Le premier résultat d’invariance (voir [44]) a été réalisé par Nagumo [67]. Il a montré
qu’un ensemble fermé S est faiblement invariant pour (1) (f étant continue) si la condition
tangentielle suivante est satisfaite (voir la relation (1.13) pour la définition du cone tangent
TE()

flx) e T (z) Yz e S,

et dans [21], Bony a introduit le cone normal proximal, NZ'(-), pour caractériser I'inva-

riance de S par rapport a (1) et a prouvé qu’elle est équivalente a

(f(x),€) <0 VzeS, Vée NL(x).
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Haddad a montré dans [50|, que I'invariance faible par rapport a (2) est équivalente a

la condition tangentielle

Fx)NTE(x)#0 vz esS.
Alors que le cone normal proximal a été utilisé par Veliov dans [74] pour caractériser
I'invariance faible comme suit :

hp(z;€) = inf (2,€) <0 Vo €S, V& e NE(z),

z€F (x)

ol hr est le Hamiltonien inférieur de F'. La premiére caractérisation de I'invariance forte
par rapport & (2), ot F est Lipschitzienne, a été donnée par Clarke (voir [34]), qu'il a
exprimé par :

Hp(z;€) = sup (2,§) <0 Vo e S, Ve NE(a),
z€F(x)

ou Hp est le Hamiltonien supérieur de F'. L’extension aux espaces de Hilbert de dimension
infinie des ensembles invariants a été étudiée par Clarke et al. dans [35].

Il convient de rappeler que I'invariance faible et forte par rapport a (2) ont été caracté-
risées par différentes maniéres [45, 46|, ou les auteurs ont supposé que la multi-application
F' est unilatérale Lipschitzienne, en anglais : one sided Lipschitz (OSL) (voir [43] pour
la, définition), qui est plus faible que la condition de Lipschitz supposée dans les travaux
antérieurs.

Dans [39], les auteurs ont étendu les études mentionnées ci-dessus au processus de la

rafle perturbé exprimé par :

du

7 (t) € =New(u(t)) + G(t,u(t)) pp.t>0
u(t) € C(t) V>0 (3)
u(0) = o,

ott, pour tout ¢t > 0, C(t) est un ensemble fermé uniformément prox-régulier et Ne(-)
est le cone normal de Clarke a C(t). Dans leur étude, la caractérisation de 'invariance
faible était largement basée sur la théorie existant dans [36]. Alors que I'invariance forte,
qui est en général un probléme difficile & résoudre (le coté droit de (3) ne satisfait pas
I'hypothése de (OSL) imposée dans [43]), les auteurs ont utilisé 'avantage de la structure
particuliére de (3) afin de surmonter cette difficulté.

Dans 2], les auteurs ont également examiné la notion de I'invariance (faible et forte)
des ensembles fermés dans RY, mais par rapport a un systéme dynamique différent, qui

est modélisé par I'inclusion différentielle suivante :

W it) € —Au(t) + F(u(t)) pp.t>0

u(0) = ug € D(A),
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ot A est un op.m.m. de R? indépendant du temps et F est une multi-application Lip-
schitzienne & valeurs non vides, convexes et compactes (appelée Cusco-application), qu’ils
ont exprimé par différentes caractérisations. Concernant I'invariance faible, 1’élément de
norme minimale de 'op.m.m. A doit satisfaire une condition de bornitude, afin de pou-
voir appliquer la théorie existant dans [44|. Tandis que la caractérisation de I'invariance
forte était basée sur la nature générale de 'opérateur maximal monotone. Nous faisons
également référence a |3, 4| pour le cas F(z) = {f(x)}, i.e., F' & valeurs univoques.
Inspirés par les études mentionnées précédemment, ainsi que par leur pertinence dans
plusieurs domaines mathématiques et physiques et leurs applications, a travers cette thése,
nous avons apporté une contribution a ce domaine de recherche en étudiant le couple d’in-
clusions différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux monotones, aussi bien que
la caractérisation de I'invariance des ensembles fermés dans R? par rapport & une inclusion
différentielle plus générale, régie par des opérateurs maximaux monotones dépendant du
temps et avec perturbation multivoque non-autonome de type Cusco.
Le manuscrit est essentiellement composé de trois chapitres. Le premier est consacré aux
résultats préliminaires et aux outils de base utilisés dans les preuves de nos théorémes
principaux.
Le deuxiéme chapitre est lui méme composé de trois sections. Dans la premiére, nous
donnons le résultat d’existence de solutions absolument continues du systéme d’évolution

suivant :

) vtel0,T];

——(t) € B(t,u(t))v(t) + G(t,u(t),v(t)) p.p.tel0,T];
) Vtel0,T7];

u(0) = up € D(A(0,v)),v(0) = vy € D(B(0,up)),

0
ott (A(t,))t2), (B(t,))q) sont des familles d’opérateurs maximaux monotones dépen-
dant du temps et de I’état, et ot F' et GG sont des multi-applications semi-continues supé-
rieurement a valeurs non vides, fermées et convexes. Notre théoréme principal généralise
le résultat obtenu dans [20], qui concerne l'existence de solutions d’un couple d’inclusions
différentielles, la premiére régie par un op.m.m. dépendant du temps et de I'état et la
deuxiéme par le cone normal & des ensembles non vides, fermés et convexes dépendant du
temps et de I'état, avec des perturbations univoques.

La deuxiéme section contient une application & un probléme de minimisation de l'inté-

grante

/0L(t,u§(t),vg(t),ug(t),ﬁs(t)),
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ou (ug,ve) est I'unique solution du probléme controlé
—u(t) € A(t, £(0))u(t) + f(t,u(t),v(t)) pp-tel0,T];
€ D(A(t,£(1))) vt e [0,T];
(1) € B(t, E@)v(t) + g(t, ult),v(t)) pp-t€]0,T];
v(t) € D(B(t,&(t))) Vtel[0,T];

A(0,v0)), v(0) = vo € D(B(0, u)),

et &(+) est la fonction de contrdle qui appartient & un ensemble bien approprié que nous

définissons plus tard.

La troisiéme section est consacrée a une application & un probléme de Skorohod par
rapport & un systéme dynamique de deux inclusions différentielles, toutes deux régies par
des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de 1’état, se présentant sous

la forme suivante :
(

_ /t K(s,X(s))ds + Y (t) Vtel0,T]

Y(t) € D(A(t, Z(t))) VYt e [0,T]
dy

—— )

€ At, Z(t))Y (¢) +/0tK(8,X(S))ds p.p.t€[0,T]
dZ

-

—H(0) € BRY()Z(1) +g(t.Y (1), 2(1)) pop-t € [0,T]
Z(t) e D(B(t,Y(t))) Vtel[0,T)

X(0) =Y(0) = dy € D(A(0, ko))

Z(0) = ko € D(B(0, dy)).

\
Le troisieme chapitre se compose de deux sections. Dans la premiére, on s’intéresse a
I’étude de la condition nécessaire et suffisante pour I'invariance faible d’un ensemble fermé

S C R, par rapport a I'inclusion différentielle suivante :

(jljfb( t) € A@t)u(t) + G, u(t)) pptel0,T]
u(t) € D(A(t)) Vte[0,T] ()
u(0) = uo.

Alors que 'objectif principal de la deuxiéme section est ’établissement de la condition

nécessaire et suffisante pour I'invariance forte de S, toujours par rapport au probléme (4).

Les résultats du chapitre 2 on fait 'objet d’une publication dans une revue spécialisée
(voir [41]).
Ceux du chapitre 3 on fait 'objet d’une publication, aussi dans une revue spécialisée (voir

[16]).
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NOTATIONS

Nous adopterons les notations suivantes, tout au long du manuscrit.

R La droite achevée, i.e., R = [~o0, +00].

H Un espace de Hilbert réel séparable.

() Le produit scalaire de H.

|- [la La norme de H, s’il n’y a pas ambiguité elle sera notée par || - ||.
Iy Opérateur identité de H.

ol La famille de tous les sous-ensembles de H.

By La boule unité fermée de H.

By(z,7) La boule fermée de H de centre x et de rayon r > 0.

By (z,r) La boule ouverte de H de centre z et de rayon r > 0.

Si f: H— R, on note par dom(f) I’ensemble :
dom(f)={z € H: f(z) < +oo}.

Fr(C) La frontiére de 'ensemble C' C H.

13



Notations

C L’adhérence de C.
int(C) L’intérieur de C.
co(C) L’enveloppe convexe de C.
co(C) L’enveloppe convexe fermée de C'.
Proj(-,C) ou bien Projc(-) Projecteur sur le sous-ensemble non vide C' de H.
Dans le cas ou cet opérateur est univoque on le notera proj(-, C).
Ty — T La suite (z,), converge fortement vers z.
Ty — T La suite (z,), converge faiblement vers x.

Soient t,ty € R.
tlty veut dire ¢t — tg et t > tp.
t 1t veut dire t — tg et t < tg.

Soit 7" > 0, et soit I = [0,7] un intervalle de R. On note par :

L(I) La tribu de Lebesgue sur I.

A=dt La mesure de Lebesgue sur [.

B(H) La tribu de Borel sur H.

p.p L’abréviation de presque partout.

LP(I,H) L’espace des applications pi®®¢ intégrables (1 < p < oo) définies sur [

& valeurs dans H muni de la norme

T v
15Ol = ([ Ispar) s € (.
0
L>=(I,H) L’espace des applications essentiellement bornées définies sur I

a valeurs dans H, muni de la norme

1FO)lle = inf { S0 f(@)] < ¢ pp sur 1}.

C(I,H) L’espace de Banach des applications continues définies sur [

a valeurs dans H muni de la norme de la convergence uniforme

)l = sup u(t)]|

u(t) = Z—?(t) La dérivée de I'application u au point ¢ quand elle existe.

Whe(I, H) L’espace des applications u : I — H continues tel que u € LP(I, H).
Dans le cas ot p = 1, W (I, H) est I'espace des applications
absolument continues.

1c(7) La fonction caractéristique du sous-ensemble C' C H, définie par

lc(x):{ 1521 x e C,
0si x¢&C.
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d(-,C) ou bien d¢(+) La fonction distance a C, définie par :
d — inf ||z — y]|.
(,€) = inf [lo —y|

dc () La fonction indicatrice de C, définie par :
0 zed,
do(z) =
+oo x & C.
8 (2, C) La fonction d’appui de C, définie par

§*(2',C) = sup(z’,y) Va' € H.
yeC

Soient (E, || - ||g) un espace vectoriel normé, £ son dual topologique, on note par
o(E,E" La topologie faible sur E.
Enfin, on note par :

F(X,Y) L’espace de toutes les applications f: X — Y.

15 LOATI



CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats nécessaires a la bonne lecture du
manuscrit, et qui nous seront utiles dans les preuves des théorémes étudiés a travers cette
thése.

1.1 CONTINUITE DES APPLICATIONS

Les résultats de cette section sont pris des références [33] et [71].

Soient (X, d), (Y,d’) deux espaces métriques.

Définition 1.1.1 (Application continue)
On dit qu’une application f : (X,d) — (Y, d') est continue au point xog € X, si et seulement
St

Ve >0, 36 > 0,Vz € X : d(z,x0) < § = d'(f(z), f(z0)) < &.

f est continue sur X si et seulement si elle est continue en tout point xg € X.

16



Résultats Préliminaires

Définition 1.1.2
On dit que f est Lipschitzienne de rapport k > 0, si

d(f(x), f(y)) < kd(z,y) pour tous z,y € X.

Définition 1.1.3
On dit que f est localement Lipschitzienne, de rapport k > 0, si pour tout xo € X, il
existe 6 > 0 tel que

d'(f(x), f(y)) < kd(x,y) Va,y € B(xo,9).

Théoréme 1.1.4
Si f est une fonction réelle continue sur l'intervalle fermé borné [a,b], alors f est bornée

sur [a,b] et atteint ses bornes inférieure et supérieure sur [a,b).

Preuve
On montre qu'il existe M > 0 tel que |f(z)| < M Vx € [a,b]. Supposons le contraire, i.e.,

supposons l'existence d’une suite (z,), C [a,b] tel que
le |f(z,)| = +oo. (1.1)

Il est clair que (x,), est bornée dans R, on peut alors lui extraire une sous suite (zg(n))n

qui converge vers T € [a,b]. Comme f est continue il s’en suit que

Tim | (g0)| = /(7)) (1.2

Sachant que si une suite réelle converge vers 400, alors toutes ses sous suites extraites
convergent aussi vers +00, on aboutit a une contradiction de (1.2) avec (1.1).

Par conséquent, f est bornée et donc sup f(z) et inf f(x) sont bien définis.
z€la,b] z€la,b]
Par définition de la borne supérieure, on a

Vn € N, 3z, € [a,b] avec lim f(z,) = sup f(z).

=00 z€[a,b)

Alors, on peut extraire de (x,), une sous suite (Zgm))n qui converge vers un élément

T € [a,b], donc par continuité de f, on obtient

f@) = f(lim zo) = lim f(zgem) = lim f(z,) = sup f(z).

n—00 z€[a,b]

De la méme maniére, on montre le cas de la borne inférieure. [ |
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Définition 1.1.5

Soit (2, %) un espace mesurable et soient X,Y deuz espaces topologiques et

f:Ox X —Y
(t,z) — f(t,x).

On dit que f est une application de Carathéodory si, et seulement si, pour tout t € Q fizé,

Uapplication
fi: X —Y
x> fi(z) = f(t, x)
est continue sur X, et pour tout x € X fixé, l'application
fe: Q—Y
t— fu(t) = f(t, )
est mesurable sur Q.
Soit X un espace vectoriel topologique.

Définition 1.1.6 (Semicontinuité inférieure)

Une fonction f : X — R est dite semicontinue inférieurement (s.c.i) au point Ty € X
si, et seulement si, pour tout A € R tel que A < f(xy), il existe un voisinage V, de xq tel
que A < f(x), pour tout x € V.

f est s.ci sur X si, et seulement si, f est s.c.i en tout point de X.

Définition 1.1.7 (Semicontinuité supérieure)

On dit qu’une fonction f : X — R est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point
xg € X si, et seulement si, pour tout A € R tel que A > f(xg), il existe un voisinage V,
de zg tel que X\ > f(x), pour tout x € V.

f est s.c.s sur X si et seulement si f est s.c.s en tout point de X.

Proposition 1.1.8

f est continue au point o € X si, et seulement si, f est s.c.s et s.c.i au point .

Définition 1.1.9

Soit (a,)n une suite de R. Alors, la limite supérieure de la suite (ay),, notée limsup a,,
n—oo
est définie par :

lim sup a,, = inf (sup ay).
n—00 neN p>p

Similairement, la limite inférieure de la suite (ay),, notée iminf a,, est définie par :
n—oo

liminf @, = sup(inf ay).
n—00 neN k=n
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Proposition 1.1.10
Si | = liminf a,. Alors, il existe une sous suite extraite de (ay)n, notée (agm))n, tel que

n—oo

i aon) =1

Définition 1.1.11
Soit f: X = R et xg € X. Alors, on a

(¢) limsupf(z) = pant (ilelgf(fﬂ))-

T—T0 370)
1) liminff(x) = sup (inf f(2)).
(i) Fminkf(r) = s (inf £(2)

Ici V(xo) désigne Uensemble des voisinages du point x.

Proposition 1.1.12
Soit f: X = R et zg € X. Alors

(1) f ests.cdau point xq si, et seulement si, iminf f(z) > f(xg),
T—T0

(17) f est s.c.s au point zq si, et seulement si, limsup f(x) < f(zo).
T—T0

Considérons dans la suite un espace vectoriel normé (E, || - || g) -

Définition 1.1.13 (Application absolument continue)
Soit [a, b] un intervalle de R. Une application f : [a,b] — E est dite absolument continue
si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour toute partition dénombrable

de lintervalle [a,b] par des intervalles disjoints |ay, by| vérifiant
D h—ar) <5 ona D |If(be) = flar)lp <e.
K i
Théoréme 1.1.14
Soit [a, b] un intervalle de R. Une application f : [a,b] — E. Si E est réflexif, alors f est
absolument continue si, et seulement si, il existe une application intégrable v : [a,b] — E

tel que pour tout t € [a,b]

Dans ce cas, [ est dérivable presque partout et sa dérivée f = v p.p.

Remarque 1.1.15

Toute application absolument continue est continue, par contre la réciproque est fausse.

Théoréme 1.1.16 (Théoréme de différentiation de Lebesgue)
Pour toute fonction f Lebesque-intégrable sur R, on a pour presque tout x € R

1 x+e
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Définition 1.1.17 (Equi-continuité)

Soient (X,d), (Y,d') deux espaces métriques.
Un sous-ensemble K de F(X,Y) est dit équi-continu au point x € X si :
Ve >0,3p>0,Va' € X,Vf € K :d(z,2") <n=d'(f(x), f(z')) <e.

o K est dit équi-continu sur X s’il est équi-continu en tout point v € X.

1.2 QUELQUES ELEMENTS D’ANALYSE CONVEXE

Pour les résultats de cette section on renvoie le lecteur a la référence [9).

Définition 1.2.1 (Ensemble convexe)
Sotent E un espace vectoriel, S un sous-ensemble de E. On dit que S est convexe si, et

seulement si, pour tous u,v € S, a € [0,1] :
au+ (1 —a)veS.
Autrement dit, pour tous u,v € S, le segment de droite
[u,v] = {ocu—i—(l—a)v: a€[0,1] } CS.

Définition 1.2.2 (Simplexe)
On appelle simplexe de R", ’ensemble A,, défini par

An:{(al,ag,...,an)eR”: a; >0, Vi=1,...net Z%Il}-
i=1

Définition 1.2.3

Soit E un espace vectoriel et sotent x1,xs,...,x, € E. On appelle combinaison conveze
n

des éléments 11, 2o, ..., T, tout élément x = E a;x; tel que (o, g, ... ) € Ay,
i=1

Définition 1.2.4 (Enveloppe convexe)
Soit E un espace vectoriel et soit S un sous-ensemble de E. On appelle enveloppe convezxe
de S qu’on note co(S), Uintersection de tous les sous-ensembles convexes de E qui contiennent

S. (co(S) est le plus petit convexe de E qui contient S.)
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Définition 1.2.5 (Enveloppe convexe fermé)

Soit E un espace vectoriel topologique et soit S un sous-ensemble de E. On appelle en-
veloppe convexe fermée de S qu’on note ¢o(S), intersection de tous les sous-ensembles
convezes fermés de E qui contiennent S. (¢o(S) est le plus petit convexe fermé de E qui
contient S.)

Définition 1.2.6
Soit E un espace vectoriel et soit f : E — R. On dit que f est propre si f : E —]—o00, +00]
et [ #£ +oo, i.e., il existe xg € F, tel que f(xg) # +oo, ¢’est-a-dire dom(f) # .

Définition 1.2.7
Soit E un espace vectoriel et soit f: E — R. On dit que f est conveze si, et seulement

si, pour tous x,y € dom(f),a € [0,1], on a

flax+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Théoréme 1.2.8

Soit E un espace vectoriel normé et soit M un sous-ensemble convexe fermé non vide de
E et x ¢ M. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement M et x, i.e., il
eristex' € E', ¥’ £0 et a € R tel que

(#',7) <a < (2)y), Yy € M.

Théoréme 1.2.9
Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual topologique. Alors, pour tout ensemble
non vide S C E

co(S) = {x eE: (dx) <55 Va'e E’}.

Lemme 1.2.10 //2/
Soit (2,3, 1) un espace mesuré fini, X un espace de Banach et f : Q — X une application
intégrable au sens de Bochner. Alors, pour tout E € ¥ avec u(E) >0, on a

1 _
m/Ej"(a;)alu(x) € co(f(E)).

preuve
1
Supposons le contraire, i.e., E/ fz)du(z) ¢ eo(f(E)). Alors, par application du
M E
Théoréme 1.2.8, il existe ' € E', 2’ # 0 et a € R tel que

/ 1 / —
o [E f(@)dp(a)) < o < (&' y) Yy € @(f(E))
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en particulier pour y € f(E), on obtient

/ 1 /
<xjﬁﬂéj®MM®>§a<@uﬂw>Vu€E
donc, en intégrant sur £
/ ]' !
meﬁéﬂmwwwwszkﬁijmw>
ce qui implique que
/ 1 /
s /E F()du(z)) / dula) < an(B) < [ (&', f(hdu(w)

E

par conséquent

! 1 !
s /E F (@) du(@))(E) < ap(E) < /E (&, f(u))dp(u)

(@, /E f(@)du()) < ap(E) < [E (o, F(u))dpu(u).

Ce qui est absurde. [ |

1.3 TOPOLOGIE FAIBLE

Pour cette section on fait référence a [25].

Soit (E,|| - ||g) un espace vectoriel normé réel. On note E’ son dual topologique, c’est

a dire, 'espace des formes linéaires continues sur FE, i.e.,
E'={f:E —R: flinéaire continue}

muni de la norme

[fller = sup |f(z)] = sup [(f, z)].

r€EBE T€EBE

Ici {-,-) note le crochet de dualité entre F et E'. Dans le cas ou £ = H, {(-,-) coincide

avec le produit scalaire de H.

Définition 1.3.1
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Soit f € E' et soit
gl — R
. — pp(x) = flz) = (f,2).
La topologie faible sur E, notée o(E, E"), est la topologie la plus fine pour laquelle toutes
les applications p¢(f € E') sont continues.
Proposition 1.3.2
La topologie faible o(E, E") est séparée.

Proposition 1.3.3

Soit (x,,), une suite de points de E. Alors

1. (x,), converge faiblement versx (ouo(E, E")) si, et seulement si, ((f, x,)), converge
vers {f,x) pour tout f € F'.

2. Si (), converge faiblement vers x alors, (||z,||g), est bornée et nous avons

|z||g < liminf ||z, | .
n—oo

1.4 QUELQUES RESULTATS DE COMPACITE

Pour plus de détails sur ces résultats, consulter les références [9], [25], [55] et [71].

Définition 1.4.1

Soit X un espace topologique séparé et S une partie de X. On dit que S est relativement

compacte si son adhérence dans X est compacte.

Théoréme 1.4.2

Soit E un espace vectoriel normé. Alors,

(1) S est relativement compact si, et seulement si, de toute suite de ses points on peut

extraire une sous suite qui converge dans F.

(2) S est compact si, et seulement si, de toute suite de ses points on peut extraire une

sous suite qui converge dans S.

Définition 1.4.3 (Boule-compacité)
Soit E un espace vectoriel normé. On dit qu’un ensemble S de E est boule-compact si
son intersection avec toute boule fermée de E est compacte, et S est relativement boule-

compact si son intersection avec toute boule fermée de E est relativement compacte.
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Remarque 1.4.4

(1) Tout ensemble S boule-compact est fermé.
En effet, soit (x,), une suite de S qui converge vers x. Elle est donc bornée, i.e., il
existe v > 0 tel que pour tout n € Nz, € SN EH(O,T), qui est compact. On peut
alors extraire de (x,), une sous suite (x,,, ) qui converge versy € SN By(0,7). Par

lunicité de la limite nous déduisons que, y = x et donc x € S.

(2) Si E=R% alors tout ensemble fermé S est boule-compact.
En effet, on sait que si E = R?, B(xg,r) est compacte (zg € RY, 7 > 0) et comme S

est fermé, nous déduisons que SN B(xzg,r) est compact et donc S est boule-compact.

Définition 1.4.5

Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E est réflexif si J(E) = E”, c¢’est-a-dire J

est un isomorphisme de E dans E" | avec

J:E— E"

T J,
et

J, E =R
fHJx(f):<f7x>

Ici E" est le bidual de E, i.e., le dual de E'.

Exemples 1.4.6
1. Tout espace de Hilbert est réflexif.
2. Les espaces LP(R) (1 < p < 4+00) sont réflexifs.

Remarque 1.4.7
En général, si (2,%, ) est un espace mesuré et si E est un espace de Banach, alors pour
1 <p<oo, LP(Q, E) est réflexif si, et seulement si, E est réflexif.
En effet, (IP(Q, E)) = LYQ, E'), avee ~ + ~ = 1.
Donc, b
(LP(Q, B))" = (LY, E")) = LP(Q, E") = LP(Q, B).
Pour 1 < p < +oo, (LP(Q, E)) = LUQ, E') et nous avons (f,g) = | {(f(z),g(x))du(x),
qui est le produit de dualité entre LP (2, E) et LY(Q, E'). i
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Théoréme 1.4.8
Soit E un espace de Banach réflexif. Alors la boule unité fermée de E est faiblement
compacte (o(E, E')-compacte). En particulier, si (x,), C E est une suite bornée, on peut

lui extraire une sous suite qui converge faiblement, i.e., qui converge pour la topologie
o(E,E").

Théoréme 1.4.9 (Banach-Mazur)

Soit E un espace de Banach et soit (x,), une suite d’éléments de E convergeant faiblement
vers x. Alors il existe une suite (zy)x telle que chaque zy est une combinaison convexe des
éléments xy, Tpit, ..., B.€., zx € co{x, : n >k} et tel que (zx)r converge fortement vers

x.

Théoréme 1.4.10 (Théoréme d’Arzela-Ascoli)

Soient (X, d) un espace métrique compact, (Y,d') un espace métrique complet, et K un
sous-ensemble de C(X,Y), muni de la distance de la convergence uniforme. Alors K
est relativement compact si et seulement si K est équi-continu et K(z) est relativement

compact pour tout x € X, avec
K(z)={f(z): feK}.

Définition 1.4.11
Soit K C L*(I,H). On dit que K est intégrablement borné si, il existe une fonction
positive v € L'(I,R) tel que

If@O <~@) pp-tel, pourtout f(-) € K.

La proposition suivante est une conséquence du Théoréme IV.2.1 et corollaire IV.2.1 dans
[42]

Proposition 1.4.12

Si K C L*(I, H) est intégrablement borné, alors K est relativement faiblement compact
dans L*(I, H), c’est-a-dire o(L*(I, H), L°(1, H))-relativement compact.

1.5 QUELQUES RESULATS DE CONVERGENCE

Consulter la référence [40] pour les résultats suivants.
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Théoréme 1.5.1 (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (0,3, 1) un espace mesuré et H un espace de Hilbert, soit 1 < p < oo et soit
(fn), C LP(Q2, H). On suppose que

1. (fn), converge p—presque partout vers une fonction f sur €,

2. il existe une fonction positive g(-) € LP (Q,R) telle que pour tout n € N
[fa®)] < g(t) p—pp t e
Alors, f() € LP(Q, H) et la suite (f,), converge vers f dans LP (2, H).
Théoréme 1.5.2 (Réciproque de la convergence de Lebesgue)
Soit (Q,%, 1) un espace mesuré et soit 1 < p < +o0. Si (fn)n converge vers f dans

LP(Q, H), alors il existe (fy, )k, une suite extraite de (f,)n, et une fonction positive g(-) €
LP (Q,R) tel que

1. fo, — [ —Dpp,
2. pour tout k, || fn, (1) < g(t) 1 — p.p.

Théoréme 1.5.3
Soit (Q, %, 1) un espace mesuré. Soient E, F' deux espaces de Banach et ' : E — F une
application linéaire continue. Si f : Q — E est u-intégrable alors, I'(f) est u-intégrable

’ [ r@ane) =r( [ faint).

Définition 1.5.4 (Valeur d’adhérence)

Soit (X, d) un espace métrique et soit (x,), une suite de X. On dit que x est une valeur

d’adhérence pour (x,), si et seulement si
Ve >0,dNg C N, Vn € Ny: d(x,,x) <e.

Théoréme 1.5.5

Soit (xy,), une suite d’éléments de X. Posons
S, = {xk k> n} = {xn,xn+1,...}.

Soit S lensemble de toutes les valeurs d’adhérence de (z,),. Alors S = ﬂ Sy, et donc S

neN
est fermé.

Proposition 1.5.6

Soit (x,)n une suite d’éléments de X. Si (x,), converge vers x, alors x est une valeur
d’adhérence pour (x,)n.
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1.6 PROJECTION

Pour plus de détails, consulter la référence [25].

Définition 1.6.1

Soit S un sous-ensemble non vide de H et x € H. On définit Proj(x,S) la projection de
x sur S (qui peut étre vide) comme l'ensemble de tous les élémentsy € S dont la distance

a x est minimale, c’est a dire,

Proj(z,S) = {y eS:|z—y||l= d(x,S)}.

Remarque 1.6.2
Six €8S, alors proj(x,S) =z et d(x,S) = 0. En général d(x,S) =0<=z € S.

Théoréme 1.6.3 (Projection sur un ensemble convexe fermé)

Soit S un sous-ensemble convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x € H, il existe

un unique élément T € S tel que
— 7| = inf ||z — z|| = d(z, 9).
lz = 7| = infjz — 2]} = d(z, 5)

De plus, T est caractérisé par la propriété

TES,
(x—7,2—7) <0, VzebS.
Dans ce cas, on note T = proj(z, S).

Remarque 1.6.4 Si S est relativement boule-compact, alors Proj(x,S) # 0, pour tout
x € H.

En effet, si x € S, proj(z,S) = x. Maintenant si x ¢ S, on a d(x,S) = irelng —z|| >0
(car S est fermé).

D’apres la caractérisation de la borne inférieure, on obtient
Ve > 0,3z, € S,d(x,5) < ||z — z|| < d(z,5)+¢€

(k € N*), on trouve

| =

pour € =

1
Vk > 0,3z € S,d(z,S) < |z — 2z <d(x,S)+E. (1.3)
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Donc

1
ekl < llal + d(, S) +

<zl + d(z,8) + 1 =: M,

c’est a dire, (zx)y C SN MBpy. Cet ensemble est relativement compact, donc d’aprés la
propriété (2) du Théoréme 1.4.2, il existe une sous suite (zp))rk tel que 2o — 2 lorsque
k — oo. Par la relation (1.3), on a

d(z,S) < kh_1>1100||x — 2o || < d(x,9),
et donc
|x — z|| = d(z,S), ie., z € Proj(z,5),
et par suite Proj(x,S) # 0. [ ]
Remarque 1.6.5

Par la deuziéme partie de la Remarque 1.4.4, on voit bien que si S C R? est fermé, alors
Proj(x,S) # 0 pour tout v € R%

Proposition 1.6.6
Soient S un sous-ensemble fermé non vide de H, v € H et x € S. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. x € Proj(v,S)

1
2. (v—m 2’ —x) < §Hx’ —z|)?, V' €S,
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Preuve

z € Proj(v,S) < ||v —z|| = d(v, 5)
= v—zf <|v-2| V2'eS
|-z <|lv-2|* VieS

= w—zv—xz)+v—z,2 —v) < (v—av—2a)+ (v

(
(

— (v—uz,2 —2) < (2 —v, 2’ —2x) Vi'eS
(

— 2v, 2’ —x) — (v,2' —x) < (/2" —x) Va'e€S

1 1
<:>(v,3:'—x>—§<a:,x’—x>§5(:1:',:1:’—:15} Vil e S
/ 1 / 1 / 1 / /
— (v,z —x>—§<x,x —x>—§<x,x —x) §§<x,x -

(' —z,2' —x) Va'eS

/
-z,

v, —x) — (z,2' —x) < (2, 2' —x) — (v,2' —x) Vi'eS

1.7 GENERALITES SUR LES MULTI-APPLICATIONS

—v) Va'eS

v—z,v—z)+v—z,d —v)<(v—2v—2)—(v—z,v—12) Va'eSs

Cette section est consacrée a I'introduction d’une classe d’applications & valeurs ensem-

blistes. Elle joue un role important dans notre étude. Pour en plus de détails, on renvoie

le lecteur aux références [9], [30] et [55].

Définition 1.7.1

Sotent X, Y deux ensembles, F' : X == Y wune application multivoque, c’est a dire une

application de X a valeurs dans 2¥ .

1. On appelle domaine (effectif) de F, qu’on note D(F), le sous ensemble de X défini

par

D(F) = {x € X : F(z) # @}.

2. On appelle tmage de F, qu’on note R(F), le sous-ensemble de Y défini par

R(F) = {er: 3z € D(F), yeF(az)} = |J F).

zeD(F)
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Si M est un sous-ensemble de X, alors F(M) = U F(x). Il est clair que R(F) =
zeM

F(X).
3. On appelle graphe de F, qu’on note Gr(F), le sous-ensemble de X XY défini par

Gr(F) = {(x,y) €ED(F)xY: yEF(x)}

4. Considérons la multi-application inverse F~' 1Y = X définie par
v € F Y y) <=y e F(x).

On a
(FY)™'=F D(F')=R(F)et R(F')= D(F).

5. On appelle image réciproque large de 'V, qu’on note par F~*(V'), le sous-ensemble
de X défini par

FYV) = {x € X:F(x)NV # @}.

6. On appelle tmage réciproque étroite de V, qu’on note par F;l(V), le sous-

ensemble de X défini par

FN(V) = {a; €X:F(zx)C V}.

1.7.1 Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.7.2

Soient My, My deux sous-ensembles de X, l’écart entre My et My est défini par

e(My, My) = sup d(a, M>),

a€ My

et la distance de Hausdorff entre My et My est définie par
dH(Ml, MQ) = sup (6<M1, MQ), G(Mg, Ml))

Proposition 1.7.3 (Propriétés élémentaires)

Sotent My, My, M3 des sous-ensembles de X. Nous avons les propriétés suivantes

1. dH(Ml,MQ) =0 @M:MQ,
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2. dy(My, Ms) < dy(My, Ms) + dp(Ms, My),
. |d(z, M) — d(z, Ma)| < dp (M, M), Vz € X.

Proposition 1.7.4
Soit Pr(X) la famille de tous les sous-ensembles fermés de X, i.e., Pp(X) ={M C X :
M fermé}. Alors, (Pf(X),dH) est un espace métrique.

Définition 1.7.5
Soit M € Py(X). On définit la boule de centre M et de rayon r > 0 par :

BM,r)={x€ X :d(z,M) <r}.

1.7.2  Continuité des multi-applications

Les résultats suivants sont pris de la référence [30)].
Définition 1.7.6
Sotent X, Y deux espaces topologiques et soit F': X =Y une multi-application.

1. On dit que F' est s.c.s au point vy € X si, et seulement si, pour tout ouvert U de
Y contenant F(xo) (F(xo) C U) il existe un voisinage V' de xq tel que F(V) C U,
i.e., F(z) CU, Vz e V.

2. Si I est s.c.s en tout point x de X, on dit que F' est s.c.s sur X ou tout simplement

S.C.S.

Proposition 1.7.7

Soient X, Y deux espaces topologiques et soit F': X =3 Y. Alors, les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. F est s.c.s sur X.
2. FZ' (W) est un owvert de X pour tout ouvert W de Y.
3. F~YU) est un fermé de X pour tout fermé U de Y .

Exemple.

Soit F' une multi-application définie comme suit :

F:0,1] 3R

—_

{1} site |0, -]

o

t— F(t)=<{{0,1} sit=-=

[\)

[0 sz’te]%,l}.
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On va montrer que F est s.c.s sur [0, 1].
Par la Proposition 1.7.7, la multi-application F est s.c.s sur [0, 1] si, et seulement si, pour
tout ouvert V de R, F-'(V) est un ouvert de [0, 1].
On a
F'(V)y={te[0,1]: F(t)c V}

DN —

FOV) = {t e, %[: (1} v} U {t Lo c v} U {t e]%,l] {0} ¢ v}.

1 1 1
Si {0,1} C V, alors F_1(V) = [0, §[U{§}U]§, 1] = [0, 1] qui est un ouvert de [0, 1].
1
Si0eVetléV,alors F'(V) :]5, 1] qui est un ouvert de [0, 1].

1
Si0gVetleV,alors F'(V) =0, 5[ qui est un ouvert de [0, 1].
Si0¢VetlgV alors F.'(V) =0 qui ouvert de [0, 1].

Par conséquent, F est s.c.s sur [0, 1]. |

Définition 1.7.8
Soient (X, d), (Y,d') deux espaces métriques et soit F': X =Y une multi-application a
valeurs non vides. On dit que F' est H.s.c.s (s.c.s par rapport a la distance de Hausdorff)

au point xy si, et seulement si,
Ve > 0,30 > 0, F(B(x¢,0)) C B(F(x0),€).

Proposition 1.7.9
Soient (X, d), (Y,d') deux espaces métriques et soit F': X = Y une multi-application a
valeurs non vides. Si F est s.c.s au point xq, alors F est H.s.c.s au point x.

Si de plus F(xy) est compact, alors les deuz notions sont équivalentes.

Théoréme 1.7.10
Soit F': X =Y une multi-application a valeurs non vides fermées. Si F' est s.c.s alors

son graphe est fermé.

Théoréme 1.7.11
Soit F : X =Y une multi-application a valeurs non vides et supposons que Y est compact.
Si Gr(F') est fermé, alors F' est s.c.s

1.7.3 Mesurabilité des multi-applications

Se référer a [30] pour les détails sur cette section.
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Définition 1.7.12

Soient (2, %) un espace mesurable, X un espace métrique et F': Q = X. On dit que F
est Y.-mesurable ot simplement mesurable (s’il n’y-a pas d’ambiguité), si pour tout ouvert
V de X

FHV)ex.

Théoréme 1.7.13

Soient (2, %, 1) un espace mesuré avec ¥ une tribu p—compléte, E un espace de Banach
séparable, f : Q) — E une application X—mesurable et I' : Q0 = E une multi-application
Y—mesurable a valeurs non vides fermées. Alors la multi-application G : Q) = E, définie

pour tout t € ), par

G(t) = Proj(f(t),T(t)) = {=z € T(t) : [ f(t) — =] = d(f(2), (%))}
est Y—mesurable (ot probablement & valeurs vides).

Définition 1.7.14
Soit (Q,%) un espace mesurable et soit E un espace vectoriel normé. Soit F : Q = E
une multi-application. On dit que F est scalairement mesurable si pour tout ' € F',

Uapplication t — 6" (2', F(t)) est mesurable.

Proposition 1.7.15
Soient (2, %) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Si F : Q) = E est
une multi-application & valeurs non vides convexes faiblement compactes. Alors, F(-) est

mesurable si, et seulement si, elle est scalatrement mesurable.

Définition 1.7.16
Sotent X, Y deux ensembles non wvides et soit F' : X = Y wune multi-application. On

appelle sélection de F', toute application f: X — 'Y tel que
f(z) € F(x) VrelX.

Si (Q,%) est un espace mesurable et F': Q =Y, on note par S l’ensemble de toutes les

sélections mesurables de F', i.e.,
Sp={f:Q—=Y : f mesurable et f(z) € F(z) Va € Q}.

Théoréme 1.7.17

Soient (£2, ) un espace mesurable, E un espace de Banach séparable. Soit F': Qx E = F
une multi-application mesurable et u : Q — E une application mesurable. Alors la multi-

application t — F(t,u(t)) est mesurable.
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1.8 NOTIONS D’OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES.

Les problémes considérés dans notre contribution a travers cette thése sont des pro-
blémes d’évolution régis par des ops.m.m dans un espace de Hilbert. Ces derniers se
caractérisent par des propriétés importantes et nécessaires a notre étude. Nous introdui-
sons dans cette section leur définition et les propriétés qui nous seront utiles par la suite.
Pour plus de détails on peut se référer a [17], [18], [26] et [76].

Définition 1.8.1
Soit A : H = H une multi-application, qu’on appelle aussi opérateur multivoque de H,

avec D(A), R(A) et Gr(A) son domaine, rang et graphe, respectivement.

o L’ensemble des opérateurs est ordonné par l'inclusion des graphes, i.e., si A: D(A) =
H et B: D(B) = H sont deux opérateurs, alors

AC B<= Gr(A) C Gr(B).

Dans la suite, la notation A : D(A) C H == H sera souvent remplacée par : A est un
opérateur de H, ou bien A : D(A) — 2%,

1.8.1 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de Hil-
bert

Définition 1.8.2
Un opérateur A de H est dit monotone si pour tous (x1,y1), (x2,92) € Gr(A), on a

(y1 — Yo, 71 — x2) > 0.

Exemple 1.8.3
Soit A un opérateur monotone de H alors, A", aA (a > 0) sont aussi des opérateurs

monotones.

Définition 1.8.4
Soit A un opérateur de H. On dit que A est une contraction si pour tous (z,x'), (y,y’) €
Gr(A), on a

ly =yl < llo = .
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Définition 1.8.5
Un opérateur monotone A de H est dit maximal monotone s’il est maximal parmi les

opérateurs monotones, i.e., pour tout opérateur monotone B de H tel que A C B alors
B = A.

La proposition suivante est une caractérisation d’un opérateur maximal monotone.

Proposition 1.8.6

Un opérateur monotone A de H est dit mazimal si, et seulement si, pour tout (x,y) €
HxH
<y — Yo, T — $o> >0 V(zo,y) € Gr(A) = (z,y) € Gr(A). (1.4)

Proposition 1.8.7

Soit A un opérateur de H. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. A est mazximal monotone.
2. A est monotone et R(Iy + A) = H (Théoréme de Minty).
3. Pour tout A > 0, (Iy + NA)™" est une contraction définie sur H.

Proposition 1.8.8

Soit A un opérateur maximal monotone de H. Alors

i) Gr(A) est fortement-faiblement séquentiellement fermé dans H x H, i.e.,
V (2n,Yn), C Gr(A) tel que z, — z et y, =y, alors (z,y) € Gr(A).

i) A™' est mazimal monotone.

ii) Pour tout x € D(A), Ax est un sous-ensemble fermé conveze de H.

iv) D(A) est un sous-ensemble convere de H.

Remarque 1.8.9
D’apres la propriété (iii) de la Proposition 1.8.8 et le Théoréme 1.6.3, pour tout x € D(A)

il existe un unique élément T € Ax tel que
T =proj(0, Azx), i.e., ||Z|| = inf ||y|| = d(0, Ax).
yEAx

Dans toute la suite, cet élément sera noté, A°(x), i.e., A°(x) est I’élément de norme

minimale de Azx.

Théoréme 1.8.10
Soit A: D(A) C H = H et B: D(B) C H = H deux opérateurs mazimaux monotones

tel que l'une des propriétés suivantes soit vérifiée :
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e D(B)=H
e D(A)Nint(D(B)) #0.
e 0 € int(D(A) — D(B)).

Alors, A+ B est maximal monotone.

Définition 1.8.11

Soit A un opérateur maximal monotone de H. On appelle section principale de A, tout

opérateur univoque A" C A avec D(A) = D(A) et tel que pour tout (x,y) € D(A) x H,
[tnégalité
(A'(&) —y,&—a) >0 V¢ € D(A)
implique que x € D(A) ety € Az, i.e., (x,y) € Gr(A).
Définition 1.8.12

Soit A: H — H un opérateur linéaire borné. A est semi-défini positif si :
(x,Az) >0 Vze€ H.
Voici quelques exemples d’ops.m.m. (voir [18], [58]).

Exemple 1.8.13
Soit A - H — H un opérateur univoque monotone et continu. Alors, A est maximal
momnotone.

Pour voir ceci, nous allons utiliser la Proposition 1.8.6.

En effet, soit (z1,u1) € H x H. Supposons que pour tout x5 € H,
(x1 — w9, ug — Axg) > 0.

En particulier pour

g =z + a(uy — Azy), a>0 (1.5)
on obtient
(1 — 23, ug — Ax§) > 0.
Alors,
(uy — Ay, uy — Ary) = —a~Hay — 25, u; — Azy) <0.
1.€.,
(up — Az, up — Azx§) < 0. (1.6)

Passant a la limite lorsque « — 0 dans (1.5), on aura 5 — x1 et par la continuité de A,
il vient que Az — Awxy et donc par (1.6), ||u; — Az, ||* <0.

D’ou, uwy = Axy, i.e., (x1,u1) € Gr(A). D’ou A est m.m. [ |
Suite a cet exemple on voit bien que, si A : H — H est un opérateur linéaire borné et

semi-défini positif, alors A est mazximal monotone.
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Exemple 1.8.14

Soit D une matrice semi-définie positive de RY. Soit g : I x R* — R? une application
donnée.

Pour tout (t,x) € I % R?, considérons Uopérateur multivoque, Ay, défini comme suit :
pourt € I, Cy : R = R? un op.m.m., et pour tout (t,z) € I x R?, soit

B, : R = R?
y — Bi.(y) = Ci(y + g(t, 7))
et

Ay RT3 RY
y — Aa(y) = (B, + D)(y).

Alors, Ay, est un op.m.m.
Montrons d’abord que By, est un opérateur maximal monotone.
Monotonie
Soient y; € R, yr € By, (y:) = Ci(y; +g(t,x)), i = 1,2. Alors, par la monotonie de Cy on
obtient,
W7 = ¥5 01 —y2) = (¥ — ¥, 01 + gt ) —y2 — g(t,2)) > 0.
D’ou la monotonie de By .
Mazximalité
En utilisant it) de la Proposition 1.8.8, pour monter que By, est mazimal, il suffit de
monter que Bt_xl est mazimal. Pour cela on va utiliser la Proposition 1.8.6.

Soit (y*,y) € R x R? et supposons que

(y* — 2",y —2) >0, pourtout (z*,2) € Gr(B;,}) (1.7)

t,x
i.e.,
2 € B, (2") = C;(z%) — g(t,x).

On veut montrer que y € Bt_x1 (y*). En effet, par la relation (1.7)

D’autre part,
2 € C7N) —g(t,x) & 2+ g(t,x) € O (2Y).

Comme C; ' est mazimal monotone, on aura y + g(t,x) € C; ' (y*), ce qui est équivalent
ay € Bt_ml(y*) Par conséquent, Bt_gc1 est mazimal monotone et donc By, lest aussi. De
lexemple 1.8.13, la matrice semi-définie positive D est maximale monotone. Par appli-
cation du Théoréme 1.8.10, il en résulte que A, = (Bt_; + D) est un opérateur mazimal

monotone. [ |
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Un troisiéme exemple pour montrer qu’un opérateur monotone n’est pas maximal.

Exemple 1.8.15
Posons :
R = {(z1,22) € R*: x>0 et zy > 0},

et
R? = {(21,20) ER?: 2, <0 et zy <0},

On a aussi pour tout X = (x1,73), Y = (y1,72) € R?
(X,Y) = ((z1,22), (Y1, 92)) = (x1,91) + (¥2,42) = 2191 + Tayo.

Soit Ay : D(A;) C R* = R? défini par D(A;) = R* UR? et pour tout X € D(A;)

4,(X) {YER*: YERY et (Y, X) =0}, si X € R?

1 =
{Y ER*: Y eR? et (Y, X) =0}, si X € R

et soit Ay 1 D(Ay) C R? = R? défini par D(As) = R? et pour tout X € D(A,)
Az(X)Z{YGRQ: Y eR2 et (Y,X) =0}, siX € R”.

Montrons la monotonie de l’opérateur A;.
Soient X1, X, € RZUR? et ) € A1(Xq), Yo € A1(X2). Si X1, Xo €R?, on a

Vi € Ai(Xy) <= Y1 € R et (Y1, X1) =0

et
Y; € Al(Xg) — Y€ R?’_ et <}/2,X2> =0.

Par conséquent ,
(Y1 = Y2, Xi — Xo) = (V1, X1) — (Y1, Xp) — (Y2, Xy) + (Y2, Xp) > 0.
St X1, X5 € Ri, on a
Vi€ A)(X)) <= Y, €R? et (Y1, X1) =0

et
Yy € A1(Xy) <= Yo € R? et (Ya, Xo) = 0.

Par conséquent,

<1/1 - }/27X1 - X2> = <}/laXl> - <Y17X2> - <}/27X1> + <}/2aX2> 2 O
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D’ou la monotonie de A;.
Si X; € R? etXQGRi, on a

(Y1 — Y5, Xy — Xo) = 0.

Montrons maintenant la monotonie de l'opérateur As.
Soit X1, Xy € R? et Y] € Ay(X)), Yo € Ay(Xy) alors,

Yi € AQ(X1> <~ Yi € R%— et <Yi,X1> =0
et
Yy € As(Xy) & Ya € RY et (Yo, Xo) = 0.

Par conséquent
(Y1 =Y, X1 — Xo) = (Y1, X1) — (Y1, Xo) — (Y2, X1) + (Y5, X) > 0.

Montrons que l'opérateur Ay n’est pas maximal.
Comme Ay et Ay sont deux opérateurs monotones, pour montrer que Ay n’est pas maximal
on va de montrer que Gr(Ay) C Gr(A).

Gr(A) = {(X,Y) € D(A) xR?: Y € A(X)}
={(X,Y)eR: xR*: Y € R ¢t (X,Y) =0}
U{(X,Y)eR2 xR*: Y € R? et (X,Y) =0}
={(X,)Y)eR> xR2: (X,Y)=0}U{(X,Y)eR2 xR%: (X,Y) =0}
= M, U M.

tel que

M; = {(X,Y)eR> xRy : (X,Y)=0}.

et
M, = {(X,Y) e R: xR2 : (X,Y)=0}.

Remarquons que,

Gr(As) = {(X,Y) € D(Ay) x R?: Y € Ay(X)}
={(X,Y) € D(A4;) xR*: (X,Y) =0}
={(X,Y)eR? xR*: Y € R? et (X,Y) = 0}
= {(X,Y) e R xR% : (X,Y) =0} =M.

Il en résulte que Gr(As) = My C Gr(Ay) = MiUM;. On conclut que l'opérateur monotone

Ay n’est pas mazimal. |

39 LOATI



Résultats Préliminaires

Proposition 1.8.16 (/73], Proposition 2.1) Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) c RY =
R? un opérateur mazimal monotone tel que, pour une certaine constante ¢ > 0,

A ()|l < (1 + ||x||) pourt € I, = € D(A(t)). Alors, I’ensemble D(A(t)), t € I est
fermé et convexe.

Preuve

Soit ¢t € I. Par iv) de la Proposition 1.8.8, on sait que D(A(t)) est convexe.

Soit u € D(A(t)). Alors, il existe une suite (u,), C D(A(t)) qui converge vers u dans H,
et donc elle est bornée. De plus, par hypothése, on a ||A%(t)u,|| < c¢(1 4 |Jun||). Alors, la
suite (v,)n := (A°(t)u,), est bornée dans H et est donc relativement faiblement compacte.
Ainsi, il existe une sous-suite (vy, )r>1 qui converge faiblement vers un élément v € H.
Puisque v,, € A(t)(un,), par la propriété i) dans la Proposition 1.8.8, il s’en-suit que
u € D(A(t)) et v € A(t)u. On conclut que D(A(t)) = D(A(t)), c’est-a-dire D(A(t)) est

un convexe fermé de H. [ |

1.8.2 Résolvante d’un opérateur maximal monotone

Définition 1.8.17
Soit A un opérateur maximal monotone de H. Pour tout A\ > 0, la résolvante de A est
définie par :

Jit = (Ig + /\A)_l.

Proposition 1.8.18
La résolvante Jj\4 d’un opérateur maximal monotone A de H est un opérateur univoque

défini sur tout H. De plus, c’est une contraction de H, i.e., pour tous x,y € H

175 (2) = IS W)l < Il = y]l. (1.8)

Proposition 1.8.19

Soit A un opérateur mazximal monotone de H. Alors, Pour tout x € H, on a

Ji{(z) € D(A).

1.8.3 Pseudo-distance de Vladimirov

Les opérateurs considérés a travers cette recherche sont des opérateurs qui dépendent
du temps, cette dépendance est controlée a ’aide d’une pseudo-distance introduite par
Vladimirov dans [75]. Nous donnons dans la suite sa définition et les propriétés que nous
utiliserons dans les preuves de nos théorémes. Pour plus de détails, on fait référence a
[19], [56] et [75].
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Définition 1.8.20

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. On définit la pseudo-distance

de Vladimirov entre A et B, qu’on note dis(A, B), par :

. — su (Y1 — Y2, 12 — 11) T r T r
dis(A, B) := p{ T+ Tl +1° (x1,11) € Gr(A), (z2,92) € G (B)} (1.9)

Remarque 1.8.21

e La pseudo-distance dis(-, ) peut prendre la valeur +oc.

e La pseudo-distance dis(-, -) n’est pas une métrique, car, en général l'inégalité triangulaire
n’est pas satisfaite.

Lemme 1.8.22

Soit A et B deux opérateurs maximaux monotones de H. Alors
Lemme 1.8.23

Soit A un opérateur mazimal monotone de H. Alors Uopérateur A° est une section prin-

cipale de A, i.e., six € D(A), y € H sont tels que

(A%z) —y,z—x) >0 Vz € D(A),
alors v € D(A) ety € A(x).
Lemme 1.8.24

Soit A et B deux opérateurs mazimauxr monotones de H. Alors, pour tout A > 0 et
x € D(A), on a

o — TP ()] < A @) + dis(A, B) + \/A(L+ ]| 4%(2)]]) dis(A4, B).

Lemme 1.8.25

Soient A, (n € N) et A des opérateurs mazimauzx monotones de H tel que dis(A,, A) — 0.
Supposons aussi que x, € D(A,) avec x, — x et que y, € A,x, avec y, — y pour
z,y € H. Alors x € D(A) ety € Ax.

Lemme 1.8.26
Soient A,(n € N) et A des opérateurs mazimaux monotones de H tel que dis(A,, A) — 0.

Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N
ARz < e(1 + [l2])).
Alors, pour tout n € D(A), il existe une suite (&,), tel que

&, € D(A,), & —n et AV, — A, (1.10)
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1.9 SOUS-DIFFERENTIELS ET CONES NORMAUX

Se référer a [23], [36], [53] et |2] pour ces concepts.

1.9.1 Sous-différentiels

Définition 1.9.1
Soient H un espace de Hilbert, f : H — R U {+00} et x9 € dom(f). On appelle sous-

différentiel de f au point xy (au sens de l'analyse convexe) noté df(x), l'ensemble défini

par

f(xg) = {x’ € H: f(x) > f(xo) + (2/,x — xo) Va € H}.

Un point ' € Of(xy) est dit sous-gradient o f au point xy. On dit que [ est sous-
différentiable au point xq si Of(xg) # 0.

Exemple.

Soit E un espace vectoriel normé et E’ sont dual topologique. Soit

f:E—=R

v— fz) = [l
Montrons que f est sous différentiable au point xy = 0.
af(0) = {x’ EFE: f(x)> f(0)+ (', x —0), Vx € E}
¥ e FE x| > (2, x), Vo € E}
e B x| > (2, z), Ve e E\{0}}n{a’ € E': ||z|| > (', 2), z = 0}

(', x)

{
{
:{feE:Hw ngfE\mnm@%Ehoz@
{
{

/
¥ el : sup (', z)] gl}ﬁE’
vem\foy |17l

feEHMWS%ZEMQD%Q

Définition 1.9.2 (Dérivée directionnelle)
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Soit f: H— RU{+o0} une fonction propre s.c.i. La dérivée directionnelle généralisée

de f est donnée par

fT(x,h) =limsup inf Jla' ) = f(x’)
, o ——fgp W—h t
10

La notation ©' —% x, veut dire que 2’ — = et f(z') — f(x).

Définition 1.9.3 (Sous-différentiel proximal)

Soit f: H— RU{oco} une fonction propre s.c.i et x € dom(f). Un vecteur & € H est dit

sous-gradient proximal a f au point x, sl existe p >0 et o > 0 tel que

fly) = f@) +olly —=|> > &,y —x), Yy e Blz,p). (1.11)

L’ensemble des sous-gradients prozimaux & f au point x est noté Op f(x), et est dit sous-

différentiel prozimal de f au point x.

Définition 1.9.4 (Sous-différentiel limite)

Soit f: H— RU{oco} une fonction propre s.c.i et x € dom(f). Un vecteur { € H est dit

sous-gradient limite & [ au point x, s’il existe (xy)y, (§x)r C H tel que

z, =1z, & € Opflay), & — &

L’ensemble des sous-gradients limites a f au point x est noté Opf(x), et est dit sous-

différentiel limite de f au point x.

Définition 1.9.5

Soit f + H — R U {+o0} une fonction Lipschitzienne au voisinage d’un point donné
x € H, et soit h un vecteur dans H. La dérivée directionnelle généralisée au sens de

Clarke de f au point x dans la direction h, notée f°(x;h), est définie par

fo(l'; h) = thupf(J}’ + th) — f(I/)

' —zx t
tl0

Définition 1.9.6 (Sous-différentiel de Clarke)

Soit f : H — R une fonction localement Lipschitzienne au voisinage de x € H. Alors,

le sous-différentiel de Clarke de f au point x est défini par

°f(z) = {5 € H: (£,h) < fx h) Vhe H}.
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A titre de comparaison, rappelons que la formule, dite de représentation, détermine le
sous-différentiel de Clarke dune fonction f: H — RU {400} localement Lipschitzienne

au voisinage de x comme suit :

0% f(x) = co{opf(x)}. (1.12)

Proposition 1.9.7

Soit H un espace de Hilbert et soit f une fonction convexe localement Lipschitzienne au

voisinage de x, alors 0 f(x) coincide avec Of (x).

1.9.2 CoOnes normaux

Définition 1.9.8 (Cone)
Soit K un sous-ensemble de H. On dit que K est un cone si pour tout x € K et A > 0,
Ax € K, c’est a dire,
VA >0, \K C K.
Remarque 1.9.9

Un cone est donc une réunion de demi-droites issues de ['origine.

Définition 1.9.10 (Cone normal au sens de ’analyse convexe)

Soit K un sous-ensemble non vide de H. On appelle cone normal a K au point x € K,

l’ensemble défini par
Nk (x) = {x’ €H: (¢/,y—z)<0, Vye K},
et six & K, Ni(x) = 0. 1l est bien clair que 0 € Ng(z), Vo € K.

Proposition 1.9.11

Soit K un sous-ensemble non vide de H. Les deuz assertions suivantes sont vérifiées.
1. Six € int(K), alors Ng(z) = {0}.
2. Siint(K) # 0 et si x € Fr(K), alors Ng(x) # {0}.

Proposition 1.9.12
Pour tout sous-ensemble K de H et tout x € K, le cone normal a K au sens de ["analyse

conveze, est égal au sous différentiel de la fonction indicatrice de K, 1i.e.,
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Preuve
Soit # € K, alors dx(x) = 0. D’ou
g (r) = {x’eH: O (y) > ok (x) 4+ (2',y —x) Yy € H}
= {J:’EH: Ox(y) > (@, y —z) VyeK}ﬂ
{x’ € H: og(y) > (2, y—x) Vy e H\K}
= {x’EH: Ox(y) > (o', y — ) vyeK}ﬂH
= {x’EH: (' y—x) <0 VyEK} = Ng(x).

Proposition 1.9.13

Le cone normal associé a un ensemble convexe fermé non vide K est un opérateur maximal

monotone. De plus,

Définition 1.9.14 (Coéne polaire)

Dans l’espace de Banach E, le cone polaire d’un sous-ensemble K est défini par
K° = {x' € E: (2/;v) <0,Vv e K}.
Il est clair que K° est un cone convexe fermé contenant 0.

Définition 1.9.15 (Cone tangent de Clarke)

Soit E un espace de Banach et K un sous-ensemble fermé non vide de E et x € K. On
note par Tk (x) le cone tangent de Clarke défini comme suit : un vecteur v € Tk (x) si pour
toute suite (x,,), dans K convergeant vers x et pour toute suite de nombres positifs (t,)n
convergeant vers 0, il existe une suite (v,), C E qui converge vers v tel que x, +t,v, € K

pour tout n € N.
Définition 1.9.16 (Coéne tangent de Bouligand)
Un vecteur v est dit tangent a l’ensemble S en un point x si :

lim inf—d(m + v, 5)
tl0 t

=0.
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L’ensemble de ces vecteurs qu’on note Tf(m) est un cone appelé le cone tangent de Bou-
ligand.

Autrement dit, un vecteur v € TE(z) si, et seulement s’il existe deux suitet, | 0 etv, — v
tel que x +t,v, € S.

Ce qui équivalent a

Ty —

T8 () = { lim

n—-+4o0o

() CS, =, t, L0 n—>+oo}. (1.13)

n

Proposition 1.9.17
Soient H un espace de Hilbert, K un sous-ensemble convexe fermé de H, et soit y € H

et proj(y, K) la projection de y sur K, alors
r=proj(y, K) < y—x € Ng(z). (1.14)

Définition 1.9.18 (Céne normal proximal)

Soient S un sous-ensemble non vide et fermé de H, x € S.
Ni(x)={ve H:3t>0, =z€ Projz+tv,5)}.

Remarque 1.9.19

Sotent S, D deux sous-ensembles fermés de H tel que S C D, alors pour tout x € S on a
Nj(x) € NE(x).

En effet, soit v € N (x) alors, 3t > 0 tel que x € Proj(x + tv, D). Donc,

x € Proj(z +tv, D) <= ||z + tv — z|| = dp(z + tv) <= t||v]| = dp(x + tv).

Comme S C D, il vient que t||v|| = dp(z + tv) < ds(z + tv), i.e., t|v| < ds(z + tv). De
plus, ds(x+tv) < ||x+tv—z|| pour tout z € S, donc en particulier pour x = z, on obtient
ds(z +tv) < tljv||, c’est-a-dire t||v|| = ds(x + tv) et donc v € NI ().

Théoréme 1.9.20
Soit S un sous-ensemble fermé de H. Supposons x ¢ S et & € Opdg(x). Alors, il existe

un point s € S tel que les assertions suivantes sont vérifiées :
(a) toute suite minimisante (s;); C S de in£||s — x| converge vers s.
se
(b) Projs(z) est un singleton, proj(z,S) =s.

()

£} = apdS(x) = {Hx _§||} = {dg(x)}
(d) & € NE ().

Proposition 1.9.21
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Soit S un sous-ensemble fermé de H. Supposons que x € S, alors

NE(@) = {9€ 17 > 0, € € Dpds(x)}.

Proposition 1.9.22

Soient S un ensemble fermé non vide de Hyx € H et v € H. Les assertions suivantes

sont équivalentes :
i) ve N(x).

i) Il existe 0 > 0 tel que pour tout z € S,
(0,2~ z) < o) — 2]
Nous pouvons relier le cone tangent de Bouligand au cone polaire du cone proximal

(Ng'(2))" ={&: (&p) <0, Vpe Ng(2)}.

Proposition 1.9.23

Soit S un sous-ensemble fermé de H. Pour tout x € S,
T () C (N (2))°.
Preuve
Soit x € S et v € TE(z) (v # 0) Par Définition 1.9.16, il vient que

ds(iU + tU)

lim inf = 0.

)

Alors, il existe une suite (tx)x 4 0 lorsque k — oo tel que

lim inf—ds (z + tyv)
k—oo k

=0.

En appliquant la Proposition 1.1.10, il existe une suite (tyx))r 4 0 tel que

d t
lim s(T + tywyv)

= 0. 1.15
k—o0 t¢(k) ( )

Soit ¢ € NZ(x). Par Proposition 1.9.21, 3y > 0,3z € Opd(z, S) tel que & = ~vz. Par
Définition 1.9.3, il existe p > 0 et 0 > 0 tel que

d(y,S) —d(z,8) +oly —z||” > (z,y —x), Vye B(z,p)
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c’est-a-dire (comme x € S)

d(y,S) +olly —2|* > (z.y —x), Vy€ B(z,p).

(1.16)

Soit Y = T + t¢(k)v. Comme (tqﬁ(k))k 4 0 alors, Ve > 0,dky € N,VE > kOvt(Z)(k‘) < €. Pour k

assez grand, en prenant € = H, nous avons
v

lye — || < p, i.e.,yx € B(x,p).
Alors, par (1.16), on obtient
d(x + temyv, S) + Jti(k)||v||2 > (2, L))

Il en résulte que
d(x + Lok, S)

20
par passage a la limite lorsque £ — oo, on obtient

(z,0) < + oty vl

<Z, ?J> < lim d(x + t¢(k)v, S)

2 9.
lim ¢
koo Lo k) +ollv] s (k)

par (1.15), il vient que
(z,v) <0,

alors
{(vz,v) <0,

Par conséquent

(€v) 0, V&€ Ng (),
ie., v € (NE(2)) et donc Ts(z) C (N& ().

Remarque 1.9.24

Une autre propriété importante est la suivante : si x € Proj(v,S), alors

v—x € N ().

En effet, soit © € Proj(v, S), d’aprés la Proposition 1.6.6, pour tout z € S,

1
(v—2,2—2) < 5|ls = all®.

En vertu de la Proposition 1.9.22, on déduit que v — z € N& (z).

Lemme 1.9.25

(1.17)

Soient Cy,Cy deux sous-ensembles fermés, convexes de H. Si A; = Ng¢,, avec i = 1,2,

alors
dH<Cl, CQ) = diS(Al, Ag)
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1.10 LEMMES DE GRONWALL

Pour monter nos résultats principaux, nous aurons besoin de ces deux lemmes qui sont

des formes discrétes du Lemme de Gronwall.
Lemme 1.10.1 /52/
Soit o > 0 et soient (v;)i, (a;); des suites de nombres réels positifs, tel que

a1 < o+ Z’ykak Vi > 0.
k=0

Alors ‘
aip1 <« exp (Z%) Vi > 0.

k=0
Lemme 1.10.2 /[56/

Soient (a;)i, (Bi)i, (vi)i €t (a;)i, © >0, des suites de nombre réels positifs, tel que

air1 < a; + filag +ar + -+ ai-1) + (1 + %) a;

Alors,
j—1 j—1
a; < (ao + Z%) exp < Z(’f/@k + %)) pour j = 1.
k=0 k=0

On termine cette section par deux formes intégrales du Lemme de Gronwall, aussi utiles

pour notre travail.
Lemme 1.10.3

Soient a un réel positif, f, g, h des fonctions définies sur I a valeurs dans [0, +o0], tel que

fit) <a-+ /Otf(s)h(s)ds - /Otg(s)ds Vit e I.
Alors,
ft) <aexp </0 h(s)d8> +/0 g(s) exp </S h(T)dT)ds vVt e I.

Lemme 1.10.4
Soit T > 0. Soient f,g deux fonctions continues sur [0,T] et soit h une fonction différen-

tiable sur [to, T]. On suppose que pour tout t € [to, T
W(E) < FOR() + g,
Alors, t t t
B() < h(to) exp( / f(r)dr) + / expl [ F()ir)g(s)as.
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CHAPITRE 2

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR UN
SYSTEME DE DEUX INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES GOUVERNEES PAR DES
OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES
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Chapitre 2 : Existence de solutions absolument continues pour un systéme
de deux inclusions différentielles gouvernées par des opérateurs marimauz
monotones avec perturbations multivoques

2.1 INTRODUCTION

L’étude des inclusion différentielles gouvernées par des opérateurs maximaux mono-
tones a été généralisée aux systémes d’un processus de la rafle (resp. inclusion différentielle
régie par un opérateur maximal monotone) couplé avec une équation différentielle ordi-
naire [1], [27] (resp. [22]), avec des applications & I'optimisation, en théorie du controle, et
d’un processus de la rafle couplé avec une inclusion différentielle régie par un opérateur
maximal monotone général ([13], [20]). Inspirées par les travaux cités ci-dessus, notre ob-
jectif dans ce chapitre, qui est divisé en trois sections, est le suivant : dans la premiére, nous

donnons un résultat d’existence de solutions absolument continues du systéme d’évolution

suivant :
u(t) € A(t,v(®))u(t) + F(t,u(t),v(t)) pp.tel
u(t) € D(A(t,v(t)) Vtel
(Ska) § —0(t) € B(t, u(t))v(t) + G(t,u(t),v(t)) pp.tel
u(t) € D(B(t,u(t))) Vtel
Lu(0) = ug € D(A(0,vp)),v(0) = vg € D(B(0, ug))

régi par les opérateurs maximaux monotones A(t, z) et B(t,z) dépendant du temps et de
I'état, D(A(t,x)) (resp.D(B(t,x))) est le domaine de A(t,x) (resp. B(t,x)), et ou F,G
sont des multi-applications semi-continues supérieurement & valeurs non vides, fermées et
convexes.

La deuxiéme section contient une application & un probléme de minimisation, qui consiste

& minimiser la fonction cott :

| e ute)vee), o). e
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ou, (ug,ve) est I'unique solution du probléme controlé

(—u(t) € At E(0)ult) + f(t,u(t),v(t)) pp.tel
u(t) € D(A(t, &(t)) Vel
(Pe) S —i(t) € B(t, &(t))v(t) + g(t,u(t),v(t)) pp.tel
)

v(t) € D(B(t,£(1)(t)) Vtel
u(0) = ug € D(A(0,v0)),v(0) = vy € D(B(0, ug)),

\

et £(+) est la fonction de controle.

La troisiéme section est consacrée a une application & un probléme de Skorohod, en
dimension finie, pour un systéme dynamique de deux inclusions différentielles toutes les
deux régies par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de I'état, de
la forme suivante :

Xt) = [ K(s,X(s))ds+Y () Vtel
Y(t) € DO( At Z(t)) Vtel
~Y(t) € A(t, Z(t))Y (¢) /t (s, X(s))ds pp.tel
) —Z(t) € ( )Z —|—go(t Y(t),Z(t)) pp.tel
Z(t)e D(B(t,Y(t)) Vtel
X(0)=Y(0 ) = do € D(A(0, ko))
| Z(0) = ko € D(B(0,dy)).
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2.2 RESULTAT D’EXISTENCE.

Nos résultats sont établis sous les hypothéses suivantes :
Hypothéses (1)
Soit pour tout (¢,x) € I x H, A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H (resp.
B(t,z) : D(B(t,z)) C H = H) un opérateur maximal monotone satisfaisant :
(H}) Tl existe une constante réelle strictement positive A et une fonction positive et crois-
sante 8 € W(I,R) tel que
dis(A(t, x), A(s,y)) < [B(t) = B(s)[ + Mlw —yll, Vi, sel,Ve,yc H  (2.1)
(H3A) 1 existe une constante réelle positive c tel que

1A%t 2)yll < e(1+ llzll + llyll),  V(t,2,y) € I x H x D(A(t, 2)). (2.2)

(H}) Pour tout sous-ensemble born¢ K C H, 'ensemble D(A(I x K)) est relativement

boule-compact.

(HE) Tl existe une constante réelle positive a satisfait a\ < 1 et une fonction strictement

positive et croissante € W(I,R) tel que
dis(B(t,z), B(s,y)) < |n(t) —n(s)| + allz —y|, Vt,se€l,Vx,ye H  (2.3)
(H3%) 11 existe une constante réelle positive d tel que
1Bt 2)yll < d(1+ |zl + llyll),  V(t,2,y) € I x H x D(B(t, z)). (2.4)

(H}) Pour tout sous-ensemble borné K C H, 'ensemble D(B(I x K)) est relativement
boule-compact.
Soit F': I x Hx H = H (resp. G : [ x Hx H = H) une multi-application a valeurs
non vides, convexes et fermées vérifiant :
(H1(F)) (resp.(H1(G))) F (resp. G) est L(I) @ B(H) ® B(H)- mesurable.
(Hy(F)) (resp.(Hz(G))) Pour tout t € I, F(t,-,-) (resp. G(t,-,-)) est scalairement semi-
continue supérieurement, i.e., pour tout e € H, la fonction d’appui 6*(e, F'(t,-,-))

est semi-continue supérieurement.

(H3(F)) (resp.(H3(@))) 1l existe une constante réelle positive Mg (resp. M¢) tel que

1Fot 2, )l < Mp(1+ |2l + lyll),  Y(t,2,y) € I x H x H. (2.5)

IG°(t, 2, 9)l| < Ma(L+ ||zl + llyl),  V(t,2,y) € I x H x H. (2.6)
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Rappelons que (u,v) : I — H x H est une solution du probléme (Sg¢) si :
(i) u,v sont des applications absolument continues, i.e., u,v € W' (I, H);
(17) u(0) = up,v(0) = vg;

(1) il existe f,G: 1 — H des applications mesurables tel que
—a(t) € A(t,v(t))u(t) + f(t), pp.t el

et
—u(t) € B(t,u(t))v(t) + g(t), p.p. t € I

avec

f(t) € F(t,u(t,v(t) et §(t) € G(t,u(t,v(t) pp.tel
Nous sommes maintenant en mesure de procurer et prouver le théoréme principal de cette

section.

Théoréme 2.2.1

Soit pour tout (t,z) € I x H, A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H (resp.

B(t,r): D(B(t,x)) C H = H) un opérateur mazximal monotone satisfaisant (HY), (H3)
et (HY) (resp. (Hg), (Hg) et (Hy)). Soit F: Ix Hx H = H (resp. G: Ix HxH = H)
une multi-application & valeurs non vides, convezes et fermées vérifiant (H,(F)), (Ha(F))
et (H3(F)) (resp. (H1(G)), (H2(Q)) et (H3(G))). Alors, pour tout (ug, vo) € D(A(0,vg)) X
D(B(0,u)), il existe (u,v) : I — H x H une solution absolument continue du probléme

(Sra). De plus, cette solution satisfait l’estimation suivante :
max([|a(t)[], [[0(8)]]) < ba(t) p.p.t €,

ot b est une constante positive qui dépend des données ||uol, ||voll, 5,71, ¢, d, Mg, Mg, T et

a(t) :==t+B(t) +n(t), Vtel (2.7)

Preuve

Dans 'objectif d’assurer la clarté de la démonstration, nous la subdivisons en cinq étapes
explicites.

Etape 1. Construction des suites discrétes {u!,i =1,....n} et {vI',i =1,...,n}.
Soit pour n > 1, {t' : i = 0,1,...,n} une partition de l'intervalle I, i.e.,

0=ty <ty <..<thr=T.Pourn>1leti=0,..,n—1, on définit

041 = ‘t?-s-l — 7], = ‘ﬁ(t?-H) — B, N = \77(?5211) — ()l (2.8)
et on suppose sans perte de généralité, que 3(0) =n(0) =0 et

5? S 5?—&-17 ﬁzn S 5?—{-1’ 77? S 77?+1- (29)
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On pose pour tout ¢ € I, a(t) = t+ 5(t)
on peut choisir la partition {¢' : i = 0,1, ...,n} de telle sorte que pour tout i =0,...,n—1
etn>1,

+n(t). Puisque g et 1 sont absolument continues,

n n n n 1
iy =0 + B + it < EQ(T) = En. (2.10)
Comme F' et G sont & valeurs non vides convexes et fermées, par le Théoréme 1.6.3, il
existe un unique élément f(t,z,y) := projr.y(0) = FO(t,z,y) et un unique élément
g(t,z,y) == projeuey)(0) = GO(t,z,y), pour tout (t,z,y) € I x H x H. Alors, par
I'hypothése (H3(F')) (resp. (Hs(G))),

1tz 9l < Me(L+ [lz]| + lyll) VY 2,y) €I xHxH (2.11)
et
lg(t, z, )|l < Ma(1+ [z + lyll) V(t z,y) €I x Hx H. (2.12)

De plus, par 'hypothése (Hy(F')) (resp. (H1(G))) et en vertu du Théoréme 1.7.13, pour
tout (z,y) € H x H fixé, les applications t — f(t,x,y) et t — g(t,x,y) sont Lebesgue-
mesurables. Via les relations (2.11) et (2.12), f et g sont Lebesgue-intégrables.

Maintenant, on définit des suites discrétes (u') et (v)'), i = 0,...,n, par u", = uj = uo,

v, = vy = v et a partir des résolvantes, on construit les points

t{” &
JA(tl,vl (uo—/ f(s,ug,vg)ds) jB(tl’“O)(vo—/ g(s,ug,vg)ds)
o to

0

ul = J‘zb(tg’% / f(s,ul,vf)ds), vy = Jg(tg’“?) (v} —/ g(s,ut,v})ds)
¢

ainsi de suite, pour ¢ = 0, - 1,

T
A i+1
;1—1_1 _ J (t7,+17 i1 ( / f s, 71)1) )’ Zn+1 _ JB(tz-Hv )('UZL—/ g(S’uZ 0] )d )
z‘ t?

(2.13)

Il vient de (2.13) (voir Proposition 1.8.19), les relations suivantes
uity € DA, v74) (2.14)
vty € D(B(t1, ) (2.15)

De plus, par la définition de la résolvante :
n t?+1 n n TL
U — f(s,u, vl )ds € ulyy + 67 ALy, vt udy

&
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D’une fagons équivalente, on a

1 t?+1

o <u2+1'_ u + f(s,u?,vf)ds) € /4(tﬁ%1,0241)u2+1. (2-16)
i+1 tn
De méme .
1 L1
- 5 (U;:»l - Uin + / 9(87 u:'LJ U:L)dS) € B(tzﬂJrlJ u?)vﬁrl' (217)
i+1 tn

Etape 02. Estimations

Puisque aX < 1, on peut trouver r > 0 tel que (1 + r)?a\ < 1. Remarquons aussi que
pour les réels positifs a, b on a \/2a;1b; < y/a? + b2 < +/(ay + b1)? = a; + by. Posons alors
x =07 (L4 | B2, uf )vll), y = dis (B(t}1,u}), B(t}, u}";)), on obtient

19 Pi—1 7 7 i—1

/., 1 1
VI = 2(§x.r.y) < Zx +ry

Par suite, par le Lemme 1.8.24 et la Proposition 1.8.18, les hypothéses (Hp), (Hp) et les
relations (2.8), (2.10), (2.12) et (2.13), il vient que pour tout n > 1 et pouri =0,1,...,n—1,

tn
Bz, up) i
||Uln+1 - U?” = HJ?_HHFI - (U'Ln - /n g(S,U?,U?)dS) - UlnH
ti

n

i1 g i1 i1 ?

= Hji(t?“’u?) (v’f‘ — / o g(s,ul, vi")ds) — Jg(t?“’u?)(vf) + Jﬁ(t?“’u?)(v”) — UZ"H
tn

’KL
B(tfquy

< ||J§(t?+17u?)(v? _ / i+ g(s,ul’,v)ds) — o,
o

1+1 t

1 1+1

£
S / ”9(57 U?, Uzn)dSH + 52n+1||BO(tZL7 U;Lfl)vinn + diS(B(t?+1, u?)? B<t?7 u;'il))
t

n

8 (4 B0 wi o) dis (Bt 1. uf). Bt uf))
< 6 Ma (1 [l 4+ 02 1) + % d (14 a4+ o) + (e2) = 0]

o7 ,
+allui —ui | + 2;1 (L+IB°(t7, wi_y)o|l) + rdis(B(8y1,up), Bt} uiy))

< K Me (L [luf |+ 1o7) + K d (L4 lluall+ o7 l]) + K2y + adle — iy

k7 N . . o
- 2—11(1 +d (T4 Jul ||+ o) + r(ky + aflul —uf )

n

%
< kP M (14 (| o)) + kP (0 + a4+ 1P ll) + == (1 + flup | + (o))

2r

)(UZ’L)H + HJ(;B;(t::_DU?)(Un) — v

n
(2

+ 7’(1 + ||“z || + ||Uz ||)ki+1 + ki—i—ld(l + HUHH + Hvz ||) + 2_;161(1 + ||“z—1|| + ||Uz H)

+a(l+r)uf —ui .
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Par conséquent,
oy = vl < R (Mo + 14 o+ ) (U4 (gl =+ (ol + R (U4 5)d (0 eyl + 171
+a(l 4 7r)|uf —u |

1 1
Pour M, ::MG+1+2—+ret M2:(1+2—)d, on aura
r r

[vF iy = o7 1 < Ky My (L [l [+ (o7 l]) + Ky Mo (L ([ [T+ [0F 1) + T4 r) g — 4 -

(2.18)
De méme, en utilisant (2.8), (2.10), (2.11), (2.13) et Lemme 1.8.24, Proposition 1.8.18 et
les hypothéses (HY) et (H3), on obtient

£
[y = wifl] = HJW ) (g — f(s,uf,vf)ds) — uf|

tn

t;LJfl A(t

i+1° z+1)( )+J5n +1 H_l)(uz)_U?H

1+1

- HJM “ ’“)(uZ - f(s,ul,v)ds) — Jan

1+1

A(tr

tn
(2 7 ) i z A(t? ,;L )
< et / Fls, v )ds) — Tt )] ) ) |

i+1

i
< ISl + BllAC R+ s (A ), A )

n

00 (L4 A0 oy dis (At o7, ), ACE? 07))

< Mp (1 + flu || + [10211) 674 + e (U + lluf | + [[oP]]) + [8(t) — B(E)]
My — o+ O (0 AP e ul ) + s (At ), A7)

< My (1 [ 4+ o )RS+ Kae(1 + ol 4+ o) + K + Al — o7
B0 gl + ) + (B + Al — 271)

1 1 n n n
<k (Mr+e(l+ 5o) + 14 o4 r) (U [l |+ [lor ) + A+ 7)oy, — o

1
Posons M; : —Mp+c+1+2—+2—+r on obtient
r

ity — [l < Ky Ms (1 [u | + o7 l]) + A+ 7)o — o]
Via la relation (2.18), on aura
ity =l < Ky Ms (1 [Ju | + o l]) + A+ 7) (B2 Ma (1 + [l |+ (o7 ]])
+ ki Mo (1 il + [l71]) + (L +r)llu = wityl)
< K (M + AL+ ) M) (1 [[uf |+ [0 l]) + AR AT +r) Mo (L + [Juiy |+ [o7]])
+ AL+ ) uf — iy .
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Soient Ly := (Ms + (1 +7)My), Ly := M1 +7r)My et R = Aa(1 +r)?, il sen suit que
oty = w | < Ky Lo (L [l l| 07 1) ey Lo (L gy 4107 1) + Rl — w4 ]| (2.19)

Utilisant le fait que k" < £}, et 'estimation (2.19), on trouve

=iy || < Ky Lo (U4 [y [ o7y D) + &y Lo (1 + [[wfol| + ([0 ]]) + Rlluiy —uis |-
(2.20)

Il vient que

luipr — ] < Ky Lo (1 + [l ||+ o7 l]) + K Lo (L + [luiy || + o))
+ R(kﬁrlLl(l + iy [+ v 1||) + kz+1L2(1 + (il + ||Uzn—1H) + Rllui’, — u?_2||)
= ki Lo (1 [ |+ [ l]) + k2 Lo (1 + uiy ||+ (17 )
+ sz+1L1(1 + [l | + vt 1”) + Rk Lo (1 + il + ||Uzn—1H) + RQHU?—l —ui |

De (2.19), on obtient aussi

|wi —ui | < kz+1L1(1+||uz o+ [Jvit 2||)+k51+1L2(1+”U?—3”+HU?—2H)+R”U?—2_U?—3”
(2.21)

on aura alors

lutpr — wfll < Ky Lo (1 + [l ||+ o7 l]) + K Lo (1 + [luiy || + o))

+ sz+1L1(1 + [l [ + o 1”) + Rk Lo (1 + il + ||v?_1\|)

+ R2(k?+1L1 (1 + [Juia |l + flvit 2H) + kil Lo (1 + il + ||U?72H) + Rllui, — Uls”)

= K Lo (14l |+ 07 ) + K La (1 + fla ol + o)

+ Rk?z+1L1(1 + i I+ ||Uz—l”) + Rk Lo (1 + (il + ||Uzn—1||)

+ R2k?+1L1(1 + il + ”Uisz) + R2kzn+1L2<1 + il + ||U1n72”> + RP||uiy — uil_]l.
Par récurrence, il en résulte de la relation (2.19),
ey = ufll < Ay Lo (1 [Jaf |+ (17 l]) + k2 Lo (1 + uiy ||+ (7))

+ REZ Ly (14 iy |+ i ll) + REF Lo (1 + [[wio ]| + vy )

+ RQkﬁrlLl(l + [luiall + ||U¢—2||) + R2k3?+1L2(1 + [lui sl + ||U?—2”)

+o o RS Dy (U g+ g ll) + RUR Lo (1 [ul ||+ g ) + B lug — o™ |

Sachant que u"; = up, on obtient
ey =il < kLo Y R (L+ gyl + flof ) + ZHLzZR] (L Nl [+ Do)

=0 =0
(2.22)
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monotones avec perturbations multivoques

Remarquons qu’on a

i J 1
2 Rl + llepll) < 7= 2 (el + [151).

=0 1=0 J=0

En effet, procédons par récurrence sur j. Nous avons pour j = 0

J
> Rkl + ll5=ll) = lugll + g
=0

pour j =1,

J
> Rkl + 5ll) = (ladll + et ) + R(llag |+ v ]).-
=0

pour j = 2

J
>Rkl + l5l) = (sl + oz 1) + R(llui |l + l[op ) + B (gl + llog ).
=0

Supposons qu’elle est vraie pour j et montrons pour j + 1.

J

S R ([l + opl)

(el o 1) + Rl o ll) + B2 (sl + o]l

1=0
+ o R (Jlug ||+ g [])-
Alors,
i
DY Rl + l5=ll) = (gl + log ) + R(lagll + llogl) + - + R (lug | + [1v51])
§=0 1=0

+ (el + o) + RO+ lorl) + -+ B (lap |+ o7 )
+(lluzll + s ll) + R(lluzll + llozl]) + - + B2 (luz ]l + vz 1)

I+ T ) + RO 0+ )+ I+ 11F]])

<O R (gl + gl + T |+ 1o+ - ]+ o).
=0
On déduit que,

i g
1
l n n
R (Jluf_ || + lill) < R

=0 1=0 §=0

(Nl 1+ I3 11)- (2.23)
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Par la méme méthode, en interchangeant u;' et v;', on trouve aussi

1

ZRZ (g + lloiall) < (|| Sl D). (2.24)

j,

Moyennant les relations (2.22), (2.23), (2.10) et (2.24),

puisque [|u, ; — ug|| < Z |uj,, —uf}||, on aura par utilisation des inégalités précédentes
=0

et de la relations (2.10)

i
el < uoll + D Ny — g
j=0

< Jluoll + Y ( ]+1leRl Lt [l + lvjll) + j+1Lzle L {lui ||+ llogal)
7=0 =0 =0

)

J
< [luoll + Lien ZZRl gl + v5lD) + Loga (D Y B (L4 llujiy |+ o)

j=0 1=0 Jj=0 1=0
i g i g
= lluoll + Luga (D) SR+ T RY(lluf Il + [lvflD)
j=0 1=0 j=0 1=0
7 7 ) J
+ L25n<z Z R + Z Z R ([l || + [lv7-]l))
j=0 1=0 §=0 1=0
/L+ 1 : ! l n n
< ol + Ll%(m + ZZR (el + (o))
§=0 1=0
+L2€n Rl ||Ug - 1||+||U_] l”))
§=0 1=0
i+1 1 <
< ol + Lren (k4 S (g + 071)

=0
i+1 1 ., .
+L2€n(1 ) + 1 _Rjzo (Hujle + ||Uj “))
L) | Litn S (a4 uny) + 220 | oo
u v
1-R '1-R 1-R  1-R<

j=0 7=0

i

< [luoll + (g I + N7 1)
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Lia(T Loa(T L
11—(1%)Jr 12_(3)7023— — et oy 1=

Pour ¢; := |Juo|| TR =7 fQR’ il en résulte
[uiall < a +Cz€ni: ([l I+ 10311 +C35n2 [y ||+ [0} ]])
=0 =0
<¢ +02€ni: (Il I+ 110311 + esen(llu o] + g1l + ugll + 0P+ uf]l + vz ]
=0
SRR (S A )
= ¢ + &8y i (1l + T3 1) + esen(lugll + ol + lug]l + (o]
=0
e [l ol + ol + llugl)
<ca+ C2€ni: (Ml + 13 (]) + csen(fug | + Nlog Il + luill + o7
=0
oo o ol + a4+ o+ llug )
=1+ Cagp i (i 1+ o) + esen(lug |+ [log ] + lug]l + [[oF |
=0
e g o+ a4+ o]l + esenlluoll
— (o1 + exa(T)uoll) + (eo + ex)en 3 (a2l + o)

=0
Par conséquent, ’
lufer | < a1+ asen Y (Il =+ [lof ) (2.25)
=0
tel que ay := ¢1 + cza(T)||uo|| et as := ¢y + c3.

De l'autre coté, par (2.18), (2.22) et en utilisant le fait que k' <k}, on aura

7y = Pl < K My (U [l ]+ (07 ) + Ky M (1 + [fuy |+ [[o7])
i—1
+a(l+7r)ki L Z R (1 + HUlele + Hvz‘nfjle)
j=0
i—1
a1+ 7))kl Lo ZR] (1 + HU?fjsz + Hvﬁjle)‘ (2.26)

J=0
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(2
Puisque ||v},; — vy < Z [vi 1 — v}, on obtient de la relation (2.10),
=0

loreall < ooll + D llofy = o7 (2.27)

7=0

< ||vo||+M12 s (L G+ N7 1) +Mzz e (L Gl + N7 1)

7=0
7j—1
+Lia(l+7) Z y+1ZRl(1+ ol + lvfil)
7=0 1=0
j—1
+ Loa(l+7) Z y+1ZRl(1+ ol + V7o)
7=0 1=0

< ool + MG+ Den + Miza Y (Il 4+ 07 1) + Mali + Den + Moz Y (Il | + [[o71)

=0 =0

en + Lia(l +7) €nZZRl gy |+ lloj—ia )

]OlO

1+ 1

+L104(1+7”)1_R

+1
R€n+L204(1+7’ EnZZRl ol + lloj—iall)

1
+L20&(1—|—7’)1_
7=0 [=0

%

S 1 1
R (JJuf_y || + (v l) < m(lonH + |voll) + mz ([ 1l + Nlv311)
=0 1=0 j=0

En effet, nous avons pour 7 = 0,

J
D B (ol + lopall) = fuly |+ o2 |
1=0
pour j =1

J
> R (ol + llofopall) = (gl + o ll) + R(luy |+ [0, )
=0

pour j = 2

J
D B (gl + loposall) = (ladll + ot + B(lugll + llog ) + B2 (a2l + [lom, )
1=0
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Pour Jj=1
ZRZ iy 110 l]) = gy T+ o T+ ROluia 1+ oo 1) + B2 (el + lvis ) +

+ R (flu™y || + [lv™ 1)
Alors?

iJ
SONTR (o  (lor )

=0 1=0

= (g I+ 1l 1) + Rl | + (o2 ]]) tot R(Jlul || + [lv4]1)
+Hluoll + vl + B(lluoll + llvoll) + - + B (lluoll + [[vol])

Hllua |l + floall + BR[| + foall) + . + B2 (Jlua || + [[on])

Hluoll + sl + R(1luis ]l + [[07, 1))
|+ ot
< D Rl om -+ [laoll + llooll + -+ uiy |+ o4 ).

1=0
Sachant que u”"; = ug, v"; = vy, on aura

1 1 n n
ZZPJ ol el < = (ol + ool + = S (s 1+ 3. (2.28)
j=0 1=0 =0
De plus,
Eijl(uum e ) < —2 (Huo||+uvo|r)+#||uou+#fj(||uﬂ||+|rwu).
£ A2l = 1R 1-R 1—R &
En effet, pour j =0
J
R ol + o al) = sl + [
=0
pour 7 =1
J
R ol 4 ol = o+ g+ Rl )l + o™ )
(=0
pour j = 2

J
S Rl ol + ) = gl + lopll + R(umy 0+ logll) + B2 (lulsl + [0 1)
=0
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monotones avec perturbations multivoques

Pour 7 =3
J
DRyl + ofgall) = Nl + ol + R(llugll + Iotl]) + B2 (la® [l + [[vg11)

=0
+ R ([[ul [ + [[v™4]])

Pour j =1
J
D Rl o) = lufall+ oy [+ R (sl 4 ofall) + B2 (lufgll+llofs]) +

—0
o R([Juo]] + [l 1)
Alors?

i
STST Rl + o)

j=0 1=0

= (lluZall + 024 11) + R[]l + 024 1))

+oo Rl + 2 ) + 2y |+ g+ R([e2 )+ o)
+oo R[]+ gl

gl + o7 + R(lug | + o3]]) + -+ + B ([lug |l + [lo7])

+||u?_3|| + ||U;'n—2H + R(H“?—:&“ + ||Uzn—2||)
Hluo [l + [0
<O R (Jfutll A+l Ny |+ gl + o+ ol + o).

1=0
Comme u"; = ug et v, = vy, on aura

i g
SOSTR (ol [lor )

7=0 1=0
i—1
2 n n
1% (luoll + [lvoll) + RZ [ || + [[o7]])
7=0
2 n n
<T—% (HUOH + HvoH) + —(Hu o+ llvg Il + gl + (o[l

I+ o+ + ]+ el

ol + ol + L g+ g+ )+ o )
ol el + e+ )

< 1 (ol + ool + 1= (Il + e8]+ 1l + o
+oot ||uz_1|| + [lvitall + ||u?|| + ol + llug)

1 n n n n
T Uluoll + llvoll) + 37— (llugll + llog Il + llutll + [lor

o ol + o+ [+ [lof 1) + [[uol|

1-R
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monotones avec perturbations multivoques

2 1 % . §
= g (ol + ol + 7ol + 3 (e -+ 1451)
3 A
< 7 (luoll + flwoll) + > (Il Il + [0 1)

=0
En remplagant dans (2.27), on obtient en utilisant (2.10)

7

o]l < Hlwoll + Mia(T) + Miew Y (Il + o 1}) + Maa(T) + Maa(T)|uo|

=0
S a(T)
+ M2€nz (Hu] H + ij H) + Lla(l + T)l - R
=0
1 LR T a(T)
+ Lio(1 + r)en(m(l\uOH + Jlvoll) + T 2 (Il + [0 1)) + Lac(1 + 7’)1 5

2 u 1 ¢
+ Loa(L 4 rlen (s (lall + eoll) + 22 2 S™ (] + 1)
=0

< o]l + (s + M)a(T) + a1 +7) 20 L (L 4 L) + (-2 + Moa(T)) o]
(et )2 () + o) (2 + 2L

%

1
7L+ La))en ) (el + lo71])-

+(M1+M2+a(1+7")1

J=0

a(T) 1
1— R(Ll + Lz) -+ (m + MQa(T)> ||UO||

a(T
+ (a1 + r)l (_ ])%(HUOH + [|lvoll)) (L1 + 2Lo) et dy := My + My + (1 + 1)
il en résulte

Pour d; := |lvo|| + (M1 + Ma)a(T) + a(1 + 1)

1
1-R

i

(L1 + Ls),

oyl < di+daza D (el + [0 1). (2.29)

=0
En sommant (2.25) et (2.29), on aura

%

g ||+ vFall < @v+goen D (| + 10711, (2.30)

J=0

tel que ¢4 = a1 + dy et go = as + ds.
Faisant référence au Lemme 1.10.1, on obtient pourn > 0et i =0,....,n —1
i

il + o]l < quexp (Q2 Zén) < qrexpgb(T) = Ky
=0
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Alors, pour n >0et7=0,...,n—1,
[uiall < Ky, et [Joii || < Ky
En remplacant dans (2.22) et dans (2.26) on obtient

HU?H —u|l < %k?ﬂ

tel que ¢3 = (1 — R(l + Kl))(L1 + Ls) et
al(l+r

||U7 1 ’U || < ]’{72 1M1(1 + 2K1) + kz 1M2(1 + 2K1) + ¥L1(1 + 2K1)]{]? 1
+ + + "R +

a(l+r) "

~— & Ly(1+ 2Kk},
< @k
a(l+r)

tel que q4 = ((M1 + M) +
Soit | := max{K1,qs, qs}-

ﬁ(Ll + L)) (1 + 2K)).

On conclut que pour 0 <7 <n (resp. 0 <i<n-—1)

2l < <nmpnuwl—uW|<1@H ua@ao—«uﬁ») (2.31)

MMSZQmwmlvnﬂm4zumn mm) (2.32)

Etape 3. Construction des suites approximatives (u,), et (v,),.
Pour tout n > 1, on définit les applications u,,, v, : I — H comme suit :
pour t € [t t7,[,0<i<n—1

un(t) = ul + (()1)_61(5(;2) (uzﬂ—u —F/Mf(s,uz,vZ ) / f(s,ul,v)d
z+ i e

et

(2.33)

_ n e t
nlt) =+ A= o [ gonas) < [ gtsaepyas
7 t t

( l+1) a 4 n

k3 k3

(2.34)
Il est clair que les applications u,, et v, sont absolument continues avec u,(t}') = u;' et

v, (t7) = vi'. Pour tout ¢ €]t} ¢, [, on a

i (£) = (tf+1)(t) (tn>< oy — +/ (s, 0 07)d )—f(t,uy,vy) (2.35)
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monotones avec perturbations multivoques

et

2 (t ¢
inlt) = 8 (o =+ [ atsaanias) —taan). 230
t

i) —alt?)

Soit pour tout ¢ €]t} 1 ],

Ta(t) = %1)1 0 >( —ur +/ F(s,um v)d ) (2.37)

1 i
yn(t) = ~ ~ (vf - —l—/ g(s,ul, v; )ds). (2.38)
a(tf ) — a(t}) ! tn

et z,(t) = y,(t) = 0 ailleurs.

Alors, les relations (2.35) et (2.36), s’écrivent comme suit :
Un(t) = a(t)za(t) — f(t ui', v}') (2.39)
et

Un(t) = a()yn(t) — g(t, ui', v7'). (2.40)

Maintenant, on définit des fonctions en escalier 0,,, v, a, : I — I par :

a(t?—i-l) —a(t})

0n<t) z+17 Qon( ) - t?’ Oén(t) = o qn
i+1 i

pour t €]t "] et 6,(0) = ¥, (0) = ,,(0) = 0. Observons que pour tout ¢ € [t]', ¢}, ], on

a
0,(t) —t] = |t —t] < |t — ] =07 <k <e,— 0, lorsquen — oo,  (2.41)
de méme,

lon(t) —t| = [t —t| = [t = 7| < |ti' — '] = 0y < ki) <&, = 0, lorsque n — oo,
(2.42)
D’aprés les relations (2.14), (2.15), (2.16), (2.17), (2.35), (2.36),(2.37), (2.38) et en utilisant

les notations précédentes, il existe un sous-ensemble J, de mesure de Lebesgue nulle, tel

que
Un (0, (1)) € D(A(0,(1), va(0(1)))) VE € I (2.43)
—a,(t)zn(t) € A(0n(t), vn(0n(1)))un(bn(t)) VEET\ J,. (2.44)
0 (0n(t)) € D(B(6,(t), un(pn(t)))) Vt € I. (2.45)
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—a, () yn(t) € B(@n(t), un(gon(t)))vn(ﬁn(t)) Vte T\ J,. (2.46)
Soit pour tout t € I et n > 1,

fa(t) = f(t, U (0n (1)), Un(gon(t))) et gn(t) = g(t, Un (2n(1)), Un((Pn(t)))-
Par (2.39) et (2.40), on a

Un(t) = a(t)x,(t) — fu(t) pp.tel (2.47)
aussi

Un(t) = a(t)yn(t) — ga(t) pp.t €L (2.48)
Par le Théoréme de différentiation de Lebesgue (Théoréeme 1.1.16), il existe N, C I,
un sous-ensemble négligeable tel que tout ¢ ¢ N, est un point de Lebesgue de a. En

particulier, en prenant (2.10) en considération, nous observons que si ¢t €]t t7', ;[\ [Ny, on
a

a(tlh ) —a(t?
lim an(t) = lim ( z+1) ( z)
n—00 Nn—00 t?+1 — t?

= a(t). (2.49)

On conclut, qu'il existe un sous-ensemble négligeable N’ C I qui contient N,, tous les
sous-ensembles J,, et tous les ¢7', tel que pour tout ¢ € I\ N’ non seulement les relations

(2.44) et (2.46) sont vérifices, mais aussi il existe ay < +00, tel que
Vn > 1, Jan(t)] < a. (2.50)

De plus, pour tout ¢ €|t ¢, ,[, évoquant les relations (2.10), (2.35), (2.31), (2.32) et
(2.11), il en résulte que

i (1)) < - (nuM [ G >||ds) )]
H—l t
g (l a(ti ) —a(t?)) + (7, — ) Mp(1+ 21)) + Mp(1+20)
7,+1
< (z n ) = alt) + (alth,) — a(t2) Me(1 + 20) T Mp(1 4 20)
z+1

< af(t) (l + Mp(1+ 2l)) + Mp(1+21)
< lia(t) + I, (2.51)
tel que l := c+Mp(1+21) et ly := Mp(1421). Ceci implique que pour tous ¢, s € I (s < t),
t t t
un() — un(s)] = \ / in(r)dr]| < / i (7) dr < / (hi(r) + L)dr

< li(a(t) —a(s)) + l2(t — s)
< (I3 + ) (a(t) —a(s)) =: by (a(t) — a(s)) (2.52)
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ol bl = ll + l2.
En utilisant les mémes arguments et en vertu des relations (2.10), (2.36), (2.31), (2.32) et
(2.12), il vient que

lon(e)]| < —20 (n " “||+/t?“||< " ">||d)+|| (t, o)
a(tiJrl) - a<ti ) i tn
a(t)

< L (Hatet) = o)+ a1 = M1 +20) )+ M1 +21)

a(t)
= ) — i)
< la(t) + Iy (2.53)

(l(a(t?+1) —a(t)) + (a(tiy,) — a(ti)) Mo(1 + 21)) + M (1 +21)

tel que I3 :=c+ Mg(1+2l) et ly := Mg(1 + 2l). D’ou, pour tous t,s € I (s <),
t t t
o8 = a6l = | [ intrve| < [ entolar < [ i) + ar

< la(a(t) — a(s)) + Li(t — 8) < (Is + 1)(a(t) — a(s)) = ba(a(t) - a(s)).
(2.54)

ol by == I3 + .

Etape. 4 convergence des suites (u,)ny (Un)ns (Tn)ny Un)ns (@n)n €t ().

On commence par la convergence uniforme de la suite (u,), et la convergence faible de
la suite des dérivées (i), dans L'(I, H). Pour cela, on va utiliser le Théoréme d’Ascoli-
Arzéla (Théoréeme 1.4.10) pour montrer la convergence uniforme de (uy,),.

Montrons d’abord que pour tout ¢ € I, l'ensemble {u,(t), n > 1} est relativement
compact.

De (2.32), nous avons (v, (6, (t))), C [By, alors

(0n(t), v (0,(8)))n C (I x IBy).
Par (2.31), on a (u,(6,(t))), C [Bg. Donc, il résulte de la relation (2.43) que
(un(6n(t)))n € D(A(I x IBy)) NIBy.

D’aprés 'hypothése (H?) le sous-ensemble D(A(] X ZEH)) NIBy est relativement compact.
Par conséquent, la suite (u,(6,(t)))n l'est aussi. Par (2.52), (2.41) et (2.42) (en prenant

en compte que a(-) est absolument continue), on aura
[[n (0 (2)) = un () || < b1(a(0n(t)) —a(t)) = 0 et [[un(pn(t)) —un(@)]| = 0, n — co. (2.55)

Il s’en suit que pour tout ¢ € I, {u,(t): n > 1} est aussi relativement compact dans H.

De l'autre coté, par (2.52), la suite (uy,), est équi-continue du fait que a(-) est absolument
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continue. En appliquant le Théoréme d’Ascoli-Arzéla, on déduit que (u,,), est relativement
compacte dans C(I, H), alors on peut lui en extraire une sous suite (qu'on ne va pas

renommer) qui converge uniformément vers une application continue u, i.e.,
lim ||u, — ul]|c = 0. (2.56)
n—oo
De plus, pour tout ¢t € I, on a
[ (0 (2)) = w(®)]] < [t (0 () — wn(E)]] + [[un(t) — u(t)]
passant & la limite lorsque n — oo, en utilisant (2.55) et (2.56), on obtient,
[[un (0 (2)) — u(t)]| = 0. (2.57)
De méme, en utilisant (2.55) et (2.56)

[[un(on(t)) = u(®)]| = 0. (2.58)

De plus, par (2.52) et (2.56), on obtient
[u(t) — u(s)]] < bi(a(t) — als)). (2.59)

Maintenant, on va montrer que (1,), converge faiblement vers @ dans L'(I, H).

Il est clair par la relation (2.51), que la suite des dérivées (u,), est intégrablement bornée
alors, par la Proposition 1.4.12 elle est o(L', L°)- relativement compacte, donc on peut
lui en extraire une sous suite qui converge faiblement dans L'(I, H) vers une application
y € L'(I, H). Reste & montrer que y = 1.

En utilisant le Théoréme 1.5.3 sur ’application

I'.n:H—R
r— I (x) = (2, 2), (2.60)

et sur f =@ et la Remarque 1.4.7, on a pour tout £ € L>(I, H)

lim (€, in) = (€, )

n—oo
ie.,
T

lim [ (€(r),tin(r))dr = / (), y(r))dr.

n—o0 0

En particulier, si on prend pour tout ¢ € [0,T] et pour z € H, £(-) = zlj4(+), on aura
T

lim (zl[o,t](T),iLn(T»dT:/o (zLjo,g(7), y(7))dr

n—o0 0
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alors,

lim [ (2 i (r))dr /0 (2, y(r))dr

n—oo 0

c’est-a-dire, par (2.60)

t

lim [ T,(i,(7))dr = /0 L.(y(7))dr

n—oo 0

on obtient,

Jijrolorz(/ot un(T)dT> - rz(/oty(T)dT>

par (2.60) une deuxi¢me fois, ceci est équivalent a

711520<z, /Ot U (T)d7) = (2, /Ot y(7)dr). (2.61)

En vertu de (2.61), il vient que

(z,u(t) — uw(0)) = lim (2, u,(t) — 1, (0)) = lim <z, /0 t ’dn(T)dT>

n—o0 n—oo

= . [ (e
il en résulte que )
u(t) —u(0) = /o y(T)dr.

Par le Théoréme 1.1.14 on conclut que u est absolument continue et @ = y p.p. sur I.
Passant maintenant a la convergence uniforme de la suite (v,),. On va utiliser les mémes
arguments utilisés dans la preuve de la convergence uniforme de (uy,),.

D’abord, on montre que pour tout ¢ € I, 'ensemble {v,(t), n > 1} est relativement
compact.

Nous avons par la relation (2.31) que (u,(©,(t))), C [By, alors

(On(8), un(@n(t)))n C (I X IBp).
De plus, de (2.32) on a (v,(0,(t))), C [Bg. On déduit par la relation (2.45) que
(Vn(0,(t)))n € D(A(I x IBy)) NIBy.

Le sous-ensemble D(B(I xIBy))NI By est relativement compact par (H3,). Par conséquent
la suite (v,,(0,(t))), lest aussi. En vertu des relations (2.41), (2.42) et (2.54) et tenant en

compte que a(-) est absolument continue, on aura

[0n (0 (2)) = vn(0) ]| < b2[|a(0n(1)) — a(t)]] = 0, n — o0 (2.62)
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et
v (n(t)) — v, (t)]] — 0, n — 0. (2.63)

Ceci entraine que, {v,(t) : n > 1} est relativement compact.

Par la relation (2.54), la suite (v,), est équi-continue grace au fait que a(-) est absolument
continue. En appliquant le théoréme d’Ascoli-Arzéla, on déduit que (v,), est relativement
compacte dans C'(I, H), alors il existe une sous suite extraite, qu’on note aussi (v, ),, qui

converge uniformément vers une application continue v i.e.,
lim ||v, —v]j¢ = 0. (2.64)
n—oo
Nous avons, pour tout ¢t € [
[0 (6 (8)) = 0O < [Jon(0n(8)) = va (D] + lva(t) = v(®)]]-
Passant a la limite lorsque n — oo, on obtient, en utilisant (2.62) et (2.64)
[0n(0n(2)) = v(@)]| = 0. (2.65)
Similairement, en utilisant (2.63) et (2.64),

[[on(@n(t)) —v()]| = 0. (2.66)

De plus, par (2.54) et (2.64), on obtient
lo(t) = v(s)]| < ba(a(t) — als)). (2.67)

Montrons & présent que (@), converge faiblement vers © dans L'(I, H).

On a par la relation (2.51), (9,), est intégrablement bornée. Alors on peut lui en extraire
une sous suite qui converge faiblement dans L'(I, H) vers une application w € L'(I, H).
Par le méme procédé (pour (i,),), on déduit que v est absolument continue et v = w p.p.
Montrons la convergence faible des suites (y,), et (x,), dans L*(I, H).

En utilisant les relations (2.37), (2.38), (2.31) et (2.32), on obtient pour presque tout
tel,

1 t?+1
()| < Ul — Uy —|—/ s, Uy, vy ds)
ol < oz (et =+ [ s

i+1> —a

<1+ Mp(1+421) =: M, (2.68)

i

i.e., la suite (z,), est intégrablement bornée alors, par la Proposition 1.4.12 elle est

o(L*, L*)-relativement compacte, donc on peut lui en extraire une sous suite qui converge
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faiblement dans L'(I, H) vers une application z € L'(I, H).
De plus,

1 i
Yn t S n n ( 'UZTL - /UZL + / S U?, 'Uln dS)
Ion(®11 < s —my (ot = e+ [ Dot

i+1) —a

<1+ Mg(1+20) =: M, (2.69)

c’est-a-dire, la suite (y,), est intégrablement bornée alors, par la Proposition 1.4.12 elle
est o(L', L)-relativement compacte, donc, on peut lui en extraire une sous suite qui
converge faiblement dans L'(I, H) vers une application y € L*(I, H).

Etape 5. Existence d’une solution.

Dans cette derniére étape, on va prouver que (u,v) est une solution du probléme (Sp¢).

Premiérement, on commence par montrer que pour tout t € I,
u(t) € D(A(t,v(t))) et v(t) € D(B(t,u(t))).
Nous avons par (H}), (2.65), (2.9) et (2.10)

dis(A(n (L), va(0a(1))); A(t, (1)) < [8(0n(t)) = BE)| + Al[o(0a(1)) = v(D)]]
< n + AMva(0u(t)) —v(t)] = 0, n = c0.  (2.70)

De plus, par (H%), (2.32) et (2.31), on a
1A% (0 (£), v (00 (1))t (O (E)) ] < (1 + [t (Br(E)| + [[on(On(0))]]) < (1 + 21),

c’est-a-dire que la suite (X,), = (A%(0,(t), vn(0n(t)))un(6n(t))), est bornée dans H et
comme la boule unité de H est faiblement compacte par le Théoréme 1.4.8, on déduit
que la suite (X,,), est faiblement relativement compacte dans H, alors on peut lui en
extraire une sous suite qui converge faiblement dans H. Par les relations (2.43), (2.57) et
en appliquant le Lemme 1.8.25, il en résulte que u(t) € D(A(t,v(t))), pour tout ¢ € 1.
De I'autre coté, par (Hg), (2.58), (2.9) et (2.10), on a

dis(B(0(t), un(n(t))), B(t,u(t)) < [n(en(t) —n(t)] + alluen(t)) —u@)l  (2.71)
< en + af|un(pn(t)) —u(t)|| = 0, n — occ.

Or (H3), (2.32) et (2.31), nous donnent
1B (00 (1), 1 (00 (8)))vn (B (E) | < d(1 + [ (20 (O] + 0n (O (®)]) < (1 + 21)

c'est-a-dire, la suite (Xp)n := (B (0n(t), un(n(t)))vn(6n(t))), est bornée dans H, par le
Théoréme 1.4.8, il existe une sous suite extraite de (X, ), qui converge faiblement dans
H. 1l résulte des relations (2.45), (2.65) et du Lemme 1.8.25 que v(t) € D(B(t,u(t))) pour
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tout t € I.

Dans la suite, on va montrer que (u,v) vérifie les inclusions dans le probléme (Sg ).

On a montré que la suite (x,), converge faiblement dans L'(I, H) vers une application
xv € L*(I,H) et par (Hs(F)), (2.31) et (2.32) la suite (f,), est intégrablement bornée et
donc (f,), converge faiblement dans L*(I, H) vers f € L*(I, H) (voir Proposition 1.4.12).
En appliquant le Théoréme de Mazur (Théoréme 1.4.9), on peut assurer Iexistence d’une
suite (z,), de combinaisons convexes de (z,), i.e., z, € co{xy, k > n} qui converge
fortement vers x dans L*'(I, H). Aussi, il existe une suite (b,), de combinaisons convexes
de (fu)n ie., by € co{fx, k > n} qui converge fortement vers fe LY(I, H). Alors, par
le Théoréme 1.5.2; il existe N; un sous-ensemble négligeable et une sous suite (j,) de N
tel que Vt € I\ Ny, (2;,(t))n converge vers x(t). Cette derniére convergence et la relation
(2.49) impliquent que pour tout ¢t € (I'\ Ny U N')

aj, (t)z;, (t) = a(t)z(t), (2.72)

de sorte que, pour t € (I \ Ny UN'), a(t)xz(t) est un point d’adhérence de (o, (t)z;, (t))n-

Par conséquent

a(t)a(t) € (o, (625, (0)nen = [ (1), (8))

neN

C ﬂ co{ oy (V)i (t), k > n}

neN

= () o{an(t)a(t). k > n},

neN

ce qui implique, par le Théoréme 1.2.9, que pour ¢ € (I'\ Ny U N') et pour chaque ¢ € H,
(Caha®) < 7 (C {anbae®).h > n)
= sup(C,ak(t)xk(t)> Vn € N
k>n

infsup<(, ak(t)lfk(t)>a

neNkEn

IN

c’est a dire,

<C,a(t):1:(t)> < limsup<(,an(t)a:n(t)>. (2.73)

n—oo
De la méme maniére, on aura l’existence de Ny un sous-ensemble négligeable et une
sous suite (¢,) de N tel que pour tout ¢ € I\ Ny, on a by, (t) — f(t), Alors,

F(t) € (b ()nen = () (ba, ()(?))

neN

C m co{fk(t),k > n}

neN

= [ eo{fe(t),k > n}.

neN
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Donc par le Théoréme 1.2.9, on a pour ¢t € I \ Ny et pour chaque ¢ € H,

(¢, f(t)) < Timsup (¢, falD)). (2.74)

n—oo

Notons que (i,), converge faiblement vers @ dans L'(I, H). Il vient par la relation (2.47)

que pour presque tout t € I,

u(t) = a(t)z(t) — f(t). (2.75)

D’autre part, via la définition de f,,, on a pour presque tout t € I,

fu(t) € F(t,un(dn(t)), va(Pn(t))). (2.76)

On obtient par (2.74), (2.76), pour tout ¢ € H et t € (I \ Na)

(¢, (1)) < limsupd™ (¢, F (¢, un(a(t)), vala(t)))). (2.77)

n—oo

Donc en vertu des relations (2.58), (2.66), (2.77), 'hypothése (Hy(F')) et par utilisation

de la proposition 1.1.12, il vient que

(¢, f(t)) <6 (¢, F(t,u(t),v(t) pptel (2.78)

Comme F est a valeurs convexes fermées, on conclut de (2.78), en utilisant le Théoréme
1.2.9

ft) € F(t,u(t),v(t)) pp.tel. (2.79)

Montrons maintenant que —a(t)z(t) € A(t,v(t))u(t) p.p. t € I.
Comme u(t) € D(A(t,v(t)) C D(A(t,v(t)), alors par Lemme 1.8.23, il suffit de montrer
que pour presque tout t € [

(A°(t, ()¢, ¢ —u(t)) > ( ,u(t) — ¢, V¢ € D(A(t,v(t)).

D’aprés (H3) et en utilisant (2.70), (2.43), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 sur les
opérateurs maximaux monotones A, = A(6,(t), v, (6,(t))) et A = A(t,v(t)), pour assurer

I'existence d’une suite (¢, ), qui vérifie :

& € D(An(0u(6), 0a(6a(0)))), Gu— € et ABu(t), va(Bn(1))Cr = A°(0(1)C. (2.80)

Pour n > 1, soit I\ N,, I'ensemble sur lequel (2.44) est vérifiée. Par la monotonie de A,,, il

vient

(A (B0(6),0a(60(1)) G G — (1)) > {0 (Dat), un(u0) — G). (2:80)
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De plus, en évoquant (2.50), (2.47), (2.81) et (2.68) on aura pour tout t € I'\( UNN,LUN/)
ne

(o ()2n (1), ut) =€) = {an(B)n(t), u(t) + un(0n(t)) = un(0n(t)) + o = G =€)
{on () (1), un(0n(t)) = Ca)

t) = un(0n())) = (€ = Cu))

(A (0 (2)), 0n (O (1)) G — 1 (B0 (1))

O W) = wn (@) + 1S = Call)

< (A (0n(1)), va(0n(t))Cas G — 1 (B (1))

+ Moo ([u(t) = (0 ()] + 1€ = Call)-

IN +
£}
3
=
~—
8
3
—~
N
£}

~~

Par passage a la limite supérieure et en utilisant (2.57) et (2.80), il s’en suit que

lim sup (a, ()2 (1), u(t) — ¢) < (A(t,v(1))¢, ¢ — u(?)).

n—oo

On obtient par (2.73) que
(a(t)z(t), u(t) — ¢) < (A"(t,v(1)C, ¢ — u(t)) (2.82)

on déduit que pour presque tout t € [

—a(D)a(t) € Alt, v(t))ult).

Par conséquent, (via (2.75))

—u(t) € A(t,v(t))u(t) + f(t) pp.tel
et par (2.79), il en résulte
—u(t) € A(t,v(t))u(t) + F(t,u(t),v(t)) p.p.tel.

Nous prouvons de la méme maniére la deuxieme inclusion, en utilisant la convergence
faible de (y,), dans L'(I,H) vers y € L'(I, H) et la convergence faible de (g,), dans
LYI,H) vers § € L*(I, H), par application du Théoréme de Mazur 1.4.9, il existe N3 un
sous-ensemble négligeable tel que pour tout t € I\ (N3 U N') et pour chaque ¢ € H, on
obtient par le Théoréme 1.2.9

(¢, a(t)y(t)) < limsup (¢, an(t)yn(t)). (2.83)

n—oo

Aussi, il existe N, un sous-ensemble négligeable tel que pour tout ¢ € I\ Ny, pour chaque
CeH,
(¢,3(1)) < Timsup (¢, ga(t))- (2.84)

n—oo
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Observons que (7,), converge faiblement vers © dans L'(I, H), par la relation (2.48), il
vient que

o(t) = a(t)y(t) —g(t) pptel. (2.85)
D’autre part, par la définition de g,, on a

gn(t) € G(t,un(Pn(t)), va(on(t))) Vte I (2.86)

Par (2.84), (2.86), (2.58), (2.63), (H2(G)) et comme G est a valeurs convexes fermées, on
conclut que
g(t) € G(t,u(t),v(t)) pp.tel. (2.87)

Montrons maintenant que —a(t)y(t) € B(t,u(t))v(t), p.p. t € I.
Comme v(t) € D(B(t,u(t)) C D(B(t,u(t)), alors par Lemme 1.8.23, il suffit de montrer

que

(B2(t,u(t))C, ¢ —v(t) = (alt)y(t),v(t) = ¢) p.p.t € I, V¢ € D(B(t,ult)).

D’aprés (H3) et en utilisant (2.71), (2.58), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opé-
rateurs maximaux monotones B, (0,,(t), u,(¢,(t))) et B = B(t,u(t)), pour assurer 'exis-

tence d’une suite ((,), qui vérifie :

Gn = C et BY(On(t), un(pn(t)))Cn — B°(t, u(t))C. (2.88)

Pour n > 1, soit I\ N,, 'ensemble sur lequel (2.46) est vérifiée. Par la monotonie de B,
(2.50) et (2.69) on aura pour tout ¢t € I'\( UNNn UN)
ne

(o (O)ya (), v(t) = €) < (B°(0u(t)), un(n(t))Gns Cu — v (Ba(1)))
+ Maau([[v(t) — v (0n(8))]] + (1€ = Call)

Par passage a la limite supérieure et en utilisant (2.65), (2.88) et par (2.83), il en résulte

(a(t)y(t), v(t) — ¢) < (B"(t,u(t))¢, ¢ —v(t) (2.89)
on déduit que

—a(t)y(t) € B(t,u(t))v(t), p.p. t € 1.
Ce qui est équivalent a
—o(t) € B(t,u(t)v(t)+g(t) pp.tel

et de (2.87), il vient que

—o(t) € B(t,u(t))v(t) + G(t,u(t),v(t)) pp.tel.
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Par (2.59) et (2.67), cette solution satisfait
[a(@)]l < ba(t), |[o(t)]] <bat) pp.tel, (2.90)

avec b := max{by, bs}. [ |

Quelques remarques concernant notre premier Théoréme d’existence s’imposent.

Remarque 2.2.2

Dans la prewve du Théoréeme 2.2.1, l'hypothése a\ < 1 dans (Hy(B)) était nécessaire
pour obtenir R < 1, et par suite conclure les estimations dans les relations (2.31) et
(2.32). Cette inégalité ne peut étre étendue. En effet, dans le cas d’une seule inclusion
différentielle régie par I'opérateur mazimal monotone particulier Ne( ), le cone normal a
un ensemble convexe fermé et non vide C(t,x), qui dépend du temps et de l’état et satisfait

U’hypothese :

dir (C(t,2),C(s,y)) < [(t) —d(s)| +pllw — gl V(t,2) (s,9) €1 x H,

ot 1 est une fonction réelle absolument continue et p une constante strictement positive,
les auteurs dans [57] ont montré, par des exemples concrets, que ce probléme peut ne pas

avoir de solution lorsque p > 1.

Remarque 2.2.3
Comme il a été souligné dans l’introduction, le cone normal au sens de l’analyse convexe
a l’ensemble non vide, fermé et convexe C(t,x) C H au point y € H est un opérateur

maximal monotone. De plus, pour toust,s € I et x,y € H,

dis(Ne(a) (), Nowy () = di (C(t,2), C(s,y)).

Nous pouvons donc dériver le corollaire suivant, si nous prenons dans le Théoréeme 2.2.1,
B(t,x) = Nege), ot C : I x H = H est une multi-application & valeurs non vides,

convexes et fermées, satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H) 11 existe une constante réelle strictement positive o et une fonction positive et stric-

tement croissante n € W (I,R) tel que
|d(z,C(t,x) = d(z,C(s,9))| < |n(t) = n(s)| + allz —yll,Vt, s € I,Ve,y € H. (2.91)

(HZ) Pour tout sous ensemble borné K C H, I’ensemble C(I x K) est relativement boule-

compact.
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Le résultat de ce corollaire a été établi dans [20] avec B,n € WY*(I, H), et dans [15],
le méme résultat a €été obtenu en affaiblissant ces hypotheéses, dans la mesure ou les
auteurs ont considéré (3,m comme des applications absolument continues, c’est-a-dire
B,m € WHY(I, H), mais avec 'hypothése supplémentaire que les domaines des opérateurs
A(t,z) sont fizres ((D(A(t,z)) = D), pour tout (t,x) € I x H. Notre résultat couvre les
résultats dans [20, 13] puisque nous considérons des opérateurs dépendant du temps et de
’état avec des domaines dépendant du temps et de l'état et f,n € WV (I, H).

Corollaire 2.2.4 Soit pour tout (t,x) € I x H, A(t,x) : D(A(t,z)) C H = H un
opérateur mazimal monotone satisfaisant (HY), (H3) et (H3). Soit C : [ x H = H
une multi-application & valeurs non vides, convezes et fermées vérifiant (HS), (HE). Soit
F:IxHxH=H (resp. G: 1 x Hx H = H) une multi-application a valeurs non
vides, convezes et fermées vérifiant (Hy(F)), (Ha2(F)) et (H3(F)) (resp. (H1(Q)), (Hy(G))
et (H3(G))). Alors, pour tout (ug, vg) € D(A(0,v0)) xC(0,ug), il existe (u,v) : I — HxH,
solution absolument continue du probléme suivant :

;

—u(t) € A(t,v(t))u(t) + F(t,u(t),v(t)) pp.tel

u(t) € D(A(t,v(t), Yt € I
—0(t) € Neaw) (0(t) + Gt u(t),v(t)) pp.tel (2.92)
v(t) € C(t,u(t)), vt el

L u(0) = up,v(0) = vo.

De plus, cette solution satisfait [’estimation suivante :

max([[a(t)[l, [[o()]]) < b(L +(t) + B(t) pp-te, (2.93)
pour une certaine constante positive b.

Remarque 2.2.5

Remarquons que dans le cas ot H est un espace de dimension finie, i.e., H = ]Rd(d > 1),
Uhypothése de boule-compacité sur les domaines des opérateurs A(t,x) et B(t,x) n'est plus
nécessaire car elle est obtenue directement par la structure de l’espace (voir le point 2)

Remarque 1.4.4).

2.3 APPLICATION A UN PROBLEME DE MINIMISATION.

Pour traiter ce probléme on a besoin que notre solution soit unique. Pour cela, on

commence par considérer des opérateurs dépendant uniquement du temps, ainsi que des
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perturbations univoques, c’est-a-dire que pour tout ¢ € I, A(t) : D(A(t)) = H (resp.
B(t) : D(B(t)) = H) est un opérateur maximal monotone, et soient f,g: [ x Hx H — H
deux applications mesurables sur /. Supposons les hypothéses suivantes :

Hypothéses (2)

(H,(A)) 1Tl existe une fonction positive et strictement croissante 3 € W' (I, R) tel que
dis(A(t), A(s)) < |B(t) — B(s)| Vt,sel. (2.94)
(H(A)) 11 existe une constante réelle positive ¢ tel que
1A @)yl < (1 +llyll) V(£ y) € T x D(A(Y)). (2.95)

(H3(A)) Pour tout ¢t € I, 'ensemble D(A(t)) est relativement boule-compact.

(H,(B)) 1l existe une fonction positive et strictement croissante n € W' (I, R) tel que
dis(B(t), B(s)) < |n(t) —n(s)| Vt,sel. (2.96)
(Ho(B)) 1l existe une constante réelle positive d tel que
IB° )yl < d(1+ llyll) V(t.y) € I x D(B(t)). (2.97)

(Hs(B)) Pour tout t € I, 'ensemble D(B(t)) est relativement boule-compact.

(H}) Il existe une constante réelle strictement positive Ly tel que

1f (2 9) < Le(U+ el + lyl) V(E2,y) € I x H x H. (2.98)
(H7) 1l existe une fonction positive wy € L'(I,R) tel que

1f(t 2, y) = ft 2"y Sws@)(lz=2"[+ly=y') Yt 2,y), (2" y) € IxHxH.
(2.99)

(H ;) Il existe une constante réelle strictement positive L, tel que
lgtt, 2. Il < Ly(1+ e + llyl) ¥(t,2,9) € I x H x H. (2.100)
(H?) 11 existe une fonction positive w, € L'(I,R) tel que

lg(t,z,y) —g(t. 2", y)|| < w,O)([lz =2+ ly—y'l) V(t,2,9), (2" y) € [ xHXH.
(2.101)
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Proposition 2.3.1

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C H = H (resp. B(t) : D(B(t)) C H = H) un
opérateur mazximal monotone satisfaisant (Hy(A)), (H2(A)) et (Hz(A)) (resp. (Hi(B)),
(Ho(B)) et (H3(B))). Soit f : I x Hx H— H (resp. g: 1 x Hx H— H) mesurable sur
I, satisfaisant (H;) et (H7) (resp. (H,) et (H)).

g
Alors, pour tout (ug,vo) € D(A(0)) x D(B(0)), il existe une unique solution (u,v) : I —

H x H, absolument continue, du probléme suivant

(—a(t) € At)ult) + f(t,u(t), () pp.tel
€ D(A(t)) Vtel

(1) € B(t)u(t) +g(t u(t),v(t)) pp.-tel
v(t) € D(B(t)) vt €

(4(0) = uo,v(0) =

De plus, nous avons [’estimation

max(||a(t)]], o)) < b(L+i(t) +5(1)) pp-tel, (2.102)

ou b est une constante positive.

Preuve
La preuve de l'existence est une adaptation simple de la preuve du Théoréme 2.2.1. Mon-
trons alors I'unicité. Soient (u;,v;) (i = 1,2), deux solutions du probléme (Sy,). Par la

monotonie de A(t), on obtient pour presque tout ¢ € I,
(=t (t) = f(t ua(t), v1(2) + da(t) 4+ f(t, ua(t), v2(1)), wi(t) — ua(t)) = 0
ce qui est équivalent a
(U1 (t) — ta(t), ua (t) — ua(t)) < (f(t, ua(t), va(t)) — f(t, wa(t), vi(t)), ua(t) — ual(t)).

Sachant que

d d . .
Jllun(t) =2 = 2 (6) = ua(8), un (1) = ua(t)) = 2(in (1) = da(t), wa () — (1)),

en utilisant (H7), on aura

5l () = wa (O < 1F(, ua(t), va(t) = f(E wa(t), vr(0))l[|un () — ua(t)]] (2.103)

(t,

< wr (Bl (t) — w2 ()| (lua () — wa ()| + va(t) — va(B)])

= wy(t)lua () — ua(®)|* +wp () [Jua (t) — ua(®)l[[|va(t) — va(t)]
7 (

< wy(t)Jun(t) — ua(B)[* + %Wf(t)nul t) = w®)l* + 3
= g p(0)lua (t) = ua(t)|” + %wf(t)uvl(t) —ua(t)])? (2.104)
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De la méme maniére, en utilisant la monotonie de B(t), on obtient pour presque tout
tel
(=01(t) — g(t, ur(t), v1(t)) + 02(t) + (¢, ua(t), v2(t)), v1(t) — v2(t)) >0

ce qui est équivalent a
(01(8) = 02(t), v1(t) — va(t)) < {g(t, ua(t), va(t)) — g(t, ua(t), v1(1)), vi(t) — va(t)).
En utilisant (Hg), il vient que

2 oa(8) = a8 < oy () loa(8) — a0 (lua (8) — w2 ()] + [lva(2) — v2($)]])

2dt
= wy()][v1(t) — va()1* + wy () [ua (8) — ua ()| [|va(t) — va(t)

< wy(®)]va(t) — va(t) | + %wg(t)llvl(t) —u®)|* + %wg(t)llul(t) — ua(t)|?
3

1
= 5@s(O)flor(8) = va(O)” + Fwg(B) ur (t) — ua(D)]. (2.105)
Sommant les inégalités (2.103) et (2.105), en posant w(t) = max{3w¢(t) + wy(t), 3wy (t) +
wy(t)}, on trouve que

%(Hul(t) —ua(t)[* + [Jua(t) — vz(t)!!2> < Bwr(t)l|ua(t) — u2()[* + wy (B)lvr () — v2()]
+ 3wy (8) o1 () — v2(D)[I* + wy (B) Jua (t) — ua(t)
< (Bwp(t) +wy (1) lus (t) — ua(t)]”

+ (Bwy () + wr () [Jor (t) — va (1)

< w(t)([lua(t) — w2 ()" + or(t) — w2 (B)[).

On obtient, en intégrant sur [0,¢], en tenant en compte le fait que
[u2(0) — ux (0)]] = [[v2(0) — w1 (0)[| = O,

t
lur(t) = wa(B)[|* + i (t) = va()]|* < /0 w(s)(lur(s) — ua(s)[|* + llva(s) — va(s)]|*)ds.
Par application du Lemme de Gronwall 1.10.3, on aura
ui(t) —uz ()| <0 et [y (t) —va(t)|* <0 Vtel

L.e., U] = us et v = vs.

D’ou, 'unicité de la solution. [ |
Dans la suite, fixons & € H, et considérons I'ensemble & C W(I, H) défini par :

E={(eC(,H): ) =§0+/0tf(s)dthEI,f(t) e ANpptell,
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ol A est un sous-ensemble convexe compact de H et sans perte de généralité on peut
prendre 0 € A. Alors, € est un sous-ensemble convexe compact de C(I, H).

En effet, A étant un compact de H alors, il existe une constante positive p > 0 tel que

A C pBy. (2.106)

¢
Soient wy,we € &€ et A € [0,1], donc pour tout t € I, wi(t) = & +/ w(s)ds et
0

t
ws(t) = & +/ wo(s)ds , avec 1wy (t),wq(t) € A p.p. t € I. Puisque A est convexe, il vient
0
que iy (t) + (1 — Nwo(t) € A p.p., de plus

Awq () + (1 — Nwa(t) = A& + /0 wi(s)ds) + (1 — A)(& +/0 wa(s)ds)

:gwgﬁﬂwmﬂ+a—Awu@w

d’on, la convexité de £. Soit v € &, pour tous t,s € I (s <t),on a
t s
Jott) = o(s)l = o+ | ilr)dr = 6o+ [ s(ryan)]
0 0
t t
< [ ot < [ par < ot -)

S
ceci montre I’équi-continuité de £.

Montrons que pour tout t € I, E(t) = {£(t), £ € £} est relativement compact.
t
Soit t €]0, T et soit £(t) € E(t) alors, &(t) = & +/ £(s)ds, avec £(s) € A p.p. s € I.
0
Dong, il existe un sous-ensemble N C [0, ] de mesure de Lebesgue nulle, tel que

£(s) e AVs e [0,{]\ N, ie., £[0,t]\ N) C A.

Par application du Théoréme 1.2.10, on obtient

1 co —
ROV o S €08) = &

ce qui est équivalent a
IR
E / E(s)ds € A
t Jo

ceci implique que,

/té(s)ds etA CTA, (2.107)
0

ou la derniére inclusion découle du fait que A\ est convexe et contient 0. En effet, soit
x
x € t/\ alors, x = ta’, avec 2’ € A\ donc, n € A et comme 0 € A par la convexité de A,

on aura
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par conséquent,

% €N, e, xeTA.

D’ou, tA C TA.
De (2.107), il vient que

§0+/0 £(s)ds € & + TN = A

On déduit que E(t) = {£(t), £ € £} est inclus dans I'ensemble convexe compact A', donc
il est relativement compact. Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela 1.4.10, £ est relativement
compact. Il reste & montrer qu’il est fermé.

Soit (wy,), une suite de £, qui converge uniformément vers une application w € C(I, H),

i.e., pour tout n > 1l et tout t € I
t
wy(t) = &o +/ Wy (s)ds, avec w,(t) € A\, p.p.t € 1.
0

Comme ||w,(t)|| < p, elle est intégrablement bornée, alors on peut supposer que (W),
converge faiblement vers z € L'(I, H). Par suite, pour tout & € L(I, H),

lim (i, £) = (2,§)

n—oo
ie.,

lim <wn(s),§(s)>ds:/o (2(s),&(s))ds.

n—o0 0
En particulier, si on prend pour ¢ € [0,7] et pour (e;); une base de H, £(-) = 1j4(-)e;,

on aura

lim /OT (tn(s), 1pg(s)e;)ds = /OT <z(s), 1[07t](s)ej>ds

i f 0= f 0.

lim twn(s)ds = /Otz(s)ds. (2.108)

n—oo 0

il s’en suit
c’est-a-dire,

Par conséquent,
t

lim w,(t) = &+ im [ w,(s)ds
n—oo n— o0 0
d’ou

w(t) =& + /Ot z(s)ds.

Par le Théoréme 1.1.14, w est absolument continue et w = z p.p. t € I. De plus, comme

(1), converge faiblement dans L'(I, H) vers v € L'(I,H) alors, par application du
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Théoréme de Mazur, il existe une suite (b,), de combinaisons convexes de (i), i.e.,
b, € co{wy, k > n}, qui converge fortement vers w. Alors, par le Théoréme 1.5.2, il existe
Nj un sous-ensemble négligeable et une sous suite (p,,), de N tel que V¢t € I'\ Ny, (by, (£))»
converge vers w(t). Par compacité de A, il en résulte que w(t) € A p.p.t € 1.

On conclut que & est fermé. D’ou la compacité de € dans C(I, H). |

De la Proposition 2.3.1, nous pouvons déduire le résultat utile suivant, qui peut étre

appliqué & un probléme d’optimisation en théorie du controle.

Proposition 2.3.2 Soit pour tout t € I, A(t,z) : D(A(t)) C H = H (resp.

B(t,z): D(B(t)) C H= H) un opérateur maximal monotone satisfaisant (H}), (H3) et
(H3) (resp. (Hy), (H%) et (H3})). Soit f : I x Hx H — H (resp. g: I x Hx H— H)
une application mesurable sur I et satisfaisant (H}) et (H7) (resp. (H,) et (H2)).

Alors, pour tout & € € et (ug,v9) € D(A(0,&)) x D(B(0,&)), il existe une unique solution

(ug,ve) : I — H x H absolument continue du probléme suivant

—u(t) € A(t,£(t))u(t) + f(t,u(t),v(t)), pp. t €l
u(t) € D(A(t,£(1))), vVt €1
(P) { —i(t) € B, E0)u(t) + g(t, u(t),o(t)), pp-t € T
v(t) € D(B(t,&(t))), Vte I
[ u(0) = up,v(0) = vy
max(||ie (6)]], [[0¢ (£)]) < b(L+n(t) + B(1) = $(t) ppt €T, (2.109)

ou b est une constante positive qui ne dépend pas de &.

Preuve

Nous appliquons la Proposition 2.3.1 aux opérateurs dépendant du temps A¢(t) = A(t,£(t))
et Be(t) = B(t,&(t)), pour obtenir une solution unique absolument continue du probléme
(Pe)-

On commence par prouver que pour tout { € £ et tout ¢t € I, A¢(t) = A(t,{(t)) vérifie les
hypotheses (H(A)), (Ha(A)) et (H3(A)). Pour tous t,s € [ (s <t), on a

dis(Ae(t), Ae(s))

dis(A(t,£(1)). A(s.£(5)))
< 18(t) — B(s)| + AlE(t) — £(s)]

< 18() |+A/s

< [B(E) = B(s)| + Ap(t — ) == [7(t) —¥(s)]
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avec, y(t) = B(t) + \pt et v € W (I, R).
De méme, pour tous ¢,s € I (s < t), on a

dis(Bg(t),Bg(s)) = dis(B(t,g(t)), B(s,f(s)))
< In(t) —n(s)| + ap(t —s) = [7(t) —7(s)].

avec, ¥(t) = n(t) + apt et ¥ € WH (I, R).
Aussi, nous avons pour tout ¢t € I,

1Ag @) ]| = At £@)ll < e+ €@ + =)
< (1 + [|&ll + T + [l])
< (1 + ()

avec ¢ := c(1+ [|&]| + pT).

De la méme maniére, nous avons pour tout t € [

1B ()]l = 1 B°(t, £(t)=[| < d(1 + [l§@®)] + [l])
< d(1+|lz]])

avec d' = d(1 + ||| + pT).
Donc, il nous reste & montrer que A¢(t) vérifie 'hypothese (H3(A)). On a D(A¢(t)) =
D(A(t,£(t))) et

IE@N < [[oll + pT = M

i.e., £(t) € M B ce qui implique que D(A(t,&(t))) € D(I x MB), et par (H3) est relati-
vement boule-compact, d’ott D(A¢(t)) l'est aussi.

Similairement, on montre aisément que pour tout £ € £ et tout ¢t € I, Be(t) = B(t,£(t))
vérifie 'hypothése (H3(B)). On conclut par I'application de la Proposition 2.3.1, que le
probléme (P¢) admet une solution unique absolument continue. De plus, on a Iestimation
(2.109). En se référant au Théoréme 2.2.1, b dépend des données : ||uo||, ||voll, v, 7, Lf, Ly, ¢, d’
et T, et comme ¢, d', 7,7 sont indépendant de £(+) alors, b dépend seulement de ||uq |, ||vol|, 5,7,
L¢, Ly, p,c,detT. |

Le résultat suivant est un outil important dans notre preuve.

Théoréme 2.3.3 (Théoréeme 8.1.6 dans [31])

Soient (2,5, P) un espace de probabilité, E un espace de Banach réflexif séparable et
X un espace métrique. Soient L : Q x X x E — [0,400[ une application mesurable
et semi-continue inférieurement, (u,,), une suite d’applications mesurables de 2 vers X

qui converge en mesure vers une certaine application us, et soit (vy,), une suite dans
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LY(Q, E) qui, o(Ly, L3y)-converge vers une application vs, € L'(Q, E). Supposons que

(L(t, un(t), vn(t))) —est uniformément intégrable et que L(t, us(t),-) est conveze sur E.

Alors

liminf/L(t,un(t),vn(t))dP(t) E/L(t,uoo(t),voo(t))dP(t). (2.110)
Q

n—oo Q

Maintenant, nous sommes en mesure de présenter une application des résultats ci-dessus

a un probléme de minimisation.

Théoréme 2.3.4 Soit pour tout (t,x) € I x H, A(t,z) : D(A(t,x)) C H = H (resp.
B(t,r) : D(B(t,x)) C H = H) un opérateur mazximal monotone satisfaisant (HY), (H3)
et (H3) (resp. (Hg), (H%) et (H3)). Soit f: Ix HxH — H (resp. g: I x Hx H — H)
satisfaisant (H}) et (H7) (resp. (H,) et (H7)).

Soit L : I x Hx Hx Hx H — [0,00[ une application semi-continue inférieurement,
tel que L(t,x,y,-,-) est convexe sur H X H, pour tout (t,z,y) € I x H x H. Alors, pour

(uo,v9) € D(A(0,&)) x D(B(0,&)), le probléme de minimisation de la fonction cott

R ORAORAORADI

admet une solution optimale, ot (ug,ve) est la solution absolument continue unique du
probleme (Pe) associée au controle & € £. Autrement dit, il existe une solution optimal du
probléme de minimisation

inf [ Lt vlt) i) o)

ol (ug, ve) est la solution unique du probleme (Pe).

Preuve
Soit (&,), C € une suite minimisante, c¢’est-a-dire

Tim L(tvUén(t)aUan(f)a’dan(f)v"?&n(t))dtIgelg/ L(t, ug(t), ve(t), e (t), v¢(t))di.
’ ’ (2.111)

En effet, posons

m = égg/(; L(t,u§(t),v§(t),u§(t),Dg(t))dt.

Par la caractérisation de la borne inférieure, Vn > 0, 3¢, € £ tel que :

T
1
m < / L(t, ug, (1), ve, (1), Ge, (t), 0, (t))dt <m +
0
T
< lim L(ta Ue, (t)a Ve, (t)a ufn (t)a bfn (t))dt =m.

n—oo 0
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i.e., ({)n est une suite minimisante.
Comme pour tout n € N, (ug,,ve,) est une solution absolument continue et unique du

probléme (P, ), il en résulte que
—tg, () € A(t, & (t))ue, (t) + f(E, ug, (1), ve, () pop. t € 1 (2.112)

ug, (t) € D(A(t,&n(1))) Vit € I, ug, (0) = ug
et
—0g, (t) € B(t,&u(t))ve, (t) + g(t,ug, (), v, () pp. t € 1 (2.113)
ve, (t) € D(B(t,&,(t))) Vit €1, ve,(0) = vp.
De plus, &,(t) € A C pBy. Alors ||€,(t)|| < & + pT =: M pour tout ¢ € I. Ceci implique
que (ug, (t)), C D(A(I x MB)) et (ve, (1)), C D(B(I x MB)), avec

e, DI < 9(@),  Noe, (O <) pp.tel (2.114)
¢ € LY(I,R). Alors, par le Théoréme d’Ascoli-Arzéla 1.4.10, on aura
(1
(2

(3) (vg,)n converge uniformément vers une application v € C(I, H).

O

ug, )n converge uniformément vers une application w € C(I, H).

n

(ug,)
(it¢, )n converge faiblement dans L'(I, H) vers .
)

(4) (v, )n converge faiblement dans L'(I, H) vers v.

De l'autre coté, comme & est compact dans C(I, H), on peut extraire de (&), une sous
suite notée aussi (§,), et qui converge uniformément vers une application feé.
Maintenant, on applique le Théoréeme 2.3.3 qui concerne la semi-continuité inférieure de

la fonction intégrable L, nous obtenons

lim inf /0 L(t, ue, (1), ve, (1), e, (), De, (t))dt > /0 L(t,u(t),v(t),u(t),v(t))dt. (2.115)

n—oo
Il nous reste & montrer que (U, V) = (ug, vg), i.e.

u(t) € D(A(t,&(1))) Vt € I, u(0) = u.

—u(t ( @) alt) + f(t,u(t),v(t)) pp.t €1
D(B(t,&(t))) Vt € I, B(0) = vy.
eB(tg )u(t) + g(t,u(t),v(t)) p.p. t € 1.

En effet, il est clair, en utilisant (1) et (3) que

lim g, (0) = u(0) = up et lim wvg, (0) = T(0) = wy.
n—oo

n—oo
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Maintenant, en utilisant (H7), (H;) et les propriétés (1), (3), on obtient pour tout ¢ € I

Tim (e, (1) ve, (1) = f(£7(0), 2(0)

et
lim g(t, Ug, (t)v Ven (t>> - g(t7 ﬂ(t) ) U(t))‘

n—oo

De plus, par (2.114), on a

[ug, (D] < lJuoll + [l VE €T

et
Jve, N < llvoll + [0l VE € 1.

Moyennant les hypotheéses (Hj) et (H,), on trouve

1F (2 ug, (1), ve, ()] < Ly (1 A+ Jlug, (O] + o, (D))
< Ly(1+ Jluoll + [[voll + 2[4 1)

et

lg(#; g, (£), ve, )| < Lo (1 4 [lug, )] + [lve, (#)]])
< Ly (1 + ol + [lvoll + 2[|9[] 1)

Le Théoréme 1.5.1 assure que (f(-, ue, (+), ve, (+)))n converge fortement dans L'(I, H) vers
f(,u(-),v(+)) et donc converge faiblement dans L'(I, H) vers la méme limite. En utilisant
la propriété (2), on aura (i, (-) + f(-, ue, (+), ve, (+)))n converge faiblement dans L'(I, H)
vers u(-) + f(-,a(-), v(-)).

De méme, le Théoréme 1.5.1 assure que (g(-,ug,(+),ve,(+)))n converge fortement dans
LYI, H) vers g(-,u(-),(-)) et donc converge faiblement dans L' (I, H) vers la méme limite.
En utilisant la propriété (4), on aura (v, (-) +9(-, ug, (+), ve, (-)))n converge faiblement dans
LNI, H) vers v(-) + g(-,a(+), (+)).

Observons aussi que par les hypothéses (H?) et (HP), on a pour tout ¢t € I

dis(A(t, &, (1)), AL, €(1))) < M|€a(t) — E(@)|| — 0 lorsque n — oo
dis(B(t,&.(t), B(t,£(t))) < a&a(t) — £(t)]| — 0 lorsque n — oo,

aussi, par (H3') et (HZ), nous avons

IA%(2, &u (1) ue, (0] < e(L 4 16a ()] + [ue, (1))
< (L4 [1€oll + T + [luoll + ll4] )
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et

1B°(t, & (1)) ve, (D) < d(1 + [I&n ()] + llve, (B)]1)
< d(1 A+ [&oll +Tp + [lvol| + [l 21)-

Nous répéterons alors le méme raisonnement de ’étape 5 dans la preuve du Théoréme
2.2.1 pour les opérateurs maximaux monotones A, (t) = A(t,&,(t)) et A(t) = A(t, (1)),
Bn(t) = B(t,&(t) et B(t) = B(t,£(t)), et a fult) = f(t ug,(t),ve, (1) et ga(t) =
g(t,ug, (t),ve, (t)), pour conclure les inclusions souhaitées, et par l'unicité de la solution,
il vient que (u,v) = (ug, vg).

Alors, de (2.111) et (2.115), on a bien

inf / L(t, ug(t), ve(t), te(t), ve(t))dt = / L(t, ug(t), ve(t), tg(t), de(t))dt.

te€ Jo 0

Ce qui signifie que € est une solution optimale du probléme de minimisation considéré. B

2.4 APPLICATION A UN PROBLEME DE SKOROHOD.

On présente dans cette section une application a un probléme de type Skorohod.

Le corollaire suivant est une conséquence du Théoréme 2.2.1. Il découle en prenant,
pour tout (t,z,y) € I x H x H, F(t,z,y) = {f(t,z,y)} et G(t,z,y) = {g(t,z,y)}.

Corollaire 2.4.1 Soit H = R®. Soit pour tout (t,x) € [ x H, A(t,r) : D(A(t,r)) C H =
H (resp.B(t,z) : D(B(t,x)) C H = H) un opérateur mazximal monotone satisfaisant
(HY), (H?) (resp. (Hp), (H%)). Soit f : I x Hx H = H (resp. g: I x Hx H= H) une
application de Carathéodory, i.e., mesurable sur I et continue sur H x H, vérifiant (H})
(resp. (H,)). Alors, pour tout (uo,ve) € D(A(0,v0)) x D(B(0,ug)), il existe (u,v) : I —

H x H, une solution absolument continue, du probléeme d’évolution suivant :

(—a(t) € A(t,v(t))ut) + f(tu(t),v(t) pp.tel
u(t) € D(A(t,v(t)) Vt e I

(Prg) & —0(t) € B(t,u(t))v(t) + g(t,u(t),v(t)) pp.tel (2.116)
o(t) € D(B(t,u(t))) Vt € I

L u(0) = up,v(0) = vo.
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De plus, nous avons
max(||a(t)|], [|o(t)]]) < ba(t) pp.tel (2.117)
ou b est une constante positive dépendant des données ||uo|, [|voll,n, B, L, Ly, T, c,d et
a(t) =t+pB(t)+n(t), Vtel.
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat.

Théoréme 2.4.2 Soit H = R? et I = [0,1]. Soit pour tout (t,rx) € I x H, A(t,x) :
D(A(t,z)) € H = H (resp. B(t,z) : D(B(t,x)) C H = H) un opérateur mazximal
monotone satisfaisant (H}), (H3) (resp. (Hg), (H3)). Soit g : [ x H x H — H une
application de Carathéodory, vérifiant (Hgl). Soit K : I x H — H wune application de

Carathéodory, tel que pour tout (t,x) € I x H, pour une certaine constante positive M,
|K(t,z)|| < M. (2.118)

Alors, pour tout (do, ko) € D(A(0, ko)) x D(B(0,dy)), il existe X,Y,Z : I — H des

applications absolument continues vérifiant

(

/KSX( Nds +Y(t) Vel

—Y(t) € A(t, Z(t))Y (¢) /KsX ds pp.tel
) Y(t) € D(A(t, Z(t)) Vtel
—Z(t) € B(t,Y (1)) Z(t) + g(t,Y (1), Z(t)) pp.te]
Z(t) € D(B(t,Y (1)) Vtel

X(0) =Y(0) = do € D(A(0, ko))
Z(0) = ko € D(B(0, do)).

Preuve
Soit pour tout t € I,

t t
XO(t) :=dy, R ::/ K(s,dy)ds = / K(s,X°(s))ds
0 0
Alors, h' est continue et bornée i.e.,

IR*)|| <M Vtel.
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Par application du Corollaire 2.4.1, il existe Y, Z' : I — H des applications absolument

continues, tel que

—Y(t) € A(t, Z ()Y (t) + hi(t) pp.tel
€ D(A(t, Z*t))) vtel

t) € B(t,Y'(t)Z' () + g(t,Y'(t),Z (t)) pp.-teT
€ D(B(t,Y'())) Vtel

d

De plus,
max{[[Y' (), | 2" ()]} < ba(t) p.p-t €1,

avec a € L'(I, H).

Maintenant, soit pour tout t € I,
X't =h'(t) +Y'(2) /KSXO( Nds + Y (t).

Donc, X! est absolument continue. Nous allons procéder par récurrence. Pour tout ¢ € [

et pour tout n > 1, on pose

= /tK(s,X"_l(s))ds.
0
Il est clair que h"™ est continue et bornée, i.e.,
A" ()] < M Vtel. (2.119)
De plus, par (2.118)
1Ol = 1K (¢, X" (0)] < M pap.te L. (2.120)

Par le Corollaire 2.4.1, il existe Y, Z" : I — H des applications absolument continues
vérifiant :
A, Z"()Y"(t)+ h"(t) pp.tel
(A(t, Z"(t))) Vvtel
€ B(t,Y"(t)Z"(t) + g(t,Y"(t),Z"(t)) pp.-tel
€ D(B(t,Y"(t))) Vtel
d
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De plus,
max{|[Y"(#)[], [|2"(£)[[} < ba(t) pp. t € 1. (2.121)

Alors, pour tout t € I, on définit
X" (t) = hP(E) + Y™ () = /0 K (s, X7 (s))ds + Y7 (1),
Observons que X" est absolument continue et
—Y™(t) € A(t, Z"(t))Y™(t) + /Ot K(s, X" (s))ds pop.tel. (2.122)
On a pour tout t € I, en utilisant la relation (2.121),
Y@l < Y O)] + /Ot Y™ (s)llds < [|dol + /Ot ba(s)ds < ||do|| + ba(1),  (2.123)
et
t t
12" < 1Z(0)]] +/0 127 (s)llds < [oll +/O ba(s)ds < ||kol| + ba(1).  (2.124)

Donc, par (2.123), il vient que (Y"(t)),, est relativement compacte et par (2.124), (Z"(t)),
est relativement compacte. De plus, (Y"), est équicontinue, car pour tous t,s € I avec
(s <t)

Y"(t) = Y"™(s)[| < b/ a(r)dr = bla(t) — als)).

De méme, (Z"),, est équicontinue, car pour tous t,s € I avec (s < t)

120) ~ 2(6)1 < [ atr)ir = ba() - ats).

Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela 1.4.10, on peut extraire de (Y™),, une sous suite, que 1'on
note aussi (Y"),, qui converge uniformément vers une application continue Y € C(I, H).
Par les mémes arguments, on peut extraire de (Z"),, une sous suite notée aussi (Z"),, et
qui converge uniformément vers une application continue Z € C(I, H).

De Pautre coté, par (2.121) on voit bien que (Y™), est intégrablement bornée, donc on
peut supposer (par extraction d’une sous suite) qu’elle converge faiblement dans L'(I, H)
vers Y.

En utilisant (2.120), on obtient pour tous 0 < s <t <1

[h"(2) = h"(s)Il = H/ W (r)dr |

g/ Vi () dr < M(t - s)
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i.e., (hy), est équi-continue et par (2.119), (h,), est bornée. Du Théoréme d’ Ascoli-
Arzela 1.4.10, on trouve que (h"), converge uniformément vers une application continue

h: 1 — H. Par conséquent, (X"), converge uniformément vers X, avec
X(t):=h(t)+Y(t), VteI.
Comme K (s,-) est continue, on conclut que pour tout ¢ € [
JLIEOK(t,X”_l(t)) = K(t, X(t)) Vt € I.

D’ou, via le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue 1.5.1, on obtient

lim K(s,X”l(s)):/O K(s, X (s))ds,

n—oo 0

t
i.e., (h"), converge vers h dans L'(I, H) et h(t) = Jir{:ohn(s) = / K (s, X(s))ds.
0

D’une maniére équivalente, on a pour tout ¢t € [
X(t) = /tK(s,X(s))ds—l—Y(t) vVt e I.
0

Observons aussi que pour tout t € I,

dis(A(t, Z"(1), Alt, Z(t))) S M2z (8) = Z{®)| = 0 lorsque n— o0, (2.125)
et

dis(B(t,Y"(t)), B(t,Y (1)) < a|Y"™(t) = Y (¢)|| = 0 lorsque n — oc. (2.126)
Et par (H3), (H3), (2.123) et (2.124),

JA°(t, Z" ()Y " ()] < c(L+ 1 Z"(@)| + Y™ (@)]])
< c(1+ ||ko|| + ||do]| + 2ba(1)).

1B Y™ () 2" ()] < d(1+ [Y" (O] + 12" (®)])
< d(1+ |[do]| + [[Koll + 2ba(1))).

Dot la suite (v,), := (A%(t, Z™(t))Y™(t)), est bornée et donc relativement compacte dans
R?. Par conséquent, du Lemme 1.8.25 appliqué a Y™ (t) — Y'(t) et & une sous suite de
(Un ), on conclut que Y (t) € D(A(t, Z(t))) pour tout t € I. De méme Z(t) € D(B(t, Y (t)))
pour tout t € I.

Puisque (h™),, converge vers h dans L'(I, H), alors elle converge faiblement dans L*(I, H)
vers h, et (Y™), converge faiblement dans L'(I, H) vers Y, il en résulte que (Y™ + h"),
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converge faiblement dans L'(I, H) vers Y + h. Par le Théoréme de Mazur 1.4.9, il existe
une suite (w,); tel que pour tout j € N,

w; € co{lY* + hF: k> j}

et (w;); converge fortement vers Y +h dans L*(I, H). Donc, par le Théorémel.5.2, on peut
extraire de (w;); une sous suite qui converge presque partout vers Y (-) +h(-), c’est-a-dire,
il existe N, un sous-ensemble négligeable de I, et une sous suite (j,) de N, tel que pour
tout t € (I\N), w;, (1) — Y (t) + h(t). Alors, pour t € I\ N

Y (t) + h(t) € mN@{Y’“(t) +BR(t), k> gy}
pe
Ce qui implique que pour tout t € I \ N et £ € H

(Y(t) + h(t),&) <limsup(Y™"(t) + h"(t), ). (2.127)

n—oo

Comme on a pour tout ¢ € I, Y(t) € D(A(t,Z(t))). Alors, par I'utilisation du Lemme
1.8.23, pour montrer que

—Y(t) — h(t) € A(t, 2)Y (t) p.p.,
il suffit montrer que, pour tout n € D(A(t, Z(t))),

(V' (£) + h(t), Y (£) = n) < (A%, Z(8)m,n — Y (8)) ppt € 1.

Par (HQA), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opérateurs maximaux monotones
A(t, Z"™(t)) et A(t, Z(t)), pour assurer l'existence d’une suite (§,), tel que

&, € D(A(L, Z™()), & —n et AL, Z™(t)&, — AL, Z(1)n. (2.128)

Pour n > 1, soit N,, I'ensemble pour lequel la relation (2.122) est vérifiée sur 1 \ N,,.
Puisque A(t, Z(t)) est monotone pour tout ¢t € I, en particulier pour ¢ € I\ N, nous

obtenons
(V7(0) + B0, Y"(0) — &) < (A%, Z°(0)6w €0 — Y7 (0)). (2129)
d’otu, par (2.10) et pour tout ¢t € I\ (( UNN") U N), il vient que
ne

(Y() + h"(), Y (8) =) = (Y"() + h"(0), Y (1) = Y™ () + Y"(t) = & + &0 — 1)
= (Y"(t) + h"(2), (Y (1) = Y™ (1)) — (1 — &)

+(Y(E) + A0, Y (1) — &)

< (At 27 ()60, &0 — Y (1))

+ (Y @I+ IR @AY () = Y Ol + 1€ —nl)

< (A, Z7(1))6n, &0 — Y (1))

+ (ba(t) + M)([IY™(t) = Y ()] + [|€n = nll) (2.130)
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donc, par (2.14) et la convergence uniforme de (Y"),, vers Y, on aura

limsup(Y™(t) + h™(t), Y (t) — n) < (A°(t, 2(t))n,n — Y (t)). (2.131)

n—o0

Alors, par (2.127)

(Y(£) + h(t), Y (t) =) < limsup(Y™(t) + h"(t), Y (1) = )

n—oo

<(A°(t, Z(t))n,n — Y (t)). (2.132)
Par conséquent
Y (t) — h(t) € At)Y(t) pp.tel.

De Pautre coté, on peut supposer que (Z"), converge faiblement dans L'(I, H) vers Z.
De plus, la suite (g(t, Y™ (t)Z"(t))),, converge ponctuellement sur I vers g(t,Y (t), Z(t)) et

comime

lg(t. Y™ (1), Z"O)] < Ly (L + Y™ (@)1 + 12" (1))
< Ly(1 + [|do]| + [Ikol| + 2ba(1)).

On conclut que g(-,Y"(-), Z"(-)) converge fortement et donc faiblement dans L'(I, H)
vers g(-, Y(:), Z()).

Nous répétons le méme raisonnement pour les opérateurs maximaux monotones B(t, Y"(t)),
B(t,Y(t)) et pour g,(t) = g(t,Y"(t), Z"(t)), pour obtenir

—Z(t)—g(t,Y(t),Z(t)) € B(t,Y(t)Z(t) pp.tel

On conclusion, XY, Z satisfont le probléme (P). Ceci termine la preuve. ]
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Chapitre 3 : Invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport a
une inclusions différentielles gouvernées par un opérateurs maximal
monotone dépend du temps avec perturbation multivoque.

3.1 INTRODUCTION

Le but principal de ce chapitre est d’étudier les conditions nécessaires et suffisantes
pour la propriété de I'invariance faible et forte d’un ensemble fermé S C R%, par rapport

a l'inclusion différentielle suivante :

—u(t) € A(t)u(t) + G(t,u(t)) pp.tel

u(t) € D(A(t)) Vtel (3.1)
u(0) = ug

régie par 'op.m.m. A(t) dépendant du temps ainsi que son domaine et G une multi-

application non-autonome de type Cusco.
Nous passons rapidement en revue les principaux concepts appliqués dans ce chapitre.

Les Hamiltoniens inférieur et supérieur associés & F : I x R? = R? jouent un role

crucial dans notre analyse, ils sont définis respectivement par :

hp(t,z;€) :=inf{(v,&) : v € F(t,z)}.
Hp(t,z;€) :=sup{(v,&) : v € F(t,z)}.

Définition 3.1.1 (Invariance faible)

Soit S C R? un sous ensemble non vide fermé. On dit que S est faiblement invariant
par rapport au probléeme (3.1) (ce qu’on appelle "viable") si, et seulement si, pour chaque
point initial ug € S, il existe une solution u(-) de (3.1) satisfaisant u(t) € S, pour tout
tel.

Définition 3.1.2 (Invariance forte)

Soit S C R un sous ensemble non vide fermé. On dit que S est fortement invariant
par rapport au probléme (3.1) si, et seulement si, pour chaque point initial uy € S, toute
solution u(-) de (3.1) satisfait u(t) € S, pour tout t € I.
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Dans notre étude, les caractérisations de l'invariance faible et forte par rapport au pro-

bléme (3.1), sont formulées en termes des Hamiltoniens inférieur et supérieur associés.

3.2 RESULTATS AUXILIAIRES

Nous commencons cette section par quelques résultats nécessaires pour nos preuves.

Lemme 3.2.1 (/4], Lemme A.1) Soit S C H fermé. Alors, pour tout v € H \ S, nous

avons
x — Projg(x) }

0%ds()(z) C co{ 75(0)

Preuve
Soit x € H\ S et £ € drds(-)(x). Alors, il existe des suites (zx)x, (§x)r C H tel que (xy)g
converge vers x, dg(xy) — dg(z), & € Opds(-)(xx), pour tout k et & — & (voir définition

1.9.4). En particulier pour un certain k, on peut supposer que xy ¢ S et alors projs(xy)
Ty — projs(wy)
ds(l’k)

lzx = projs(zx)l| = ds(wr) < |lax — 2| + ds(x),

est un singleton et &, = (voir Théoréme 1.9.20). De plus, comme

ceci implique que
lprojs(ze)ll < llzx — 2| + ds(x) + [l

Comme () est convergente, donc elle est bornée, et donc la suite (projs(xy)) est bornée
dans H, on peut alors lui extraire une sous suite qui converge faiblement vers un élément

T € S. D’ou, en utilisant le point 2) de la Proposition 1.3.3,
|z — Z|| < liminf||lxy — projs(zi)|| = lim dg(zx) = ds(z).
k—o00 k—o0
Il vient que, T € Projs(z) et donc

x —projs(zy)  x—T _ x—projs(z)

= S
S ds(zy) ds(z) ds(z)
, rT—T . x — Projg(x) )
Alors, comme &, — &, on obtient £ = —— i.e., { € ———————=. Par conséquent,
ds () dg(x)
x — Projs(x)

Irds()(x) C 75(0)
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Comme par (1.12), on a 0%ds(-)(z) = co{drds(-)(z)}, il en résulte que

— Projs(z)
(o) c eof ELTIE)Y
s(+)(z) C co e
[ |
Lemme 3.2.2 (/2/, Lemme 4) Soit f : RY — R une fonction Lipschitzienne de rapport
[ > 0. Alors, pour tout x € RY, on a

fla+v) < fa) + fO(a;v) +o([lol]) Vv e R

Preuve
On procéde par contradiction. On suppose que pour o > 0 et une suite (v,), C R?\ {0}

qui converge vers 0 on a, pour tout n > 1

flx+v,) — f(x) > f>z;0,) + aljva||  pour tout n > 1. (3.2)

Un

[[on

Sans perte de généralité, on suppose que — v # 0. Alors, en utilisant le fait que f

est Lipschitzienne de rapport [,
£l o) = £(2) = F + ) = @+ 0 = oallo) + £+ e~ Jonlle) = £(2)
< flz+vn) = f(@+va — [Jvallv) + Uvn = [Joa]lv]].
De (3.2), on aura

fx+v,) = flo+ v, — |lva]v)
[[vnll

0(p. U0
> fO(z; ||vn||) + a.

Un

[[on

—v

+

Passant a la limite supérieure lorsque n — 0o, on obtient

limsup(f(x ) = J(z & vn = ffenl0) —l—l’ In__y ) > limsup f*(z; n )+a. (3.3)
n-ro0 [[onl [[on| nyo0 [on
Comme HU—"” — v et en utilisant (3.3), il vient que
U'fl
limsupf(m + v") — ];|($ H_ Un — ”Un”v) > fo(l’; U) +a. (34)

Posons t = ||v,]| et 2’ = x + v, — tv. Alors lorsque n — oo, il vient que ¢ | 0 et 2’ — z.
Par conséquent,

/ t _ /

e 4 10) = 1)

' —x t
tl0

> fOx,v) + .

Par Définition 1.9.5 on obtient, f°(z,v) > f%(x,v) + a > f°(x,v) ce qui est absurde.
D’ou le résultat. u
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Théoréme 3.2.3 (Théoreme A dans [5])

Soit X un espace métrique et soit F : X = R? une multi-application Lipschitzienne a
valeurs non vides, convezes et compactes. Soit X' C X et f : X' — R? une sélection
Lipschitzienne de F sur X'. Alors, il existe ¢ : X — R une extension de f, avec

g(z") = f(2') pour ' € X', tel que g est une sélection Lipschitzienne de F sur X.

Le corollaire suivant assure l'existence de sélections lipschitziennes pour les multi-

applications Lipschitziennes et est une généralisation du Théoréme A dans [5].

Corollaire 3.2.4
Soit G : [0,T] x R? = R? une multi-application Lipschitzienne de rapport | > 0 & valeurs
non vides, convezes et compactes et soit (t,z) € [0,T] x R?, v € G(t, 7). Alors, il existe

une sélection lipschitzienne g de G tel que g(t,T) = .

Preuve

Soit F' la multi-application définie comme suit :

F R4 — RIH
{t} x G(t,x) site0,T]
(t,z) — F(t,x) = ¢ {t} x G(0,2) sit €] — 00,0
{t} x G(T,x) site[T,+o0l.

Comme G est a valeurs non vides, convexes et compactes, il vient que F' I'est aussi. De

plus F' est Lipschitzienne de rapport L :=1[+ 1. En effet, pour tous ¢, s € [0, T

du(F(t,x), F(s,y)) = du({t} x G(t,x),{s} x G(s,y))
< |t —s|+du(G(t,z),G(s,y))
<[t —s|+ (|t = s| + [lz —yl])
< (D= sl + [lz = yll).

Pour tous ¢, s €] — 00,0], on a

du(F(t,x), F(s,y)) = du({t} x G(0,2),{s} x G(0,y))
<|t—s|+du(G(0,2),G(0,y))
<[t =s[+ 1z -yl
< L+ Dt = s+ llz = yl)-
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Pour tous ¢, s € [T, +o0[, on a

du(F(t,x), F(s,y)) = du({t} x G(T, ), {s} x G(T’y))
< |t = s[+du(G(T,x),G(T,y))
<t = s+ 1llz -yl
< U+ = s[ + [l = yl)-

Pour t € [0,T],s €] — 00,0], on a comme s < 0

du(F(t,x), F(s,y)) = du({t} x G(t, ), {s} x G(0,y))
<|t—s|+du(G(t,z),G(0,y))
<[t —=s|+ (]t = 0] + [lz =yl
< (U Dt = sl + [z = yl)-

Pour t € [0,T)],s € [T, +0o0[, on a comme s > T

du(F(t, ), F(s,y)) = du({t} x G(t,2),{s} x G(T,y))
<[t —=sl+ U]t =T+ [l = yl))
<t =s[+ (T =)+ lz —yl)
<[t —=sl+1((s =)+ lz —yl)
< (E+ 1)t = s[ + [l = yl)-

Pour t €] — 00,0],s € [T, +0o0[, on a comme t <0 et s > T

du(F(t,x), F(s,y)) = du({t} x G(0,2),{s} x G(T,y))
<[t = sl + (|0 =T| + [l = yl))
<[t = s+ 1T+ [lz —yl)
<[t —sl+1((s =)+ llz —yl)
< U+ = s[4 [l = yl)-

De sorte que, on peut appliquer le Théoréme 3.2.3, pour (t,z) € R et u = (t,v) €
F(t,x), il existe une sélection Lipschitzienne f de F' de rapport Ly telle que f(t,z) = u.
En particulier, pour (£,z) € [0,T] x R%, et @ = (£,0) € F(,z), i.e., f(t,Z) = u = (,0).
Pour tout (t,z) € [0,7] x RY f(t,2) € F(t,x) = {t} x G(t,x) ce qui signifie que,
f(t,z) = (t,9(t,x)) tel que g(t,xz) € G(t,x). Il est clair que g(¢,Z) = 0. Il reste & montrer

que g est Lipschitzienne. En effet, pour s,t € [0,T] et z,y € R?, nous avons

[t=s+llg(t, 2)=g(s, )|l = [[(£, 9(t, 2))= (s, 9(s,y))|| = lF (&, 2)=f (s, )| < Ly([t—s[+]lx—yl])
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ce qui implique que

lg(t;x) = g(s,9)I| < Ly(Jt = s+ llz = yl))-

Dans la suite, nous donnons un résultat concernant 'existence de solutions Lipschit-

ziennes du probléme suivant :

—u(t) € A(t)u(t) + G(t,ut)) pp.tel
u(t) € D(A(t)) Vtel (3.5)
u(0) = ug € D(A(0)).

Puis, & 'aide d’un schéma de discrétisation, nous montrons que toute solution de ce pro-
bléme est la limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes. Cette approche
sera utilisée en vigueur pour prouver nos théorémes d’invariance.

Soit pour tout ¢ € I, A(t) : D(A(t)) € R* = R? un opérateur maximal monotone, et
G : I x R? = R une multi-application & valeurs non vides, convexes et fermées.
Considérons les hypothéses suivantes :

Hypothéses (3)

(HY) 11 existe une constante réelle positive o tel que
dis(A(t), A(s)) < alt—s| Vt,sel.
(H%) 1l existe une constante réelle positive ¢ tel que
1A°(H)z|| < (1 + ||z||) Vtel, »e D(A®)).

(HE) G(-,-) est semi-continue supérieurement sur R?.

(HZ) 11 existe une constante réelle positive M tel que
|G(t, 2)| :==sup {||z]| : z € G(t,x)} < M.
(HZ) G est Lipschitzienne de rapport Lg > 0, i.e.,
du(G(t,7),G(s,y)) < La(|t — s| + |z —y|) Vt,s €I, Vo,y € R%

Le résultat suivant est une conséquence du Théoréme 3.2 et de la Proposition 3.7 dans
[11].
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Théoréme 3.2.5 Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C R* = R® un opérateur mazimal
monotone satisfaisant (HYy) et (H3). Soit G : I xR* = R* une multi-application d valeurs
non vides, converes et fermées satisfaisant (Hg) et (HZ). Alors, pour ug € D(A(0)), le

probleme (3.5) admet une solution lipschitzienne u. De plus
la(t)[| < K pp.tel, (3.6)
avec K dépend de ||uo||,c, M, et T.

Nous montrons dans la suite que toute solution du probléme (3.5) est Lipschitzienne et

est une limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes.

Proposition 3.2.6
Supposons que les hypotheses du Théoréme 3.2.5 sont satisfaites. Alors toute solution du

probléme (3.5) est la limite uniforme d’une suite d’applications Lipschitziennes.

Preuve
Soit u : I — R? une solution du probléme d’évolution (3.5). Alors, il existe une application
mesurable g : I — R? tel que g(t) € G(t,u(t)) p.p.t €1, et

—u(t) € A()u(t) +g(t) pp.tel
u(t) € D(A®t)) Vtel (3.7)
u(0) = up.

Etape 1. Construction d’une suite d’applications Lipschitziennes via une suite
discréte.
On choisit une suite quelconque (&, )neny CJ0, 1] qui décroit vers 0 lorsque n — +oo et
pour tout n, une suite de partitions 0 = ¢ < t} < --- < ¢ = T de [0,T] tel que pour
1=0,...,n,

Oy =t — 8] <& 1 0. (3.8)

On définit la suite discréte (v)')o>i<, par : vy = ug et pour ¢ =0,...,n — 1,

n
ti+1

tn
Vig1 = 5;l+1+1 (i _/t" g(s)ds) = Ji\; (v] _/t" g(s)ds). (3.9)

Observons que par la définition de la résolvante, on a
Vit € D(A(t?+1>) (3.10)
et
i
s = [ glods <o) € Al (3.11)
t7
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On définit les applications absolument continues v, : I — R? par

t—tn fin t
v (t) = (v — o —|—/ g(s)ds) + v} — / g(s)ds (3.12)
t?—&—l -t e e
pour tout ¢ € [t}',t7' [, i =0,...,n — 1 et v,(T) = v;. On remarque que v, (&) = v;" et
pour tout ¢t €]t ¢, [,i =0,...,n — 1,
) 1 i
On(t) = —— (v — 0F +/ g(s)ds) — g(t). (3.13)
5zn+1 tn
On définit aussi les fonctions 6,,, ¢, : I — I par :
O,(1) =y, on(t) =17, Yttt th,], i=0,1,...,n—1, (3.14)
et 6,(0) = ¢,(0) = 0. Nous avons, pour tout ¢t € [
|0n(t) — 1] = [t — 8] < [t — 871 < & =0, (3.15)
et de méme
[0n(t) = t] <[ty = 7] < & = 0. (3.16)

En utilisant (3.11) et (3.13), pour tout n € N, il existe N,, C I, un sous ensemble
négligeable, tel que

(1) € A1) 0n(0n(t)) + g(t) Vi€ I\ N, (3.17)

Etape 2. Estimations.
Par (3.9), (HY), (H3), (HZ) et le Lemme 1.8.24, on a (en remarquant que v/ < x pour
tout réel = > 1)

n

ti1

et = o0 < 2 (7 = [ atedds) = Tl + 12 o) = o7

t'LnJrl
<ot = [ gteds = o+ A + dis(Ale ). A)

1 \/5;;1(1 + A (¢ ) dis (A2, ), A(t?))

2
s/ ||g(s)||ds+5;‘+1c(1+||v?||)+a5?+1+\/(5?+1>2(1+c(1+||v?||))a
t

n
k3

< 7 M + 07 L+ [[v]]]) + adfiy + 0 Va(l + (1 + [[07])
< [M+c+a+vVa(l+c)+c(l+ Va) vl 67, = (e + o} ])o7, (3.18)

o cy =M+ c+a+Va(l+c) et cy:=c(l++/a). Alors

[0 ll < vy = vl + [0l < endiyn + (14 i) [[of -
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Par application du Lemme 1.10.2, on obtient

i1 i—1
o< (ool + 1) Y- ot ex (03010 )
k=0 k=0
< (buoll + e ) 2~ ) explent? — 1)
< (luoll + 0 )P explest) = 7. (3.19)
Remplagons cette derniére estimation dans (3.18), il vient que

vy — || < (e1 + cov)diy ) =: K167y, (3.20)

Maintenant, par (3.20), (Hg) et pour tout t € I\ Jy, avec Jy un sous ensemble négligeable

de I, on a
_ 1, . . 1 ti
ln@I < s llvia = vl + 5 / lg(s)llds + [lg(2)]
i+1 i+1 J 7

Etape 3. convergence des suites (v,,),, (0n)n-
Soit K := max (K, Ks3). De la relation (3.21), on aura pour tout ¢ € [

t
[on @ < [luol +/O [on(s)llds < Jluoll + KT

Ceci implique que, pour tout ¢ € I, la suite (v,(t)), est relativement compacte dans R?.

Moyennant encore la relation (3.21), pour 0 < s <t < T,

[on () — vn(s)[| < / [on(7)lldT < K(t = s), (3.22)

i.e., (vn(+)), est équicontinue. Par application du Théoréme d’Ascoli-Arzeéla 1.4.10, on
conclut que (v,), est relativement compacte dans C(I,R%). Alors, on peut extraire de
(Un ) une sous suite notée aussi (v, ),, de sorte que (v, ), converge uniformément vers une

application v € C(I, ]Rd), autrement dit
lim ||v, —v||¢ = 0. (3.23)
n—oo

Observons, par la relation (3.22) que v est une application Lipschitzienne de rapport K.
De plus, par (3.22), (3.23) et (3.15), il en résulte que, pour t € 1

|vn(6,(2)) — v(@)|| < ||vn(0n(t)) — va(t)]| + ||vn(t) — v(t)]| — 0 lorsque n — +oo. (3.24)
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On constate par (3.21) que la suite (0,,(+)), est bornée dans L(1, R?). Donc, on peut lui en
extraire une sous suite, notée aussi (0, (+))n, qui converge faiblement vers une application
w e L*(I, Rd). Montrons que w = v. Soit € € H et soit t € I, on a

(e,v(t) —v(0)) = lim (€, v,(t) — v,(0)) = lim <5,/0 O (7)dT)

n—00 n—00
T T
= h_{n <51]0,t[(7)v®n(7)>d72/ <51]0¢[(7—)?w(7—)>d7
n—oo [ 0

= e, [ wiryin

il en résulte que,
t
v(t) —v(0) = / w(r)dr,
0

d'ot v(t) = w(t), p.p. t € I, c’est-a-dire, (0,(-)), converge faiblement vers 0(-) dans
L*(I,RY).
Evoquant le Théoréme de Mazur 1.4.9, on déduit qu'il existe une suite (2,(-)), tel que
pour tout n € N, z,(-) € co{vg(:) : k > n} et (2,(-)), converge fortement vers © dans
L*(I,R%). Par conséquent, il existe un sous-ensemble négligeable N C I et une sous suite
(n,) de N tel que, pour tout t € I\ N, pETmZ”P (t) = 0(t). Ce qui implique que, pour tout
telI\N,
i(t) € [(eo{ix(t) : k> n,}.
p

En utilisant le Théoréme 1.2.9, on aura pour tout z € RY,

(z,0(t)) < limsup(z, v,(t)). (3.25)
n—+0o00
Etape 4. la limite v vérifie (3.7).
Dans la suite, on va montrer que v(t) € D(A(t)) pour tout t € I.
En effet, Soit t € I. De (3.10), on a, v, (0,(t)) € D(A(0,(t))) pour tout n > 1. En utilisant
I'hypothése (HY) et (3.16), dis(A(6,(t)), A(t)) — 0 lorsque n — +o0, et par I'hypothése
(H2) et (3.19), la suite (wy)n =: (A°(0n(t))vn(0a(t))),, est bornée. On déduit que la suite
(wy)n est relativement compacte. Alors, on peut lui extraire une sous suite qui converge
dans R?. Par application du Lemme 1.8.25 & v,,(6,,(t)) — v(t), et & la sous suite de (w,)n,
on déduit que v(t) € D(A(t)).
Notre objectif dans la suite est de montrer que

—o(t) — g(t) € A(w(t) pp.tel.
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Comme v(t) € D(A(t)) pour tout t € I, par le Lemme 1.8.23, il suffit de prouver que,
pour tout n € D(A(t)),

(0(t) + g(t),v(t) —n) < (A°()n,n —v(t)) pp.tel (3.26)
En effet, soit ¢ € I et soit n € D(A(t)). On sait que, dis(A(0,(t)), A(t)) — 0 lorsque

n — +oo. En utilisant (H3), on peut appliquer le Lemme 1.8.26 aux opérateurs maximaux

monotones A, = A(0,(t)) et A = A(t) pour assurer l'existence d’une suite (¢,), tel que
€n € D(A(0,(1))), €n—n et A%0,(t))e, — A’(t)n. (3.27)

Puisque A(t) est monotone pour tout ¢ € I, en particulier pour ¢ € I \ N, en utilisant

I'inclusion (3.17), on obtient
(0 (t) + g(t), v(0,(1)) — €) < (A%0,(1))€n, €0 — Va(0,(1))). (3.28)
Donc, par (3.21), (3.28) et (HZ), pour tout t € I\ (( UNN") UN U Jp), on aura
ne

(0n(t) + g(t), v(t) = 1) = (0n(t) + g(t), va(0n(t)) — €n)

+ (0n(t) + g(t), (v(t) = va(On(t))) — (1 — €n))
< (A (O (t))en, €n — vn(0n (1)) + ([0 ()] + lg@) D ([va(0n(t)) — (@) + llen —nll)
< (A%6 (1))

(
n(t))€n: €n = va(0n(t))) + (K + M) ([[on(0n()) = v(®)]| + llen = nll).
De (3.27) et (3.2

4), il en résulte que

lim sup (0, (t), v(t) —n) + (g(t),v(t) —n) < (A°(t)n,n — v(t)).

n—-+00

Alors, par (3.25) on aura (3.26). Ce qui implique que

—0(t) € A(t)v(t) + g(t) pp. tel
Utilisant cette derniére inclusion et celle dans (3.7), de la monotonie de 'opérateur A(t),
il vient que pour presque tout ¢t € I,

(0(t) = a(t), v(t) = u(t)) <0.

d
Donc, sachant que u(0) = v(0) = ug et que EHu(t) —v®)|? = (a(t) — 0(t), u(t) — v(t))
on obtient par intégration que

)~ @17 = [ 6r) ). 0(5) = athar <.

Par conséquent, v = u. Ceci montre que u est Lipschitzienne et est la limite uniforme de

la suite (v,), donnée par la relation (3.12). [ |

Maintenant, on peut donner les caractérisations de l'invariance faible et forte d’un

ensemble fermé S C R, par rapport a I'inclusion (3.5).
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3.3 INVARIANCE FAIBLE.

Théoréme 3.3.1 Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) C R* = R® un opérateur mazimal
monotone satisfaisant (HY) et (H?). Soit G : I xR* = R? une multi-application a valeurs
non vides, convexes et fermées satisfaisant (H¢,) et (HE).

Soit S un sous-ensemble fermé de R? tel que D(A(t)) NS # O pour tout t € I. Soit
ug € SND(A(0)). Si S est faiblement invariant par rapport au probléme (3.5), alors pour
toutt € I, on a

inf inf (—w—wv,p)) <0 Vpe Ng(A(t))mS(x), Ve e D(A(t)) NS, (3.29)

weA(t)znmB vEG(t,x)

c’est-a-dire,

inf  (—w,p)+ inf (=v,p) <0 Vp€ Njuuns(®), Vo€ D(A)NS,

weA(t)zNmB vEG(t,)

avec m := max{K + M, c(1+ ||uwo|| + TK)} et K est la constante donnée dans la relation
(3.6).
Si de plus, on suppose que

Projs(x) C SN D(A(t)) V€ D(A(t))
Uinverse est aussi vrai, i.e., la relation (3.29) implique que S est faiblement invariant.

Remarque 3.3.2
Observons, qu’en posant R(t,x) = A(t)x N mB, la relation (3.29) est équivalente a la

sutvante :
hr(t,z;—p) + ha(t, 2;—p) <0 Vp € Njauns: Yz € D(A(t))NS.
hr, hg étant les Hamiltoniens inférieurs de R et G respectivement.

Preuve
Tout d’abord, observons que d’aprés la Proposition 1.8.16, 'ensemble D(A(t)) NS est
fermé pour tout t € I.

Condition nécessaire.

Supposons que S est faiblement invariant par rapport au probléme (3.5). Donc, pour
uy € SND(A(0)), le probléme (3.5) admet au moins une solution lipschitzienne u : I — R?
tel que u(0) = ug et u(t) € S, pour tout ¢t € I.

Soit tg €]0,T1]. Il existe donc une suite (,) tel que ¢, | to lorsque n — 400 et

lim ulto) = ultn) =:v € (A(to)u(to) NmB) + G (to, u(ty)).

n—~+00 tn — tO
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En effet, nous définissons la multi-application Z : I = R? par :
Z(t) := (A@t)u(t) "N mB) + G(t,u(t)) Vt € I.

La multi-application Z est a valeurs non vides, convexes et compactes avec un graphe
fermé et est uniformément bornée. En particulier, Z est semi-continue supérieurement,

c’est-a-dire, étant donné s € I (voir Définition 1.7.8 et Proposition 1.7.9)
Ve > 0,36 >0, Z(t) C Z(s) +eB pour |t —s| <. (3.30)

Pour vérifier que Z est a valeurs non vides, remarquons qu’ & partir de (H%) et (3.6), on

a pour tout t € I,
[A°@u(t)]| < e+ [lu®)]]) < (@ + [luol + TE) <m

D’autre part, nous avons A°(t)u(t) € A(t)u(t), c’est-a-dire A°(t)u(t) € A(t)u(t) N mB.

Par conséquent (comme G est a valeurs non vides),
Z(t) == (A{t)u(t) N mB) + G(t,u(t)) # 0.

Puisque pour tout ¢ € I et « € D(A(t)), A(t)x est fermé et convexe (voir Proposition
1.8.8), alors A(t)u(t) N mB est convexe compact et comme G(t,u(t)) est, par définition et
par (HZ), convexe compact, alors Z(t) est convexe compact et par sa structure et (Hg),
Z est uniformément bornée par m + M, i.e., Z : I = (m + M)B.

Maintenant, nous allons vérifier la fermeture du graphe de Z.

Soit (tn, Yn)n C gph(Z) tel que y, — y et t, — t. Pour chaque n € N,

Un € Z(F,) = (A(E)u(En) NmB) + G, u(f)).

Nous avons alors, ¥, = x, + 2, avec x,, € A(t,)u(t,) NmB et z, € G(t,, u(t,)).

De (HZ), on a (z,), C M B. Donc, on peut extraire une sous suite (on la note aussi (z,)),
qui converge fortement vers un élément z € M B. Il s’en suit que, &, = Yp—2, — y—2 =: T.
Soit B, := A(t,), B := A(t). Les opérateurs B, et B sont maximaux monotones et de

(H4),
dis(By, B) = dis(A(t,), A(t)) < alt, —t| = 0 lorsque n — .

En utilisant le fait que u est Lipschitzienne, il en résulte que u(t,) — wu(t). Alors, en
appliquant le Lemme 1.8.25 & B,, et B, on obtient que u(t) € D(A(t)) et z =y — 2z €
A(t)u(t), et clairement © € mB. Puisque z, € G(t,,u(t,)) et G(-,

supérieurement, nous concluons par le Théoréme 1.7.10 que z € G(t,u(t)). D'ou, y =
x+z€ Alt)u(t) "mB + G(t,u(t)) =: Z(t).

Par conséquent, le graphe de Z est fermé donc, par le Théoréme 1.7.11, on obtient la

-) est semi-continue
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semicontinuité supérieure de Z exprimée par la relation (3.30).

Maintenant, soit (t,) Clto, T| tel que ¢, | ty et posons pour tout n € N,

_ uft) — u(ty)
" tn —to

tn
Gréce a (3.6), on a || / u(s)ds|| < K(t, — to), c’est-a~dire [|u(t,) — u(ty)|| < K(t, — to)
to

K(t, — to)
t, —to
suite notée aussi (v,), et qui converge fortement vers un certain élément v € R?.

et donc |Jv,|| < = K, i.e., (v,), est borné dans R%. D’ot, il existe une sous

Puisque u est une solution du probléme (3.5), il s’en suit que
—u(t) € (A(t)u(t) NmB) + G(t,u(t)) = Z(t) pp.tel
Ainsi, en se référant a la relation (3.30), pour € > 0, on obtient que
—u(s) € Z(s) C Z(tg) + €B p.p. s € [to, tn].

En appliquant le Lemme 1.2.10, on obtient (grace a la fermeture et la convexité de Z(ty)+
€B.)

1 tn —
Uy = / —u(s)ds € Z(ty) + €B.
t’fL - tO to

D’ow, lim v, = v € Z(ty) + €B. Puisque € est arbitrairement choisi , nous concluons que
n—oo

v € Z(tg) := (Alto)u(to) N mB) + G(to, ul(ty)). (3.31)

Autrement dit, il existe w € A(to)u(to) N mB et w € G(to, u(ty)) tel que v = w + w.
D’autre part, on sait que pour chaque n € N, u(t,) € SND(A(t,)). En utilisant le Lemme
1.8.22, on a

d(u(t,), D(A(ty)) < du(D(A(t,)), D(A(to))) < dis(Al(ty), A(ty)) < alt, — to] — 0.
Alors, pour tout ¢ > 0, il existe ng > 0 tel que u(t,) € D(A(ty)) + B pour tout n > ny.
D’on,

(u(tn))nzno cSn (D(A(to)) + 5?)

tg) — u(t
En conclusion on a : v = lim v, et v, = M, avec u(t,) — u(to) et t, | to.
n—00 tn — tO

Par la définition du cone tangent de Bouligand (voir relation (1.13)), on trouve que

B
vE _TSm(D(A(to))JrsE) (u(to))-

Puisque € est arbitraire, il en résulte que

CAS —Té?mD(A(to))(U(tO))-
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De cette derniére relation et (3.31), on obtient

v E _TSBmD(A(tO))<u(t0)) N ((A(to)u(to) NmB) + G(to, u(to))).

En utilisant la Proposition 1.9.23, on obtient

(—v,p) <0 VYpe NgﬁD(A(to))(u(tO))7

ce qui est équivalent a

(—w—1w,p) <0 Vp € Ngrpagy (ult))-
On conclut que, pour chaque t € I,

inf _( inf (—w-—w,p) <0 Vpe Nng(A(t))(x), Vr e SN D(A(Y)).

wEA(t)znmB WEG(t,x)

D’ou le résultat de la condition nécessaire. [ ]

Condition suffisante.

Dans cette partie de la preuve, nous supposons que pour tout t € I,
Projs(z) C SN D(A(t)), pourtout x € D(A(t)). (3.32)

Supposons que (3.29) soit satisfaite. Nous allons prouver que pour ug € S N D(A(0)),
le probléme (3.5) admet une solution Lipschitzienne u : I — R? tel que u(0) = ug et
u(t) € S pour tout t € I.

Tout d’abord, pour n > 1, nous prenons une suite de partitions quelconque 0 = ¢ <

t} <--- <t =T de lintervalle [0, 77, tel que pour tout i =0,...,n—1et n > 1,

T

= =0 (3.33)

Comme S C R?, alors il est boule-compact et donc Projs(x) # (), pour tout 2 € R? (voir
Remarque 1.6.4). Soit

uy =ug et sy € Projs(uy) C SN D(A(L)),
la, derniére inclusion est due a la relation (3.32). De (1.17),
uf — 5§ € NE(s})
et par la Remarque 1.9.19, il vient que

n_

uy — s € NgﬂD(A(tg))(Sg)'
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Par I'hypothése (3.29), il existe wf € A(ty)sp NmB et vy € G(ty, s, tel que

<—U)g - U(T)L?ug - Sg> < 0.

Soit
uy = J7(ug — duvp)
ou Ji'(+) == J;i(t?)(-) = (Id+ 6, A(t7))'(+), ( la résolvante de A(t}) pour A = 4,,).
On a
ui € D(A(H))
et

uf —uf € 8, (A(t)uf +op).

Autrement dit, il existe 21 € A(t])u?, tel que

uy —uy = 0p(—27 — ). (3.34)
Maintenant, nous procédons comme ci-dessus. Pour ¢ = 1,...,n, on prend
sp € Projs(ui’) C SN D(A(t})). (3.35)

Clairement, par (1.17) et Remarque 1.9.19
u; —s; € Nng(A(tg))(S?)-

Donc par (3.29), il existe w]" € A(t])s? N mB et v]" € G(t}, s}), tel que

)

(—w! — vl ul — st <0. (3.36)
Soit
n . TN n ny __ A(t?+1) n n
uiy = Ji (uf = 6n0f) = Jy, (u = 0ny}"). (3.37)
Il en découle
ui € D(A(t0)) (3.38)
et " "
A
B e A July o (3.39)

Alors, il existe 2", € A(t],)ui',, tel que

n n __ n n
Uipr — Uy = 5”(_Zi+1 — ;).

(3.40)
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e (HY), (HA), (HZ), (3.33), (3.37), (3.38) et Lemme 1.8.24, on a

ey = ul < N (= 0nvy') — TP ()| + 17 (uf?) — '
< Sullv |+ Onll A%t i | + dis(A(t 1), A(t}))
/0 (L A0z ) dis (At ). A(er))
< 0uM + bue(l + [u]]) + a8y + 1/ (02)2(1 + o1 + [ul]))a
<M+ e+ at+Va(l+c)+ (1 +Va)llup]]o, =: (e1 + caflui|)dn. (3.41)

Ce qui implique que,
i’y | < ey — w4+ lluf]] < erdn + (1 + cadn) [[uf]]

En utilisant le Lemme 1.10.2 et (3.33), nous obtenons 'estimation suivante :

i—1 i—1
| < (luoll +¢1) Y dnexp (2> 6n) < (luoll + )T exp(eaT) =: cs. (3.42)
k=0 k=0
En remplagant (3.42) dans l'inégalité (3.41), il en résulte que
Hu?Jrl - U?H < (Cl + 0263)571 = Klén (343)

A partir de cette derniére estimation, (3.40) et (H%), on obtient

Il < ———+ [l < Ks +- M = m. (3.44)
n
Maintenant, en tenant compte du fait que pour i = 0,...,n — 1, w € A(t}')s! et

ziy € A(t )ui, |, en utilisant la définition de la pseudo distance de Vladimirov 1.8.20,
et les relations (3.36) et (3.40) et le fait que s € S, nous avons

dg(uiyy) < Il — sP17 = lufyy — wf I + lluf — 717 + 2uiy — uf'yuf? — s7)

= [lu, — u |+ [Juft — s7]1° + 25n< — Zi4y — U uf — 3?>

= llufyy = wfl” + i = PP + 200 = 24y +wi uf = s7) +20,( — wi — o}, uf! — s7)

< Hu?ﬂ_U?||2+||U?_3?H2+25n< Ziv Fwiud —udy Fugy — s >

= [lu, — u ||+ [Juft — s7]1” + 25n< Zi T wiug — U?+1> + 25n< Zig1 T Wi Uy — 5?>
< iy — I + dg(uf’) + 20, ([ | + lw Dl = ui

+ 20ndis(A(t ), AE)) (1 + lwi | + 1285 1D)-

D’ou,
dg(uiyy) — d5(uf) < Jluipy =} |” + 20a (lwf | + 1|27 D l[uf — u?
+ 20ndis(A(t ), AW)) (L + [lwi’ [+ (127 1]).
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De cette derniére inégalité, on obtient

dg(u) = dg(uo) = dg(uf') — d§(ui'y) + d(uy) — dg(ui'p) + -+ + dg(uy) — d§(uo)
<l = w1 4 200 (lwity |+ 127 D1 — ity |
+20ndis(A(t]), A(t1)) (1 + lwiy |+ [127]])
+ iy = o 4 200 (i o | + [l DIy — uit|l
+ 200 dis(A(t1), A-2)) (1 + lwisf| + [|224]])
+o Al = uol® + 20, ([lwg |+ 27 D luf — ug

+ 20ndis(A(7), A(t)) (1 + [Jwg || + [[21]])-
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En utilisant, le fait que ||w}'|| < m et les relations (3.33), (3.44), (3.43) ainsi que
I'hypothése (HY), il en résulte que pour i = 1,...,n,

dg(u?) — dg(uo) <) (HU? = [1* + 20n (il + 127 Dl — gy |
j=1

o+ 26udis(A(]), AWE-))(1+ ]| + [1271))

< Z((K15 + 201 (0n)*(lwj o || + 11251 + 20(80)*(1 + [wj s || + [151)

) T? _ T? _
§ K—+2K1—( + 1) + 20— (1 4+ m +m))
n

T? T2 T?
(Kz— + 2K1—(m +m) + 2a—(1 +m+1m))
T2 T2 T2
(K2 +2K1—( +m)—|—2aﬁ(1+m+m))
T2 T2 T?

< K2— + 2K1—(m +m) + 2a—(1 +m+m)
1 1
= —(K{T? 4+ 2K T?(m + m) + 2aT*(1 + m +m)) =: —p3,
n n
avec 3= K2T? 4+ 2K, T*(m + m) + 2aT*(1 +m + m). Puisque uy € S, i.e., dg(ug) = 0,

on obtient pour i =1,...,n,

dg(uf) < 5 (3.45)
Ensuite, pour tout n > 1, nous définissons les applications vy, Sy, yn : I — RY comme
suit : pour ¢t € [, [, 1 =0,...,n — 1,
n l __t? n n n n
Un(t) = uj + —(U’i—l—l Uy )a sn(t) =57, ya(t) =0} (3.46)
iy —
Clairement, les applications v, sont absolument continues avec v, (t]') = u, et pour
t E]t?,t2+1[
9 1 n n
De (3.43), on a
|lo.(®)]| < K1 pp.tel (3.48)

A Taide des fonctions 6, et ¢, données par la relation (3.14), l'inclusion (3.39) avec

(3.47) et I'inégalité (3.45), peuvent étre réécrites sous la forme continue suivante :

—0,(t) € A(0,(1)vn(0n(t)) + yu(t) pptel, (3.49)

avec

Un(t) € G(on(t), sn(t)) Vtel, (3.50)
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et
Bloal0n(t))) < -5 (3.51)

Dans ce qui suit, nous montrons la convergence uniforme de la suite (vy,),.

Pour t,s € I (s < t), nous avons

t
[vn(t) — va(s)]| < / [0 (T)|[dT < KA (t = s), (3.52)
et
t
[va (O < [luoll +/0 [0 (s)llds < [Juoll + KiT =: Ko.

Par le Théoréme d’Ascoli-Arzela 1.4.10, nous concluons que (v,), est relativement com-
pacte. Ainsi, on peut lui extraire une sous suite, qui converge uniformément dans C'(1, R%)

vers une application u € C(/, ]Rd). Ce qui signifie que,
|vn — ullc — 0 asn — +o0. (3.53)
De plus, a partir de (3.52) et (3.15), (3.16), pour t € [
|0n(0n(t) — va ()| —> 0 et JJuu(on(t)) — va(t))] — 0 lorsque n — 400,  (3.54)
et (3.54), (3.53) impliquent que
|vn(0,(2)) —u(t)|| — 0 et ||vn(Pn(t)) — u(t)|| — 0 lorsque n — +oo. (3.55)

En passant a la limite lorsque n — +oo dans 'inégalité (3.51), en utilisant (3.55) et la

continuité de la fonction ds(-), on obtient que d%(u(t)) < 0, ce qui montre que
u(t) € S pour tout t € I. (3.56)

D’autre part, en vertu de la relation (3.48), la suite (¢,(-)), est bornée dans L*(1,R%).
D’oi, on peut extraire une sous suite notée aussi (0,(+)), et qui converge faiblement dans
L*(I,RY) vers u(-).

I nous reste & montrer que u est une solution du probléme (3.5).
Pour montrer que u(t) € D(A(t)) pour t € I, on procéde comme dans la preuve du Théo-
reme 3.2.5.
Maintenant, pour tout ¢ € I, on a (en prenant en compte le fait que s, (t) € Projs(va(¢n(t)))

(voir relation 3.35)

[[8n(t) = w(®)]] < [Isn(t) = vn(Gn(O)]| + [0n(Dn(t)) — u(t)]]
= ds(vn(Pn())) + [lva(Dn(t)) — ut)].
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Ainsi, en passant a la limite quand n — +o0, en utilisant (3.56) et (3.55), il en résulte

que pour tout t € I,
|sn(t) — u(t)|| — 0 lorsque n — +o0. (3.57)

D’autre part, la relation (3.50) et (#Z) montrent que la suite (y,(-)), est bornée dans
L*(I,RY), on peut alors lui extraire une sous suite notée aussi (yn(-))n, qui converge
faiblement vers une certaine application y(-) € L*(I, R?). Ensuite, d’aprés le Théoréme de
Mazur 1.4.9, il existe une suite (£,(-)), tel que pour chaque n € N, &, (+) € co{yx : k > n}
et &,(+) — y(-) fortement dans L*(I, R?). Par conséquent, nous pouvons extraire de (&,()),
une sous suite qui converge presque partout vers y(-). Autrement dit, il existe un sous-
ensemble N’ C [0,7] avec une mesure de Lebesgue nulle (négligeable) et une sous suite

(ny)p de N tel que Vit e I\ N’
lim &, (t) = y(1).

p—00

Ainsi, pour t € I\ N, on a
y(t) € Oeolu®) k2 C NeolGon(t)sult) s b2y},
peEN peEN
Puis, & partir de (3.57), pour tout £ € R?,

(& y@)) < 6°(, G(on(t), se(t)) VpeN, Vk>mn,,

par conséquent, en utilisant (H¢,), (3.57) et (3.16), on obtient

(&, y(1)) < limsup 6™(, Gk (1), k(1)) < 6°(€, Gt u(t))). (3.58)

k—+o0

De (3.58) et puisque G est a valeurs convexes, fermées nous concluons par le Théoréme
1.2.9 que
y(t) € G(t,u(t)) pp.tel.

Pour terminer la preuve, nous vérifions, par ['utilisation de (3.49), que
—u(t) —y(t) € A(t)u(t) p.ptel.

La preuve de cette derniére inclusion est similaire a celle dans la preuve du théoréme 3.2.5.

Puisque y(t) € G(t,u(t)) pour presque tout ¢ € I, il en résulte que
—u(t) € A(t)u(t) + G(t,u(t)) pp.tel,

avec u(0) = ug et u(t) € D(A(t)) pour tout t € I. Cela montre que u(-) est une solution
du probléme (3.5), et puisque u satisfait (3.56), nous concluons que S est faiblement in-

variant pour (3.5). [ |
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3.4 INVARIANCE FORTE.

Le résultat suivant est utile dans la preuve de notre prochain Théoréme.

Théoréme 3.4.1 (Théoreme 3.2 [12])
Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) c R = R? un opérateur mazimal monotone
satisfaisant (HY) et (H3). Soit f: I x RY — R? une application mesurable sur I vérifiant

(i) Pour tout R > 0, il existe une fonction positive ar € L'(I,R) tel que
1f(t.2) = f(t.y)ll < ar(t)lle —yll Vtel, Va,ye B(O,R),

(17) il existe une constante positive M tel que pour tout t € I et x € R4
(& 2)]| < ML+ [|l]).
Alors, pour tout ug € D(A(0)), le probleme suivant :

—u(t) € A(t)u(t) + f(t,u(t)) pp.tel
u(t) € D(A(t)) vtel (3.59)

(
u(0) = o,

admet une unique solution Lipschitzienne u. De plus, ||[u(t)|| < K p.p.t € I,

ou K est une constante positive dépendant des données.

Théoréme 3.4.2

Soit pour tout t € I, A(t) : D(A(t)) ¢ R* = R% un opérateur mazimal monotone
satisfaisant (HY) et (H?). Soit G : I x RY = R? une multi-application a valeurs non
vides, converes et fermées satisfaisant (H), (Hg) et (HE).

Soit S un sous ensemble fermé de R?, tel que S N D(A(t)) # O pour tout t € I. Soit
up € SN D(A(0)).

Si S est fortement invariant pour (3.5), alors, pour toutt € I, on a

sup ( inf (—w—v,p)) <0 Vpe NE(A(t))mS(x), Ve e SND(A(t), (3.60)

veG(t,x) wEA(t)zNMB

c’est-a-dire,

sup (—v,p)+ inf  (—w,p) <O Vp € Njauns(e), Vo € SN D(A(L)),
veG(t,x) weA(t)zNmB

avec m = max{K + M,c(1 + ||ug|l| + TK)} et K est une constante qui dépend de
llwoll, ¢, M, et T'. Si de plus, on suppose que ¥Vt € I,¥Yx € D(A(t)),Je > 0 tel que

Projs(y) € SN D(A(t)) Yy € B(zx,e),

Uinverse est aussi vrai, i.e., la relation (3.60) implique que S est fortement invariant.
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Remarque 3.4.3
Observons, qu’en posant R(t,z) = A(t)x " mB, la relation (3.60) s’écrit

He(t, @5 —p) + hp(t,z;—p) <0 Yp € Npauns, V2 € D(A(1)) NS,
avec Hg est le Hamiltonien supérieur de G et hgr est le Hamiltonien inférieur de R.

Preuve

Condition nécessaire.

Soit t € I. Fixons T € D(A(t))NSetp € NIDJ(A@))QS(E). Comme G est a valeurs compactes,
il existe v € G(¢,T) tel que

<_@7]_?> = SU-P <_U7]_?> (361)
veEG(L,T)

(voir Théoréme 1.1.4).
En appliquant le Corollaire 3.2.4, nous pouvons affirmer 'existence d’une sélection lip-

schitzienne de GG, on la note ¢, tel que
o(t,T) = . (3.62)

Ensuite, nous obtenons une solution unique Lipschitzienne, u : I — R% du probléme

d’évolution suivant (voir Théoréme 3.4.1)

—u(t) € A(t)u(t) + o(t,u(t)) pp.tel
u(t) € D(A(t)) Viel (3.63)
u(0) = up,

qui satisfait I’estimation suivante :
la(t)| < K pp.tel

avec K dépend de ||ug||, M,c,ac et T.
En utilisant 'invariance forte de S par rapport a (3.5), on obtient l'invariance forte de S
par rapport a (3.63). Ce qui implique que S est faiblement invariant par rapport a (3.63).
Ainsi, en appliquant le Théoréme 3.3.1, on obtient, pour tout ¢t € I,

inf  (—w—¢(t,x),p) <0 Vpe NJDD(A(t))mS(x), Vz € D(A(t)) N S.

weA(t)zNmB

En particulier, si on prend ¢ = ¢, x = T et p = p, on obtient de (3.62),

inf  (—w—71,p) <0.
weA(t)zNmB
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D’ou, la relation (3.61) implique que

sup (inf (~w-wv,p)) <0.
veG(Ez) wEA(R)TNMB

Puisque ¢, T et p, ont été arbitrairement choisis, (3.60) découle immédiatement. |

Condition suffisante.

Dans cette partie de la preuve nous supposons que : Vt € I, Vo € D(A(t)), de > 0 tel que

Projs(y) € SN D(A(t)) Vy € B(z,e€). (3.64)

Soit u : I — R? une solution du probléme d’évolution (3.5). Alors, il existe une appli-

cation mesurable g(-) : I — R? tel que,

g(t) € G(t,u(t)) pp. tel

et
—u(t) € A(t)u(t) +g(t) pp.tel
u(t) € D(A(t)) Vtel (3.65)
u(0) = up.

De plus, on a déja montré que u est Lipschitzienne et est une limite uniforme de la suite
(vn)n définie par relation (3.12) (voir Proposition 3.2.6).

Maintenant, pour chaque n € N, nous définissons la fonction 7, : I — R par
M(t) == di(v,(t)) Vtel

Il est clair que la fonction 2 — d%(z) est Lipschitzienne sur chaque ensemble borné de
R?. En effet, soit B un borné de R? et soient z,y € B, sachant que ug € S

|d5(x) — d5(y)| = lds(z) — ds(y)lds(z) + ds(y)|
< [lz = yll(lds ()] + |ds (y)])
< |lz = yll([le = uoll + lly — woll)
< llz = yllClluoll + Il + [lyl]) < llz = yll(2lluoll + 27)

r étant la borne de B. De plus, puisque v,(-) est Lipschitzienne sur I, nous concluons
que la fonction 7,(+) est également Lipschitzienne sur I. Donc, il existe T,, C I, un sous-
ensemble négligeable, tel que la fonction 7, (-) est différentiable sur I\ T,,.
Soit t € (I'\ %(Tn U N,)) (N, donné par la relation (3.17)). Sachant que :
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(1 —v(t
on(t) = lim 2+ 8) = v(®)
s—t S

on obtient

ou bien sv,(t) = v,(t+s) —v(t) +o(s), alors du Lemme 3.2.2,

d2 (v (t 4 5)) = dg(va(t) + 0, (t)s 4+ 0(5)) < d%(va(t) + 0u(t)s) + o(s?)
< (ds(vn(t)) + dg(va(t); 0 (t)s) + 0(s))* + o(s?)
< d5(va(t)) + 2ds (v (1)) dg (vn(t); 00 (t)s) + 0(s%). (3.66)

D’autre part, par la définition (1.9.6) et le Lemme 3.2.1, on aura pour chaque n € N,

dS(Un(t))dg(UN(t)3 i)n(t)) < dS(“n(t))eneagll?én(t))<€nv Un(t»

< max Un(t) — 2n, Un(1)). 3.67
< ((0) = s dalt) (3.67)
En utilisant (3.17), on peut écrire 0,(t) = —g(t) — w,(t), p.p. t € I, tel que w,(t) €

A(0,(1)vn(0,(t)) p.p. t € I et de (3.21),
[wn @] < lon (@I + lg@®l < K+ M <m

c’est-a-dire
w,(t) € A(6,())v,(6,(t)) NmB pp. t eI (3.68)

Maintenant, puisque v, (¢, (t)) € D(A(pn(t))), de (3.64), il existe € > 0 tel que pour tout
tel,
Projs(y) € SN D(A(on(t)) Yy € Blva(dn(t)), €)-

Par conséquent, en observant que de (3.22), (3.16), pour n assez grand, nous avons
[0 (9n(t)) — va(t)|| < K& <€ VEe,

ce qui signifie que v, (t) € B(v,(¢n(t)), €), alors nous pouvons prendre z,, € Projs(v,(t)) C
SN D(A(¢n(t))). D’autre part, par (Hg,), et comme G est a valeurs compactes et g(t) €
G(t,u(t)) p.p. t € I, on peut choisir g, (t) € G(¢,(t), z,) tel que

l9(2) = gn (D] < Lo(lt = on ()] + [lu(t) — 2u]). (3.69)

En effet, on a pour chaque n € N, fixé et pour tout ¢t € I, fixé

A9, Glou(t)2)) = inf - lan(t) = (0]

alors Ve > 0, 3y (t) € G(¢p,(1), z,) tel que

[y (8) — g (D) < d(g(t), G(¢n(t), zn)) + €
< La(|t = on(O] + u(t) = zal]) + ¢
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1
on prend € = — (m > 1) on aura l'existence d’une suite (y'(t)),, C G(dn(t), zn)
m

Iy (1) — 9@l < Lot — du(®)] + [[ult) — za) + %

Comme G est a valeurs compactes on peut extraire de (y,'(t)),, une sous suite qui converge
vers un élément y,,(t) € G(¢n(t), z,), alors par passage a la limite lorsque m — oo, nous

obtenons

[yn(t) — g < La([t = dn(t)] + [[u(t) — 2n])-
Alors, en posant y,(t) = g,(t) € G(¢n(t), z,), on a

lgn(t) — 9Ol < La(|t = dn(B)] + [[u(t) — 2nl])-

Aussi, on sait que v,(t) — 2, € NE(z,) C Nng(A(%(t)))(zn) (voir Remarque 1.9.19), par
la condition suffisante exprimée par (3.60), il existe w/,(t) € A(¢n(t))z, N mB tel que

(Up(t) — 2p, —gn(t) — W, (1)) <O. (3.70)

De plus, par la derniére inclusion, (3.68) et par 'utilisation de la définition de la pseudo-
distance de Vladimirov (1.8.20) et (H}), il en résulte

(L + lwn ()] + llwy, (8) [ dis (A(Bn(1)), Aa(t))

(Un(0n(t)) = 20, W) (1) — wa (1)) <
< a(l+ [[wn (@)l + lwy, (0)])6n(t) — én(D)]

Par conséquent, a partir de cette derniére inégalité, (3.69) et (3.70), on obtient pour

presque tout t € [

(0n(t) = 20, 0n(t)) = (vn(t) = 20, —g(t) — wn(t))
= (n(t) = 20, =g(t) + g (1)) + (vn(t) = 20, —wn(t) + wy, (1))
+ (on(t) = 2, —gn(t) — wi (1))
< {on(t) = 20, =9 (1) + g (1)) + (0n(t) = 0a(0n(1)), —wa(t) +w, (1))
+ (on(On(t )) Zn; —wn (1) + w, (1))
< Le(lt- ¢n(t)| + [[u(®) = zalDl[on(t) = zall + [va(On(2)) = va(t) [wn(t) — w, @]
+ oL+ lwn @) + 1w, ()]0 (2) — o (t)]
< La(lt = n(®)] + lu(®) = va®)Dllvat) = zull + Lelloa(t) — 2a]®
+ [on(0n () = on @ Nlwn @ + lwr, (1) + a1 + [[wna (@) |+ [[wy, (0)])]0n () — én(D)]
= La(t — du(t)] + lu(t) — va(t)[Dds(va(t)) + Ladd(va(t))
+ a0 (8)) = oa @Ol Nl (Ol + [y, (1) + a1 + [Jwn () | + lwy, (0 ID16n(E) — ¢n(t)]

= Ladi(va(t)) + AL(2), (3.71)
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An(t) = La(|t = on()] + u(t) = va (D) ds(va(t)) + [lva(On(t)) = va (Ol ([[wn (B + [lwy, (E)]])
+ ol + lwa ()] + 1w, () D10 (2) = n(t)]-

Comme uy € S, a partir de (3.22) on a, dg(v,(t)) < [Jug—v,(t)|| < KT. Alors, en utilisant
(3.15), (3.16), (3.22), (3.24) et le fait que [Jw,(t)|| < m et ||w) (t)]] < m, il est clair que

A, (t) — 0, lorsque n — +o0.

De plus, A, (-) est intégrable. A partir de (3.66), (3.67) et (3.71), il vient que pour presque
tout t € 1
Mt +8) < 0u(t) + 2Lana(t)s + An(t)s + o(s?),

ce qui est équivalent a

Mn(t +5) = 1n(t)

< 2Leny(t) + An(t) + o(s),
quand s — 0, on obtient
in(t) < 2Lana(t) + An(t) pp.tel.

Par application du Lemme de Gronwall 1.10.4, en tenant compte du fait que 7,(0) =

d%(up) = 0, il en résulte que
t
Na(t) < eQTLG/ A, (s)ds Vtel.
0

Par le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue 1.5.1, nous concluons que

lim 7,(t) = 0 pour tout ¢ € I, ce qui implique que

n—-4o0o

E(ut) = lim dd(v(t)) = lim 5,(t) = 0.

n—-+o00 n—-+00

I en résulte que, u(t) € S pour tout t € I. C'est-a-dire, S est fortement invariant par
rapport au probléme (3.5).
Ceci termine notre preuve. [ |
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons étudié I'existence de solutions ab-
solument continue d’un systéme dynamique de deux inclusions différentielles, toutes les
deux régies par des opérateurs maximaux monotones dépendant du temps et de 1’état et
avec perturbations multivoques. Aussi, nous avons donné deux applications I'une & un
probléme de minimisation et 'autre & un probléme de type Skorohod. Comme deuxiéme
partie, nous avons donné, en dimension finie, des caractérisations a 'invariance faible et
forte des ensembles fermés par rapport a une inclusion différentielle régie par un opéra-
teur maximal monotone qui dépend du temps ainsi que son domaine, et avec perturbation
multivoque.

Dans les perspectives proches, nous allons essayer d’étendre les résultats obtenus a la
dimension infinie, et de donner des caractérisations a l'invariance faible et forte des en-
sembles fermés par rapport a un probléme d’évolution plus général,i.e., quand I'opérateur

dépend du temps et de I’état.
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Abstract

In this thesis we study, on the one hand, the existence of absolutely continuous
solutions to a dynamical system composed of two differential inclusions, both of
them governed by maximal monotone operators depending on the time and on
the state, with multi-valued perturbations. Applications to an optimal control
problem and Skorohod problem are also given. On the other hand, we give, in
finite dimensional setting, the characterizations of weak and strong invariance of
closed sets with respect to a differential inclusion governed by time-dependant

maximal monotone operators with multi-valued perturbation.
Resume

Dans cette thése nous étudions, d'une part, I'existence de solutions absolument
continues d'un systeme dynamique composé de deux inclusions différentielles,
toutes les deux gouvernées par des opérateurs maximaux monotones dépendant
du temps et de I'état, avec perturbations multivoques. Des applications a un
probléme de contrdle optimal et a un probleme de Skorohod sont aussi présentées.
D'autre part, nous eétudions, en dimension finie, des caractérisations de
I'invariance faible et forte des ensembles fermés par rapport a une inclusion
différentielle gouvernée par des opérateurs maximaux monotones dépendant du

temps avec perturbation a valeurs multivoques.



