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RESUME

Dans cette these, nous nous intéressons a I’étude de quelques systemes d’équations aux diffé-
rences.
Dans un premier lieu, on s’intéresse a deux systemes définis par la somme et le produit de deux fonc-
tions homogenes de degré zéro. Pour ces deux systemes, nous étudions la stabilité globale des points
d’équilibre, I’existence des solutions périodiques et oscillatoires.
En deuxieme lieu, nous nous intéressons a la résolution explicite d’un systeme rationnel d’ordre su-
périeur. En utilisant les formules explicites de ses solutions, nous étudions le comportement asymp-

totique des solutions et on donne aussi des conditions pour I’existence des solutions périodiques.

Mots clés : Systemes d’équations aux différences, fonctions homogenes, stabilité locale et glo-

bale, comportement asymptotique des solutions, solutions périodiques, solutions oscillatoires.
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ABSTRACT

In this thesis, we are interested in the study of some systems of difference equations.
Firstly, we are interested in two systems defined by the sum and the product of two homogeneous
functions of degree zero. For these two systems, we study the global stability of the equilibrium
points, the existence of periodic and oscillatory solutions.
Secondly, we are interested in solving explicitly a higher order rational system. Using the obtained
formulas, we study the asymptotic behavior of the solutions and we give conditions for the existence

of periodic solutions.

Key words : Systems of difference equations, homogeneous functions, local and global stability,

asymptotic behavior of solutions, periodic solutions, oscillatory solutions.
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INTRODUCTION

Le domaine de recherche sur les équations aux différences ne cesse d’attirer, I’attention des cher-
cheurs depuis plusieurs décennies. Cela peut tre expliqué par le fait que ce type d’équations est utilisé
dans la modélisation de plusieurs phénomenes réels dans différents domaines de notre vie. En effet,
un tres grand nombre d’ceuvres (articles, livres) est dédi€ a cet axe de recherche, voir par exemple, les
références [1,/7,(11,16,26,27,29,31132.[37,44]. Notre these est une contribution a cet axe de recherche.

En particulier, un grand intérét est accordé au comportement global des solutions d’équations et
systemes d’équations aux différences définis par des fonctions homogenes. Par exemple, dans [[19]],

[38] et respectivement [39]], les auteurs ont étudié I’équation aux différences

Xp+1 = f(xn/ xn—l)/n = O/ 1/ ceey (1)

f: 10, +00[* — 0, +00]

est la fonction rationnelle homogene partiuliere de degré zéro donnée par

k-1
ax* +b Z Xy + eyt
=1
flxy) = pary ,
Axk+ B Z Xy + Cyf

=

ax® + bxy* + cx*y + dy?
f(x’y):Ax3+Bx2 2 3
y* + Cx?y + Dy

et respectivement
) = ax* + bxy® + cx?y? + dx3y + eyt
fey) = Ax* + Bxy® + Cx?y? + Dx3y + Ey*’

1



Introduction

Dans ces références, les auteurs ont établi des résultats sur la stabilité de I’unique point d’équilibre
X = f(1,1) de (I) dans chaque cas, d’autres résultats sur la (non)-existence des solutions périodiques,
ont été aussi démontré. Dans [30], Moaaz et al., ont étudié 1’équation aux différences (1)), avec f est
une fonction continue et homogene de degré zéro quelconque. Comme généralisation de ce travail,

Touafek dans [41], a été intéressé au comportement global du systeme de second ordre défini par

Xn+1 = f(Wn, Yn-1),  Yne1 = 9(Xn, X4-1), n €N, (2)

ou f,g: 10, +0o[> —> 10, +oo[ sont des fonctions continues et homogenes de degré zéro. Ensuite,
Touafek et al. ont étudié le cas tridimensionnelle du systeme dans [42].
On peut trouver, par exemple, d’autres modeles d’équations aux différences définies par des fonctions
homogenes de degré zéro, dans les références [3,[8-10,/13,25] et [33]].

Motivé et inespéré par ces travaux, on s’intéresse dans le deuxieme chapitre de cette these a
I’étude des deux systemes d’équations aux différences définis par la somme et le produit des fonctions

continues et homogenes de degré zéro suivants, voir [5,/6],

Xn+1 = f1(%n, Xn=1) + oY, Yn-1), Yus1 = 91(Xn, Xn=1) + G2(Yn, Y1), 1 € IN
Xn+1 = f1(n, Xn=1)- f2o(Yns Yn=1)s Y1 = 91X, Xn=1)-92(Yn, Yn—-1), n € N

ou fi, fo, g1, 92+ 10, +oo[? —> ]0, +00[. Pour ces deux systemes, on étudie la stabilité globale de

I’unique point d’équilibre correspondant, i.e.,

(f,y) = (fl(1; 1) + f2(1/ 1)/91(1/ 1) + 92(1/ 1))

et
x,y) = (11, 1).£2(1,1), 91(1,1).92(1, 1)).

En outre, des conditions garantissant 1’existence des solutions périodiques et oscillatoires ont été
établi.
Notons que pour assurer I’ attractivité globale de nos points d’équilibre, des théorémes de convergence
ont été démontré dans le premier chapitre, qui contient aussi quelques notions et résultats de base
nécessaires pour la réalisation de notre these.

Dans une autre direction, les chercheurs s’intéressent aussi a trouver la forme explicite des solu-
tions des équations aux différences, en général cela est une tache difficile, car on a pas une procédure

systématique a suivre. L'intérét pour cette direction, s’explique par le fait que s’est on connait la forme

2
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explicite des solutions, alors on peut déduire facilement le comportement du phénomene modélisé par
I’équation aux différences correspondante : comportement asymptotique, périodicité et I’ oscillation.
Pour des modeles concrets, on pourra consulter les références suivantes : [2,|14,|17,20-23,28,|35, 36,
40,43,45,46]]. Dans le dernier chapitre, on va résoudre le systeme d’équations aux différences de type

rationnel (non linéaire) avec puissances donné par

ay, + By, ax, +bx!_
Xp41 = xn_kal, Yn+1 = yZ_kal/ neN, k,p,q>0, (3)
YYn T O0Y, 14 CXn + A%, 44

0

ou les parametres a,b,c,d, a, 3,7, 0 et les valeurs initiales {xi}iz_(k+1),

10
{yl}z’=—(k+1) sont des nombres
réels strictement positifs.
Dans la réalisation de cette partie de la these, nous étions motivés par les références suivantes :
[18,34]. Notons aussi que 1’idée est de ramener le systéme non linéaire via des changements sur les

variables a un systéme linéaire, puis déduire les solutions du systeme d’origine a partir des solutions

du systeme linéaire correspondant.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET QUELQUES
THEOREMES DE CONVERGENCE

Dans ce chapitre, nous présentons, dans sa premiere partie, quelques définitions et résultats connus
qui seront utilisés dans les chapitres de cette these. La deuxiéme partie est consacrée a quelques
théoremes de convergence pour deux systemes, le premier est défini par la somme de deux fonctions
homogenes de degré zéro, cependant I’autre est défini par le produit de deux fonctions homogenes de

degré zéro. Pour plus de détails, vous pouvez consulter [[12}/15],24]].

1.1 Préliminaires
Concidérons le systeme d’équations aux différences suivant

Xn = (xn/"'lxn—kl nrt "y n—k)/
n=f / / neN. (1.1)

]/n+1 = g(xn/ s Xn—ks yi’l/ Tty yi’l—k)/

2%+1) 5 T sont des fonctions continues, I € Ret xg, -+, X, Yo, , Y-k € I sont les valeurs

ouf,g:

initiales.
Définition 1.1.1 Un point (x,y) € I? est dit point d’équilibre du systéeme (T.1)) si

x=f(x...,5y,....,y)ety=9Xx,...,X,Y,...,Y)

4



1.1. Préliminaires

Définition 1.1.2 Soit (x,, Yu)n>—-k une solution du systeme (1.1). On dit que la suite (x,);>—k (resp.

(yn)nz—k) oscille autour de x (reSp, y) §i

(= X)(pa1 = %) <0 (resp. (Y = Py = ) < 0).

On dit que (X, Yn)n>—k est oscillatoire autour de (X, Yy) si (X,)n>— oscille autour de X ou (Yn)n>—k

oscille autour de V.

Définition 1.1.3 Une solution {(xX, Yn)}nz—k du systéme (L)), est dite éventuelement périodique de

période p € IN*, s’il existe un entier ny > —k tel que
Xnsp = Xns Ynap = Yn, Y112 Ho.
Si ng = —k, la solution est dite périodique.
En prenant k = 1 dans le systeme (I.1]) et [ = ]0, +oo[, on obtient le systéme suivant

Xn+1 = (xnrxn—r nr Yn— )/
n=f b N (1.2)

Yus1 = 9(Xn, Xn=1, Yn, Yn-1),

avec f,g : 10, +<>0[4 — ]0, +oo[ sont des fonctions continues et xo, X_1, Yo, Y-1 € ]0, +oo[ sont les
valeurs initiales.

Le systeme (I.2)) peut s’écrire sous la forme vectorielle suivante
Xn1 =F(Xy), n=0,1,..., (1.3)
avec Xo = (X0, X1, Yo, Y1), Xu = (Xn, X1, Y, Yn1) € 10, +00[* et
F : 10, +oo[* — 10, +oo[*
est une fonction continue définie par
F(Xy) = (£ Gons Xuct, Yo Y1), Xy 906, Xnt, Yoo Y1), Y )-
Ona

(X, ) est un point d’équilibre de ([.2) < X = (¥, ,V, V) est un point d’équilibre de (T.3).



1.1. Préliminaires

Définition 1.1.4 Soir X un point d’équilibre du systéme (L.3) et ||.|| une norme.

1. Le point d’équilibre X est dit stable (localement stable) si
Ve >0, 30 >0, VX €10, +0o[* : [|Xo — X|| < 6 = [|IX,, — X|| < ¢,

sinon, X est dit instable.

2. X est dit asymptotiquement stable s’il est stable et

dy > 0,¥X, €10, +00[*: |1 Xo - X|| <y = lim X, = X.

n—+oo

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif si
VX, €10, +oo[* : lim X, = X.

4. Le point d’équilibre X est dit globalement (asymptotiquement) stable s’il est stable et globa-

lement attractif.
Définition 1.1.5 Supposons que F € C(]0, +co[*). Le systeme défini par
Yo = Jr(X)Y,, n €N,

avec Y, = X, — X et Jr est la matrice Jacobienne de F en X, est appelé systeme linéaire associé a

(T3) autour du point d’équilibre X.
Théoréeme 1.1.1 1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne [r sont de module

strictement inférieur a 1, alors le point d’équilibre X est asymptotiquement stable.

2. Si, une des valeurs propres de la matrice Jacobienne [, est de module supérieur a 1, alors le

point d’équilibre X est instable.
Définition 1.1.6 Une fonction f : ]0, +oo[? — 10, +o0[ , est dite homogeéne de degré m € R si
V(u,v) €10, +00[*, YA >0: f(Au, Av) = A" f(u,v).

Théoréme 1.1.2 (Théoréme d’Euler) [4]

1. Soit f : 10, +oo[? = 10, +09[ une fonction de classe C'. Alors, f est homogene de degré m si
et seulement si

Jf
u

(u,v) +va—f(u v) = mf(u,v), (u,0) € 10, +oo[>.

" dv

6



1.2. Quelques théoremes de convergence

2. Soit f : 10, +oo[? — 10, +oo[ une fonction de classe C . Alors, si f est homogéne de degré m,

d d N P
alors —af et —af sont homogenes de degré m — 1.
u (%

Maintenant, considérons les deux systemes suivants

Xn+1 = f1(Xn, Xn=1) + 2 (Yn, Yu-1)s Yne1 = 91(Xn, Xu=1) + G2(Yn, Yn-1), 1 € N (1.4)

et
Xne1 = fi(Xn, Xn=1) o (Y, Yn-1), Y1 = 91(Xn, Xn=1)92(Yn, Yu-1), 1 € IN, (1.5)

ou les valeurs initiales x_j, Xo, ¥-1, Yo € ]0, +oo[ et les fonctions f1, f>, 91,92 : 10, +<>0[2 — 10, +o0[
sont continues et homogenes de degré zéro.
Afin d’obtenir les résultats sur I’attractivité globale des points d’équilibre des deux systemes (1.4) et

(I.5)), on présente les théorémes de convergence généraux suivants.

1.2 Quelques théoremes de convergence

Cette partie est consacrée a des théoremes de convergence pour deux systemes d’équations aux
différences, le premier est défini par la somme tandis que le deuxieme est défini par le produit de deux
fonctions homogenes de degré zéro. Ces théoremes seront utiles dans la démonstration de I’ attractivité

globale des points d’équilibre des systemes (|1.4) et (1.5).

1.2.1 Théoremes de convergence pour le systeme (1.4)

Considérons le systeme (I.4) et soient 1y, h; : 0, +oo[* — 0, +o0[ les fonctions définies par

hl(u/vr t,ZU) = fl(I/l,U) +f2(?/U, t) (16)
et
ho(u, v, t,w) = g1(u,v) + ga(w, t). (1.7)

ou f1, fa, g1 et g, sont les fonctions définies dans (I.4).
Soit (x, y) € ]0, +oo[? un point d’équilibre pour le systéme (T.4). On a

x=mxxyy) =[x+ f(y,))
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et
Yy =Xy, y) =g+ g9, Y)

Comme les fonctions f1, f», g1 et g» sont homogenes de degré zéro, alors

x = ALD+LA,1)=m1,1,11),
y = 91(1/ 1) + 92(11 1) = h2(1/ 1/ 1/ 1)/
d’ou,
(EI y) = (h1(1/ 1/ 1/ 1)/ h2(1/ 1/ 1/ 1)) (18)

est I’'unique point d’équilibre du systeme (1.4).

Théoréme 1.2.1 Considérons le systeme (1.4). Supposons que les hypothéses suivantes sont vraies :

1. (Hy) : 1ls existent a, b, a, p € 10, +o0[ tels que
a<h(,vwt)<b a<huowt)<p, Yu,vw,t) €0, +oo[*

2. (Ha) : hy et hy sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t pour tous u

erw.

3. (Hs) : Si (my, My, my, My) € [a,b]* X [, B est une solution du systéme

my = hl(mllermZIMZ)/
Ml = hl(MllmllMZI mZ)/
my = h2(mllM1/m21M2)l

M, = hZ(Ml/ my, M, my),

alors

mq = Ml, my = Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers [’unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),hx(1,1,1,1))
(A, + £(1,1),41(1,1) + g2(1, 1))

x,y)



1.2. Quelques théoremes de convergence

Démonstration. Posons
0._ 0._ 0._ 0._
my=a, M] :==b, my :=a, M;:=f

et pour chaque i =0,1,...,

mt = y(ml, M, mh, Mb), MY = by (ML, m', M5, mb),
mst = hy(ml, M, mly, Mb), M5 = hy(M, m, MY, mb).
Nous avons
a<h,b,ap)<hbapa)b
et
a < hya,b,a,B) <hyba,p a) <pB,
alors,
md = a<h(md,M),m),My) =m; < hy (M), m), My, m)) =M; <b=M),
my = a<hy(md, MY, my, M3) = my < ha(M2, md, M), m9) = M} < p =MD,

en utilisant le fait que h; et h, sont croissantes en u et w pour tous v et f et décroissantes en v et ¢

pour tous u et w, on obtient
T agl 1 agl 11 agl 01
hl(mtl)/ MO/ mg/M(z)) < hl(mliM /mlez) < hl(M /m]_IM /m2) < hl(MO/ mcl)/MOI mg)

et

hZ(m(l)/ MO/ mg/ Mg) < hZ(m%/ Ml/ m;/M;) < hZ(Mll m%/ Ml/ mé) < hZ(MO/ m(l)/ MO/ mg)

cela signifie que

0 1 2 2 1 0
my <my <mj <Mj<M; <M
et
0 1 2 2 1 0
m, <m, <m; <M; <M, <M,.

Par récurrence, on trouve que, pour touti =0,1,...,
_ .0 1 i-1 i i i-1 1 0 _
a=my <my<--<mp <myp <M <My <---<M <Mj=b

et

ce<myt <mh <My <M< <My <M =B

R
Il
3
N O
IA
2
N —
IA
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Par conséquent, les suites (112}); et (113); (resp. (M); et (MS);) sont croissantes (resp. décroissantes) et
aussi bornées, donc elles sont convergentes.
Maintenant, on pose

my = lim my, My = lim M;, m, = lim m,, M, = lim M,

i—+00 i—+00 i—+00 i—+00

Alors,

aﬁmllesb,aszstsﬁ.

En prenant les limites dans les égalités suivantes

i+l _ i i i i i+1 _ i i i i
m1 - hl(mll 17 mZ/ Mz)/ Ml - hl( 17 m1/ 27 mz)/
i+l _ i i i i i+1 _ i i i i
m2 - hZ(mll 1’ m2/ M2)/ M2 - hZ( 17 ml/ 27 mz)/

et en utilisant le fait que /; et h, sont continues, on trouve

hl(m1,M1, my, M), My = hy(My,mq, My, mz),

nmy

my hz(mllMllmZIMz)l M2 = hZ(MllmllMZI mZ)/

donc, de (H3), on trouve my; = My et my = M,.
De (Hy),on a

m?:annsb:Mo, mg:aSynsﬁ:MO,n:LZ....

Pourn=2,3,...,0ona

1 0 0 .0 0 _ 0 0 0 0y — 1
m1 hl(mllM /mZIMZ) < hl(xn/ Xn-1s Yn, yn—l) = Xpp1 S hl(M /mllM /mz) =M ’

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
mn, ]’lz(ml, er ms,, M2) < hZ(xn/ Xn—1, Yn, yn—l) = Yn+1 < h2(M1/ mq, le mz) = M2/

1.e.,

m <x, <Mj, my<y,<M;, n=3,4,....

Maintenant, pour n = 4,5,...,0n a

2 1 1 1 1 1 1 1 1 2
m] = hl(m]/M Im21M2) S hl(xn/ Xn-1, ]/n/ ]/n—l) = Xn+1 S hl(M /m]_IM 1m2) = M ’

ni; hy(my, My, my, M3) < ho(Xp, Xn-1, Y, Yn-1) = Yne1 < ha(M}, m3, My, m3) = M3,

c’est a dire

m?<x, <M?, m3<y,<M3 n=5,6,....

10



1.2. Quelques théoremes de convergence

Pourn=6,7,...,0na

m3 = hy(m3, M3, m3, M3) < h1(Xn, Xu-1, Yu, Y1) = Xpe1 < (M3, m3, M5, m3) = M5
et

mg = hZ(m%/ M%/ mgl M%) < hZ(xn/ Xn-1, Yn,s yn—l) = VYns1 < hz(M%, m%/ M%/ m%) = Mg
c’est a dire

ml <x, <M, my<y, <M, n=7,8,....
Par récurrence, on trouve
m<x, <M, mh<y, <M, n>2i+1,i=0,1,...

En utilisant le fait que i — +oco implique que n — 400 et m; = M; et m, = M, on obtient

lim x, = M;, lim y, = M.
n—+oo

n—+00

En utilisant (I.4)) et comme f1, f>, g1 et g, sont continues et homogenes de degré zéro, alors
M; = (M, My, Ma, M) = f1(1,1) + f(1, 1)

et
My = hy(My, My, Mp, M) = g1(1,1) + g2(1, 1).

]

Les théoremes suivants se démontre de la méme maniere.

Théoréme 1.2.2 Considérons le systéme (1.4). On suppose que les hypothéses suivantes sont vraies :

1. Ils existent a,b, a, B € 10, +oo] tels que
a<h(,owt)<b a<h(uowt)<p, Yuowt)e 10, +oo[*.

2. hy et hy sont décroissantes en u et w pour tous v et t et croissantes en v et t pour tous u et w.
3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B est une solution du systéme suivant

my = hy(My, my, My, my),

M, = hy(mq, My, my, My),

my = hy(My, my, M, my),

M, = hz(m1,M1, mszz)/

alors

mq :Ml, ms :Mz.
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Donc, toute solution du systéme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

(h1(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(fl(l, 1) + fz(l, 1), gl(l, 1) + gz(l, 1))

(x, y)

Théoréme 1.2.3 Considérons le systeme (1.4)) et supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Iis existent a,b,a, p € ]0, +00[ tels que
a < hi(u,v,w,t) <b, a <hyu,v,w,t)<p, Y(u,v,w,t) e ]0,+oo[*.

2. hy est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w, cependant

hy est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous U et w.

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy(my, My, mp, Ma),
My = hy(My, my, Ma, my),
My = ha(My, my, Ma, my),
M, = hy(my, My, my, Ma),

alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h(1,1,1,1))
(fl(ll 1) + f2(1/ 1)/ 91(1, 1) + 92(1; 1))

x,y)

Théoréme 1.2.4 Considérons le systeme (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, a, B € 10, +oo] tels que
a<h(uowt)<b a<h(uvwt)<p, Yuovwt)e 10, +oo[*.

2. hy est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w, cependant

hy est croissantes en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w.

12



1.2. Quelques théoremes de convergence

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy, (My, my, Ma, my),
My = hy(my, My, mp, Ma),
My = hy(my, My, mp, M),

M, = ha(My, my, My, ma),

alors

my = Ml, ny = Mz.
Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

xy) = (l@1,1,1,1),h(1,1,1,1))
= (f1(1, 1) + f2(1; 1)/ !71(1/ 1) + 92(11 1))
Théoréme 1.2.5 Considérons le systéeme (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont satis-
faites :

1. Ils existent a,b, a, B € 10, +oo tels que
a<h(uowt)<b a<h(uovwt)<p, Yuovw,t) el +00[4.

2. hy et hy sont croissantes en u et t pour tous v et w et décroissantes en v et W pour tous U et t.

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy(my, My, Ma, ma),
My = hy(My, my, mp, My),
My = ha(my, My, Ma, my),
My = hy(My, my, mp, My),

alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

(E/ y) = (hl(ll 1/ 1/ 1)/ h2(1/ 1/ 1/ 1))
= (fl(lf 1) + f2(1/ 1)/ 91(1/ 1) + 92(1/ 1))
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Théoréme 1.2.6 Considérons le systeme (1.4). On suppose que les assertions suivantes sont satis-
faites :
1. Ils existent a,b, a, p € ]0, +oo[ vérifient

a<h(uowt)<b a<h(uovwt)<p, Y(uovw,t) el +oo[*.

2. hy et hy sont décroissantes en u et t pour tous v et W et croissantes en v et W pour tous U et t.
3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy(My, my, may, Mp),

My = hy(my, My, My, my),

my = ho(My, my, my, My),

M; = hy(my, My, M, my),

alors

mq :Ml, ms :Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4) converge vers I'unique point d’équilibre

(h1(1,1,1,1),h(1,1,1,1))
(f1(1; 1) + f2(1/ 1)/ 91(1/ 1) + 92(1/ 1))

x,y)

Théoreme 1.2.7 Considérons le systeme (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont satis-
faites :
1. Iis existent a,b, a, p € ]0, +0o[ tels que

a<h(u,v,wt)<b a<h(uowt)<p, Yu,ov,w,t)€]0,+oo[*,

2. hy est croissante en u et t pour tous v et W et décroissante en v et W pour tous u et t, cependant
hy est décroissante en u et t pour tous v et W et croissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy(my, My, M, my),

My = hy(My, my, ma, M),

my = hy(My, my, my, My),

M; = hy(my, My, M, my),

alors
my = Ml, my = Mz.
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Donc, toute solution du systéme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

((1,1,1,1),ho(1,1,1,1))
= (AL D+ £(1,1),3:(1, 1) + g2(1,1)).

(x,y)

Théoréme 1.2.8 Considérons le systeme (1.4). Supposons que les hypotéses suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, a, p € ]0, +oo] tels que
a < hi(u,v,w,t)<b, a<hy(u,ov,w,t)<p, Yuov,wt)e]0,+oo[*.

2. hy est décroissante en u et t pour tous v et W et croissante en v et W pour tous u et t, cependant

hy est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (my, My, my, My) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = h(My, my, my, Ma),
My = hi(my, My, My, ma),
my = hy(my, My, My, my),
M, = hy(My, my, my, Ma),

alors

mq =M1, ny =M2.

Donc, toute solution du systéme (1.4)) converge vers ’unique point d’équilibre

(f, y) = (h](l, 1/ 1/ 1)/ h2(1/ 1/ 1/ 1))
= (fl(ll 1) + fZ(lr 1)1 91(1/ 1) + g2(11 1))

1.2.2 Théoremes de convergence pour le systeme (1.5])

Considérons le systeme d’équations (I.5)) et soient 1y, h, : 10, +oo[* —> 10, +09[ les deux fonc-

tions définies par

hi(u,v,w,t) = f1(u,v) fr(w, t) (1.9
et

hy(u, v, w, t) = g1(u, v)g2(w, t), (1.10)
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1.2. Quelques théoremes de convergence

ol fi, f, g1 et g sont les fonctions définies dans (L.5]). Nous avons

¥ =mE% YY) = fiEDLT,T) (111)
et

? = hZ(E/E/y/y) = gl(zlf)QZ(y/y) (112)

Comme les fonctions f1, f>, g1 et g» sont homogenes de degré zéro, (I.I1) et (I.I2) deviennent res-

pectivement
x=f0,1f(1,1) =m1,1,1,1)

et

y=0(1,1gQ1,1) =h(1,1,1,1).
D’ou, I’'unique point d’équilibre de (1.5)) est

(x,y)=(M(1,1,1,1),hx(1,1,1,1)). (1.13)

Théoreme 1.2.9 Considérons le systeme (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :
1. (Hy) : 1Is existent a, b, a, p € 10, +o0[ tels que
a<h(,owt)<b a<h(uowt)<p, Yuowt)e 10, +oo[*.
2. (H>) : hy et hy sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t pour tous u
et w.
3. (Hs) : Si (my, My, my, My) € [a,b]* X [, B est une solution du systéme suivant
my = hy(my, My, my, My),
Ml = hl(Mll my, MZ/ mZ)/

ny = hz(m1,M1, mszz),

M, = hZ(Ml/ my, My, my),

Alors

my = My, mp = M,.
Donc, toute solution du systeme converge vers [’unique point d’équilibre
(x,y) = (h(1,1,1,1),h(1,1,1,1))
(11, Df(1,1), 911, Dga(1, 1)).
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Démonstration. Posons

0._ 0._ 0._ 0._
my=a, M] :=b, my:=a, M;:=f

et pour chaquei =0,1,...,

mitt = hy(m, M, ml, M), M= by (ML, ml, M, mb),
mht = ho(ml, M, mh, Mb), M5 = hp(ME, m’, M5, mb).
Nous avons
a < hia,b,apB)<h(bap a)<b,
a < habap)<h(bapa) <p,
alors,
m(l) = a< hl(m(l),MO,mg,Mg) = m% < h(M°, m(lJ,MO, mg) = M% <b=M,
my = a<hy(m), M), my, M) = my < ha(M2,md, M), m)) = M} < g = M).

en utilisant le fait que /; et h, sont croissantes en u et w pour tous v et ¢ et décroissantes en v et
t pour tous u et w, on obtient hy(m?, MY, md, M3) < hi(my, M}, my, M3) < hy(M;, mi, M, m}) <
hy (MY, m9, M3, m3)

et

hy(m?, MY, m9, M) < hy(my, M}, m3y, M) < hy(M}, m}, M3, my) < hy(MS, m$, M3, m3)

et cela signifie que

md <m; <mi <Mj<M; <M
et
0 1 2 2 1 0
m, <m, <m; <M; <M, <M,
Par récurrence, on obtient
_ 0 1 i—1 i i i—1 1 0 _
a=my <my <---<my <my <M <My <---<M;<M;=b

et

IA
=
IA
£
[
>

c<myt <mh <M, <Myt<-

R
Il
2
N O
IA
2
N =
IA
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1.2. Quelques théoremes de convergence

pouri=0,1,... Par conséquant, les suites (1m); et (1m5); (resp. (M}); et (M5);) sont croissantes (resp.
décroissantes) et aussi bornées, donc elles sont convergentes.
Maintenant, Posons

my = lim my, My = lim M;, m, = lim m,, M, = lim M,

i—+00 i—+00 i—+00 i—+00

Alors

aﬁmlleﬁb, OéﬁmzﬁMzSﬁ.

En passant aux limites dans les égalités suivantes

i+l _ i i i i i+1 _ i i i i
m1 - hl(mll 17 mZ/ Mz)/ Ml - hl( 17 m1/ 27 mz)/
i+l _ i i i i i+1 _ i i i i
m2 - hZ(mll 17 m2/ M2)/ M2 - hZ( 17 ml/ 27 mz)/

et comme /; et h, sont continues, alors

hl(m1,M1, my, M), My = hy(My, mq1, My, mz),

my

my hy(mq, My, my, M), My = hy(My, mq, My, m3)

donc, de (H3) on a my = My et mp = M.
De (Hy),on a

m?:annsb:Mo, mg:aSynsﬁ:MO,n:LZ....

Pourn=2,3,...,0na

1 0 0 .0 0 _ 0 0 0 0y — 1
m1 hl(mllM /mZIMZ) < hl(xn/ Xn-1s Yn, yl’l—l) =Xpp1 S hl(M /mllM /mz) =M ’

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
n, ]’lz(ml, er ms,, M2) < hZ(xn/ Xn—1, Yn, yn—l) = Yn+1 < h2(M1/ mq, le mz) = M2/

1.e.,

m <x, <Mj, my<y,<M;, n=3,4,....

2 1 1 1 1 1 1 1 1 2
m] = hl(m]/M Im21M2) S hl(xn/ Xn-1, ]/n/ ]/n—l) = Xpn+1 S hl(M /m]_IM 1m2) = M ’

m; = ha(my, M}, my, M3) < hy(Xn, X1, Y, Yn-1) = Yns1 < ha(M7, my, My, my) = M3,

1.e.,

m? < x, <M?, m3<y,<M3 n=5,6,....
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Ensuite, pourn =6,7,...,0ona
2 Af2 2 Af2 2 2 ap2 2
m3 = hy(m3, M3, m3, M3) < h1(Xu, Xu—1, Y, Yno1) = Xne1 < B(M3, m3, M3, m3) = M3
et
2 Af2 2 Af2 2 2 a2 2
mg = hz(ﬂ’ll, er mlez) < hZ(xn/ Xn-1,Yn, yn—l) = Yn+1 < hZ(M ,my, MZ/ mz) = M;

1.e.,

On ai — +oo implique que n — +oo et m; = M, et my = M, donc

lim x, =M;, lim y, = M..
n—+oo

n—+oo

Utilisons (L.3) et le fait que f1, f2, g1 et g» sont continues et homogenes de degré zéro, on obtient
M; = hi(My, My, My, M) = f1(1,1) + f(1,1)

et
M, = hy(My, My, My, M) = g1(1,1) + g2(1,1).

]

Les théoremes suivants se démontre de la méme maniere.

Théoréme 1.2.10 Considérons le systeme (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Iis existent a,b, o, p € ]0, +oo[ tels que
a<h(uov,wt)<b, a<huovwt)<p, Yuovwt)e]0,+oo[*.

2. hy et hy sont décroissantes en u et w pour tous v et t et croissantes en v et t pour tous u et w.

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hy(My, my, My, my),
My = hi(my, My, my, Ma),
My = ha(My, my, Ma, ma),
M, = ha(my, My, mz, Ma),
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1.2. Quelques théoremes de convergence

Alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systéme (1.4)) converge vers ['unique point d’équilibre

(h1(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(f1(1/ 1)f2(1/ 1)/ gl(lf 1)92(1’ 1))

(x,y)

Théoreme 1.2.11 Considérons le systeme (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont vraies :

1. Iis existent a,b, o, p € ]0, +0o[ tels que
a<h(uvwt)<b a<h(uovwt)<p, Yuowt) el +oo[*.

2. hy est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w, cependant

hy est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous U et w.
3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [oc,ﬁ]z est une solution du systeme suivant
my = hy(my, My, my, M>),
Ml = hl (Mll my, MZ/ mZ)/
my = hy(My, my, My, my),

M, = hz(mlel, My, My),

Alors

mq :Ml, nmy :Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers I’unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(f1(1/ 1)f2(1/ 1)/ 571(1, 1)92(1/ 1))

(x,y)

Théoréme 1.2.12 Considérons le systeme (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Iis existent a,b, o, p € ]0, +oo[ tels que
a<h(,owt)<b a<h(uowt)<p, Yuowt)e ]O,+c>0[4.

2. hy est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w, cependant

hy est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w.
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1.2. Quelques théoremes de convergence

3. Si (my, My, my, My) € [a,b]* X [, B]*est une solution du systeme suivant

my = hy, (My, my, Ma, my),
My = hy(my, My, mp, Ma),
My = hy(my, My, mp, M),

M, = hy(My, my, My, ma),

alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systéme (1.4) converge vers I'unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(f1(1; 1)f2(1/ 1)/ 91(1, 1)_92(1, 1))

(x,¥)

Théoréme 1.2.13 Considérons le systeme (1.5)). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Iis existent a, b, a, p € ]0, +oo[ tels que
a < hi(u,v,w,t) <b, a <hyu,v,w,t)<p, Y(u,v,w,t) e ]0,+oo[*.

2. hy et hy sont croissantes en u et t pour tous v et W et décroissantes en v et W pour tous u et t.

3. Si (m1, My, my, M) € [a,b]* X [oc,ﬁ]z est une solution du systeme suivant

my = hy(my, My, Ma, my),
My = hi(My, my, my, Ma),
my = hay(my, My, Ma, ma),
My = hy(My, my, mp, Mp),

Alors

my = Ml/ nyp = Mz.
Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers I’unique point d’équilibre

(m(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(A1 DAD1), 11, 1)g(1, 1))

X, y)

Théoréme 1.2.14 Considérons le systeme (1.5)). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :
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1.2. Quelques théoremes de convergence

1. Iis existent a, b, a, p € ]0, +0o[ tels que
a<h(u,v,wt)<b, a<huovwt)<p, Yuov,wt)e]0,+oo[*.

2. hy et hy sont décroissantes en u et t pour tous v et W et croissantes en v et W pour tous U et t.
3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B est une solution du systéme suivant

my = hy(My, my, my, M),

My = hy(my, My, M, my),

my = hy(My, my, my, My),

M, = hz(ml,M1,M2, mz),

alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4)) converge vers I’unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(AL D) f(1,1),9:(1, 1)g2(1, 1)).

(x,y)

Théoreme 1.2.15 Considérons le systeme (1.3). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :
1. Iis existent a,b, a, p € ]0, +oo[ tels que
a < h(u,v,w,t)<b, a<hyu,ov,wt)<p, Yuov,wt)e]0,+oo[*.
2. hy est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t, cependant
hy est décroissante en u et t pour tous v et W et croissante en v et w pour tous U et t,
3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B est une solution of the systéme
my = hy(my, My, M, my),
M = hy(My, my, ma, M),

ny = hg(M1,m1,m2,M2),
M, = hy(my, My, My, mz);

alors

mq =M1, my =M2.

Donc, toute solution du systéme (1.4)) converge vers I'unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h,(1,1,1,1))
(f1(1/ 1)f2(1/ 1)/ 91(1’ 1)92(1’ 1))

(x,y)
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Théoréme 1.2.16 Considérons le systeme (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Iis existent a,b, o, p € ]0, +0o[ tels que
a < hi(u,v,w,t) <b, a <hyu,v,w,t)<p, Y(u,v,w,t) e ]0,+oo[*.

2. hy est décroissante en u et t pour tous v et W et croissante en v et w pour tous U et t, cependant

hy est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (my, My, my, M) € [a,b]* X [a, B]* est une solution du systéme suivant

my = hi(My, my, my, Ma),
My = hi(my, My, My, ma),
My = hy(my, My, Ma, my),
My = hy(My, my, mp, My),

alors

my = Ml, nmy = Mz.

Donc, toute solution du systeme (1.4) converge vers ['unique point d’équilibre

(h(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))
(AL 1) f(1,1),9:(1, 1)g2(1, 1)).

(x,y)
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CHAPITRE 2

STABILITE GLOBALE, PERIODICITE ET
OSCILLATION DES SOLUTIONS DE DEUX
SYSTEMES DEFINIS PAR DES FONCTIONS

HOMOGENES

Ce chapitre est consacré a la stabilité globale des points d’équilibre, la périodicité et 1’oscillation

des solutions des deux systemes (1.4) et (I.5).

2.1 Stabilité globale des points d’équilibre des systéemes (1.4) et
(L3)

Dans cette partie, nous donnons des résultats concernant la stabilité globale, plus précisement, on
traite la stabilité locale des points d’équilibre des systemes (1.4)) et (1.3), car ’attractivité globale a

été étudiée dans le premier chapitre.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

2.1.1 Cas du systeme (1.4)

Théoréme 2.1.1 Supposons que les fonctions f;, gi, i = 1,2 sont C* sur 10, +oo[? et que

o (119 ohy Ol Oha| |9l Iy
*lou Jw u dw ow du

Alors, le point d’équilibre (x,y) = (h1 (1,1,1,1),h2 (1,1, 1, 1)) du systeme (1.4)) est asymptotiquement

+In +2|—=

)(1 1L,1,1) < (mh)(1,1,1,1).  (2.1)

stable.

Démonstration. Soit F la fonction définie par
F:]0,+co[* — ]0, +oo[*
W+—  F(W)
avec F(W) = (ly(W), u, h,(W), w), W = (u,v,w, t).
Donc, le systeme peut s’écrire comme suit

Wn+1 = F(Wn), n € N, (22)

avec W, = (X, Xn-1, Yn, Yu-1)". Donc (x,y) = (11(1,1,1,1),h,(1,1,1,1)) est un point d’équilibre de
(L.4) si et seulement si

W=@&%7,7y) =01,1,1,1),h(1,1,1,1),h(1,1,1,1), hp(1,1,1,1))

est un point d’équilibre de (2.2). Le systéme linéaire associé a (T-4) autour du point d’équilibre W est
donné par

n+1 ]FXn/ ne N

ou X, =W, — WneN et Jr est la matrice Jacobienne associé a la fonction F evaluée au point
W = (h(1,1,1,1),11(1,1,1,1),h,(1,1,1,1),h2(1,1,1,1))

et elle est donnée par

REETD REILY REILDH FEILD
| 1 0 0 0
F = - L L L
%(X, X, Y, Y) %(X, X, Y,Y) %(x, X, Y,Y) %Ltz(x, X, Y,Y)
0 0 1 0
hxn L&y L@y L7
~ 1 0 0 0
LEY LED LY 2779
0 0 1 0
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

En utilisant le théoréme d’Euler et le fait que fi, f», g1 et g» sont des fonctions homogenes de degré

zéro, on obtient

ity WY 3
du "’ do

1.e.,

8f1 __
( x) =
De méme fagon, on obtient les égalités

J
ﬁrv

8f1

(_ X).
K

f .7,
391 — _
E —(x,x),
2
ag ~(Y, 7).

Par conséquent, nous réecrivons la matrice Jacobienne [r comme suit

L&Y -4ED
| 0
Tlaen -2Ew

0 0

Son polyndme caractéristique est donné par

P(7)
ou
N (9f1 agz N
hl au aw et h2 =
Maintenant, posons G(1) = A* et

L (3,7)

0

(7,9)

1

_ afl 0792

ow du’

Ju Jw

-2 (3,7)

-2 W,y)

0

0

=M= @EEEPN+ (W EETD + @G )N -G DA+ RELTT),

8f2 é?gl

YA = - EET DAL +(MELTD +hEETD)V -2 @EET DA+ EETY).

Nous avons

8g2

(x X5

| <2| 2 @ )2 |22 .74 |

8!]2

- 0Y)

+4

P
T leC, A =1.

(2.3)

(L)),

o5 W) 5

En utilisant la partie 2. du Théoréme et le fait que le fonctions fi, fo, g1 et g, sont homogenes

de degré zéro, on conclut que les fonctions %{: % e
d f1 _ 1 d f1
60 ===—(11),

26
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

) Wwm =101, 2= 1992 "1,1).
Ainsi, I’inégalité (2.3) devient
o) <22, 1){ e, 1)\ 22+ ' A%,
En utilisant les relations (1.6)), et (1.8), on obtient
| < 2 (hy |52 22| +2 ‘3’3%“2%%)(1,1,1,1)‘
(hih) (1,1,1,1)

Donc, en utilisant (2.1]), on trouve
YD) <1=1lp)), YAeC: A =1

Ainsi, d’apres le théoréeme de Rouché, P(A) = (A) + P(A) et ¢(A) ont le méme nombre de racines,
en comptant les multiplicités, dans I’intérieur du disque unité |A| < 1.
D’ou, le point d’équilibre
(yl y) = (hl (1/ 1/ 1/ 1) 7 hZ (1/ 1/ 1/ 1))
du systeme (1.4)) est asymptotiquement stable. m

Maintenant, nous énoncons notre résultat sur la stabilité globale de I’unique point d’équilibre du

systeme (1.4)).

Théoreme 2.1.2 Sous les hypothéses du Théoréeme et celles du Théoreme ou Théoréme
ou Théoréme ou Théoréme ou Théoréme [I.2.5] ou Théoréme ou Théoréme

ou Théoréme le point d’équilibre
C,y) =(h(1,1,1,1),hy(1,1,1,1))

du systeme (1.4) est globalement stable.

2.1.2 Application

Afin de confirmer les résultats obtenus sur la stabilité globale du point d’équilibre du systeme

(L.4), nous considérons le systeme d’équations aux différences défini comme suit

len Clyn B2xn Czy"
Xpe1 = Aq + + , Y1 = Ap + + ,
Xp + Xp—1 ]/n + yn—l Xp + Xp—1 yn + ]/n—l

nelN (2.4
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

ou les parametres A;, B;, C;, (i =1,2), et les conditions initiales x_;, y_;, (i =0,1), sont des réels

positifs.

Le systéme a un unique point d’équilibre qui est
_ 1 1
(xy) = (A + E(Bl +Cp), Ax+ E(BZ + ().

Considérons les fonctions hy, 1y : ]0, +co[* — 10, +oo[ définies par

B B
1 + Clw, hy(u,v,w,t) = Ay + 2t + Cow

h(u,v,w,t) = A +
Alors, on peut écrire le systeme (2.4) sous la forme suivante
Xn+1 = M (Xp, Xu=1, Y, Yn-1), Yns1 = M2(Xn, Xu—1, Yu, Yu-1), 1 € IN.
Proposition 2.1.1 Supposons que

31C2 — 2A1A2 — Ale — A2C1 < 0.

Alors, le point d’équilibre
1 1
(A1 + E(Bl +C1), Ay + E(BZ + ()

de ([2.4)) est asymptotiquement stable.

U+v w+t u+v w+t

(2.5)

(2.6)

Démonstration. Nous savons, d’apres le Théoréme [1.2.1} que (X, y) est asymptotiquement stable si

(2.1)) est satisfaite. On a, de (2.3),

(1,111 = Ay + (B, + Gy,

1
hy(1,1,1,1) = Ay + E(BZ + ),

&hl _ B] ah] _ Cl
au(lllllll)_ 4’8'(1)(1’1’1’1)_ 4/
(9h2 Bz ahz 9

—(1,1,1,1)=—,—(1,1,1,1) = —.
du ( ) 4 8w( ) 4
En substituant ces valeurs dans (2.1), nous obtenons I’inégalité (2.6). m
Proposition 2.1.2 Le point d’équilibre

__ 1 1

(xy) = (A + E(Bl +C1), Ax + 5(32 + ()
du systeme (2.4) est globalement attractif si

(2A1 + Cl) (2A2 + Bz) - B2C1 # 0.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

Démonstration. Les fonctions /; et /1, sont la somme de deux fonctions et il clair que chacune d’elles

est continue et homogene de degré zéro.

Nous avons
M B O B Gl ok Cw
ou  (u+v? " 7 dv (u+v)? O dw (w42 A (w+t)?
et
Mo B da_ Bu b CF dh_ Cw
ou  (w+v2" 7 dv (u+v)? O dw (w42 A (w+t)?

On remarque que hy et hy sont croissantes en u et w pour tous v et f et décroissantes en v et t pour
tous u et w.

Aussi, il est clair que
A L h1(u, 0,w, t) <A +B1+Cq, A < hz(u, o,wW, t) <A, + By, +C,,

pour tous (u,v,w, t) € 10, +oo[4.

Maintenant, montrons que si nous avons

_ Bymy Cimy _ B My CiMp
ml - Al + m1+M1 + 7112+M2’ Ml - Al + M1+7’Vl] M2+ﬂ12’ (2 8)
_ Bony Comy _ BoMy CoMy '
m2 - A2 + m1+Mq + my+Mp” M2 - AZ + My+my + My+mq’

(my, My, my, M) € [A1, A1 + By + C1I* X [Az, Ay + By + Gy

alors, m; = My et my = M.
Nous avons, a partir de (2.8)),

ml—Ml mz—Mz
-M; =B +C
M ! 1m1+M1 1m2+M2

(2.9)

et

ml—Ml s mz—Mz

mz—Mzsz 2 .
m1+M1 m2+M2

(2.10)
On a aussi,

m1+M1 = 2A1+B1+C1,

my + M, 2A2+B2+C2.

En utilisant ces égalités dans (2.9) et (2.10), on obtient

2A1 + C; G
T - M) ——— 2.11
2A1 + B1 + C1 (mz MZ) ( )

(7111 N Ml) 2A2 + Bz + C2
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

et

2A2 + B, B,
_ 2Ty - M)
2A2 + B, + C2 (ml 1) 2A1 + B + C1

Ainsi, a partir de (2.11)) et (2.12)), on trouve

(my — My) (2.12)

(my — M) (A1 + C1) (2A2 + By) = BoCy) =0

et

(my — M) ((2A1 + C1) (2A; + By) — B,Cy) = 0.

Par conséquent, si (2.7) est satisfaite, alors my; = M; et my, = M,, d’ou les hypotheéses du Théoreme
sont satisfaites, donc le point d’équilibre (A; + %(Bl + Cy), Ay + %(Bz + () est globalement

attractif. m

Exemple 2.1.1 Voici un exemple numérique confirmant le résultat de la stabilité globale du systeme
Pour les paramétres et les valeurs initiales présentés dans le tableau suivant, les conditions (2.6)) et
(2.7) sont satisfaites et donc

(Xn, Yu) — (X, Y) = (3.25,1.45)

Ay B, G Ay B, @) X-1 X0 Y Yo
2 0.5 2 1 0.6 0.3 0.3 0.1 2 0.4

Voir FIGURE 2.1.

2.1.3 Cas du systeme (1.5)

Théoréme 2.1.3 Supposons que les fonctions f;, gi, i = 1,2 sont C* sur 10, +oo[? et que

2
Il

Alors, I'unique point d’équilibre

L2
Il

1

oh,
T

ow

o

u

I, Ihy

oy Oy s
ou Jdw

om 1
Jw Jdu

+h1

)(1, 1,1,1) < % (2.13)

(E/ y) = (hl(lf 1/ 1/ 1)/ h2(1/ 1/ 1/ 1))

du systeme (1.5)) est asymptotiquement stable.

30



2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

3.0

o]
IR TN TN NN TR T TN N [N TN NN TN T U TN N TN N [N T N T T [N T Y NN A N T MY T M [N TN NN T

FIGURE 2.1 — Stabilité globale du point d’équilibre du systeme (1.4)) (Figure réalilisée par Maple 13)

Démonstration. Soit F : ]0, +oo[* —> ]0, +oo[* la fonction définie par
F(u,v,w,t) = (hl(u, v, w,t),u,hy(u,v,w,t), w), (u,v,w,1) € 10, +oo[*.
Alors, le systeme peut s’écrire sous la forme
Wy =F(W,), nelN, (2.14)

ot Wy, = (X, X4-1, Yu, Yu-1)- Donc (x,y) = (1(1,1,1,1),h,(1,1,1,1)) est un point d’équilibre de

(I.5) si et seulement si

W = (yl E/ y; y) = (hl (1/ 1/ 1/ 1)1 hl(ll 1/ 1/ 1)/ h2(1/ 1/ 1/ 1)/ hZ(ll 1/ 11 1))
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

est un point d’équilibre de (2.14).

Le systeme linéaire associé a (I.5)) autour du point d’équilibre W est donné par
Zyw1 = JpZn, mneN,
ou Jr est la matrice Jacobienne associée a la fonction F calculée au point
W= ((1,1,1,1),h(1,1,1,1), h,(1,1,1,1), ho(1,1,1, 1)),

et elle est donnée par

TELLY FEILLY BEILTLY FEITY)
1 0 0 0

(W) =| G559 LELEY LELELY ZELEY)
0 0 1 0

i.e.,

RUDEED LGDEED AEDEGY) AEDE®GY)

1 0 0 0
W) =| @D 2LED nGDLET a®@ILZGT 6EDZGT)
0 0 1 0

En utilisant le fait que f1, f», g1 et g» sont homogenes de degré zéro et la partie 1 du théoreme d’Euler

(Theorem [1.1.2)), on obtient
_dfi _dfi _ _

x%(x, X) + x%(x, X) =

et alors,
ofi _ _ _
) (%) = o == (%, %).
De méme, on a les relations
o _ _ )
fz( y) = fz(y,w,
(95]1 - = (991 — —
SEW = -5,
(9{]2 _ (992 — _
SV = =5 Y.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

D’ou, en remplacant ces formules dans la relation de [, on obtient

LGDEERD -LEDEED AGDEGY -AEDEGD

I+ () - 1 0 0 0

(W) =

PUPDEED -pGPEED @EDEGY) -nEDHEGD
0 0 1 0

Le polyndme caractéristique de Jr (W) est le suivant
PA) =A*—AA* +(A+B)A*> —=2BA + B,
ou
oh
A = L5 E0+ 0 X) (y, 0k

B = AGINED LG x)ﬂ .9) - HE D90, 1) 2T, D & .

Considérons les fonctions polyndmiales

p(A) =
et
P(A) = —AA® + (A + B) A = 2BA + B.
Nous avons
dfi 0 df, d P) o9\ — _ _ _
00| < (4520 |3 |+ 4 T |+ 26 |+ 201G @ 77 e € mi=n

(2.15)

En utilisant la partie 2. du Théoréme [I.1.2] (Théoréme d’Euler) et le fait que les fonctions fi, fo, g1

oh df I 2P N .
et g» sont homogenes de degré zéro, on conclut que =, 5=, - et 5= sont homogenes de degré —1,

et donc
ofi _ _ _ 19f1
w(x’x) - xau (1 1)
ofr _ _ 18
fz(y,w = f2(1 1),
Mg — . 19{]1
g(x,x) = =3, —(1,1),
892 — — 18!]2
SoWY = yaw(l ,1).
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

Substituons ces relations dans (2.13)), on obtient I’inégalité suivante

4 dfi1 0 4 df, d 2 ) 2g, |0
P()) < ( fzg1 f1 gz f192 fz 91 fz f1 gl 572 (1,1,1,1).
xy Ju dw Xy dw du ou Y dw
En utilisant les relations (1.9), et (1.13)), on trouve
2 8h1 8h2 2 8h1 8h2 oh, 8h1
\II(A) = (hlhz 81/1 8w R hlhz (9ZU 8u I’lz Jw " I’ll 81/1 )(1 1 1 1) (216)

Donc, en utilisant (2.13), on obtient
YN <1=1D)], AeC, [A[=1.

D’ou, d’apres le théoreme de Rouché, on conclut que toutes les racines du polyndme caractéristique
P(A) sont dans I’intérieur du disque unité. m

Le résultat suivant montre la stabilité globale du point d’équilibre du systeme (1.5).
Théoreme 2.1.4 L’unique point d’équilibre

(E/ y) = (hl(ll 1/ 1/ 1)/ hz(l, 1/ 1/ 1)) = (fl(ll 1)f2(1l 1)/ !71(1/ 1)!]2(1/ 1))

du systeme (1.5) est globalement stable sous les hypothéses du Théoreme [2.1.3] et celles du Théo-
réme ou Théoréme [[.2.10| ou Théoréeme ou Théoréme ou Théoréme [[.2.13] ou
Théoréme ou Théoréme ou Théoréme

2.1.4 Application

Maintenant, pour illustrer notre résultat obtenu sur la stabilité globale du point d’équilibre du

systeme ((1.5]), considérons le systeme d’équations aux différences suivant

X, n Xy n—
Xp+1 = (A +——)(B1 + / ) Yne1 = (Az‘i'—l)(Bz‘i'L

— ), neN, (2.17)
Xp + Xp—1 yn + yn—l Xp + Xp—1 yn + yn—l

ol les parametres Aq, By, A, B, et les valeurs initiales x_;, y_;, (i =0, 1), sont des nombres réels
positifs.
Le systeme (2.17)) a I’unique point d’équilibre

=0 2o+ o+ )

Soient hy, h, : 10, +oo[4 — 10, +o0[ les fonctions définies par

u
h Ll, U,w,t = A +
1( ) ( 1 u

+ 0)(31 + Lt)' hy(u,v,w,t) = (A2 +- v

w + +0

t
)(B2 + m) (2.18)

34



2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

Le systeme (2.177)) peut s’écrire comme suit
Xn+1 = hl (xn/ Xn-1,Yn, yn—l)/ Yny1 = hZ(xn/ Xn-1s Yn, }/n—l)-

Proposition 2.1.3 Supposons que

(A +5)(Ba + 3) < (44B2 D As + 3)(B: + 3) (2.19)

Alors, le point d’équilibre
__ 1 1 1 1
=(lA1+=||Bi+=|,|A2+ =B+ =
() (( ! 2)( ! 2)( 2 2)( 2 2))
du systeme (2.17)) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous avons, du Théoréme 2.1.3, (¥, ) est asymptotiquement stable si (2.13) est

vraie. On a les valeurs suivantes

n(1,1,1,1) = (4 + %)(B1 ¥ %) ha(1,1,1,1) = (42 + %)(Bz ¥ %)
%(1, 1,1,1) = i(Bl + %), %(1, 1,1,1) = %(Al + %),
%(1,1, 1,1) = —i(Bz + %), %(1, 1,1,1) = _}L(AZ + %).
En remplagant ces valeurs dans (2.13)), on obtient I’inégalité (2.19)). m
Proposition 2.1.4 On suppose que
4A1AB1By > (2B1 + 1)(B, + 1)(Az + 1). (2.20)

Alors, le point d’équilibre

= (0 2o+ o)

du systeme (2.1°7)) est globalement attractif.

Démonstration. Les fonctions /1 et h, sont les produits de deux fonctions et il est clair que chaque
fonction est continue et homogene de degré zéro.

Nous avons,

ohy v w ohy u

w
ou (u+v)2(B1+w+t)>0’ %__(u+v)2(31+w+t)<o’

35



2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (I.4) et (1.3)

oh t u oy w u

aw_(w+t)2(Al+u+v)>0' ot (w+t)2(A1+u+U)<0
et

&h2 _ 0 t 8h2 _ u t

ou (u+v)2(BZ+w+t)<0' 87)_(u+v)2(B2+w+t)>O’

ohy t v o,  w v

ow (w+t)2(A2+u+v)<0' ot _(w+t)2(A2+u+v)>0'

ce qui signifie que /7 est croissante en u et w pour tous v et ¢ et décroissante en v et t pour tous u et
w cependant K, est décroissante en u et w pour tous v et { et croissante en v et f pour tous 1 et w.

Nous avons aussi

A1Bq

IA

hl(ul o,w, t) < (Al + 1)(B1 + 1)/
ABy < hy(u,v,w,t) < (A +1)(By + 1),

pour tout (¢, v, w, t) € 10, +oo[4.

Maintenant, supposons que
(m1, M1, ma, My) € [A1B1, (A1 + 1)(B1 + 1)I* X [A2B,, (Ay + 1)(By + 1)I?

est une solution du systéme suivant

my = (Aq

mr:l&\/fl (Bl m2+M2) Ml (Al + nmq +M )(Bl m2+M2)

(2.21)

) By + i), Mo = (Ay+

j— m
mz - TI’Z2+M2 m1+}\/1 )(B m2+M2)'

De (2.21), on a

Al(ml + Ml) + myq
- = 2.22
My = mz - )(ml + Mi)(my + My) — Bi(my + My) — M, (222)

et
—By(my + M) —

(my + My)(mp + M) + Az(ml + M) + My’
d’ou, en utilisant (2.22) et (2.23)), on trouve

my — My = (my — M)

(2.23)

(my — My) (1 + Hy (m1, My, my, M) Hy (m1, My, my, My)) =

et

(my — My) (1 + Hy (mq, My, my, M) Hy (m1, My, my, My)) =0,

36



2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

Al(ﬂ’ll + Ml) + m

(m1 + M])(mz + Mz) — Bl(mz + Mz) — le
Bz(mz + Mg) + my

(my + My)(my + M) + Ay(my + My) + My’

H,(mq, My, my, My)

Hy(mq, My, my, My)

ce qui donne,

ml—Ml :Oetmz—MZZO

ou

Hi(my, My, my, Mp)Hy(my, My, my, M) = —1.

On va montrer que

Hi(my, M, my, Mp)Hy(mq, My, my, M) # —1.

I1 est clair que Hy(mq1, M1, my, M) > 0. D’autre part, nous avons
(my + My)(my + M) — Bi(my + My) — My > 4A1A,B1B; — (2B1 + 1)(By + 1)(Az + 1).
Par conséquent, si la condition (2.20)) est satisfaite, on conclut que
(my + My)(mz + Mp) — Bi(ma + Mp) — My > 0
d’ou
Hy(my, My, my, M) > 0

et donc

Hl(ml/er mZ/MZ)HZ(mliMlz mZ/MZ) > 0/
c’est a dire
Hl(mllMll mZ/MZ)HZ(ml/Ml/ mZ/MZ) * _1/

ainsi

my = M1 etmy = Mz.

D’ou, les conditions du Théoreme [1.2.11|sont satisfaites, donc le point d’équilibre

9= B )

est globalement attractif. m

Maintenant, on présente une application numérique de ce qui précede.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systemes (1.4) et (1.5)

Exemple 2.1.2 Pour les parametres et les valeurs initiales présentés dans le tableau suivant, les

conditions (2.19) et (2.20) sont satisfaites et on a

(xn/ yn) — (y,y) = (45, 255)

Ay B, Ay B, X-1 Xo Y Yo
4 0.5 1 1.2 0.5 1 1.5 0.3

Voir FIGURE 2.2.

i
£ I' ll'.
54—t
| ! ﬁl;,'“‘-ﬁm#_______
.J Vs
T
I — (&)
2 — (%)

FIGURE 2.2 — Stabilité globale du point d’équilibre du systheme (1.5) (Figure réalilisée par Maple
13)
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2.2. Existence des solutions périodiques

2.2 Existence des solutions périodiques

Dans cette section, on étudie I’existence des solutions périodiques pour les deux systemes (I.4)) et

(13).

2.2.1 Cas du systeme (1.4)

Théoreme 2.2.1 Le systéme (1.4) admet une solution périodique, de période deux, de la forme

<, (ap,Bq), (. q9), (ap, Bq), (0, 9), - - -,
ou
p=hma1,p1), g=hia1,p1) et(a-1)(B-1) #0,

si et seulement si

hi(1,a,1,B) = ahi(a,1,8,1), ho(1,,1,5) = pha(e, 1,8, 1).

Démonstration. Soient a et § deux nombres réels positifs et considérons

. (ap, B, (p.q9), (ap, Bq), (p,q), ...

une solution du systeme (I.4). Alors, on a

ap = hp,ap,q,pq)

= filp,ap) + f2(9, p9)
p = hap,p,pq,q)

= filap,p) + f2(B4,9)
ha(p, ap, g, pq)

= qp,ap) + 929, B4)
q = haap,p,pq,9)

= qlap,p) + 92(9, 9)-

pq

En utilisant ces valeurs et le fait que les fonctions f;, g;, (i = 1,2), sont homogenes de degré zéro, on

obtient

UfP hl(ll a, 1/ ﬁ)/ (224)

hi(a,1,8,1), (2.25)

S
Il
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2.2. Existence des solutions périodiques

paq hh(1,a,1,p), (2.26)

q

ha(a, 1,8, 1). (2.27)

De (2.24) et (2.25)), on trouve
h(1,a,1,p8) = ahi(a,1,B,1).

Aussi, de (2.26) et (2.27), on trouve
hz(l, a, 1,ﬁ) = ﬁhz(a, 1, ﬁ, 1)

Inversement, supposons que

hi(1,a,1,) = ahi(a,1,6,1), ho(1,,1,B) = fha(a, 1,5, 1)

et
X_1= hl(ll a, 1/ ﬁ)l Xo = hl(al 1/ ﬁl 1)/ ]/—1 = h2(1/ a, 1/ ﬁ)/ yO = hZ(al 1/ ﬁ/ 1)

Alors, on a

X1 h1(xo, X-1, Yo, y_l)
hi(hi (e, 1,8,1), h1(1, 0,1, B), ha(r, 1,8, 1), ha(1, a0, 1, B))
h](hl((l, 1, ﬁ, 1), ahl(a, 1,ﬁ, 1), I’lz(a, 1, ﬁ, 1), ﬁhz(a, 1,ﬁ, 1))

fl (hl (0(, 1/ ,B/ 1)/ ahl (O(, 1/ 5/ 1)) + fZ(hZ(a/ 1/ ﬁ/ 1)/ ﬁhZ(a/ 1/ 5/ 1))/

et comme les fonctions f;, f, sont homogenes de degré zéro, il en résulte que

X1 = fl(l, a) + fz(l,ﬁ) = hl(l, a, 1,ﬁ) =X_1.

De méme,

ha(x0, %1, Yo, Y-1)

ho(hi(e, 1,8,1), hi(1, &, 1, 8), ha(e, 1, B, 1), ha(1, &, 1, B))

ho(hi(a, 1,8,1), ahi(a, 1, B,1), ha(e, 1, B, 1), Bha(a, 1, B, 1))
g1, 1,8,1), ah(a, 1, 8,1)) + g2(ha(a, 1, B, 1), Bha(at, 1, B, 1)),

U4

et comme les fonctions g;, g, sont homogenes de degré zéro, on obtient que

i =11, ) + 92(1,8) = ha(1, 2,1, B) = y1.
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2.2. Existence des solutions périodiques

De plus, on a

X2 = hi(x1, X0, Y1, Yo)
= h(hi((1,a,1,8),h(a,1,8,1),h2(1, 0,1, B), ha(ar, 1, B, 1))
= m(ahi(a,1,B,1), (e, 1,B,1), Bha(a, 1,B,1), ha(ar, 1, B, 1))
= flam(a,1,B,1),m(a,1,6,1) + fo(Bha(a, 1,,1), ha(a, 1, 8, 1))
= fAla 1)+ f£(8,1)
= h(a,1,8,1)

= xO
et

y2 = ha(x1, %0, Y1, Yo)
= hh(m(@,a,1,p),h(a,1,6,1),h(1,a,1,B), ha,1,5,1))
= h(ahi(a,1,6,1), (e, 1,B,1), pha(er, 1,B,1), ha(e, 1, 5, 1))
= gqi(am(a,1,8,1),(a,1,8,1)) + g2(Bh2(a, 1, ,1), ha(a, 1, 8,1))
= qi(a, 1) +92(8,1)
= hy(a,1,8,1)
= 1.

Par récurrence, on trouve

Xop-1 = X—1, Xon = X0, Yon-1 = Y-1, You = Yo, 1 € IN.

2.2.2 Application

Ici, comme une application du résultat précédent concernant la périodicité des solutions du sys-

teme (1.4), on considere le systeéme suivant

Xn—-1 Yn Yn-1 Xn Xn-1 Yn Yn-1
Xp+1 = M +b1 +Cq +d1 ; Yne1 = 02 +b2 +Co +d2

Xn—-1 Xn yn—l yn Xn-1 Xn yn—l yn

, n €N, (2.28)

ou les valeurs initiales x_;, y_;, (i =0,1) et les parametres a;, b;, ¢;, d; (i =1,2) sont des nombres

réels positifs.
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2.2. Existence des solutions périodiques

Proposition 2.2.1 Supposons que (a —1)(f — 1) # 0. Si
—a1a3ﬁ + (bl‘B — dl)az + (dl — cla)aﬁz + (lll — bloc),B +ca=0

et
—c2af® + (dac — ) B* + (ba — aB)a?B + (c2 — dof)a + a2 = 0,
alors

o (am(a, 1,B,1), Bha(e, 1, B, 1)), (i (a, 1, B, 1), ha(a, 1, B, 1)),
(ahi(a,1,B,1), ha(a, 1,B,1)), (e, 1, B,1), ho(a, 1, B, 1)), . ...

est une solution périodique de période deux du systeme (2.28)).

Démonstration. On peut réécrire le systeme (2.28)) comme suit

n+1 = M\ Xn, Xn-1, Yn, Yn-1), Xn+1 = M2\Xu, Xu-1, Yn, Yn-1),
X (X, X1, Yns Yn-1), X hao (%X, Xn-1, Yns Yn-1)

u v w t
hl(u,v,w,t) =a1— + bl— +Cc1— +d1—
v u t w

et

u U w t
I’lz(u, 0,w, t) =ar— + bz— +Cr— + dz—.
v u t w

D’apres le Théoreme 2.2.1] nous avons

(@, 1,B,1), ha(a, 1, , 1)), ((a, 1, 8, 1), ha(e, 1, B, 1)),
(ahi(a,1,B,1), Bha(a, 1,B,1)), (e, 1, B,1), ho(a, 1, B, 1)), . ...

est une solution périodique de période deux de systeme (2.28)) si et seulement si
hi(1,a,1,8) = ahi(a,1,B,1) et ho(1, o, 1, B) = Bha(ar, 1,5, 1).

i.e.,

a c ad
—1+b1a+El+dlﬁ:a1a2+b1+c1aﬁ+?l
a

et

a c b
§+b2a+§+d2ﬁ:a2aﬁ+%ﬁ+czﬁ2+d2
qui sont (2.29) et (2.30). m
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2.2. Existence des solutions périodiques

Exemple 2.2.1 Pour a = 0.5, = 2, les conditions (2.29) et (2.30) deviennent

7 1 7 7 7
Zal — ibl —0.5¢; + Zdl =0, a, — Ebz — §C2 + dz =0.
Ces conditions sont satisfaites pour
1 3 1 1 3
a; = E/bl =3,c1=4,d, = Elaz =2,b, = E/CZ = E,dz = E
D’ou,
1
Xop—1 = X1 = (Xhl(a/ 1/ ﬁ/ 1) = 75/
Xoy = Xo = ]’l]((X, 1,ﬁ, 1) = 15,
15
Y1 = Y1 = ﬁhz(a, 1,51 1) = 7,
15
]/Zn = ]/0 = hZ(a/ 1/ ﬁ/ 1) = Z/
et donc

15 15 15\ (15 15 15
o ={(7 755 (5 3) (55) -

2.2.3 Cas du systeme (1.5)

Théoréme 2.2.2 Le systéme d’équations aux différences (1.5) admet la solution périodique de pé-

riode deux suivante
o, (ap, B9), (p, ), (ap, B9), (P, q), - - -,

avec

p=h(1,61), q=h(a1,61), a >0

et

(@-1E-1)#0,

si et seulement si
hi(1,a,1,B) = ahi(e,1,6,1), ho(1,a,1,pB) = pha(a, 1,5, 1).

Démonstration. Soient a et § deux nombres réels positifs et supposons que

ey (ap, Ba), (,9), (ap,Bq), (p.q), --.
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2.2. Existence des solutions périodiques

est une solution du systeme (L.5)). Alors, on a

ap = h(p,ap,q,pq9) = flp, ap)f2(q, q),
p = Mmlap,p,pq,q9) = filap,p)f2(B9,9),
pa = hap,ap.q,q9) = 9:(p, ap)92(q, fq),
q = hap,p,pq,q) = g1(ap, p)g2(Bq, 9)-

Comme les fonctions f;, g;, i = 1,2 sont homogenes de degré zéro, alors

ap = m(l,a1,p), (2.31)
p = h1,B1), (2.32)
Bg = h(lL,a1,p), (2.33)
q = h(a1,81). (2.34)

De (2.31)) et (2.32), on trouve
_ hl (1/ a, 1/ ﬁ)
T 1,1
De méme, de (2.33) et (2.34]), on trouve

_ h(1,a,1,B)
(e, 1,B,1)

Inversement, supposons que

— h(1,a,1,p) = ahi(a,1,p,1).

= hy(1,a,1,B) = pha(a, 1,5, 1).

hi(1,a,1,B) = ahi(e,1,5,1), ho(1,a,1,B) = pha(a, 1,B,1)
et
X_1= hl(ll a, 1/ ﬁ)l Xo = hl (O(I 11 ﬁl 1)/ y—l = hZ(ll a, 1/ ﬁ)/ ]/0 = hZ(al 1/ ﬁ/ 1)

On a

h(xo, X1, Yo, y-1)

hi(h(a,1,B6,1), (1, a,1,B), ha(a, 1,8, 1), (1, 2, 1, B))
hi(h(a,1,B,1), ahi(a, 1,B,1), ha(a, 1,8, 1), Pha(et, 1, 5, 1))
filh(e, 1,8,1), ahi(a, 1, B, 1)) fa(ha(a, 1, B, 1), Bha(e, 1, B, 1)),

X1

Comme les fonctions f;, f, sont homogenes de degré zéro, il en résulte que

X1 = fl(lla)fZ(lrﬁ) = hl(lra/ 1/5) =X-1.
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2.2. Existence des solutions périodiques

De méme, nous avons

ha(x0, %1, Yo, Y1)

hy(hi(a,1,8,1), (1, 0, 1, B), ha(r, 1,6, 1), ha(1, o0, 1, B))
hy(h(a, 1,B,1), ahi(a, 1,B,1), ha(e, 1, 8, 1), Pha(et, 1, 5, 1))
g1((a, 1, B, 1), al(a, 1, B, 1))g2(ha(ex, 1, B, 1), Pha(, 1, B, 1)),

n

mais les fonctions g; et g, sont homogenes de degré zéro, alors

v1=q(1, @)1, 8) = ha(1, 2,1, ) = y1.

Nous avons également

ha(x1, X0, Y1, Yo)

hi(((1,a,1,B), (o, 1,6,1), (1, a, 1, B), ha(e, 1, 5, 1))
hi(ahi(a,1,B8,1), (a, 1,B,1), Bha(a, 1,B,1), ha(a, 1, 5, 1))
filahi(a, 1,8,1), (e, 1, B, 1)) fo(Bha(e, 1, B, 1), ha(e, 1, B, 1)),

X2

et comme f; et f, sont des fonctions homogenes de degré zéro, nous obtenons

X2 = fila, Dfa(B, 1) = (e, 1,8,1) = xg

et

ha(x1, X0, Y1, Yo)

hi(((1,a,1,B), (a,1,6,1), (1, a,1, B), ha(e, 1, 5, 1))
hi(ahi(a,1,8,1), hi(a, 1, B,1), Bha(a, 1, B, 1), ha(ar, 1, B, 1))
gi(ahi(a, 1,B,1), (a1, 8,1))92(Bh2(a, 1, B, 1), ha(a, 1, B, 1)),

Y2

mais les fonctions g; et g, sont homogenes de degré zéro, donc

y2 = q1(@, 1)g2(, 1) = (e, 1,5,1) = yo.

Par induction, nous trouvons

Xopn—1 = X—1, Xon = X0, Yon-1 = Y-1, Yon = Yo, 1 € IN.
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2.2. Existence des solutions périodiques

Remarque 2.2.1 Sia =1, f =1, alors nous avons la solution
Xn = X= hl(]-/ 1/ 1/ ]-)/ Yn = y = h2(1/ 1/ ]-/ 1)/

pour toutn = =1,0,...

2.2.4 Application

Maintenant, comme une application du résultat précédent sur I’existence des solutions pério-
diques, considérons le systeme suivant.

Xy n Xy n
X = (@1 + )01+ =0), Yt = @2+ )+

n—1 n—1 n—1 n—1

), neN, (2.35)

ou les valeurs initiales x_;, y_;, (i =0, 1), et les parametres a;, b;, (j = 1,2), sont des nombres réels

positifs .
Proposition 2.2.2 Supposons que (a — 1)(f — 1) # 0. Si
(b1 + B)(ar + a)a*B — (ma + 1)(b1p+1) =0 (2.36)

et

(a2 + a)(by + B)ap® — (bof + 1)(aa + 1) = 0, (2.37)

alors,

sy (ahl (al 1/ ﬁl 1)/ ﬁhZ(a/ 1/ ﬁ/ 1))/ (hl (C(, 1/ ﬁ/ 1)/ hZ(al 11 ﬁl 1))/ (Olh] (0(, 1/ ﬁ/ 1)1 ﬁhZ(a/ 1/ ,B/ 1))1
(hi(a,1,B,1), ha(ar, 1,B,1)), ... est une solution périodique de période deux du systeme (2.35).

Démonstration. Soient

hl(xn/ Xn-1, Yn, yn_l) = fl(xn/ xn_])fz(yn/ yn—l) = (ﬂl + xxnl)(bl + yynl)/
et
Xy, Yn
(X, X1, Yy Y1) = G1 (X Xn-1)G2 (Y, Y1) = (a2 + . 1)(bz + 1).

Alors, le systeme (2.35)) peut s’écrire comme suit
Xn+1 = hl (xn/ Xn-1, Yn, yn—l)/ Yny1 = h2(xn/ Xn—1, Yn, yn—l)-
Du Théoréme [2.2.2] nous avons

h(1,a,1,p) = ahi(a,1,6,1), hy(1,a,1,p) = fha(a, 1,B,1),
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est une condition nécessaire et suffisante pour que

RN (ahl (0(, 1/ ﬁ/ 1)/ ﬁhZ(a/ 1/ ,8/ 1))/ (hl (a/ 1/ ,8/ 1)/ hZ(a/ 1/ ﬁ/ 1))/ ((Xhl ((X, 1/ ﬁ/ 1)/ ﬁhZ(a/ 1/ ,B/ 1))/
(hi(a, 1,8,1), ha(e, 1,8,1)), ... soit une solution 2-périodique du systeme (2.35)), i.e.,

a b 1
Ellbl + El + ;1 + 0(_‘3 = albla - 6110(‘3 - blaz - 0(2‘3
et
a b 1
a2b2 + Ez + ;2 + a_ﬁ = a2b2‘3 + Elzﬂz - bQQﬁ + 0(‘32,

qui sont (2.36) et (2.37). m

Maintenant, nous donnons un exemple numérique représentant la périodicité des solutions.

Exemple 2.2.2 Poura =3 et ff = %, les conditions (2.36)) et (2.37)) deviennent

%(a1 +3)(b+3) = (o + 1)(%191 +1),

5

3 1
ﬁ(ﬂz +3)(by + g)

(ébz + 1)(302 + 1)

Ces conditions sont satisfaites pour

2 1 119
a =1, bl—g, az—g, bz—T-
Alors, nous obtenons
12
Xon—1 = X1 = ahi(a,1,8,1) = 5
Xoy = Xo = hl(a/ 1/,81 1) = %/
384
Y1 = Y1 = ﬁhz(lX, 1,,3, 1) = ?
384
y2n = yO = hZ(a/ 1/5/ 1) = E’

alors, la solution 2-périodique est

o = (2 384),(22,380) (12 380 30 380 )
nzynnz—l— 5/ 5 s 5/ 75 s 5/ 5 s 5/ 75 RN 0

2.3 Oscillation des solutions des systemes (1.4)) et (1.5)

Dans cette section on s’intéresse a I’existence des solutions oscillatoires pour les systemes (1.4))
et (I3).
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2.3.1 Cas du systeme (1.4)

Théoréme 2.3.1 Soit (x,, y,) une solution du systeme (L4). Supposons que f1(u,v), fo(u,v), g1(u,v)

et g,(u, v) sont décroissantes en u pour tout v et croissantes en v pour tout u.

1. Si

X1 < X < Xo, Y-1 < y < Yo, (2.38)

alors (X,)ns—1 et (Yn)uz—1 SOnt oscillatoires autour de X ety respectivement.

2. Si

Xg < X< X_q, Yo < y <Y, (2.39)
alors (X,)n>—1 et (Yn)uz—1 SOnt oscillatoires autour de X ety respectivement.

Démonstration.

1. Supposons que (2.38)) est vérifiée. Alors, nous avons

xi = filxo,x21) + fa(yo, y-1) < (X, X)) + (W, y) = A(L D) + £o(1,1) =X,
yi = i, x21) + 92(Yo, y-1) < (%X + (Y, y) = 1(L, 1) + 92(1, 1) =,
X, = filxy,x0) + oy, yo) > A X) + £, Y) = AL, 1) + Ao(1,1) =%,

y2 = gi(x1,x0) + g2(y1, o) > 1%, %) + 921, ¥) = 1(1, 1) + 92(1, 1) = .

Par induction, on obtient
Xon-1 <X, Xon > X, You1 < Y, Yau >y, n > 0.

2. Supposons que (2.39) est vérifiée. Alors, nous avons
X1 = fl(x0/x—1) +f2(]/0/ ]/—1) > fl(ylf) +f2(y/y) = fl(]-/ 1) +f2(1l 1) = EI
vi = gi(xo, x21) + 92(vo, y-1) > 31(%,X) + 92(y, y) = 91(1, 1) + 92(1,1) = y,
X2 = filxa, x0) + fa(y1, vo) < (X, X) + (v, ¥) = (1, 1) + o(1L, 1) =X,
2 = g1(x1,%0) + 92(y1, Yo) < 1(x, %) + 92(y, y) = 1(1, 1) + 92(1, 1) = .

Par induction, on obtient

Xon-1> X, Xon <X, Youo1 > Y, You <Y, n 2 0.
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2.3.2 Application
Dans cette partie, considérons I’exemple suivant pour confirmer le résultat précédent.

Exemple 2.3.1 Soit le systeme

+bly; 1/ Yn+1 :ﬂzx +bzyn .

n n n Yn

Xn+1 = 1 (2.40)

oua;, b; (1=1,2), x_;, y_; (i =0,1), sont des nombres réels positifs.

Considérons les fonctions fi, f2, 91,92 : 10, +oo[?> — 0, +09[ définies par
v v v v
fi(u,v) = al;' fo(u,v) = blﬁ' g1(u,v) = aza, 2(u,v) = bz;' u,v €10, +o0].

Nous avons

dfi  mo o m s b dfp by

Ei S e i R w i B L s
et

891_ av 07!71_5!2 ‘992_ bzv agz_bz

R I S e S U b g

c’est a dire les fonctions fi(u,v), gi(u,v), i = 1,2 sont décroissantes en u pour tout v et croissantes
en v pour tout U.

L’unique point d’équilibre du systeme (2.40)) est
(f, y) = (111 + bl,llz + bz)

Proposition 2.3.1 Soit (X,, Yu)n>—1 une solution du systeme ([2.40). Alors, nous avons

1. La suite (X,)n>—1 (resp. (Yn)n=-1 oscille autour x (resp. autour y) si les inégalités dans (2.38)

sont satisfaites.
2. La suite (X,)n>-1 (resp. (Yn)uz—1 oscille autour X (resp. autour ) si les inégalités dans ([2.39))
sont satisfaites.
Démonstration.

1. On suppose que les inégalités dans (2.38)) sont satisfaites. Alors, nous avons

xl—a1—+b1&<a1—+b1%—a1+b1—x

Xo Yo X y

et B _
y1—a2—+b2£<a2—+b2g—az+b2—y

Xo Yo X Yy
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2.3. Oscillation des solutions des systemes (I.4) et (1.5))

De plus, nous avons

xz—al—+b1@>a1—+b1%—a1+b

X1 VA

et

y2:a2@+b2@ >02§+b2¥ =a2+b2:y.
! Y X Yy

Par induction, on obtient
Xon-1 <X, Xon > X, You1 <Y, You > Y, n € IN.

Donc, la suite (X,)n>—-1 (resp. (Yu)n=-1) oscille autour X (resp. autour y).

2. On suppose que les inégalités dans (2.39) sont satisfaites. Alors, nous avons

X1 —a1—+b1£>u1—+b1¥=a1+b1 =X

Xo Yo X y

et _
W1 —612—4-192E >ﬂ2—+b2g—ﬂ2+b2—y

Xo Yo X Y

De plus, nous avons

Xz—ﬂ1—+b1@ <ﬂ1—+b1g—ﬂ1+b1 =X

X 1 X Yy

et

y2:a2ﬁ+b2@ <a2£+bzz =a+by=7y.
X1 Y x Yy

Par induction, on obtient

Xon-1 > X, Xon <X, You1 > Y, You <Y, n € IN.

Donc, la suite (X,)n>-1 (resp. (Yu)n=-1) oscille autour X (resp. autour y).

2.3.3 Cas du systeme (1.5)

Théoréme 2.3.2 Soit (x,, y,) une solution du systéeme (L.5)). On suppose que f,(u,v), f,(u,v), g1(u,v), g-(u,v)

sont décroissantes en u pour tout v et croissantes en v pour tout u.

1. Si
X1 < X < X0, Y-1 < y < Yo, 2.41)

alors (x,)ns—1 €t (Yn)u=—1 Sont oscillatoires autour de x et y respectivement.
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2.3. Oscillation des solutions des systemes ((1.4])) et (1.5)

2. Si

Xo <X <X_1, Yo<Y<Yy, (2.42)

alors (x,)ns—1 €t (Yn)u=—1 Sont oscillatoires autour de x et y respectivement.

Démonstration.

1. On suppose que (2.41) est satisfaite. Alors, nous avons

X1 = fl(xO/ X—l)fz(yoz y-1)
< A& x)f(y,y)
= fl(ll 1)f2(1/ 1)

= %

et aussi
o= g1(x0,x1)92(Yo, Y1)

< 51092y, )

= 71(1,1Dg2(1,1)

= 7
De méme
Si(xr, x0) f2(y1, Yo)
[, 9)
AL Df®A,1)

= X,

X2

Vv

et

ya = g1(x1,%0)92(Y1, Yo)
> 91(%,X)92(, )
= 71(1,1)92(1,1)
= y
Par induction, on obtient

Xou-1 <X, Xon > X, Y1 <Y, X >X%X, n2=0.
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2.3. Oscillation des solutions des systemes ((1.4])) et (1.5)

2. On suppose que (2.42)) est satisfaite. Alors, nous avons

X1 = fl(XO/x—l)fZ(yOIy—l)
> X))
= AL DAALT)

= X,
et

vi = g1(xo,x-1)92(Yo, y-1)
> (X, %)9:(, )
= (1, 1)g2(1,1)
= y

De méme, on a

X2 = fl(x1/x0)f2(y1/]/0)
< ALY, Y)
= A1, Df(1,1)

= X,
et

V2 = g1(x1,%0)92(y1, Yo)
< 51(x, )9y, y)
= 11, D)g2(1, 1)

= y
Par induction, on obtient

Xop-1 > X, Xon <X, Yowm-1>Y, Xop<X,
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2.3. Oscillation des solutions des systemes (1.4) et (1.5))

2.3.4 Application

Dans cette partie, nous appliquons le résultat concernant les solutions oscillatoires du systeme

(I.5) au systeme suivant

Xp+1 = (ﬂl + Xn-1 ) (bl + Yna ) ;o Yl = (ﬂz + Xn-1 ) (bz + Yna ) , ne N, (243)
Xn Yn Xn

n

ou les valeurs initiales x_;, y_; (i = 0,1) et les paramétres a;,b; (j = 1,2) sont des nombres réels

positifs. Soient fi, f», 91,92 : 10, +oo[? —> 0, +00[ les fonctions définies par

fl (u/ U)
92 (1/[, U)

v v
a+—, fH(w,t)=by +—,
1t fo(w, t) = by »

0 0
a, + ;, gz(u,v) = bz + a,

ol (1,v) € 10, +oo[%. Il est facile de voir que

f f f: o
ou <0, v >0, ou <0 077)

et
8g1 891 (9g2 892
%<0, %>O; %<O/ %>0

L’unique point d’équilibre du systeme (2.43) est
&) = (@ + (b1 + 1), (a2 + )bz + 1)),

Proposition 2.3.2 Soit (x,, Yu)n=-1 une solution du systéme ([2.43). Les assertions suivantes sont

vraies.

1. Si les inégalités dans [2.41) sont satisfaites, alors la suite (x,) (resp. (Yn)) oscille autour de X

(resp. autour de ).

2. Siles inégalités dans (2.42)) sont satisfaites, alors la suite (x,,) (resp. (y,)) oscille autour de x

(resp. autour de ).

Démonstration.

1. On suppose que les inégalités dans (2.41) sont satisfaites. Alors, nous avons

%= @+ 0+ L <@+ Do+ D) = @+ Dy +1) =
Xo Yo X Yy

et

= (a2 + —)(bz + —) <(ax+ )(bz + ) =@+ )b +1) =
X0 y
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2.3. Oscillation des solutions des systemes ((1.4])) et (1.5)

De plus, nous avons

2= @+ 2y + L) > (@ + )by + L) = (@ + Dby +1) = F,
X1 U4 X Yy

et

— E @ E Z = =y
Y2 = (az + xl)(b2 + yl) > (a2 + E)(bz + y) @@+ )b +1) =Y.

Par induction, on trouve
Xon-1 <X, Xon>X, Yu-1<Y, Ywm>Yy nz0.

Donc, la suite (x,)n>-1 (resp. (V,)n>-1) oscille autour de x (resp. autour de V).

2. On suppose que les inégalités dans (2.42) sont satisfaites. Alors, nous avons

X1 = (111 + E)(bl + E) > ([Zl + g)(bl + g) = ([Zl + 1)(b1 + 1) =X
X0 Yo X Yy
et

_ X1 Y x Y, _ -
y1=(az + o )(b2 + 7 ) > (a2 + f)(bz + y) (@+ Db +1) =Y.

De plus, nous avons
X X Yy _
X2 = (@ + D)y + L) < (@ + 2)by + 2) = (@1 + )by +1) = F,
X1 hn x y

et

P N /) X Uy _ 7
yz—(ﬂlz+xl)(bz+yl)<(az+§)(b2+y) @@+ )b +1) =y.

Par induction, on trouve
Xon-1>X, X200 <X, You1>Y, Yu<y n=0.

Donc, la suite (x,),>-1 (resp. (Y,)n>-1) oscille autour de x (resp. autour de V).
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CHAPITRE 3

RESOLUTION D’UN SYSTEME
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES NON
LINEAIRES D’ORDRE SUPERIEUR

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré au systeme d’équations aux différences d’ordre k + 2 suivant

ay. + By ax, +bxl’_
Xp+1 = xi_kal, Yn+1 = yz_kal, nelN, k,p,q>0, (3.1
YYn +0Y, 4 Cxn +4X, 4

ou les parametres a,b,c,d, a, 3,7y, 0 et les valeurs initiales {x; sont des nombres

Ny Wy
réels strictement positifs.

Pour résoudre ce systéme nous allons distinguer quatre cas.

Le premier cas : ad = bc et ad # By, le deuxiéme cas : ad # bc et ad = By, le troisieme cas : ad = bc
et ad = By et le quatrieme cas (cas général) : ad # bc, ad # By, ay +cd # 0etac+ yd # 0.

Dans le cas général, nous aurons besoin du théoréme suivant.

Théoreme 3.1.1 [34|] Considérons le systeme d’équations aux différences suivant

CYUn-i'ﬁ _aun+b

7 n - 7 EHV’/ 3.2
YU, + 6 On+1 cu, +d " (3-2)

Upy1 =
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3.2. Premier cas : ad = bc et ad # fy

ouwad # bc, ay +¢c6 #0, ac+yd # 0, ad # By. La solution de ce systeme est la suivante

up(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + Bo)uy + ab + pd)s,

o ((ay + cO)tty — aa — BO)sy + Sy
_ (awg + B)(By — ad)(ad — bo)s, + ((aa + Be)(@vo + B) + (ab + Bd)(yvo + ))s,
ot = ((ay + cd)(awg + p) — (act + B&)(yvg + 0))s, + (00 + O)San
vo(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)vy + ap + bd)s,,
G2 ((ac + yd)yvy —aa — by)s, + Sy
” (aup + b)(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)(aug + b) + (af + bd)(cuy + d))s,
2n+1 ’

((ac + yd)(aug + b) — (acx + by)(cug + d))s, + (cup + d)sy+1

pour tout n € N, et ou, (5,) est la suite satisfaisant I’équation aux différences suivante
Su+1 — (@ + by + cf + dd)s, + (ad — be)(ad — By)su-1 =0, sp =0, sy =1.

Notre objectif est de résoudre explicitement le systeme (3.1)), ensuite utiliser les formules obtenues
pour établir des conditions pour la périodicité et la convergence des solutions. Dans toute la suite,
nous nous intéressons aux solutions bien-définies du systéme (3.1)), i.e., des solutions avec la condition

suivante :

()/yn + 6yZ_k_1) (cxn + dxﬁ_k_l) #0,neN.

3.2 Premier cas : ad = bc et ad # By

On suppose que ad = bc et ad # By. Dans ce cas, la deuxieme équation du systeme (3.1)) devient

P
n—k—1
P
n—k—1

FX + X

b q
+1 =Y. _
Yn dy” kﬁxn T

b
Eyz‘k' neNN.

Maintenant, en utilisant la derniére formule, dans la premiere équation du systeme (3.1]), on obtient

ab + pd

Xy42 = xn_k+1m, n € IN.

Donc le systeme (3.1)) est réduit aux équations

Xus1 =AY, nelN,
(3.3)

_b. 4
yn+1 - Eyn_k/ ne N/

ab+pd

tels que A = 72 et (ab + ﬁd)()/b + (5d) #0.
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3.2. Premier cas : ad = bc et ad # fy

3.2.1 Forme explicite des solutions du systéeme (3.3)

Dans le résultat suivant, on donne la forme explicite des solutions de (3.3).

Théoreme 3.2.1 Les solutions des equations de (3.3)) sont présentées par

Vn € IN @ Xgsryner =

1*Pn+1 pn+1

Vn € N : Ygerryner =

1_qn+l

n+1

Démonstration. Par (3.3)), nous avons

X2

X3

Xk
Xk+1

Xk+2

— — p
Xk+3 = Xk+142 = sz

— — p

Xok+1 = X(ke1)+k = AX;
— _ P

Xok+2 = Xktl+k+1 = Axk+1
— _ P

Xok+3 = Xk+1+k+2 = Axk+2

_ — AP
Xok+a = Xo(k+1)42 = AX) 5

— = A P
X3k+2 = Xo(k+1)+k = AXy 4

_ W
X3k+3 = Xok+1)+k+1 = AXy o

_ W
X3k+a = Xogr1)+ke2 = AXoy o
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A" gy, p=1,

,1=2,k+2.

X ey P E 1.

b n+1 _
3) YVi—g+), 9=1,

I=1,k+1.

(%) - y?—(k+1)’ q#1.

Ax’

—k+1

Ax’

—k+2

2 3
A1+p+p xli .

2 3
A1+p+p xg

2 3
A1+p+p x}17



3.2. Premier cas : ad = bc et ad # fy

Par induction, nous obtenons

n+1

2 n
Xty = AP+ xf_(k+1), I=2,k+2,neN

i.e.
1*]1"” n+1
VnelN: Xk+1)n+l = A x’;_(kﬂ), [=2,k+2,
sip# let
Vi € N, Xpsnnsr = A" X ey, =2,k +2
sip=1.
Par la méme procédure, on obtient par (3.3),
b 4
o= E]/_k
b 4
V2 = Hy—kﬂ
b 4
Ye = Ey_l
b 4
Yer1 = E]/O
b b\1+q 2
Yi+2 = Yk+1+41 = Eyz = (E) yzk
b b\1+q
Yi+3 = Yk+142 = EyZ = (E> y'ikﬂ
b b\1+q 2
Yokl = Ykr1)+k = E}/Z = (E) }/L
b b\1+q 2
Yok+2 = Ykr1+k+1 = Eyzﬂ = (E) yZ
b 2

b 1+3+4> 3
Yok+3 = Yok+1)+1 = EyZ+2 = (E) y”ik

b b\1+q+¢*

Y3ke2 = Yo(er1)+k = Eygkﬂ - (E) (11
b . b\1+q+¢? e

Y3k+3 = Y2ke)+ke1 = Ey k2 T (E) Yo

Alors, par induction nous obtenons

b1 24Hq" ot
)W“”’ ™ 1=Tk+1,neN,

v(k+1)1’l+l = (E vl—(k+l)’
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3.2. Premier cas : ad = bc et ad # fy

ce qui implique,

n+1

b 1_% n+1
ywwmz(ﬁlqyﬂhwlsz+LneN' (3.6)
sig# 1et )
n+1 S
Ykl = (3) Vi), [ =L k+1,neN, (3.7)

sig =1, et cela termine la preuve. m

3.2.2 Périodicité des solutions du systeme (3.3) danslecasp =g =1

Considérons (3.3) avec p = g = 1. Dans ce cas, on a les équations suivantes

ab+pd 4
Xnt+1 = 7/b_‘_édxn—k/ neN ’

(3.8)
Yus1 = Yk, nEN,

Dans le théoréme suivant, nous donnerons des conditions rendant les solutions de (3.8)) périodiques.

Théoreme 3.2.2 o+ = Y +0, b = d est une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions

de (3.8)) soient périodiques de période k + 1.

Démonstration. On suppose que la solution (x,,),s .1 €t (¥4),~_, du (3.8) est périodique de période

n>—k
k+1,ie.
Xp = Xp—k+1), 1 = 2,3, ...
et
Yn = Yn—geeryy n = 1,2, ...
alors,

X2 = X—k+1, Y1 = Y-k

En utilisant ce fait et les équations dans (3.8]), on obtient

ab + Bd
X2 = X_k+1 yb T od k+1
et
b
Y1 =Y d]/—k
D’ou, on obtient
O+l _ b o oua+p=y+oandb=d
brod A oua+pf=y+oandb=d.
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3.3. Deuxieéme cas : ad # bc et ad = By

Maintenant, on suppose que « + f =y +oetb =d.
Par conséquent, de (3.8)), nous avons

ab + Bd
yb + 6d

X = X1-k = X1-k, Y1 = Ey_k =Yk

Alors, en prenons 1 = 2 dans (3.8)), on obtient

3 ab+ pd B B B
= yb n 6dx—k+z =X_k+2, Y2 = E]/—k+1 = Yk+1-

X3

En continuant la procédure, on obtient, par induction, le résultat. m
Le résultat suivant concerne le comportement des solutions de (3.3), qui découle directement du

Théoreme 3.2.1

Théoréme 3.2.3 Pour toute solution (x,),51_x et (Yu),s_y du systeme (3.3)), nous avons

1. Sip=q=1, alors
0, IAl<1 0, [bl<ldl,
lim x,, = et limy, =

0o, |Al>1 oo, |b > |d.

2. Sip#letqg#1

0, |Al<1, max|x_gl <1,

llm xn — ]=2,k+2
n—0oo .
oo, |Al>1, min x| > 1,
1=2,k+2
et
0/ |b| < |d|/ maX|yl—(k+1)| < 1/
]_im yn — l=1,k+1
n—oo

co, |b] > |d|, min |y;_yl > 1.
1=1,k+1

3.3 Deuxieme cas : ad # bc et ad = By
Dans cette partie, on suppose que ad # bc et ad = py. Alors le systeme (3.1) devient

a1 = gxﬁ_k, n€N, yu1 =By, , neN, (3.9)
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3.3. Deuxieéme cas : ad # bc et ad = By

avec B = Zg:gg, et (aB + bd) (cp + do) # 0.
Dans les trois résultats suivants, on va donner la forme des solutions de (3.9), des conditions qui
rendent les solutions du systeme (3.9), dans le cas p = g = 1, périodiques et le comportement des
solutions du systeme (3.9). Leurs démonstrations peuvent étre obtenues par les mémes étapes que

celles des théoremes de la partie précédente.

Théoréme 3.3.1 Pour toute solution (x,),51_x €t (Yn),~_, du systeme (3.9), nous avons pour n € N,

| n>—k
n+
(lg) Xi-(k+1), P = 1/
Xk+1)n+l = I=1,k+1.
1— n+1
(&) T, pel
5 -+ P F L

B sy, q=1,

Yie+)n+l = [=2,k+2.

]7qn+l 4l

- q
B 17 yl—(k+1)’ qil,

En prenant p = g = 1 dans (3.3)), on obtient les équations suivantes

Xp41 = §xn_k, n €N,
ap+bod (3-10)
]/n+1 = Cﬁ+db]/n—k/ n € IN".

Théoreme 3.3.2 = 6 eta+b = c+d est une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions

de (3.10)) soient périodiques de période k + 1.

Théoréme 3.3.3 Pour toute solution (x,),51_x €t (Yn),~_, du systeme (3.9), nous avons

n>-k
1. Sip=q=1, alors
0, Bl <lol, 0, [Bl<1,

lim x,, = et limy, =

n—oo n—oo

oo, B >0, oo, |B|>1.

2. Sip#letqg#1

O/ |ﬁ| < |6|/ maX |xl—(k+1)| < 1/
llm X, = 1=1,k+1
n—o0 .
oo, Bl >10], min |x_gpy| > 1,
1=1,k+1

et
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3.4. Troisieme cas : ad = bc et ad = By

0, |Bl<1et max|y_u+nl <1,
lim Y = 1=2,k+2
n—oo

00, |B| > 1 et min |yl—(k+1)| > 1.
1=2,k+2

3.4 Troisieme cas : ad = bc et ad = fy

Supposons que ad = bc et ad = By, alors le systeme (3.1) sera réduit au systeme suivant
b
Xpy1 = %gx}:l—k’ yn+1 = Eyjl—k’ ne N. (311)

Pour les solutions de ce systeme, on a les résultats suivants qui sont des conséquences directes des

deux sections précédentes.

Théoreme 3.4.1 Pour toute solution (X,, Yn)n=—i du systeme (3.11), nous avons pour n € IN,
n+1
(%) Xi—s1), P =1,
X(kt1yn+l = [=1k+1.
b n+1 _
(g) Yig+y, 9=1,
Yikrynel = I=1k+1.

n

-

—P

T—p pn+l
) X gy PEL

™

-

1 n+1

b1 4
(E) Yigay 971
Maintenant, en prenant p = g = 1 dans (3.3)), on obtient

Xn+1 = gxn—k/
neN, (3.12)

_ b
Yn+1 = Eyn—k/

Théoreme 3.4.2 Chaque solution de (3.12) est périodique de période k + 1 si et seulement si
b=detp =06

Théoréme 3.4.3 Pour toute solution (X, Yn)u>—r du systeme (3.11)), nous avons
1. Sip=4q=1, alors
0, Ipl<lol 0, [bl <dl,
lim x, = et limy,=

n—00 n—oo

oo, |Bl > 10], oo, [b] > |d|.
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3.5. Cas général du systeme (3.1)

2. Sip#1letq#+1,alors

O/ |ﬁ| < |6|/ maXx |xl—(k+1)| < 1/

llm X, = 1=1,k+1
n—00 .
oo, Bl > 16|, min |x_gp| > 1,
1=1,k+1
et
0, Ib] < |d| et max |y;_g+1yl < 1,

llm — I=1,k+1
n—00 yn

+00, |b| > |d| et min |yl—(k+1)| > 1.
1=1,k+1

3.5 Cas général du systeme (3.1)

Dans cette section, nous résolvons le systeme (3.1)) dans le cas général, et c’est le cas ou ad # bc,

ad # By, ay +co #0etac+yd # 0.

Théoreme 3.5.1 Pour toute solution (X,, Yn)ns—@+1) du systeme (3.1)), nous avons pour n € N,

(i) Sik estimpair:k=2k"+1,k €N, alors

n

n+1 n—i
_ p
XAk +)n+l+] = X1y | | Wl +1)i+1+j7
VI=0,K,: =0 jelo,1).

qnﬂ qn—i
Yol +0n+i1+j = Youpr—1y4j H Dol +1)i+11+7
i=0
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3.5. Cas général du systeme (3.1))

(ii) Sik est pair : k = 2k', k' € IN, alors

2(n+1) 2(n—i)+1 2(n—i)

— P p u’ ;
XAk + Dtk +1+1] = Xo(_poy W1k +1)ien+1 ¥k +1)ieke 41417 =0, 0,k -1
i=0
n n—1
_ p2n+] 2(n—i) 2(11 i)—1 l _ Okl—l
Xo[@k +1n+]+1 = x2(l—k’)(l_[ Wtk +1)i+11+1 H”2[ 2k’+1)z+k’+l+1]) -V
i=0 i=0
2(n+1) d 2(n~i) 2(n—i)
_ p n+ p n—i p n—-i _ ,
XAk + Dk +1+1 = Xy H Unorrsnyisn oor ik sns1r L= 0K
i=0
n n—1
_ p2n+l 2(n—i)+1 Z(n i)—1 l _ 0 k/
Xk +1)n+l] = xZ(l—k’)—l( u 212K +1)i+]] H” [2k’+1)z+k’+l]+1)’ =Y
i=0 i=0
2(n+1 2(n—i)+1 q2(n i) ;
Yar@k+nntk+1+1] = yZ(l k) H U@k +1)is))+1 Y212k +1)i4k’ +141]7 =0, 0k -1
2n+1 L 2(n—i) n-l 2(n—i)-1 _—
_ q n+ ( q n—i )( p n—i)— ) _ ; —
Yararsnmenat = Yo\ | | Parr+njina Utk ) 1= 0K =1
i=0 =0
2(n+1) 2(n—i) 2(n—i)
_ q q — ’
Yar@i+nn+ie+li+1 = Yog_p) H Uotaw s Vopr sk L= 0K
i=0
n n-1
q2n+1 2(n i)+1 2(n i)-1 ;
Yok = Yo ey H e sinn) H vz[(Zk'+1)z+k’+l]+1) =0k,
i=0 i=0

tels que (uy),, et (v,),, sont donnés par

up(By — ad)(ad — be)s,—1 + ((aa + Pc)ug + ab + Bd)s,

o = ((ay + cO)ug — aa — o)sy + sur1
(avo + B)(By — ad)(ad — be)s,-1 + ((aa + Be)(avp + B) + (ab + Bd)(yoo + 6))sn
Hant1 ((@y + cd)@vy + B) — (aa + BO) (YT + 0))sn + (VU0 + O)S e
; vo(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)vg + ap + bd)sy,
2n

((ac + yd)vg —aa — by)s, + Sp+1
(aug + b)(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)(aug + b) + (ap + bd)(cug + d))sy,

Foneis ((ac + yd)(aug + b) — (aa + by)(cug + d))s, + (Cuig + d)sps1 ’

avec Uy = xpxo et vy = y,,yo et la suite (s,),’, est comme dans le Théoréme 3.1.1

—k-1 —k-1

Démonstration. Nous écrivons le systeme (3.1)) comme suit

+ a +b
xi’l+1 — y1q1 k-1 ﬁ y”+1 — Xﬁ k-1 (3 13)
xZ—k Y q + 5 y Cxpxn +d

Ynia n—k-1
et en posant
X
Uy = ———, U qy” , neNy, (3.14)
xn—k—l yn—k 1
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3.5. Cas général du systeme (3.1)

on obtient le systeme suivant
av, +p
Yo, + 0’

_au, +b
cu, +d’

(3.15)

Upt1 = On+1

Il est clair que le systeme (3.15) a la méme forme que celle du systeme (3.2), donc par le Théoréme

B.1.1] on obtient
uo(By — ad)(ad — be)s,—1 + ((aa + pc)ug + ab + Bd)s,

o ((@y + cO)ug — ac — pS)s + Sur1
(avg + B)(By — ad)(ad — bc)sy—1 + ((aa + Be)(avg + ) + (ab + pd)(yvo + 0))sn
Honed ((ay + cO)(awg + B) — (@ + Be)(yvo + 0))su + (Y00 + O)sr1
vo(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)vg + aB + bd)sy,
2 ((ac + yd)vg — ac — by)s, + sp41
(aug + b)(By — ad)(ad — bc)s,—1 + ((aa + by)(aug + b) + (ap + bd)(cup + d))sy,
Oanl ((ac + yd)attg + b) — (aa + by)(Ctto + A))sy + (Cltg + A)spr1 ’
avec g = - et vy = ——.

—k-1 k-1
Maintenant, en utilisant les relations (3.14)), on obtient

_ p
Yo = UoX_ )
_ p
X1 = ulx_k
Xe = wx’
2
_ p.p
Xk+1 = l/lk+1u0x_(k+1)
p p. P
Xk+2 = X(k+1)+1 = Uk2Xy = UG+ U X

_ _ p
X2k = X(k+1)+k-1 = U2kX)_4
_ _ p
X2k+1 = X(k+1)+k = U2k+1X}

_ _ p
Xok+2 = X2(k+1) = U2(k+1)X) 4

— — p
X3k+2 = X2(k+1)+k = U2(k+1)+kX 5,1

_ _ p
X3k+3 = X3(k+1) = M3(k+1)x2(k+1)

_ _ P
Xak+3 = X3(k+1)+k = UB(k+1)+kX51, 0
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3.5. Cas général du systeme (3.1)

et

Yo
n

Yk
Yi+1

Yi+2 = Yk+1)+1 = Uk+2]/;/
Yok = Y+1)+k-1 = vzkyZ_l
Yok+1 = Ye+1)+k = Uzk+1yz

Yok+2 = Yogk+1) = vz(k+1>yZ+1

_ _ q
Y3k+2 = Yo(k+1)+k = O2(k+1)+kY 511

Yari3 = Y3+1) = U3(k+1)yg(k +1)

—_ —_ q
Yak+3 = Y3(k+1)+k = O3(k+1)+k Y3110

Donc, par induction on obtient pour tout n € IN,

n+1

=

q
Uky_l
2
q,.4
Uk100Y _ )
2
9.4
O+1)+101Y

9 7
Ok+1)+k-10,_1Y 5
a9
02k+lvky_1
2 3
a0
02k+1) V31190 Y_ (k41

a 4T
U2+ 1)+k U011 O Y4

2 3 4
9 7?3
U3+ 1) Y01y Vi1 %0 Y- k1)

q R
US(k+1)+kvz(k+1)+kvzk+1Uk y—l

pn—i

X+l = X)_p_4 k+Disl?
1=0,k. (3.16)
_ qn+1 qn—i
Yorvmel = Yigeoq | | Yerryinr

i=0

Ici, nous distinguons deux cas :

(i) kimpair : k = 2k’ + 1, k¥’ € IN. Alors, pour tout € IN, nous avons

n

n+1 n—i
- p
X2k +Dn+ll+j = Xpq_pr_1)4 | | Wl 1)1+
Vi=0,ketj=0,1: =

o qn+1 qn—i
Yol +n+l+j = Yogp_1)4; H Oaler+1)i+11+j7
i=0
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3.5. Cas général du systeme (3.1))

(ii) k pair: k = 2k’, k’ € IN. Ici nous avons deux sous-cas :

Si n est impair : on trouve

n
2(n+1) 2(n—i)+1 2(n—i)
_ P p p _ ;
Xk +)@n+ 1)+ = X o g H Uy sisiorsngisnsr | = 0,2k, n €N,
i=0
et
2(n+1) 2(n—i)+1 2(n—i)
— q q — ’
Yer+nent+ = Y4 H Uook+1)i+1% @k +1)2i41) 417 I=0,2k', neN,
i=0
Si n est pair : on trouve
n n—1
p2n+1 2(14 7) n—i)—1 l 0 2k/ N
Y@k +1)@n+ = xl—Zk’—l( H Wk +1)i+1 H”(ka) 2i+1 +z) = U, 2K, n € IN,
i=0 i=0
et
n n—1
o 20D =1 e N
Yersn@n = Y (HUZ(Zk'+1)i+l)(HU(Zk’+1)(2i+l)+l)’ = U, 2k, e IN.
=0 =0

Maintenant, par rapport a la parité du parameétre /, nous avons

(a) [ estimpair : Par (3.17), (3.18), (3.19) et (3.20), on obtient pour tout n € IN,

2(n+l Z(n i)+1 pz(n i) l _k
— /
X2k + )4k +1+1] = 2(1 k) | | otk i+ Mopee + ik +141) £ T 0, 1

n—1

p2n+l i P (n—i) 2(11—1')—1 ,—
2@k +1)n+]+1 = x2(l—k’)( H Wyl +1)iel]+1 1_[ ”z[ 2k’+1)z+k’+l+1]) I=0,k -1

i=0 i=0

2(n+1 2(n—i)+1 q 2(n—i) —,
Yar@x +tyn+ke +141] = yza K) H U@k +1)ix)) 41212k +1)i4k’ +141]7 I=0,k -1

n-1

. q2n+1 L qZ(n—i) 2(n—i)—1 l . k/—
Ya1er+nn+n+1 = yza-m( H UZ[(Zk'+1)i+l]+1 H [(2k'+1)1+k’+l+1]) =0,k -1

=0 i=0
(b) [ est pair : on obtient pour tout 1 € IN,

2(n+1) pZ(n i)+1 pZ(n i) l k
j— f— /
X2k + )k +11+1 = Xy g | | Unjaps1yie Ho(ap +1yisk+ys1r L= 0r

i=0
n n—1
_ p2n+l (n 1) 2(n—i l _ 0 k’
X2[@k +n+l] = x2(l—k’)—1( H Wk +1)is1] H u2[(2k’+1)1+k’+l]+1) -
i=0 i=0

2(n+1) qZ(n 7)+1 qZ(n i) l kl
Yar@k +ntk #1141 = Yoy H Ugrarrs1yienCaparsyisksngers L= 0r

i=0
2n+1 L 2( i) -l 2( -1
q n+ ( n—i n—i)— ) _ .
Yar@k+1yn+l] = Yoy 2[(2k’+1)z+l] UZ[(Zk’+1)z+k’+l]+l [=0,k.
i=0 i=0
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36.Lecasp=¢g=1

3.6 Lecasp=g=1

Cette section est consacrée au systeme (3.1)) dans le cas p = g = 1, i.e., le systéme suivant

ay, + ﬁyn—k—l ax, + bxn_k_1
- <. n+l = Yn-k——————, N, 3.21
VY + Yy’ T I e 321

Xn+1 = Xpu—k
" " CX, + dXy_k1
avec x_;, Y-i,1=0,..,k+1leta,b,c d, a,p, vy, 6 sont positifs. Ot nous étudions le comportement

et la périodicité de ses solutions.

Le résultat suivant montre le comportement des solutions positives du systeme (3.21).

Théoreme 3.6.1 Pour toute solution positive (X, Yu)nz—k—1 du systeme (3.21)), nous avons

0, max (%, 5) <1, 0, max (%, Z) <1,
lim x, = et limy, =
n—o00 Nn—00

+00, min(%, 5) > 1, +00, min(%, g) > 1.

Démonstration. Soient (x,,, 1,),>—k-1 une solution positive du systeme (3.21)). Nous avons pour tout

nelN:

Xus1 = =X = (By — a0)ihir Xt
Y Yn + OYn-k-1)
Xn+1 — Exn—k = (ad - ﬁV)]/n n—ks
0 O(VYn + OYn-r-1)
a (bc — ad)x,_x1
Yn+1 — Eyn—k = o(Cxy + dXn 1) n—k
et
b (ad — bec)x,
Yne1 — E]/n—k = A(cx, + dxn_k_l)yn—k~
Alors, il s’en suit que
min(%, g)xn_k < Xp41 < Max (%, g)xn_k, n €N, (3.22)
min (E B)y —k < Yp+1 < mMax (E é)y _x, 1 € N. (3.23)
c’d/’" . c d/’"

Soient

ab ab
od o3

Maintenant, par les inégalités (3.22) et (3.23)), on obtient pour tout m = 1,1, n € IN,

0 := max (ﬁ, E), o= min(%, ‘g), p = max( ), T:= min(

Y 0

m

X (0)" < Xger1ym—i < % (0)",
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36.Lecasp=¢g=1

X1 (0)" < Xeatym—(e-1) < X1 ()",

x-1 (0)" < Xgesnym-1 < x-1 ()",
x0 (0)" < Xgr1ym < X0 (6)™,
Y-k ()" < Y+ym—k < Y-k (P)m p

Yk+1 ()" < Y+ ym—k-1) < Y—k+1 (p)m ’

Y ()" < Yi+1m-1 < Y-1 (P)m ’
Yo (0" < Ygerrym < Yo ()" -

Donc, pour m = 1,1, n € IN on obtient

mi_n(x_i)min (o)" <x, < mg(x_i)max C)i
i=0k m i=0k "

min(y-)min (0" < y < max(y-;)max (p)’".

Ce qui est équivaut a,

min(x_i)mmin (min (%, g))m <x, < max(x_i)mﬂe}x (max (%, g))m ,

i=0,k i=0,k

min(y_i)rr}nin (min (g, g))m <o, < mg(y_i)mn?x (max (%, 2))’“

i=0k i=0k

On obtient le résultat désiré par passage a la limite dans ces inégalités. m

Dans le théoréme suivant, nous donnons des conditions qui rendent les solutions du systeme (3.21])

périodiques de période k + 1.

Théoreme 3.6.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution (X,, Yn)n>—g+1) de (3.21))

soit péridique de période k + 1 est

(%0, Yo) = (X_(es1), Y—-k+1)), A+b=c+deta+p =y +0.
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Démonstration. Soit (x;, 1,)n>—k+1) une solution périodique de période k+1 du systeme (3.21)). Alors

nous avons
(X0, Yo) = (X_es1)Y—(es1)) X1 = X = X ayo + PY-+1) ety =y axg + bx_ 1)
0, Yo) = XY -(ka), X1 =X =X p—————( 1 =Y.
(k1) S =(k+1) YYo + 6y_(k+1) Cxp + dx_(k+1)
D’ou, on trouve
a+ a+b
y+0 c+d

Maintenant, on suppose que

(%0, Yo) = (X—ks1), Y-k+1)), A+ b=c+deta+p =y +9,

donc,
ayo + PY_k+1) axo + bx_ges)
G ety =Yy,
VYo + 0Y—k+1) cxg + dx_gs1)

alors, on obtient (x1, 1) = (X—k, Y—k)-

X1 =X

En suivant la procédure, nous obtenons

ayy + ﬁy—k axy + bx_y

Xo = xl—km ety, = yl—km,

donc, X = X_g41 €t Yo = Y_gi1-

Par induction on conclut que la solution (x;, ¥,)n>—@+1) est périodique de période k + 1. m
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette these, nous avons étudié trois systemes d’équations aux différences. Dans le premier
chapitre, nous avons montré quelques théorémes de convergence pour deux systemes définies par des
fonctions homogenes de degré zéro.

Cependant le deuxieme chapitre est consacré au comportement global des solutions des deux
systemes mentionnés dans le chapitre précédent.

Enfin, dans le dernier chapitre, on détermine la forme explicite des solutions d’un systeme d’équa-
tions aux différences d’ordre k + 2.

Comme perspective nous essaierons de poursuivre les travaux menés dans cette thése. Nous pro-
poserons des systemes qui sont des généralisations des sysemes (1.4), (1.5) et (3.1I), nous étudierons
le comportement global des solutions et chercherons les formes explicites des solutions lorsqu’il est

possible.
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