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RÉSUMÉ

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude de quelques systèmes d’équations aux diffé-

rences.

Dans un premier lieu, on s’intéresse à deux systèmes définis par la somme et le produit de deux fonc-

tions homogènes de degré zéro. Pour ces deux systèmes, nous étudions la stabilité globale des points

d’équilibre, l’existence des solutions périodiques et oscillatoires.

En deuxième lieu, nous nous intéressons à la résolution explicite d’un système rationnel d’ordre su-

périeur. En utilisant les formules explicites de ses solutions, nous étudions le comportement asymp-

totique des solutions et on donne aussi des conditions pour l’existence des solutions périodiques.

Mots clés : Systèmes d’équations aux différences, fonctions homogènes, stabilité locale et glo-

bale, comportement asymptotique des solutions, solutions périodiques, solutions oscillatoires.
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ABSTRACT

In this thesis, we are interested in the study of some systems of difference equations.

Firstly, we are interested in two systems defined by the sum and the product of two homogeneous

functions of degree zero. For these two systems, we study the global stability of the equilibrium

points, the existence of periodic and oscillatory solutions.

Secondly, we are interested in solving explicitly a higher order rational system. Using the obtained

formulas, we study the asymptotic behavior of the solutions and we give conditions for the existence

of periodic solutions.

Key words : Systems of difference equations, homogeneous functions, local and global stability,

asymptotic behavior of solutions, periodic solutions, oscillatory solutions.
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INTRODUCTION

Le domaine de recherche sur les équations aux différences ne cesse d’attirer, l’attention des cher-

cheurs depuis plusieurs décennies. Cela peut être expliqué par le fait que ce type d’équations est utilisé

dans la modélisation de plusieurs phénomènes réels dans différents domaines de notre vie. En effet,

un très grand nombre d’œuvres (articles, livres) est dédié à cet axe de recherche, voir par exemple, les

références [1,7,11,16,26,27,29,31,32,37,44]. Notre thèse est une contribution à cet axe de recherche.

En particulier, un grand intérêt est accordé au comportement global des solutions d’équations et

systèmes d’équations aux différences définis par des fonctions homogènes. Par exemple, dans [19],

[38] et respectivement [39], les auteurs ont étudié l’équation aux différences

xn+1 = f (xn, xn−1),n = 0, 1, ..., (1)

où

f : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[

est la fonction rationnelle homogène partiulière de degré zéro donnée par

f (x, y) =

axk + b
k−1∑
j=1

x jyk− j + cyk

Axk + B
k−1∑
j=1

x jyk− j + Cyk

,

f (x, y) =
ax3 + bxy2 + cx2y + dy3

Ax3 + Bxy2 + Cx2y +Dy3

et respectivement

f (x, y) =
ax4 + bxy3 + cx2y2 + dx3y + ey4

Ax4 + Bxy3 + Cx2y2 +Dx3y + Ey4 .

1



Introduction

Dans ces références, les auteurs ont établi des résultats sur la stabilité de l’unique point d’équilibre

x = f (1, 1) de (1) dans chaque cas, d’autres résultats sur la (non)-existence des solutions périodiques,

ont été aussi démontré. Dans [30], Moaaz et al., ont étudié l’équation aux différences (1), avec f est

une fonction continue et homogène de degré zéro quelconque. Comme généralisation de ce travail,

Touafek dans [41], a été intéressé au comportement global du système de second ordre défini par

xn+1 = f (yn, yn−1), yn+1 = 1(xn, xn−1), n ∈N, (2)

où f , 1 : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[ sont des fonctions continues et homogènes de degré zéro. Ensuite,

Touafek et al. ont étudié le cas tridimensionnelle du système (2) dans [42].

On peut trouver, par exemple, d’autres modèles d’équations aux différences définies par des fonctions

homogènes de degré zéro, dans les références [3, 8–10, 13, 25] et [33].

Motivé et inespéré par ces travaux, on s’intéresse dans le deuxième chapitre de cette thèse à

l’étude des deux systèmes d’équations aux différences définis par la somme et le produit des fonctions

continues et homogènes de degré zéro suivants, voir [5, 6],

xn+1 = f1(xn, xn−1) + f2(yn, yn−1), yn+1 = 11(xn, xn−1) + 12(yn, yn−1), n ∈N

xn+1 = f1(xn, xn−1). f2(yn, yn−1), yn+1 = 11(xn, xn−1).12(yn, yn−1), n ∈N

où f1, f2, 11, 12 : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[. Pour ces deux systèmes, on étudie la stabilité globale de

l’unique point d’équilibre correspondant, i.e.,

(x, y) = ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1))

et

(x, y) = ( f1(1, 1). f2(1, 1), 11(1, 1).12(1, 1)).

En outre, des conditions garantissant l’existence des solutions périodiques et oscillatoires ont été

établi.

Notons que pour assurer l’attractivité globale de nos points d’équilibre, des théorèmes de convergence

ont été démontré dans le premier chapitre, qui contient aussi quelques notions et résultats de base

nécessaires pour la réalisation de notre thèse.

Dans une autre direction, les chercheurs s’intéressent aussi à trouver la forme explicite des solu-

tions des équations aux différences, en général cela est une tâche difficile, car on a pas une procédure

systématique à suivre. L’intérêt pour cette direction, s’explique par le fait que s’est on connait la forme

2



Introduction

explicite des solutions, alors on peut déduire facilement le comportement du phénomène modélisé par

l’équation aux différences correspondante : comportement asymptotique, périodicité et l’oscillation.

Pour des modèles concrets, on pourra consulter les références suivantes : [2, 14, 17, 20–23, 28, 35, 36,

40,43,45,46]. Dans le dernier chapitre, on va résoudre le système d’équations aux différences de type

rationnel (non linéaire) avec puissances donné par

xn+1 = xp
n−k

αyn + βyq
n−k−1

γyn + δyq
n−k−1

, yn+1 = yq
n−k

axn + bxp
n−k−1

cxn + dxp
n−k−1

, n ∈N, k, p, q > 0, (3)

où les paramètres a, b, c, d, α, β, γ, δ et les valeurs initiales {xi}
0
i=−(k+1), {yi}

0
i=−(k+1) sont des nombres

réels strictement positifs.

Dans la réalisation de cette partie de la thèse, nous étions motivés par les références suivantes :

[18, 34]. Notons aussi que l’idée est de ramener le système non linéaire via des changements sur les

variables à un système linéaire, puis déduire les solutions du système d’origine à partir des solutions

du système linéaire correspondant.

3



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET QUELQUES

THÉORÈMES DE CONVERGENCE

Dans ce chapitre, nous présentons, dans sa première partie, quelques définitions et résultats connus

qui seront utilisés dans les chapitres de cette thèse. La deuxième partie est consacrée à quelques

théorèmes de convergence pour deux systèmes, le premier est défini par la somme de deux fonctions

homogènes de degré zéro, cependant l’autre est défini par le produit de deux fonctions homogènes de

degré zéro. Pour plus de détails, vous pouvez consulter [12, 15, 24].

1.1 Préliminaires

Concidérons le système d’équations aux différences suivant
xn+1 = f (xn, · · · , xn−k, yn, · · · , yn−k),

yn+1 = 1(xn, · · · , xn−k, yn, · · · , yn−k),
n ∈N. (1.1)

où f , 1 : I2(k+1)
→ I sont des fonctions continues, I ⊂ R et x0, · · · , x−k, y0, · · · , y−k ∈ I sont les valeurs

initiales.

Définition 1.1.1 Un point (x, y) ∈ I2 est dit point d’équilibre du système (1.1) si

x = f (x, . . . , x, y, . . . , y) et y = 1(x, . . . , x, y, . . . , y)

4



1.1. Préliminaires

Définition 1.1.2 Soit (xn, yn)n≥−k une solution du système (1.1). On dit que la suite (xn)n≥−k

(
resp.

(yn)n≥−k

)
oscille autour de x

(
resp. y

)
si

(xn − x)(xn+1 − x) < 0
(
resp. (yn − y)(yn+1 − y) < 0

)
.

On dit que (xn, yn)n≥−k est oscillatoire autour de (x, y) si (xn)n≥−k oscille autour de x ou (yn)n≥−k

oscille autour de y.

Définition 1.1.3 Une solution {(xn, yn)}n≥−k du système (1.1), est dite éventuelement périodique de

période p ∈N∗, s’il existe un entier n0 ≥ −k tel que

xn+p = xn, yn+p = yn, ∀n ≥ n0.

Si n0 = −k, la solution est dite périodique.

En prenant k = 1 dans le système (1.1) et I = ]0,+∞[, on obtient le système suivant
xn+1 = f (xn, xn−1, yn, yn−1),

yn+1 = 1(xn, xn−1, yn, yn−1),
n ∈N. (1.2)

avec f , 1 : ]0,+∞[4
→ ]0,+∞[ sont des fonctions continues et x0, x−1, y0, y−1 ∈ ]0,+∞[ sont les

valeurs initiales.

Le système (1.2) peut s’écrire sous la forme vectorielle suivante

Xn+1 = F(Xn), n = 0, 1, . . . , (1.3)

avec X0 = (x0, x−1, y0, y−1), Xn = (xn, xn−1, yn, yn−1) ∈ ]0,+∞[4 et

F : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[4

est une fonction continue définie par

F(Xn) =
(

f (xn, xn−1, yn, yn−1), xn, 1(xn, xn−1, yn, yn−1), yn

)
.

On a

(x, y) est un point d’équilibre de (1.2) ⇔ X = (x, x, y, y) est un point d’équilibre de (1.3).

5



1.1. Préliminaires

Définition 1.1.4 Soit X un point d’équilibre du système (1.3) et ∥.∥ une norme.

1. Le point d’équilibre X est dit stable (localement stable) si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀X0 ∈ ]0,+∞[4 : ∥X0 − X∥ < δ =⇒ ∥Xn − X∥ < ϵ,

sinon, X est dit instable.

2. X est dit asymptotiquement stable s’il est stable et

∃γ > 0,∀X0 ∈ ]0,+∞[4 : ∥X0 − X∥ < γ =⇒ lim
n→+∞

Xn = X.

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif si

∀X0 ∈ ]0,+∞[4 : lim
n→+∞

Xn = X.

4. Le point d’équilibre X est dit globalement (asymptotiquement) stable s’il est stable et globa-

lement attractif.

Définition 1.1.5 Supposons que F ∈ C1(]0,+∞[4). Le système défini par

Yn+1 = JF(X)Yn, n ∈N,

avec Yn = Xn − X et JF est la matrice Jacobienne de F en X, est appelé système linéaire associé à

(1.3) autour du point d’équilibre X.

Théorème 1.1.1 1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne JF sont de module

strictement inférieur à 1, alors le point d’équilibre X est asymptotiquement stable.

2. Si, une des valeurs propres de la matrice Jacobienne JF, est de module supérieur à 1, alors le

point d’équilibre X est instable.

Définition 1.1.6 Une fonction f : ]0,+∞[2
→ ]0,+∞[ , est dite homogène de degré m ∈ R si

∀(u, v) ∈ ]0,+∞[2 , ∀λ > 0 : f (λu, λv) = λm f (u, v).

Théorème 1.1.2 (Théorème d’Euler) [4]

1. Soit f : ]0,+∞[2
→ ]0,+∞[ une fonction de classe C1. Alors, f est homogène de degré m si

et seulement si

u
∂ f
∂u

(u, v) + v
∂ f
∂v

(u, v) = m f (u, v), (u, v) ∈ ]0,+∞[2 .

6



1.2. Quelques théorèmes de convergence

2. Soit f : ]0,+∞[2
→ ]0,+∞[ une fonction de classe C1. Alors, si f est homogène de degré m,

alors ∂ f
∂u et ∂ f

∂v sont homogènes de degré m − 1.

Maintenant, considérons les deux systèmes suivants

xn+1 = f1(xn, xn−1) + f2(yn, yn−1), yn+1 = 11(xn, xn−1) + 12(yn, yn−1), n ∈N (1.4)

et

xn+1 = f1(xn, xn−1) f2(yn, yn−1), yn+1 = 11(xn, xn−1)12(yn, yn−1), n ∈N, (1.5)

où les valeurs initiales x−1, x0, y−1, y0 ∈ ]0,+∞[ et les fonctions f1, f2, 11, 12 : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[

sont continues et homogènes de degré zéro.

Afin d’obtenir les résultats sur l’attractivité globale des points d’équilibre des deux systèmes (1.4) et

(1.5), on présente les théorèmes de convergence généraux suivants.

1.2 Quelques théorèmes de convergence

Cette partie est consacrée à des théorèmes de convergence pour deux systèmes d’équations aux

différences, le premier est défini par la somme tandis que le deuxième est défini par le produit de deux

fonctions homogènes de degré zéro. Ces théorèmes seront utiles dans la démonstration de l’attractivité

globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5).

1.2.1 Théorèmes de convergence pour le système (1.4)

Considérons le système (1.4) et soient h1, h2 : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[ les fonctions définies par

h1(u, v, t,w) = f1(u, v) + f2(w, t) (1.6)

et

h2(u, v, t,w) = 11(u, v) + 12(w, t). (1.7)

où f1, f2, 11 et 12 sont les fonctions définies dans (1.4).

Soit (x, y) ∈ ]0,+∞[2 un point d’équilibre pour le système (1.4). On a

x = h1(x, x, y, y) = f1(x, x) + f2(y, y)

7



1.2. Quelques théorèmes de convergence

et

y = h2(x, x, y, y) = 11(x, x) + 12(y, y).

Comme les fonctions f1, f2, 11 et 12 sont homogènes de degré zéro, alors

x = f1(1, 1) + f2(1, 1) = h1(1, 1, 1, 1),

y = 11(1, 1) + 12(1, 1) = h2(1, 1, 1, 1),

d’où,

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)). (1.8)

est l’unique point d’équilibre du système (1.4).

Théorème 1.2.1 Considérons le système (1.4). Supposons que les hypothèses suivantes sont vraies :

1. (H1) : Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. (H2) : h1 et h2 sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t pour tous u

et w.

3. (H3) : Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système

m1 = h1(m1,M1,m2,M2),

M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2),

M2 = h2(M1,m1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Démonstration. Posons

m0
1 := a, M0

1 := b, m0
2 := α, M0

2 := β

et pour chaque i = 0, 1, . . . ,

mi+1
1 : = h1(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

1 := h1(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

mi+1
2 : = h2(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

2 := h2(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2).

Nous avons

a ≤ h1(a, b, α, β) ≤ h1(b, a, β, α) ≤ b

et

α ≤ h2(a, b, α, β) ≤ h2(b, a, β, α) ≤ β,

alors,

m0
1 = a ≤ h1(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) = m1

1 ≤ h1(M0
1,m

0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

1 ≤ b =M0
1,

m0
2 = α ≤ h2(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) = m1

2 ≤ h2(M0
1,m

0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

2 ≤ β =M0
2,

en utilisant le fait que h1 et h2 sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t

pour tous u et w, on obtient

h1(m0
1,M

0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h1(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h1(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) ≤ h1(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2)

et

h2(m0
1,M

0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h2(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h2(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) ≤ h2(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2)

cela signifie que

m0
1 ≤ m1

1 ≤ m2
1 ≤M2

1 ≤M1
1 ≤M0

1

et

m0
2 ≤ m1

2 ≤ m2
2 ≤M2

2 ≤M1
2 ≤M0

2.

Par récurrence, on trouve que, pour tout i = 0, 1, . . . ,

a = m0
1 ≤ m1

1 ≤ · · · ≤ mi−1
1 ≤ mi

1 ≤Mi
1 ≤Mi−1

1 ≤ · · · ≤M1
1 ≤M0

1 = b

et

α = m0
2 ≤ m1

2 ≤ · · · ≤ mi−1
2 ≤ mi

2 ≤Mi
2 ≤Mi−1

2 ≤ · · · ≤M1
2 ≤M0

2 = β.
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Par conséquent, les suites (mi
1)i et (mi

2)i (resp. (Mi
1)i et (Mi

2)i) sont croissantes (resp. décroissantes) et

aussi bornées, donc elles sont convergentes.

Maintenant, on pose

m1 = lim
i→+∞

mi
1, M1 = lim

i→+∞
Mi

1, m2 = lim
i→+∞

mi
2, M2 = lim

i→+∞
Mi

2.

Alors,

a ≤ m1 ≤M1 ≤ b, α ≤ m2 ≤M2 ≤ β.

En prenant les limites dans les égalités suivantes

mi+1
1 = h1(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

1 = h1(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

mi+1
2 = h2(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

2 = h2(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

et en utilisant le fait que h1 et h2 sont continues, on trouve

m1 = h1(m1,M1,m2,M2), M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2), M2 = h2(M1,m1,M2,m2),

donc, de (H3), on trouve m1 =M1 et m2 =M2.

De (H1), on a

m0
1 = a ≤ xn ≤ b =M0

1, m0
2 = α ≤ yn ≤ β =M0

2, n = 1, 2, . . . .

Pour n = 2, 3, . . . , on a

m1
1 = h1(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

1,

m1
2 = h2(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

2,

i.e.,

m1
1 ≤ xn ≤M1

1, m1
2 ≤ yn ≤M1

2, n = 3, 4, . . . .

Maintenant, pour n = 4, 5, . . . , on a

m2
1 = h1(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) =M2

1,

m2
2 = h2(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) =M2

2,

c’est à dire

m2
1 ≤ xn ≤M2

1, m2
2 ≤ yn ≤M2

2, n = 5, 6, . . . .
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Pour n = 6, 7, . . . , on a

m3
1 = h1(m2

1,M
2
1,m

2
2,M

2
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M2

1,m
2
1,M

2
2,m

2
2) =M3

1

et

m3
2 = h2(m2

1,M
2
1,m

2
2,M

2
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M2

1,m
2
1,M

2
2,m

2
2) =M3

2

c’est à dire

m3
1 ≤ xn ≤M3

1, m3
2 ≤ yn ≤M3

2, n = 7, 8, . . . .

Par récurrence, on trouve

mi
1 ≤ xn ≤Mi

1, mi
2 ≤ yn ≤Mi

2, n ≥ 2i + 1, i = 0, 1, . . .

En utilisant le fait que i→ +∞ implique que n→ +∞ et m1 =M1 et m2 =M2, on obtient

lim
n→+∞

xn =M1, lim
n→+∞

yn =M2.

En utilisant (1.4) et comme f1, f2, 11 et 12 sont continues et homogènes de degré zéro, alors

M1 = h1(M1,M1,M2,M2) = f1(1, 1) + f2(1, 1)

et

M2 = h2(M1,M1,M2,M2) = 11(1, 1) + 12(1, 1).

Les théorèmes suivants se démontre de la même manière.

Théorème 1.2.2 Considérons le système (1.4). On suppose que les hypothèses suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont décroissantes en u et w pour tous v et t et croissantes en v et t pour tous u et w.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,M2,m2),

M1 = h1(m1,M1,m2,M2),

m2 = h2(M1,m1,M2,m2),

M2 = h2(m1,M1,m2,M2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

Théorème 1.2.3 Considérons le système (1.4) et supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w, cependant

h2 est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,m2,M2),

M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(M1,m1,M2,m2),

M2 = h2(m1,M1,m2,M2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

Théorème 1.2.4 Considérons le système (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w, cependant

h2 est croissantes en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w.

12



1.2. Quelques théorèmes de convergence

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1, (M1,m1,M2,m2),

M1 = h1(m1,M1,m2,M2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2),

M2 = h2(M1,m1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

Théorème 1.2.5 Considérons le système (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont croissantes en u et t pour tous v et w et décroissantes en v et w pour tous u et t.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,M2,m2),

M1 = h1(M1,m1,m2,M2),

m2 = h2(m1,M1,M2,m2),

M2 = h2(M1,m1,m2,M2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Théorème 1.2.6 Considérons le système (1.4). On suppose que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ vérifient

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont décroissantes en u et t pour tous v et w et croissantes en v et w pour tous u et t.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,m2,M2),

M1 = h1(m1,M1,M2,m2),

m2 = h2(M1,m1,m2,M2),

M2 = h2(m1,M1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

Théorème 1.2.7 Considérons le système (1.4). Supposons que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t, cependant

h2 est décroissante en u et t pour tous v et w et croissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,M2,m2),

M1 = h1(M1,m1,m2,M2),

m2 = h2(M1,m1,m2,M2),

M2 = h2(m1,M1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

Théorème 1.2.8 Considérons le système (1.4). Supposons que les hypotèses suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est décroissante en u et t pour tous v et w et croissante en v et w pour tous u et t, cependant

h2 est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,m2,M2),

M1 = h1(m1,M1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,M2,m2),

M2 = h2(M1,m1,m2,M2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) + f2(1, 1), 11(1, 1) + 12(1, 1)).

1.2.2 Théorèmes de convergence pour le système (1.5)

Considérons le système d’équations (1.5) et soient h1, h2 : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[ les deux fonc-

tions définies par

h1(u, v,w, t) = f1(u, v) f2(w, t) (1.9)

et

h2(u, v,w, t) = 11(u, v)12(w, t), (1.10)
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

où f1, f2, 11 et 12 sont les fonctions définies dans (1.5). Nous avons

x = h1(x, x, y, y) = f1(x, x) f2(y, y) (1.11)

et

y = h2(x, x, y, y) = 11(x, x)12(y, y). (1.12)

Comme les fonctions f1, f2, 11 et 12 sont homogènes de degré zéro, (1.11) et (1.12) deviennent res-

pectivement

x = f1(1, 1) f2(1, 1) = h1(1, 1, 1, 1)

et

y = 11(1, 1)12(1, 1) = h2(1, 1, 1, 1).

D’où, l’unique point d’équilibre de (1.5) est

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)). (1.13)

Théorème 1.2.9 Considérons le système (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. (H1) : Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. (H2) : h1 et h2 sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t pour tous u

et w.

3. (H3) : Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,m2,M2),

M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2),

M2 = h2(M1,m1,M2,m2),

Alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Démonstration. Posons

m0
1 := a, M0

1 := b, m0
2 := α, M0

2 := β

et pour chaque i = 0, 1, . . . ,

mi+1
1 : = h1(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

1 := h1(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

mi+1
2 : = h2(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

2 := h2(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2).

Nous avons

a ≤ h1(a, b, α, β) ≤ h1(b, a, β, α) ≤ b,

α ≤ h2(a, b, α, β) ≤ h2(b, a, β, α) ≤ β,

alors,

m0
1 = a ≤ h1(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) = m1

1 ≤ h1(M0
1,m

0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

1 ≤ b =M0
1,

m0
2 = α ≤ h2(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) = m1

2 ≤ h2(M0
1,m

0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

2 ≤ β =M0
2.

en utilisant le fait que h1 et h2 sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et

t pour tous u et w, on obtient h1(m0
1,M

0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h1(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h1(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) ≤

h1(M0
1,m

0
1,M

0
2,m

0
2)

et

h2(m0
1,M

0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h2(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h2(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) ≤ h2(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2)

et cela signifie que

m0
1 ≤ m1

1 ≤ m2
1 ≤M2

1 ≤M1
1 ≤M0

1

et

m0
2 ≤ m1

2 ≤ m2
2 ≤M2

2 ≤M1
2 ≤M0

2.

Par récurrence, on obtient

a = m0
1 ≤ m1

1 ≤ · · · ≤ mi−1
1 ≤ mi

1 ≤Mi
1 ≤Mi−1

1 ≤ · · · ≤M1
1 ≤M0

1 = b

et

α = m0
2 ≤ m1

2 ≤ · · · ≤ mi−1
2 ≤ mi

2 ≤Mi
2 ≤Mi−1

2 ≤ · · · ≤M1
2 ≤M0

2 = β,
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

pour i = 0, 1, . . . Par conséquant, les suites (mi
1)i et (mi

2)i (resp. (Mi
1)i et (Mi

2)i) sont croissantes (resp.

décroissantes) et aussi bornées, donc elles sont convergentes.

Maintenant, Posons

m1 = lim
i→+∞

mi
1, M1 = lim

i→+∞
Mi

1, m2 = lim
i→+∞

mi
2, M2 = lim

i→+∞
Mi

2.

Alors

a ≤ m1 ≤M1 ≤ b, α ≤ m2 ≤M2 ≤ β.

En passant aux limites dans les égalités suivantes

mi+1
1 = h1(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

1 = h1(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

mi+1
2 = h2(mi

1,M
i
1,m

i
2,M

i
2), Mi+1

2 = h2(Mi
1,m

i
1,M

i
2,m

i
2),

et comme h1 et h2 sont continues, alors

m1 = h1(m1,M1,m2,M2), M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2), M2 = h2(M1,m1,M2,m2)

donc, de (H3) on a m1 =M1 et m2 =M2.

De (H1), on a

m0
1 = a ≤ xn ≤ b =M0

1, m0
2 = α ≤ yn ≤ β =M0

2, n = 1, 2, . . . .

Pour n = 2, 3, . . . , on a

m1
1 = h1(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

1,

m1
2 = h2(m0

1,M
0
1,m

0
2,M

0
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M0

1,m
0
1,M

0
2,m

0
2) =M1

2,

i.e.,

m1
1 ≤ xn ≤M1

1, m1
2 ≤ yn ≤M1

2, n = 3, 4, . . . .

Pour n = 4, 5, . . . ,

m2
1 = h1(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) =M2

1,

m2
2 = h2(m1

1,M
1
1,m

1
2,M

1
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M1

1,m
1
1,M

1
2,m

1
2) =M2

2,

i.e.,

m2
1 ≤ xn ≤M2

1, m2
2 ≤ yn ≤M2

2, n = 5, 6, . . . .
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Ensuite, pour n = 6, 7, . . . , on a

m3
1 = h1(m2

1,M
2
1,m

2
2,M

2
2) ≤ h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = xn+1 ≤ h1(M2

1,m
2
1,M

2
2,m

2
2) =M3

1

et

m3
2 = h2(m2

1,M
2
1,m

2
2,M

2
2) ≤ h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = yn+1 ≤ h2(M2

1,m
2
1,M

2
2,m

2
2) =M3

2

i.e.,

m3
1 ≤ xn ≤M3

1, m3
2 ≤ yn ≤M3

2, n = 7, 8, . . . .

Par récurrence on trouve, pour i = 0, 1, . . . ,

mi
1 ≤ xn ≤Mi

1, mi
2 ≤ yn ≤Mi

2, n ≥ 2i + 1.

On a i→ +∞ implique que n→ +∞ et m1 =M1 et m2 =M2, donc

lim
n→+∞

xn =M1, lim
n→+∞

yn =M2.

Utilisons (1.5) et le fait que f1, f2, 11 et 12 sont continues et homogènes de degré zéro, on obtient

M1 = h1(M1,M1,M2,M2) = f1(1, 1) + f2(1, 1)

et

M2 = h2(M1,M1,M2,M2) = 11(1, 1) + 12(1, 1).

Les théorèmes suivants se démontre de la même manière.

Théorème 1.2.10 Considérons le système (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont décroissantes en u et w pour tous v et t et croissantes en v et t pour tous u et w.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,M2,m2),

M1 = h1(m1,M1,m2,M2),

m2 = h2(M1,m1,M2,m2),

M2 = h2(m1,M1,m2,M2),
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).

Théorème 1.2.11 Considérons le système (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w, cependant

h2 est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,m2,M2),

M1 = h1(M1,m1,M2,m2),

m2 = h2(M1,m1,M2,m2),

M2 = h2(m1,M1,m2,M2),

Alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).

Théorème 1.2.12 Considérons le système (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w, cependant

h2 est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et w.
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2est une solution du système suivant

m1 = h1, (M1,m1,M2,m2),

M1 = h1(m1,M1,m2,M2),

m2 = h2(m1,M1,m2,M2),

M2 = h2(M1,m1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).

Théorème 1.2.13 Considérons le système (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont croissantes en u et t pour tous v et w et décroissantes en v et w pour tous u et t.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(m1,M1,M2,m2),

M1 = h1(M1,m1,m2,M2),

m2 = h2(m1,M1,M2,m2),

M2 = h2(M1,m1,m2,M2),

Alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).

Théorème 1.2.14 Considérons le système (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 et h2 sont décroissantes en u et t pour tous v et w et croissantes en v et w pour tous u et t.

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,m2,M2),

M1 = h1(m1,M1,M2,m2),

m2 = h2(M1,m1,m2,M2),

M2 = h2(m1,M1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).

Théorème 1.2.15 Considérons le système (1.5). Supposons que les assertions suivantes sont vraies :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t, cependant

h2 est décroissante en u et t pour tous v et w et croissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution of the système

m1 = h1(m1,M1,M2,m2),

M1 = h1(M1,m1,m2,M2),

m2 = h2(M1,m1,m2,M2),

M2 = h2(m1,M1,M2,m2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).
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1.2. Quelques théorèmes de convergence

Théorème 1.2.16 Considérons le système (1.5). On suppose que les assertions suivantes sont satis-

faites :

1. Ils existent a, b, α, β ∈ ]0,+∞[ tels que

a ≤ h1(u, v,w, t) ≤ b, α ≤ h2(u, v,w, t) ≤ β, ∀(u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

2. h1 est décroissante en u et t pour tous v et w et croissante en v et w pour tous u et t, cependant

h2 est croissante en u et t pour tous v et w et décroissante en v et w pour tous u et t,

3. Si (m1,M1,m2,M2) ∈ [a, b]2
× [α, β]2 est une solution du système suivant

m1 = h1(M1,m1,m2,M2),

M1 = h1(m1,M1,M2,m2),

m2 = h2(m1,M1,M2,m2),

M2 = h2(M1,m1,m2,M2),

alors

m1 =M1, m2 =M2.

Donc, toute solution du système (1.4) converge vers l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

= ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1)).
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CHAPITRE 2

STABILITÉ GLOBALE, PÉRIODICITÉ ET

OSCILLATION DES SOLUTIONS DE DEUX

SYSTÈMES DÉFINIS PAR DES FONCTIONS

HOMOGÈNES

Ce chapitre est consacré à la stabilité globale des points d’équilibre, la périodicité et l’oscillation

des solutions des deux systèmes (1.4) et (1.5).

2.1 Stabilité globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et

(1.5)

Dans cette partie, nous donnons des résultats concernant la stabilité globale, plus précisement, on

traite la stabilité locale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5), car l’attractivité globale a

été étudiée dans le premier chapitre.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5)

2.1.1 Cas du système (1.4)

Théorème 2.1.1 Supposons que les fonctions fi, 1i, i = 1, 2 sont C1 sur ]0,+∞[2 et que

2
(
h2

∣∣∣∣∣∂h1

∂u

∣∣∣∣∣ + h1

∣∣∣∣∣∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 2
∣∣∣∣∣∂h1

∂u
∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 2
∣∣∣∣∣∂h1

∂w
∂h2

∂u

∣∣∣∣∣) (1, 1, 1, 1) < (h1h2) (1, 1, 1, 1) . (2.1)

Alors, le point d’équilibre (x, y) = (h1 (1, 1, 1, 1) , h2 (1, 1, 1, 1)) du système (1.4) est asymptotiquement

stable.

Démonstration. Soit F la fonction définie par

F : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[4

W 7−→ F(W)

avec F(W) = (h1(W),u, h2(W),w), W = (u, v,w, t).

Donc, le système (1.4) peut s’écrire comme suit

Wn+1 = F(Wn), n ∈N, (2.2)

avec Wn = (xn, xn−1, yn, yn−1)t. Donc (x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)) est un point d’équilibre de

(1.4) si et seulement si

W = (x, x, y, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

est un point d’équilibre de (2.2). Le système linéaire associé à (1.4) autour du point d’équilibre W est

donné par

Xn+1 = JFXn, n ∈N,

où Xn =Wn −W n ∈N et JF est la matrice Jacobienne associé à la fonction F evaluée au point

W = (h1(1, 1, 1, 1), h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

et elle est donnée par

JF =



∂h1
∂u (x, x, y, y) ∂h1

∂v (x, x, y, y) ∂h1
∂w (x, x, y, y) ∂h1

∂t (x, x, y, y)

1 0 0 0
∂h2
∂u (x, x, y, y) ∂h2

∂v (x, x, y, y) ∂h2
∂w (x, x, y, y) ∂h2

∂t (x, x, y, y)

0 0 1 0



=



∂ f1
∂u (x, x) ∂ f1

∂v (x, x) ∂ f2
∂w (y, y) ∂ f2

∂t (y, y)

1 0 0 0
∂11

∂u (x, x) ∂11

∂v (x, x) ∂12

∂w (y, y) ∂12

∂t (y, y)

0 0 1 0


.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5)

En utilisant le théorème d’Euler et le fait que f1, f2, 11 et 12 sont des fonctions homogènes de degré

zéro, on obtient

x
∂ f1

∂u
(x, x) + x

∂ f1

∂v
(x, x) = 0,

i.e.,
∂ f1

∂v
(x, x) = −

∂ f1

∂u
(x, x).

De même façon, on obtient les égalités

∂ f2

∂t
(y, y) = −

∂ f2

∂w
(y, y),

∂11

∂v
(x, x) = −

∂11

∂u
(x, x),

∂12

∂t
(y, y) = −

∂12

∂w
(y, y).

Par conséquent, nous réecrivons la matrice Jacobienne JF comme suit

JF =



∂ f1
∂u (x, x) −∂ f1

∂u (x, x) ∂ f2
∂w

(
y, y

)
−
∂ f2
∂w

(
y, y

)
1 0 0 0

∂11

∂u (x, x) −∂11

∂u (x, x) ∂12

∂w

(
y, y

)
−
∂12

∂w

(
y, y

)
0 0 1 0


.

Son polynôme caractéristique est donné par

P(λ) = λ4
− ĥ1

(
x, x, y, y

)
λ3 +

(
ĥ1

(
x, x, y, y

)
+ ĥ2

(
x, x, y, y

))
λ2
− 2ĥ2

(
x, x, y, y

)
λ + ĥ2

(
x, x, y, y

)
,

où

ĥ1 =
∂ f1

∂u
+
∂12

∂w
et ĥ2 =

∂ f1

∂u
∂12

∂w
−
∂ f2

∂w
∂11

∂u
.

Maintenant, posons ϕ(λ) = λ4 et

ψ(λ) = −ĥ1
(
x, x, y, y

)
λ3 +

(
ĥ1

(
x, x, y, y

)
+ ĥ2

(
x, x, y, y

))
λ2
− 2ĥ2

(
x, x, y, y

)
λ + ĥ2

(
x, x, y, y

)
.

Nous avons∣∣∣ψ(λ)
∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
(x, x)

∣∣∣∣∣+2
∣∣∣∣∣∂12

∂w
(
y, y

)∣∣∣∣∣+4
∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
(x, x)

∂12

∂w
(
y, y

)∣∣∣∣∣+4
∣∣∣∣∣∂ f2

∂w
(
y, y

) ∂11

∂u
(x, x)

∣∣∣∣∣ , λ ∈ C, |λ| = 1.

(2.3)

En utilisant la partie 2. du Théorème 1.1.2 et le fait que le fonctions f1, f2, 11 et 12 sont homogènes

de degré zéro, on conclut que les fonctions ∂ f1
∂u , ∂ f2

∂w , ∂11

∂u et ∂12

∂w sont homogènes de degré −1, et donc,

∂ f1

∂u
(x, x) =

1
x
∂ f1

∂u
(1, 1) ,

∂ f2

∂w
(
y, y

)
=

1
y
∂ f2

∂w
(1, 1)

26
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et
∂11

∂u
(x, x) =

1
x
∂11

∂u
(1, 1) ,

∂12

∂w
(
y, y

)
=

1
y
∂12

∂w
(1, 1) .

Ainsi, l’inégalité (2.3) devient∣∣∣ψ(λ)
∣∣∣ ≤ 2

x

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
(1, 1)

∣∣∣∣∣ + 2
y

∣∣∣∣∣∂12

∂w
(1, 1)

∣∣∣∣∣ + 4
xy

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
(1, 1)

∂12

∂w
(1, 1)

∣∣∣∣∣ + 4
xy

∣∣∣∣∣∂ f2

∂w
(1, 1)

∂11

∂u
(1, 1)

∣∣∣∣∣ .
En utilisant les relations (1.6), (1.7) et (1.8), on obtient

∣∣∣ψ(λ)
∣∣∣ ≤ 2

(
h2

∣∣∣∂h1
∂u

∣∣∣ + h1

∣∣∣∂h2
∂w

∣∣∣ + 2
∣∣∣∂h1
∂u

∂h2
∂w

∣∣∣ + 2
∣∣∣∂h1
∂w

∂h2
∂u

∣∣∣) (1, 1, 1, 1)

(h1h2) (1, 1, 1, 1)
.

Donc, en utilisant (2.1), on trouve∣∣∣ψ(λ)
∣∣∣ < 1 = |ϕ(λ)|, ∀λ ∈ C : |λ| = 1.

Ainsi, d’après le théorème de Rouché, P(λ) = ψ(λ)+Φ(λ) et ϕ(λ) ont le même nombre de racines,

en comptant les multiplicités, dans l’intérieur du disque unité |λ| < 1.

D’où, le point d’équilibre

(x, y) = (h1 (1, 1, 1, 1) , h2 (1, 1, 1, 1))

du système (1.4) est asymptotiquement stable.

Maintenant, nous énonçons notre résultat sur la stabilité globale de l’unique point d’équilibre du

système (1.4).

Théorème 2.1.2 Sous les hypothèses du Théorème 2.1.1 et celles du Théorème 1.2.1 ou Théorème

1.2.2 ou Théorème 1.2.3 ou Théorème 1.2.4 ou Théorème 1.2.5 ou Théorème 1.2.6 ou Théorème

1.2.7 ou Théorème 1.2.8, le point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

du système (1.4) est globalement stable.

2.1.2 Application

Afin de confirmer les résultats obtenus sur la stabilité globale du point d’équilibre du système

(1.4), nous considérons le système d’équations aux différences défini comme suit

xn+1 = A1 +
B1xn

xn + xn−1
+

C1yn

yn + yn−1
, yn+1 = A2 +

B2xn

xn + xn−1
+

C2yn

yn + yn−1
, n ∈N (2.4)

27
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où les paramètres Ai, Bi, Ci, (i = 1, 2) , et les conditions initiales x−i, y−i, (i = 0, 1) , sont des réels

positifs.

Le système (2.4) a un unique point d’équilibre qui est

(x, y) = (A1 +
1
2

(B1 + C1),A2 +
1
2

(B2 + C2)).

Considérons les fonctions h1, h2 : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[ définies par

h1(u, v,w, t) = A1 +
B1u

u + v
+

C1w
w + t

, h2(u, v,w, t) = A2 +
B2u

u + v
+

C2w
w + t

. (2.5)

Alors, on peut écrire le système (2.4) sous la forme suivante

xn+1 = h1(xn, xn−1, yn, yn−1), yn+1 = h2(xn, xn−1, yn, yn−1), n ∈N.

Proposition 2.1.1 Supposons que

B1C2 − 2A1A2 − A1B2 − A2C1 < 0. (2.6)

Alors, le point d’équilibre

(A1 +
1
2

(B1 + C1),A2 +
1
2

(B2 + C2)

de (2.4) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous savons, d’après le Théorème 1.2.1, que (x, y) est asymptotiquement stable si

(2.1) est satisfaite. On a, de (2.5),

h1(1, 1, 1, 1) = A1 +
1
2

(B1 + C1),

h2(1, 1, 1, 1) = A2 +
1
2

(B2 + C2),

∂h1

∂u
(1, 1, 1, 1) =

B1

4
,
∂h1

∂w
(1, 1, 1, 1) =

C1

4
,

∂h2

∂u
(1, 1, 1, 1) =

B2

4
,
∂h2

∂w
(1, 1, 1, 1) =

C2

4
.

En substituant ces valeurs dans (2.1), nous obtenons l’inégalité (2.6).

Proposition 2.1.2 Le point d’équilibre

(x, y) = (A1 +
1
2

(B1 + C1),A2 +
1
2

(B2 + C2))

du système (2.4) est globalement attractif si

(2A1 + C1) (2A2 + B2) − B2C1 , 0. (2.7)
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Démonstration. Les fonctions h1 et h2 sont la somme de deux fonctions et il clair que chacune d’elles

est continue et homogène de degré zéro.

Nous avons

∂h1

∂u
=

B1v
(u + v)2 > 0,

∂h1

∂v
= −

B1u
(u + v)2 < 0,

∂h1

∂w
=

C1t
(w + t)2 > 0,

∂h1

∂t
= −

C1w
(w + t)2 < 0

et

∂h2

∂u
=

B2v
(u + v)2 > 0,

∂h2

∂v
= −

B2u
(u + v)2 < 0,

∂h2

∂w
=

C2t
(w + t)2 > 0,

∂h2

∂t
= −

C2w
(w + t)2 < 0.

On remarque que h1 et h2 sont croissantes en u et w pour tous v et t et décroissantes en v et t pour

tous u et w.

Aussi, il est clair que

A1 ≤ h1(u, v,w, t) ≤ A1 + B1 + C1, A2 ≤ h2(u, v,w, t) ≤ A2 + B2 + C2,

pour tous (u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4.

Maintenant, montrons que si nous avons m1 = A1 +
B1m1

m1+M1
+ C1m2

m2+M2
, M1 = A1 +

B1M1
M1+m1

+ C1M2
M2+m2

,

m2 = A2 +
B2m1

m1+M1
+ C2m2

m2+M2
, M2 = A2 +

B2M1
M1+m1

+ C2M2
M1+m1

,
(2.8)

où

(m1,M1,m2,M2) ∈ [A1,A1 + B1 + C1]2
× [A2,A2 + B2 + C2]2

alors, m1 =M1 et m2 =M2.

Nous avons, à partir de (2.8),

m1 −M1 = B1
m1 −M1

m1 +M1
+ C1

m2 −M2

m2 +M2
(2.9)

et

m2 −M2 = B2
m1 −M1

m1 +M1
+ C2

m2 −M2

m2 +M2
. (2.10)

On a aussi,

m1 +M1 = 2A1 + B1 + C1,

m2 +M2 = 2A2 + B2 + C2.

En utilisant ces égalités dans (2.9) et (2.10), on obtient

(m1 −M1)
2A1 + C1

2A1 + B1 + C1
= (m2 −M2)

C1

2A2 + B2 + C2
(2.11)
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et

(m2 −M2)
2A2 + B2

2A2 + B2 + C2
= (m1 −M1)

B2

2A1 + B1 + C1
. (2.12)

Ainsi, à partir de (2.11) et (2.12), on trouve

(m1 −M1) ((2A1 + C1) (2A2 + B2) − B2C1) = 0

et

(m2 −M2) ((2A1 + C1) (2A2 + B2) − B2C1) = 0.

Par conséquent, si (2.7) est satisfaite, alors m1 = M1 et m2 = M2, d’où les hypothèses du Théorème

1.2.1 sont satisfaites, donc le point d’équilibre (A1 +
1
2 (B1 + C1),A2 +

1
2 (B2 + C2) est globalement

attractif.

Exemple 2.1.1 Voici un exemple numérique confirmant le résultat de la stabilité globale du système

(2.4).

Pour les paramètres et les valeurs initiales présentés dans le tableau suivant, les conditions (2.6) et

(2.7) sont satisfaites et donc

(xn, yn) −→ (x, y) = (3.25, 1.45)

.

A1 B1 C1 A2 B2 C2 x−1 x0 y−1 y0

2 0.5 2 1 0.6 0.3 0.3 0.1 2 0.4

Voir FIGURE 2.1.

2.1.3 Cas du système (1.5)

Théorème 2.1.3 Supposons que les fonctions fi, 1i, i = 1, 2 sont C1 sur ]0,+∞[2 et que(
2

h1h2

∣∣∣∣∣∂h1

∂u
∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 2
h1h2

∣∣∣∣∣∂h1

∂w
∂h2

∂u

∣∣∣∣∣ + 1
h2

∣∣∣∣∣∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 1
h1

∣∣∣∣∣∂h1

∂u

∣∣∣∣∣) (1, 1, 1, 1) <
1
2
. (2.13)

Alors, l’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))

du système (1.5) est asymptotiquement stable.
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FIGURE 2.1 – Stabilité globale du point d’équilibre du système (1.4) (Figure réalilisée par Maple 13)

Démonstration. Soit F : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[4 la fonction définie par

F(u, v,w, t) =
(
h1(u, v,w, t),u, h2(u, v,w, t),w

)
, (u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4 .

Alors, le système (1.5) peut s’écrire sous la forme

Wn+1 = F(Wn), n ∈N, (2.14)

où Wn = (xn, xn−1, yn, yn−1). Donc (x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)) est un point d’équilibre de

(1.5) si et seulement si

W = (x, x, y, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1))
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est un point d’équilibre de (2.14).

Le système linéaire associé à (1.5) autour du point d’équilibre W est donné par

Zn+1 = JFZn, n ∈N,

où JF est la matrice Jacobienne associée à la fonction F calculée au point

W = (h1(1, 1, 1, 1), h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)),

et elle est donnée par

JF

(
W

)
=



∂h1
∂u (x, x, y, y) ∂h1

∂v (x, x, y, y) ∂h1
∂w (x, x, y, y) ∂h1

∂t (x, x, y, y)

1 0 0 0
∂h2
∂u (x, x, y, y) ∂h2

∂v (x, x, y, y) ∂h2
∂w (x, x, y, y) ∂h2

∂t (x, x, y, y)

0 0 1 0


i.e.,

JF

(
W

)
=



f2(y, y)∂ f1
∂u (x, x) f2(y, y)∂ f1

∂v (x, x) f1(x, x)∂ f2
∂w (y, y) f1(x, x)∂ f2

∂t (y, y)

1 0 0 0

12(y, y)∂11

∂u (x, x) 12(y, y)∂11

∂v (x, x) 11(x, x)∂12

∂w (y, y) 11(x, x)∂12

∂t (y, y)

0 0 1 0


.

En utilisant le fait que f1, f2, 11 et 12 sont homogènes de degré zéro et la partie 1 du théorème d’Euler

(Theorem 1.1.2), on obtient

x
∂ f1

∂u
(x, x) + x

∂ f1

∂v
(x, x) = 0,

et alors,
∂ f1

∂v
(x, x) = −

∂ f1

∂u
(x, x).

De même, on a les relations

∂ f2

∂t
(y, y) = −

∂ f2

∂w
(y, y),

∂11

∂v
(x, x) = −

∂11

∂u
(x, x),

∂12

∂t
(y, y) = −

∂12

∂w
(y, y).
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D’où, en remplaçant ces formules dans la relation de JF, on obtient

JF

(
W

)
=



f2(y, y)∂ f1
∂u (x, x) − f2(x, x)∂ f1

∂u (x, x) f1(x, x)∂ f2
∂w (y, y) − f1(x, x)∂ f2

∂w (y, y)

1 0 0 0

12(y, y)∂11

∂u (x, x) −12(y, y)∂ f1
∂u (x, x) 11(x, x)∂12

∂w (y, y) −11(x, x)∂12

∂w (y, y)

0 0 1 0


.

Le polynôme caractéristique de JF

(
W

)
est le suivant

P (λ) = λ4
− Aλ3 + (A + B)λ2

− 2Bλ + B,

où

A = f2(y, y)
∂ f1

∂u
(x, x) + 11(x, x)

∂12

∂w
(y, y),

B = f2(y, y)11(x, x)
∂ f1

∂u
(x, x)

∂12

∂w
(y, y) − f1(x, x)12(y, y)

∂ f2

∂w
(y, y)

∂11

∂u
(x, x).

Considérons les fonctions polynômiales

ϕ(λ) = λ4

et

ψ(λ) = −Aλ3 + (A + B)λ2
− 2Bλ + B.

Nous avons∣∣∣ψ(λ)
∣∣∣ ≤ (

4 f211

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
∂12

∂w

∣∣∣∣∣ + 4 f112

∣∣∣∣∣∂ f2

∂w
∂11

∂u

∣∣∣∣∣ + 2 f2

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u

∣∣∣∣∣ + 211

∣∣∣∣∣∂12

∂w

∣∣∣∣∣) (x, x, y, y), λ ∈ C, |λ| = 1.

(2.15)

En utilisant la partie 2. du Théorème 1.1.2 (Théorème d’Euler) et le fait que les fonctions f1, f2, 11

et 12 sont homogènes de degré zéro, on conclut que ∂ f1
∂u ,

∂ f2
∂w ,

∂11

∂u et ∂12

∂w sont homogènes de degré −1,

et donc

∂ f1

∂u
(x, x) =

1
x
∂ f1

∂u
(1, 1),

∂ f2

∂w
(y, y) =

1
y
∂ f2

∂w
(1, 1),

∂11

∂u
(x, x) =

1
x
∂11

∂u
(1, 1),

∂12

∂w
(y, y) =

1
y
∂12

∂w
(1, 1).
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Substituons ces relations dans (2.15), on obtient l’inégalité suivante

Ψ(λ) ≤
(

4 f211

xy

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u
∂12

∂w

∣∣∣∣∣ + 4 f112

xy

∣∣∣∣∣∂ f2

∂w
∂11

∂u

∣∣∣∣∣ + 2 f2

x

∣∣∣∣∣∂ f1

∂u

∣∣∣∣∣ + 211

y

∣∣∣∣∣∂12

∂w

∣∣∣∣∣) (1, 1, 1, 1) .

En utilisant les relations (1.9), (1.10) et (1.13), on trouve

Ψ(λ) ≤ 2
(

2
h1h2

∣∣∣∣∣∂h1

∂u
∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 2
h1h2

∣∣∣∣∣∂h1

∂w
∂h2

∂u

∣∣∣∣∣ + 1
h2

∣∣∣∣∣∂h2

∂w

∣∣∣∣∣ + 1
h1

∣∣∣∣∣∂h1

∂u

∣∣∣∣∣) (1, 1, 1, 1). (2.16)

Donc, en utilisant (2.13), on obtient

|Ψ(λ)| < 1 = |Φ(λ)|, λ ∈ C, |λ| = 1.

D’où, d’après le théorème de Rouché, on conclut que toutes les racines du polynôme caractéristique

P(λ) sont dans l’intérieur du disque unité.

Le résultat suivant montre la stabilité globale du point d’équilibre du système (1.5).

Théorème 2.1.4 L’unique point d’équilibre

(x, y) = (h1(1, 1, 1, 1), h2(1, 1, 1, 1)) = ( f1(1, 1) f2(1, 1), 11(1, 1)12(1, 1))

du système (1.5) est globalement stable sous les hypothèses du Théorème 2.1.3 et celles du Théo-

rème 1.2.9 ou Théorème 1.2.10 ou Théorème 1.2.11 ou Théorème 1.2.12 ou Théorème 1.2.13 ou

Théorème 1.2.14 ou Théorème 1.2.15 ou Théorème 1.2.16.

2.1.4 Application

Maintenant, pour illustrer notre résultat obtenu sur la stabilité globale du point d’équilibre du

système (1.5), considérons le système d’équations aux différences suivant

xn+1 = (A1+
xn

xn + xn−1
)(B1+

yn

yn + yn−1
), yn+1 = (A2+

xn−1

xn + xn−1
)(B2+

yn−1

yn + yn−1
), n ∈N, (2.17)

où les paramètres A1, B1, A2, B2 et les valeurs initiales x−i, y−i, (i = 0, 1), sont des nombres réels

positifs.

Le système (2.17) a l’unique point d’équilibre

(x, y) =
((

A1 +
1
2

) (
B1 +

1
2

)
,
(
A2 +

1
2

) (
B2 +

1
2

))
.

Soient h1, h2 : ]0,+∞[4
−→ ]0,+∞[ les fonctions définies par

h1(u, v,w, t) =
(
A1 +

u
u + v

)(
B1 +

w
w + t

)
, h2(u, v,w, t) =

(
A2 +

v
u + v

)(
B2 +

t
w + t

)
. (2.18)
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Le système (2.17) peut s’écrire comme suit

xn+1 = h1(xn, xn−1, yn, yn−1), yn+1 = h2(xn, xn−1, yn, yn−1).

Proposition 2.1.3 Supposons que(
A1 +

1
2

)(
B2 +

1
2

)
< (4A1B2 − 2)

(
A2 +

1
2

)(
B1 +

1
2

)
. (2.19)

Alors, le point d’équilibre

(x, y) =
((

A1 +
1
2

) (
B1 +

1
2

)
,
(
A2 +

1
2

) (
B2 +

1
2

))
du système (2.17) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Nous avons, du Théorème 2.1.3, (x, y) est asymptotiquement stable si (2.13) est

vraie. On a les valeurs suivantes

h1(1, 1, 1, 1) =
(
A1 +

1
2

) (
B1 +

1
2

)
, h2(1, 1, 1, 1) =

(
A2 +

1
2

) (
B2 +

1
2

)
,

∂h1

∂u
(1, 1, 1, 1) =

1
4

(B1 +
1
2

),
∂h1

∂w
(1, 1, 1, 1) =

1
4

(A1 +
1
2

),

∂h2

∂u
(1, 1, 1, 1) = −

1
4

(B2 +
1
2

),
∂h2

∂w
(1, 1, 1, 1) = −

1
4

(A2 +
1
2

).

En remplaçant ces valeurs dans (2.13), on obtient l’inégalité (2.19).

Proposition 2.1.4 On suppose que

4A1A2B1B2 > (2B1 + 1)(B2 + 1)(A2 + 1). (2.20)

Alors, le point d’équilibre

(x, y) =
((

A1 +
1
2

) (
B1 +

1
2

)
,
(
A2 +

1
2

) (
B2 +

1
2

))
,

du système (2.17) est globalement attractif.

Démonstration. Les fonctions h1 et h2 sont les produits de deux fonctions et il est clair que chaque

fonction est continue et homogène de degré zéro.

Nous avons,

∂h1

∂u
=

v
(u + v)2 (B1 +

w
w + t

) > 0,
∂h1

∂v
= −

u
(u + v)2 (B1 +

w
w + t

) < 0,
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5)

∂h1

∂w
=

t
(w + t)2 (A1 +

u
u + v

) > 0,
∂h1

∂t
= −

w
(w + t)2 (A1 +

u
u + v

) < 0

et
∂h2

∂u
= −

v
(u + v)2 (B2 +

t
w + t

) < 0,
∂h2

∂v
=

u
(u + v)2 (B2 +

t
w + t

) > 0,

∂h2

∂w
= −

t
(w + t)2 (A2 +

v
u + v

) < 0,
∂h2

∂t
=

w
(w + t)2 (A2 +

v
u + v

) > 0,

ce qui signifie que h1 est croissante en u et w pour tous v et t et décroissante en v et t pour tous u et

w cependant h2 est décroissante en u et w pour tous v et t et croissante en v et t pour tous u et w.

Nous avons aussi

A1B1 ≤ h1(u, v,w, t) ≤ (A1 + 1)(B1 + 1),

A2B2 ≤ h2(u, v,w, t) ≤ (A2 + 1)(B2 + 1),

pour tout (u, v,w, t) ∈ ]0,+∞[4.

Maintenant, supposons que

(m1,M1,m2,M2) ∈ [A1B1, (A1 + 1)(B1 + 1)]2
× [A2B2, (A2 + 1)(B2 + 1)]2

est une solution du système suivant
m1 = (A1 +

m1
m1+M1

)(B1 +
m2

m2+M2
), M1 = (A1 +

M1
m1+M1

)(B1 +
M2

m2+M2
),

m2 = (A2 +
M1

m1+M1
)(B2 +

M2
m2+M2

), M2 = (A2 +
m1

m1+M1
)(B2 +

m2
m2+M2

).

(2.21)

De (2.21), on a

m1 −M1 = (m2 −M2)
A1(m1 +M1) +m1

(m1 +M1)(m2 +M2) − B1(m2 +M2) −M2
(2.22)

et

m2 −M2 = (m1 −M1)
−B2(m2 +M2) −m2

(m1 +M1)(m2 +M2) + A2(m1 +M1) +M1
, (2.23)

d’où, en utilisant (2.22) et (2.23), on trouve

(m1 −M1) (1 +H1 (m1,M1,m2,M2) H2 (m1,M1,m2,M2)) = 0,

et

(m2 −M2) (1 +H1 (m1,M1,m2,M2) H2 (m1,M1,m2,M2)) = 0,

36
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où

H1(m1,M1,m2,M2) =
A1(m1 +M1) +m1

(m1 +M1)(m2 +M2) − B1(m2 +M2) −M2
,

H2(m1,M1,m2,M2) =
B2(m2 +M2) +m2

(m1 +M1)(m2 +M2) + A2(m1 +M1) +M1
,

ce qui donne,

m1 −M1 = 0 et m2 −M2 = 0

ou

H1(m1,M1,m2,M2)H2(m1,M1,m2,M2) = −1.

On va montrer que

H1(m1,M1,m2,M2)H2(m1,M1,m2,M2) , −1.

Il est clair que H2(m1,M1,m2,M2) > 0. D’autre part, nous avons

(m1 +M1)(m2 +M2) − B1(m2 +M2) −M2 ≥ 4A1A2B1B2 − (2B1 + 1)(B2 + 1)(A2 + 1).

Par conséquent, si la condition (2.20) est satisfaite, on conclut que

(m1 +M1)(m2 +M2) − B1(m2 +M2) −M2 > 0

d’où

H1(m1,M1,m2,M2) > 0

et donc

H1(m1,M1,m2,M2)H2(m1,M1,m2,M2) > 0,

c’est à dire

H1(m1,M1,m2,M2)H2(m1,M1,m2,M2) , −1,

ainsi

m1 =M1 et m2 =M2.

D’où, les conditions du Théorème 1.2.11 sont satisfaites, donc le point d’équilibre

(x, y) =
((

A1 +
1
2

) (
B1 +

1
2

)
,
(
A2 +

1
2

) (
B2 +

1
2

))
est globalement attractif.

Maintenant, on présente une application numérique de ce qui précède.
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2.1. Stabilité globale des points d’équilibre des systèmes (1.4) et (1.5)

Exemple 2.1.2 Pour les paramètres et les valeurs initiales présentés dans le tableau suivant, les

conditions (2.19) et (2.20) sont satisfaites et on a

(xn, yn) −→ (x, y) = (4.5, 2.55).

A1 B1 A2 B2 x−1 x0 y−1 y0

4 0.5 1 1.2 0.5 1 1.5 0.3

Voir FIGURE 2.2.

FIGURE 2.2 – Stabilité globale du point d’équilibre du systhème (1.5) (Figure réalilisée par Maple

13)
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2.2. Existence des solutions périodiques

2.2 Existence des solutions périodiques

Dans cette section, on étudie l’existence des solutions périodiques pour les deux systèmes (1.4) et

(1.5).

2.2.1 Cas du système (1.4)

Théorème 2.2.1 Le système (1.4) admet une solution périodique, de période deux, de la forme

. . . , (αp, βq), (p, q), (αp, βq), (p, q), . . . ,

où

p = h1(α, 1, β, 1), q = h2(α, 1, β, 1) et (α − 1)(β − 1) , 0,

si et seulement si

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1).

Démonstration. Soient α et β deux nombres réels positifs et considérons

. . . , (αp, βq), (p, q), (αp, βq), (p, q), . . .

une solution du système (1.4). Alors, on a

αp = h1(p, αp, q, βq)

= f1(p, αp) + f2(q, βq)

p = h1(αp, p, βq, q)

= f1(αp, p) + f2(βq, q)

βq = h2(p, αp, q, βq)

= 11(p, αp) + 12(q, βq)

q = h2(αp, p, βq, q)

= 11(αp, p) + 12(βq, q).

En utilisant ces valeurs et le fait que les fonctions fi, 1i, (i = 1, 2), sont homogènes de degré zéro, on

obtient

αp = h1(1, α, 1, β), (2.24)

p = h1(α, 1, β, 1), (2.25)
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2.2. Existence des solutions périodiques

βq = h2(1, α, 1, β), (2.26)

q = h2(α, 1, β, 1). (2.27)

De (2.24) et (2.25), on trouve

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1).

Aussi, de (2.26) et (2.27), on trouve

h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1).

Inversement, supposons que

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1)

et

x−1 = h1(1, α, 1, β), x0 = h1(α, 1, β, 1), y−1 = h2(1, α, 1, β), y0 = h2(α, 1, β, 1).

Alors, on a

x1 = h1(x0, x−1, y0, y−1)

= h1(h1(α, 1, β, 1), h1(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β))

= h1(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1))

= f1(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1)) + f2(h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

et comme les fonctions f1, f2 sont homogènes de degré zéro, il en résulte que

x1 = f1(1, α) + f2(1, β) = h1(1, α, 1, β) = x−1.

De même,

y1 = h2(x0, x−1, y0, y−1)

= h2(h1(α, 1, β, 1), h1(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β))

= h2(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1))

= 11(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1)) + 12(h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

et comme les fonctions 11, 12 sont homogènes de degré zéro, on obtient que

y1 = 11(1, α) + 12(1, β) = h2(1, α, 1, β) = y−1.
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2.2. Existence des solutions périodiques

De plus, on a

x2 = h1(x1, x0, y1, y0)

= h1(h1((1, α, 1, β), h1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1))

= h1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= f1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1)) + f2(βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= f1(α, 1) + f2(β, 1)

= h1(α, 1, β, 1)

= x0

et

y2 = h2(x1, x0, y1, y0)

= h1(h1((1, α, 1, β), h1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1))

= h1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= 11(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1)) + 12(βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= 11(α, 1) + 12(β, 1)

= h2(α, 1, β, 1)

= y0.

Par récurrence, on trouve

x2n−1 = x−1, x2n = x0, y2n−1 = y−1, y2n = y0, n ∈N.

2.2.2 Application

Ici, comme une application du résultat précédent concernant la périodicité des solutions du sys-

tème (1.4), on considère le système suivant

xn+1 = a1
xn

xn−1
+b1

xn−1

xn
+c1

yn

yn−1
+d1

yn−1

yn
, yn+1 = a2

xn

xn−1
+b2

xn−1

xn
+c2

yn

yn−1
+d2

yn−1

yn
, n ∈N, (2.28)

où les valeurs initiales x−i, y−i, (i = 0, 1) et les paramètres ai, bi, ci, di (i = 1, 2) sont des nombres

réels positifs.
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2.2. Existence des solutions périodiques

Proposition 2.2.1 Supposons que (α − 1)(β − 1) , 0. Si

−a1α
3β + (b1β − d1)α2 + (d1 − c1α)αβ2 + (a1 − b1α)β + c1α = 0 (2.29)

et

−c2αβ
3 + (d2α − b2)β2 + (b2 − a2β)α2β + (c2 − d2β)α + a2β = 0, (2.30)

alors

. . . , (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)),

(αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), . . .

est une solution périodique de période deux du système (2.28).

Démonstration. On peut réécrire le système (2.28) comme suit

xn+1 = h1(xn, xn−1, yn, yn−1), xn+1 = h2(xn, xn−1, yn, yn−1),

où

h1(u, v,w, t) = a1
u
v
+ b1

v
u
+ c1

w
t
+ d1

t
w

et

h2(u, v,w, t) = a2
u
v
+ b2

v
u
+ c2

w
t
+ d2

t
w
.

D’après le Théorème 2.2.1, nous avons

. . . , (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)),

(αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), . . .

est une solution périodique de période deux de système (2.28) si et seulement si

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1) et h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1).

i.e.,
a1

α
+ b1α +

c1

β
+ d1β = a1α

2 + b1 + c1αβ +
αd1

β

et
a2

α
+ b2α +

c2

β
+ d2β = a2αβ +

b2β

α
+ c2β

2 + d2

qui sont (2.29) et (2.30).
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Exemple 2.2.1 Pour α = 0.5, β = 2, les conditions (2.29) et (2.30) deviennent

7
4

a1 −
1
2

b1 − 0.5c1 +
7
4

d1 = 0, a2 −
7
2

b2 −
7
2

c2 + d2 = 0.

Ces conditions sont satisfaites pour

a1 =
1
2
, b1 = 3, c1 = 4, d1 =

3
2
, a2 = 2, b2 =

1
2
, c2 =

1
2
, d2 =

3
2
.

D’où,

x2n−1 = x−1 = αh1(α, 1, β, 1) =
15
2
,

x2n = x0 = h1(α, 1, β, 1) = 15,

y2n−1 = y−1 = βh2(α, 1, β, 1) =
15
2
,

y2n = y0 = h2(α, 1, β, 1) =
15
4
,

et donc

(xn, yn)n≥−1 =
{(15

2
,

15
2

)
,
(
15,

15
4

)
,
(15

2
,

15
2

)
,
(
15,

15
4

)
, . . .

}
.

2.2.3 Cas du système (1.5)

Théorème 2.2.2 Le système d’équations aux différences (1.5) admet la solution périodique de pé-

riode deux suivante

. . . , (αp, βq), (p, q), (αp, βq), (p, q), . . . ,

avec

p = h1(α, 1, β, 1), q = h2(α, 1, β, 1), α, β > 0

et

(α − 1)(β − 1) , 0,

si et seulement si

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1).

Démonstration. Soient α et β deux nombres réels positifs et supposons que

. . . , (αp, βq), (p, q), (αp, βq), (p, q), . . .
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2.2. Existence des solutions périodiques

est une solution du système (1.5). Alors, on a

αp = h1(p, αp, q, βq) = f1(p, αp) f2(q, βq),

p = h1(αp, p, βq, q) = f1(αp, p) f2(βq, q),

βq = h2(p, αp, q, βq) = 11(p, αp)12(q, βq),

q = h2(αp, p, βq, q) = 11(αp, p)12(βq, q).

Comme les fonctions fi, 1i, i = 1, 2 sont homogènes de degré zéro, alors

αp = h1(1, α, 1, β), (2.31)

p = h1(α, 1, β, 1), (2.32)

βq = h2(1, α, 1, β), (2.33)

q = h2(α, 1, β, 1). (2.34)

De (2.31) et (2.32), on trouve

α =
h1(1, α, 1, β)
h1(α, 1, β, 1)

⇐⇒ h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1).

De même, de (2.33) et (2.34), on trouve

β =
h2(1, α, 1, β)
h2(α, 1, β, 1)

⇐⇒ h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1).

Inversement, supposons que

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1)

et

x−1 = h1(1, α, 1, β), x0 = h1(α, 1, β, 1), y−1 = h2(1, α, 1, β), y0 = h2(α, 1, β, 1).

On a

x1 = h1(x0, x−1, y0, y−1)

= h1(h1(α, 1, β, 1), h1(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β))

= h1(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1))

= f1(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1)) f2(h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

Comme les fonctions f1, f2 sont homogènes de degré zéro, il en résulte que

x1 = f1(1, α) f2(1, β) = h1(1, α, 1, β) = x−1.
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De même, nous avons

y1 = h2(x0, x−1, y0, y−1)

= h2(h1(α, 1, β, 1), h1(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β))

= h2(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1))

= 11(h1(α, 1, β, 1), αh1(α, 1, β, 1))12(h2(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

mais les fonctions 11 et 12 sont homogènes de degré zéro, alors

y1 = 11(1, α)12(1, β) = h2(1, α, 1, β) = y−1.

Nous avons également

x2 = h1(x1, x0, y1, y0)

= h1(h1((1, α, 1, β), h1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1))

= h1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= f1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1)) f2(βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)),

et comme f1 et f2 sont des fonctions homogènes de degré zéro, nous obtenons

x2 = f1(α, 1) f2(β, 1) = h1(α, 1, β, 1) = x0

et

y2 = h2(x1, x0, y1, y0)

= h1(h1((1, α, 1, β), h1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β), h2(α, 1, β, 1))

= h1(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1))

= 11(αh1(α, 1, β, 1), h1(α, 1, β, 1))12(βh2(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)),

mais les fonctions 11 et 12 sont homogènes de degré zéro, donc

y2 = 11(α, 1)12(β, 1) = h1(α, 1, β, 1) = y0.

Par induction, nous trouvons

x2n−1 = x−1, x2n = x0, y2n−1 = y−1, y2n = y0, n ∈N.
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Remarque 2.2.1 Si α = 1, β = 1, alors nous avons la solution

xn = x = h1(1, 1, 1, 1), yn = y = h2(1, 1, 1, 1),

pour tout n = −1, 0, . . .

2.2.4 Application

Maintenant, comme une application du résultat précédent sur l’existence des solutions pério-

diques, considérons le système suivant.

xn+1 = (a1 +
xn

xn−1
)(b1 +

yn

yn−1
), yn+1 = (a2 +

xn

xn−1
)(b2 +

yn

yn−1
), n ∈N, (2.35)

où les valeurs initiales x−i, y−i, (i = 0, 1), et les paramètres a j, b j, ( j = 1, 2), sont des nombres réels

positifs .

Proposition 2.2.2 Supposons que (α − 1)(β − 1) , 0. Si

(b1 + β)(a1 + α)α2β − (a1α + 1)(b1β + 1) = 0 (2.36)

et

(a2 + α)(b2 + β)αβ2
− (b2β + 1)(a2α + 1) = 0, (2.37)

alors,

. . . , (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

(h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), . . . est une solution périodique de période deux du système (2.35).

Démonstration. Soient

h1(xn, xn−1, yn, yn−1) = f1(xn, xn−1) f2(yn, yn−1) = (a1 +
xn

xn−1
)(b1 +

yn

yn−1
),

et

h2(xn, xn−1, yn, yn−1) = 11(xn, xn−1)12(yn, yn−1) = (a2 +
xn

xn−1
)(b2 +

yn

yn−1
).

Alors, le système (2.35) peut s’écrire comme suit

xn+1 = h1(xn, xn−1, yn, yn−1), yn+1 = h2(xn, xn−1, yn, yn−1).

Du Théorème 2.2.2, nous avons

h1(1, α, 1, β) = αh1(α, 1, β, 1), h2(1, α, 1, β) = βh2(α, 1, β, 1),
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

est une condition nécessaire et suffisante pour que

. . . , (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)), (h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), (αh1(α, 1, β, 1), βh2(α, 1, β, 1)),

(h1(α, 1, β, 1), h2(α, 1, β, 1)), . . . soit une solution 2-périodique du système (2.35), i.e.,

a1b1 +
a1

β
+

b1

α
+

1
αβ
= a1b1α − a1αβ − b1α

2
− α2β

et

a2b2 +
a2

β
+

b2

α
+

1
αβ
= a2b2β + a2β

2
− b2αβ + αβ

2,

qui sont (2.36) et (2.37).

Maintenant, nous donnons un exemple numérique représentant la périodicité des solutions.

Exemple 2.2.2 Pour α = 3 et β = 1
5 , les conditions (2.36) et (2.37) deviennent

9
5

(a1 + 3)(b1 +
1
5

) = (3a1 + 1)(
1
5

b1 + 1),

3
25

(a2 + 3)(b2 +
1
5

) = (
1
5

b2 + 1)(3a2 + 1).

Ces conditions sont satisfaites pour

a1 = 1, b1 =
2
5
, a2 =

1
5
, b2 =

119
5
.

Alors, nous obtenons

x2n−1 = x−1 = αh1(α, 1, β, 1) =
12
5
,

x2n = x0 = h1(α, 1, β, 1) =
36
5
,

y2n−1 = y−1 = βh2(α, 1, β, 1) =
384

5

y2n = y0 = h2(α, 1, β, 1) =
384
25
,

alors, la solution 2-périodique est

(xn, yn)n≥−1 =
{(12

5
,

384
5

)
,
(36

5
,

384
25

)
,
(12

5
,

384
5

)
,
(36

5
,

384
25

)
, . . .

}
.

2.3 Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

Dans cette section on s’intérèsse à l’existence des solutions oscillatoires pour les systèmes (1.4)

et (1.5).
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

2.3.1 Cas du système (1.4)

Théorème 2.3.1 Soit (xn, yn) une solution du système (1.4). Supposons que f1(u, v), f2(u, v), 11(u, v)

et 12(u, v) sont décroissantes en u pour tout v et croissantes en v pour tout u.

1. Si

x−1 < x < x0, y−1 < y < y0, (2.38)

alors (xn)n≥−1 et (yn)n≥−1 sont oscillatoires autour de x et y respectivement.

2. Si

x0 < x < x−1, y0 < y < y−1, (2.39)

alors (xn)n≥−1 et (yn)n≥−1 sont oscillatoires autour de x et y respectivement.

Démonstration.

1. Supposons que (2.38) est vérifiée. Alors, nous avons

x1 = f1(x0, x−1) + f2(y0, y−1) < f1(x, x) + f2(y, y) = f1(1, 1) + f2(1, 1) = x,

y1 = 11(x0, x−1) + 12(y0, y−1) < 11(x, x) + 12(y, y) = 11(1, 1) + 12(1, 1) = y,

x2 = f1(x1, x0) + f2(y1, y0) > f1(x, x) + f2(y, y) = f1(1, 1) + f2(1, 1) = x,

y2 = 11(x1, x0) + 12(y1, y0) > 11(x, x) + 12(y, y) = 11(1, 1) + 12(1, 1) = y.

Par induction, on obtient

x2n−1 < x, x2n > x, y2n−1 < y, y2n > y, n ≥ 0.

2. Supposons que (2.39) est vérifiée. Alors, nous avons

x1 = f1(x0, x−1) + f2(y0, y−1) > f1(x, x) + f2(y, y) = f1(1, 1) + f2(1, 1) = x,

y1 = 11(x0, x−1) + 12(y0, y−1) > 11(x, x) + 12(y, y) = 11(1, 1) + 12(1, 1) = y,

x2 = f1(x1, x0) + f2(y1, y0) < f1(x, x) + f2(y, y) = f1(1, 1) + f2(1, 1) = x,

y2 = 11(x1, x0) + 12(y1, y0) < 11(x, x) + 12(y, y) = 11(1, 1) + 12(1, 1) = y.

Par induction, on obtient

x2n−1 > x, x2n < x, y2n−1 > y, y2n < y, n ≥ 0.
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

2.3.2 Application

Dans cette partie, considérons l’exemple suivant pour confirmer le résultat précédent.

Exemple 2.3.1 Soit le système

xn+1 = a1
xn−1

xn
+ b1

yn−1

yn
, yn+1 = a2

xn−1

xn
+ b2

yn−1

yn
, (2.40)

où ai, bi (i = 1, 2), x−i, y−i (i = 0, 1), sont des nombres réels positifs.

Considérons les fonctions f1, f2, 11, 12 : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[ définies par

f1(u, v) = a1
v
u
, f2(u, v) = b1

v
u
, 11(u, v) = a2

v
u
, 12(u, v) = b2

v
u
, u, v ∈ ]0,+∞[ .

Nous avons
∂ f1

∂u
= −

a1v
u2 < 0,

∂ f1

∂v
=

a1

u
> 0,

∂ f2

∂u
= −

b1v
u2 < 0,

∂ f2

∂v
=

b1

u
> 0,

et
∂11

∂u
= −

a2v
u2 < 0,

∂11

∂v
=

a2

u
> 0,

∂12

∂u
= −

b2v
u2 < 0,

∂12

∂v
=

b2

u
> 0,

c’est à dire les fonctions fi(u, v), 1i(u, v), i = 1, 2 sont décroissantes en u pour tout v et croissantes

en v pour tout u.

L’unique point d’équilibre du système (2.40) est

(x, y) = (a1 + b1, a2 + b2).

Proposition 2.3.1 Soit (xn, yn)n≥−1 une solution du système (2.40). Alors, nous avons

1. La suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1 oscille autour x (resp. autour y) si les inégalités dans (2.38)

sont satisfaites.

2. La suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1 oscille autour x (resp. autour y) si les inégalités dans (2.39)

sont satisfaites.

Démonstration.

1. On suppose que les inégalités dans (2.38) sont satisfaites. Alors, nous avons

x1 = a1
x−1

x0
+ b1

y−1

y0
< a1

x
x
+ b1

y
y
= a1 + b1 = x

et

y1 = a2
x−1

x0
+ b2

y−1

y0
< a2

x
x
+ b2

y
y
= a2 + b2 = y.
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

De plus, nous avons

x2 = a1
x0

x1
+ b1

y0

y1
> a1

x
x
+ b1

y
y
= a1 + b1 = x

et

y2 = a2
x0

x1
+ b2

y0

y1
> a2

x
x
+ b2

y
y
= a2 + b2 = y.

Par induction, on obtient

x2n−1 < x, x2n > x, y2n−1 < y, y2n > y, n ∈N.

Donc, la suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1) oscille autour x (resp. autour y).

2. On suppose que les inégalités dans (2.39) sont satisfaites. Alors, nous avons

x1 = a1
x−1

x0
+ b1

y−1

y0
> a1

x
x
+ b1

y
y
= a1 + b1 = x

et

y1 = a2
x−1

x0
+ b2

y−1

y0
> a2

x
x
+ b2

y
y
= a2 + b2 = y.

De plus, nous avons

x2 = a1
x0

x1
+ b1

y0

y1
< a1

x
x
+ b1

y
y
= a1 + b1 = x

et

y2 = a2
x0

x1
+ b2

y0

y1
< a2

x
x
+ b2

y
y
= a2 + b2 = y.

Par induction, on obtient

x2n−1 > x, x2n < x, y2n−1 > y, y2n < y, n ∈N.

Donc, la suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1) oscille autour x (resp. autour y).

2.3.3 Cas du système (1.5)

Théorème 2.3.2 Soit (xn, yn) une solution du système (1.5). On suppose que f1(u, v), f2(u, v), 11(u, v), 12(u, v)

sont décroissantes en u pour tout v et croissantes en v pour tout u.

1. Si

x−1 < x < x0, y−1 < y < y0, (2.41)

alors (xn)n≥−1 et (yn)n≥−1 sont oscillatoires autour de x et y respectivement.
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

2. Si

x0 < x < x−1, y0 < y < y−1, (2.42)

alors (xn)n≥−1 et (yn)n≥−1 sont oscillatoires autour de x et y respectivement.

Démonstration.

1. On suppose que (2.41) est satisfaite. Alors, nous avons

x1 = f1(x0, x−1) f2(y0, y−1)

< f1(x, x) f2(y, y)

= f1(1, 1) f2(1, 1)

= x,

et aussi

y1 = 11(x0, x−1)12(y0, y−1)

< 11(x, x)12(y, y)

= 11(1, 1)12(1, 1)

= y.

De même

x2 = f1(x1, x0) f2(y1, y0)

> f1(x, x) f2(y, y)

= f1(1, 1) f2(1, 1)

= x,

et

y2 = 11(x1, x0)12(y1, y0)

> 11(x, x)12(y, y)

= 11(1, 1)12(1, 1)

= y.

Par induction, on obtient

x2n−1 < x, x2n > x, y2n−1 < y, x2n > x, n ≥ 0.
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2. On suppose que (2.42) est satisfaite. Alors, nous avons

x1 = f1(x0, x−1) f2(y0, y−1)

> f1(x, x) f2(y, y)

= f1(1, 1) f2(1, 1)

= x,

et

y1 = 11(x0, x−1)12(y0, y−1)

> 11(x, x)12(y, y)

= 11(1, 1)12(1, 1)

= y.

De même, on a

x2 = f1(x1, x0) f2(y1, y0)

< f1(x, x) f2(y, y)

= f1(1, 1) f2(1, 1)

= x,

et

y2 = 11(x1, x0)12(y1, y0)

< 11(x, x)12(y, y)

= 11(1, 1)12(1, 1)

= y.

Par induction, on obtient

x2n−1 > x, x2n < x, y2n−1 > y, x2n < x, n ≥ 0.
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2.3. Oscillation des solutions des systèmes (1.4) et (1.5)

2.3.4 Application

Dans cette partie, nous appliquons le résultat concernant les solutions oscillatoires du système

(1.5) au système suivant

xn+1 =
(
a1 +

xn−1

xn

) (
b1 +

yn−1

yn

)
, yn+1 =

(
a2 +

xn−1

xn

) (
b2 +

yn−1

yn

)
, n ∈N, (2.43)

où les valeurs initiales x−i, y−i (i = 0, 1) et les paramètres a j, b j ( j = 1, 2) sont des nombres réels

positifs. Soient f1, f2, 11, 12 : ]0,+∞[2
−→ ]0,+∞[ les fonctions définies par

f1(u, v) = a1 +
v
u
, f2(w, t) = b1 +

v
u
,

12(u, v) = a2 +
v
u
, 12(u, v) = b2 +

v
u
,

où (u, v) ∈ ]0,+∞[2. Il est facile de voir que

∂ f1

∂u
< 0,

∂ f1

∂v
> 0,

∂ f2

∂u
< 0,

∂ f2

∂v
> 0

et
∂11

∂u
< 0,

∂11

∂v
> 0,

∂12

∂u
< 0,

∂12

∂v
> 0.

L’unique point d’équilibre du système (2.43) est

(x, y) =
(
(a1 + 1)(b1 + 1), (a2 + 1)(b2 + 1)

)
.

Proposition 2.3.2 Soit (xn, yn)n≥−1 une solution du système (2.43). Les assertions suivantes sont

vraies.

1. Si les inégalités dans (2.41) sont satisfaites, alors la suite (xn) (resp. (yn)) oscille autour de x

(resp. autour de y).

2. Si les inégalités dans (2.42) sont satisfaites, alors la suite (xn) (resp. (yn)) oscille autour de x

(resp. autour de y).

Démonstration.

1. On suppose que les inégalités dans (2.41) sont satisfaites. Alors, nous avons

x1 = (a1 +
x−1

x0
)(b1 +

y−1

y0
) < (a1 +

x
x

)(b1 +
y
y

) = (a1 + 1)(b1 + 1) = x

et

y1 = (a2 +
x−1

x0
)(b2 +

y−1

y0
) < (a2 +

x
x

)(b2 +
y
y

) = (a2 + 1)(b2 + 1) = y.
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De plus, nous avons

x2 = (a1 +
x0

x1
)(b1 +

y0

y1
) > (a1 +

x
x

)(b1 +
y
y

) = (a1 + 1)(b1 + 1) = x,

et

y2 = (a2 +
x0

x1
)(b2 +

y0

y1
) > (a2 +

x
x

)(b2 +
y
y

) = (a2 + 1)(b2 + 1) = y.

Par induction, on trouve

x2n−1 < x, x2n > x, y2n−1 < y, y2n > y, n ≥ 0.

Donc, la suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1) oscille autour de x (resp. autour de y).

2. On suppose que les inégalités dans (2.42) sont satisfaites. Alors, nous avons

x1 = (a1 +
x−1

x0
)(b1 +

y−1

y0
) > (a1 +

x
x

)(b1 +
y
y

) = (a1 + 1)(b1 + 1) = x

et

y1 = (a2 +
x−1

x0
)(b2 +

y−1

y0
) > (a2 +

x
x

)(b2 +
y
y

) = (a2 + 1)(b2 + 1) = y.

De plus, nous avons

x2 = (a1 +
x0

x1
)(b1 +

y0

y1
) < (a1 +

x
x

)(b1 +
y
y

) = (a1 + 1)(b1 + 1) = x,

et

y2 = (a2 +
x0

x1
)(b2 +

y0

y1
) < (a2 +

x
x

)(b2 +
y
y

) = (a2 + 1)(b2 + 1) = y.

Par induction, on trouve

x2n−1 > x, x2n < x, y2n−1 > y, y2n < y, n ≥ 0.

Donc, la suite (xn)n≥−1 (resp. (yn)n≥−1) oscille autour de x (resp. autour de y).
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CHAPITRE 3

RÉSOLUTION D’UN SYSTÈME

D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES NON

LINÉAIRES D’ORDRE SUPÉRIEUR

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré au système d’équations aux différences d’ordre k + 2 suivant

xn+1 = xp
n−k

αyn + βyq
n−k−1

γyn + δyq
n−k−1

, yn+1 = yq
n−k

axn + bxp
n−k−1

cxn + dxp
n−k−1

, n ∈N, k, p, q > 0, (3.1)

où les paramètres a, b, c, d, α, β, γ, δ et les valeurs initiales {xi}
0
i=−(k+1), {yi}

0
i=−(k+1) sont des nombres

réels strictement positifs.

Pour résoudre ce système nous allons distinguer quatre cas.

Le premier cas : ad = bc et αδ , βγ, le deuxième cas : ad , bc et αδ = βγ, le troisième cas : ad = bc

et αδ = βγ et le quatrième cas (cas général) : ad , bc, αδ , βγ, aγ + cδ , 0 et αc + γd , 0.

Dans le cas général, nous aurons besoin du théorème suivant.

Théorème 3.1.1 [34] Considérons le système d’équations aux différences suivant

un+1 =
αvn + β

γvn + δ
, vn+1 =

aun + b
cun + d

, n ∈N, (3.2)
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3.2. Premier cas : ad = bc et αδ , βγ

où ad , bc, aγ + cδ , 0, αc + γd , 0, αδ , βγ. La solution de ce système est la suivante

u2n =
u0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)u0 + αb + βd)sn

((aγ + cδ)u0 − aα − βc)sn + sn+1

u2n+1 =
(αv0 + β)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)(αv0 + β) + (αb + βd)(γv0 + δ))sn

((aγ + cδ)(αv0 + β) − (aα + βc)(γv0 + δ))sn + (γv0 + δ)sn+1

v2n =
v0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)v0 + aβ + bδ)sn

((αc + γd)v0 − aα − bγ)sn + sn+1

v2n+1 =
(au0 + b)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)(au0 + b) + (aβ + bδ)(cu0 + d))sn

((αc + γd)(au0 + b) − (aα + bγ)(cu0 + d))sn + (cu0 + d)sn+1
,

pour tout n ∈N, et où, (sn) est la suite satisfaisant l’équation aux différences suivante

sn+1 − (aα + bγ + cβ + dδ)sn + (ad − bc)(αδ − βγ)sn−1 = 0, s0 = 0, s1 = 1.

Notre objectif est de résoudre explicitement le système (3.1), ensuite utiliser les formules obtenues

pour établir des conditions pour la périodicité et la convergence des solutions. Dans toute la suite,

nous nous intéressons aux solutions bien-définies du système (3.1), i.e., des solutions avec la condition

suivante : (
γyn + δyq

n−k−1

) (
cxn + dxp

n−k−1

)
, 0, n ∈N.

3.2 Premier cas : ad = bc et αδ , βγ

On suppose que ad = bc et αδ , βγ. Dans ce cas, la deuxième équation du système (3.1) devient

yn+1 =
b
d

yq
n−k

a
bxn + xp

n−k−1
c
dxn + xp

n−k−1

=
b
d

yq
n−k, n ∈N.

Maintenant, en utilisant la dernière formule, dans la première équation du système (3.1), on obtient

xn+2 = xp
n−k+1

αb + βd
γb + δd

, n ∈N.

Donc le système (3.1) est réduit aux équations
xn+1 = Axp

n−k, n ∈N∗,

yn+1 =
b
d yq

n−k, n ∈N,
(3.3)

tels que A = αb+βd
γb+δd et

(
αb + βd

)(
γb + δd

)
, 0.
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3.2. Premier cas : ad = bc et αδ , βγ

3.2.1 Forme explicite des solutions du système (3.3)

Dans le résultat suivant, on donne la forme explicite des solutions de (3.3).

Théorème 3.2.1 Les solutions des equations de (3.3) sont présentées par

∀n ∈N : x(k+1)n+l =


An+1xl−(k+1), p = 1,

A
1−pn+1

1−p xpn+1

l−(k+1), p , 1.

, l = 2, k + 2.

∀n ∈N : y(k+1)n+l =



(
b
d

)n+1
yl−(k+1), q = 1,

(
b
d

) 1−qn+1

1−q yqn+1

l−(k+1), q , 1.

l = 1, k + 1.

Démonstration. Par (3.3), nous avons

x2 = Axp
−k+1

x3 = Axp
−k+2

...

xk = Axp
−1

xk+1 = Axp
0

xk+2 = Axp
1

xk+3 = xk+1+2 = Axp
2 = A1+pxp2

−k+1

...

x2k+1 = x(k+1)+k = Axp
k = A1+pxp2

−1

x2k+2 = xk+1+k+1 = Axp
k+1 = A1+pxp2

0

x2k+3 = xk+1+k+2 = Axp
k+2 = A1+pxp2

1

x2k+4 = x2(k+1)+2 = Axp
k+3 = A1+p+p2

xp3

−k+1

...

x3k+2 = x2(k+1)+k = Axp
2k+1 = A1+p+p2

xp3

−1

x3k+3 = x2(k+1)+k+1 = Axp
2k+2 = A1+p+p2

xp3

0

x3k+4 = x2(k+1)+k+2 = Axp
2k+3 = A1+p+p2

xp3

1

...
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3.2. Premier cas : ad = bc et αδ , βγ

Par induction, nous obtenons

x(k+1)n+l = A1+p+p2+...+pn
xpn+1

l−(k+1), l = 2, k + 2, n ∈N

i.e.

∀n ∈N : x(k+1)n+l = A
1−pn+1

1−p xpn+1

l−(k+1), l = 2, k + 2, (3.4)

si p , 1 et

∀n ∈N, x(k+1)n+l = An+1xl−(k+1), l = 2, k + 2 (3.5)

si p = 1.

Par la même procédure, on obtient par (3.3),

y1 =
b
d

yq
−k

y2 =
b
d

yq
−k+1

...

yk =
b
d

yq
−1

yk+1 =
b
d

yq
0

yk+2 = yk+1+1 =
b
d

yq
1 =

(b
d

)1+q
yq2

−k

yk+3 = yk+1+2 =
b
d

yq
2 =

(b
d

)1+q
yq2

−k+1

...

y2k+1 = y(k+1)+k =
b
d

yq
k =

(b
d

)1+q
yq2

−1

y2k+2 = yk+1+k+1 =
b
d

yq
k+1 =

(b
d

)1+q
yq2

0

y2k+3 = y2(k+1)+1 =
b
d

yq
k+2 =

(b
d

)1+q+q2

yq3

−k

...

y3k+2 = y2(k+1)+k =
b
d

yq
2k+1 =

(b
d

)1+q+q2

yq3

−1

y3k+3 = y2(k+1)+k+1 =
b
d

yq
2k+2 =

(b
d

)1+q+q2

yq3

0

...

Alors, par induction nous obtenons

v(k+1)n+l =
(b
d

)1+q+q2+...+qn

vqn+1

l−(k+1), l = 1, k + 1, n ∈N,
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3.2. Premier cas : ad = bc et αδ , βγ

ce qui implique,

y(k+1)n+l =
(b
d

) 1−qn+1

1−q yqn+1

l−(k+1), l = 1, k + 1, n ∈N (3.6)

si q , 1 et

y(k+1)n+l =
(b
d

)n+1
yl−(k+1), l = 1, k + 1, n ∈N, (3.7)

si q = 1, et cela termine la preuve.

3.2.2 Périodicité des solutions du système (3.3) dans le cas p = q = 1

Considérons (3.3) avec p = q = 1. Dans ce cas, on a les équations suivantes
xn+1 =

αb+βd
γb+δd xn−k, n ∈N∗,

yn+1 =
b
d yn−k, n ∈N,

(3.8)

Dans le théorème suivant, nous donnerons des conditions rendant les solutions de (3.8) périodiques.

Théorème 3.2.2 α+β = γ+δ, b = d est une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions

de (3.8) soient périodiques de période k + 1.

Démonstration. On suppose que la solution (xn)n≥−k+1 et
(
yn

)
n≥−k du (3.8) est périodique de période

k + 1, i.e.

xn = xn−(k+1), n = 2, 3, ...

et

yn = yn−(k+1), n = 1, 2, ...

alors,

x2 = x−k+1, y1 = y−k.

En utilisant ce fait et les équations dans (3.8), on obtient

x2 = x−k+1 =
αb + βd
γb + δd

x−k+1

et

y1 = y−k =
b
d

y−k.

D’où, on obtient
αb + βd
γb + δd

=
b
d
= 1 ou α + β = γ + δ and b = d.
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3.3. Deuxième cas : ad , bc et αδ = βγ

Maintenant, on suppose que α + β = γ + δ et b = d.

Par conséquent, de (3.8), nous avons

x2 =
αb + βd
γb + δd

x1−k = x1−k, y1 =
b
d

y−k = y−k.

Alors, en prenons n = 2 dans (3.8), on obtient

x3 =
αb + βd
γb + δd

x−k+2 = x−k+2, y2 =
b
d

y−k+1 = y−k+1.

En continuant la procédure, on obtient, par induction, le résultat.

Le résultat suivant concerne le comportement des solutions de (3.3), qui découle directement du

Théorème 3.2.1.

Théorème 3.2.3 Pour toute solution (xn)n≥1−k et
(
yn

)
n≥−k du système (3.3), nous avons

1. Si p = q = 1, alors

lim
n→∞

xn =


0, |A| < 1

∞, |A| > 1

et lim
n→∞

yn =


0, |b| < |d|,

∞, |b| > |d|.

2. Si p , 1 et q , 1

lim
n→∞

xn =


0, |A| < 1, max

l=2,k+2
|xl−(k+1)| < 1,

∞, |A| > 1, min
l=2,k+2

|xl−(k+1)| > 1,

et

lim
n→∞

yn =


0, |b| < |d|, max

l=1,k+1
|yl−(k+1)| < 1,

∞, |b| > |d|, min
l=1,k+1

|yl−(k+1)| > 1.

3.3 Deuxième cas : ad , bc et αδ = βγ

Dans cette partie, on suppose que ad , bc et αδ = βγ. Alors le système (3.1) devient

xn+1 =
β

δ
xp

n−k, n ∈N, yn+1 = Byp
n−k, n ∈N∗, (3.9)
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3.3. Deuxième cas : ad , bc et αδ = βγ

avec B = aβ+bδ
cβ+dδ , et

(
aβ + bδ

) (
cβ + dδ

)
, 0.

Dans les trois résultats suivants, on va donner la forme des solutions de (3.9), des conditions qui

rendent les solutions du système (3.9), dans le cas p = q = 1, périodiques et le comportement des

solutions du système (3.9). Leurs démonstrations peuvent être obtenues par les mêmes étapes que

celles des théorèmes de la partie précédente.

Théorème 3.3.1 Pour toute solution (xn)n≥1−k et
(
yn

)
n≥−k du système (3.9), nous avons pour n ∈N,

x(k+1)n+l =



(
β
δ

)n+1
xl−(k+1), p = 1,

(
β
δ

) 1−pn+1

1−p xpn+1

l−(k+1), p , 1.

l = 1, k + 1.

y(k+1)n+l =


Bn+1yl−(k+1), q = 1,

B
1−qn+1

1−q yqn+1

l−(k+1), q , 1,

l = 2, k + 2.

En prenant p = q = 1 dans (3.3), on obtient les équations suivantes
xn+1 =

β
δxn−k, n ∈N,

yn+1 =
aβ+bδ
cβ+dδyn−k, n ∈N∗.

(3.10)

Théorème 3.3.2 β = δ et a+b = c+d est une condition nécessaire et suffisante pour que les solutions

de (3.10) soient périodiques de période k + 1.

Théorème 3.3.3 Pour toute solution (xn)n≥1−k et
(
yn

)
n≥−k du système (3.9), nous avons

1. Si p = q = 1, alors

lim
n→∞

xn =


0, |β| < |δ|,

∞, |β| > |δ|,

et lim
n→∞

yn =


0, |B| < 1,

∞, |B| > 1.

2. Si p , 1 et q , 1

lim
n→∞

xn =


0, |β| < |δ|, max

l=1,k+1
|xl−(k+1)| < 1,

∞, |β| > |δ|, min
l=1,k+1

|xl−(k+1)| > 1,

et
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3.4. Troisième cas : ad = bc et αδ = βγ

lim
n→∞

yn =


0, |B| < 1 et max

l=2,k+2
|yl−(k+1)| < 1,

∞, |B| > 1 et min
l=2,k+2

|yl−(k+1)| > 1.

3.4 Troisième cas : ad = bc et αδ = βγ

Supposons que ad = bc et αδ = βγ, alors le système (3.1) sera réduit au système suivant

xn+1 =
β

δ
xp

n−k, yn+1 =
b
d

yq
n−k, n ∈N. (3.11)

Pour les solutions de ce système, on a les résultats suivants qui sont des conséquences directes des

deux sections précédentes.

Théorème 3.4.1 Pour toute solution (xn, yn)n≥−k du système (3.11), nous avons pour n ∈N,

x(k+1)n+l =


(
β
δ

)n+1
xl−(k+1), p = 1,

(
β
δ

) 1−pn

1−p xpn+1

l−(k+1), p , 1,

l = 1, k + 1.

y(k+1)n+l =


(

b
d

)n+1
yl−(k+1), q = 1,

(
b
d

) 1−qn

1−q yqn+1

l−(k+1), q , 1,

l = 1, k + 1.

Maintenant, en prenant p = q = 1 dans (3.3), on obtient
xn+1 =

β
δxn−k,

yn+1 =
b
d yn−k,

n ∈N, (3.12)

.

Théorème 3.4.2 Chaque solution de (3.12) est périodique de période k + 1 si et seulement si

b = d et β = δ.

Théorème 3.4.3 Pour toute solution (xn, yn)n≥−k du système (3.11), nous avons

1. Si p = q = 1, alors

lim
n→∞

xn =


0, |β| < |δ|,

∞, |β| > |δ|,

et lim
n→∞

yn =


0, |b| < |d|,

∞, |b| > |d|.
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3.5. Cas général du système (3.1)

2. Si p , 1 et q , 1, alors

lim
n→∞

xn =


0, |β| < |δ|, max

l=1,k+1
|xl−(k+1)| < 1,

∞, |β| > |δ|, min
l=1,k+1

|xl−(k+1)| > 1,

et

lim
n→∞

yn =


0, |b| < |d| et max

l=1,k+1
|yl−(k+1)| < 1,

±∞, |b| > |d| et min
l=1,k+1

|yl−(k+1)| > 1.

3.5 Cas général du système (3.1)

Dans cette section, nous résolvons le système (3.1) dans le cas général, et c’est le cas où ad , bc,

αδ , βγ, aγ + cδ , 0 et αc + γd , 0.

Théorème 3.5.1 Pour toute solution (xn, yn)n≥−(k+1) du système (3.1), nous avons pour n ∈N,

(i) Si k est impair : k = 2k′ + 1, k′ ∈N, alors

∀l = 0, k′, :


x2[(k′+1)n+l]+ j = xpn+1

2(l−k′−1)+ j

n∏
i=0

upn−i

2[(k′+1)i+l]+ j,

y2[(k′+1)n+l]+ j = yqn+1

2(l−k′−1)+ j

n∏
i=0

vqn−i

2[(k′+1)i+l]+ j,

j ∈ {0, 1}.
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3.5. Cas général du système (3.1)

(ii) Si k est pair : k = 2k′, k′ ∈N, alors

x2[(2k′+1)n+k′+l+1] = xp2(n+1)

2(l−k′)

n∏
i=0

up2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]+1up2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l+1], l = 0, k′ − 1

x2[(2k′+1)n+l]+1 = xp2n+1

2(l−k′)

( n∏
i=0

up2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]+1

)( n−1∏
i=0

up2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l+1]

)
, l = 0, k′ − 1

x2[(2k′+1)n+k′+l]+1 = xp2(n+1)

2(l−k′)−1

n∏
i=0

up2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]u
p2(n−i)

2((2k′+1)i+k′+l)+1, l = 0, k′

x2[(2k′+1)n+l] = xp2n+1

2(l−k′)−1

( n∏
i=0

up2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]

)( n−1∏
i=0

up2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l]+1

)
, l = 0, k′

y2[(2k′+1)n+k′+l+1] = yq2(n+1)

2(l−k′)

n∏
i=0

vq2(n−i)+1

2((2k′+1)i+l)+1vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l+1], l = 0, k′ − 1

y2[(2k′+1)n+l]+1 = yq2n+1

2(l−k′)

( n∏
i=0

vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]+1

)( n−1∏
i=0

vp2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l+1]

)
, l = 0, k′ − 1

y2[(2k′+1)n+k′+l]+1 = yq2(n+1)

2(l−k′)−1

n∏
i=0

vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]v
q2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l]+1, l = 0, k′

y2[(2k′+1)n+l] = yq2n+1

2(l−k′)−1

( n∏
i=0

vq2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]

)( n−1∏
i=0

vq2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l]+1

)
, l = 0, k′,

tels que (un)∞n=0 et (vn)∞n=0 sont donnés par

u2n =
u0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)u0 + αb + βd)sn

((aγ + cδ)u0 − aα − βc)sn + sn+1

u2n+1 =
(αv0 + β)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)(αv0 + β) + (αb + βd)(γv0 + δ))sn

((aγ + cδ)(αv0 + β) − (aα + βc)(γv0 + δ))sn + (γv0 + δ)sn+1

v2n =
v0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)v0 + aβ + bδ)sn

((αc + γd)v0 − aα − bγ)sn + sn+1

v2n+1 =
(au0 + b)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)(au0 + b) + (aβ + bδ)(cu0 + d))sn

((αc + γd)(au0 + b) − (aα + bγ)(cu0 + d))sn + (cu0 + d)sn+1
,

avec u0 =
x0

xp
−k−1

et v0 =
y0

yq
−k−1

et la suite (sn)∞n=0 est comme dans le Théorème 3.1.1.

Démonstration. Nous écrivons le système (3.1) comme suit

xn+1

xp
n−k

=
α yn

yq
n−k−1
+ β

γ yn

yq
n−k−1
+ δ

,
yn+1

yq
n−k

=
a xn

xp
n−k−1
+ b

c xn

xp
n−k−1
+ d

. (3.13)

et en posant

un :=
xn

xp
n−k−1

, vn :=
yn

yq
n−k−1

, n ∈N0, (3.14)
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3.5. Cas général du système (3.1)

on obtient le système suivant

un+1 =
αvn + β

γvn + δ
, vn+1 =

aun + b
cun + d

. (3.15)

Il est clair que le système (3.15) a la même forme que celle du système (3.2), donc par le Théorème

3.1.1, on obtient

u2n =
u0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)u0 + αb + βd)sn

((aγ + cδ)u0 − aα − βc)sn + sn+1

u2n+1 =
(αv0 + β)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + βc)(αv0 + β) + (αb + βd)(γv0 + δ))sn

((aγ + cδ)(αv0 + β) − (aα + βc)(γv0 + δ))sn + (γv0 + δ)sn+1

v2n =
v0(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)v0 + aβ + bδ)sn

((αc + γd)v0 − aα − bγ)sn + sn+1

v2n+1 =
(au0 + b)(βγ − αδ)(ad − bc)sn−1 + ((aα + bγ)(au0 + b) + (aβ + bδ)(cu0 + d))sn

((αc + γd)(au0 + b) − (aα + bγ)(cu0 + d))sn + (cu0 + d)sn+1
,

avec u0 =
x0

xp
−k−1

et v0 =
y0

yq
−k−1
.

Maintenant, en utilisant les relations (3.14), on obtient

x0 = u0xp
−(k+1)

x1 = u1xp
−k

...

xk = ukx
p
−1

xk+1 = uk+1up
0xp2

−(k+1)

xk+2 = x(k+1)+1 = uk+2xp
1 = u(k+1)+1up

1xp2

−k
...

x2k = x(k+1)+k−1 = u2kx
p
k−1 = u(k+1)+k−1up

k−1xp2

−2

x2k+1 = x(k+1)+k = u2k+1xp
k = u2k+1up

kxp2

−1

x2k+2 = x2(k+1) = u2(k+1)x
p
k+1 = u2(k+1)u

p
k+1up2

0 xp3

−(k+1)

...

x3k+2 = x2(k+1)+k = u2(k+1)+kx
p
2k+1 = u2(k+1)+ku

p
2k+1up2

k xp3

−1

x3k+3 = x3(k+1) = u3(k+1)x
p
2(k+1) = u3(k+1)u

p
2(k+1)u

p2

k+1up3

0 xp4

−(k+1)

...

x4k+3 = x3(k+1)+k = u3(k+1)+kx
p
3k+2 = u3(k+1)+ku

p
2(k+1)+ku

p2

2k+1up3

k xp4

−1

...
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3.5. Cas général du système (3.1)

et

y0 = v0yq
−(k+1)

y1 = v1yq
−k

...

yk = vkyq
−1

yk+1 = vk+1vq
0yq2

−(k+1)

yk+2 = y(k+1)+1 = vk+2yq
1 = v(k+1)+1vq

1yq2

−k
...

y2k = y(k+1)+k−1 = v2kyq
k−1 = v(k+1)+k−1vq

k−1yq2

−2

y2k+1 = y(k+1)+k = v2k+1yq
k = v2k+1vq

k yq2

−1

y2k+2 = y2(k+1) = v2(k+1)y
q
k+1 = v2(k+1)v

q
k+1vq2

0 yq3

−(k+1)

...

y3k+2 = y2(k+1)+k = v2(k+1)+kyq
2k+1 = v2(k+1)+kv

q
2k+1vq2

k yq3

−1

y3k+3 = y3(k+1) = v3(k+1)y
q
2(k+1) = v3(k+1)v

q
2(k+1)v

q2

k+1vq3

0 yq4

−(k+1)

...

y4k+3 = y3(k+1)+k = v3(k+1)+kyq
3k+2 = v3(k+1)+kv

q
2(k+1)+kv

q2

2k+1vq3

k yq4

−1

...

Donc, par induction on obtient pour tout n ∈N,
x(k+1)n+l = xpn+1

l−k−1

n∏
i=0

upn−i

(k+1)i+l,

y(k+1)n+l = yqn+1

l−k−1

n∏
i=0

vqn−i

(k+1)i+l,

l = 0, k. (3.16)

Ici, nous distinguons deux cas :

(i) k impair : k = 2k′ + 1, k′ ∈N. Alors, pour tout n ∈N, nous avons

∀l = 0, k′ et j = 0, 1 :


x2[(k′+1)n+l]+ j = xpn+1

2(l−k′−1)+ j

n∏
i=0

upn−i

2[(k′+1)i+l]+ j,

y2[(k′+1)n+l]+ j = yqn+1

2(l−k′−1)+ j

n∏
i=0

vqn−i

2[(k′+1)i+l]+ j,
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3.5. Cas général du système (3.1)

(ii) k pair : k = 2k′, k′ ∈N. Ici nous avons deux sous-cas :

Si n est impair : on trouve

x(2k′+1)(2n+1)+l = xp2(n+1)

l−2k′−1

n∏
i=0

up2(n−i)+1

2(2k′+1)i+lu
p2(n−i)

(2k′+1)(2i+1)+l, l = 0, 2k′, n ∈N, (3.17)

et

y(2k′+1)(2n+1)+l = yq2(n+1)

l−2k′−1

n∏
i=0

vq2(n−i)+1

2(2k′+1)i+lv
q2(n−i)

(2k′+1)(2i+1)+l, l = 0, 2k′, n ∈N, (3.18)

Si n est pair : on trouve

x(2k′+1)(2n)+l = xp2n+1

l−2k′−1

( n∏
i=0

up2(n−i)

2(2k′+1)i+l

)( n−1∏
i=0

up2(n−i)−1

(2k′+1)(2i+1)+l

)
, l = 0, 2k′, n ∈N, (3.19)

et

y(2k′+1)(2n)+l = yq2n+1

l−2k′−1

( n∏
i=0

vq2(n−i)

2(2k′+1)i+l

)( n−1∏
i=0

vq2(n−i)−1

(2k′+1)(2i+1)+l

)
, l = 0, 2k′, n ∈N. (3.20)

Maintenant, par rapport à la parité du paramètre l, nous avons

(a) l est impair : Par (3.17), (3.18), (3.19) et (3.20), on obtient pour tout n ∈N,

x2[(2k′+1)n+k′+l+1] = xp2(n+1)

2(l−k′)

n∏
i=0

up2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]+1up2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l+1], l = 0, k′ − 1

x2[(2k′+1)n+l]+1 = xp2n+1

2(l−k′)

( n∏
i=0

up2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]+1

)( n−1∏
i=0

up2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l+1]

)
, l = 0, k′ − 1

y2[(2k′+1)n+k′+l+1] = yq2(n+1)

2(l−k′)

n∏
i=0

vq2(n−i)+1

2((2k′+1)i+l)+1vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l+1], l = 0, k′ − 1

y2[(2k′+1)n+l]+1 = yq2n+1

2(l−k′)

( n∏
i=0

vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]+1

)( n−1∏
i=0

vp2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l+1]

)
, l = 0, k′ − 1

(b) l est pair : on obtient pour tout n ∈N,

x2[(2k′+1)n+k′+l]+1 = xp2(n+1)

2(l−k′)−1

n∏
i=0

up2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]u
p2(n−i)

2((2k′+1)i+k′+l)+1, l = 0, k′

x2[(2k′+1)n+l] = xp2n+1

2(l−k′)−1

( n∏
i=0

up2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]

)( n−1∏
i=0

up2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l]+1

)
, l = 0, k′

y2[(2k′+1)n+k′+l]+1 = yq2(n+1)

2(l−k′)−1

n∏
i=0

vq2(n−i)+1

2[(2k′+1)i+l]v
q2(n−i)

2[(2k′+1)i+k′+l]+1, l = 0, k′

y2[(2k′+1)n+l] = yq2n+1

2(l−k′)−1

( n∏
i=0

vq2(n−i)

2[(2k′+1)i+l]

)( n−1∏
i=0

vq2(n−i)−1

2[(2k′+1)i+k′+l]+1

)
, l = 0, k′.
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3.6 Le cas p = q = 1

Cette section est consacrée au système (3.1) dans le cas p = q = 1, i.e., le système suivant

xn+1 = xn−k
αyn + βyn−k−1

γyn + δyn−k−1
, yn+1 = yn−k

axn + bxn−k−1

cxn + dxn−k−1
, n ∈N, (3.21)

avec x−i, y−i , i = 0, ..., k + 1 et a, b, c, d, α, β, γ, δ sont positifs. Où nous étudions le comportement

et la périodicité de ses solutions.

Le résultat suivant montre le comportement des solutions positives du système (3.21).

Théorème 3.6.1 Pour toute solution positive (xn, yn)n≥−k−1 du système (3.21), nous avons

lim
n→∞

xn =


0, max

(
α
γ ,

β
δ

)
< 1,

+∞, min
(
α
γ ,

β
δ

)
> 1,

et lim
n→∞

yn =


0, max

(
a
c ,

b
d

)
< 1,

+∞, min
(

a
c ,

b
d

)
> 1.

Démonstration. Soient (xn, yn)n≥−k−1 une solution positive du système (3.21). Nous avons pour tout

n ∈N :

xn+1 −
α
γ

xn−k =
(βγ − αδ)yn−k−1

γ(γyn + δyn−k−1)
xn−k,

xn+1 −
β

δ
xn−k =

(αδ − βγ)yn

δ(γyn + δyn−k−1)
xn−k,

yn+1 −
a
c

yn−k =
(bc − ad)xn−k−1

c(cxn + dxn−k−1)
yn−k

et

yn+1 −
b
d

yn−k =
(ad − bc)xn

d(cxn + dxn−k−1)
yn−k.

Alors, il s’en suit que

min
(α
γ
,
β

δ

)
xn−k < xn+1 < max

(α
γ
,
β

δ

)
xn−k, n ∈N, (3.22)

min
(a
c
,

b
d

)
yn−k < yn+1 < max

(a
c
,

b
d

)
yn−k, n ∈N. (3.23)

Soient

θ := max
(α
γ
,
β

δ

)
, σ := min

(α
γ
,
β

δ

)
, ρ := max

(a
c
,

b
d

)
, τ := min

(a
c
,

b
d

)
.

Maintenant, par les inégalités (3.22) et (3.23), on obtient pour tout m = 1,n, n ∈N,

x−k (σ)m < x(k+1)m−k < x−k (θ)m ,
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x−k+1 (σ)m < x(k+1)m−(k−1) < x−k+1 (θ)m ,

...

x−1 (σ)m < x(k+1)m−1 < x−1 (θ)m ,

x0 (σ)m < x(k+1)m < x0 (θ)m ,

y−k (τ)m < y(k+1)m−k < y−k
(
ρ
)m ,

y−k+1 (τ)m < y(k+1)m−(k−1) < y−k+1
(
ρ
)m ,

...

y−1 (τ)m < y(k+1)m−1 < y−1
(
ρ
)m ,

y0 (τ)m < y(k+1)m < y0
(
ρ
)m .

Donc, pour m = 1,n, n ∈N on obtient

min
i=0,k

(
x−i

)
min

m
(σ)m < xn < max

i=0,k

(
x−i

)
max

m
(θ)m ,

min
i=0,k

(
y−i

)
min

m
(τ)m < yn < max

i=0,k

(
y−i

)
max

m

(
ρ
)m .

Ce qui est équivaut à,

min
i=0,k

(
x−i

)
min

m

(
min

(
α
γ
,
β

δ

))m

< xn < max
i=0,k

(
x−i

)
max

m

(
max

(
α
γ
,
β

δ

))m

,

min
i=0,k

(
y−i

)
min

m

(
min

(
a
c
,

b
d

))m

< vn < max
i=0,k

(
y−i

)
max

m

(
max

(a
b
,

c
d

))m
.

On obtient le résultat désiré par passage à la limite dans ces inégalités.

Dans le théorème suivant, nous donnons des conditions qui rendent les solutions du système (3.21)

périodiques de période k + 1.

Théorème 3.6.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution (xn, yn)n≥−(k+1) de (3.21)

soit péridique de période k + 1 est

(x0, y0) = (x−(k+1), y−(k+1)), a + b = c + d et α + β = γ + δ.
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Démonstration. Soit (xn, yn)n≥−(k+1) une solution périodique de période k+1 du système (3.21). Alors

nous avons

(x0, y0) = (x−(k+1)y−(k+1)), x1 = x−k = x−k
αy0 + βy−(k+1)

γy0 + δy−(k+1)
et y1 = y−k

ax0 + bx−(k+1)

cx0 + dx−(k+1)
.

D’où, on trouve
α + β

γ + δ
= 1 et

a + b
c + d

= 1.

Maintenant, on suppose que

(x0, y0) = (x−(k+1), y−(k+1)), a + b = c + d et α + β = γ + δ,

donc,

x1 = x−k
αy0 + βy−(k+1)

γy0 + δy−(k+1)
et y1 = y−k

ax0 + bx−(k+1)

cx0 + dx−(k+1)
,

alors, on obtient (x1, y1) = (x−k, y−k).

En suivant la procédure, nous obtenons

x2 = x1−k
αy1 + βy−k

γy1 + δy−k
et y2 = y1−k

ax1 + bx−k

cx1 + dx−k
,

donc, x2 = x−k+1 et y2 = y−k+1.

Par induction on conclut que la solution (xn, yn)n≥−(k+1) est périodique de période k + 1.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thèse, nous avons étudié trois systèmes d’équations aux différences. Dans le premier

chapitre, nous avons montré quelques théorèmes de convergence pour deux systèmes définies par des

fonctions homogènes de degré zéro.

Cependant le deuxième chapitre est consacré au comportement global des solutions des deux

systèmes mentionnés dans le chapitre précédent.

Enfin, dans le dernier chapitre, on détermine la forme explicite des solutions d’un système d’équa-

tions aux différences d’ordre k + 2.

Comme perspective nous essaierons de poursuivre les travaux menés dans cette thèse. Nous pro-

poserons des systèmes qui sont des généralisations des sysèmes (1.4), (1.5) et (3.1), nous étudierons

le comportement global des solutions et chercherons les formes explicites des solutions lorsqu’il est

possible.
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