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Principales notations et conventions

ES symboles IN, IN* et IP désignent respectivement 1’ensemble des entiers natu-
rels, 'ensemble des entiers strictement positifs et 'ensemble des nombres pre-
miers. Les ensembles des entiers relatifs, des nombres réels et des nombres complexes
sont désignés respectivement par Z, R et C. Nous désignons le cardinal d"un ensemble
tini A par CardA. La lettre p désigne toujours un nombre premier. Pour tout nombre
premier p, on désigne par vy, la valuation p-adic usuelle. Pour tout x € R, on désigne
par | x| la partie entiere de x et par (x) sa partie fractionnaire. Pour N, b € IN*, avec
b > 2, I'écriture de N dans le systéme de base b est désignée par N = axa—1...a1do ),
signifiant que
N = a9+ a1b + axb® + ... + akbk,
aveck € N, ag,ay,...,ar € {0,1,...,b — 1} et a; # 0. Dans ce contexte, on note la somme
ag + a1 + ax + ... + ai par S,(N). Les fonctions de décompte des diviseurs (d'un entier
strictement positif), de décompte des nombres premiers (inférieurs ou égaux a un réel
positif donné) et théta de Tchebychev sont notées respectivement 7, 7t et 8. Nous avons
plus précisément
T(n):=Y_1, m(x):= ) 1etO(x):=) logp (Vne€N*, Vx € R").
dln p<x p<x
Il est connu que pour 1 > 3, on a T(1n) = nO(1/1081087) (yvoir e.g., [33, Proposition 7.12,
page 101]). Dong, a fortiori,
T(n) = O(n'/3). (1)
Par ailleurs, soient I, D et A les opérateurs linéaires de C|x] représentant respective-
ment 'identité, la dérivation usuelle et la différence (AP(X) = P(X+1) — P(X), VP €
C[X]). On désigne par Int(Z) I'anneau des polynomes a valeurs entieres et par Int,, (Z)
le sous ensemble de Int(Z) constitué des polynomes de degré < n. Pour a,b € Z,
avec a # 0, la notation a|b signifie a divise b. Etant donnés n,aq,ay,...,a, € IN¥,
nous désignons le plus petit commun multiple de ay,ay, ..., a, par ppcm(ay, a, ..., a,)
ou par Vi_,a; lorsque cela est plus commode. Pour n, k € N avec1 < k < n et

X1, X2,.., Xy € R, notons par xq - - % - - - x, le produit [] x;. Pour n € IN*, les puis-
1<i<n
ik
sances inférieures et supérieures d’ordre n d’une indéterminée X sont les polynémes en
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X, de degrés n, définis respectivement par :
Xt=X(X-1)(X-2)--(X—=n+1) et X":=X(X+1)(X+2)---(X+n-1).

On prend aussi par convention X? = X0 =1.



Introduction

\ l'origine, I'idée de ce travail était de faire le point sur l'instabilité par dérivation de

I’anneau des polyndmes a valeurs entieres Int(Z) Cet ensemble Int(Z) est a la
fois un anneau commutatif et unitaire et un Z-module libre de rang infini. Ses sous-
ensembles tronqués Int, (Z) (n € IN) perdent la propriété d’anneau mais conservent
la propriété de Z-module libre Evidement, Int(Z) est stable par 'opérateur A (c’est
a dire, VP € Int(Z) : AP € Int(Z)). La stabilité par A est aussi vérifiée pour chaque
Int,(Z) (n € N). Cependant Int(Z) n’est pas stable par dérivationf] B. Farhi [19]
s’est posé la question de savoir, pour un n € IN* donné, quel est le plus petit entier

strictement positif u, satisfaisant :
VP € Int,(Z) : u,P' € Int(Z). ()

La relation (2) est bien satisfaite pour 1, = n!. Cependant, B. Farhi [19] a montré que
uy est beaucoup plus petit que n!. On a précisément pour tout n € IN* :
u, = ppem (1,2,...,n). 3)

Il s’agit d"un lien vraiment surprenant entre 'instabilité par dérivation et le plus petit
commun multiple. Dans le méme travail, B. Farhi [19] a soulevé la question générale
relative aux dérivées d’ordres supérieurs et a montré que le plus petit entier strictement

positif u, j vérifiant la propriété
VP € Inty(Z) : u, PY) € Int(2), (4)
est intimement lié au nombre
Cux = ppem {iyip - - -iy; i1,02,..., i € N*, iy +ip+ - - + i < n}. (5)

En fait, il a montré que u,, ; divise C,, x et que u,, ; est multiple de C,f!"‘ (voir [19]). Dans

le cas particulier k = 1, on retrouve alors (3). Il est & noter cependant que 1’expression

close de u, ; dans le cas général (en fonction de n et k) est plus compliquée que celle

1. Mathématiquement, ona: Int(Z) := {P € Q[X] : P(Z) C Z}.

2. En fait Int,(Z) est de Rang (n + 1).

x(x+1)
2

1
3. on a par exemple x(xz—i- )

/
€ Int(Z) alors que ( ) =x+ % ¢ Int(Z).

3



de C, ;. Dans [19], B. Farhi a montré que les u, ; s’expriment a 1'aide de plus petit
commun multiple des dénominateurs de certains nombres rationnels appartenant a la
famille des nombres hyperharmoniques!

Plusieurs travaux on porté sur l’estimation de 'entier ppcm(1,2,...,n) (n > 1).
Entre autre, le célebre théoreme des nombres premiers (voir [1, 4, 33} 137]) a pour con-

séquence le fait que
lim logppem (1,2, ..., 1)

n—-+oo n

=1

Ce qui équivaut a dire que pour tout € > 0, J5(€) tel que pour chaque n > 7(e), on ait
(e—e€)" <ppem(1,2,..,n) < (e+e€)"

Dans le méme contexte, plusieurs estimations effectives ont été obtenues au cours de
I'histoire. Par exemple, Tchebychev [12] exploite I'idée d’estimer le nombre log(n!) de
deux fagons différentes : 1'une est analytique et se sert de la formule de Stirling et

I'autre est arithmétique et se sert de la formule de Legendre :

n! = H pmJJFUEJJF (Vn € IN¥).

p premier

Cette idée 'avait conduit & I’encadrement suivant
* -1,-3 n 5 Llogzn n
VneIN*: e”'n 24" <ppcm (1,2,..,n) < e.nte*loss B",

avec o ~ 2,51 et § ~ 3,02. Dans [27], Hanson montre (en utilisant le développement

du nombre 1 en série de Sylvester) que 1'on a pour tout n € IN* :

ppem (1,2,...,n) < 3"

1
Dans [35], Nair montre, en exploitant I'intégrale / x"(1 — x)"dx, que I'on a pour tout
0
Yn>7:
ppem (1,2,...,n) > 2",

Récemment, le sujet a connu des développements importants. Dans [2], Bateman, Kalb
et Stenger ont obtenu un équivalent asymptotique pour log ppem(uy, uy, . . ., uy,) lorsque
(1), est une progression arithmétique. Dans [25, 26], Farhi a obtenu des minorations
non triviales pour ppem(uy, Uy, ..., u,) dans le cas ott (u,) est une progression arith-
métique et dans le cas ot1 (1), est une progression quadratique. Ces estimations ont
été légerement améliorées par Hong et Feng [29], Hong et Yang [30] et bien d’autres.

Dans [25], Farhi a introduit la suite des applications (g ),cp de N* — IN* définie par

gu(n) = nn+1)..(n+k)

~ ppem{n, n+1,..,n+k} (Vn € N*, Yk € N)

et a montré que g est périodique de période k! (pour tout k). Dans le méme article,

Farhi a soulevé le probleme de déterminer la période minimale P, de l'application
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gk La résolution définitive de ce probleme est donnée deux ans plus tard par Farhi
et Kane [24] qui ont réussi a trouver l'expression explicite de Pg. Bien que l'expres-
sion de P, est compliquée dans le cas général, deux cas particuliers attirent 1’atten-
tion : lorsque k est tel que (k + 1) est premier ou que k possede la forme (6" — 1)

(avec r est un entier supérieur ou égal a 2). Pour chacun de ces deux cas, on a sim-

plement : = ppem(1,2,...,k). D’autre part, le théoreme des nombres premiers
stipule que 7'c(x) ~ oo @. D’autre énoncés équivalents affirment que 0(x) ~o
x et logppem(1,2,...,n) ~yo n (voir [1], 4, 33, 37]). Les faibles estimations 7t(x) =
@] @ ,0(x) = O(x), etlogppem(1,2,..,n) = O(n) sont appelées les estimations
de Tchebychev.

En théorie des nombres, certains nombres spéciaux se factorisent en produit de

nombres de type p* ou a s’écrit sous la forme

sions. Les exemples les plus célebres sont peut étre les suivants (voir [34, p. 76-77]) :

n| | n
HEEE -~
nt= T[] ptPd LP = [ p 77 (6)
p premier p premier
et
LlognJ
ppem(1,2,...,n) = [ plos? (7)

p premier

Parmi les exemples moins connus, citons les deux suivants :

ppcm {iliz...ik,‘ k€N, iy, i, ..o € N¥, i1+ + ...+ 1 < 1’1} = H ]A%J, (8)

p premier

ppem {i1ip...in; i1,i2, ..., in € N, i1 +ip 4+ ... + i, < 2n} = H pb’ 1J 9)

p premier
La formule (8)) a été signalée dans le livre de Cahen et Chabert [11] ainsi que par Farhi
[19] dans le contexte des polyndmes a valeurs entieres. Quant a la formule (9), elle a
été obtenue par Bedhouche et Farhi [3] et sera démontrée au dernier chapitre de cette
these. Remarquablement, le membre de gauche de chacune des formules (6), (7), (8) et

(O) s’interprete sans faire référence aux nombres premiers !

Plan de la Theése

Cette these comprend trois apports. Le premier apport consiste en I’étude arithmétique

des entiers :

Con Cop

Csp GCso Cas

Ci1 Cap Cyz Cyy

Csp GCsp Cs3 Csa Csp



ot chaque entier C,, . (k < n) est donné par
Cn,k = ppcm {i1i2 vy 11, 0, e, i € NTetip +ip + .o+ 0 < n} .

Le deuxieme apport consiste en 1’étude des produits de la forme

_x
mr(x) = ] pM)J,
p premier
ol f est une fonction vérifiant certaines conditions.
Enfin, le dernier apport porte sur I'étude arithmétique et analytique de 77¢(x) dans

les cas

fx) =x, f(x) =x—1.
Cette These est composée de trois chapitres. Le premier chapitre est une approche élé-
mentaire de la fonction de décompte des nombres premiers. Le deuxieme chapitre ex-
pose les propriétés de quelques opérateurs linéaires, leurs applications a I’ensemble
Int(Z) etl’étude del'article [19]. Le troisieéme chapitre porte sur les études arithmétique

et analytique des produits 77¢(x) de ci-dessus.



Chapitre 1

Autour de la fonction de décompte des

nombres premiers - Approche

élémentaire

1.1 Préliminaires

1.1.1 Généralités

Définition 1.1. Soit r un nombre rationnel. On appelle dénominateur de r, I'entier positif

noté den(r) défini comme suit
den(r) = min{d € N* tel quedr € Z}.

Définition 1.2. (valuation p-adique).
Soit p un nombre premier. On appelle valuation p-adique 1’application qui associe a tout
entier relatif non nul n le plus grand entier naturel a tel que p* divise n. Cet entier

naturel « est alors noté v,(n). Aussi, on conventionne que v,(0) = +co.

Les propriétés fondamentales des valuations p-adiques sont rassemblées dans la

proposition suivante :

Proposition 1.3. Soit p un nombre premier. Alors
1. Pour tous a,b € Z*, on a : vy(ab) = vy(a) + v, (b). Plus généralement, pour tout
k € IN* et tous ay,ay,...,ay € Z*, ona:vy(ayay - - - ay) = vp(ay) +vp(az) +--- +
vp(a).
2. Pour tous a,b € Z*,ona: vy(a+b) > min(vy(a),vy(b)). Side plus vy(a) # vy(b),
on a méme : vy(a+b) = min(v,(a), v, (b)).
3. (Généralisation du point 2.) : Pour tout k € IN* et tous ay,a,...,ay € Z*, ona:
vp(ay +ax+ - - +ag) > min(vp(ar),vp(a2),...,0p(ax)). Side plus les valuations p-
adiques vp(ai) i = 1,2,...,k) sont deux a deux distinctes, on a méme :

vp(ar +ax+ -+ - +ax) = min(vp(ay),vp(az), ..., vp(ag)).

7



Le prolongement de la valuation p-adique a Q* nécessite la proposition suivante :

Proposition 1.4. Soient p un nombre premier et r un nombre rationnel non nul. Alors, pour
tous a,b € Z* tel que § = r, la quantité v,(a) — vy (b) est la méme (i.e., elle dépend unique-
ment de r et non pas de la fraction rationnelle qui le représente).

Démonstration. Soient a,b,c,d € Z* etr € Q* tel que r = § = § et montrons v, (a) —
vp(b) = vp(c) —vp(d). Comme § = §,onaad = bec; d’ot vy(ad) = vp(bc). Ce qui
équivaut (d’apres la proposition avp(a) +op(d) = vp(b) +vp(c); d’ott I'on tire
que vy(a) — vp(b) = vp(c) — vp(d), comme il fallait le prouver. O

Définition 1.5. (Valuation p-adique sur Q*). Soient p un nombre premier. On appelle
valuation p-adique sur Q*, I'application v, définie par
r=g3(a beZ") — vy(r) =vpa) —vp(b).

La proposition suivante généralise la proposition|[I.3]

Proposition 1.6. Soit p un nombre premier. Alors

1. Pour tous a,b € Q*, on a : vy(ab) = vy(a) + v,(b). Plus généralement, pour tout
k € IN* et tous ay,ay,...,ar € Q*, ona:vy(ayay---ay) = vp(ay) +vp(az) +--- +
vp(ay).

2. Pour tous a,b € Q*,ona:vy,(a+0b) > min(vy(a),vy(b)). Side plus vy(a) # vy(b),
on a méme : vy(a+b) = min(v,(a), v, (b)).

3. (Généralisation du point 2.) : Pour tout k € IN* et tous aq,a,...,ar € Q*, ona:
vp(ar +ax+---+ax) > min(vp(ar),vp(az), ..., vp(ag)). Side plus les valuations p-
adiques vp(ai) i = 1,2,...,k) sont deux a deux distinctes, on a méme :

vp(ay +az + -+ - +ag) = min(vp(ar),vp(a2),...,vp(ar)).

Théoreme 1.7 (Théoreme fondamental de 1’arithmétique). Soit a € N*. On a
a = H pvﬂ (“),
14

Remarque 1.8. Le théoreme fondamental de I’arithmétique se généralise aux nombres

rationnels non nuls comme ceci :
vreQ: |r|=T]p>". (1.1)
p
Proposition 1.9. Soir r un nombre rationnel. On a

r € Z <= Vp premier : vy(r) > 0.

Démonstration. =) (évidente). <=) (d’apres|1.1). O



Proposition 1.10. Soit n > 2 un entier et ay, ay, ..., a, des entiers strictement positifs. On a

pgcd(al, a, ..., an) _ H pmin(vp(ul), vp(az),...,0p(an))

p
et

ppem(ay, az, ..., an) = HPmaX(U”(al)’ Op(a2),---0p (@),
2

Définition 1.11. (Partie entiere). Soit x un réel. On appelle partie entiere de x que 'on
note | x|, le plus grand entier inférieur ou égale a x. La partie fractionnaire de x , notée

(x), est définie par (x) := x — [x].
Théoreme 1.12 (Euclide). Il existe une infinité de nombres premiers.

Définition 1.13 (Nombres de Stirling). Les nombres de Stirling de premieére espece, notés
s(n, k) (n,k € N,n > k), sont les nombres réels apparaissant dans 1'identité polyno-

miale :

xt = i s(n, k)x*. (1.2)
k=0

Les nombres de Stirling de seconde espece, notés S(n, k) (n,k € N, n > k), sont les nombres
réels apparaissant dans 'identité polynomiale :

X" = i S(n, k)xk. (1.3)
k=0

Les propositions suivantes peuvent étre trouvées par exemple dans [20; 21].

Proposition 1.14. Pour tous n,k € IN, avec n > k, le signe du nombre entier s(n, k) est
(_1)n+k.

Proposition 1.15. Pour tous Soit n, k € IN*, avecn > k, on a

s(n+1,k) =s(n,k—1) —ns(n,k), (1.4)
[s(n+1,k)[ = |s(n, k = 1)| + n|s(n, k)], (1.5)
— n kn! 1

©onqng,. g ENF
ny+ny~+...+ng=n

1.2 Quelques outils d’analyse réelle

1.2.1 Les notations de Landau

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle I C R et soit xy € I.
On dit que f est négligeable par rapport a ¢ au voisinage de xq et 'on écrit f = 0x,(g)

si



On écrit f = O(g) s'il existe une constante strictement positif c tel que

Vxel: |f(x)] <clg(x)].

f(x) _
On écrit f ~y, g (f équivalente a g) au voisinage de xg si xh_}rgclo () 1.

1.2.2 Comparaison d'une somme a une intégrale

Proposition 1.16. Soit f une fonction strictement monotone sur l'intervalle [1, +oo] et soient
a, b € N*, avec a < b. Alors, il existe 6 € [0, 1| (dépendant de a et b) tel que

L fin)= [ fat+o(0) - fla).

Démonstration. Traitons juste le cas ol f est strictement décroissante. Pour tout entier

k € [a;b], on a

flk+1) < f(t) < f(k).
D’out
k+1
/ flk+1)dt< Y
u<k<b 1 a<k<b-17k  a<k<b—1
Ce qui donne apres simplification et réarrangement :
Y, f< | fhar< ) f(k).
a+1<k<b a a<k<b-1
D’ot1 l'on tire que :
fO)=fla) < ), flk)— | f(B)dt <o0.

a<k<b a

Comme f est strictement décroissante alors f(b) — f(a) < 0; d’out (en divisant les deux

membres de la double inégalité précédente par f(b) — f(a)), on obtient

/f

a<k<b

) - /a bf(t)dt

I1 suffit alors de poser 6 = a<k<

€ [0, 1] pour avoir :

¥ £ = [ f0dr+ oo - fa))

a<n<b

comme il fallait le prouver. OJ
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Proposition 1.17. Soit f : [1, +oo[— R™ une fonction continue et strictement décroissante

et telle que 111_1|_1 f(x) = 0. Alors il existe une constante absolue c telle que
X—r+00

L f) = [ (0t +c+O(f(n)).

1<k<n

Démonstration. Nous allons donner juste les passages essentiels de la démonstration.

n
On vérifie facilement que la suite (i,)yen de terme généralu, = Y f(k) — / f(t)dt
1<k<n 1

est décroissante et minorée par 0, donc convergente. Posons c := lirB uy. Par suite,
n——+oo

étant donnésn, N € N* avecn < N,on a

un—uN:/an(t)dt— Z f(k).

n<k<N

En appliquons la proposition puis en faisant tendre N — +o0, on obtient u; =
c+O(f(n)). O

1.2.3 Formule sommatoire d’Abel

Théoréme 1.18. Soient (a,),>1 une suite réelle et f € C! ([a, +o0[) (a > 0). Alors, pour
tout x, y € Rtelsquea < x <y, ona

2 i~ L a)iw-[( £ o) ron

x<n<y x<n<y x<n<t

Démonstration. Soient x,y € R telsquea < x <y.Ona:

L af = ¥ o (s - [ o)

x<n<y x<n<y
:( y ) f- ¥ [ af
¥<n<y x<n<y "

Comme

en introduisant la fonction indicatrice de l'intervalle [n, y], on a:

v Y /
xg;gy/n anf (n) —/x (xggtan f(t)dt.
Ce qui conclut a :

2 anf(n) = ( Z ﬂn) f(y)_/xy ( ;<t[1n) f/(t)dt,

x<n<y x<n<y

ce qui acheve cette démonstration. O
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Théoreme 1.19 (Transformation d’Abel). Soient (a,),>0, et (bn)n>0 des suites complexes.
Pour tous entiers N, M € Z,ona

Z Anbn = ANt MON+M41 + Z An(bp — byt1),
N<n<N+M N<n<N+M

onl'onaposé Ay := Y a(n>0).

N<k<n

Proposition 1.20 (La formule de Stirling [15,[16]). Ona :

n

n! ~ o n'e "\ 2mn.

Proposition 1.21 (La formule de Legendre [34, [16]). Pour tout n € IN*, la décomposition

du nombre n! en produit facteurs premiers s’écrit

al — HP{ZHH*M*“ _ Hp”fff"). (1.7)
p

p
(Rappelons que S,(n) désigne la somme des chiffres de n dans le systeme de base p).

Démonstration. Soient n un entier strictement positif et p un nombre premier. Posons

k:= Hgg’;j et considérons les ensembles A; (0 < i < k) suivants :

Ap := {a € N* N [1,n] tel que a ne soit pas un multiple de p},
Ay = {a € IN* N [1, n] tel que a soit un multiple de p mais non un multiple de pz} ,

Ap = {a € IN* N [1, n] tel que a soit un multiple de p? mais non un multiple de p3} ,

Ay = {a € IN* N [1, n] tel que a soit un multiple de pk mais non un multiple de pkH} .

Il est clair que ces ensembles A; (0 < i < k) constituent une partition de I'ensemble

{1,2,...,n}.On a par conséquent :

nt= J] a= I a=JJa J]a - J]a

ﬂE{l,Z,...,n} acAgUAL---UA, acAy acA acAy

vp(nl) = Y vp(a)+ Y vp(a)+---+ ) vp(a).

acAy acAq acAy
Mais on constate que pour touti € {0,1,...,k} ettouta € A;, ona:vy(a) = i. D'ont

I'on déduit que :

vp(n!) = 0CardAg + 1CardA; +2CardA; + - - - + kCard A;.

12



Enfin, puisque 'on a visiblement CardA; = L%J — [#J (pour touti € {0,1,...,k}),

il en découle que :

oo 5] (5 - 3) (3] -3]) -
SHREEFEEY

= {SJ + {%J + {%J +... (car |n/p'| = 0pouri > k).
Ce qui confirme la premiere égalité de la formule (1.7). Montrons maintenant la se-
conde égalité de la formule (1.7). Soit n = A1 .. Ag(p) = A0 +ap + ap*+ - +ap’
(avecr € N, ag,ay,...,a, € {0,1,...,p — 1} et a, # 0) I'écriture de n dans le systeme

de base p. On a alors :

n 2 r—1
b =a1+apt+ap - +---+ap 7,
n 2 r—2
{? =y +azp +agp” + - +ap 7,
n 2 r—3
{F = a3+ agp +asp”+ -+ ap 7,
5]
o | =

ot P
n
{—. =0 pouri > r.
P

D’ou:

FRERES

=a+a(l+p)+as(l+p+p)+- - +ad+ptp?++p7)

- Pil [mp=1) +a(p? = 1) +as(p = 1)+ +a(p —1)]
= ﬁ [<a0+a1p+a2p2+~-+arpr> —(ag+ay+--- +ar)}
= (=S (m),
confirmant ainsi la seconde égalité de (1.7). La proposition est démontrée. O
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1.3 Autour de la fonction de Mobius

Définition 1.22 (Fonction de Mobius). C’est la fonction arithmétique y : IN* — R,

définie par

1 sin=1
u(n) = q (=1)F sin estun produit de k nombres premiers deux a deux distincts -
0 si n est multiple d’un caré parfait différent de 1

Définition 1.23 (Fonction de Dirac). C’est la fonction  : IN* — R, définie par

1 sin=1
d(n) = :

0 sinon

Définition 1.24 (Convolution de Dirichlet). Soit f et ¢ deux fonctions arithmétiques.
le produit de convolution de Dirichlet de f et ¢ (que 1'on note f * g) est I'application

arithmétique définie par :

(fxg)(n Zf ( ) (Vn € N¥).

dn

Proposition 1.25. Le produit de convolution est une loi commutative et associative (sur l'en-
semble des fonctions arithmétiques) et admet la fonction de Dirac 6 comme élément neutre. De

plus, I'élément symétrique de la fonction constant 1 est la fonction de Mobius y ; soit 1 x y = 9.

La premiere formule d’inversion de Mdbius

Théoreme 1.26 (Mobius). Soit f : IN* — R et définissons g : IN* — R par

=Y F(d) (Vn € N*).

dn

Alors on a pour tout n € IN* :

=L u(d)s (7).

dn
Démonstration. Par hypothése on a
=fx1
Ce qui entraine
gxpu=(f+x1)*xu=fx(1xpu) (car * etassociative)

= fxd (d’apres la proposition [1.25))
= f (car 0 est un élément neutre pour la loi *).

D’ou le résultat. 0
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La seconde formule d’inversion de Mdobius
Théoréme 1.27 (Mobius). Soit f :]0, +oco[— R et définissons g :]0, +o0o[— R par

- ¥ f(5).

1<n<x

Alors on a

= L ums ():

1<n<x

Démonstration. En se servant du fait que § = 1 * p, on a pour tout x > 0:

- L oimr(G) = © wemmr(G)= © (Dt ) )

1<n<x 1<n<x 1<n<x \d|n
(@) (),
W%%ﬁy <dm) 12;& (k;;xf<dm>> 12;3“ g<d>
dm<x
comme il fallait le prouver. O

1.4 Encadrement de Tchébychev

En 1845, Bertrand conjectura que tout intervalle du type |n,2n[ (n > 2) contient
au moins un nombre premier. En 1851, Tchebychev démontra cette conjecture par le
biais de I'analyse réelle. TChebychev a montré qu'il existe deux constantes absolues
strictement positives a et B tel que l'on ait pour tout entier naturel n assez grand :
< 7m(n) < ﬁé La méthode de Tchebychev se sert des fonctions 6 et i

o
logn
définies comme suit :

Définition 1.28. Les fonctions 7, 6 et i sont définies sur R™ par :

221,

p<x
= Zlogp = log (H p) ,
p<x p<x
p(x):= ), logp= )}, An)
k€eIN*,p premier 1<n<x
pF<x

ou A est la fonction de Von Mangoldt définie sur IN* par :

lo si n est une puissance d’un certain nombre premier p,
An) = { &P P P P (vn e N9,

0 sinon

Proposition 1.29 (Conséquence des formules de Legendre et de Stirling). Soit n un

entier strictement positif. On a

" n
) {—J A(k) =nlogn —n+ O(logn).
=1k

15



Démonstration. D’apres la formule de Legendre, on a

log(n!) = Z {%J logp = i {%J A(k).

x€IN*,p premier

La formule de Stirling conclut alors au résultat requis. O

Proposition 1.30. Pour tout x > 0, 0n a

_ log x
’o =L 1282 | togy.

Démonstration. On a

log x
P(x) = Y, logp=) |logp ) 1]|=1) Log Jlogp,
keIN*,p premier p<x 1<)< logx p<x gpP
pkgx —"—logp

comme il fallait le prouver. O

Remarque 1.31. Pour x = n € IN, la somme figurant dans la proposition n’est autre

que logppem {1,2,3, ..., n}. Plus généralement, on a pour tout x > 0:
P(x) =logppem {n € N* tel que n < x}.
Proposition 1.32. Pour tout nombre réel positif x, on a

P(x) =6(x)+0 (x%> +6 (x%> +....
Démonstration. Soit x un nombre réel positif. On a
1
px)= Y logp= Y | Llogp| = X o(xf),
keIN*,p premier keIN* 1 keIN*
: p<xk

pr<x
comme il fallait le prouver. O

Définition 1.33. Soit B la fonction définie sur R par

B(x):= Y | 2| Alk).

k<x

Soient aussi L et g les deux fonctions définies sur R™ par

x x x X
L) = B + B () ~B(5) =B (5) ~B(5).
x x X x
st = e = [5] = [5] - 5]+ L5
Remarque 1.34. D’apres la formule de Legendre et la proposition on a pour tout
x>0:
B(x) = B(|x]) =1log(|x]|!) = xlogx — x + O(log x). (1.8)
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Proposition 1.35. Pour tout nombre réel strictement positif x, on a

o= T o3)

1<k<x
Démonstration. On a
X
B(x)= ¥ M AR = Y 1Ak = ¥ A®K)
1<k<x 1<k<x 1_n§% n,keIN*
nk<x
X
- AR = Y v (3),
1<;<x (1<;§ ) 1<;<x (”>
comme il fallait le prouver. O

Lemme 1.36 (Tchebychev). Pour tout réel positif x, on a :

) ¢ (3) <L) < p(x).

Théoreme 1.37 (Ichebychev). Pour tout réel x > 1, 0na
Cx+O(logx) < ¢(x) < ng + O(log? x),

1 .1 1
0t C = log (&)
3030

Démonstration. En utilisant la formule (1.8), on obtient que pour tout x > 1:

L(x) = Cx+ O(logx),

1

21.33.55
30%
Montrons maintenant la seconde inégalité du théoréme. En utilisant I’estimation

|
T < et (voir [33, Formule (1.17)]), on a

ou C = log . La premiére inégalité du théoreme découle alors du lemme

e~ "n"\/21tn
B(x) = B(|x]) <log(v2m)+ xlogx — x + %logx—k % (Vx >1).

. N . X X x _x
En appliquant cette derniere estimation aux arguments 535 et 30 (a la place de x),

on obtient pour tout x > 30:

X X x x 5
— —B(Z)=B(Z)—-B(= 2y < b
L(x) == B(x) — B(3) = B(3) = B(3) + B(35) < Cx + > log(x),
213555 :
avec C = log [ ——— |. D’autre part, un calcul manuel montre que cette inégalité
3030

demeure également vraie pour tout 1 < x < 30; elle est, par conséquent, vraie pour
tout x > 1. En combinant ceci avec la premiére inégalité du lemme on a pour tout
x>1:
X 5
P(x) < <E> +Cx+ > log(x).
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. . B X Y log x
Soit « le plus grand entier naturel vérifiant o > 1 (c est a dire « = Log 6J ) En
réitérant cette derniere « fois, on obtient

LI | 5 xa+l
IJJ(X) <lp<6a+1)+c Z6k 10g< 1%0624—1)> )
n a+1
Comme Y lk < - > P (6“1) = O etlog (%) =0 <log2 x), on en déduit que
=16 6’ 6”2

6
P(x) < §Cx + O(log? x).
Ce qui prouve la seconde inégalité du théoreme et complete cette démonstration. [

Remarque 1.38. Une version effective de 'encadrement du théoreme pour la fonc-
tion 1 est donnée par :

5 6 5 5 5
— =1 1< = 1 -1 .
Cx 5 logx < P(x) < 5cx+41g og"x + , logx
(Voir [12]).
Lemme 1.39. Pour tout réel x > 2,0ona

p(x) p(x)
log x < m(x) < 2logx'

Démonstration. Appliquons la propriété |x| < x < 2|x] (valable pour tout x > 1).
Etant donné x > 2, on a d’une part

log x 1 rong P(x)
T(x) = logp > logp = .
() p; logxp;‘;clogp gp = logxpg‘;c log p &P log x
D’autre part
10gx 2 {long ¥(x)
X)) = < logp =222,
(x) rgf logxp;clogp 08P = logxgc log p &F log x
Ce qui conclut a I'estimation du lemme. O]

Proposition 1.40 (Tchebychev). On a pour tout x > 2 :

70 = g2+ (g )

Démonstration. Soit x > 2 fixé. D’une part, d’apres le lemme ona

m(x)logx —(x) > 0. (1.9)

D’autre part, on a

mt(x)logx —p(x) =) logx— ) r 8% Jl og p.

p<x p<x logp

18



log x

Comme {—J = 1 pour tout nombre premier p vérifiant /x < p < x, alors

log p

m(x)logx —p(x) < ) logp+ Y (logx—logp).
p<v/x Vx<psx

Autrement dit, on a

Tlogr—yl) <y(vH+ L[]
Va<p<x’P

—pvD+ ¥ [ a0

Va<p<x WYY

:lp(\/})ﬁ— * ﬂ(t)_n(ﬁ)dt

< O(Vx) +0 <lo’g‘x) |

70 = g2+ (o)

Ce qui acheve la démonstration de la proposition.

D’oti 'on tire que

Corollaire 1.41. Pour tout x > 1,0na

X x 6 x

—_ — ) < <-C+0O(+—— -
“logx "7 <(10gx)2) ST s5et ((logX)z)
Démonstration. Elle découle du théoréme et de la proposition[1.40}

O

Remarque 1.42. 11 existe dans la littérature mathématique plusieurs travaux qui ont raf-

finé I’estimation du corollaire Citons par exemple les encadrements dus a Rosser
et Schooenfeld (1962) et Schoenfeld (1976) (voir [37]), selon lesquels on a pour tout

x> 52:

* (14 ! < m(x) < T (1+ 5
log x 2log x log x 2logx )

1.5 Quelques formules asymptotiques utiles

Lemme 1.43. Pour toutn € IN, on a

[Tr<4.

p=n

Démonstration. (Voir [33] page 48]).
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Théoréme 1.44 (Le premier théoreme de Mertens [37]). Pour x > 2, 0na

Z lo;?p = logx + O(1).

p<x

Démonstration. 1l est clair qu’il suffit de démontrer la formule du théoreme pour x en-

tier. D’aprés la formule de Legendre, on a pour n € IN* :

log(n!) = Y (f {%J) ogp=Y. | ¥ {%J log p.

k=1 <n logn
g y 1§k§10gp

Mais en estimant trivialement les parties entieres, on a pour tout p premier :

n n logn n logn
5 5 o) -1-o(()
L kaJ Zlogn Pt logp/) p log p

logn
1§kglogp 1§kglogp

(o1 le O est absolue, c’est-a-dire qu'il est indépendant de p). D’ot1 1’on tire que :

log(n!) = <Z 10%) <Z 1) (logn) = (Z 10%) n+ 7(n)O(logn).

p<n p<n p<n

En se servant par suite de 'estimation grossiere de Tchebychev 7t(n) = O (@) ,ilen

résulte que :

log(n!) = (Z bﬁ) n+0O(n).

p<n P

En comparant ceci avec 1’estimation faible de Stirling log(n!) = nlogn —n+O(logn) =

nlogn + O(n), on conclut a la formule requise :

Y. log p =logn+ O(1).

p<n

Le théoréme est démontré. ]

Théoreme 1.45. (deuxiéme théoreme de Mertens). Il existe une constante c; telle que I'on ait

pour x > 2

Z%zlog(logx)—l—cl—l—O(l ! )

p<x og x

De plus, la constante c; < 2(1 + In4).

Démonstration. Pour tout x > 2, posons

Rx):= Y 87 1005 = 0(1).

p<x

D L TP S

1
p<x p N p<x log P p 2<n<x logn n
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Nous allons appliquer la formule sommatoire d’Abel en posant

1y = "B () — m(n — 1)) et £(t) =

n logt’

On a

p; = X anf(n)=< y an) f(x)—/j( Y an> F(t)dt

1
x p 2<n<x 2<n<x

_ log p g logp\ .,
- (Z 7) f - | (pz 7) £ (£

p<x

= (R(x) +1ogx) f(x) = | (R(1)+1logt) f'(1)d

Ce qui donne

1 R(x) Xodt X R(t)
Y - + / — + / —dt
px p logx 2 tlogt J2 tlog°t
+00 —+00
loglogx+1—loglog2+R( )-i-/ R(tz) dt—/ R(? dt
logx /2 tlog*t x  tlog“t
+00
Posons R := sup |R(t)|. Comme R(x) —/ R(t )Zdt' < 2R < 2(1 + log4)
>0 logx Jx t(log) log x log x
- . s R(x) _ [** R(t)
(d’apres la remarque fait sur O(1) dans le théoréme|1.44} alors - / 5
logx Jx t(log)
O( L ).D’oﬁ
log x
1 +oo
Z_:loglogx~|—1—loglog2+/ R(? dt~|—O< ! )
p<x P 2 tlog“t log x
Ce qui achéve la démonstration du théoreme. O

1.6 Le dernier théoréme de Tchebychev

4 . X P .
Tchebychev a montré que si 7t(x) ~ ooz’ alors la constante c est nécessairement
ogx

égalea 1.
Théoréme 1.46. On a

liminfm <1 <limsup M.
X—r+00 X x—+00 X

Démonstration. Nous allons établir I'inégalité de gauche. Soit

| := liminf M.
x——+o00 X

Pour chaque € > 0, il existe un xg = xg(€) > 2 tel que 'on ait



Par ailleurs, en utilisant la formule sommatoire d’Abel, on a

1 1 1

Y o> Y = Y (k) - alk-1)

p<x P x<p<x P xp<k<x

IR G OEL
X X0

t2

_m(x)  m(xo) |, [*(t)
- xoo +/x0t_2dt'

Cela entraine pour x > xg

X
Yils argoo M

p<x

> — .
 Flogf = (I —€)log(logx) + O(1)

En utilisant le théoreme ([1.45)), il s’ensuit que I —e¢ < 1 et donc ! < 1 puisque €
peut étre choisi arbitrairement petit. Un raisonnement similaire montre que 'on a

limsup, . n(x)xl()gx > 1. Ce qui complete cette démonstration. O

1.7 Le théoréme des nombres premiers et ses équivalents

Le théoreme des nombres premiers, conjecturé par Gauss en 1792 puis par Legendre

en 1798, a été démontré par Hadamard et de la Vallée Poussin (vers 1896). Il s’énonce

Théoréeme 1.47 (Le théoreme des nombres premiers [33]). Lorsque x est au voisinage de

Uinfini, on a
X

7t(x)

" logx’
Proposition 1.48. Ona

X

70(X) ™~ oo @

S 0(x) ~ioo X.

De plus les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe deux constantes strictement positives c1 et cy telles que pour tout x > 2,

1 <m(x) <c

log x log x

(ii) Il existe deux constantes strictement positives c3 et cy telles que, pour tout x > 2,
c3x < 0(x) < cyx.

Démonstration. Soit x > 2 (quelconque). D’une part, on a

6(x) =) logp <logx ) 1= rm(x)logx.

p=x p=x

D’autre part, pour2 <y < x,ona

m(x) —nly) = ) ) logp=

yepex logyy<p§x logy

(6(x) = 0(y))-
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n(y) < O(x) +y

m(x) < e + ~ logy

~ logy

Choisissons y = ———. Cette derniére inégalité se ramene alors a

log” x

0(x) x
< .
m(x) = log x — 2loglog x * log” x

On vient donc d’obtenir I’encadrement :

6(x) < n(x) < 6(x) . x2
log x logx —2loglogx  log”x
qui conclut immédiatement aux résultats de la proposition. O

Proposition 1.49. On a équivalence entre 6(x) ~to X et P(X) ~1co x. De plus, les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe deux constantes ki et ky telles que, pour tout n > 2
kix < 0(x) < kpx.

(ii) I existe deux constantes ky et k3 telles que, pour tout n > 2
kox < 0(x) < ksx.

Démonstration. De la proposition on tire pour x > 1:

B(x) < p(x) < 6(x) +6(V/7) H;J |

1
(puisque ¢ (x%) = 0desquen > {%J ). La proposition ([1.49) en résulte. O

1.8 Autour de l'entier ppcm(1,2,3,...,n)

Un résultat équivalent au théoréme des nombres premiers énonce que :

lim logppem(1,2,...,n)

n—-+oo n

=1

Ce qui équivaut a dire que pour tout € > 0, il existe N = N(e) € IN* tel que l'on ait
pour tout n > N(e) :

(e—e)" <ppem(1,2,...,n) < (e+e)".

Théoreme 1.50 (Farhi [23]). Pour tout entier strictement positif n, on a :
n n n _ ppem(L,2,...,n,n+1)
e (o) (1) ) = s
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Corollaire 1.51 (Farhi [23]). Pour tout entier strictement positif n, on a :

2

-1
ppem(1,2,...,n) > ”([lnlJ) > /n2" 2,

Démonstration. Soit n € IN* fixé. En appliquant le théoréme ona

ppcm(l,Z,...,n):nppcm{(n_l),<n_1),...,<n_1>}Zn max (n_,1>
0 1 n—1 0<i<n—1 1
=
=n )
2

Ce qui confirme la premiere inégalité du corollaire. La seconde inégalité du corollaire

se vérifie aisément par récurrence. Ainsi s’acheve cette démonstration. [
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Chapitre 2

Instabilité par dérivation du Z-module
libre Int;(Z)

2.1 Quelques éléments sur la théorie des opérateurs linéaires
et leurs applications sur I’anneau des polynéme a va-

leur entiéres

Soient I, D, A, V et T les opérateurs linéaires classiques représentant respectivement
l'identité, la dérivation, 1'opérateur de différence, 'opérateur de différence arriere et

l'opérateur de translation par 1, définis comme suit :

(X)
(X)
AP(X) = P(X+1) - P(X), (VP eC[X]).
(X)
(X)

2.1.1 Quelques relations liant ces opérateurs

Il est claire que
A=1—1, V=I-11 (2.1)

Par ailleurs, on a d’apres la formule de Taylor pour tout P € R[X] :

P(X)=P(X+1) =Y — =}

> DIP(X) > D/
- pr L

) P(X) = ePP(X).

D’outl’on tire que :
T=¢P. (2.2)
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2.1.2 Quelques applications utiles

1) Les opérateurs V et A agissent respectivement sur les puissances inférieures et
supérieures de la méme fagon dont l'opérateur de dérivation D agit sur les puissances
(usuelles) X" (n € IN*) de X. On a pour tout n € IN* :

A Xt = pXi=l (2.3)

VX" = X" L, (2.4)

2) Il est facile de montrer que chacune des deux familles < puissances inférieures > et
< puissances supérieures > de X constitue une base du C[X]. Les relations (2.3)) et (2.4)

permettent d’obtenir les analogues de la formule de Taylor. Pour tout P € R[X], on a

P(X) = i wxﬁ (2.5)
k=0 ’

P(X) = i ka. (2.6)
k=0 ’

Proposition 2.1. Pour tout polynoéme P(X) a coefficients dans R, on a

P'(X) = f VIP(X) _ +fj(—1)”—1AnPT(X). 2.7)

n=1 n n=1

Formellement, on écrit

+o0 V" +oo A"
_ I _1\n—12
D_\; - ‘;( 1) — (2.8)
n=1 n=1

Démonstration. OnaV =1 -1 ! =1—(eP)"! =1 —e"P.D’ott 'on tire que :

+Oovn
D=—-log(I-V)= 27
n=1

De méme,ona A =7 — [ = ¢P — . D’ot1 'on tire que :

+0o A"
D=log(I+A)=Y (-1)"1—.
n=1 h
La proposition est ainsi démontrée. [

C’estla formule (2.7)) qui a permis de montrer la formule (2] (en remarquant préalablement
que Int(Z) est stable par V).

2.1.3 Application sur ’anneau Int(Z).

Bien que Int(Z) n’est pas stable par dérivation (c’est a dire par 1'opérateur D), il est
visiblement stable par chacun des opérateurs V et A. Nous commengons par montrer

que Int(Z) est un Z-module libre de rang infini tout en lui fournissant une base simple.
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}@?
Proposition 2.2. L'anneau Int(Z) est un Z-module libre de rang infini et la famille (F)
*/ nelN

constitue une base de Int(Z).

n!
constitue une génératrice de Int(Z) (grace a la formule (2.6))). Supposons qu'il existe

n
Démonstration. L'ensemble Int(Z) est un Z-module (évident). La famille —’>
nelN

une suite réelle (ai),.n (dont les termes sont tous nuls sauf un nombre fini d’entre

eux) tel que 1’on nait

) Xf
Y a——=0. (2.9)
k!
k=0
Soit n € N. En appliquant V" aux deux membres de (2.9)) puis en substituant X par 0,
on obtient
an = O.
L’entier n étant quelconque, la famille en question est libre. O

n

Remarque 2.3. On montre de la méme facon que la famille <F> constitue une
*/ nelN

base de Int(Z).

Conséquence 2.4. Pour tout n € IN, l'ensemble Int,(Z) est un Z-module libre de rang
k

X
(n+1) et la famille (F) constitue une base de Int,, (Z).
0<k<n

Nous achevons cette section en rappelant les jolies formules de Vandermonde et de

Norlund généralisent la formule du bindme. On a pour toutn € N et tous X, Y € R:

(X+Y)= kin <Z> xkyn=k

k=0

AW py(0)

En effet, il suffit d’appliquer 1' pour py(X) = (X+Y)L =) % Xk (ou Y

k=0
est pris comme parametre). On démontre De la méme fagon la formule analogue pour

les puissances supérieures, qui est :

(X+Y) = kff <Z> xkynk,

k=0

2.2 FEtude de la stabilité du Z-module libre Int,(Z) par

I'opérateur de dérivation d’ordre supérieur

Pour tout 1,k € IN, avec n > k, définissons ([19]) :
1
ISRES —— et dy:=den(F,y),
nl,...,ﬂkEN* mng--- nk
ny+--+n=n

avec la convention Fyo = 1,F, 0 = 0(Vn € IN¥) et F,x = 1lorsque n < k. Les deux

problemes suivants sont soulevés et résolus par Farhi [19].
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2.2.1 Problémel:

Pour n,k € IN* donnés, déterminer le plus petit entier strictement positif a,, ; satis-
faisant la propriété :
VP € E, : a,;D"P € Int,(Z). (2.10)

2.2.2 Probléme2:

Pour n € IN* donné, déterminer le plus petit entier strictement positif &, satisfai-

sant la propriété :

VP € Int,(Z), Vk € N : a,DP € Int, (Z). (2.11)

2.2.3 FEtude du probléeme 1 :

Commencant par étudier le cas k = 1 et n étant quelconque dans IN*. Dans ce
cas, nous allons déterminer le plus petit entier strictement positif «,,; satisfaisant la
propriété

VP € Inty(Z) : a1 P’ € Int,(Z). (2.12)

Pour ce faire, soit I'ensemble &, défini par
&y ={a € Ztelque VP € Int,(Z) : aP’ € Int,(Z)}.

L'ensemble ¢, est non nul car, d’apres la formule (2.5)), n! € &,. Comme ¢, est un idéal

de I’anneau principal Z alors il est de la forme
&y = SpZ. (2.13)

Il est clair que S, est le plus petit entier strictement positif dans §,. Donc, S, n’est rien

d’autre que la constante ,, 1 requise dans la formule (2.10]), c’est a dire
Qp1 = Sp. (2.14)
Théoreme 2.5 ([19]). Pour tout entier positif n, on a

Sy =ppem{1,2,..,n}.

Démonstration. Soitn € IN* fixé et posons I, := ppcm {1, 2, ..., n}. Nous allons montrer
que

Sy = Iy
Pour ce faire, nous allons montrer que S, est un multiple de /,, et [, est un multiple de
Sn.
e Montrons que [, est multiple de S;,. Cela revient a montrer que /,, € ¢,,. D’apres ,

on a
VP € Int,(Z) : [,P' € Int,(Z) (car VP € Int,(Z),Vk € N).
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Donc I, € &,. D’apres la formule (2.13]) on en déduit que I, est un multiple de S,.
e Maintenant, nous allons montrer que S, est multiple de [,,. Par définition de /;, cela
revient a montrer que S, est un multiple de chacun des entiers positifs 1,2,3, ..., n.

Alors, soit k € {1,2,...,n} fixé et montrons que S, est multiple de k. On pose By(x) =

k k—1
% — (x+k > Pour k < n, on a By € Int,(Z); comme S, € &,, onaVx €
B
Z : S;B.(x) € Int,(Z). En particulier S,B,(0) € Z. Mais B;(0) = lirrb kix) =
x—
1 2)... k—1 k—1)! 1
lim (r+ D(x+2).(x+ ) = ( ) = —. D'ou 5n € Z, ce qui implique que
x—0 k! k! k k
Sn est un multiple de k, ce qui acheve la démonstration du théoréme. O

e Etude de la formule dansle cask € N — {0,1}
Pour n,k € IN donnés, soit
Cnk={a € Ztelque VP € Int,(Z) : aP%) € Int,(Z)}.
Montrons que ¢, x est non nul. Pour tout P € Int,(Z), on a
n!P € Z[X] (voir (2.5)).

Ce qui entraine que (n!P)%) = n!P®) € Z[X], d’ott n!P%) € Int,(Z). Donc n! € &, , ce
qui montre que ¢, x n’'est pas nul. D’autre part, §, y est un idéal de I’anneau principal
Z,donc ¢, i est de la forme

Cnk = Suil, (2.15)

avec S, € IN*. Il est clair que S, est le plus petit entier strictement positif dans
I'ensemble ;. Donc, S,, x n’est rien d’autre que la constante «,, ; requise dans la formule
c’est a dire

&pk = Spk- (2.16)

Théoreme 2.6 ([19]). Pour tous entiers positifs n, k, on a
Sk =ppem{dy, i k <m <n}.

Démonstration. Soitn, k € IN fixés. Pour simplifier, on pose I, s := ppem {d,, s k < m < n}.
Nous allons montrer que S, x = [, . Pour ce faire, nous allons montrer que S, x est un
multiple de [,, x et [, est un multiple de S, .

e Montrons d’abord que [, x est multiple de S,, k. Il suffit de montrer que [, € ¢,. En
effet, d’apres la formule , ona

+00 AVAL
D = —.
Lo
n=1
Par conséquent
+o00 an +00 Vnz +00 vnk

Vke N*: DF =} LY = Y-

n=1 ny np=1 h2 n=1 Nk n>1,n>1,....n,>1

vn1+n2—|—...+nk

ninyp...Ny
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Comme VP = 0 pour i > n cette derniére formule devient

vn1+n2++nk

Vk € N*: DF =
nyomeeN* 2. Tk
ni+-4n<n
Autrement dit,
m=n 1
VkGN*:DkZZ Z — | V"
m=k | ny,...neN* ninp - - - Ng

ny+-+ng=m

En appliquant ceci sur P, puisque VP = 0 pour i > 1, on a

m=n
Vk e N*: D*P = Y F,,V"P. (2.17)

m=k

Pour tout m € {k,k+1,..,n} ona V"P € Int,(Z) et I, xF, x € Z, ce qui montre que
ln,kP(k) € Int,(Z), il s’ensuit que I, € C, , d’apres et on en déduit que
I, x est multiple de S, .

e Maintenant, nous allons Montrer que S, ; est multiple de [, x. Par définition de [, ,
cela revient a montrer que S, est un multiple de chacun des entiers positifs
di kr A1 ks k-2, kr s Ay - Alors, soit mg € {k,k+1,...,n} fixé et montrons que S, x est
multiple de d,,, . Posons

mp! mo

B(x) = 10 (”mo_l).

Comme B € Int,(Z), ona S, B%) € Int,(Z), ce qui entraine S,,;B*)(0) € Z. Or, par
application de la formule (2.17)) pour P = B, on trouve

m=n

BX(0) = Y Fux(V"B)(0).
m=k
1 si m=my
Comme (V™B)(0) = , cette derniére formule devient

0 sinon
B®(0) = Fyyyi-

Donc S, Fy, x € Z, ce qui implique que S, ; est un multiple de den(F,, k) = dy k- Ce

qui achéve la démonstration du théoreme. O
Définition-Notation 2.7. Pour n,k € IN, avec n > k, posons
Cuk :=ppem {itip..ix : i1,1p,..,ix € N etiy +ip+ ..+ < n},
avec la convention C, o = 1 pour tout n € IN. De plus, pour n € IN, posons
pn :=ppem {Cpi; 0 < k < n}

:ppcm{iliz---ik; kEN*,il,iQ,...,ikEN* etigp+i+ -+ §n}
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Les propriétés arithmétiques des nombres C,, i et p,, constituent une partie de 1’ob-
jectif du chapitre suivant.
Théoréme 2.8 ([19]). Pour tous n,k € IN, on a S,, ;. divise C, . Si de plus n > k alors S, i

est multiple de C]?!"‘.

Démonstration. Soient n,k € N fixés. Pour tout entier m € [k, n], on a visiblement :
dy i divise ppem {iyip - - - iy; iy +ip 4 -+ - + i = m}.
Ce qui entraine que
ppem {d,, 1; k < m < n} divise ppem {iyip - -iy; i1 +ip+ -+ i < n};

c’est-a-dire (d’apreés le théoréme2.6) S,, x divise C,, , comme il fallait le prouver. Ce qui
confirme le premier point du théoréme. Concernant le deuxieme point du théoreme, il
suffit de montrer que l’entier positif k!S,, ; est multiple de C,, s, ce qui revient a montrer
que k!S,, ; est multiple de chaque entier de la forme iy - i5 - - - i, aveciy, ip, ..., ik € N et
i1 +ip+ -+ i <n.Soientiy,ip,..., i € N* tel que iy +ip + - - - + iy < n et montrons

que k!S,, ;. est multiple de I'entier i; - i3 - - - i§. Pour ce faire, considérons le polynéme, de

degré iy - ip - - - iy, a valeurs entieres

P(X) = <X> <X> <X> = B, (X)B;,(X)...B; (X).
51 ) 1k

Le développement de Taylor au voisinage de 0 de chaque polynoéme B;(X) (i € IN*)

-1 i—1 B;(X
commence par ( ) X+ ..., car Bj(0) = 0 et B/(0) = lim i(X)
1 - x—0 X
X-1)(X-2).(X—-1+1 —-1)"~
= lim ( 1 ) ( i+1) = { ) . Par conséquent, le développent de
x—0 1! 1
Taylor de P(X) en 0 commence par
CNi—1 (V=1 (L 1yie—1
S G G ISR
11 12 1% 111...1%
D’ou "
1112 o 0. Zk
k!
Comme Sn/kP(k) € Int,(Z), on a en particulier Sn,kP(k)(O) € Z (c’est-a-dire iSn,kﬁ €
A

Z), ce qui entraine que k!S,, ;. est multiple de i1, - - - iy, comme il fallait le prouver. Ceci

confirme la seconde partie du théoreme et compléte cette démonstration. O

2.2.4 Ftude du probleme 2 :

De la définition de ay, il est clair que a;, est le plus petit entier strictement positif

appartenant a I'idéal de Z :

ﬂ gn,k - m Sn,kZ (d'apl‘és "

keN keN
=ppem{S,; k€ Z}Z
=ppem {S, ;0 <k <n}Z (car S, x =1 pour k > n).
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D’ou
ay =ppem {S, ;0 < k < n}. (2.18)
En utilisant le théoreme 2.6} il s’ensuit que

ay =ppem {dy, j; 0 <k <m <n}. (2.19)

Théoreme 2.9 ([19]). Pour tout entier naturel n , on a

Xp = Pn = H p{%J'

p premier

Rappelons que la définition de p,, estindiquée dans la définition[2.7} La démonstration

de ce théoreme fait appel aux deux lemmes suivants :

Lemme 2.10. pour tout entier strictement positif a et tout nombre premier p, on a

vp(a) <

<=

Démonstration. Soient a € IN* et p un nombre premier. En posant a := vy(a), la
décomposition en produit de facteurs premiers de a permet d’écrire a = p*b,oub € IN*
n’est pas un multiple de p. Pour o = 0, l'inégalité du lemme est triviale. Par ailleurs,
poura > 1,0na

« S 20(—1 S plX—l S pzx—lb —

a
Et
comme il fallait le prouver. O
Lemme 2.11 (le lemme clef [19]). Pour tout entier strictement positif k et tout nombre pre-
mier p, on a

vp(Pkp,k) = —k.

Démonstration. Soient k un entier strictement positif et p un nombre premier. On a par
définition :
1
Fk = —_—
pk oy
ﬂl,...,nkEN* nlnz nk
ny+--+ng=kp

Pour tout (n9,ny,...,n;) € IN*¥ tel queny +---+ng=kp,ona:

1 k
0 _— = — Opln
o () =~ Lol

k
> Z pvi’(”r)_l (d’apres le lemme|2.10
r=1

R
rzlp

LY,
p

v
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De plus, I'égalité v, ( = —k a lieu si et seulement si 1'on a pour tout r €

{1,...,k}:

nlnz .. .nk)

vp(ny) = prt™)tet ptrlt) = .

Il est clair que ces deux conditions sont satisfaites pour (n1,1,...,1¢) = (p,...,p).
Inversement, si les conditions en question sont satisfaites alors chaque n, (r =1,...,k)
est une puissance de p non égale a 1. Ceci entraine en particulier que n, > p (Vr €
{1,...,k}). Comme ny + - - - + ny = kp, on a nécessairement n; = np = -+ = nx = p.
Par conséquent
Up (;) = —k <<= (ny,ny,...,0n) =(p,...,p).
Hitly - - Ny

La propriété usuelle sur la valuation p-adique d’une somme conclut que

1
vy (F = min v,|— | =—k
}7( kp,k) n,...,n EIN* P (7111’12 BRI 1)
ny -+ e=kp
Ce qui achéve la démonstration du lemme. O]

Démonstration du théoreme[2.9 Soit n un entier positif fixé. D’apres la formule (2.18) et
le premier point du théoréme on a x; = ppcm {Sn,k} 0 <k <n} divise
ppem{C, ; 0 <k <n} = py. Il reste a montrer que «, est multiple de p, et que

On = H p L%J . Il suffit de montrer que 1’on a pour tout nombre premier p :
p premier

opon) < |5] opten) 2 | 5] et oyt = | 5],

Soit p un nombre premier fixé.

n

e Montrons que v, (0,) < {—J .
P

Pour tout k € IN* et tous 71,1y, ...,ix € IN* telque iy + i+ - -+ iy <n,ona:

Z)p(iliz e lk) = Up(il) -+ Up(iz) + .. 4 Up(ik).

En utilisant le lemme il vient que :

.. . i i i i1 +ip 4+ +i n
Up(lllz---lk)g—1+—_|_..._|__k:1 kg_;
P P P p p
d’ou
(on) (iyin - - 1) < |~
v = max vy (iin - i) < | = |,
p\fn KEN® iy iz g €N PO L k p
i1+ip+-+ix<n

comme il fallait le prouver.
e Montrons que v, (0,) > {%J .
Cette inégalité est triviale lorsque p > n. Supposons donc que p < n. Considérons les

n

entiers il,iz,. . ,l{
p

donnés par
J P

i1=i2=---:i{J:p.

n
p
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Commei1—|—i2-|—---—|—z[ J = {%J p < n alors py estmultipledeil-iz---i{

D’ou
o >, (7)< 2]

<R

comme il fallait le prouver .
e Montrons que v, (&) > {EJ .

p
D’apres (2.19), on a

op(an) =, o i) 2 0 (4,11 1) = =20 (B 1g))

J). Mais, d’apres le lemme 2.11} on

(car dp{% J {% J désigne le dénominateur de Fp{% J {

o (B s) =~ [5)

d'ottv,(an) > {EJ . Ce qui complete la démonstration du théoreme O

<=

2.2.5 Formes explicites pour les nombres F,

Proposition 2.12 ([19]). Pour tous n,k € IN avecn > k, ona

k! k!
Fur = (—1)"™*=s(n,k) = —|s(n, k)|, (2.20)
ot n! n!
(k)
X
For= ( > (0)] . (2.21)
n
Sideplusn > k > 2, alors on a
k! 1
Fup=— Y. —_ (2.22)

1<ij<ip<--<ig_g<n—1 112" " lk—1

La proposition suivante permet de calculer les nombres rationnels F,  de proche en

proche.

Proposition 2.13 ([19]). On a

k n
Fpyrx = n—HFn’k_l + n——i—an’k (Vn,k € N*, n > k). (2.23)

2.3 Autour de I'entier C,

Dans cette section, on étudie les nombres C,, ;. définis par
Cn,k = ppcm{iliz---ik; i1,1p,...,1k € N*etiy+ip+--- + 1 < 1’1}

(Vn,k € N* avec n > k), lesquels sont issus du probleme de la stabilité par dérivation

d’ordre k de I'anneau des polynémes a valeurs entiéres.
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Exemple :
Cap = ppem {iqip; i1,ip € N* eti] +ip <4} = ppem {1,2,3,4} = 12.

On classe ces nombres sous forme d'un triangle arithmétique comme suit :

Ca1 Cup Cu3 Cyy

% 7

Cs1 Gsp GCs3 Cs4 Csp

Le début de ce triangle est alors :

1

1

2 1
12 12 2 1

60 12 12 2 1

2.3.1 Une relation de récurrence bien utile

Lorsque les entiers strictement positifs 7 et k sont assez grands, le calcul des nombres
C, x s’avere assez lent en utilisant uniquement la définition originale de ceux-ci. Il est
établi dans [19] une relation de récurrence qui permet de calculer beaucoup plus facile-
ment un nombre C, ; en se servant des nombres C,, x_1 (m < n) qui le précedent. Cette
relation permet en outre de créer un programme Maple trés simple pour calculer ces

nombres C,, .
Proposition 2.14 ([19]). Pour tous n,k € IN*, avecn > k, on a
Chr =ppem{iC,_jx-1;i=1,...,(n—k+1)}.

Démonstration. Fixons n,k € IN* tels que n > k. Dans cette preuve, il est commode

d’utiliser la notation V(a, b, ¢, ...) au lieu de ppcm(a, b, ¢, ... ). On a par définition :

Coji= V(@)= V (i1 - - - k1)

11++1k§n i1+--~+ik,1+i§n

Nous constatons que i1 + -+ + i1 +1 < nentrainei < n— (ip+---+i_q) <
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n—k-+1.Dou

n—k+1
Cox = \; (i1 -+ - ik—1i)
i=1

i+ i <n—i
n—k+1
— \/ l \/ 11 e lk—l
i=1 l.1+“'+l'k_1§n*l'
n—k+1
= \/ chfi,kfll
i=1
comme il fallait le prouver. O

2.3.2 Un programme Maple pour calculer les nombres C,,

En se servant de la relation de récurrence donnée par la proposition on a
construit un programme Maple tres simple permettant de calculer les nombres C,,
pour 7,k donnés. Il permet également de dresser le triangle arithmétique constitué de

ces nombres C, ; jusqu’a une ligne voulue. Le programme en question est le suivant :

#Procédure qui calcule ppcm(l,...,n)
> ppcm:=proc (n)

> local 1,1i;

> 1:=1;

> for 1 from 1 to n do;

> l:=ilcm(1l,1);

> od;

> 1;

> end;

#Procédure de la fonction C_{n , k}
BoudFar:=proc(n, k)

local 1,1i;

option remember;

if k=1 then return (ppcm(n));
else do;

1:=1;

for 1 from 1 to (n-k+1) do;
l:=ilcm(l, i*BoudFar (n-i,k-1));
od;

return(1l);

od;

fi;

VvV V V V VvV VvV V V V V V V V V

end;
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>#Procédure qui dresse le triangle arithmétique des nombres C_{n ,

jusqu’a la ligne n
tbf:=proc(n)

local m, k;

od;

end;

vV V V V V V

for m from 1 to n do;

print (seqg(BoudFar (m, k), k=1.

Exemples d’application de ce programme :

La commande :

> ppcm(6) ;

donne :

qui représente le nombre ppcm(1,2,...,6). La commande :

> BoudFar (5, 3);

donne :

60

12

.m));

qui représente le nombre Cs3. Enfin, la commande :

> tbf (10);

donne :

qui représente le triangle arithmétique des nombres C,, ; jusqu’a la ligne 10.

2.3.3 FEtude des diagonales du triangle des nombres C,,

Les suites diagonales du triangle des C,, ;. (présenté a la page(35) sont :

Dy :
D :
D, :
Ds :

De facon générale, la suite diagonale d’ordre k (k € IN) est :

Dk:

Ci1 Copn

7

Cis11 Cry22
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4

Ca3
Cs3

4

Ce,3

Ck+n,n
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Autrement dit, on a pour tout k € IN :

Dk == (Ck+”/”)ne]N* .
On est amené ainsi a introduire la notation suivante :

Notation : On note pour tout k € IN et tout n € IN* :
Din = Ckinn =ppem {itip -« -iy; i1+ - +in < k+n}, (2.24)

de sorte que la diagonale Dy sera constituée des éléments de la suite (Dy ), .

Dk : Dk,l Dk,Z Dk,3 NP

Numériquement, les premiers termes des premieres suites diagonales Dy sont donnés
par ce qui suit :

Dy : 1 1 1

Dy : 2 2 2 2 2 2

D, : 6 12 12 12 12 12

D3 : 12 12 24 24 24 24

Dy: 60 360 360 720 720 720

Ds: 60 360 720 720 1440 1440

En dressant ces suites diagonales, voici quelques constatations que 1’on justifiera plus
loin :
1. Toutes les suites diagonales Dy (k € IN) sont stationnaires. On a coloré ci-dessus
en magenta les termes a partir desquels Dy se stationne.

2. Chaque suite diagonale Dy (k € IN) se stationne a partir du rang k.

3. En notant par Py la limite de chaque suite stationnaire Dy (k € IN), nous avons

constaté que Py est toujours un multiple de (k + 1)!.

4. Chaque terme d’une suite diagonale Dy divise le terme qui le suit.

24 Quelques résultats

Proposition 2.15. Pour tous n,k € IN*, avecn > k,on a
C,p = H pmax{21§i§k vp(n;); ny,...,n EN* et n1+~-~+nk§n}.
, p<n—k+1
Démonstration. Soient n,k € IN* tels que n > k. De la définition méme des nombres

Cyx, on a clairement :

Cn,k — H PUP(Cn,k)
P

_ H pmax{vp(nln-nk);nl,...,nkeIN* et n1+-~-+nk§n}
p

_ H pmax{21§i§k vp(n;);ny,...n€IN* et n1+--~+nk§n}
p
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I reste juste a prouver que les nombres premiers dont I’exposant est non nul dans cette
décomposition de C,, x en produit de facteurs premiers sont tous inférieurs ou égaux a

n — k 4 1. Pour ce faire, posons provisoirement :
Eyp:= {(nl,...,nk) € N*ktelquen1 + o < n}.
Nous constatons que pour tout (11,...,1x) € E, y,ona:
n>mny+---+n > max(ny, ..., ng) + (k—1);
d’ou:
max(ny, ..., ng) <n—k+1.

Pour tout nombre premier p divisant C, , il existe un k-uplet (n1,...,n;) € E, x pour
lequel p divise I'un des n; (1 < i < k); donc p < max(ny,...,n;) < n—k+1.Ce qui

complete la preuve de la proposition. O

Proposition 2.16. Soit k € IN. Pour tout n € IN* tel quen > k, ona

Dk,n = HPL%J = H pL%J (2.25)
p

p<k+1

En particulier, la suite diagonale (Dy ), est stationnaire au moins a partir de n = k.

Démonstration. Soient k € IN et n € IN* tels que n > k. La seconde égalité de (2.25)
provient simplement du fait que pour tout nombre premier p vérifiant p > k+1,on a
L%J = 0. Montrons la premiére égalité de (2.25). Il s’agit de montrer que pour tout

nombre premier p, on a
k
0p(Din) = | —= | -
(D) = |55
Soit alors p un nombre premier. Par définition méme du nombre Dy ,, on a:

Up(Din) = vp(ppem{iy---iy; iy +---+iy < k+n})

= max{ Z vp(ip); i1+---+in§k+n}.

1</<n

Posons

On est amené a montrer que

max{ Y opli) : i1+---+ins1c+n} ~N,.

1<i<n

e Montrons d’abord que max {Y 1</, vp(iy) : i1 +---+iy <k+n} > N,. Pour ce

faire, on considere le n-uplet particulier (jy, ..., j») € N*" donné par:
h=p==jN=petjNu==jn=1L
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comme il fallait le prouver.
e Montrons maintenant que max {¥j<;<, vp(i¢); i1 +---+iy <k+n} < N,. Pour

tout n-uplet (i, ...,i,) € N*" tel que i1 + --- + i, < k + n, en se servant de la ma-

joratione < p—ll (valable pour tout e € N), on a:

e _
p—

i) _ - N )
Y o)< Y Pt =1 y U 1 (Bicecnie) =n _ (k+n)—n

1<(<n 1len P TGPl p—1 p—1
k

p—1

et puisque } 1 <<, Up (i7) est un entier, on en conclut que :

Y, vplie) < {LJ = Np.

1<i<n p— 1

Par conséquent, on a :

max{ Y. vp(ip) : i1+-~~—|—in§k—|—n} < N,

comme il fallait le prouver. En conclusion, on a pour tout nombre premier p :

max{ Z vp(ig); i1+---+in§k—|—n} = N,.

1<l<n

Ce qui complete cette démonstration. O

Proposition 2.17. Chaque terme d'une suite diagonale Dy (k € IN) divise le terme qui le suit.
Autrement dit, pour tout k € IN et tout n € IN*, on a

Dy, divise Dy ;1.
Démonstration. Fixons k € IN et n € IN*. D’apres la proposition ona:

Dini1 = Chintinr1 = PPCm{iCk+n+1fi,n; i=1,...,k+ 1}
= ppem{iDii1_ip; i=1,...,k+1}
= ppem{Dy,, 2Dx_1,, ..., (k+1)Do,}.

Ce qui montre bien que Dy ,, 1 est multiple de Dy ,. La proposition est démontrée. []

1. Preuvedel’inégalité:PourtouteEIN,ona:% =1l4+p+p*+ - +pl>1+---+1=e.
~——

e fois
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Proposition 2.18. Pour tout k € IN et tout n € N*, ona:
Dy, divise (k+n)!.

Démonstration. Par définition, on a Dy, = Ciyp, = ppem{itiy - -in; i1,02,...,in €
N*eti; +---+i, < k+ n}. Il s’agit donc de montrer que tout produit de la forme
iqip - - - iy (aveciy, ..., iy € N*etiy + - - - +i, < k+n) divise (k + n)!. Or, un tel produit
iyip - - - ip divise visiblement i1!3;! - - - i,,!, et ce dernier divise (i1 + - - - + in)! (puisque le
quotient du second sur le premier est un coefficient multinomial). Enfin, (i + - - - 4 i)!
divise (k + n)! (puisque i1 + - - - + i, < k+ n). D’out 'on conclut que i1 - - - i, divise

(k + n)!. Ce qui compléete cette démonstration. O

2.4.1 La suite des pivots

Nous nous intéressons dans ce qui suit aux limites des suites stationnaires Dy (k €
IN). L'ensemble de toutes ces limites constitue a son tour une suite dont le terme général
est, en vertu de la proposition Dy = Cy . L'importance de cette nouvelle suite

suggere de lui attribuer un nom particulier ainsi qu'une notation particuliere.

Notation et appellation :

Pour tout n € IN, on définit

0y = Dpn = Copp = ppem {iyip - - - iy; i1,1,...,in € N*, iy +ip+ -+ +1, < 2n}.
(2.26)
On appelle 0, (n € IN) le pivot d’ordre n et on appelle (0y,), o 1a suite des pivots. La
décomposition de 03, (n € IN) en produit de nombres premiers est une conséquence
directe de la proposition Elle est donnée par :

o =11 pb”fd - T1 p[ﬁf (2.27)

p<n+1

La formule (2.27) nous servira par la suite pour entamer 1'étude analytique des nombres

Op.
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Chapitre 3

Sur un certain type de produits portant

sur les nombres premiers

Ce chapitre constitue une traduction (en frangais) et un développement de l’article

[3].

3.1 Transformation d’un produit portant sur les nombres
premiers en un ppcm

L5

Dans cette section, nous allons étudier des expressions du type [], p /)

,ou x
désigne un nombre réel positif et f une fonction arithmétique satisfaisant quelques
conditions. Nous commengons par prouver qu'une telle expression peut étre exprimée
a l'aide de la fonction ppcm en omettant toute référence aux nombres premiers. La

formule de Legendre nous apprend que le produit

X
Yi>1 {_kJ
[1r 7
p

Jl Hp pLPJ/

I, pL;J, etc extraits du produit de Legendre ? Peut-on exprimer chacun de ces pro-

<=

est simplement égale a | x|!. Mais qu’en est-il des produits partiels [ ], pL

duits sans faire appel aux nombres premiers ? Par exemple, comme indiqué dans le
chapitre le produit infini [T, pL?J peut étre interprété sans faire appel aux nombres

premiers ; on a plus précisément, pour toutn € IN :

n

Hp\j?J :ppcm{iliz---ik; kEN*,il,iz,...,ik EN*,i1+i2—|—---+ik §n}
p

Dans ce qui suit, nous allons généraliser cette formule aux produits infinis [, pLWJ

pour une certaine classe de fonctions f : N* — R™.
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Théoreme 3.1. Soit f : IN* — R une application telle que f (IN* \ {1}) C R* (c’est-a-
dire que f ne s’annule en aucun point de IN* sauf peut étre en 1). Munissons N* \ {1} de la
relation d’ordre partielle < divise > et R de la relation d’ordre total usuel < < et supposons
que 'application :
g: N\ {1} — R
f(n)

Inn
est croissante relativement a ces ordres. Alors, on a pour tout x € RY_ :

n

X
Hp{f(p)J = ppcm {iliz el k0,00, .., 0k € ]N*,f(il) -|—f(i2) +--- —|—f(ik) < x}.
p

La démonstration de ce théoréme nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit f : IN* — Ry comme indiquée dans le théoreme Alors, pour tout

nombre premier p et tout a € N*, ona :

(a)
(p

—

vp(a) <

—

Démonstration. Soient p un nombre premier et a € IN*. Si v,(a) = 0, l'inégalité du
lemme est triviale. Supposons donc pour la suite que v,(a) = a > 1. On peut donc
écrire 1 = p*b, avec b € IN* et pged (b, p) = 1. Le fait que p divise a entraine (d’apres

la propriété supposée sur f) que

Inp Ina
Ce qui donne :

Ina _ f(a)

Inp = f(p)

Mais d’autre part, ona:

o
Ina  In(p*b) lnb_i_“

Inp  Inp  Inp =&
D’ou f(a)
a

a < ;
~ f(p)

c’est-a-dire f(a)
a

vp(a) < <,

0 =)

comme il fallait le prouver. O

Démonstration du théoreme[3.1l Soit x € R™ fixé. il s’agit de montrer que pour tout
nombre premier p, les deux membres de l'identité du théoréme ont la méme valua-

tion p-adique. Etant donné p un nombre premier, la valuation p-adique du membre
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de gauche de l'identité du théoréme 3.1/ est égale a L/%p)J et la valuation p-adique du
membre de droite de la méme identité est égale a

lp :=max {vp(i1ip- - ix); k € N*, iy, ip,..., 0k € N*, f(i1) + f(in) + - + f(ix) < x}.

Il s’agit donc de montrer que 'on a pour tout nombre premier p :

I, = L%p)J . (3.1)

Pour ce faire, nous allons montrer les deux inégalités :

L, > L%p)J etl, < L%p)J (Vp premier).

Soit p un nombre premier fixé. Montrons d’abord que [, > L%P)J . En considérant

x . .
I'entier positif k = LTP)J et les entiers strictement positifs particuliers

hWh=i=-=i=p,
on obtient

Flin) + Fia) + -+ flix) = kf(p) = {—J f(p) <.

D’oul (par définition méme de [p) :

S X
lp Z vp (1112...lk) = 'Up (pk> =k = \‘—J ,
comme il fallait le prouver.

. X .. .
Montrons maintenant que [, < LTP)J . Pour tout k € IN* et tous iy, iy, ..., i € IN* tels

que: f(i1)+---+ f(ix) < x,ona:

Up (iliz---ik) = Up (i1)+---—|-0p (Zk)

J}((I;)) S % (d’apres le lemme

fin) + fi2) + -+ f(ix)
f(p)

IN

fp)’

mais puisque v}, (i1iz - - - i) est un entier, il s’ensuit que :

vp (g -ig) < L%P)J :

La définition de [, permet de conclure que

o< |55

comme il fallait le prouver. Ce qui compléte la démonstration du théoreme
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Remarque 3.3. Mettons nous dans la situation du théoreme

(a) Si l’application g est croissante au sens usuel sur N* \ {1} alors elle est croissante
au sens imposé par le théoreme 3.1/ (carona: Va,b € IN*\ {1} : adivise b = a < b).
(b) Si I'application g est croissante au sens usuel sur IN* \ {1, 2} et vérifie g(2) < g(4)

alors elle est croissante au sens imposé par le théoreme

Corollaire 3.4. Soit f : IN* — Ry telle que f (IN* \ {1}) C R*. Supposons que I'appli-

cation
N*\ {1} — R*
f(n)

n

n —
est croissante au sens usuel. Alors, pour tout x € Ry,ona:

X
Hp{f(p)J = ppcm {iliz el ki, 00, .., 0k € ]N*,f(il) -|—f(i2) +--- —|—f(ik) < x}.
p

Démonstration. Nous remarquons que l'application g définie comme dans le théoréeme
. . n p .
est le produit des deux fonctions n — fin) (supposée croissante au sens usuel
n

sur N*\ {1}) et la fonction n — o (croissante sur N* \ {1,2}, au sens usuel). Donc

g est croissante sur N* \ {1, 2} au sens usuel. D’autre part,on a:

_f2) _f(2) 2 f(2) 4 _f(4) 4
) =1 S o 2 2 md~ 4 4 SW

C’est-a-dire

8(2) = g(4).
Le théoreme 3.T]et le point (b) de la remarque [3.3| permettent de conclure. O

Quelques Applications :

1) En appliquant le théoreme 3.1 pour la fonction f(x) = log x (qui satisfait clairement

les conditions requises), on obtient pour tout x € R :

X

HpLOgPJ = ppem {iyiy - - - ig; k,i1,0p, ..., 0 € N¥, logiy +logir + - - - +logix < x}
p

= ppcm{iliz- . -ik,' k,il,iz,...,ik c N*,iliz"-ik < ex}

= ppem (1,2,3,..., [€]).

En prenant en particulier x = logn (n € IN*), on obtient la formule bien connue :

logn

thong = ppem (1,2,3,...,1).
p
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2) En appliquant le corollaire 3.4 pour la fonction f(x) = x (qui satisfait clairement les
conditions requises), on obtient pour tout n € IN :

n

Hp{pJ :ppcm{i1i2~--ik; k,il,iz,...,ik EN*,i1+i2+"'+ik < Tl},' (3.2)
p

ce qui a été indiqué auparavant par Cahen et Chabert [11] et par Farhi [19].
3) (Généralisation de (3.2)). Soit « > 1. En appliquant le corollaire 3.4 pour la fonction
f(x) = x*(qui satisfait clairement les conditions requises), on obtient pour toutn € IN :

n

HP{VXJ = ppcm{iliz- cedg ki, 00,0k € N*,Z’% —|—lg + - —i—i;: < Tl}.
p
4) Pour tous n,k € IN, avec n > k, définissons (voir la définition-notation 2.7) :

Cn,k = ppcm{iliz---ik; i1,1p,...,0k € N*,i1+i2+---+ik < n}.

Notons que ces nombres ont été déja rencontrés et étudiés par Farhi [19] dans le contexte
des polyndmes a valeurs entieres. En appliquant le corollaireB.4pour la fonction f(x) =
x — 1 (qui satisfait clairement les conditions requises), on obtient pour tout n € IN :

n

Hp\j?_lJ :ppcm{iliz---ik; k,il,iz,...,ik EN*,(il—1)+(i2—1)+"'+(ik—1) < Tl}
p

= ppem {iyiy - - - iy ki1, 00,0 .. 0k € NY iy +ip 4 -+ <n+k}
= ppem {Cpyip; k € N}
= Conn (voir la proposition 2.16)).

On vient donc d’obtenir le remarquable corollaire suivant :

Corollaire 3.5. Pour toutn € N,ona:
n

HPL?_J = Conp. O
p

Dans toute la suite, nous allons aborder les aspects arithmétique et analytique des

nombres suivants :
n

On :I;Ipr et o, :l;Ip{pnlJ (n € N).

La proposition suivante établit le lien entre les entiers p, et 0, avec les fonctions 6 et ¢
Tchebychev.

Proposition 3.6. Pour tout entier positif n, on a

n

osr, = Fo(3)

k=1
oo = Y0(3 1),
=1
o5 () = % (= +1) - () s
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Démonstration. Soit n un entier positif fixé. On a
n n
logpn =Y |=|logp=Y_ ) 1)logp= ) | ) logp Z (k)'
p LP P \i<k<® 1<k<n \p<t =

comme il fallait le prouver. On a aussi

logan:Z{%lJ logPZ( 1) logp= ), ( X logp)
p P p 1§k§ﬁ 1<k<n \ p<i+1
L n

comme il fallait le prouver. Enfin, en se servant des identités que I’on vient de montrer,

on a

of & n &
log (—n) = 0(-+1 logp — log p
o) =5 G0 () =L X eer- T
n
n
F (e (1) = (2)) o
Ce qui confirme la 3*™¢ formule de la proposition et complete cette démonstration. [

Définition 3.7. Soit V : IN* — R la fonction arithmétique définie par :

V(k) = Y, logp (Vk € N¥).
(P =Dk

Lemme 3.8. Pour tout n € IN*, on a

n
logoy = Y V(k)
k=1

Démonstration. D’apres la proposition[3.6, on a

B n E n
logUn—k_Z%Q(k ) Y., ) logp

k=1k(p—1)<n
n
=) Y, logp+ ), logp+---+ )  logp
m=1 \1(p—1)=m 2(p—1)=m n(p—1)=m
n n
=) ) logp=}, Vv(m),
m=1 (p—1)|m m=1
comme il fallait le prouver. O

Proposition 3.9. Pour tout n € IN*, ona

4

0 sinon

ZV ( ) {log(n—l—l) si (n+ 1) est premier

oty désigne la fonction de Mobius.
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Démonstration. Soit n € IN* fixé. Par définition, on a

vin)= Y logp = Y. log(d+1) =) (n(d+1)—n(d))log(d +1).
(p—1)|n (d—l—l)dl‘:);emier dln

En utilisant la premieére formule d’'inversion de Mobius, on en déduit que
(m(n+1) —n(n))log(n+1) =) _u(d) ( )
d|n
ce qui confirme le résultat en question, puisque 7t(n +1) — (n) =
1 si(n+1) est premier

0 sinon

3.2 Résultats arithmétiques sur les nombres ¢, et p,

Un certain nombre de propriétés arithmétiques concernant les nombres p, et o,
sont ou bien immédiates ou bien assez faciles a prouver. On a rassemblé ces propriétés

dans la proposition suivante :

Proposition 3.10. Pour tout entier naturel n, on a

(D) Pulon+1, On|Oni1 et |0 ;
(ii) pn|n!;
(iii) n!|oy, et 0, |(2n!) ;
(iv) Op 1 = 2072n.
Démonstration. Soit n un entier naturel fixé. les propriétés du point (i) sont triviales.
La propriété du point (ii) découle de la décomposition de n! en produit de facteurs
premiers donnée par la formule de Legendre. Enfin, la premiere partie du point (iii) se
déduit immédiatement de la formule de Legendre, puisque
n_n- Sp(n)

p-1— p-1

La deuxieme partie du point (iii) découle immédiatement des deux propositions

et La propriété du point (iv) découle aussi immédiatement de la formule (2.27) et

de la propriété élémentaire suivante sur les parties entieres des nombres rationnels :

< Pour tous a,b € IN*, avec a non multiplede b,ona: | 2| = [ 2L ».
p b b

Proposition 3.11. Pour toutn € IN*, ona:
(n+1)! oy, et on|n!ppem(1,2,...,n,n+1).
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Démonstration. Soit n € IN fixé. Il s’agit de montrer que pour tout nombre premier p,
ona:
vp ((n+1)!) < vp(on) < vp(nlppem(1,2,...,n,n+1)). (3.3)

Soit donc p un nombre premier arbitraire et montrons la premiére inégalité de 1esti-

mation (3.3). D’apres la formule de Legendre, on a :

vp((n+1)!):)iv+1J,

7
- L P

ou e désigne le plus grand entier positif tel que p® < n + 1. En se servant simplement

des propriétés élémentaires des parties entieres, il en résulte que :

cn+1 n+1< 1) n .
v, (m+1)) < = 1-—=)1 < — uisque p* < n+1).
(< R =T (1) = 5 (puisquepf <)

Mais comme v, ((n 4 1)!) est un entier, il en découle que 1'on a aussi :

v, (n+1)1) < L):J .

I ne reste qu‘a se rappeler que | ;27| = v,(0y) (en vertu de (2.27)) pour conclure a
la premiere inégalité de l'estimation (3.3). D’autre part, en utilisant I'inégalité 7] >

% — 1, laquelle est valable pour tous entiers positifs a,b (b # 0), on a

n cln n c/n+1 )
Lﬂ—lJ ;{PZJ_P—l ;( p'
_n _n+1(1_l)+e

p—1 p-1 p°

:_1 (ntl—l)—ke.
p—1\ p

n+1
pe

Mais d’apres la définition de ¢, on a p**! > n + 1; ’est-a-dire < p. En reportant

ceci dans la derniere inégalité, on tire que :

el E g <o

p—1 = Ly

Mais comme |25 | — Y7 4 [%J € Z, on en déduit que

o) xlp] =

c’est-a-dire v, (0y) — vp(n!) < vp(ppem(1,2,...,1n,1n + 1)), confirmant la deuxieme

inégalité de I’estimation (3.3). Ce qui complete cette démonstration. O
Le suivant corollaire constitue une conséquence de la propositions 3.1

Corollaire 3.12. Ona

logoy, ~4ie nlogn.
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Démonstration. D’apres la proposition[3.1T} pour n € IN*, on a
log(n+1)! <log(cy) < log(n!) +logppem(1,2,...,n,n+1).
L’estimation asymptotique du corollaire découle alors des faits
log (n 4+ 1)! ~4 log(n!) ~ 4o nlogn
d’apres la formule de Stirling, et
logppem(1,2,...,n,n+1) ~i1on

d’apres le théoreme des nombres premiers. O

Un encadrement de o,

Proposition 3.13. Pour tout n € IN*, on a

3 n
n"e "'n < g, < (6e)n” (E) ny/n.
Démonstration. D’apres la proposition pour tout Vn € IN*, ona:
(n+1)! <0, <nlppem(1,2,...,n,n+1). (3.4)

I existe dans la littérature mathématique des estimations effectives pour n! et aussi
pour ppcm(1,2,...,1). On a par exemple les résultats connus suivants :
e Pour tout n € IN*, on a (voir [33, formule (1.17)]) :

e < n! < nel 7" /n.
e Pour tout n € IN*, on a (voir [27]) :

ppem(1,2,...,n) < 3"

En injectant ces deux estimations dans (3.4), on aboutit a 'encadrement requis. ]

Notons que l'estimation asymptotique du corollaire ci-dessus sera précisée dans
la section prochaine. passons maintenant a l'établissement d’un résultat évaluant les
valuations p-adic de 'entier posmf — (n € IN*) pour des nombres premiers suffi-
samment grands. On découvre comme un phénomene remarquable que les nombres

premiers d'un type spécial jouent un rdle vital. On a le théoréme suivant :

Théoreme 3.14. Soient n € IN* et p un nombre premier vérifiant

vn+l<p<n+1l

Alors on a

0 (1) = B{”” e {0,1}.

n!
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De plus, l'égalité v,(4) = 1 a lieu si et seulement si S,(n) > p —1, ce qui a lieu si et
seulement si p possede la forme
n
L
=it
aveck € N* etk < vn+1+1.

Démonstration. D’apres la définition de ¢y, et la formule de Legendre (1.7), on a

vp <Un> = v, (04) — vp (n!)

n!

B n n—Sy(n)
__P—lJ_ p—1
-5 -S
= B i T " ; _pimJ (puisque np—_pin) = vp(n!) € Z>
- SP_(”)J . 5)
Lp—1

Montrons maintenant que [Sp”—fnl)j € {0,1}. L'hypothese sur p assure que n < p> — 1, ce
qui implique que la représentation de l'entier positif n dans la base p possede la forme

py avecag,a; € {0,1,...,p—1} et (ag,a1) # (p—1,p — 1). Par conséquent,
onaSy(n) = ag+a; < 2(p — 1), impliquant que Sp”—ﬁnl) < 2;d’ou H]”—@J e {0,1},
comme il fallait le prouver. Ceci démontre la premieére partie du théoréme, qui donne

n = Ellﬁlo(

immédiatement 1'équivalence entre v,(%) = 1 et S,(n) > p — 1. Maintenant, nous
allons montrer la derniére partie du théoréme. Supposons que S,(n) > p — 1. Comme
on l'a vu précédemment, la représentation de n dans la base p possede la forme n =

a1ag(p) = o + pay, otrap, a1 € {0,1,...,p — 1} et (ag,a1) # (p —1,p — 1). Nous allons

p)
montrer que k = a7 + 1 convient a la forme requise pour p. Par hypothése, on a ag +

a; > p — 1, impliquant que

ap+aip
1< TR )
— oo +1 <P
ce qui est équivalent a
Eol=p-1
a1 +1 —F
D’ou
P= 111-|-1 '
Deplus,onaa; = |5] < < vn+1(puisquep > vn+1> ). Ainsi, k = ay 41

satisfait les propriétés requises;ie, p = [£+ 1] etk <Vn+1+1

Inversement, supposons qu'il existe k € N*, aveck < vn+1+1,telque p = [{ +
1], et montrons que S,(n) > p — 1. En posant ag := n — (k — 1)p et a; := k — 1, nous
montrons d’abord que la représentation de 1 dans le systeme de base p est n = a1dg ;).
Puisqu’il estimmédiat que n = ag + pay, il reste a montrer que ag,a; € {0,1,...,p —1}.
Puisque k < Vn+l4+1< p+1lalorsk—1< p;c'est-a-direa; € {0,1,...,p —1}. Par

suite, puisque p = [ ¥ 4 1] alors

p<LHl<p+l,
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impliquant que
p—k<n—(k—1)p <p.
D’ou
p—k<ay<p.
Maisp—k=(p—1)—a; >0;doncap € {0,1,...,p — 1}. Nous avons ainsi confirmé
que la représentation de n dans la base p est n = a14p(,,). Par conséquent, on a

Sp(n) =ap+a;=n—(k—1)(p—1).

Enfin, comme n > k(p — 1) (car £ +1 > [ +1] = p), il s’ensuit que Sy(n) > p —1,

comme il fallait le prouver. Ceci complete la preuve du théoreme. O

3.3 Estimations analytiques des nombres log p, et log 7,

Tout au long de cette section, on note par ¢ la constante absolue strictement positive

donnée par :

log p
c:=)y —2 _=0,755....
;P(P—l)

Notre objectif est d’établir des estimations asymptotiques pour log p,, et log 0, lorsque

n est au voisinage de 'infini. Les principaux résultats obtenus sont les suivants :
Théoréme 3.15. Ona

logpn =nlogn — (c+1)n+0 (vn).
Théoreme 3.16. On a

logoy, = nlogn —n+2vn+o(v/n).

Pour établir le théoréme|3.15] nous avons besoin des résultats auxiliaires ci-dessous.
Le théoréme se déduit, quant a lui, du théoreme et d'un résultat de Bordelles
et al. [5].

Lemme 3.17. Pour x > 1,0na

RO

pl((;i pl) < 21052"’ ( pour p premier), alors il suffit de montrer que

Yp>x l(;izp = O(%) D’apres la formule sommatoire d”Abel (voir le théoreme(1.18), pour

Démonstration. Comme

tous nombres réels x,y, avec x < y, on a

log p 1 g 1\’
Y, —5 = | X logp| - L logp | () dt
x<p<y p x<p<y Yy X x<p<t

O(y) —0(x 0(t) —0(x
A0 |, OO0,

y
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Par suite, en faisant tendre y vers l'infini, il s’ensuit (puisque 6(y) = O(y)) que

y lo8p _ 2/*“’ 6(t) —6(x) ., :2/+°° Gg) IC))

3 2
p>x P t X

En se servant finalement de 1’estimation 6(t) = O(t), on tire que :

logp oo dt 1\ 1
Ly —o([ %) +o(3)=2(3).

Comme il fallait le prouver. Ce qui acheve cette démonstration. O

Le lemme ci-dessus est utilisé dans la démonstration de la proposition sui-

vante :

Proposition 3.18. Pourn € IN*, ona:
n n
Y\ |=|+|=|+ - )logp=c-n+0(Vn).
p \LP p
Démonstration. Soit n un entier strictement positif fixé. Pour un nombre premier p,

désignons par e, le plus grand entier positif satisfaisant p®» < n; explicitement e, =

L%J. Donc on a p»*! > n. D’une part, on a
n n non n
|+ |=|+ )logp < (——|———|—--->lo = log p;
;QPZJ LﬁJ ) &P ; p* P &P ;P(P—l) &p
c’est-a-dire
> \Lp? p’ -

D’autre part, on a (d’apres la définition de e;,)
n n n n n
T e (N
;szJ LﬁJ )gp pgzﬁ P2l pr]) 8P
n n n
) () e () e
1
2

1
+---+—ep)logp— Z (ep —1)logp
P p<Vn

1
— logp — e, —1)lo
=T D) L (= Dlesp

log p log p
=n —n o —1) (ep —1) logp
pézx/ﬁp(p_l) p;\/ﬁpp(p—l) PSZ\/E ’

autrement dit,

n n log p log p
—|+|=|+)]logp>cn—n —n ——
R A e R o )

— Y. (ep—1)logp. (37)
p<vn
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Mais, en utilisant le lemme|3.17, on a

MZO(L> 38
pgﬁp(zﬂ—l) Vi) 8

par ailleurs, en utilisant le fait p°» > % (pour p premier), on a

log p 1 p 2 2 (1)
——F— < = logp < = logp==0(v/n)=0(—=), (39)

.1s . . logn logn
et en utilisant le faite, —1 < ey, := |-10ng < Togprona

Y. (ep—1)logp < ) logn = (logn)m(v/n) =0 (Vn). (3.10)
p<vn p<\/n

En reportant par suite (3.8), et (3.10) dans (3.7), on obtient
n n
Z(L—J+{—J+-~~>logP2cn+O(\/ﬁ). (3.11)

~ \ Lp? p?
Enfin, et (3.1I) permettent de conclure que :

s (|5 |5+ esr=en 0,

>\ Lp? p?
comme il fallait le prouver. O
Nous somme maintenant préts a démontrer le théoreme 3.15

Démonstration du théoreme[3.15 Pour n € IN* suffisamment grand, on a d’apres la for-

mule de Legendre :

o= [~ (5] 3]

n e

:1og(n!)—;q%J + {%J +) log p.

La forme faible de la formule d’approximation de Stirling log(n!) = nlogn —n +
O(logn) et la Proposition concluent alors que

logpn = nlogn — (c+ 1)n+ O(v/n),
comme il fallait le prouver. O

Passons maintenant a I’estimation de log 0;,. Pour ce faire, on s’appuie sur le théoreme
et sur le resultat de Bordelles et al. [5] (conjecturé auparavant par Kellner [32]),

dont une partie est rappelée ci-dessous :
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Théoreme 3.19 (Corollaire 1.6 de [5]). on a

P>\/ﬁ ogn ogn
Sp(n)=p

quand n — +oo.

Démonstration du théoreme[3.16l Pour un entier strictement positif # donné, d’apres le

théoréme|3.14} on a

On

= II »= II » IL »

T Vntl<p<n+tl Vit+l<p<n+l p>v/n+1
Sp(n)=p-1 Sp(m)=p=1  Sp(n)=p

(en remarquant que S,(n) > p entraine p < n). D’o11,
q q 4 P p

log 0y, = log(n!) + Y, logp+ ) logp. (3.12)
Vn+l<p<n+1l p>vn+1
Sp(n)=p-1 Sp(n)zp

Maintenant, d"une part, on remarque que n = Sy(n) (mod (p — 1)) (pour p premier),
donc pour un nombre premier p satisfaisant /n +1 < p < n + 1, la condition S,(n) =

p — 1 est équivalente a (p — 1) | n. Par conséquent,

Y. logp <) log(d+1) < t(n)log(n+1)=0 (n1/3 log n> (3.13)
vntl<p<n+l d|n
Sp(n)=p—1

(en vertu de (1))). D’autre part, en utilisant le théoreme on a

Y logp= ) logp+O(logn)=| Y 1]|logn+O (logn)
p>vn+1 p>/n p>/n
Sp(n)>p Sp(n)>p Sp(n)>p

=2vn+o(vn). (3.14)

Il ne reste qu’a reporter (3.13), (3.14) et la formule d’approximation de Stirling log(n!) =
nlogn —n+ O(logn) dans (3.12) pour aboutir &

logoy, = nlogn —n+2y/n+o(y/n),

comme il fallait le prouver. O
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Résumé

Cette These est motivée par I'étude de quelques suites d’entiers (a un seul indice ou
a double indice) issues de l'instabilité par dérivations successives de I’anneau des po-
lynomes a valeurs entieres Int(Z). Au troisieme chapitre (qui est le principal chapitre
de cette These), nous avons focalisé notre étude sur les suites d’entiers strictement po-

sitifs (01),cp €t (0n),epny définies par :
On :zl—IpL%J et oy ::HpL%J (Vn € N).
P p

Pour ces deux suites, nous avons établi des propriétés arithmétiques et des estimations
analytiques (asymptotiques). Bien que l’estimation asymptotique de log p,, a été établie
par le moyen de la théorie analytique réelle des nombres (a la Tchebychev), celle de
log 0, n'a pas été si-simple, puisque l'on est amené a utiliser un résultat trés récent
de Bordellés et al. [5], lequel est obtenu par le moyen des sommes d’exponentielles. Cette
These comprend aussi une présentation générale de quelques résultats de la théorie
analytique (réelle) des nombres et de quelques résultats sur les polyndmes a valeurs

entieres (essentiellement les résultats de [19]).

Mots clés : Polyndmes a valeurs entiéres, plus petit commun multiple, nombres pre-

miers, théoremes de Tchebychev.



Abstract

This thesis is motivated by the study of certain sequences of integers (with a single
index or a double index) arising from the instability through successive derivations of
the integer-valued polynomials ring Int(Z). In the third chapter (which is the main
chapter of this thesis), we focused our study on the two sequences of positive integers
defined by :

O 1= 1—[;9L%J et 0y := 1—[;9L%J (Vn € N).
p p

For these two sequences, we have established arithmetic properties and asymptotic
estimates. Although the asymptotic estimate of p, was established using elementary
analytic number theory, that of ¢;, was not so straightforward, as it required the use
of a very recent result by Bordelles et al. [5], which is obtained through exponential
sum methods. This thesis also includes a general presentation of some results from real
analytic number theory and some results on integer-valued polynomials (essentially
Farhi’s results [19]).

Keywords : Integer-valued polynomials, least common multiple, prime numbers, the

Tchebychev theorems.
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