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Introduction

La combinatoire représente depuis quelque temps un domaine de recherche trés inté-
ressant et elle sera prometteuse, via ces techniques et outils pratiques, afin de prouver en
générale, des propriétés combinatoires.

Un grand nombre de suites d’intérét combinatoire sont log-concaves. Il s’agit de pro-
priété difficiles & montrer et non conservées par des transformations linéaires, en général.
Parmi les applications combinatoires, nous citerons & titre non exhaustif, la coloration
des graphes, la théorie des probabilités et la complexité algorithmique, 1’économétrie et
d’autres domaines des mathématiques appliquées, voir Butler [8] et Stanley [20]. En vue
de ces développements, des propriétés combinatoires associées & la log-concavité ont été
établies.

Les fonctions symétriques se situent dans le domaine de combinatoire o la motiva-
tion principale est le calcul de certaines identités issues des mathématiques discrétes ou
de la physique, a l'aide des objets combinatoires. De nos jours, I’é¢tudes des fonctions
symétriques se situe a la croisé de la combinatoire, de la physique et de I'algébre.

Notre travail consiste a étudier la log-concavité (respectivement la g¢-log-concavité
forte) de certaines suites de coefficients binomiaux, des nombres de Stirling en deux espéces
(respectivement leurs g-analogues). Pour vérifier ces deux propriétés, on doit utiliser les
techniques de preuves injectives. Toutefois utiliser la fonction symétrique appropriée qui
interpréte ces suites est nécessaire pour pouvoir appliquer ces techniques combinatoires.

Ce mémoire contient trois chapitres.

Le premier chapitre, regroupe les notions des fonctions symétriques, tableaux de
Young, la fonction de Schur et le déterminant de Jacobi-Trudi, ainsi le lien entre eux.
Nous abordons aussi les outils de base de combinatoire : factorielle, combinaison, permu-
tation, série génératrice...etc.

Au deuxiéme chapitre, nous introduisons les suites qui sont des spécialisations de la
fonction symétrique élémentaire et compléte, en particulier les nombres de Stirling de
premiére et de deuxiéme espéce seront présentés avec quelques identités remarquables.

Au dernier chapitre, nous prouvons que les différentes suites de fonctions symétriques
élémentaires et complétes sont forte log-concaves, ce qui nous permet d’établir la g-log-
concavité forte de certaines suites de coefficients ¢g-binomiaux et nombres de ¢-Stirling. La
principale technique utilisée est une interprétation combinatoire des déterminants utilisant
des chemins de réseau dus a Gessel et Viennot [14]. Les résultats établis dans ce chapitre
sont dus au travail de Sagan [18|.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on présente des outils et préliminaires nécessaires a la compréhension
des chapitres suivants. Nous commencons par définir les fonctions symétriques. Ensuite
nous introduisons les outils de base de combinatoire. Pour plus d’informations voir |3, 4,
5, 6, 15].

1.1 Les fonctions symétriques

Définition 1.1. Soient x1,xs,...,x, € C. Une fonction f(xi,...,x,) en n variables est
symétrique si elle est invariante par permutation de ses variables, c’est-a-dire pour toute
permutation o, la relation suivante est vérifiée :

f(xla Lo, ... >xn) = f(xa(l)axo(z)a s >$a(n))-
Remarque 1.2. Pour n =1, toute fonction est symétrique.

Exemple 1.3. 1. La fonction f(x1, 1) = z1+x2+x129 €st symétrique car f(xq,x1) =
i) + T + Tol1 = f(.l'l, iL’Q).

2. La fonction g(x1,15) = x3xy n'est pas symétrique car g(xq, 1) = w311 # g(T1, T2).

Considérons 1’équation de degré n :
(x=XM)(x—=X) - (x—=X,) =0, N #N\,i# 7],
qui admet n racines réelles ou complexes A1, Ao, ..., \,. Aprés le développement on obtient
g — B+ Poa™ P = By 4 4 (—1)"B, = 0,

ou [y, B, ..., B, sont des polynomes homogeénes et symétriques en Ay, Ao, ..., A,,, on les note :
Bi(A1, A2, ..., An) pour tout ¢ € {1,2,...,n}. On peut les noter f;(n) (si on veut seulement
préciser le nombre de racines), ou encore G;(f), f étant le polynome

(x = A)(x—Ag) -+ (x = \p).

Ces polyndomes [3; sont appelés fonctions symétriques élémentaires.



1.1. Les fonctions symétriques

1.1.1 Les fonctions symétriques élémentaires

Définition 1.4. Soient n, k deux entiers naturels. On appelle le k-iéme fonction symé-
trique élémentaire a n variables la fonction définie par :

er(n) = ex(A, Ag, ..., \) = Z NIAZ N\ (1.1)
i1+ig+eFin=Kk

avec iy, 09, ... i, = 1 ou 0. Tel que eg(n) =1 et ex(n) =0 pour k > n.
Exemple 1.5. 1. Pour n =2, on aura les fonctions suivantes :
60(2) =1
€1 (2) = /\1 + )\2
62(2) = /\1/\2.

2. Ainsi pour n = 4, on obtient :

(

N
—_

(4) =
() AL+ Ao+ A3+ Ay

ea(4) = Mg + Mz + Mg+ Aods + Aodg + Ay
e3(4) = MA2As + At dods + A AsAy + Aoy

(4) = M AaA3Ay.

\
Proposition 1.6. Les relations suivantes sont vérifiées

1. ex(n+1) = Ariep_1(n) + ex(n).

2. ex(n) = Mer—1(n—1)+ X ,_1ek—1(n—=2)4 - -+ A _jep_1(n—i+1)+- - -+ Ager—1(k—1).

Preuve. 1. On a
)\n+1ek_1(n) + Gk(n> = )\n—l-l E )\11 )\22 .. >\n + E )\11/\22 Ce )‘n
i1+"'+i’VL:k_1 ZAl"‘ +7;7sz3
= § AR LA+ § APAZ NRAD
i1t Fin=k—1 1t tin=k
_ 11 )02 in )1 i1 )42 in 0
= > AR LARAL Y AR AN,
i1+ +in+1=k i1+ +in=k

_ Z )\111 )\12 )\'Ln )‘:;J—r117 in+1 =0Vv1
i1+ Finp1=k
=er(n+1).

2. De la relation précédente, on a

ex(n) =Apeg—1(n — 1) +ex(n —1)
=Aek_1(n— 1)+ Aqex_1(n —2) + ex(n — 2)
=\er—1(n — 1)+ A_rep—1(n — 2) + A\y_2er—1(n — 3) + ex(n — 3)
=Apep—1(n— 1)+ Ap_1ek_1(n —2) + A\ _2ep_1(n — 3)
+ e (n—i—1)+ -+ Mpep_1(k—1).
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Proposition 1.7. Les fonctions symétriques élémentaires peuvent se définir comme co-

efficients de la série :
+0o0 +oo

E(z) =) ex(N)F =[]+ N2, (1.2)

k=0 =1

o\ = ()\1,)\2, .. )

Preuve. On va montrer par induction sur n.

Pour n =2, on a

2
TT@+Nz) = (14 Mz)(1 + A2)
i=1
=14+ (A + X2)z + A hp2?
= e9(2) + €1(2)z + ex(2)2?
2

= Z er(2)2F

Supposons que la propriété est vraie pour n, et la montrer pour (n + 1) ¢’est-a-dire :

n+1 n+1

Zek(n +1)2F = H(l + Aiz).

i=1
On a

n+1

Hl—l—/\z ﬁl—l—/\z (1 4+ Apr12)
i=1

:Z€k() B(1+ Aps12)

n

= Ze (n)z* + )\n+126k(n)zk+1
k=0
n+1

= Ze ()" + A1 > exa(n)2"

k=1

— Z(ek( ) 4+ Ansrep_1(n))z"

:Z r(n+1)2"

Par conséquent on obtient

+o0o +oo
E(z) =Y ex(N)2F =](1+ \2). (1.3)
k=0 =1
D’otu le résultat. |
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1.1.2 Les fonctions symétriques complétes

Définition 1.8. Soient n, k deux entiers naturels. On définit la k-iéme fonction symé-
trigue compléte a n variables par :

hi(n) = hi(A, day o An) = > ARAR LA,

Z'1“l‘i2"1""“!‘7:71,:]{7
AUEC 11,19, ..., 1y > 0.

Exemple 1.9. 1. Pour n =2, on aura les fonctions suivantes :
(ho(2) =1 = ¢

hi(2) =AM+ Xy =¢;

ha(2) = A2+ Mo + A2

ha(2) = A+ A3 + A + A3\

L
2. Ainsi pour n = 3, on obtient :

(ho(3) =1

hi(3) =AM+ X+ A3

ha(3) = AT+ A3+ A2+ Mo + Mz + Ao)g

hs(3) = A3 4+ A3+ A3 4+ Mo 4+ ATAs + A3\ + A3 + A3A1 + A3 + Ao

\ -

Proposition 1.10. Les relations suivantes sont vérifiées
2 hi(n+1) = Ay + AT (0) + -+ Awsr i1 (n) + ha(n).

Preuve. 1. On a
_ § : i in ) tn+1 § : i in
)\n+1hk_1(n + 1) + hk(n) = )\n—i-l )\11 c. )‘n )‘n"-i-l + )\11 c. )‘n
i1 Finr1=k—1 i1t Fin 1=k

- § : i1 in \ tnt1 § : i1 in\0

— Al P Ann )\n+1 An_i_l + Al o« e )\nn ATL—‘rl
i1+ Fing1=k—1 i1+ tin=k

_ ’i1 Z‘n+1+1 ’i1 in 0

- ) AT ST A A,
i1+"'+in+in+1+1:k Zl++ln:k

On sait que 4,41 > 0, alors 4,1 +1 > 1. On pose alors i/, | = 41 +1ou i, =0,
on aura donc i, >0 et

Msthioa(n + 1)+ b)) = Y ARLXPAT = hy(n + 1),

irig il =k

Il s’ensuite que
hk(n + 1) = )anhk_l(n + 1) + hk(n)
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hi(n+1) = MNathei(n+1) 4+ hg(n)
= Apr1(Anprhi—2(n +1) + hg—1(n)) + hi(n)
= X ho(n+ 1) + Apprhg—1(n) + hi(n)
= Nagrli-a(n+ 1) + X5 hia(n) + Aaafu— () + i (n)

= MNohei(n+ 1) + X he_gony(n) + -+ A2 Ay (n)
+FAnpihe—1(n) + hi(n),i <k

= Mo+ NThi(n) + A3 he(n) + -+ 4 A b1 (n) + hi(n).

[ |
Proposition 1.11. Les fonctions symétriques complétes peuvent se définir comme coef-

ficients de la série :
+oo

H(z) =) he(N)" =1 —N2)™" (1.4)

i=1

Preuve. On raisonne par induction sur le nombre des variables.

Pour n =2, on a

Hy(z) = fhk@)zk = ho(2) + h1(2)z + h2(2)22 4.

=14+ M +X)z+ AT+ NA+A3)2% + -
=1+ Mz + 2224+ )1+ Az + A28 +--0)

— (f()\lz)k> (f(m)’f)

k=0 k=0
1
2
= H(]_ — /\iZ)_l.
i=1

Supposons que la propriété est vérifiée pour n, ¢’est-a-dire

n

> hi(n) =TJ00 =Nz

i=1

et montrons qu’elle est vraie pour n + 1. On a

hk(n + 1) = )\n+1hk_1(n + 1) + hk(n)
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Il s’ensuite que

Z hi(n+1)2F = Z()\nﬂhk,l(n +1) + hg(n))2*

k=0

400 “+o00
= A\s1 Z Bp—1(n 4+ 1)2" + Z hy,(n)2*
k=0 k=0
—+00 “+00
= Ani1 Z R—1(n 4 1)2" + Z hy(n)2"
= )\n+122hk n+1)z —|—th

n+1

—)\n+1ZH (1—X2) 1—|—H (1—Xiz)™
=1 =1
Ant1Z + (1= Apy12)
n+1
| J [ORYE)
i=1
n+1

= H(]_ - /\iZ)_l

=1

Par conséquent on obtient

+o0o +oo
2) =Y he(N)F=]]1—N2)™!
k=0 i=1
D’oiul le résultat. [ |

Les liens entre les fonctions symétriques élémentaires et complétes sont donnés dans
la proposition suivante.

Proposition 1.12. Les relations suivantes sont vérifiées

1. H(z)E(—=2) = 1.
2.y (=DFeph, 1 =0,Vk > 1.
k=0

Preuve. 1. Par Proposition 1.7 et Proposition 1.11.
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2. On a

+oo +o0
H(z)E(-z) =1= > h2"Y (=1)e;2? =1
k=0 7=0

“+o00 400

= ZZ(—l)jhkeszj =1
k=0 j=0

+o0o n

= ZZ(—I)jhn_jejz” =1
k=0 j=0

“+o00 n

= chz” =1 avec ¢, = Z(—l)jhn_jej.

k=0 Jj=0

Par identification on trouve

00:1,
¢, =0,Yn > 1.

D’ou le résultat. [ ]

1.1.3 Partages et diagramme de Young

Les tableaux de Young sont des objets combinatoires qui jouent un roéle important en
théorie des représentations du groupe symétrique et dans la théorie des fonctions symé-
triques [19]. Ils ont été introduits en 1901 par Alfred Young [22] comme un outil pour
développer la théorie des représentations du groupe symétrique. Ils permettent en particu-
lier de construire les représentations irréductibles de ce dernier . Aprés ce développement
la théorie de tableaux de Young joue un réle important dans plusieurs domaines mathé-
matiques comme la combinatoire énumérative et la combinatoire géométrique.

Définition 1.13. Un n-diagramme est un sous-ensemble fini D = {(i1, j1), (i2,J2)s -y (in, jn) }
de N* x N*. Les éléments de D sont appelés les cases de D. Une case (i,j) d’un n-
diagramme correspond a un carré unitaire dans le plan N* x N*.

Définition 1.14. Soit n € N*. Un partage ou une partition A\ de n est une suite dé-

croissante finie d’entiers positifs. On wva utiliser le mot partage pour \, et on le note
A= (A, Ay o, A vérifiant :

)\1—1-)\2—1-—1-)\,«:\)\\:71

Si la suite d’entiers est nulle, on dénote par () et on l'appelle partage vide. De plus, si A
a my; parts de taille i on écrit encore

A =1m2"2

On dit alors que m; est la multiplicité de la part i dans A. La longueur [(A) = r de X\ est
le nombre de parts de .

Exemple 1.15. Pour A\ = (4,4,2,1) le partage de 11, on a A = 112142 et [(\) = 4.

8



1.1. Les fonctions symétriques

Définition 1.16. On appelle diagramme de Young de partage X le diagramme de [(\)
lignes ayant N\; cases cadrées a gauche dans la i-éme ligne. Explicitement, il est le dia-
gramme :

YN ={,7);1<i<UY)etl1<j<N\}

Les cases d’un diagramme de Young sont généralement indicées par des paires d’en-
tiers, le premier indice dénotant la ligne, le deuxiéme la colonne. La notation francaise
correspond aux coordonnées cartésiennes de maniére que les coordonnées ¢ et j sont les y
et x du plan cartésien.

On identifie A & son diagramme de Young Y'(\).

Exemple 1.17. La Figure 1.1 montre le diagramme de Young du partage (4,4,2,1). Ainsi

IN)=4etY(N)={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)}.

Y Y Y

FIGURE 1.1 — Diagramme de Young associé a (4,4, 2, 1), (notation francaise).

Définition 1.18. Le conjugué de X noté par N, est le partage lié a \ par la réflexion sur
la diagonale principale. Ezxplicitement, il est le diagramme :

Y(N)={(,1); (4,5) € YN}
Ona N =|N|=[YN)|, IN)=X et (N) =\
Exemple 1.19. La Figure 1.2 montre le conjugué N = (4,3,2,2) de A = (4,4,2,1), ou

A= [N =Y\ =11, et I(N) =4.

FIGURE 1.2 — Diagramme de Young conjugué du partage (4,4,2,1).
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1213 |7

FIGURE 1.3 — Tableau de Young du partage (4,2,2,1) a valeur dans [12].

1.1.4 Tableaux de Young

Définition 1.20. Un tableau de Young est construit a partir du diagramme de Young
tel que ses cases sont remplies avec des éléments de U'ensemble [n] = {1,2,--- ,n}. Il est

ndexé
T={T(i,j);1<i<I\) et 1<j<A\}

Exemple 1.21. La Figure 1.3 montre un tableau du partage (4,2,2,1).

Définition 1.22. Un tableau de Young T est dit semi-standard si les nombres placés dans
ses cases sont en ordre croissant pour chaque ligne et strictement croissant pour chaque
colonne, c’est-a-dire

T(,) <T(+1,5) et T(,5) <T(j+1).

Exemple 1.23. La Figure 1.4 montre un tableau semi-standard du partage (4,2,2,1).

7

5|8
315
2121216

FIGURE 1.4 — Tableau de Young semi-standard du partage (4,2,2,1) a valeur dans [8].

Définition 1.24. Soit T' un tableau de Young. Le contenu c de T est
o(T) = 1m2m23ms
ou my; est la multiplicité de ’entier 1 dans T.
Exemple 1.25. Pour le tableau T de la Figure 1.4, on a c(T) = 2331526 7'8.

Définition 1.26. Soit T un tableau, on appelle poids de T et on note 7 le monéme dont
l'exposant de x; est égale au nombre d’occurrences de l'entier v dans T'.

Exemple 1.27. Le poids de T de la Figure 1./ est le mondme r3r3rizeryTs.

10



1.1. Les fonctions symétriques

1.1.5 Lien entre les tableaux de Young et les fonctions symé-
triques

D’aprés la définition du tableau de Young semi-standard et la Définition 1.26, on peut
interpréter les fonctions symétriques élémentaires et complétes par les fagons suivantes :

1. La somme des monomes de tous les tableaux semi-standards possibles du partage
A= (1,...,1) = (1%) dans [n] est la fonction symétrique élémentaire ey (n).

Par exemple les tableaux de Young semi-standard possibles pour k = 3 et n =4
sont :

3 4 4 4
2 2 3 3
1 1 1 2

On obtient alors
e3(1, o, T3, Ty) = T1ToT3 + T1ToTg + T1T3T4 + ToT3Ty.

2. La somme des mondmes de tous les tableaux semi-standards possibles du partage
A = (k) dans [n] est la fonction symétrique compléte hy(n).

Par exemple les tableaux de Young semi-standard possibles pour £k = 3 et n = 2
sont :

On obtient alors

3 .2 2 3
hs(x1, ) = ] + xi29 + 1125 + T5.

1.1.6 Les fonctions de Schur et le déterminant de Jacobi-Trudi

En guise de conclusion a cette introduction aux fonctions symétriques, nous allons
introduire la plus intéressante des familles de fonctions symétriques : les fonctions de
Schur [4]. Ce sont, de loin, celles qui interviennent de la fagon la plus profonde dans les
applications des fonctions symétriques. Elles ont été introduites par Schur de la fagon
suivante.

Définition 1.28. Soit A un partage tel que [(N\) < n. La fonction de Schur s,(\, x)
associée au partage \ est la somme de tous les mondmes des tableaur semi-standards T

du partage X\, c’est-a-dire :
sn(A\,x) = ZxT.
T

11



1.1. Les fonctions symétriques

Exemple 1.29. Les tableauz du Young semi-standard du partage N = (2,1) a valeurs
dans [3] sont :

2 3 2 3 3 3 3
111 111 112 112 113 2|2 213

Alors la fonction de Schur associée sera :
2 2 2 2 2 2
S3(A\, 1, To, T3) = Ty + XT3 + T5T1 + T1ToT3 + XX + XT3 + Toky.

Remarque 1.30. [] est loin d’étre évident que les fonctions de Schur sont symétriques,
mais c’est le cas.

Propriétés 1.31. Les fonctions symétriques élémentaires et completes sont des cas par-
ticulier de la fonction de Schur.

er(xy, .y xy) i= sn((lk),xl, ey X)),
hi(xy, ooy ) = 8 ((k), 1, oy ).

Définition 1.32. Le déterminant de Jacobi- Trudi permet de développer la fonction de
Schur en terme des fonctions symétriques élémentaires et complétes. Plus explicitement,
pour un partage \ avec () =1 et X son conjugué on a :

1.

Sn(A @) = lex—j1i (@) x <

ex; () ex-1(2) en-a(z) e, x(@) ex, —n(2)
1
ex+1(z) ex, (z) ex—1(z) - ex, a(E)en, xe(x)
ex2(2)  exp(a) ex(z) - €A;,71—A1+2(56) ex, —xn+3()
— 1 1
exp+x—1(2)  expar—2(@) expar—s(@) - ex,, _ (@) ex, (x)
1
avec eg = 1, e = 0 pour n < k.
2.
Sn(/\7x) = |h/>\j_j+i($)|7”><7’
ha(z)  ha-a(x)  hoga(x) oo B (2) ha—rn(2)
hoari(z)  hog()  ha—a(z) 0 b —ra(T) o —rpe(2)
hA1+2($) h/\2+1($) hAs($) h/\r 1— 7«+2(5L‘) h)\r—T-‘r?)(l')

haar—1(2)  hagar—2(®) hagar—s(z) - ho,a(z) oy (2)
avec hg =1, hy =0 pour k < 0.

Exemple 1.33. Pourn =2, . = (x1,22) et A\=(2,1) on a :

12




1.2. Outils de base de combinatoire

1.
i —g1a@)] = [i27) 300 ol a) — (o)
= (2] + 23 + 1119 (71 + 22) — (23 + 2]T0 + 1175 + T3)
= 2329 + 1175 = So( N\, 11, T3).
2.
ex-pni@)] = 220 0~ ex(w)er(o) - eslo)elo)

= (z122) (21 + 22)

2 2
= 21Ts + 1125 = So(\, 1, X2).

1.2 Outils de base de combinatoire

1.2.1 Factorielle, factorielles montante et descendante

Soient z un nombre réel et n un entier positif, la factorielle montante de x d’ordre n
est définie par

" =

(1.5)

. zz+1)---(x4+n-1), si n>0,
1, st n=020.

Aussi, on appelle factorielle montante de = de coefficient a (« € N) et d’ordre n le
polynome
- rz4+a)---(z+(n—1a), si n>0,
(| )" = — (1.6)
1, st n=0.

D’une maniére équivalente, la factorielle descendante de x d’ordre n est définie par

xn:{x(x—l)-n(x—n—i-l), Sl: n >0, (L.7)
1, st n=020.
et de coefficient o par
" z(r—a) - (r—(n—1a), st n>0,
(x| ) = e (1.8)
1, si n=0.

A noter que, pour x = 1 dans P’équation (1.5) ou pour x = n dans I’équation (1.7), on
obtient la fonction factorielle (classique)

1" =n" =nl.

13



1.2. Outils de base de combinatoire

1.2.2 Le coefficient binomial

Ayant un groupe de n personnes (il est convenu implicitement qu’ils sont discernables),
le nombre de fagons de choisir un sous-groupe de k individus est compté par le coefficient
binomial qui est défini pour tout nombre réel n et tout entier £ > 0 par

m\ _nt
k) kU

Ces coefficients apparaissent dans le développement de (a + b)" appelé relation du
bindme de Newton, ol a et b sont des nombres réels ou complexes

(a+0)" = f: <Z) ak bk, (1.9)

k=0

et satisfont une relation de récurrence d’ordre deux

n n—1 n—1
= 1.10
()= G20« () 119
qui se démontre combinatoirement en discutant le cas de la n®™° personne : si elle est

sélectionnée, il reste a choisir £ — 1 autres personnes depuis les n — 1 personnes restantes.

.. -1 . . 4 . ,
Alinsi, nous avons (271) fagons de le faire. Sinon, elle n’est pas sélectionnée et donc on

choisit k£ individus parmi les n — 1 restants. Ce qui se fait de (";1) facons.

A partir de la relation de récurrence (1.10) nous pouvons construire le triangle de
Pascal (voir Figure 1.5).

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

FIGURE 1.5 — Triangle de Pascal.

Ce triangle satisfait plusieurs propriétés qui s’interprétent facilement avec des raison-
nements combinatoires. Par exemple, on remarque que les lignes du triangle sont symé-

triques, i.e.
n n
= . 1.11
()= (") )

14



1.2. Outils de base de combinatoire

En effet, le fait choisit &£ personnes parmi n est équivalent a ne pas choisir n — k personnes.
On a aussi la convolution de Vandermonde (ou Chu-Vandermonde, ou encore bino-
miale)
k
n+m n m
= . 1.12
( k ) ;(J><k—J) (1.12)

Remarque 1.34. Le nombre des mondémes dans la k-éme fonction symétrique élémentaire
a n variables ex(n) est exactement le nombre de coefficient binomial (Z)

Ainsi

nfois
Exemple 1.35. e5(4) posséde (;) = 6 mondmes, (voir Exemple 1.5).

Remarque 1.36. Le nombre des mondmes dans la k-éme fonction symétrique complete
a n variables hy(n) est exactement le nombre de coefficient binomial ("J“kfl).

k
n+k-—1
it - ("5,

———

nfois

Ainsi

Exemple 1.37. h3(3) possede (**27") = 10 monomes, (voir Ezemple 1.9).

1.2.3 Arrangements

On appelle arrangement de k éléments, toute suite de k£ éléments distincts de ’ensemble
[n].

Exemple 1.38. Soit [6] = {1,2,3,4,5,6}
(2,6,5,3) est un arrangement de quatre éléments.
(1,3,4,3,2) n’est pas un arrangement.

Propriétés 1.39. Le nombre d’arrangements de [k] dans [n] est compté par le factorielle
descendante.
(n)".

1.2.4 Permutations

Définition 1.40. Soit n € N, on appelle permutation toute bijection o, de [n] dans [n].
Une permutation o, peut étre représentée par la forme matricielle

an—(a(ll) 0(22) UZ”L))'

Le nombre de permutations de l’ensemble [n] est n!.

15



1.2. Outils de base de combinatoire

Exemple 1.41. Soit la permutation og
(1 2 3 45 6 738
=384 16275)

Un élément ¢ de [n] est appelé point fixe si son image par la permutation o, est lui
méme, c’est-a-dire 0,,(¢) = ¢. Dans I’exemple précédent, 1’élément 7 est un point fixe.

Aussi, une orbite de ¢ notée O, est I’ensemble des images de ¢ obtenues en appli-
quant successivement la permutation o, sur 1’élément ¢, O; = {o?(¢),p € N}. L’orbite
de I'élément 1 dans 'exemple 1.41 est O; = {1,0(1) = 3,0%(1) = 4}. Remarquez que
01 = O3 = Oy. Ces éléments {1, 3,4} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (1,3,4)
ou chaque élément est 'image du précédent par o, (1 est 'image de 4, 3 est I'image de 1
etc). A partir d’une orbite & p éléments, on peut constituer (p — 1)! cycles. On peut alors
écrire une permutation o, comme un produit de cycles,

os = (1,3,4)(2,8,5,6)(7),

cette représentation est appelée : écriture en cycles. Nous conviendrons d’appeler k—permutation
toute permutation ayant k cycles.

5
4 3 6 8 7
N~ N
FIGURE 1.6 — Une 3-permutation de [8].
Remarque 1.42. Compter le nombre d’injections de [k] dans [n] peut se réduire a consi-

dérer tous les sous-ensembles S de cardinal k de [n] et on a (Z) sous-ensembles, puis a
considérer toutes les permutations (bijections) de [k] dans S et on a k! permutations. D’ow

(n)t = (Z) kL.

1.2.5 Partitions

Définition 1.43. Une part P de [n] est un sous-ensemble non vide de [n]. Une partition
k

7 de [n] est une famille de parts Py, ..., P, disjointes deuz & deuz, telles que U P, = [n].
i=1

Notez qu’une k-permutation peut étre considérée comme un partitionnement de [n] en
k cycles.

Exemple 1.44. Les 3 — partitions de [4] sont :

16



1.2. Outils de base de combinatoire

{14233} {{1{24}{3}} {{1}{2}{3.4}}
{13214} {1234} {{1.2H{3}{4}}

1 4 4
| | |
D) @ @ D @ @ D) @ @
3 3 2
| | |
D) @ @ D Q@ @ D) @ @

FIGURE 1.7 — 3-partitions de [4].

1.2.6 Fonction ou série génératrice

Soient (ay,), une suite et f,(X) une fonction. On appelle fonction génératrice ou série
génératrice de la suite (a,), la série formelle

+oo

AX) =) anfalX).

n=0

On dit qu’une fonction génératrice est de type ordinaire (série génératrice ordinaire)
si la fonction f,(X) est de la forme f,,(X) = X™. De méme, une fonction génératrice est
dite exponentielle si la fonction f,(X) est de la forme f,(X) = 2+

n!

+oo
Deux fonctions génératrices ordinaires (ou exponentielles) A(X) = Z a, X"

+00 +o0 I
X" X"
(A(X) = E an7> et B(X) = E b, X" (B(X) = E an> sont égaux si et seule-
’ n=0 n=0 ’

n=0
ment si a,, = b,,, pour tout n > 0.

Le produit de convolution de deux séries génératrices ordinaires A(X) et B(X) est

400 +o00
une série génératrice ordinaire C'(X) = E cp X", ol ¢, = E a;b,_;, n > 0. De méme, le
n=0 1=0

produit de deux séries génératrices expongntielles, appelé produit de convolution binomial,

“+00 n
X’ﬂ
est une série génératrice C'(X) = A(X)B(X) = E Cn—p s Ol ¢ = E ( )aibni,n > 0.
n!
n=0

1=0

n

k
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Chapitre 2

Suites remarquables

Dans ce chapitre, nous abordons certaines suites liées aux fonctions symétriques élé-
mentaire et compléte, ainsi leurs propriétés combinatoires.

2.1 Les nombres de Stirling

Les Stirling des deux espéces furent introduits par Stirling [21] et nommés par Nielsen
[16] en 'honneur de ce premier. Ces nombres se manifestent dans de nombreux problémes
de combinatoire et sont reliés & pleins d’autres nombres tels que les nombres de Bernoulli,
nombres Eulérien, etc. Nous les trouvons sous différentes notations, les plus courantes
sont s(n, k) pour les nombres de Stirling signés et S(n, k) pour la deuxiéme espéce. Pour
notre part, nous utiliserons la notation [Z] pour les nombres de Stirling de premiére espéce
non-signés ot H représente des cycles; Et {Z} pour la deuxiéme espéce ol {} désigne
des parts. Cette notation a été proposée par Karamata [11] et appuyée par Graham et
al. [12] on ces derniers donnent un commentaire sur les notations et exposent les maints

avantages de cette derniére.

2.1.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce

Définition 2.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce (non-signés) [Z] comptent le
nombre de k-permutations de [n], et apparaissent comme coefficients du développement de

la factorielle montante (x)"
()= m a*. (2.1)

k=0
Notez que les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k) sont liés au dévelop-
pement de la factorielle descendante (x)™

(x)* = Z s(n, k)", (2.2)

de ce fait



2.1. Les nombres de Stirling

Propriétés 2.2. Pour tout n € N*, on a

1. znjs(n, k) =nl.

2. (n 1)=(n—-1)L
3. s(n,n) = 1.
4. s(nym—1) = (g)

Preuve. 1. On montre par induction en n.
Pour n = 0 trivial (s(0,0) =1 =0!).
On suppose que la propriété est vraie pour n, c’est-a-dire Y ,_, s(n, k) = nl, et on
va la montrer pour n + 1.

On a
n+1 n+1
D s+ 1,k) =) (s(n.k—1)+ns(n, k))
k=0 k=0
n+1 n+1
Z (n,k—1) +nz n, k)
k=0 k=0
n+1 n+1
Z n, k) +nz n, k)
:Zs(n,k— 1) +nZs(n,k)
k=0 k=0
=n!+n(n)!
=(n+1)!
2. Pour permuter un ensemble {1,2,...,n} en un seul cycle, on a n! méthodes, et

puisque nous avons commencées par I'un des valeurs dans un cycle donné, nous
avons surestimé le total d’un facteur de n, alors

s(n,k) = (n— 1)L
3. Trivial.
4. Pour compter ces permutations, nous avons seulement besoin de choisir les 2 élé-
ments dans {1,2,...,n}, vont partager un cycle tandis que les autres sont représenté

par un cycle singleton. Ainsi

s(n, k) = (;‘)

Propriétés 2.3. 1. Les nombres de Stirling de premiere espece ont une relation de
récurrence triangulaire d’ordre deuz,

m N [Z:ﬂ +(n—1) {”ﬂ (2.4)

avec [g] = 0n0, 00 0 est le symbole de Kronecker, et [Z] =0, lorsque n # 0, k ¢ [n].
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2.1. Les nombres de Stirling

2. 1ls satisfont aussi une relation de récurrence verticale

Ll =-[6) o5

=k

Preuve. 1. La récurrence est vérifiée par le partitionnement des permutations [n]| qui
a k cycles en deux types. Le premier type contient toutes les permutations dans
lesquelles le nombre n est un cycle lui méme, et les autres n — 1 nombres sont
partitionnés en k — 1 cycles, alors il y a

.

Dans le deuxiéme type, le nombre n n’est pas un cycle lui méme, et les autres n — 1
nombres sont partitionnés en k cycles, et alors le n est inséré immédiatement aprés
certain nombre 7 dans I'un de ces k cycles. En total, on a

(n_1>{n;1]

cas pour le deuxiéme type. La somme des cas dans ces deux types est le nombre
total des partitions de [n] en k cycles.

cas pour le premier type.

2. On va montrer par récurrence.
On a pour k > n les deux cotés de 'équation (2.5) sont égaux a 0 donc on a k < n.

Pour n = 0, alors k = 0,
0\ [0 1
:1: .
0/)10 1

Supposons pour tout n > 1 et pour tout k que

n—1 .
n 1\ |n—1
AR K]t
alors pour tout k < n, et d’aprés la récurrence de Stirling (2.4) on a :
NN "L (i n—1 n—1
> -2 @ (] e[ )
=0 =0
"L [(i\[n—1 " (i\[n—1
z;<k) L‘—J +("_1);(k){ i }

1\ |n—1 n
—1 :
> ([ ] rel
D’aprés la récurrence de Pascal (1.10), on trouve :
~ (i\[n] ~=[(i-1 i—1\\ [n-1 n
- 1
LW (G2) () o] el

o0 91 (Y 113 5 o1 (o | F BRI A

=0 =0

3 |l
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2.1. Les nombres de Stirling

Il s’ensuite que

iin:n_i_n_i_(n_l)n
—~ \k) i k k+1 k41
N LTI
Lk k+1]
Par la récurrence de Stirling (2.4), on trouve
2”: i\[n] [n+1
—\k) 1] lk+1]
[

Par la relation de récurrence (2.4), on obtient le tableau des nombres de Stirling de
premieére espéce :

n/k |0 1 2 3 4 3 6 7T 8 9
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6

d 0 24 20 35 10 1

6 0 120 274 225 85 15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

8 0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1

TABLE 2.1 — Les nombres de Stirling de premiére espéce.

Une forme explicite des nombres de Stirling de premiére espéce est donné par :

m :%; 2 111 . (2.6)

e
14 tip=n k

De plus, leurs fonctions génératrices sont comme suit :

Proposition 2.4. 1. La fonction génératrice exponentielle double des nombres de Stir-
ling de premiére espéce est

ff”n'y —%ﬂj)y. (2.7)

k=0 n=0

2. La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiére espéce est

o= nlx™ —1)k
Z% [k]ﬁ = ( k;l') In*(1 — ). (2.8)
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2.1. Les nombres de Stirling

Preuve. 1. D’aprés (2.3) on a :

alors

D’autre part, d’aprés le bindme de Newton (1.9), on a :

(1+2) = f <i)x”

n=0
—+o00
=> yly-1y-2)
n=0
+o0 n
T
=) (y'—
|
~ n!
+oco n .Cl;n
- S(”? k)yk_
n!
n=0 k=0
il s’ensuite que
+oco n
(—2)" 1
>3 st G =0 =
n=0 k=0
Donc N

PIBIN

n=0 k=0
2. De la relation (2.7), on obtient

“+o00 +oo

2.2

k=0 n=0

Hn'y _<1—1x>y

k!
k=0
—+o0
(DRI (1 —2)
- k! g
k=0

"



2.1. Les nombres de Stirling

On aura donc

Remarque 2.5. La relation (2.1) est une série génératrice ordinaire des nombres de
Stirling de premiére espeéce.

Proposition 2.6. Les nombres de Stirling de premiére espéce sont des spécialisations de
la fonction symétrique élémentaire :

m — e n(1,2,...n—1). (2.9)

Preuve. On a

= Z enr(0,1,...,n—1)2" (Proposition 1.7)

n

= Zen_k(l,...,n— 1)a”

k=0

Par identification on trouve [Z] =e,k(1,2,...,n—1). |

2.1.2 Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 2.7. Les nombres de Stirling de deuzieme espéce {Z} comptent le nombre de
k-partitions de [n]. Ils apparaissent lors de l’expression du monéme x" dans la base des
moments factoriels décroissants (z)k

o = zn: {Z}xk (2.10)

Proposition 2.8. Pour tout n € N*, on a
1. {g} =0, {"}={Z}=1-
2. {8} =21 — 1.
5. {0} =05 —(Z)-

Preuve. Etant donné n € N*, d’aprés (2.10) on a :

" = {g} + {T}H {Z}x(x— 1)+ + {Z}x(m— o (z—n+1) (211
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2.1. Les nombres de Stirling

1. En prenant x = 0 dans (2.11), on obtient immédiatement :

o}

Par suite, en substituant S(n,0) dans (2.11), puis en divisant sur x, on obtient :

x"—lz{T}+{Z}(x—1>+---+{Z}(x—n(x—z)...(x—nﬂ).

En prenant dans cette derniére x = 1, on obtient :

()

Enfin, l'identification des coefficients dominants des polynémes du membre de
gauche et du membre de droite de (2.11) donne directement :

o}

2. En substituant {7} et {7} par leurs valeurs dans (2.11), on obtient :

x":x+{g}m(x—1)+~--+{Z}x(:p—1)..-(m—n+1>.

En prenant x = 2 dans cette derniére, on obtient :

n
o =2+20"%
~2{3}
{”}:2"1—1.
2

3. L’identification des coefficients de "' dans les deux membres de 'identité (2.11)

donne : {nizl}_{Z}(1+2+...+(n—1))=0.

Puisque {Z} =1 (déja démontrée), il en résulte que :

D’ou 'on tire :

n n(n —1)
=1+24--- -1)=—=.
{n B 1} +2+--+(n—-1) 5
[ |
Ils ont aussi les relations de récurrence suivantes.
Propriétés 2.9. 1. La relation de récurrence triangulaire d’ordre deuz :

n n—1 n—1
R o RS (21
avec {{} = 0,0, et {7} =0 lorsque k ¢ [n] et n # 0.
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2.1. Les nombres de Stirling

2. La relation de récurrence verticale :

G2 O 213

1=

Preuve. 1. La récurrence est vérifiee par le partitionnement des partitions [n] en
deux types. Le premier contient toutes les partitions dans lesquelles I'entier n est
une part lui méme, et les autres n — 1 nombres sont partitionnés a k — 1 parts, alors

n 1

Dans le deuxiéme type, dans lequel le nombre n n’est pas une part lui méme, les
autres n — 1 nombres sont partitionnés en k£ — 1 part, et alors il y a

—1
/{;{n i } cas dans ce type.

Donc, la somme des cas est le nombre total des partitions de [n] en k parts.

2. En partitionnant les partitions [n 4 1] & k + 1 parts, il y aura donc

(0

méthodes pour choisir les n — ¢ nombres pour étre dans la méme part que le nombre
n + 1, et alors il y aura aussi

n

1

méthodes pour partitionner les ¢ nombres restent a k parts supplémentaires.

De la relation de récurrence (2.12), on obtient le tableau des nombres de Stirling de
deuxiéme espéce suivant :

n/kl[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 |1

1 o 1

2 o1 1

3 /01 3 1

4 o1 7 6 1

5 |01 15 25 10 1

6 |0 1 31 9 65 15 1

7 /0 1 63 301 350 140 21 1

8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 |0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

TABLE 2.2 — Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce.

Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce posseédent aussi les formes explicites sui-
vantes.
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2.1. Les nombres de Stirling

{Z}:% 2 % (2.14)

irigttig=n

- = (5)r (2.15)

De plus, leurs séries génératrices sont comme suit.

Proposition 2.10. 1. La série génératrice ordinaire associée aur nombres de Stirling
de deuzrieme espece est donnée par

k

f {Z}x" - ujjw (2.16)

n=k

2. La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de deuxieme espéce

est donnée par
“+oo
n)a®  (e®—1)*
—_ = 2.1
Z {k} n! k! (2.17)

n=~k

3. La fonction génératrice exponentielle double des nombres de Stirling de deuziéeme
espéce est donnée par

+oo +oo n) "
Z Z {k}jyk = exp(y(e® —1)). (2.18)
n!
k=0 n=0
Preuve. 1. Posons

n=~k

De la relation de récurrence (2.12), on trouve

fulz) = g({z:}}M{”;l})xn

B X (n-1 nel g X (n—-1 el
= :cz ko1 x + KT Z 2 T
n=k

n=k—1
~+00 n —+00 n
= Z {k—l}x —l—k‘xZ{k}x
n=k—1 n=~k
On obtient donc .
fr(x) = . kxfk_l(:v). (2.19)
Alors si on procéde la relation (2.19) sur k, on aura
x x x
@) = T e < T )

ot fo(z) = {{}2° = 1. Dot le résultat.
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2.1. Les nombres de Stirling

2 Ona
:Zism, B = gsm, Do
S CRIOLE:
- %fﬂ—w(’“) (k- iyt
R Ee
- <—1>(k) ()
) (;‘ "

3. D’aprés (2.17), on a

=" eaply(e” — 1)).

Proposition 2.11. Les nombres de Stirling de deuxiéeme espéces sont des spécialisations
de la fonction symétrique compléte :

{Z} = b n(1,2, .. k). (2.20)

Preuve. D’aprés (2.16) de Proposition 2.10, on a

X (n " i x*
S = s
k k

X
- H1—z’:c

i=1

= Z hn(1,2,...,k)x" ™ (Proposition 1.11)

n=0



2.2. Les nombres Eulérien

Par identification, on trouve

{Z} = hon(1,2, .. k).

2.1.3 Lien entre les deux types de nombres de Stirling

Les nombres de Stirling de premiére espéce s’expriment en termes des nombres de
Stirling de deuxiéme espéce par la relation d’orthogonalité suivante :

- n—i |1 i _ - n—i) i _
S = S eo ] <o (221
1=k i=k
synonymes des relations d’inversion suivantes
= (n " (n
= —1)""| . |b b, = 2.22

avec (a,), et (b,), deux suites données.

2.2 Les nombres Eulérien

Définition 2.12. Le nombre Eulérien, noté par E(n,k), 0 < k <n—1, compte le nombre
de permutations de [n] := {1,2,...,n} avec exactement k descentes. Il est défini par la
relation de récurrence suivante :

Enk)=kEn—1,k)+(n—k+1)E(n—1,k—1),

avec E(n,1) =1 pour n # 0.

Sa forme explicite est donnée par

B(n, k) = 23—1)1’ (" T

2.3 Le g-analogue des suites remarquables

2.3.1 Les coefficients g-binomiaux

En mathématiques, plus précisément dans le domaine de la combinatoire, un g-analogue
d’un théoréme, d’une identité ou d'une expression est une généralisation impliquant un
nouveau paramétre ¢ qui se spécialise en le théoréme original lorsque 'on prend le cas
limite ot ¢ tend vers 1. Pour plus de détails voir [1].
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2.3. Le g-analogue des suites remarquables

Définition 2.13. Le g-analogue du coefficient binomial est appelé le coefficient q-binomial
ou le polynome de Gauss, est défini pour 0 < k <n par :

mq - ﬁ (2.23)

(n],! = [14[2)g-[n], et ng=1+q+ - +¢""

Le coefficient g-binomial s’écrit aussi pour 0 < k <n par

m = f[ W (2.24)

1=0

Pour q = 1, le coefficient q-binomial est le coefficient binomial classique.

Le coefficient g-binomial est donné aussi par :

e (1—q)(1—¢*)...(1—q") —+Ooa- j
LﬂL T 10— A-F A -l —g)(l—gF) ; i (2.25)

Ce coefficient a plusieurs propriétés, par exemple il est symétrique et polynomial en ¢ avec
des coefficients {ay}.

Nous présentons quelques valeurs du triangle des coefficients ¢-binomiaux ci-dessous :

n/k10]1 2 3

0 1

1 1]1

2 1|1+¢q 1

3 1{14+q+4q° 1+q+4¢* 1

4 1|1+g+¢+¢ l4+qg+2¢°+¢ +¢* l+q+¢+¢

5 114+ + 4+ | 14+q+27+2¢° +2¢* + P+ ¢° | 1 +q+2¢° +2¢° + ...

TABLE 2.3 — Table des valeurs de mq.

Remarque 2.14. Comme les coefficients binomiauz, les coefficients q-binomiauz sont

symétriques, c’est-a-dire
i A <
= , 2.26)
{k s n—k],

mq [n—l] Zq (2.27)

Propriétés 2.15. Les coefficients q-binomiaux satisfont la relation de récurrence suivante

1. Pour tout 1 <k <n
n k{n—l} {n—l}
=q + . (2.28)
{k]q k . k—1 .

Cette équation est 'analogue de l'identité de Pascal pour le cas classique.

il s’ensuile que
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2.3. Le g-analogue des suites remarquables

2. Il y a aussi 'analogue de la formule du binome de Newton pour les coefficients

q-binomiauz
[+ =>" q(2) {Z] qu. (2.29)

k=0 k=0

Proposition 2.16. Les coefficients g-binomiauz sont des spécialisation des fonctions sy-
métriques élémentaires et completes

n —(* n— n—
|:k’:| =q (2>6k(17q7q27"‘aq l)zhk(1>Q7q27"'aq k) (230)
q
Preuve. On a
n n—1
Zq(é“) m o = [+ ") (Relation(2.29))
k=0 q k=0
= Z ex(1,q,...,¢" ")az" (Par Proposition 1.7).
k=0
Par identification on trouve [Z]q = q_@ek(l, q,q, ..., q" ).

Ainsi on a
Y he(n—k+1)a* = ho(n+1)+hi(n)z+ -+ hy(D)2" + by (0)2™
k=0

= 14+NM+--+X)z+-+ A"

Prenons (A, Ao, A3, ...) = (1,¢,¢% ...) on aura

n n n
th(qu’.”’qn*k)zk = |:/€:| xk'
k=0 q

D’oit le résultat. |

2.3.2 Les nombres ¢-Stirling
Définition 2.17. Le nombre g-Stirling de premiére espéce noté s,(n, k), satisfait la rela-
tion de récurrence suitvante
Sq(n k) =s,(n—1,k—=1)+[n—1];s5,(n —1,k), n>1
avec 54(0,0) = 1.

Il représente aussi le k-iéme coefficient du développement :

1:[(510 +ilg) =) sq(n, k)a*. (2.31)

1=0 k=0

Nous présentons quelques valeurs du nombre ¢-Stirling de premiére espéce ci-dessous :
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2.3. Le g-analogue des suites remarquables

n/k |0 1 2 3 4
0 |1

1 |0 1

2 |0 1 1

3 10 l+gq 2+q 1

4 10 14+2g+2¢*+¢* 3+49+3¢P*+¢ 3+2¢+¢ 1

TABLE 2.4 — Table des valeurs de s,(n, k).

Définition 2.18. Le nombre g-Stirling de deuziéme espéce noté S,(n, k), satisfait la re-
lation de récurrence suivante

Sy(n, k) = Sy(n—1,k—1)+ [k],S;(n —1,k), n>1
avec S(0,0), = 1.

Il a aussi la série génératrice suivante :

ZSnk

Nous présentons quelques valeurs du nombre ¢-Stirling de deuxiéme espéce ci-dessous :

(2.32)

E?r

1—[i],x

=1

n/k]0 1 2 3 4
0 |1

1 |0 1

2 [0 1 1

3 10 1 2+q 1

4 10 1 34+3¢+¢* 3+2¢+4¢* 1

TABLE 2.5 — Table des valeurs de S,(n, k).

Proposition 2.19. Les nombres de q-Stirling de premiére espéce et de deuzriéme espéce
sont des spécialisation des fonctions symétriques élémentaires et complétes respective-
ment :

1.
SQ(na k) = en—k([l]qv [Q]q’ s [n - l]q)v (2'33)
2.
Sq(n, k) = i ([Ug, [2lg, -5 [K]g). (2.34)
Preuve. 1. De la relation (2.31), on a
> sl ket = e+ 1)
= JlE+E-1)
= en—k([l}tﬁ [2](17 ,[n— 1]q)xk
k=0



2.3. Le g-analogue des suites remarquables

D’ou le résultat.
2. D’aprés (2.32), on a

k k

Zk Sy(n, k)z" = H 1_‘%qu

i=1

+o0
= Z ho([1]gs - -, [k]q)an (Proposition 1.11)
n=0

= > k(g [kl

Par identification on trouve

SCI(nv k) = hn*k([l}qv [2]q7 s [k]fI)
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Chapitre 3

La log-concavité des suites de fonctions
symétriques

Les suites log-concaves et g-log-concaves apparaissent souvent en combinatoire, géo-
métrie et algébre. Il existe un nombre considérable de recherches consacrées a ces sujets
(voir |20, 7, 8] pour plus d’information). Parfois utiliser les approches analytiques directes
pour prouver ces propriétés est difficile, c’est bien que le cas pour ce chapitre. Cependant
faire recours aux fonctions symeétriques, en utilisant "approche des chemins de Gessel et
Viennot [14] est parmi les méthodes qui existent en littérature.

Les résultats principaux du chapitre sont largement puisés de larticle de Sagan [18].

3.1 Préliminaires sur les suites log-concaves

Dans cette section, on introduit quelques définitions, notations et résultats liées aux
suites log-concaves et aux polynémes g-log-concaves.

3.1.1 La log-concavité

Définition 3.1. Soil {zy}r une suite des nombres réels positifs, on dit qu’elle est log-
concave st pour tout entier k > 0,

T 1Tp1 < T} (3.1)

Théoréme 3.2 (|7], Proposition 2.5.1). Soit {xy}r>0 une suite des nombres réels stricte-
ment positifs, la suite {xy}y est log-concave si et seulement si

i1 < T, pour 1<1i<j. (3.2)

Preuve. Pour k > 1, la suite {xy}, est log-concave si
< 2
T—1Tk41 > Ty

1. Sionposei=j=~k>1,onaura ;1741 < ,2;;
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3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

2. Prenant un k&’ > k, et comme exemple k' = k + 1, on aura :

2 2 2
Tpi1 = ThTpgo = Tplpyq = Tplryo = T 1Tk 1Tht2 — TpTpy1 = Tk 1Tk42-

Alors, sion pose it =k >1et j=k+ 1, on aura

Ti 11 < Ty

Exemple 3.3. (% dessous des exemples de suites log-concaves :
1. xp = (Z) la n-iéme ligne du triangle de Pascal, pour 0 < k <n.

2. Les nombres de Stirling (non-signés) de premiére espéce ([Z])k>0.

3. Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce ({Z})k>0.

Preuve. Car
1. On a

T3 B (Z)2 _(k+1)(n—k+1)>0

Tho1Tpi1 (.") (kil) B k(n — k) -
2. On va montrer par récurrence. Pour n = 0 et £ = 1 la log concavité est vérifiée.
Supposons que 'hypothése est vraie pour n — 1 ¢’est-a-dire

S

et on va montrer qu’elle reste vraie pour n, c¢’est-a-dire

(L)<

D’aprés la relation de récurrence (2.4) on a :
Y Pt e D N { G RACE I [
ol 1S | R Ve
s [ e

2

Il s’ensuite que
{kﬁl]{kil} < [Z:i}z+(n—1)2{”;1
+(n—1)[2:ﬂ {n_l +(n+1)[z:ﬂ {”;1}

k
< {Z:ﬂQ%—(n—l)Q{n;l 2+2(n—1)[z:ﬂ {";1}
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3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

3. On va montrer par récurrence. On a pour n = 0 et £k = 1 la log-concavité est

vérifiée.

Supposons que 'hypothése est juste pour n — 1 c’est-a-

n—1

k

n—1
k+1

n—1

kE—1

ot =)

et on va montrer qu’elle reste vraie pour n c¢’est-a-dire

(o=t

D’aprés la relation de récurrence (2.12) on a :

P )

n
-1

n
k41

n

k

n—1

kE—1

n—1

k—2

n

k—1

n
kE+1

N
(k- 1){2:1}{”’; 1} + (k

Il s’ensuite que

PR TR S V) T e
+(k+1){z:1}{";1}

Ainsi d’autre suites log-concaves :

2
)

I

dire :

-1
-1

+1){

k—2

1. Les nombres de Stirling (non-signés) de premiére espéce ([”Dn>0.

2. Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce ({Z})

3. Les nombres d’Euler {E(n, k)}x et {E(n, k)},.

n>0"

k

3.1.2 La ¢g-log-concavité des suites de polynémes

Définition 3.4. Soient q une variable, f(q) et g(q) deuz polynémes dans Rlg]. On dit
flq) <, glq) si et seulement si pour tout entier k > 0 les coefficients de ¢~ dans le

polynome f(q) sont inférieures ou égaur aux coefficients de ¢
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3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

Définition 3.5. [20] Soit f(q) un polynome dans Rlq|, la suite { fr(q)}r>0 est dite q-log-
concave st pour tout entier k positifs on a :

Fo-1(@) fera (@) <q fi(q).

Définition 3.6. [17, 18] La suite des polynomes {fi(q)}r>0 est dite fortement q-log-
concave St On a :

Je1(q) fira (@) <q fr(a) filq), VO < Kk <L

Remarque 3.7. Toute suite fortement q-log-concave est q-log-concave. La réciproque n’est
pas vrate en générale.

Exemple 3.8. La suite {¢?,q+ ¢*,1+2q + ¢*,4 + q + ¢°} est q-log concave, mais n'est
pas fortement q-log concave.

3.1.3 Approche des chemins de Gessel et Viennot

Maintenant nous abordons I'approche des chemins de Gessel et Viennot [14] qui nous
permet d’établir la log-concavité et la g-log-concavité forte de certaines suites associées
aux fonctions symétriques élémentaires et complétes. L’idée principale utilisée est une
interprétation combinatoire de déterminants utilisant des chemins de réseau.

Définition 3.9. [4] Un chemin P dans le réseau N x N est une suite

P =1(80,81,--,8n), (3.3)

de points s; = (x;,y;) dans N x N avec

si+(1,0)  ou,
S; =
o Si + (071>>

pour 0 < i < n—1. Le point sy est la source du chemin, et le point s, est son but. La
Figure 3.1 donne Uillustration d’un chemin de longueur 13 allant de (0,0) a (9,4).

N (9,4)
o
(0,0) N

FIGURE 3.1 — Un chemin allant de (0,0) a (9,4).
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3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

Considérons un chemin de réseaux P dans Z x Z qui utilise seulement des pas unitaire
vertical p; ou horizontal, un tel chemin est donné par la Figure 3.2 :

° ° Y &.
b7
L] L] p6 L]
Ds
P4
D2 D3 . .
D1

FIGURE 3.2 — Un chemin P.

Notons que si u est le point de départ de P et v son point d’arrivée, alors on écrit
P
u— 0.

Définition 3.10. Soit P = (p1, ps, ..., pn) un chemin, nous allons étiqueter les pas vertical
de P en utilisant ['un des deux étiqueltes suivantes :

1. Le e-étiquetage attribue [’étiquette

L(p;) =1, pour i€ {1,2,....,n}.

2. Le h-éliquetage attribue U'étiquette
L(p;)=(le nombre des p; qui précédent p;) +1, pour i€ {1,2,...,n}.

La Figure 3.3 montre le e-étiquetage et le h-étiquetage.

7 4
) 3
L . . . . E . . . . .
4 3

FIGURE 3.3 — Illustration d'un e-étiquetage et h-étiquetage.

Noter bien que les étiquetages sont invariant par translation.

37



3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

Définition 3.11. Soit P un chemin
e Le e-mondme associé au e-étiquetage est donné par

X =11 2. (3.4)

piEP

e Le h-mondme associé au h-étiquetage est donné par

pi€P
e On définit le monome associé au couple de chemins (P, Py) comme suit :

XhP = xhxt

De la définition précédente, il est facile d’avoir les résultats suivants.

Proposition 3.12.

6k(n) = Z XP,

tel que (a,b) L (a+n—Fk,b+ k) pour tout (a,b) fixé.

Et ~
hk(n) = ZXP,
P

tel que (a,b) L (a+n—1,b+k) pour tout (a,b) fizé.

Remarque 3.13. Le nombre des chemins possible (a,b) L (a+n—Fk,b+k) est le nombre

binomial (Z), ainsi pour (a,b) i (a+n—1,b+k) égale a (n+:_1)-

Proposition 3.14. Soient Py, P, deux chemins tels que uy et us sont leurs points de
départ respectivement. On aura alors

1. Pour la fonction symétrique élémentaire :

€k<”>2 —er(n—1ex(n+1) =

ek(n) ek(n+1) = _1\P1P2 y PiP2
er(n —1) %m)‘—gg(l) XHPr . (3.6)

2. Et pour la fonction symétrique compléte :

hie(n)? — hie(n—1)hy(n+1) =

hi(n)  hp(n+1)] PP PE

Avec » »
. 1 2
(_1)P1P2 _ {+1, St U — v et uy — o,

. P P,
—1, si uy — vy et us — vq.

Les applications suivantes jouent un role clé dans la preuve des résultats principaux
du mémoire.

38



3.1. Préliminaires sur les suites log-concaves

Définition 3.15. Soient P, P, deuz chemins tels que uq iR vy et ug LN ve. On donne
Uinvolution sutvante :

U(Pr, Pr) = (P, Py),
tel que
1. Si LN Py =1, alors P = P, et Py = P,
2. St PN Py, #0, alors

Py Py Py Py
P :=u; — vg —= vy et Py :=uy — vg — vy,

ol vy est le dernier point d’intersection de Py et Ps.

L Vo

_— . - —-—¢ -—--o----9

I

l
3 . .

l

!
) . . .

IS

FIGURE 3.4 — L’involution «.

Définition 3.16. Soient P, P, deux chemins, et 74 une application définie par :
T4(Pr, Po) = (14 Py, Pa),
avec T4 est une translation de premiére composante par un seul pas vertical ou horizontal.
Définition 3.17. Considérons ['involution de commutation o comme suit :
o(Py, Py) = (P, Py),

ot P| est le chemin Py translaté au point initial de Py, et vice versa pour Pj.

L. oL Do
ﬁ27774 . P ‘[;)2/7. . T .
C o g
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3.2. Reésultats principaux

FIGURE 3.5 — L’involution de commutation o.

3.2 Reésultats principaux

Maintenant, nous allons énoncer les résultats principaux du mémoire.

Théoréme 3.18. [18] Si la suite (xy,)n>0 est fortement x-log-concave. Alors les suites
suivantes :

1. Pour n fixé : (ex(n))r>o0 et (hg(n))r>o,
2. Pour k fizé : (ex(n))n>0 €t (hx(n))n>o0,
3. Pour n et k fizés : (ex—j(n+7))j>0 et (he—j(n+ 7))j>o0,

sont aussi fortement x-log-concave.

Preuve. Posons (z,),>0 est fortement x-log-concave.
1. Pour n fixé.

Pour prouver la z-log-concavité forte de (ex(n))g>o il suffit de vérifier que
ex(n)e;(n) —ex_1(n)egy1(n) >, 0, pour I > k. (3.8)

D’aprés la définition du déterminant de Jacobi-Trudi, la relation (3.8) s’écrit comme
suit :

e(n) er_1(n)
eir1(n)  ex(n)
= s,(A, ) >, 0,

ex(n)er(n) — ep—1(n)ers(n) =

] — Jex i@l

ou A = (I, k), X' le conjugué de X et \| = 2.

Comme exemple, pourn =3, k=1,l=2,0n a

€9 (3) 60(3)
e3(3) e1(3)

2 2 2 2 2 2
= T1%2 + T]T3 + 1125 + T3 + T175 + Tox3 + 2012273 >4 0.

61(3)62(3) — 60(3)63(3) =

‘ = 53()\,1517%2,353)

Ainsi pour la z-log-concavité forte de (hg(n))r>o on a :

() = hocs (s (m) = [ 100y )

= $,(\, ) >, 0.

ou A= (l,k)et l(\)=r=2.

Autre méthode :
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3.2. Reésultats principaux

Pour montrer que (hi(n))g>o est fortement z-log-concave, il suffit d’utiliser I’ap-
proche des chemins de Gessel et Viennot qui nous donne :

hi(n)hi(n) = hiy(n) gy (n) = Y (=1)PPXPP >0, pour k>1,  (3.9)

Py,P

avec les conditions suivantes
® U = (O, 0),
o uy = (0,k—1+1),
o v = (n—1,k),
[ ] UQZ(R—l,]{?—i—l).

En appliquant I'involution ¢ de Définition 3.15 sur chaque h-monome X172 associé
au couple de chemins (P;, P;) (qui se terminent dans la méme ligne verticale) avec
le signe —1 dans la relation (3.9) on obtient toujours au moins un h-monorhe X 17
associé au couple de chemins (P}, Py) avec le signe +1 égale a X172 c’est-a-dire
XPiP — X PP — 0 par ce que I'involution ¢ corrige le degré, (un exemple est donné
dans la Figure 3.6). Cela implique qu’il existe une injection entre ensemble des
couples des chemins (P;, P») et I'ensemble des couples des chemins (P], Py). D’ou
'inégalité (3.9) est vérifiée.

Comme exemple, pourn =3, =2, et k=1o0n a

hi(3)ha(3) — ho(3)h3(3) = (@1 + o + x3)(T122 + T123 + Tox3 + 25 + 25 + 23)
— (21223 + 25 + T3 + 5 + TTTe + T3 + T3T1 + THW3
+a3T1 + T3T)

= x1(z122) + 21 (2123) + 21 (2223) + 21 (27) + 21 (23)

421 (23) + Do (2122) + Do (2123) + Do (2273) + 1o(27)
+ao(23) + 22(23) + w3(2172) + 13(T173) + T3(T273)
+as(a]) + 25(73) + w3(23) — (21225 + 27 + 25 + 75
+aiTg + XT3 + 2371 + ToT3 + T3T1 + T3T0)

= s3(\, x1,29,23) >, 0.

La Figure 3.6 présente l'effet de I'involution ¢ sur les deux mondmes soulignés.

T1T23 x3(x129)

FIGURE 3.6 — L’effet de 'involution ¢ sur les deux e-mon6émes soulignés ci-dessus.
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3.2. Reésultats principaux

2. Pour k fixé.

Pour montrer que (ex(n)),>o est fortement z-log-concave, c’est-a-dire
ex(m)eg(n) —ex(m —1)eg(n+1) >, 0, n>m, (3.10)
il suffit d’utiliser 'approche des chemins de Gessel et Viennot qui nous donne :

er(m)ex(n) —er(m—1)ex(n+1) = Z (-1 X > 0, pour n >m, (3.11)
P1,Py

avec les conditions suivantes :

e u; = (0,0),

e uy =(n—m-+1,0),
e vy =(n—kk),

o vy =(n—k+1,k).

En appliquant l'involution ¢ sur chaque e-monéme X 1*2 associé au couple de che-
min (P, P,) (qui se terminent dans la méme ligne horizontale) avec le signe —1
dans la relation (3.11) on obtient un e-monéme X 12 associé au couple de chemin
(P}, P) avec le signe +1, et vérifient :

P|P} PP
Xt — X = Y (H La; Ty, — Hxai—lxbi-kl) )
i i

tel que a; < b; pour tout ¢. En particulier y est les portions de P, et P, qui
sont fixées par ¢ (tout mondme se situe au nord-est de vp) tandis que les produits
représentent les parts qui sont commutées par ¢. Alors comme (x,,),>0 est fortement
x-log-concave, on aura donc

XFPP X PP > o,
D’ou l'inégalité (3.11) est vérifice.
Comme exemple, pourn =3,k =1et m=2on a

e1(2)er(3) —er(1)er(4) T+ @2)(®1 + T2 + x3) — (21) (21 + T2 + T3 + T4)

(
= (@) (@) + (21)(22) + (21)(w3) + (22) (1) + (22)(2)

H(w2)(w5) = (1) (1) + (21)(2) + (21)(23) + (21)(24))

La Figure 3.7 présente 'effet de ¢ sur les deux monome soulignés :
Maintenant pour montrer que (hy(n)),>o est fortement z-log-concave, ¢’est-a-dire

hi(m)hg(n) — hg(m — Dhp(n+1) >, 0, n>m,

on utilise le méme principe avec les conditions suivantes :

® Ul = ( )

® Uy = (n—m+10)
e vy =(n—1k),

¢ Uy = (7 )
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3.2. Reésultats principaux

U1 V2 U1 V2
. ] . [}
| L l
P1 PQ ! — Pl/ PQI :
|
St
Uy Uz U Uz
14 23

FIGURE 3.7 — L’effet de I'involution ¢ sur les deux mondmes exposés ci-dessus.

Comme exemple, pourn =3, m=2et k=1o0n a

h1(2)h1(3) = ha(1)ha(4) (@1 + 22) (@1 + 22 + x3) — (1) (21 + 22 + 73 + 74)
= (21)(@1) + (21)(@2) + (21)(23) + (22)(21) + (72)(22)
+(@2)(23) — (1) (1) + (21)(22) + (1) (23) + (21)(24))

>z 0.

La Figure 3.8 présente l'effet de ¢ sur les deux mondémes soulignés

U1 Vg U1 Vg
° ] . [}
I L , ;!
P1 PQ: — Pl PQ:
)
Uy Uz Uy Uz
T124 T3

FIGURE 3.8 — L’application de I'involution ¢ sur les deux monoémes soulignés.

3. Pour n et k fixés.
On dit que (hy_j(n 4+ j));>0 est fortement z-log-covcave si on a :
hk(n)hl(m) — hk,l(n + 1)hl+1<m — 1) ZI 0 (312)

oun>m,l>ketk+n=m-+I.
D’abord on montre ¢a pour j = 0, c’est-a-dire

hi(n) — hg_1(n+ Dhgea(n —1) >, 0 (3.13)
Il suffit d’utiliser I'approche des chemins de Gessel et Viennot avec les conditions
suivantes :
e u; = (0,0),
® Uy = (17 _1)
e v =(n—1k),

e vy =(n,k—1).
Pour vérifier Pégalité (3.13), il suffit de prouver que pour chaque h-monome X717
associé au couple de chemins (P;, P,) avec le signe —1, il existe au moins un h-
monome XP1P"2 as50cié au couple de chemins (P, PY) avec le signe +1 tel que
XPP _ XPP > (),
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3.2. Reésultats principaux

Pour faire ¢a, on combine les trois applications ¢, 74, 0 données aux Définition 3.15,
Définition 3.16 et Définition 3.17 respectivement dans la composition suivante :

—1 -1
TN LTN O'TE LTE

(P1, P) —— (P}, Fy) (P, Fy) (3.14)

Cependant, aprés 7y et avant ¢ les chemins P; et P, se terminent dans la méme ligne
horizontale, et par la z-log-concavité forte de (x,),>0, on obtient dans la premiére
partie de la composition

XhP > xhh (3.15)

Ensuite, aprés 7z et avant ¢ les chemins P| et Py commencent dans la méme ligne
verticale, on trouve alors

XA = XPP: (tous des injections). (3.16)
D’ou le résultat.

Pour le cas général
hi(n)hu(m) — hig—1(n + 1hipr(m — 1) >, 0,

avec k < let k+n =1+ m, on fait la méme chose en utilisant la composition
suivante :

71\71[,7']\] m—n—1_n—-m _n—m+1_m-n

(P, P) 2% (P py) T 5N (PP (3.17)

avec les conditions suivantes :
e u; = (0,0),
o uy=(Mn—m+1,m-—n-—1),
o vy =(n—1k),
(n,k—1).

[ ] UQ
Comme exemple, pourn=3, m=2,k=2et[=30na

ho(3)h3(2) — hi(4)ha(1) = (23 + 23 + 23 + 2129 + T123 + To73) (2} + T

+aiwy + 2123) — (21 + To + 23 + 14) (77])
= 2i(a)) +2i(x3) + 2i(2iz2) + 27 (2123) + 23(27)

+a5(23) + 25 (2172) + 73(2123) + 25() + 25(23)
+a(aws) + a3 (2123) + 2122(27) + 2129(23)
2129 (2219) 4+ 1120 (2103) 4+ Ty23(23) 4 2y 25(23)

—|—x1m3(x1x2) + w123(2123) + Tows(2}) + Tox3(23)

+ow3(23Ts) + Tows(z123)

—((z127) + (2277) + (z377) + (2477))
>, 0.

Et la composition suivante :

rotor ot lrNuri Tt
(P, P) X5 (Pl Py —2E N (pl' P, (3.18)
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3.2. Reésultats principaux

La Figure 3.9 présente 'effet de la composition (3.18) sur les deux mondmes souli-
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3.2. Reésultats principaux

FIGURE 3.9 — L’application de la composition (3.18) sur les deux monomes soulignés
ci-dessus.

De la méme maniére pour la a-log-concavité forte de (ex_;(n + j)) >0, il suffit de
prendre les conditions suivantes :

® Ul = (O, 0),

o uy =(2(n—m+1),m—n-—1),

o vy =(n—kk),

o uyu=(Mn—k+2k—1),
et la composition suivante :

2m—2n—1_n—m 7_2n 2m+1_m—n

(P}, Py) e E " (P, Py) (3.19)

TETﬁlengN

(PIJPQ)
Comme exemple, Pour m=4,l=2,n=5et k=1o0n a

e1(h)ea(4) — ep(6)e3(3) = (21 + xo + 3 + x4 + x5)((x122) + (x1203) + (T124)

‘o3 + Toxg + x3xy) — (T1T273)
= z(x1290) + 1 (123) + 21 (T124) + 21 (T223) + T1(22y) + 21 (2324)
+ro(x129) + To(2123) + o (T124) + T2(22x3) + To(Xomy) + xo(T324)
+x3(r122) + x3(T123) + T3(T124) + T3(T273) + T3(T274) + T3(T374)
+r4(x120) + 24(2123) + 4(T124) + T4(T223) + T4(T2y) + 24(T324)
+a5(x120) + 5(2123) + 25(T1274) + T5(T223) + T5(22y) + X5(T374)
—(z17973)
>: 0.

Et la composition suivante :

-1, _—1 -3 3_—1
TETN T TN OTL TNITRTN

(Pr, Ps) (P, 1) (P, Py). (3.20)
La Figure 3.10 présente I'application de la composition (3.20) sur les deux monomes
soulignés.
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3.2. Reésultats principaux

U1

P

o Uy

Ut e

P

e Vo

Uy e

P

=
N
<)
. . .
) . .
!
P N
e e e ) Ul
. . .
L] L] L]
L] L] L]
. . .
—
S

&

N

<)
. . .
) ) )
N
A
——— - -—-—-
’ . .
> L] L]
> L] L]
u1- . .

P

Tz
.
o
>
» [ ] L ]
N
A
i S e )
» [ ] [ ]
» [ ] [ ]
» [ ] [ ]
> [ ] [ ]
—
S

Uz

P[P} _
X' 2 = 217273

47



3.2. Reésultats principaux
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3.3. Applications

U1
e R R ) . .
Pl/ :
L
U1 e . . . . o Uy
. . . . . .
1/
P2
. . . . — .
U

XPlNPé, = T (132@‘3)

FIGURE 3.10 — L’application de la composition (3.20) sur les deux monomes exposés
ci-dessus.

3.3 Applications
Comme applications, il résulte immédiatement du Théoréme 3.18, de Proposition 2.29
et de Proposition 2.19 que

Corollaire 3.19. Les suites suivantes sont fortement q-log-concaves :

(1) - () ()

Corollaire 3.20. La suite ((ij)) est log-concave.
Jj=0

Corollaire 3.21. Les suites suivantes sont fortement q-log-concaves :
(Sq(n, k) s (Sq(n:k)),ng 5 (Sq(n 45,k =) 50 -
Corollaire 3.22. La suite ({Zi’” ) est log-concave.
177520

Corollaire 3.23. Les suites sutvantes sont fortement q-log-concaves :

(sq(m, k))kzo o (sq(n+7,k— j)>j20 :

Corollaire 3.24. La suite ([Zfﬁ) est log-concave.
Jj=0
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié la log-concavité et la g-log-concavité forte des
suites associées aux fonctions symétriques élémentaires et complétes. Nous avons constaté
que ces propriétés sont parfois difficile a établir par des approches analytique, pour cela
nous avons utilisé une preuve combinatoire qui consiste a construire des injections en
basant sur 'interprétation des déterminants utilisant des chemins de réseaux dus a Gessel
et Viennot ainsi le déterminant de Jacobi-Trudi, ce travail fait 'objet de I'article de Sagan
[18].

Comme applications, nous avons vérifié la log-concavité des suites de coefficients bi-
nomiaux et des nombres de Stirling, ainsi la ¢-log-concavité forte de g-analogue de ces
suites.
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