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Introduction

La théorie des formes modulaires est l'une des théories les plus fructueuses du XXe

siècle, elle a été grandement popularisée par les travaux de Wils en 1999 démontrant le
dernier théorème de Fermat. Issues de la branche des mathématiques étudiant les variables
complexes, les formes modulaires se trouvent au croisement de di�érentes théories, comme
la théorie des nombres, la géométrie algébrique, la physique théorique et d'autres.

Elles interviennent de façon plus ou moins naturelle dans la théorie des fonctions ellip-
tiques, des représentations unitaires du groupe de Lie SL2(R), la fonction L et représenta-
tions du groupe de Galois absolu de Q. Elles ont été aussi l'objet de plusieurs conjectures
célèbres, comme la conjecture de Ramanujan ou la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil.

On rapporte qu'Eichler aurait dit un jour que les formes modulaires constituent la
5me opération de l'arithmétique (après l'addition, la soustraction, la multiplication et la
division).

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressées à l'action des opérateurs de Hecke sur
l'espace des formes modulaires Mk et l'espace des formes paraboliques Sk, action induite
par celle dé�nie sur l'espace des fonctions holomorphes sur le demi plan de Poincaré,
périodiques de période T = 1 et holomorphes à l'in�ni. Ces opérateurs, étudiés par Hecke
dans les années 30, jouissent de propriétés remarquables.

Nous avons partagé ce mémoire en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on trouve l'essentiel concernant l'action d'un groupe sur un
ensemble, en prenant les actions homographiques comme exemple. on trouve aussi des
rappels sur les fonctions holomorphes et leurs propriétés.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les formes modulaires et comme formes
particulières les formes paraboliques et leurs propriétés, illustrées par des exemples.

Le troisième chapitre est consacré à l'étude de l'action des opérateurs de Hecke sur
l'espace de ces formes.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons brièvement quelques dé�nitions et résultats de base
que nous allons utiliser tout au long de ce mémoire.

1.1 Groupes et action de groupe sur un ensemble

1.1.1 Groupes

Soit G un groupe multiplicatif d'élément neutre e.

Dé�nition 1.1. Une partie non vide H du groupe G est un sous groupe de G si :

1. e ∈ H.
2. ∀x, x′ ∈ H, x · x′ ∈ H.
3. ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

Dé�nition 1.2. Un sous groupe H de G est dit normal dans G et on note H / G, s'il
véri�e : ∀a ∈ G, aHa−1 = H.

Lemme 1.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. H / G.

2. ∀a ∈ G, aH ⊂ Ha.

3. ∀a ∈ G, aHa−1 = H.

4. ∀a ∈ G, aHa−1 ⊂ H.

Dé�nition 1.4. On appelle relation gauche modulo le sous groupe H, la relation d'équi-
valence notée R et dé�nie par :

∀x, y ∈ G, xRy ⇐⇒ x−1 · y ∈ H.

La classe d'équivalence d'un élément x dans G est x̄ = {xh/h ∈ H}, notée aussi x ·H.
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1.1. Groupes et action de groupe sur un ensemble

Proposition 1.5. Si H / G, l'ensemble quotient G/R = {x̄/x ∈ G}, a une structure de
groupe pour la loi induite dé�nie par : x̄ · ȳ = xy.

Remarques.

1- G/R est noté G/H.
2-L'élément neutre de G/H est ē = H.

Exemple 1.6. Soit GL2(R) le groupe des matrices carrées inversibles d'ordre 2 et à
coe�cients dans R ; muni du produit des matrices et soit SL2(R) le groupe spécial linéaire,
constitué des matrices de GL2(R) de déterminant égale à 1.
SL2(R) est un sous groupe normal de GL2(R).
En e�et :

1. On a I2 ∈ SL2(R) car detI2 = 1.

2. ∀M,M
′ ∈ SL2(R) : MM

′ ∈ SL2(R), car det(MM
′
) = detM.detM

′
= 1.

3. ∀M ∈ SL2(R), det(M−1) = 1
detM

= 1, donc M−1 ∈ SL2(R).

4. ∀M ∈ SL2(R),∀A ∈ GL2(R) : det(AMA−1) = detA.detM.detA−1 = detM = 1.
D'où AMA−1 ∈ SL2(R) ⇒ A · SL2(R) ·A−1 ⊂ SL2(R) et donc SL2(R) / GL2(R).

• La relation gauche modulo SL2(R) est dé�nie par :

∀A,A′ ∈ GL2(R) : ARA′ ⇐⇒ A−1 · A′ ∈ SL2(R)

⇐⇒ detA−1 · detA′ = 1

⇐⇒ detA = detA
′
.

• Pour A ∈ GL2(R) :

Ā = A · SL2(R) = {A ·M/M ∈ SL2(R)}
= {A′ ∈ GL2(R)/detA = detA

′}.

• L'élément neutre de GL2(R)/SL2(R) est Ī2 = SL2(R).

Dé�nition 1.7. Soit A une partie du groupe G. On appelle sous groupe engendré par A
le plus petit sous groupe de G contenant A, noté 〈A〉 et dé�ni par :

〈A〉 = {aε11 a
ε2
2 ...a

εn
n , n ∈ N∗, ai ∈ A, εi = ±1,∀i = 1...n}.

Si G = 〈A〉, on dit que G est engendré par A et que A est une partie génératrice de G.

Exemple 1.8. Soit SL2(Z) = {A =

(
a b
c d

)
/a, b, c, d ∈ Z, detA = 1} et soient dans

SL2(Z), S =

(
0 1
−1 0

)
et T =

(
1 1
0 1

)
, alors les matrices S et T engendrent SL2(Z).

Preuve. Remarquons que : ∀n ∈ Z ; T n =

(
1 n
0 1

)
, S2 = −I2, ST =

(
0 1
−1 −1

)
et (ST )3 = I2. Notons H = 〈S, T 〉 le sous groupe de SL2(Z) engendré par S et T ; il su�t
de montrer que SL2(Z) ⊂ H.

Supposons le contraire, il existe donc A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) et A /∈ H.
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1.1. Groupes et action de groupe sur un ensemble

Soit F = {A ∈ SL2(Z) ∧ A /∈ H} et soit A0 =

(
a0 b0

c0 d0

)
∈ F tel que | a0 |6| a |,∀a ∈ Z,

tel que A =

(
a b
c d

)
∈ F . Nécessairement a0 6= 0 car sinon, puisque a0d0 − b0c0 = 1, ceci

implique −b0c0 = 1 et donc −b0 = c0 = ±1

donc A0 =

(
a0 b0

c0 d0

)
=

(
0 ±1
∓1 d0

)
= ±ST±d0 ∈ H, ce qui est absurde avec le fait que

A0 /∈ H.
Soit q le quotient de la division euclidienne de −b0 par a0, alors −b0 = a0q + r avec
| r |<| a0 |. On a la matrice :

A0T
q(−S) =

(
a0 b0

c0 d0

)(
1 q
0 1

)(
0 −1
1 0

)
=

(
a0q + b0 −a0

c0q + d0 −c0

)
=

(
−r −a0

c0q + d0 −c0

)
et

A0T
q(−S) ∈ F avec | r |<| a0 |, ce qui contredit la minimalité de | a0 |.

D'où SL2(Z) ⊂ H et donc SL2(Z) = 〈S, T 〉.

Dé�nition 1.9. Soient (G,·) et (G′,·) deux groupes. Une application f : G→ G
′
est dite

homomorphisme de groupes si : f(x · x′) = f(x)· f(x′),∀x, x′ ∈ G.

Proposition 1.10. Si f : G −→ G
′
est un homomorphisme de groupes, alors on a :

1. f(e) = e
′
.

2. f(x−1) = (f(x))−1.

Exemple 1.11. Soit H un sous groupe normal de G. L'application :

π : G −→ G/H

x 7−→ π(x) = x̄.

est un homomorphisme de groupes appelé la surjection canonique.

1.1.2 Action d'un groupe sur un ensemble

Dé�nition 1.12. On appelle action du groupe G sur un ensemble E toute application :

Ψ : G× E → E

(a, x) 7→ Ψ(a, x),

qu'on note Ψ(a, x) = a · x, véri�ant les deux conditions :

1. (a · b) · x = a · (b · x),∀x ∈ E,∀a, b ∈ G.
2. e · x = x, ∀x ∈ E.

On dira que G opère sur E, s'il existe une loi d'action de G sur E.

Dé�nition 1.13. Soit G un groupe opérant sur l'ensemble E et soit x ∈ E. On appelle
stabilisateur de x le sous groupe de G, noté Gx, dé�ni par Gx = {a ∈ G/a · x = x}.

Dé�nition 1.14. On appelle orbite (ou trajectoire) de x le sous ensemble de E noté Tx,
dé�ni par Tx = {y ∈ E/∃a ∈ G/y = a · x} = {a · x/a ∈ G}.
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1.2. Espaces vectoriels et applications linéaires

Proposition 1.15. Si G opère sur E, la relation R dé�nie sur E par :

xRy ⇐⇒ ∃a ∈ G tel que y = a · x,

est une relation d'équivalence où Tx est la classe d'équivalence de x.

Dé�nition 1.16. L'action de G sur E est dite transitive si et seulement si ∀x, y ∈ E :
Tx = Ty = E.

Dé�nition 1.17. L'action de G sur E est dite �dèle si et seulement si
⋂
x∈E

Gx = {e}. Ce

qui est équivalent à : a · x = x, ∀x ∈ E ⇐⇒ a = e.

1.2 Espaces vectoriels et applications linéaires

1.2.1 Espaces vectoriels

Soit K un corps et soit E un espace vectoriel sur K.

Dé�nition 1.18. Soit F une partie de E. On dit que F est un sous espace vectoriel de
E si :

1. F 6= ∅.
2. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ F, λ · x ∈ F .
3. ∀(x, y) ∈ F 2, x+ y ∈ F .

Dé�nition 1.19. Si F et G sont deux sous espaces vectoriels de E, le sous espace vecto-
riel F +G dé�ni par :
F +G = {z ∈ E/∃x ∈ F, ∃y ∈ G/z = x+y} est appelé somme des sous-espaces vectoriels
F et G .
En générale, si F1, F2, ..., Fn sont des sous espaces vectoriels de E, la somme des F1, F2, ..., Fn

est dé�nie par :
i=n∑
i=1

Fi = {x ∈ E/∃(x1, ..., xn) ∈ F1×F2× ...×Fn : x = x1 + x2 + ...+ xn}.

Dé�nition 1.20. La somme de n sous-espaces vectoriels F1, F2, ..., Fn de E est dite

somme directe si chaque élément de
i=n∑
i=1

Fi s'écrit d'une manière unique comme somme

d'éléments de F1, F2, ..., Fn, elle est notée F1 ⊕ F2 ⊕ ...⊕ Fn.

Théorème 1.21. La somme de n sous-espaces vectoriels F1, F2, ..., Fn de E est directe si
et seulement si la propriété suivante est véri�é :

∀p ∈ N, 2 6 p 6 n, (F1 + F2 + ...+ Fp−1) ∩ Fp = {0}

Théorème 1.22 (Caractérisation de la somme directe).
Soit (F1, F2, ..., Fn) une famille de sous-espaces vectoriels de E. Pour tout i ∈ {1, ..., n}
on considère une base Bi de Fi. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La somme F1 + F2 + ...+ Fn est directe.

2. ∀(x1, ..., xn) ∈ F1 × ...× Fn, x1 + x2 + ...+ xn = 0E =⇒ x1 = x2 = ... = xn = 0E.
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1.2. Espaces vectoriels et applications linéaires

3. La concaténation des bases B1, ..., Bn est une base de F1 + ...+ Fn.

4. dim(F1 + ...+ Fn) = dimF1 + ...+ dimFn.

Dé�nition 1.23. Une algèbre sur un corps commutatif K ou K-algèbre, est une structure
algébrique (A,+, ·,×) telle que :

i. (A,+, ·) est un espace vectoriel sur K.

ii. (A,+,×) est un anneau.

iii. Pour tout x, y ∈ A, λ ∈ K : (λ · x)× y = x× (λ · y) = λ · (x× y).

Dé�nition 1.24. Une algèbre graduée est une algèbre A pour laquelle il existe une famille
(Aj)j∈J de sous espaces vectoriels de A tels que :

1. A = ⊕
j∈J
Aj.

2. AiAj ⊂ Ai+j,∀i, j ∈ J, c'est à dire : ∀x ∈ Ai, ∀y ∈ Aj; x× y ∈ Ai+j,∀i, j ∈ J .

1.2.2 Applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps K et f : E −→ F une application.

Dé�nition 1.25. f est dite linéaire si on a :

1. f(x+ y) = f(x) + f(y),∀x, y ∈ E.
2. f(αx) = αf(x),∀α ∈ K, ∀x ∈ E.

• L'ensemble des applications linéaires de E dans F muni de la somme des applications
et la multiplication par scalaire est un espace vectoriel noté L(E,F ).
• Si F = E, f est appelée endomorphisme de E. L'ensemble des endomorphismes de E
est noté L(E).

Dé�nition 1.26. Soit f ∈ L(E) et soit λ ∈ K ; λ est appelée valeur propre de f s'il
existe x ∈ E tel que x 6= 0E et f(x) = λx.
x est dit vecteur propre associé à λ.

Dé�nition 1.27. Si A est une matrice dans Mn(K), on dit que λ est une valeur propre
de A s'il existe v ∈Mn,1(K) tel que v 6= 0Mn,1(K) et Av = λv.

Dé�nition 1.28. Soit A ∈ Mn(K) ; on appelle polynôme caractéristique de A ; le poly-
nôme en λ noté PA(λ) et dé�ni par : PA(λ) = det(A− λIn).
Les racines de PA(λ) dans K sont les valeurs propres de A.

Dé�nition 1.29. Si K est un corps de caractéristique di�érente de 2 ; une application
Φ : E × E → K est appelée forme bilinéaire si on a :

1. ∀α ∈ K, ∀(x, x′, y) ∈ E3 : Φ(αx+x′, y) = αΦ(x, y) + Φ(x′, y), c-à-d : Φ est linéaire
par rapport à la première variable.

2. ∀β ∈ K, ∀(x, y, y′) ∈ E3 : Φ(x, βy + y′) = βΦ(x, y) + Φ(x, y′) c-à-d : Φ est linéaire
par rapport à la deuxième variable.
L(E × E,K), l'ensemble des formes bilinéaires dé�nies sur E × E muni des deux
lois citées dans dé�nition (1.25) est un espace vectoriel sur K.
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1.3. Fonctions holomorphes

Dé�nition 1.30. Une forme bilinéaire Φ est dite symétrique si :

Φ(x, y) = Φ(y, x),∀x, y ∈ E.

Dé�nition 1.31. Supposons K = R. Φ est dite dé�nie positive si Φ(x, x) > 0,
∀x ∈ E − {0}.

Dé�nition 1.32. Un produit scalaire est une forme bilinéaire dé�nie positive.

Dé�nition 1.33. Soit E un C-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est une
application h : E × E −→ C, véri�ant :

1. h est linéaire par rapport à la première variable : h(λx+ y, z) = λh(x, z) + h(y, z),
∀λ ∈ C, ∀(x, y, z) ∈ E3.

2. h est semi-linéaire par rapport à la deuxième variable : h(x, λy + z) = λ̄h(x, y) +
h(x, z), ∀λ ∈ C, ∀(x, y, z) ∈ E3.

3. h véri�e la propriété de symétrie hermitienne : h(y, x) = h(x, y),∀(x, y) ∈ E2.

Dé�nition 1.34. Un produit scalaire hermitien est une forme hermitienne dé�nie posi-
tive.

1.3 Fonctions holomorphes

1.3.1 Séries entières

On note par D(o, ρ) (resp D(o, ρ)) le disque ouvert (resp fermé) de centre 0 et de rayon
ρ et par D̊(0, ρ) son intérieur.

Dé�nition 1.35. Soit z0 ∈ C, (an)n∈N une suite dans C. La série des fonctions de la

forme
∞∑
n=0

an(z − z0)n est appelée série entière de centre z0 et de coe�cients an.

Lemme 1.36. Soit
∞∑
n=0

anz
n une série entière. S'il existe z0 ∈ C∗ tel que la suite (anz

n
0 )n

est bornée alors la série
∞∑
n=0

anz
n est normalement convergente sur tout disque fermé

D(0, ρ) de centre 0 et de rayon ρ <|z0|.

Dé�nition 1.37. On appelle rayon de convergence de la série le nombre positif
R = Sup{r ∈ R∗ : (anr

n)n soit bornée}.

Théorème 1.38. Si R ∈ R∗+, la série
∞∑
n=0

anz
n est convergente sur tout le disque fermé

D(0, r) pour tout r < R et divergente sur C \D(0, R).
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1.3. Fonctions holomorphes

1.3.2 Dé�nitions et propriétés

Dans tout ce qui va suivre Ω désigne un ouvert de C.

Dé�nition 1.39. Soit f : Ω −→ C une fonction complexe. On dit que f est holomorphe
sur Ω si :

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe pour tout z0 ∈ Ω et on note :

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= f ′(z0),

appelée la dérivée de f en z0.
L'ensemble des fonctions holomorphes sur Ω est noté H(Ω).

Proposition 1.40.

• Si f ∈ H(Ω) et g ∈ H(Ω) alors f + g et fg appartiennent aussi à H(Ω).
• Si f ∈ H(Ω), f(Ω) ⊂ Ω′ et g ∈ H(Ω

′
), alors g ◦ f ∈ H(Ω) et pour tout z0 ∈ Ω,

(g ◦ f)
′
(z0) = g

′
(f(z0))f

′
(z0).

Exemples 1.41. 1. Pour tout n ∈ N, la fonction : z 7−→ zn est holomorphe sur C.
2. La fonction : z 7−→ z̄ n'est holomorphe en aucun point de C.
3. La fonction : z 7−→ 1

z
est holomorphe sur C− {0}.

Corollaire 1.42. H(Ω) muni de la somme des fonctions et la multiplication par scalaire
est un espace vectoriel sur C.

Dé�nition 1.43. Une fonction f est dite analytique sur Ω si pour tout disque ouvert de
centre z0 et de rayon r, D(z0, r) ⊂ Ω, il existe (cn)n ∈ (C)N telle que :

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n,∀z ∈ D(z0, r).

On note par A(Ω) l'ensemble des fonctions analytiques sur Ω.

Théorème 1.44. Si f ∈ A(Ω), alors f ∈ H(Ω). De plus f
′ ∈ A(Ω).

Corollaire 1.45. Si f ∈ A(Ω) alors f a des dérivées de tout ordre et toutes ses dérivées
sont dans A(Ω).

Proposition 1.46. Si Ω est un ouvert connexe de C, f ∈ H(Ω) et f
′

= 0, ∀z ∈ Ω, alors
f est constante sur Ω.

Proposition 1.47. Si Ω est un ouvert connexe et si f ∈ H(Ω), alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. f constante sur Ω.

2. Re(f) est constant sur Ω.

3. Im(f) est constant sur Ω.

4. |f | est constant sur Ω.

5. f̄ ∈ H(Ω).
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1.3. Fonctions holomorphes

Théorème 1.48. 1. Toute fonction holomorphe sur Ω est analytique sur Ω.

2. Le rayon de convergence R de la série
∑
n>0

cn(z − z0)n est supérieur ou égal à

d(z0,C \ Ω) ;(La distance de z0 à C \ Ω).

3. ∀ 0 < r < R :
∞∑
n=0

| cn |2 r2n = 1
Π

π∫
−π
| f(z0 + reiθ) |2 dθ.

Lemme 1.49. Si f ∈ H(D(0, 1)) telle que f(0) = 0 et si | f(z) |< 1 pour tout z ∈ D(0, 1),
alors on a :

1. ∀z ∈ D(0, 1), |f(z)| 6 |z|.
2. |f ′(0)| 6 1.

3. Si |f ′(0)|= 1 ou s'il existe z ∈ D(0, 1) \ {0} tel que |f(z)|=|z| alors il existe λ ∈ C
tel que |λ|= 1 et f(z) = λz pour tout z ∈ D(0, 1).

Dé�nition 1.50. On dit que f : Ω −→ Ω
′
est biholomorphe si f est holomorphe sur Ω

et bijectif et si f−1 est holomorphe sur Ω
′
.

On dit dans ce cas que Ω et Ω
′
sont conformément équivalents.

Théorème 1.51. Tout ouvert simplement connexe de C est conformément équivalent à
D(0, 1).

Théorème 1.52. Soit f ∈ H(Ω), périodique de période T = 1 ; alors il existe une fonction

f̂ : D(0, 1)− {0} −→ C tel que f(z) = f̂(q) /q = e2iπz, f̂ holomorphe sur D(0, 1)− {0},
de plus les conditions suivantes sont équivalentes :

1. lim
Imz−→+∞

f(z) existe.

2. f̂ se prolonge par holomorphie en z0 = 0.

3. f admet un développement en série entière en z0 = 0 de rayon de convergence
R > 1.

Dé�nition 1.53. On dit que f est holomorphe en l'in�ni si f̂ est holomorphe en 0.

Théorème 1.54. Soit
∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence R, alors la série

entière
∞∑
n=0

nanz
n−1 a le même rayon de convergence que

∞∑
n=0

anz
n. De plus, la fonction :

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n est holomorphe sur D(0, R) et f

′
(z) =

∞∑
n=0

nanz
n−1.

Lemme 1.55. Soit (an)n une suite dans C telle que la série
∞∑
n=0

an soit convergente. Alors

la série
∞∑
n=0

anr
n est uniformément convergente sur [0, 1].

Théorème 1.56. Soit
∞∑
n=0

anz
n une série entière de rayon de convergence R et soit

z0 ∈ C tel que |z0|= R et tel que
∞∑
n=0

anz
n
0 soit convergente de somme S0. Alors la fonction

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n qui est holomorphe sur D(0, R) a pour limite S0 lorsque z tend vers z0.
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1.3. Fonctions holomorphes

1.3.3 Fonctions méromorphes

Séries de Laurent

Dé�nition 1.57. La série de fonctions de la forme
∞∑
−∞

an(z − z0)n est appelée série de

Laurent de centre z0 et de coe�cient an.

La série
1∑
−∞

an(z− z0)n est appelée sa partie principale et
∞∑
0

an(z− z0)n est appelée partie

régulière.

Théorème 1.58. Si f est une fonction holomorphe sur la couronne C(z0, r, R), alors f

est développable en série de Laurent dans C(z0, r, R) sous la forme f(z) =
∞∑
−∞

an(z−z0)n.

De plus la série
∞∑
−∞

an(z − z0)n converge normalement dans C(z0, r
′
, R
′
) pour tous r

′
, R
′

tels que r < r
′
et R < R

′
et on a pour tout n ∈ Z : an = 1

2iπ

∫
c(a,ρ)

f(ξ)
(ξ−a)n+1dξ, pour

r < ρ < R.

Singularités

Dé�nition 1.59. Soit f : Ω −→ C une application et soit z0 ∈ Ω. On dit que z0 est
une singularité isolée de f si et seulement s'il existe r > 0 tel que D(z0, r) ⊂ Ω et f
holomorphe sur D(z0, r) \ {z0}.

Théorème 1.60. Soit z0 ∈ Ω une singularité isolée de f et soit f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n

le développement de f en série de Laurent autour de z0. Alors l'un des trois cas se pré-
sente :

1. an = 0 pour tout n < 0 et on dit que z0 est une singularité arti�cielle de f .

2. Il existe m > 1 tel que an = 0 pour tout n<−m et on dit que z0 est un pôle d'ordre
m de f .

3. L'ensemble {n ∈ N/a−n 6= 0} est in�ni et on dit que z0 est une singularité essen-
tielle de f .

Dé�nition 1.61. Une application f : Ω −→ C est dite méromorphe sur Ω s'il existe une
suite (zn)n dans Ω sans points d'accumulation dans Ω telle que :

1. f ∈ H(Ω \ {(zn)n}).
2. Pour chaque n ∈ N, zn est un pôle pour f .

On note par M(Ω) l'ensemble des fonctions méromorphes. Si Ω est connexe alors M(Ω)
est un corps.
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Chapitre 2

Les formes modulaires

Dans ce chapitre, on s'intéresse essentiellement aux formes modulaires et leurs proprié-
tés et comme formes particulières on traite les formes paraboliques. Tout d'abord on va
dé�nir une action de groupe qui va nous guider vers le groupe modulaire dont nous allons
étudier la structure. Puis on �nit par les formes modulaires en donnant des exemples.

2.1 Actions homographiques

Dé�nition 2.1. On appelle demi plan de Poincaré, noté H, l'ouvert connexe de C des
nombres complexes de partie imaginaire strictement positive.

H = {z ∈ C/Im(z) > 0}.

Dé�nition 2.2. On appelle transformation homographique, toute application f de la
forme :

z 7−→ az + b

cz + d
/a, b, c, d, z ∈ C.

• Si c 6= 0 ; f c'est une fonction holomorphe sur C− {−d
c
}.

• Si c = 0, d 6= 0 ; f est holomorphe sur C et s'appelle transformation a�ne.

Exemples 2.3.

• La transformation z 7−→ z−i
z+i

est appelée transformation de Cayley.

• La transformation z 7−→ 1
z
est appelée l'inversion.

On considère le groupe SL2(R) formé des matrices carrés d'ordre 2 à coe�cients réels
et de déterminant 1.

Proposition 2.4. SL2(R) opère transitivement sur H par l'action :

SL2(R)×H −→ H(
a b
c d

)
· z 7−→ az + b

cz + d
,

appelée action homographique.
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2.1. Actions homographiques

Preuve. 1. Soient A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R), z ∈ H, en posant A · z = az+b

cz+d
, on a :

Im(A · z) = Im

(
az + b

cz + d

)
= Im

(
(az + b)(cz̄ + d)

|cz + d|2

)
= Im

(
ac|z|2 + adz + bcz̄ + bd

|cz + d|2

)
=

(
ad− bc
|cz + d|2

)
Im(z)

=
Im(z)

|cz + d|2
. (2.1)

On en déduit que Im(A · z) > 0,∀z ∈ H et donc A · z ∈ H pour tout z ∈ H. Ceci
donne l'existence de l'application :

SL2(R)×H −→ H
(A, z) 7−→ A · z.

Reste à véri�er les deux conditions citées dans la dé�nition (1.12).

2. Soient A =

(
a b
c d

)
, B =

(
e f
g h

)
∈ SL2(R) et soit z ∈ H :

On a : (AB) · z =

((
a b
c d

)(
e f
g h

))
· z =

(
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

)
· z

=
(ae+ bg)z + af + bh

(ce+ dg)z + cf + dh
,

d'autre part on a :

A · (B · z) =

(
a b
c d

)
·
((

e f
g h

)
· z
)

=

(
a b
c d

)
·
(
ez + f

gz + h

)
=
a ez+f
gz+h

+ b

c ez+f
gz+h

+ d

=
(ae+ bg)z + af + bh

(ce+ dg)z + cf + dh
.

3. I2 · z =
(

1 0
0 1

)
· z = z.

4. Pour la transitivité de cette action, il su�t de montrer que tout les éléments de H
ont la même orbite et qui est H.

On a : ∀z = x + iy ∈ H, il existe A =

(√
y x√

y

0 1√
y

)
qui est dans SL2(R) telle que

A · i = z, c'est à dire tous les éléments z de H sont dans la classe de i et donc
Tz = Ti, ∀z ∈ H et l'action est transitive.
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2.2. Groupe modulaire

Remarque. L'action de SL2(R) sur H n'est pas �dèle car pour A ∈ SL2(R) :

A =

(
a b
c d

)
∈ ∩

z∈H
SL2(R)z ⇐⇒ A · z = z,∀z ∈ H

⇐⇒ az + b

cz + d
= z,∀z ∈ H

=⇒ cz2 + (d− a)z − b = 0,∀z ∈ H
=⇒ c = b = 0 et a = d,

comme A ∈ SL2(R), la condition :

ad− bc = 1 =⇒ a2 = 1

=⇒ a = ±1

=⇒ A = ±I2.

Comme I2 · z = z, ∀z ∈ H, alors ∩
z∈H

SL2(R)z = {±I2}.

2.2 Groupe modulaire

Soit SL2(Z) le sous groupe de SL2(R) formé des matrices à coe�cients dans Z.

Dé�nition 2.5. On appelle groupe modulaire le groupe quotient Γ = SL2(Z)/{±I2}.

Proposition 2.6. Le groupe modulaire Γ opère sur H par action homographique �dèle.

Preuve. Posons pour Ā ∈ Γ et z ∈ H : Ā·z = A·z, telle que pour A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) :

A · z = az+b
cz+d

. On a : Ā · z ∈ H (proposition 2.4).

1. On montre que :

ψ : Γ×H −→ H
(Ā, z) 7−→ Ā · z = A · z est une application.

Soient (Ā, z), (Ā′, z′) ∈ Γ×H :

(Ā, z) = (Ā′, z′) =⇒ Ā = Ā′ ∧ z = z′

=⇒ A−1A′ ∈ {±I2} ∧ z = z′

=⇒ A−1A′ = ±I2 ∧ z = z′

=⇒ A = ±A′ ∧ z = z′.

Si on pose A =

(
a b
c d

)
, A′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
:

Si A = A′, alors :

az + b

cz + d
=
a′z′ + b′

c′z′ + d′
=⇒ A · z = A′ · z′

=⇒ Ā · z = Ā′ · z′.
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2.2. Groupe modulaire

Si A = −A′, alors :

A · z =
az + b

cz + d
=
−a′z − b′

−c′z − d′
=
−a′z′ − b′

−c′z′ − d′
=
a′z′ + b′

c′z′ + d′
= A′ · z′ =⇒ Ā · z = Ā′ · z′.

D'où ψ est une application.

2. Soient Ā, B̄ ∈ Γ, z ∈ H :
* (Ā.B̄) · z = (AB) · z = (AB) · z = A · (B · z) = Ā · (B̄ · z).
* Ī2 · z = I2 · z = z.

3. Soit Ā ∈ ∩
z∈H

Γz :

Ā ∈ ∩
z∈H

Γz ⇐⇒ Ā · z = z,∀z ∈ H

⇐⇒ A · z = z,∀z ∈ H
⇐⇒ A = ±I2

⇐⇒ Ā = ±I2 = {−I2, I2}
⇐⇒ Ā = eΓ.

D'où ∩
z∈H

Γz = {eΓ} et donc l'action de Γ sur H est �dèle.

Remarques. De l'action de Γ sur H on a :

1. Si z ∈ H ; Tz = {Ā · z/Ā ∈ Γ} = {A · z/A ∈ SL2(Z)}
= {az+b

cz+d
/a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1}.

2. Si z, z′ sont deux éléments de H tel que Tz = Tz′, on dit que z et z′ sont congrus
modulo Γ.

3. Si T , S̄ sont les classes des matrices T et S dans Γ on a :
• T · z = T · z = z + 1 et S̄ · z = S · z = −1

z
.

• T−1 · z = T−1 · z = z − 1, S
−1 · z = S−1 · z = −1

z
.

et ∀n ∈ Z : T
n · z = T n · z = z + n et S̄n · z = Sn · z =

{
z Si n est pair.

−1
z

Si n est impair.

Dans tout ce qui va suivre un élément de SL2(Z) et sa classe dans Γ seront notés de
la même manière.
Soit D l'ouvert de C dé�ni par : D = {z ∈ H, |Re(z)| 6 1

2
et |z| > 1}, est appelé le

domaine fondamental pour l'action de Γ sur H.
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2.2. Groupe modulaire

Figure 2.1 � Domaine fondamental D

Théorème 2.7.

1. ∀z ∈ H,∃B ∈ Γ tel que : B · z ∈ D.

2. Si z, z
′ ∈ D, z 6= z

′
, sont congrus modulo Γ, alors :


Re(z) = ±1

2
et z

′
= z ± 1.

∨
Re(z) < 1

2
et | z |= 1 et z

′
= −1

z
.

3. Soit z ∈ D et soit Γz le stabilisateur de z dans Γ. Alors Γz = {1} sauf dans les cas
suivants :

(a) z = i, Γz est le groupe d'ordre 2 engendré par S ; Γz = {1, S}.
(b) z = j, où j = e2iπ/3, Γz est le groupe d'ordre 3 engendré par ST ;

Γz = {1, ST, (ST )2}.
(c) z = −j̄, Γz est le groupe d'ordre 3 engendré par TS ; Γz = {1, TS, (TS)2}.

Preuve. 1. Soit G = 〈S, T 〉, le sous groupe de Γ engendré par S et T . Pour

A =

(
a b
c d

)
/A ∈ G et z ∈ H, et de la relation Im(A · z) = Im(z)

|cz+d|2 , l'ensemble

{Im(A · z)/A ∈ G} est �ni et admet un maximum. Il existe alors A0 ∈ G tel que :
Im(A · z) 6 Im(A0 · z), ∀A ∈ G. Comme T n(A0 · z) = A0 · z + n, ∀n ∈ Z, on peut
toujours trouver n0 ∈ Z tel que |Re(T n0 ·(A0·z))| 6 1

2
. Posons z0 = T n0 ·(A0·z), alors

z0 = (T n0A0)·z et on a : |z0|> 1, car sinon Im(S ·z0) = Im(− 1
z0

) = Im(z0)
|z0|2 > Im(z0).

Or Im(z0) = Im(T n0 · A0z) = Im(A0z + n0) = Im(A0z). On aurait
Im(S · z0) = Im((ST n0A0) · z) > Im(A0 · z), ce qui contredit la maximalité de
Im(A0z). D'où pour tout z ∈ H, il existe B = T n0A0 ∈ Γ tel que B · z ∈ D.

2. Pour la deuxième et troisième points : soient z ∈ D et A =

(
a b
c d

)
∈ G tels

que A · z ∈ D. Quitte à remplacer (z, A) par (Az,A−1), on peut supposer que
Im(Az) > Im(z), c'est à dire que | cz + d |6 1. Ceci est impossible pour | c |> 1,
donc on étudier les cas c ∈ {0,±1}.
Si c = 0, on a d = ±1 et A est translation par ±b. Comme R(z) et R(Az) sont
entre −1

2
et 1

2
, on a soit b = 0 et A = 1, soit b = ±1, auquel cas l'un des nombres

R(z) et R(Az) doit être égal à −1
2
et l'autre à 1

2
.
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2.3. Formes modulaires

Si c = 1, alors d = 0, sauf si z = j( ou −j), et dans ce cas on peut avoir d = 0 ou
1( ou d = 0 ou −1 ). Le cas d = 0 donne |z| 6 1, d'où |z| = 1. Comme ad− bc = 1,
b = −1, donne Az = a − 1

z
et la première partie de la discussion montre que

a = 0, sauf si R(z) = ±1
2
, c'est à dire si z = j ou −j, auquel cas on peut prendre

a = 0,−1, ou a = 0, 1. Le cas z = j, d = 1 donne a− b = 1 et Aj = a− 1
1−j = a+ j,

d'où a = 0 ou 1. On traite de même le cas z = −j et d = −1.
En�n, le cas c = −1 se ramène au cas c = 1 en changeant les signes des coe�cients
de A.

Théorème 2.8. Γ est engendré par S et T .

Preuve. Considérons le sous groupe Γ
′
de Γ engendré par S et T .

Soit A ∈ Γ et z ∈ D̊ ⊂ H, donc Az ∈ H. D'après le théorème (2.7), ∃A′ ∈ Γ
′
: A

′
Az ∈ D,

comme z ∈ D̊ alors z = A
′
Az et A

′
A = 1⇒ A ∈ Γ

′
donc Γ ⊂ Γ

′
d'où Γ = Γ

′
.

2.3 Formes modulaires

Dé�nition 2.9. Soit k ∈ Z. Une fonction f : H → C est dite faiblement modulaire de

poids k, si elle véri�e pour tout A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z) :

f(A · z) = JA,k(z) · f(z), ∀z ∈ H, (2.2)

avec : JA,k(z) = (cz + d)k.
La relation (2.2) est appelée condition de modularité.

Lemme 2.10. Soient A,B ∈ SL2(Z) ; on a alors :

JAB,k(z) = JA,k(B · z) · JB,k(z), ∀z ∈ H,

appelée relation de "cocycle".

Preuve. Posons A =

(
a b
c d

)
, B =

(
a′ b′

c′ d′

)
, alors A ·B =

(
aa
′
+ bc

′
ab
′
+ bd

′

ca
′
+ dc

′
cb
′
+ dd

′

)
.

JAB,k(z) = [(ca
′
+ dc

′
)z + (cb

′
+ dd

′
)]k

= [c(a
′
z + b

′
) + d(c

′
z + d

′
)]k

=

[
(c′z + d′) ·

(
c

(
a′z + b′

c′z + d′

)
+ d

)]k
= (c′z + d′)k ·

(
c

(
a′z + b′

c′z + d′

)
+ d

)k
= JB,k(z) · JA,k(B · z).
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2.3. Formes modulaires

Proposition 2.11. Si f est faiblement modulaire de poids k, on a alors :

1. ∀A,B ∈ SL2(Z) : f((AB) · z) = JA,k(B · z) · JB,k(z) · f(z).

2. f(z + 1) = f(z) et f
(
−1
z

)
= zk · f(z), ∀z ∈ H.

Preuve.

1. En e�et :

f faiblement modulaire =⇒ f(A · z) = JA,k(z) · f(z),∀A ∈ SL2(Z)

=⇒ f((AB) · z) = JAB,k(z) · f(z),∀A,B ∈ SL2(Z)

Lemme (2.10) =⇒ f((AB) · z) = JA,k(B · z) · JB,k(z) · f(z)

2.Pour A = T dans la relation (2.2) on obtient :
f(T · z) = JT,k(z) · f(z)⇐⇒ f(z + 1) = f(z), ∀z ∈ H.
Pour A = S dans la relation (2.2) on obtient :
f(S · z) = JS,k(z) · f(z)⇐⇒ f

(
−1
z

)
= zk · f(z), ∀z ∈ H.

Dé�nition 2.12. Une forme modulaire de poids k ∈ Z est une fonction f : H → C
faiblement modulaire de poids k telle que :

1. f est holomorphe sur H.

2. f(z) admet une limite �nie quand Im(z)→ +∞ notée f(∞).

Proposition 2.13. Soit H(H) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur H et
soit Mk l'ensemble des formes modulaires de poids k ; on a alors :

1. Mk est un sous espace vectoriel de H(H).

2. Mk = {0} pour tout k ∈ Z tel que k impair.

Preuve.

1. Mk 6= ∅ car la fonction nulle, notée 0, est un élément de Mk.
• Mk ⊂ H(H), car toute forme modulaire est holomorphe sur H.
• ∀f, g ∈Mk :

(f + g)(A · z) = f(A · z) + g(A · z), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z)

= JA,k(z)f(z) + JA,k(z)g(z), ∀z ∈ H, ∀A ∈ SL2(Z)

= JA,k(z)(f(z) + g(z)), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z)

= JA,k(z) · (f + g)(z), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z).

Comme f + g ∈ H(H) et lim
Imz→+∞

(f + g) existe, alors f + g ∈Mk.

• ∀α ∈ C,∀f ∈Mk :

(α · f)(A · z) = α · f(A · z), ∀z ∈ H, ∀A ∈ SL2(Z)

= α · JA,k(z) · f(z), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z)

= JA,k(z) · α · f(z), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z)

= JA,k · (αf)(z), ∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z).

16



2.4. Exemples sur les formes modulaires

Comme α · f ∈ H(H) et lim
Imz→+∞

(α · f) existe, alors α · f ∈Mk.

D'où Mk est un sous espace vectoriel de H(H).
2. Si on remplace dans la relation (2.2) la matrice A par −I2 on aurait :

f(−I2 · z) = J−I2,k(z) · f(z)⇐⇒ f(z) = (−1)k · f(z),∀z ∈ H.

Donc si k est impair, on aurait f(z) = −f(z),∀z ∈ H, ce qui donne f(z) = 0,∀z ∈ H,
d'où f ≡ 0.

Remarque. Ce dernier résultat implique que toute forme modulaire non nulle est de poids
pair, ce qui explique le choix de k pair dans la suite.

Proposition 2.14. Tout élément f dans Mk admet un développement appelé développe-
ment de Fourier de la forme :

f(z) =
∑
n>1

f̂(n)qn, q = e2iπz ,

normalement convergent sur toute partie de H véri�ant Imz > A,A ∈ R∗+.

Preuve. Soit f ∈ Mk ; comme f ∈ H(H) et f est périodique de période égale à 1, il
existe d'après le théorème (1.52) f̂ : D(0, 1)− {0} −→ C, tel que f(z) = f̂(q), q = e2iπz,
holomorphe sur D(0, 1)−{0}. Comme lim

Imz→+∞
f(z) existe, f̂ est holomorphe en 0 et assure

l'existence d'un tel développement.

Dé�nition 2.15. Soit f =
∑
n>0

f̂(n)qn ∈Mk, f est appelée forme parabolique si f̂(0) = 0.

Proposition 2.16. L'ensemble Sk des formes paraboliques est un sous espace vectoriel
de Mk.

Preuve.

• Il est clair que Sk ⊂Mk et que Sk 6= ∅.
• ∀f, g ∈ Sk : si f =

∑
n>0

f̂(n)qn, g =
∑
n>0

ĝ(n)qn ; f + g =
∑
n>0

cnq
n =

∑
n>0

(f̂(n) + ĝ(n))qn ;

c0 = f̂(0) + ĝ(0) = 0, donc f + g ∈ Sk.
• ∀α ∈ C, f ∈ Sk : (α·f)(z) =

∑
n>0

cnq
n = α

∑
n>0

f̂(n)qn =
∑
n>0

αf̂(n)qn d'où c0 = α·f̂(0) = 0

et donc α · f ∈ Sk.

2.4 Exemples sur les formes modulaires

2.4.1 Séries d'Eisenstein

Dé�nition 2.17. Soit k > 4 tel que k ≡ 0[2]. La série d'Eisenstein d'indice k est dé�nie
comme suit :

Gk(z) =
∑

(n,m)∈(Z2)∗

1

(mz + n)k
, pour z ∈ H.
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Théorème 2.18. [1]. Soient η > 0, δ > 0 et k > 4. La série Gk(z) converge uniformément
∀z ∈ Ω tel que Ω = {z ∈ H/Im(z) > η, | Re(z) |6 δ}.

Dé�nition 2.19. La fonction zêta de Riemann est dé�nie comme suit :

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
,

avec s ∈ C et Re(s) > 1.

Théorème 2.20. Pour k ≡ 0[2], k > 4, la série Gk(z) est une forme modulaire de poids
k, avec Gk(i∞) = 2ζ(k).

Preuve. Soit M =

(
a b
c d

)
∈ Γ, pour z ∈ H, (m,n) ∈ Z2, on a :

m
az + b

cz + d
+ n =

(am+ cn)z + (bm+ dn)

cz + d
.

Observons que l'application :

f : Z2 −→ Z2

(m,n) 7−→ (am+ cn, bm+ dn)

est bijective et son inverse est (m,n) 7−→ (m,n)

(
d −b
−c a

)
= (m,n)M−1,

donc si (m,n) ∈ Z2 ⇒ (m,n)M ∈ Z2 . Comme Gk est absolument convergente alors :

Gk(Mz) =
∑

(m,n)∈(Z2)∗

1

(m(Mz) + n)k

=
∑

(m,n)∈(Z2)∗

1

(cz + d)−k((am+ cn)z + (bm+ dn))k

=
∑

((m′ ,n′ )M−1)∈(Z2)∗

1

(cz + d)−k(m′z + n′)k

= (cz + d)k
∑

(m′ ,n′ )∈(Z2)∗

1

(m′z + n′)k

= (cz + d)kGk(z).

De plus on a l'holomorphie de Gk dans H par la convergence de Gk(z),∀z ∈ H. Il reste à
prouver que Gk est holomorphe à l'in�ni, i.e. Gk(z) a une limite quand Im(z)→ +∞.
Pour calculer cette limite on peut restreindre z à Ω où Gk converge uniformément. On
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peut passer à la limite terme à terme :

lim
Im(z)→+∞

Gk(z) =
∑

(m,n)∈(Z2)∗

lim
Im(z)→+∞

1

(mz + n)k

=

0 si m 6= 0∑
(m,n)∈(Z2)∗

1
nk

si m = 0

=
∑

n∈Z−{0}

1

nk
=

−1∑
n=−∞

1

nk
+

+∞∑
n=1

1

nk

= 2
+∞∑
n=1

1

nk
= 2ζ(k).

D'où Gk est holomorphe sur H∗ et donc Gk est une forme modulaire de poids k.

Développement de Fourier des séries d'Eisenstein

Le but de cette sous section est de déterminer les coe�cient Ĝk(n) de Gk(z).

Dé�nition 2.21. Les nombres Bk de Bernoulli sont les coe�cients dans le développement
en série de x

ex−1
. On a :

x

ex − 1
= 1− x

2
+

+∞∑
k=1

(−1)k+1Bk
x2k

(2k)!
.

B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, ...

Proposition 2.22. ∀k > 1, on a :

ζ(2k) =
22k−1

(2k)!
Bkπ

2k.

Preuve. En utilisant les deux relations :

cos(z) =
eiz + e−iz

2
, sin(z) =

eiz − e−iz

2i

on obtient :

cot(z) = i
eiz + e−iz

eiz − e−iz
= i+

2i

e2iz − 1
⇒ zcot(z) = iz +

2iz

e2iz − 1
.

Posons x = 2iz dans la dé�nition des nombres de Bernoulli, on trouve que :

z cot z = 1 +
+∞∑
k=1

Bk(−1)k+1 (2iz)2k

(2k)!
= 1 +

+∞∑
k=1

Bk(−1)k+1(−1)k
(2z)2k

(2k)!

= 1−
+∞∑
k=1

Bk
(2z)2k

(2k)!
. (2.3)
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En utilisant la formule standard :

f(z) = sin z = z

+∞∏
n=1

(
1− z2

n2π2

)
⇒ log f = log z +

+∞∑
n=1

log

(
1− z2

n2π2

)
.

Par dérivation on trouve que :

cos z

sin z
= cot z =

1

z
+

+∞∑
n=1

−2z
n2π2

1− z2

n2π2

.

⇒ z cot z = 1− 2
+∞∑
n=1

z2

n2π2

1− z2

n2π2

= 1− 2
+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

z2k

n2kπ2k

= 1− 2
+∞∑
k=1

(
+∞∑
n=1

n−2k

)
z2k

π2k
. (2.4)

Par identi�cation entre (2.3) et (2.4), on trouve :

22k

(2k)!
Bk = 2

+∞∑
n=1

n−2k 1

π2k

⇒ ζ(2k) =
+∞∑
n=1

1

n2k
=

22k−1

(2k)!
Bkπ

2k.

Remarque.

ζ(k) se donne aussi par la formule :

ζ(k) =
(2π)k

2(k!)
| Bk |= (−1)1+ k

2
(2π)k

2(k!)
Bk,

avec k = 2, 4, 6, ... et Bk sont dé�nis par le développement en série de x
ex−1

=
+∞∑
n=0

Bn
n!
xn.

Les premières valeurs de Bk sont : Bk = 0 pour k impair, B2 = 1
6
, B4 = − 1

30
, B6 = 1

42
,

B8 = − 1
30
, ...

Dé�nition 2.23. On dé�nit la fonction suivante pour k ∈ Z, k > 4.

hk(z) =
+∞∑

n=−∞

1

(z + n)k
.

Elle est sous-suite de Gk(z).

Lemme 2.24. [1]. Soit k ∈ Z, k > 4, la fonction hk(z) est holomorphe dans H et elle est
périodique : hk(z + 1) = hk(z),∀z ∈ H , le développement de Fourier de hk est :

hk(z) =
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
m=1

mk−1qm, avec q = e2πiz.

20



2.4. Exemples sur les formes modulaires

Théorème 2.25. Soit k > 2 et z ∈ H. Le développement de Fourier de la série d'Eisen-
stein G2k est :

G2k(z) = 2ζ(2k) + 2
(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)qn, avec q = e2πiz.

Où σp−1(n) est la fonction dé�nie par : σp−1(n) =
∑
d\n

dp−1.

Preuve. G2k(z) =
∑

(m,n)∈(Z2)∗

1
(mz+n)2k

, décomposons G2k(z) en trois parties selon que,

m < 0, m = 0 ou m > 0 :

G2k(z) =
∑

(m,n)∈(Z2)∗

1

(mz + n)2k
=

−1∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

1

(mz + n)2k
+

+∞∑
n=−∞

1

(0z + n)2k
+
∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

1

(mz + n)2k

=
1∑

m=∞

+∞∑
n=−∞

1

(−mz + n)2k
+

+∞∑
n=−∞

1

(n)2k
+
∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

1

(mz + n)2k
.

On a :(−mz + n)2k = (mz − n)2k, (−n)2k = (n)2k. Par changement d'indice n 7−→ −n
dans les deux premières sommes, il résulte alors :

1∑
m=∞

−∞∑
n=∞

1

(mz + n)2k
+

1∑
n=∞

1

(n)2k
+
∞∑
n=1

1

n2k
+
∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

1

(mz + n)2k
.

Grâce à la convergence uniforme de G2k, on peut sommer :

2
∞∑
n=1

1

n2k
+ 2

∞∑
m=1

+∞∑
n=−∞

1

(mz + n)2k
= 2ζ(2k) + 2

∞∑
m=1

h2k(mz).

D'après le lemme (2.24) on trouve que cette dernière devient :

= 2ζ(2k) + 2
∞∑
m=1

(
(−2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

n2k−1(e2πimz)n

)

= 2ζ(2k) + 2
(−2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
m=1

∞∑
n=1

n2k−1e2πimnz. (2.5)

Soit η > 0, pour z = x+ iy ∈ H avec y > η, la double série dernière converge absolument
uniformément. En e�et :

|n2k−1e2πimnz| 6 n2k−1|e2πimnx||e−2πmny| = n2k−1

e2πmny
6

n2k−1

e2πnmη
6 n2k−1 , (n,m > 1).
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

On peut réordonner (2.5) de la façon suivante :

∞∑
m=1

∞∑
n=1

n2k−1e2πimnz =
∞∑
t=1

∑
mn=t

m>0,n>0

n2k−1e2πitz

=
∞∑
t=1

 ∑
mn=t

m>0,n>0

n2k−1

 e2πitz =
∞∑
t=1

∑
n\t

n2k−1

 qt

=
∞∑
t=1

σ2k−1(t)qt.

Donc

G2k(z) = 2ζ(2k) + 2
(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
t=1

σ2k−1(t)qt.

Dé�nition 2.26. Soit k ≡ 0[2], k > 4. On appelle série d'Eisenstein normée la série
Ek = 1

2ζ(k)
Gk. On a : Ek(i∞) = 1.

Corollaire 2.27. Soit k ≡ 0[2], k > 4 et z ∈ H. Le développement de Fourier de la série

d'Eisenstein normée Ek est : Ek(z) = 1− 2k
Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn avec q = e2πiz.

Preuve. D'après le théorème (2.25) et la dé�nition de Ek = 1
2ζ(k)

Gk. On trouve que :

Ek(z) = 1 + (2πi)k

ζ(k)(k−1)!

∞∑
n=1

σk−1(n)qn, et on a ζ(k) = (−1)1+ k
2

(2π)k

2(k!)
Bk. Donc :

Ek(z) = 1 +
2(2πi)kk!

(−1)1+ k
2 (k − 1)!(2π)kBk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1 +
2(i)kk

(−1)1+ k
2Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1 +
2(i2)

k
2 k

(−1)1+ k
2Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn

= 1− 2k

Bk

∞∑
n=1

σk−1(n)qn.

2.4.2 La fonction ∆

Dé�nition 2.28. On dé�nit : ∆ = 1
1728

(E3
4 − E2

6) c'est une forme modulaire parabolique
de poids 12.
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Lemme 2.29. [1]. Soit S(z) =
∞∑
n=1

a(n)qn une série uniformément convergente pour

z ∈ H. Alors on a pour k ∈ C :(
1 + k

∞∑
n=1

a(n)qn

)2

= 1 + 2k
∞∑
n=1

a(n)qn + k2

∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

a(r)a(s)

)
qn.

(
1 + k

∞∑
n=1

a(n)qn

)3

= 1 + 3k
∞∑
n=1

a(n)qn + 3k2

∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

a(r)a(s)

)
qn+

k3

∞∑
n=3

( ∑
r+s+t=3

a(r)a(s)a(t)

)
qn.

Théorème 2.30. Soit k ≡ 0[2], k > 4 et z ∈ H. Le développement de Fourier du ∆ est :
∆(z) =

∑∞
n=1 τ(n)qn, avec q = e2πiz où τ(n) est la fonction de Ramanujan donné par :

τ(n) =
1

12

(
5σ3(n) + 7σ5(n)

)
+
∑
r+s=n

(
100σ3(r)σ3(s)− 147σ5(r)σ5(s)

)
+

8000
∑

r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t).

Preuve. On a d'après le corollaire (2.27) et la dé�nition (2.28) :

∆(z) =
1

123

((
E4(z)

)3

−
(
E6(z)

)2
)

=
1

123

((
1− 8

B4

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)3

−
(

1− 12

B6

∞∑
n=1

σ5(n)qn
)2
)

=
1

123

((
1 + 240

∞∑
n=1

σ3(n)qn
)3

−
(

1− 504
∞∑
n=1

σ5(n)qn
)2
)

et d'après le lemme (2.29) on trouve que :

∆(z) =
1

123

(
1 + 3.240

+∞∑
n=1

σ3(n)qn + 3.2402

+∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)

)
qn

+ 2403

+∞∑
n=3

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)
qn − 1+

2.504
+∞∑
n=1

σ5(n)qn − 5042

+∞∑
n=2

( ∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
qn

)
.

=
1

123

+∞∑
n=1

(
3.240σ3(n) + 2.504σ5(n)

)
+ 3.2402

( ∑
r+s=n

σ3(r)σ3(s)

)
−

5042

( ∑
r+s=n

σ5(r)σ5(s)

)
+ 2403

( ∑
r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)
qn
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=
+∞∑
n=1

((
5

12
σ3(n) +

7

12
σ5(n)

)
+
∑
r+s=n

(
100σ3(r)σ3(s)− 147σ5(r)σ5(s)

)
+

8000
∑

r+s+t=n

σ3(r)σ3(s)σ3(t)

)
qn.

Corollaire 2.31. τ(1) = 1, τ(2) = −24.

Preuve. τ(1) = 5
12
σ3(1) + 7

12
σ5(1) = 5+7

12
= 1.

τ(2) =
5

12
σ3(2) +

7

12
σ5(2) + 100σ3(1)σ3(1)− 147σ5(1)σ5(1)

=
5

12
(1 + 23) +

7

12
(1 + 25) + 100− 147 = −24.

Remarque. Jacobi a obtenu le développement de ∆ en produit in�ni suivant :

∆(z) = q
∞∏
n=1

(1− qn)24 avec q = e2πiz.

2.5 Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré

Proposition 2.32. Soit f, g ∈Mk et soit z = x+ iy ∈ H. L'application bilinéaire dé�nie
par :

〈f, g〉 =

∫
D

f(z)ḡ(z)yk−2dxdy

est un produit scalaire hermitien appelé produit scalaire de Petersson.

Preuve. Véri�ons les conditions du produit scalaire hermitien :

1. 〈f, f〉 > 0,∀f ∈Mk − {0}. En e�et :

〈f, f〉 =

∫
D

f(z)f̄(z)yk−2dxdy =

∫
D

|f(z)|2yk−2dxdy > 0, (2.6)

car z ∈ H.
2. 〈f, f〉 = 0 =⇒ f = 0. En e�et, de (2.6) on a :

〈f, f〉 = 0 =⇒ |f(z)|2yk−2 = 0,∀z ∈ H =⇒ |f(z)| = 0,∀z ∈ H
=⇒ f(z) = 0,∀z ∈ H =⇒ f ≡ 0.
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3. 〈f, λg + h〉 = λ〈f, g〉+ 〈f, h〉, ∀f, g, h ∈Mk, ∀λ ∈ C. En e�et :

〈f, λg + h〉 =

∫
D

f(z)(λg + h)(z)yk−2dxdy

= λ

∫
D

f(z)g(z)yk−2dxdy +

∫
D

f(z)h(z)yk−2dxdy

= λ〈f, g〉+ 〈f, h〉.

4. 〈f, g〉 = 〈g, f〉,∀f, g ∈Mk. En e�et :

〈f, g〉 =

∫
D

f(z)ḡ(z)yk−2dxdy

=

∫
D

f̄(z)g(z)yk−2dxdy = 〈g, f〉.

2.5.1 Séries de Poincaré

∀n ∈ N, on note par en la fonction z 7−→ e2iπnz, avec e1 = e.

Dé�nition 2.33. On dé�nit la série de Poincaré d'ordre m par :

Pm(z) =
1

2

∑
(c,d)=1

1

(cz + d)k
em(M [c, d]z),

avec : M [c, d] désigne une matrice de SL2(Z) de la forme :

(
∗ ∗
c d

)
.

Remarque. Le choix des coe�cients supérieurs de la matrice n'in�ue pas sur le calcul
de Pm.

Proposition 2.34. Pm est normalement convergente sur tout compact de H.

Preuve. On a :

|Pm(z)| =

∣∣∣∣∣∣12
∑

(c,d)=1

1

(cz + d)k
em(M [c, d]z)

∣∣∣∣∣∣
6

∣∣∣∣ 1

(cz + d)k

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

(c′z + d′)k

∣∣∣∣+ ...

6
∑

(m,n)∈Z2\(0,0)

1

|mz + n|k
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Remarque. De la proposition (2.34), on déduit que Pm est holomorphe sur H.

Lemme 2.35. Soit

(
α β
γ δ

)
∈ SL2(Z), alors :

Pm

(
αz + β

γz + δ

)
= (γz + δ)kPm(z). (2.7)

Preuve. Posons M =

(
α β
γ δ

)
, alors :

Pm(Mz) =
1

2

∑
(c,d)=1

1

(cMz + d)k
em(M [c, d]Mz).

On a : M [c, d]M = M [αc+ γd, βc+ δd]. L'application :

{(c, d) ∈ Z2 : (c, d) = 1} −→ {(c, d) ∈ Z2 : (c, d) = 1}
(c, d) 7−→ (αc+ γd, βc+ δd),

est bijective d'inverse :

{(c, d) ∈ Z2 : (c, d) = 1} −→ {(c, d) ∈ Z2 : (c, d) = 1}
(c, d) 7−→ (δc− γd, αd− βc).

Donc :

Pm(Mz) =
1

2

∑
(c,d)=1

(
(δc− γd)

αz + β

γz + δ
+ (αd− βc)

)−k
em(M [c, d]z)

=
1

2
(γz + δ)k

∑
(c,d)=1

(cz + d)−kem(M [c, d]z)

= (γz + δ)kPm(z).

Corollaire 2.36. Pm est une forme modulaire.

Preuve. Puisque Pm est holomorphe et véri�e la condition de modularité et puisque
lim

Im(z)→+∞
pm(z) existe (proposition 2.34) alors pm est une forme modulaire.

Proposition 2.37. [2]. Pour tout m > 0 :

Pm(z) = e2iπmz + 2ikπ
+∞∑
n=1

( n
m

) k−1
2

+∞∑
c=1

[
Kl(m,n; c)

c
Jk−1

(
4π
√
mn

c

)]
e2iπnz.

Autrement dit,

P̂m(n) =


2ikπ

(
n
m

) k−1
2

+∞∑
c=1

Kl(m,n;c)
c

Jk−1

(
4π
√
mn
c

)
si m 6= n.

1 + 2ikπ
+∞∑
c=1

Kl(m,m;c)
c

Jk−1

(
4πm
c

)
si m = n.
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2.6. Dimension de Mk

tels que :

Kl(m,n; c) =
∑

x∈(Z/cZ)∗

e2iπ
mx+n{x,c}

c , où {x, c} désigne l'inverse de x modulo c,

est la somme de Kloosterman,
et

Jv(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(v + n+ 1)

(z
2

)v+2n

est la fonction J de Bessel d'ordre v.

Remarque. La proposition (2.37) montre en particulier que les coe�cients de Fourier
des séries de Poincaré sont réels.

Corollaire 2.38. Pour tout m > 0, Pm est une forme parabolique de poids k.

Preuve. D'après la proposition (2.37), P̂m(0) = 0, d'où le résultat.

Proposition 2.39. [2]. Si m et n sont des entiers strictement positifs, alors

P̂m(n) = m1−k
∑

d\(n,m)

dk−1P̂1

(mn
d2

)
.

Proposition 2.40. [2]. Soit f ∈ Sk et soit m > 0, alors :

〈f, Pm〉 =
(k − 2)!

(4πm)k−1
f̂(m).

Corollaire 2.41. L'espace Sk est engendré par les séries de Poincaré Pm, avec m > 0.

Preuve. Puisque Sk est de dimension �ni on a :

Sk = 〈Pm,m ∈ Z〉⊥ ⊕ 〈Pm,m ∈ Z〉.

Or la proposition (2.40) implique 〈Pm,m ∈ Z〉⊥ = {0} et donc Sk = 〈Pm,m ∈ Z〉.

2.6 Dimension de Mk

Dans cette partie,on donne la dimension de l'espace Mk. Si f est une fonction méro-
morphe sur H non identiquement nulle et p ∈ H, on note vp(f) l'ordre de f en p, c'est
l'entier n tel que f/(z− p)n soit holomorphe et non nulle en p. De plus, si f =

∑
n

f̂(n)qn,

notons vp(∞) = min{n/f̂(n) 6= 0}.

Théorème 2.42. [6]. Soit f une fonction modulaire de poids k, non identiquement nulle.
On a alors la formule suivante :

v∞(f) +
1

2
vi(f) +

1

3
vj(f) +

∑
z∈H
z 6=i,j

vz(f) =
k

12
.
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2.6. Dimension de Mk

Corollaire 2.43. Si k < 0 et k = 2 alors Mk = Sk = {0}.

Preuve. Si f est un élément non nul de Mk. Par dé�nition, f est holomorphe, donc
l'ordre de f en tout point est positif, alors tous les termes du membre de gauche de la
formule :

v∞ +
1

2
vi(f) +

1

3
vj(f) +

∑
z∈H
z 6=i,j

vz(f) =
k

12

sont positifs, d'où k est positif. Si on suppose que f est une forme modulaire de poids 2
donc 1

6
= n1 + n2

2
+ n3

3
avec ni des entiers positifs, ce qui impossible.

Proposition 2.44. Pour k > 4 tel que k ≡ 0[2], Mk = 〈Gk〉
⊕

Sk.

Preuve. On a :

Gk ∈Mk, Sk ⊂Mk =⇒ Sk + CGk ⊂Mk. (2.8)

Soit f ∈Mk, puisque Ĝk(0) 6= 0 on a :

f − f̂(0)

Ĝk(0)
Gk ∈ Sk,

d'où

Mk ⊂ Sk + CGk. (2.9)

De (2.8) et (2.9) on a Mk = Sk +CGk. Comme Gk /∈ Sk donc CGk

⋂
Sk = {0} d'où Sk et

CGk sont en somme directe alors Mk = CGk ⊕ Sk.

Lemme 2.45.

Pour tout k, l ∈ Z, on a : MkMl ⊂Mk+l tel que : MkMl = {fg/f ∈Mk, g ∈Ml}.

Preuve. Soient : f ∈Mk, g ∈Ml, on a : f(A · z) = JA,k(z) · f(z),∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z).
g(A · z) = JA,l(z) · g(z),∀z ∈ H,∀A ∈ SL2(Z).

(f · g)(A · z) = f(A · z) · g(A · z)

= JA,k(z) · f(z) · JA,l(z) · g(z)

= JA,k(z) · JA,l(z) · f(z) · g(z)

= (cz + d)k · (cz + d)l · f(z) · g(z)

= (cz + d)k+l · (f · g)(z)

= JA,k+l(z) · (f · g)(z).

Comme f, g ∈ H(H) et lim
Imz→+∞

(f · g)(z) existe, alors f · g ∈Mk+l.

Proposition 2.46. Sk 'Mk−12.
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Preuve. Soit f ∈ Sk, comme ∆ ∈ S12 alors f
∆
∈ Mk−12, on peut considérer l'application

ϕ : Sk −→ Mk−12 tel que ϕ(f) = f
∆
. ϕ est manifestement linéaire, injective. De plus

∀g ∈Mk−12, ∃f = ∆g ∈Mk−12+12 = Mk tel que ϕ(∆g) = ∆g
∆

= g. De plus :

∆ ∈ Sk =⇒ ∆̂(0) = 0

=⇒ (∆̂g)(0) = ∆̂(0)ĝ(0) = 0,

d'où ∆g ∈ Sk et ϕ est surjective, alors ϕ est bijective donc Sk 'Mk−12.

Lemme 2.47. Le sous espace Sk est le noyau de l'application linéaire φ dé�nie par
f 7−→ f(∞) dé�nie de Mk dans C. On a donc dimMk

Sk
6 1.

Preuve. Soient f, g ∈Mk et α, β ∈ C :

φ(αf + βg) = (αf + βg)(∞) = (αf)(∞) + (βg)(∞)

= αf(∞) + βg(∞)

= αφ(f) + βφ(g).

On a :

Ker(φ) = {f ∈Mk/φ(f) = 0}
= {f ∈Mk/f(∞) = 0}
= {f ∈Mk/f̂(0) = 0} = Sk.

Donc par le premier théorème d'isomorphisme des espaces vectoriels on trouve que :
Mk

Sk
' Im(φ), ce dernier est un sous espace vectoriel de C, alors sa dimension est inférieure

ou égal 1, donc dimMk

Sk
6 1.

Théorème 2.48. Pour k ∈ {0, 4, 6, 8, 10}, Mk est un espace de dimension 1 admettant
comme base 1, G4, G6, G8, G10. On a Sk = {0}.

Preuve. Si k 6 10 =⇒ k − 12 < 0 et donc d'après le corollaire (2.43) et la proposition
(2.46) Sk = {0}, et d'après le lemme (2.47), alors dim(Mk) 6 1. Comme 1, G4, G6, G8

et G10 sont des éléments non nuls de M0,M4,M6,M8,M10 , donc dim(Mk) = 1 pour
k ∈ {0, 4, 6, 8, 10}.

Corollaire 2.49. Pour k = 12, dimMk = 2.

Preuve. D'après les deux propositions (2.44) et (2.46), on a M12 = 〈G12〉
⊕

S12 avec
S12 'M0 qui est de dimension 1 (et même engendré par la forme parabolique ∆ de poids
12), donc dimM12 = 2.

Corollaire 2.50. Si Mk est de dimension d, alors Mk+12 est de dimension d + 1. Cela
vient des deux propositions (2.44) et (2.46). Résumons ceci dans un tableau.

k <0 0 2 4 6 8 10 12 ... k ... k+12 ...
dimMk 0 1 0 1 1 1 1 2 ... d ... d+1 ...
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2.6. Dimension de Mk

Théorème 2.51. Soit M∗ =
∑
k∈2N
k 6=2

Mk. M∗ a la structure d'une algèbre graduée.

Preuve. 1. Soit k1 < k2 < ... < kj avec ki ∈ 2N \ {2} et supposons que ∃fi ∈ Mki

tels que
j∑
i=1

fi = 0. Fixons z ∈ H n'annulant aucune fi. On a pour A =

(
1 d− 1
1 d

)

(z + d)−kj
j∑
i=1

fi

(
z + d− 1

z + d

)
= 0,∀d ∈ Z,

par la modularité des fi, il en résulte

j∑
i=1

(z + d)ki−kjfi(z) = 0,

puisque ki − kj < 0 pour i 6= j, on trouve en faisant tendre d vers l'in�ni que
fj(z) = 0, ce qui contredit le choix de z, donc M∗ = ⊕

k∈2N,k 6=2
Mk.

2. On a d'après le lemme (2.45) MkMl ⊂Mk+l,∀k, l ∈ 2N \ {2}.
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Chapitre 3

Les opérateurs de Hecke

Dans ce chapitre nous allons voir un type d'opérateurs qui agit sur Mk ; les opérateurs
de Hecke. Nous allons dé�nir ces opérateurs et donner des propriétés intéressantes concer-
nant surtout l'espace Sk.

3.1 Introduction aux opérateurs de Hecke

Dé�nition 3.1. Soient k ∈ N donné et n ∈ N∗. L'opérateur de Hecke Tn est dé�ni pour
f ∈Mk par l'application linéaire :

(Tnf)(z) = nk−1
∑
d\n

d−k
d−1∑
b=0

f

(
nz + bd

d2

)
. (3.1)

Si n est premier, noté p, (3.1) se réduit à :

(Tpf)(z) = pk−1f(pz) +
1

p

p−1∑
b=0

f

(
z + b

p

)
. (3.2)

Soit Hol∞(H/Z) l'espace vectoriel complexe des fonctions holomorphes sur H, pério-
diques de période 1 et holomorphes en l'in�ni.

Lemme 3.2.

Si f ∈ Hol∞(H/Z), alors Tpf est périodique de période 1.

Preuve. On a :

Tpf(z + 1) = pk−1f(p(z + 1)) +
1

p

p−1∑
b=0

f

(
(z + 1) + b

p

)

= pk−1f(pz) +
1

p

(
p−1∑
b=0

f

(
z + b

p

)
− f

(
z

p

)
+ f

(
z + p

p

))
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3.1. Introduction aux opérateurs de Hecke

= pk−1f(pz) +
1

p

p−1∑
b=0

f

(
z + b

p

)
= Tpf(z).

Lemme 3.3. Soit p un nombre premier, alors ∀n ∈ N on a :

Tpen =

{
pk−1enp + en

p
Si p \ n.

pk−1enp sinon.
(3.3)

Preuve. Posons f(z) = en(z). Supposons que p \ n, de (3.2) on trouve :

Tpen(z) = pk−1enp(z) +
1

p

p−1∑
b=0

en

(
z + b

p

)
= pk−1enp(z) +

1

p

p−1∑
b=0

e2iπn( z+b
p

)

= pk−1enp(z) +
1

p

p−1∑
b=0

e2iπn z
p e2iπn b

p = pk−1enp(z) +
1

p

p−1∑
b=0

e2iπ n
p
z

= pk−1enp(z) +
1

p
e2iπ n

p
z
p−1∑
b=0

1 = pk−1enp(z) +
1

p
e2iπ n

p
zp

= pk−1enp(z) + en
p
(z).

Sinon

Tpen(z) = pk−1enp(z) +
1

p

p−1∑
b=0

en

(
z + b

p

)

= pk−1enp(z) +
1

p

p−1∑
b=0

(
cos

(
2πn

p
z

)
e

2πnb
p

i + sin

(
2πn

p
z

)
e
−2πnb
p

i

)

= pk−1enp(z) +
1

p

(
cos

(
2πn

p
z

) p−1∑
b=0

e
2πnb
p

i + sin

(
2πn

p
z

) p−1∑
b=0

e
−2πnb
p

i

)
= pk−1enp(z).

Remarque. ∀f ∈ Hol∞(H/Z), on pose la convention f̂(r) = 0 si r /∈ Z.

Proposition 3.4. Si f ∈ Hol∞(H/Z), alors ∀n ∈ N on a :

T̂pf(n) =

{
pk−1f̂

(
n
p

)
+ f̂(np) Si p \ n.

f̂(np) Sinon.
(3.4)
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3.2. Formes propres des opérateurs de Hecke

Preuve. Posons : f(z) =
∑
n>0

f̂(n)en(z)

Tp(f)(z) = Tp

(∑
n>0

f̂(n)en(z)

)

=
∑
n>0

Tp(f̂(n)en(z))

=
∑
n>0

f̂(n)Tp(en(z)).

Or d'après le lemme (3.3) on trouve que :∑
n>0

T̂pf(n)en =
∑
n>0

f̂(n)pk−1enp + f̂(n)en
p

+
∑

n>0,p-n

f̂(n)pk−1enp.

Par identi�cation on trouve le résultat.

3.2 Formes propres des opérateurs de Hecke

Dé�nition 3.5. Une fonction non identiquement nulle f satisfaisant à une relation de
la forme Tnf = λ(n)f pour un λ(n) ∈ C est appelée fonction propre ou forme propre de
l'opérateur de Hecke. Le nombre λ(n) est appelée valeur propre de Tn.

Remarque.

Si f est une forme propre, alors cf l'est aussi, ∀c 6= 0.

Exemple 3.6. Si un opérateur linéaire T applique un espace de fonctions V de dimension
1 sur lui-même, alors toute fonction non-nulle de V est une forme propre de T .

Preuve. Comme dim(V ) = 1 alors V = 〈f0〉, on doit avoir f0 non identiquement nulle.
Donc ∀f ∈ V, f = λf0, avec λ ∈ C. Si on suppose f 6= 0, on doit avoir λ 6= 0. Par
conséquent, on a : Tf = ξf0 = ξ 1

λ
f . Posons ∧ = ξ

λ
∈ C, on obtient Tf = ∧f . Par

dé�nition f est une forme propre de T .

Exemple 3.7. On a vu que pour k = 4, 6, 8, 10, dim(Mk) = 1, et d'après l'exemple (3.6)
on conclut que pour chacune de ces valeurs de k, les fonctions non nulles de Mk sont des
formes propres de Tn, ∀n ∈ N∗.
En particulier, les séries d'Eisenstein G4, G6, G8, G10 sont des formes propres de Tn, ∀n.

Dé�nition 3.8. Si f est une forme propre de tout opérateur de Hecke Tn, n > 1, alors f
est appelée forme propre simultanée.

Remarque. Les formes propres mentionnées dans l'exemple (3.7) sont clairement des
formes propres simultanées.
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

3.3 Propriétés des formes propres simultanées

Dé�nition 3.9. Une forme propre simultanée telle que f̂(1) = 1 est dite normalisée.

Proposition 3.10. Si f est une forme propre simultanée normalisée alors Tpf = f̂(p)f, ∀p
premier.

Preuve. On a : Tpf = λpf avec λp ∈ C, d'oú T̂pf(1) = λpf̂(1) = λp, et par la proposition
(3.4) on a aussi T̂pf(1) = f̂(p) donc λp = f̂(p), alors Tp(f) = f̂(p)f .

Remarque. Les coe�cients de Fourier d'ordres premiers des formes propres simultanées
normalisées sont déterminer par le spectre des opérateurs de Hecke.

Corollaire 3.11. Soit f une forme propre simultanée normalisée, p un nombre premier
et n ∈ N. Alors :

f̂(p)f̂(n) =

{
pk−1f̂

(
n
p

)
+ f̂(np) Si p \ n.

f̂(np) Sinon.
(3.5)

Preuve. On a : Tpf = f̂(p)f donc T̂pf(n) = f̂(p)f̂(n) et d'après la proposition (3.4) on
trouve le résultat.

Théorème 3.12. Soit f une forme propre simultanée normalisée. Alors :

1. ∀p ∈ P et ∀v ∈ Z tel que v > 1 :

f̂(pv+1) = f̂(p)f̂(pv)− pk−1f̂(pv−1).

2. ∀(m,n) ∈ Z2, (m,n) = 1 :

f̂(mn) = f̂(m)f̂(n).

Preuve.

1) On applique le corollaire (3.11) pour n = pv.
2)Supposons m = pv, si v = 0 donc f̂(1) = 1, si v = 1, il est conséquence du corollaire
(3.11). Supposons le résultat vrai pour tout m = pl, avec l 6 v, alors :

f̂(pv+1)f̂(n) = f̂(p)f̂(pv)f̂(n)− P k−1f̂(pv−1)f̂(n)

= f̂(p)f̂(pvn)− P k−1f̂(pv−1n)

= f̂(pv+1n) + P k−1f̂(pv−1n)− P k−1f̂(pv−1n)

= f̂(pv+1n).

Par récurrence, le résultat est donc vrai dès que m est une puissance de nombre premier.

Si m 6= 1, on pose m =
w∏
i=1

pvii tels que pi distincts. En écrivant n1 = m
p
v1
1
, on a :

f̂(m) = f̂(pv11 )f̂(n1), donc f̂(m) =
∏
p∈P

f̂(pvp(m)), on pose :

m =
w∏
i=1

pvii , n =
t∏

i=w+1

pvii ,
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avec pi sont des facteurs premiers distincts car (m,n) = 1 donc :

f̂(m)f̂(n) =
t∏
i=1

f̂(pvii ) = f̂

(
t∏
i=1

pvii

)
= f̂(mn).

Remarque. Au fait vp(n)=max {t ∈ N/pt/n}.

Dé�nition 3.13. Soit n > 1 un entier. Si n = 1, le premier opérateur de Hecke est
T1 = Id. Si n = pv avec p ∈ P et v > 2, l'opérateur de Hecke d'ordre pv est dé�ni par la
relation de récurrence :

Tpv = Tp ◦ Tpv−1 − pk−1Tpv−2 . (3.6)

Si n > 1 est quelconque, l'opérateur de Hecke est :

Tn = ©
p∈P

Tpvp(n) . Si n =
∏
p∈P

pvp(n). (3.7)

Exemple 3.14.

T50 = T52 ◦ T2 = (T5 ◦ T5 − 5k−1T1) ◦ T2

= T5 ◦ T5 ◦ T2 − 5k−1T2.

Proposition 3.15. Si f ∈ Hol∞(H/Z) alors :

T̂mf(n) =
∑
d∈N∗
d\(m,n)

dk−1f̂
(mn
d2

)
, ∀(m,n) ∈ Z2.

Preuve.

• Si m = 1 le résultat est évident.
• Si m est un nombre premier c'est la proposition (3.4).
• Supposons m = pv, avec p premier et v > 2, et supposons le résultat vrai si on remplace
m par pv−1 et pv−2, on a :

T̂pvf(n) = ̂Tp(Tpv−1f)(n)− pk−1T̂pv−2f(n),

et d'après la proposition (3.4) on trouve :

T̂pvf(n) = pk−1T̂pv−1f(n/p) + T̂pv−1f(np)− pk−1T̂pv−2f(n),

et par hypothèse de récurrence, on obtient :

T̂pvf(n) = pk−1
∑

d\(pv−1,n/p)

dk−1f̂

(
pv−1n/p

d2

)
+

∑
d\(pv−1,np)

dk−1f̂

(
pv−1np

d2

)

−pk−1
∑

d\(pv−2,n)

dk−1f̂

(
pv−2n

d2

)
.
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

On pose δ = pd, on trouve :

T̂pvf(n) =
∑

δ\(pv ,n)
p\δ

δk−1f̂

(
pvn

δ2

)
+

∑
d\(pv−1,np)

dk−1f̂

(
pvn

d2

)
−

∑
δ\(pv−1,np)

p\δ

δk−1f̂

(
pvn

δ2

)
,

donc :

T̂pvf(n) =
∑

δ\(pv ,n)

δk−1f̂

(
pvn

δ2

)
.

• Si m = pv11 ....p
vw
w alors :

T̂mf(n) =
∑

d1\(p
v1
1 ,n)

d2\(p
v2
2 ,n)

:
dw\(pvww ,n)

(d1...dw)k−1f̂

(
mn

(d1...dw)2

)
.

On a :

{(d1, ..., dw) : d1 \ (pv11 , n), ..., dw \ (pvww , n)} −→ {d : d \ (pv11 ...p
vw
w , n)}

(d1, ..., dw) 7−→ d1...dw,

c'est une bijection, donc :

T̂mf(n) =
∑

d\(m,n)

dk−1f̂
(mn
d2

)
.

Remarque. La proposition (3.15) implique en particulier :

T̂mf(n) = T̂nf(m). (3.8)

Théorème 3.16. Soit f ∈ Hol∞(H/Z) et soit n > 1 un entier. Supposons que f est une

forme propre de l'opérateur de Hecke Tn, de valeur propre notée λn. On a : f̂(n) = λnf̂(1).

Preuve. On a : Tnf = λnf =⇒ T̂nf(1) = f̂(1)λn. D'après la proposition (3.15) et la
relation (3.8) si m = 1 on trouve que : T̂nf(1) = f̂(n) donc f̂(n) = λnf̂(1).

Théorème 3.17. Soit f ∈ Hol∞(H/Z) une forme propre simultanée non nulle. Si k 6= 0

alors f̂(1) 6= 0.

Preuve. On suppose que f̂(1) = 0 donc d'après le théorème (3.16) f̂(n) = 0, ∀n > 1,

i.e, f(z) = f̂(0) = f(∞) donc f est une fonction constante d'où f ≡ 0 ou k = 0 car
M0 = 〈1〉 = C, qui est une contradiction avec l'hypothèse donc f̂(1) 6= 0.

Remarque. Si g est une forme propre simultanée alors ĝ(1) 6= 0 d'après le théorème
(3.17). On peut construire à partir de g une forme propre simultanée normalisée c'est

f =
g

ĝ
.

.
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

Exemple 3.18. Gk + α est une forme propre simultanée normalisée, ∀α ∈ C.
En e�et :

1. Soit n > 1, écrivons n = n
′
pβ avec (p, n

′
) = 1 et β > 0. On a :

T̂pGk(n) = T̂pGk(p
βn
′
)

= pk−1Ĝk(p
β−1n

′
) + Ĝk(p

β+1n
′
)

= pk−1σk−1(pβ−1n
′
) + σk−1(pβ+1n

′
)

= σk−1(p)σk−1(pβ)σk−1(n
′
) (d'après le théorème (3.12))

= σk−1(p)σk−1(n).

donc TpGk = σk−1(p)Gk.
D'autre part :

Tpα(z) = pk−1α(pz) +
1

p

p−1∑
b=0

α

(
z + b

p

)
= pk−1α +

1

p
(pα)

= α(pk−1 + 1) = ασk−1(p).

alors Tp(Gk +α) = σk−1(p)(Gk +α), d'où Gk +α est une forme propre simultanée.

2. On a Ĝk(1) = σk−1(1) = 1 et α̂(1) = 0 alors ̂(Gk + α)(1) = 1 donc Gk + α est une
forme propre simultanée normalisée.

En particulier Gk − Ĝk(0) est une forme propre simultanée normalisée nulle en l'in�ni.

Corollaire 3.19. Soit f une forme propre simultanée normalisée, alors Tnf = f̂(n)f.

Preuve. On a par dé�nition Tnf = λnf , comme f est normalisée on trouve que
T̂nf(1) = λnf̂(1) = λn, et d'après la proposition (3.15) et la relation (3.8) on a T̂nf(1) =

f̂(n) donc
f̂(n) = λn, d'où Tnf = f̂(n)f.

On avait ensuite une nouvelle formation de Tnf en introduisant pour n = ad la trans-
formation de Möbius A associée à la matrice

A =

(
a b
0 d

)
,

telle que Az := az+b
d

:

(Tnf)(z) = nk−1
∑

a>1,ad=n
06b<d

d−kf(Az) =
1

n

∑
a>1,ad=n

06b<d

akf(Az).

37



3.4. Transformation d'ordre n :

3.4 Transformation d'ordre n :

Dé�nition 3.20. Soit n ∈ N∗. Une transformation de la forme Az = az+b
cz+d

, avec a, b, c, d
des entiers, tel que ad− bc = n, est appelée transformation d'ordre n. Une telle transfor-

mation est représentée par la matrice : A =

(
a b
c d

)
.

On identi�e généralement A et son opposé −A. L'ensemble de toutes les transforma-
tions d'ordre n est noté Γ(n). Le groupe modulaire Γ est évidement Γ(1) sur Γ(n), on
dé�nit la relation suivante : A1 et A2 ∈ Γ(n) sont équivalentes ⇐⇒ ∃V ∈ Γ(1) = Γ telle
que A1 = V A2. Dans ce cas, on note A1 ∼ A2.

Lemme 3.21. ” ∼ ” est une relation d'équivalence, ce qui induit une partition de Γ(n)
en classes d'équivalence modulo ∼.

Théorème 3.22. Dans toute classe d'équivalence (modulo ∼) de Γ(n), on peut trouver

un représentent de la forme R =

(
a b
0 d

)
, avec d > 0.

Preuve. Soit A =

(
a b
c d

)
∈ Γ(n). Si c = 0, on a terminée. Si c 6= 0, on choisit r et s

deux entiers premiers entre eux tels que s
r

= −a
c
(i.e s

r
est la réduction de −a

c
). Comme r

et s sont premiers entre eux, l'algorithme d'Euclide étendu permet de trouver deux entiers

p et q tels que ps − qr = 1. On pose V :=

(
p q
r s

)
. Par construction, on a que V ∈ Γ et

on a :

V A =

(
p q
r s

)(
a b
c d

)
=

(
pa+ qc pb+ qd
ra+ sc rb+ sd

)
.

On a ra+ sc = 0 par construction ; comme det(V A) = det(A) det(V ) = n, on conclut que
V A ∈ Γ(n), et donc que V A ∼ A (par dé�nition de "∼"), Ainsi (selon le signe de rb+ sd
) V A ou −V A est de la forme voulue.

Théorème 3.23. Un système complet d'éléments non-équivalents (par "∼") dans Γ(n)

est donné par l'ensemble des matrices triangulaires supérieures de la forme A =

(
a b
0 d

)
,

où d parcourt l'ensemble des diviseurs positifs de n, où pour chaque d �xé on a : a = n
d
,

et b parcourt un système complet de restes modulo d.

Preuve. Le théorème (3.22) montre que tout élément de Γ(n) est équivalent à une trans-
formation en forme triangulaire supérieure, donc il su�t la preuve sur deux telles trans-

formations, A1 =

(
a1 b1

0 d1

)
et A2 =

(
a2 b2

0 d2

)
sont équivalentes ⇐⇒ a1 = a2, d1 = d2

et b1 ≡ b2[d1].

"⇐=" : Si a1 = a2, d1 = d2 et b1 ≡ b2[d1], alors b2 = b1 + qd1, q ∈ Z, et il su�t de

prendre V =

(
1 q
0 1

)
pour obtenir V A1 = A2. On a donc A1 ∼ A2.
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3.5. Comportement de Tnf sous l'action de Γ

"=⇒" : Si A1 ∼ A2, alors ∃V =

(
p q
r s

)
∈ Γ, avec A2 = V A1 d'où :(

a2 b2

0 d2

)
=

(
p q
r s

)(
a1 b1

0 d1

)
=

(
pa1 pb1 + qd1

ra1 rb1 + sd1

)
.

Comme on doit avoir ra1 = 0 et qu'on a a1 6= 0 (car a1d1 = n 6= 0 ), il faut que r = 0.
Comme ps− qr = 1 (car V ∈ Γ ) =⇒ ps = 1 (car r = 0 ) =⇒ p = s = 1( ou p = s = −1),
car p, s ∈ Z. On suppose que p = s = 1 (sinon il su�t de considérer −V au lieu de V ), et
on conclut : a2 = pa1 = a1, d2 = sd1 = d1, et b2 = pb1 +qd1 = b1 +qd1 (i.e b2 ≡ b1[d1]).

Remarque. L'expression de la formation de Tnf peut maintenant être écrite de la ma-
nière suivante : (Tnf)(z) = 1

n

∑
A

akf(Az), où A parcourt un ensemble complet d'éléments

non équivalents dans Γ(n), de la forme décrite de la théorème (3.23).

Théorème 3.24. Soient A1 ∈ Γ(n) et V1 ∈ Γ, lors ∃A2 ∈ Γ(n), et V2 ∈ Γ, telles que

A1V1 = V2A2, et si Ai =

(
ai bi
0 di

)
, Vi =

(
αi βi
γi δi

)
, i = 1, 2 alors a1(γ2A2z + δ2) =

a2(γ1z + δ1),∀z ∈ H.

Preuve. On a det(A1V1) = det(A1) det(V1) = n =⇒ A1V1 ∈ Γ(n)
thm(3.22)

=⇒ ∃A2 ∈

Γ(n), V2 ∈ Γ tels que A1V1 = V2A2. De plus A1V1 =

(
a1 b1

0 d1

)(
α1 β1

γ1 δ1

)
=

(
∗ ∗

d1γ1 d1δ1

)
et

A−1
2 = 1

n

(
d2 −b2

0 a2

)
, d'où :

V2 = A1V1A
−1
2 =

1

n

(
∗ ∗

d1γ1 d1δ1

)(
d2 −b2

0 a2

)
=

1

n

(
∗ ∗

d1d2γ1 −d1γ1b2 + d1δ1a2

)
n=a1d1=⇒ il faut :

γ2 =
d1d2γ1

n
=
d2γ1

a1

, et δ2 =
−d1γ1b2 + d1δ1a2

n
=
−γ1b2 + a2δ1

a1

.

=⇒ a1γ2 = d2γ1 et a1δ2 = −b2γ1 + a2δ1, d'où :

a1(γ2A2z + δ2) = a1γ2A2z + a1δ2

= d2γ1
a2z + b2

d2

− b2γ1 + a2δ1

= γ1a2z + γ1b2 − b2γ1 + a2δ1

= a2(γ1z + δ1).

3.5 Comportement de Tnf sous l'action de Γ

Théorème 3.25. Soient f ∈Mk et V =

(
α β
γ δ

)
∈ Γ. Alors :

(Tnf)(V z) = (γz + δ)kTnf(z).
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Preuve. On a : (Tnf)(z) = 1
n

∑
A1

ak1f(A1z), où A1 =

(
a1 b1

0 d1

)
parcourt un ensemble

complet d'éléments non équivalents de Γ(n). On remplace alors z par V z pour obtenir :

(Tnf)(V z) =
1

n

∑
A1

ak1f(A1V z).

D'après les théorèmes (3.22) et (3.24) : ∃A2 =

(
a2 b2

0 d2

)
∈ Γ(n), et V2

(
α2 β2

γ2 δ2

)
∈ Γ,

telles que A1V = V2A2 et a1(γ2A2z + δ2) = a2(γz + δ). Ainsi :

ak1f(A1V z) = ak1f(V2A2z) = ak1(γ2A2z + δ2)kf(A2z)

= ak2(γz + δ)kf(A2z).

Comme A1 parcourt un ensemble complet d'éléments non équivalents de Γ(n), A2 aussi,
donc on trouve :

(Tnf)(V z) =
1

n
(γz + δ)k

∑
A2

ak2f(A2z) = (γz + δ)k(Tnf)(z).

3.6 Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Cette section montre que toute paire d'opérateurs de Hecke Tn et Tm surMk commute,
ce qui découle d'une propriété multiplicative de la composition TnTm. On commence par
le cas où m et n sont premiers entre eux :

Théorème 3.26. Si(m,n) = 1 alors TmTn = Tmn (Composition d'opérateurs).

Preuve. Soit f ∈Mk, on a :

(Tnf)(z) =
1

n

∑
a>1,ad=n

06b<d

akf(Az), avec A =

(
a b
0 d

)
.

En appliquant Tm à gauche et à droite on trouve :

(Tm(Tnf))(z) =
1

m

∑
α>1,αδ=m

06β<δ

αk
1

n

∑
a>,ad=n
06b<d

akf(BAz) avec B =

(
α β
0 δ

)

C:=BA⇐⇒ (Tm(Tnf))(z) =
1

mn

∑
α>1,αδ=m

06β<δ

∑
a>1,ad=n

06b<d

(αa)kf(Cz).

On peut avoir que C =

(
αa αb+ βd
0 δd

)
. Comme d et δ parcourent les diviseurs positifs

respectifs de n et m, leur produit dδ parcourt les diviseurs positifs de mn, car m et n
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

sont premiers entre eux par hypothèse. Donc on a que pour d et δ �xés, αa = mn
dδ
. La

combinaison linéaire αb + βd parcourt un système complet de restes modulo δd, car b
et β parcourent des systèmes complets de restes modulo d, respectivement δ, d'après le
théorème (3.23) C parcourt un système complet d'éléments non équivalents dans Γ(mn),
donc on trouve que :

(Tm(Tnf))(z) =
1

mn

∑
αa>1,(αa)(δd)=mn

06αb+βd<δd

(αa)kf(Cz)

= (Tmnf)(z).

Maintenant le cas où m et n sont deux nombres naturels (non nuls) quelconques.

Proposition 3.27. [2]. Pour tous entiers m,n tels que m > 1, n > 1, on a :

TmTn =
∑

d\(m,n)

dk−1Tmn
d2
.

Proposition 3.28. ∀(m,n) ∈ Z2 : m > 1, n > 1 on a :

mk−1TnPm = nk−1TmPn.

Preuve. On a :

T̂nPm(l) =
∑
d\(n,l)

dk−1P̂m

(
nl

d2

)

=
∑
d\(n,l)

dk−1m1−k
∑

δ\( nl
d2
,m)

δk−1P̂1

(
mnl
d2

δ2

)

=
1

mk−1

∑
d\(n,l)

δ\( nl
d2
,m)

(dδ)k−1P̂1

(
mnl

(dδ)2

)
.

D'autre part on a :

T̂mP1(l) =
∑
δ\(m,l)

δk−1P̂1

(
ml

δ2

)
,

donc :

̂Tn ◦ TmP1(l) =
∑
d\(n,l)

dk−1T̂mP1

(
nl

d2

)

=
∑
d\(n,l)

δ\(m, nl
d2

)

(dδ)k−1P̂1

(
mnl

(δd)2

)
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

d'où : mk−1T̂nPm(l) = ̂Tn ◦ TmP1(l), alors : mk−1TnPm = Tn ◦ TmP1. D'autre part

Tn ◦ TmP1 = Tm ◦ TnP1 et on a :

T̂nP1(l) =
∑
d∈N∗
d\(n,l)

dk−1P̂1

(
nl

d2

)

=
P̂n(l)

n1−k = nk−1P̂n(l).

Donc TnP1 = nk−1Pn, i.e. Tm ◦ TnP1 = nk−1TmPn qui implique mk−1TnPm = nk−1TmPn.

Théorème 3.29.

La restriction des opérateurs de Hecke Tn à Mk est à valeurs dans Mk. La restriction des
opérateurs de Hecke Tn à Sk est à valeurs dans Sk.

Preuve. On a : Mk = CGk ⊕ Sk et Gk est une forme propre des opérateurs de Hecke,
∀n > 1, donc on montre le résultat pour Sk. D'après la proposition (3.28) on a TnP1 =
nk−1Pn donc TnP1 ∈ Sk.
De plus :

TnPm = m1−kTn ◦ TmP1

= m1−k
∑

d\(n,m)

dk−1Tmn
d2
P1.

donc TnPm ∈ Sk,∀n > 1 et m > 1 car Sk = 〈Pm〉, d'où Sk est stable par Tn.

Proposition 3.30. Tn sont autoadjoints pour le produit scalaire de Petersson.

〈Tnf, g〉 = 〈f, Tng〉,∀f, g ∈ Sk.

Preuve. Puisque Sk = 〈Pm〉,∀m > 1 on prends f = pm et g = pl. On a alors :

〈TnPm, Pl〉 =
(k − 2)!

(4πl)k−1
T̂nPm(l), (d'après la proposition (2.40))

= (k − 2)!
( n

4πlm

)k−1

T̂mPn(l), (d'après la proposition (3.28))

= (k − 2)!
( n

4πlm

)k−1

T̂lPn(m), (d'après l'équation (3.8))

=

(
(k − 2)!

(4πm)k−1

)
T̂nPl(m)

= 〈TnPl, Pm〉
= 〈Pm, TnPl〉.

Les opérateurs de Hecke commutent et autoadjoints on déduit le théorème suivant.
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Théorème 3.31. Il existe une base orthogonale de Sk constituée de formes propres si-
multanées.

Dé�nition 3.32. On appelle forme primitive de Sk tout forme propre simultanée de
premier coe�cient de Fourier égal à 1.

Remarque. Une forme primitive est donc une forme propre simultanée normalisée.

Les formes de Sk \ {0} n'étant pas constantes, si f appartient à une base comme celle
donnée par le théorème (3.31) alors f̂(1) 6= 0 grâce au théorème (3.17). En particulier,
après division par le coe�cient de Fourier d'ordre 1 de chaque élément d'une base fournie
par le théorème (3.31) on voit qu'il existe une base orthogonale de Sk formée de formes
primitives. On va voir qu'il n'existe qu'un nombre �ni de formes primitives et que leur
ensemble constitue la seule base de formes primitives.

Proposition 3.33. L'ensemble des formes primitives de Sk est une base orthogonale de
Sk. On note H∗k cette base.

Preuve. Soit f1, ..., fd une base de formes primitives de Sk construite à partir du théorème
(3.31). Soit g une forme primitive de Sk. Il existe des nombres complexes α1, ..., αd tels
que :

g =
d∑
i=1

αifi.

Choisissons j tel que αj 6= 0. Pour tout n > 1, on a :

Tng =
d∑
i=1

αiTnfi =
d∑
i=1

αif̂i(n)fi

car on a Tnf = f̂(n)f . D'autre part :

Tng = ĝ(n)g =
d∑
i=1

αiĝ(n)fi.

On a donc αj f̂j(n) = αj ĝ(n) =⇒ f̂j(n) = ĝ(n) =⇒ g = fj. Alors les seules formes
primitives sont fi, i = 1, ..., d, et par construction leur ensemble est une base orthogonale.

Proposition 3.34. Les coe�cients de formes primitives sont réels.

Preuve. On a : Tnf = f̂(n)f , et donc 〈Tnf, f〉 = f̂(n) ‖ f ‖2. Les opérateurs de Hecke
étant autoadjoints, on a ensuite 〈Tnf, f〉 = 〈f, Tnf〉, d'autre part 〈f, Tnf〉 = 〈f, f̂(n)f〉 =

f̂(n) ‖ f ‖2, donc f̂(n) = f̂(n).

Proposition 3.35. La fonction ∆ est une forme primitive de S12.

Preuve. Soit n > 0 un entier, Tn∆ ∈ S12 et S12 = C∆ d'où Tn∆ = λn∆, tel que λn ∈ C
donc ∆ est une forme propre simultanée et comme ∆̂(1) = τ(1) = 1, alors c'est une forme
primitive de S12.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l'action des opérateurs de Hecke Tn
sur l'espace des formes modulaires Mk.

Nous avons présenté les formes modulaires sous un point de vue algébrique, nous
avons ensuite étudié l'espace Mk en tant qu'un sous espace vectoriel de H(H). Pour bien
assimiler ces concepts un peu abstraits, nous avons présenté les séries d'Eisenstein comme
des formes modulaires et les séries de Poincaré comme des formes paraboliques.

Concernant les opérateurs de Hecke, tout comme les formes modulaires, nous avons
adopté le concept algébrique de Tn comme des applications linéaires qui agissent sur Mk

et plus généralement sur l'espace Hol∞(H/Z).
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