République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Université Mohammed Seddik Ben Yahia-Jijel

Faculté des Sciences Exactes et Informatique
Département de Mathématiques

Mémoire de fin d’études
Présenté pour 'obtention du diplome de

Master
Spécialité : Mathématiques
Option :Mathématiques Fondamentales et Discrétes

Théme

Action des Opérateurs de Hecke sur I’Espace
des Formes Modulaires

Présenté par :

- Amel Belmehnouf
- Wafa Boulahmar

Devant le jury :

Président : A. Bouchair  Univ.Jijel
Encadreur : M. Kemiha Univ.Jijel
Examinateur : M. Chelgham Univ.Jijel

2017/2018



Remerciement

Nous tenons tout d’abord a remercier Dieu le tout puissant et miséricordieux, qui nous
a donné la force et la patience d’accomplir ce travail.

En second lieu, nous tenons a remercier notre encadreur Mme : Kemiha Mounira,
pour ses précieux conseils et son aide durant toute la période du travail.

Nos vifs remerciements vont également aux membres du jury pour ['intérét qu’ils ont
porté a notre travail en acceptant de 'examiner et de ['enrichir par leurs propositions.

Nous tenons a remercier tous les enseignants du département de mathématiques pour
nous avoir fourni des informations et des concepts tout au long de nos années de forma-
tion, sans oublier de remercier tous les enseignants qui nous ont enseignées depuis [’école
primaire.

Enfin, nous tenons également a remercier nos familles et nos amis qui par leurs priéres
et leurs encouragements, on a pu surmonter tous les obstacles.



Table des matiéres

Introduction iv
1 Préliminaires 1
1.1 Groupes et action de groupe sur un ensemble . . . . . .. . ... ... ... 1
111 Groupes . . . . . . . e e 1

1.1.2  Action d’un groupe sur un ensemble . . . . . .. ... ... 3

1.2 Espaces vectoriels et applications linéaires . . . . . . . . ... .. .. ... 4
1.2.1 Espaces vectoriels . . . . . . .. .. .00 4

1.2.2  Applications linéaires . . . . . . . . . . . ... 5

1.3 Fonctions holomorphes . . . . . . . .. .. .. ... Lo 6
1.3.1 Sériesentiéres . . . . . . . ..o 6

1.3.2 Définitions et propriétés . . . . . . ... 7

1.3.3 Fonctions méromorphes . . . . .. .. . ... ... ... ... ... 9

2 Les formes modulaires 10
2.1 Actions homographiques . . . . . . . . . ... .. 10
2.2 Groupe modulaire . . . . . . ... 12
2.3 Formes modulaires . . . . . ... Lo 15
2.4  Exemples sur les formes modulaires . . . . . . . ... ... L. 17

i



Table des matiéres

2.4.1 Séries d’Eisenstein . . . . . . . ...
2.4.2 Lafonction A . . . . . ..
2.5 Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré . . . . . . . . . . .. ..

2.5.1 Séries de Poincaré . . . . . . . . ..

2.6 Dimension de My . . . . . . . . . .

Les opérateurs de Hecke

3.1 Introduction aux opérateurs de Hecke . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Formes propres des opérateurs de Hecke . . . . . . ... ... ... ....
3.3 Propriétés des formes propres simultanées . . . . . . .. ... ...
3.4 Transformation d’ordren: . . . . . .. ... .. L
3.5 Comportement de T}, f sous 'actionde I" . . . . . ... ... .. ... ...

3.6  Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke . . . . . . .. . ... ...

Conclusion

Bibliographie

iii

31

31

33

34

38

39

40

44

45



Introduction

La théorie des formes modulaires est 'une des théories les plus fructueuses du X X¢
siecle, elle a été grandement popularisée par les travaux de Wils en 1999 démontrant le
dernier théoréme de Fermat. Issues de la branche des mathématiques étudiant les variables
complexes, les formes modulaires se trouvent au croisement de différentes théories, comme
la théorie des nombres, la géométrie algébrique, la physique théorique et d’autres.

Elles interviennent de facon plus ou moins naturelle dans la théorie des fonctions ellip-
tiques, des représentations unitaires du groupe de Lie SLy(R), la fonction L et représenta-
tions du groupe de Galois absolu de Q. Elles ont été aussi 'objet de plusieurs conjectures
célébres, comme la conjecture de Ramanujan ou la conjecture de Shimura-Taniyama-Weil.

On rapporte qu’Eichler aurait dit un jour que les formes modulaires constituent la
5™e opération de 'arithmétique (aprés addition, la soustraction, la multiplication et la
division).

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressées a ’action des opérateurs de Hecke sur
I'espace des formes modulaires M et I'espace des formes paraboliques S, action induite
par celle définie sur I'espace des fonctions holomorphes sur le demi plan de Poincaré,
périodiques de période T = 1 et holomorphes a l'infini. Ces opérateurs, étudiés par Hecke
dans les années 30, jouissent de propriétés remarquables.

Nous avons partagé ce mémoire en trois chapitres.
Dans le premier chapitre, on trouve I’essentiel concernant 1’action d’un groupe sur un
ensemble, en prenant les actions homographiques comme exemple. on trouve aussi des

rappels sur les fonctions holomorphes et leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les formes modulaires et comme formes
particuliéres les formes paraboliques et leurs propriétés, illustrées par des exemples.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de l'action des opérateurs de Hecke sur
I’espace de ces formes.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons brievement quelques définitions et résultats de base
que nous allons utiliser tout au long de ce mémoire.

1.1 Groupes et action de groupe sur un ensemble

1.1.1 Groupes

Soit GG un groupe multiplicatif d’élément neutre e.

Définition 1.1. Une partie non vide H du groupe G est un sous groupe de G si :
1. ec H.
2. Vx,x’ e Hyx-2' € H.
3. Vre HaleH.

Définition 1.2. Un sous groupe H de G est dit normal dans G et on note H < G, s’il
vérifie : Va € G,aHa ' = H.

Lemme 1.3. Les condilions suivantes sont équivalentes :
1. H«G.
2. Ya € G,aH C Ha.
3. VacG,aHa™* = H.
4. Ya e G,aHa ! C H.

Définition 1.4. On appelle relation gauche modulo le sous groupe H, la relation d’équi-
valence notée R et définie par :

Vo,y € G,aRy <= 2 ' -y € H.

La classe d’équivalence d’un élément x dans G est & = {xh/h € H}, notée aussi x - H.



1.1. Groupes et action de groupe sur un ensemble

Proposition 1.5. Si H <G, l'ensemble quotient G/R = {z/x € G}, a une structure de
groupe pour la lot induite définie par : T -y = Ty.

Remarques.
1- G/R est noté G/H.
2-L’élément neutre de G/H este = H.

Exemple 1.6. Soit GLy(R) le groupe des matrices carrées inversibles d’ordre 2 et a
coefficients dans R ; muni du produit des matrices et soit SLy(R) le groupe spécial linéaire,
constitué des matrices de GLy(R) de déterminant égale o 1.
SLy(R) est un sous groupe normal de GLa(R).
En effet :

1. On a Iy, € SLy(R) car detly = 1.

2. VM, M € SLy(R) : MM € SLy(R), car det(MM') = detM.detM = 1.

3. YM € SLy(R),det(M~') = 4 =1, donc M~' € SLy(R).

4. YM € SLy(R),VA € GLy(R) : det(AMA™) = detA.detM.detA™" = detM = 1.

Dot AMA™ € SLy(R) = A- SLy(R) - A7t C SLy(R) et donc SLy(R) 9 GLy(R).

o La relation gauche modulo SLy(R) est définie par :

VA, A" € GLy(R) : ARA <= A1 A" € SLy(R)
s detA" - detA =1
> detA = detA’.

o Pour A e GLy(R) :

A=A-SLy(R) = {A- M/M € SLy(R)}
= {A € GLy(R)/detA = detA'}.

o Lélément neutre de GLy(R)/SLoy(R) est I, = SLy(R).

Définition 1.7. Soit A une partie du groupe G. On appelle sous groupe engendré par A
le plus petit sous groupe de G contenant A, noté (A) et défini par :

(A) = {a'ay’..a;", n € N*,a; € A, ; = +1,Vi = 1..n}.

Si G = (A), on dit que G est engendré par A et que A est une partie génératrice de G.
Exemple 1.8. Soit SLy(Z) = {A = (CCL Z) Ja,b,c,d € Z,detA = 1} et soient dans

SLy(Z), S = <_01 (1)) et T = (é 1), alors les matrices S et T engendrent SLo(Z).

01 -1 -1
et (ST)? = I,. Notons H = (S, T) le sous groupe de SLy(Z) engendré par S et T'; il suffit
de montrer que SLo(Z) C H.

Preuve. Remarquons que : Vn € Z; T" = (1 n)) S?2=—1, ST = ( 0 1 )

Supposons le contraire, il existe donc A = <(2 Z

> S SLQ(Z) et A ¢ H.

2



1.1. Groupes et action de groupe sur un ensemble

Soit F ={A € SLy(Z)NA ¢ H} et soit Ay = (ZO ZO> € F tel que | ap |<| a|,Va € Z,
0o do
tel que A = Z € F. Nécessairement ay # 0 car sinon, puisque agdy — bgcg = 1, ceci

implique —byco = 1 et donc —bg = ¢y = £1

donc Ay = (Zz ZZ) = (:gl jol) = +£5T*+% ¢ H, ce qui est absurde avec le fait que
Ao & H.

Soit ¢ le quotient de la division euclidienne de —by par ag, alors —by = agq + r avec
| 7 |<] ag |- On a la matrice :

o_gy — (@0 bo) (1 @) (0 -1\ _ fag+by —ao) _ ([ -r = —a
AOT( S> (CQ dg) (0 1 1 0 cog +do —co cog +do —co °

ApT9(—S) € F avec | r |<| ag |, ce qui contredit la minimalité de | ag |.
D’ott SLy(Z) C H et donc SLy(Z) = (S, T). O

Définition 1.9. Soient (G,-) et (G',-) deuz groupes. Une application f : G — G est dite
homomorphisme de groupes si : f(z-x') = f(x)- f(2'),Vz,2' € G.

Proposition 1.10. Si f : G — G’ est un homomorphisme de groupes, alors on a :
1. fle)=¢.
2. f@™h) = (f(x))"

Exemple 1.11. Soit H un sous groupe normal de G. L’application :

7:G— G/H
r— 7(x) = 7.

est un homomorphisme de groupes appelé la surjection canonique.

1.1.2 Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 1.12. On appelle action du groupe G sur un ensemble E toute application :
V:GxE—FE

(a,x) — VY(a,x),
qu’on note ¥(a,z) = a -z, vérifiant les deux conditions :
1. (a-b)-z=a-(b-z),Vr € E,Va,bed.
2. e-x=ux,Vr € FE.
On dira que G opeére sur E, sl existe une loi d’action de G sur E.

Définition 1.13. Soit G un groupe opérant sur ’ensemble E et soit v € E. On appelle
stabilisateur de x le sous groupe de G, noté G, défini par G, = {a € G/a -z = x}.

Définition 1.14. On appelle orbite (ou trajectoire) de x le sous ensemble de E noté T,,
défini par T, ={y € E/Ja € G/ly=a -z} ={a -z/a € G}.



1.2. Espaces vectoriels et applications linéaires

Proposition 1.15. Si G opére sur E, la relation R définie sur E par :
TRy <= da € G tel que y =a -,
est une relation d’équivalence ou T, est la classe d’équivalence de x.

Définition 1.16. L’action de G sur E est dite transitive si et seulement st Vx,y € E :
T,=T,=FE.

Définition 1.17. L’action de G sur E est dite fidéle si et seulement si (| G, = {e}. Ce
el

qui est équivalent ¢ : a-x =x,Vr € F <= a =e.

1.2 Espaces vectoriels et applications linéaires

1.2.1 Espaces vectoriels

Soit K un corps et soit £ un espace vectoriel sur K.
Définition 1.18. Soit F' une partie de E. On dit que F' est un sous espace vectoriel de
E s

1 F£0.

2.V e KNxe F\-z € F.

3. V(r,y) e F*,x+y e F.
Définition 1.19. Si F' et G sont deux sous espaces vectoriels de E, le sous espace vecto-
riel F'+ G défini par :
F+G={z€E/Jx e F,3y € G/z=x+y} est appelé somme des sous-espaces vectoriels
FetG.

En générale, si Fy, Fy, ..., F, sont des sous espaces vectoriels de E/, la somme des Fy, Fy, ..., F,

est définie par i Fi={zx € E/3(x1,...,xn) E i XFox .. xXF,:x=x1+x2+ ...+ 2,}.
i=1

Définition 1.20. La somme de n sous-espaces wvectoriels Iy, Fy, ..., F, de E est dite
i=n

somme directe si chaque élément de Y F; s’écrit d’une maniére unique comme somme
i=1
d’éléments de Fi, Fs, ..., F,, elle est notée I} & Fo ® ... F,.

Théoréme 1.21. La somme de n sous-espaces vectoriels Fy, Iy, ..., F,, de E est directe si
et seulement si la propriété suiwante est vérifié :

VpeN2<p<n, (M +H+..+F)NF={0}

Théoréme 1.22 (Caractérisation de la somme directe).
Soit (F1, Fy, ..., F,) une famille de sous-espaces vectoriels de E. Pour tout i € {1,...,n}
on consideére une base B; de F;. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La somme Fy + F5 + ... + F,, est directe.
2. V(Clll,...,.an> € F1 X ... X Fn: 1+ 2o+ ... +x, = OE — I =Ty=..=I, = OE

4



1.2. Espaces vectoriels et applications linéaires

3. La concaténation des bases By, ..., B, est une base de F1 + ... + F,.
4. dim(Fy + ...+ F,) = dimFy, + ... + dimF,.

Définition 1.23. Une algébre sur un corps commutatif K ou K-algébre, est une structure
algébrigue (A, +, -, xX) telle que :

i. (A,+,-) est un espace vectoriel sur K.
ii. (A, 4+, X) est un anneau.

iii. Pour tout z,y e ANEK :(A-x)xy=azx(A-y) =X (zxy).

Définition 1.24. Une algébre graduée est une algébre A pour laquelle il existe une famille
(A;)jes de sous espaces vectoriels de A tels que :

JjeJ
2. AlAJ - AiJrj’vi,j S J, c’est a dire : Vx € Al,Vy S AJ, T Xye Ai+j,Vi,j eJ.

1.2.2 Applications linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur un corps K et f : E — F une application.

Définition 1.25. f est dite linéaire st on a :

1. flx+y)=f(z)+ f(y),Vo,y € E.
2. flazx) =af(z),Va e K,Vz € E.

e [’ensemble des applications linéaires de E dans F' muni de la somme des applications
et la multiplication par scalaire est un espace vectoriel noté L(E, F).

e 5i F'=FE, f est appelée endomorphisme de E. L’ensemble des endomorphismes de E
est noté L(F).

Définition 1.26. Soit f € L(F) et soit A € K ; X est appelée valeur propre de f s’il
eriste v € E tel que © # 0 et f(x) = Az.
x est dit vecteur propre associé a .

Définition 1.27. Si A est une matrice dans M, (K), on dit que A est une valeur propre
de A s’il existe v € My (K) tel que v # Oy, (k) €t Av = Av.

Définition 1.28. Soit A € M, (K) ; on appelle polynome caractéristique de A ; le poly-
nome en \ noté Pa(\) et défini par : Pa(\) = det(A — \I,,).
Les racines de Pa(\) dans K sont les valeurs propres de A.

Définition 1.29. Si K est un corps de caractéristique différente de 2 ; une application
d: Fx E— K est appelée forme bilinéaire si on a :
1. Yae KN(x,2',y) € B3 : ®(ax+2',y) = a®(z,y) + P(2',y), c-a-d : ® est linéaire
par rapport a la premiére variable.
2. \V/B € va(xayyy/) € E*: (I)(I,ﬁy + y/) = ﬁq)(l',y) + (I)(:L‘7y/) c-a-d : © est linéaire
par rapport @ la deuzriéme variable.
L(E x E,K), 'ensemble des formes bilinéaires définies sur E X E muni des deuz
lois citées dans définition (1.25) est un espace vectoriel sur K.



1.3. Fonctions holomorphes

Définition 1.30. Une forme bilinéaire ® est dite symétrique si :
O(x,y) = ®(y,x),Vr,y € E.
Définition 1.31. Supposons K = R. ® est dite définie positive si ®(x,x) > 0,
Vo e E —{0}.
Définition 1.32. Un produit scalaire est une forme bilinéaire définie positive.

Définition 1.33. Soit E un C-espace vectoriel. Une forme hermitienne sur E est une
application h : E x E — C, vérifiant :

1. h est linéaire par rapport & la premiére variable : h(A\x +vy, z) = Ah(z, 2) + h(y, 2),
VA e C, V(z,y,2) € E>.

2. h est semi-linéaire par rapport ¢ la deuzieme variable : h(z, \y + z) = Ah(x,y) +
h(z,z), YA € C, V(x,y,2) € E3.

3. h vérifie la propriété de symétrie hermitienne : h(y,x) = h(z,y),V(z,y) € E>.

Définition 1.34. Un produit scalaire hermitien est une forme hermitienne définie posi-
tive.

1.3 Fonctions holomorphes

1.3.1 Séries entiéres

On note par D(o, p) (resp D(o, p)) le disque ouvert (resp fermé) de centre 0 et de rayon
p et par D(0, p) son intérieur.

Définition 1.35. Soit zy € C, (an)nen une suite dans C. La série des fonctions de la

o0
forme > a,(z — 29)" est appelée série entiére de centre zy et de coefficients a,.
n=0

o
Lemme 1.36. Soit > a,2" une série entiére. S’il existe zo € C* tel que la suite (anz8)n

n=0
[e.°]
est bornée alors la série Y a,z™ est normalement convergente sur tout disque fermé
n=0

D(0, p) de centre 0 et de rayon p <|z|.

Définition 1.37. On appelle rayon de convergence de la série le nombre positif
R = Sup{r € R* : (a,r™),, soit bornée}.

Théoréme 1.38. Si R € R, la série ) a,2" est convergente sur toul le disque fermé

n=0

D(0,7) pour tout r < R et divergente sur C\ D(0, R).




1.3. Fonctions holomorphes

1.3.2 Définitions et propriétés

Dans tout ce qui va suivre €2 désigne un ouvert de C.

Définition 1.39. Soit f : Q0 — C une fonction complexe. On dit que f est holomorphe
sur € st :

o 1) = ()

2—20 Z— 2
existe pour tout zg € €2 et on note :

i 1) = £ ()

2—20 Z— 20

= f/(ZO),

appelée la dérivée de f en zg.
L’ensemble des fonctions holomorphes sur S est noté H(S2).

Proposition 1.40.
o Si feH(Q) et g H(Q) alors f+ g et fg appartiennent aussi & H(S2).
o Si f e H(), f(Q C U etge H(Q), alors go f € H(Q) et pour tout z € Q,
(90 f) (20) = g (f(20))f (20)-
Exemples 1.41. 1. Pour tout n € N, la fonction : z —> z" est holomorphe sur C.
2. La fonction : z — Z n’est holomorphe en aucun point de C.
8. La fonction : z — L est holomorphe sur C — {0}.

Corollaire 1.42. H(Q2) muni de la somme des fonctions et la multiplication par scalaire
est un espace vectoriel sur C.

Définition 1.43. Une fonction f est dite analytique sur 2 si pour tout disque ouvert de
centre zg et de rayon r, D(z,7) C Q, il existe (c,), € (C)N telle que :

f(z) = ch(z — 20)",Vz € D(2p,7).

n=0
On note par A(Q) Uensemble des fonctions analytiques sur Q.
Théoréme 1.44. Si f € A(Q), alors f € H(Q). De plus f € A(Q).

Corollaire 1.45. Si f € A(Q) alors f a des dérivées de tout ordre et toutes ses dérivées
sont dans A(2).

Proposition 1.46. Si Q est un ouvert connexe de C, f € H(Q) et f =0,Yz € Q, alors
f est constante sur ).

Proposition 1.47. Si Q est un ouvert connexe et si f € H(S2), alors les conditions
suivantes sont équivalentes :
1. f constante sur €.
. Re(f) est constant sur €.
. Im(f) est constant sur Q.

. |f| est constant sur .

. fEHD).

NN



1.3. Fonctions holomorphes

Théoréme 1.48. 1. Toute fonction holomorphe sur ) est analytique sur €.

2. Le rayon de convergence R de la série Y, c,(z — z9)" est supérieur ou égal a
n=0

d(z9,C\ Q) ;(La distance de zy a C\ Q).

3 VO<r<R: Z_:O’CMQT%I%I | f(z0 + 7€) |? db.

Lemme 1.49. Si f € H(D(0,1)) telle que f(0) =0 et si| f(z) |< 1 pour tout z € D(0,1),
alors on a :

1. Yz € D(0,1), |f(2)] < |z
2 1f(0) < 1.

3. Si|f(0)|=1 ou s’il existe z € D(0,1)\ {0} tel que |f(z)|=|z| alors il existe A € C
tel que |A\|=1 et f(z) = Az pour tout z € D(0,1).

Définition 1.50. On dit que f : Q — Q' est biholomorphe si f est holomorphe sur €
et bijectif et si f~1 est holomorphe sur Q.
On dit dans ce cas que Q et Q' sont conformément équivalents.

Théoréme 1.51. Tout ouvert simplement connezxe de C est conformément équivalent a
D(0,1).

Théoréme 1.52. Soit f € H(SY), périodique de période T' = 1; alors il existe une fonction
f:D(0,1) — {0} — C tel que f(z) = f(q) /q = €*™*, [ holomorphe sur D(0,1) — {0},

de plus les conditions suivantes sont équivalentes :

1. lim  f(2) existe.

Imz—+o00
2. f se prolonge par holomorphie en zy = 0.

3. f admet un développement en série entiére en zy = 0 de rayon de convergence
R>1

Définition 1.53. On dit que [ est holomorphe en Uinfini si ]? est holomorphe en 0.

o0

Théoréme 1.54. Soil Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R, alors la série
n=0

n—1

oo o0
entiere »_ nap,z"~' a le méme rayon de convergence que Y a,z". De plus, la fonction :

n=0 n=0

f(2) = 3> anz" est holomorphe sur D(0, R) et f'(2) = 3 na,z"*.
n=0

n=0
Lemme 1.55. Soit (a,), une suite dans C telle que la série Y a, soit convergente. Alors
n=0

oo
la série Y a,r™ est uniformément convergente sur [0, 1].
n=0

o0
Théoréme 1.56. Soit > a,2™ une série entiére de rayon de convergence R et soit
n=0

o
29 € C tel que |z|= R et tel que Y anz{ soit convergente de somme Sy. Alors la fonction

n=0
o
f(z) = > anz" qui est holomorphe sur D(0, R) a pour limite Sy lorsque z tend vers z.
n=0



1.3. Fonctions holomorphes

1.3.3 Fonctions méromorphes

Séries de Laurent

o

Définition 1.57. La série de fonctions de la forme > a,(z — z0)" est appelée série de
—00

Laurent de centre zy et de coefficient a,,.

1 00
La série > a,(z — 29)™ est appelée sa partie principale et > a,(z — 29)" est appelée partie
0

—0o0

réquliére.

Théoréme 1.58. Si f est une fonction holomorphe sur la couronne C(zo,r, R), alors f
est développable en série de Laurent dans C(zo,7, R) sous la forme f(z) = > an(z —20)".

n

o0
De plus la série Y an(z — 2)" converge normalement dans C(zo,7 , R') pour tous r', R’

—00

tels que ¥ < r et R < R et on a pour tout n € Z : a, = ﬁ Ik %df, pour
c(a,p

r<p<aR.

Singularités

Définition 1.59. Soit f : Q@ — C une application et soit zg € 2. On dit que zy est
une singularité isolée de f si et seulement s’il existe r > 0 tel que D(zg,7) C Q et f
holomorphe sur D(zo,7) \ {20}

Théoréme 1.60. Soit zy € Q une singularité isolée de f et soit f(z) = > an(z — zo)"
nez
le développement de [ en série de Laurent autour de zy. Alors 'un des trois cas se pré-

sente :
1. a, =0 pour tout n < 0 et on dit que zy est une singularité artificielle de f.

2. 1l existe m > 1 tel que a, = 0 pour tout n<—m et on dit que zy est un pole d’ordre

m de f.

3. L’ensemble {n € N/a_,, # 0} est infini et on dit que zy est une singularité essen-
tielle de f.

Définition 1.61. Une application f : QQ — C est dite méromorphe sur ) s’il existe une
suite (zp)n dans Q sans points d’accumulation dans Q) telle que :

1. f € HQ\ {(zn)n})-
2. Pour chaque n € N, z, est un pole pour f.

On note par M(Q) l’ensemble des fonctions méromorphes. Si Q0 est connexe alors M ()
est un corps.



Chapitre 2

Les formes modulaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse essentiellement aux formes modulaires et leurs proprié-
tés et comme formes particuliéres on traite les formes paraboliques. Tout d’abord on va
définir une action de groupe qui va nous guider vers le groupe modulaire dont nous allons
étudier la structure. Puis on finit par les formes modulaires en donnant des exemples.

2.1 Actions homographiques

Définition 2.1. On appelle demi plan de Poincaré, noté H, 'ouvert connexe de C des
nombres complexes de partie imaginaire strictement positive.

H={z¢eC/Im(z) > 0}.

Définition 2.2. On appelle transformation homographique, toute application f de la

forme :
az+b

cz+d

e Sic#0; f c’est une fonction holomorphe sur C — {—% :
e Sic=0,d#0; f est holomorphe sur C et s’appelle transformation affine.

Z—

Ja,b,c,d,z € C.

Exemples 2.3.
e La transformation z —

zZ—1

= est appelée transformation de Cayley.
e La transformation z — % est appelée 'tnversion.

On considére le groupe SLy(R) formé des matrices carrés d’ordre 2 a coefficients réels
et de déterminant 1.

Proposition 2.4. SLy(R) opeére transitivement sur H par laction :

SLy(R) x H — H
a b az +b
. Z H ——
c d cz+d
appelée action homographique.

10



2.1. Actions homographiques

Preuve. 1. Soient A = (CCL 2) € SLy(R), z € H, en posant A -z = gjis, on a :
Im(A - 2) = I'm az+0b — Im (az +b)(cz + d)
cz+d lcz + d|?
— Im ac|z|* + adz + bez + bd
B lcz + d|?
ad — bc
— (Y=g
(|cz+d]2) m(z)
Im(z)
= 2.1
lcz + d|? (2.1)

On en déduit que Im(A-z) > 0,Vz € H et donc A - z € H pour tout z € H. Ceci
donne 'existence de 'application :

SLy(R) x H — H
(Ayz) — A 2.

Reste a vérifier les deux conditions citées dans la définition (1.12).

. _f(a b (e f . .
2. So1entA—<c J ’B_(g h)ESLQ(R> et soit z € H :

' B a b e f ~(ae+bg af +0bh
Ona-(AB)'Z—((C d) (g h))'z(ceﬂlg cf+dh).z

(ae +bg)z + af + bh
(ce +dg)z+cf +dh’

d’autre part on a :

-6 09 () G2
Qg + 0

= ez+f
ngm —l—d

_ (ae+bg)z +af + bh
~ (ce+dg)z +cf +dh’

10
3. [2'2(0 1)-,2—2

4. Pour la transitivité de cette action, il suffit de montrer que tout les éléments de H
ont la méme orbite et qui est H.

vy ? qui est dans SLy(R) telle que

On a:Vz=ux+1y € H, il existe A = 0 L

7
VY
A-i = z, c’est a dire tous les éléments z de H sont dans la classe de ¢ et donc
T, =1T;, Vz € H et I'action est transitive.

11



2.2. Groupe modulaire

Remarque. L’action de SLy(R) sur H n’est pas fidéle car pour A € SLy(R) :

A:(“ b) € NSLR), < A z=2VYzeH
c d zeH

az+0b

cz+d
—=c*+(d—a)z—b=0,Yz € H
= c=b=0c¢ta=d,

=z,Vze H

comme A € SLy(R), la condition :

ad—bc=1=da*=1
— a==+1

Comme Iy - z = z,Vz € H, alors ﬂHSLQ(R)Z ={xL}.
z€

2.2 Groupe modulaire

Soit SLy(Z) le sous groupe de SLy(R) formé des matrices a coefficients dans Z.
Définition 2.5. On appelle groupe modulaire le groupe quotient I' = SLo(Z)/{£1>}.

Proposition 2.6. Le groupe modulaire I' opére sur H par action homographique fidéle.

Preuve. Posonspour A € Tet 2 € H: A-z = A-z, telle que pour A = (Z Z) € SLy(Z) -

A z= zzzj:s On a: A-z € H (proposition 2.4).

1. On montre que :

T xH— H
(A,2) — A-z = A- 2 est une application.

Soient (A4, z), (A’,2') €T x H :

(A2)= (A, )= A=A Nz="7

— AA e (L Az =7
— A A =+tLAz=2
— A=A Nz="7.

: _fa b , fd VY
SlonposeA—(c d)’A_(c’ d’)'

Si A=A alors :

az+b_a’z’+b'

cz+d_c’z’+d’:>A.Z:A,.Z/

— A-z2=A 7.

12



2.2. Groupe modulaire

Si A= —A alors :

az+b —a’z—b’_ —a’z’—b/_
cz+d —cdz—d —di—d i +d

IV b/ _ _
Y N A= A

D’ou v est une application.

2. Soien:u{l,BGF,zEH: o
* (AB)-2=(AB)-z2=(AB)-z=A-(B-2)=A-(B-2).

x Iog-z2=1y 2=z

3. Soit Ae NT,:
zeH

Ac ﬂHFZ<:>fl-z:z,Vz€H
FAS

<— A-z=2VzeH

— A=+I,
<:>A::l:_,[2:{__[27_[2}
— A =er.

Dot ﬂHFz = {er} et donc Paction de I' sur H est fidéle.
zE

Remarques. De l'action de I" sur H on a :
1. SizeM; T, ={A-2/AcT}={A-2/A € SLy(Z)}
={%tb/a.b,c,d € Z,ad — bc = 1}.

cz+d

2. Si z,2 sont deux éléments de H tel que T, = T,/, on dit que z et 2’ sont congrus

modulo T'.

3. Si_T, S sont les classes des matrices T' et S dans I" on a :
T . 2=T-z=z+4+1etS-2=8-2=-1

z

OF-z:T_l-z:z—l,3_1~z:S_1-z:—%.

z Sin est pair.

N =

etVnecZ T - 2=T" - z=z4n etgn-z:S”-z:{

Si n est impair.

Dans tout ce qui va suivre un élément de SLy(Z) et sa classe dans I' seront notés de

la méme maniére.

Soit D l'ouvert de C défini par : D = {z € H, |Re(z)| < 5 et |z| > 1}, est appelé le

domaine fondamental pour I'action de I' sur H.

13



2.2. Groupe modulaire

FIGURE 2.1 — Domaine fondamental D

Théoréme 2.7.

1. VzeH,dB €T tel que : B-z € D.
Re(z) ==+i etz =2+ 1.
2. Siz,2 €D, z+# 2, sont congrus modulo T, alors :{ V
Re(z) <t et|z|=1etz =-1
3. Soit z € D et soit T, le stabilisateur de z dans U'. Alors ', = {1} sauf dans les cas
suvants :
(a) z=1, I, est le groupe d’ordre 2 engendré par S; T', = {1,S}.
(b) z =7, ot j = e¥/3 T, est le groupe d’ordre 3 engendré par ST ;
I, ={1,8T,(ST)*}.
(¢c) z=—j3, T, est le groupe d’ordre 3 engendré par TS ; T, = {1, TS, (TS)*}.

Preuve. 1. Soit G = (S, T), le sous groupe de I" engendré par S et T". Pour

a b

A= c d JA € G et z € H, et de la relation Im(A - z) = Iiﬁ(s\)% ’ensemble

{Im(A-z)/A € G} est fini et admet un maximum. Il existe alors Ay € G tel que :
Im(A-z) < Im(Ay-2), VA € G. Comme T"(Ay - 2z) = Ay -z +n, Yn € Z, on peut
toujours trouver ng € Z tel que |Re(T™-(Ay-2))| < 5. Posons zg = T™-(Ay-z), alors
20 = (T™Ap)-zetona:|zg|> 1, car sinon Im(S-zp) = [m(—%) = I\ZT(IZS) > Im(z).
Or Im(z9) = Im(T™ - Agz) = Im(Aoz + ng) = Im(Apz). On aurait

Im(S - zy) = Im((ST™Ay) - z) > Im(Ag - z), ce qui contredit la maximalité de
Im(Apz). D’out pour tout z € H, il existe B =T" Ay € I" tel que B -z € D.

a b

2. Pour la deuxiéme et troisiéme points : soient z € D et A = <C d> € G tels

que A -z € D. Quitte a remplacer (2, A) par (Az, A1), on peut supposer que
Im(Az) = Im(z), c’est a dire que | cz + d |< 1. Ceci est impossible pour | ¢ |> 1,
donc on étudier les cas ¢ € {0, £1}.

Sic=0,0onad= =41 et A est translation par £b. Comme R(z) et R(Az) sont
entre —% et %, on a soit b =0 et A =1, soit b = =1, auquel cas I'un des nombres
R(z) et R(Az) doit étre égal & —% et Pautre & 3.

14



2.3. Formes modulaires

Sic=1, alors d = 0, sauf si z = j( ou —j), et dans ce cas on peut avoir d = 0 ou
I(oud=0o0u—1). Le cas d = 0 donne |z| < 1, d’on |z| = 1. Comme ad — bc = 1,

1

b = —1, donne Az = a — - et la premiére partie de la discussion montre que

a =0, sauf si R(z)

= :I:%, c’est a dire si z = j ou —7j, auquel cas on peut prendre

a:O,—l,oua:(),l.Lecasz:j,d:1d0nnea—b:1etAj:a—1%j:a+j,

d’ott @ = 0 ou 1. On traite de méme le cas 2 = —j et d = —1.
Enfin, le cas ¢ = —1 se raméne au cas ¢ = 1 en changeant les signes des coefficients
de A.

Théoréme 2.8. T" est engendré par S et T.

Preuve. Considérons le sous groupe I de I' engendré par S et T.
Soit A€ T et 2 € D C H, donc Az € H. D’aprés le théoréme (2.7), JA eT': A'Az € D,
comme z € Dalors 2= AAzet AA=1=>AcT doncT cTI"doa T =T,

2.3 Formes modulaires

]

Définition 2.9. Soit k € Z. Une fonction f : H — C est dite faiblement modulaire de

poids k, si elle vérifie pour tout A = (CCZ Z) € SLy(Z) :

J(A-2) = Jax(z) - f(2),Vz € H,

avec : Jap(z) = (cz + d)*.
La relation (2.2) est appelée condition de modularité.

Lemme 2.10. Soient A, B € SLy(7Z) ; on a alors :
Japr(2) = Jar(B - 2) - Jpxr(2), Vz € H,

appelée relation de "cocycle.

d d

/ / ’ /
Preuve. Posons A = <CCL b), B = (CCL, b ), alors A- B = (aa{ + bc,

Japi(2) = [(cad +dc)z + (cb + dd)]F
=[e(a'z4+b)+d(cz+d))*

Yy
_ dl az d
{CH ((cz+d’) )
T
d)k @z d
cz+ < <cz—|—d’)+ )

= Jpx(2) - Jax(B -2

15

|

ca + dc

k

ab’ + bd
cb + dd

).

(2.2)



2.3. Formes modulaires

Proposition 2.11. Si f est faiblement modulaire de poids k, on a alors :
1. VA,B € SLy(Z) : f((AB) - 2) = Jap(B - z) - Jgr(z) - f(2).
2. f(z+1)=f(z) et f(—21)=2" f(z), Vz € H.

Preuve.
1. En effet :

f faiblement modulaire == f(A-2) = Jax(2) - f(2),VA € SLy(Z)
= f((AB) - z) = Japi(2) - f(2),YA,B € SLy(Z)
Lemme (2.10) = f((AB) - 2) = Jax(B - 2) - Jpi(2) - f(2)

2.Pour A =T dans la relation (2.2) on obtient :

F(T2) = Ja(z) - () = fo+1) = (2), ¥z € .

Pour A = S dans la relation (2.2) on obtient :

£S5 2) = Js(z) - f(2) =  (=1) = 25+ f(2), V= € EL 0

Définition 2.12. Une forme modulaire de poids k € Z est une fonction f : H — C
faiblement modulaire de poids k telle que :

1. f est holomorphe sur H.
2. f(2) admet une limite finie quand Im(z) — +oo notée f(c0).

Proposition 2.13. Soit H(H) le C-espace vectoriel des fonctions holomorphes sur H et
soit My l’ensemble des formes modulaires de poids k ; on a alors :

1. My, est un sous espace vectoriel de H(H).

2. My = {0} pour tout k € Z tel que k impair.

Preuve.

1. My, # 0 car la fonction nulle, notée 0, est un élément de M.
e M, C H(H), car toute forme modulaire est holomorphe sur H.
oeVf ge M :

(F+g)(A-2)=f(A-2)+g(A-2), V2 € H,VA € SLy(Z)
= Jax(2)f(2) + Jan(2)g(z), Vz € H,VA € SLy(Z)
= Jax(2)(f(2) + g(2)), Vz € H,VA € SLy(Z)
= Jar(2) - (f+9)(2), V2 € H,VA € SLy(Z).

Comme f + g € H(H) et , lirrir (f + g) existe, alors [+ g € M.
mz—r—+00
o Va e C,Vf € M :

(a-f)(A-2)=a- f(A-2), Vz € H,VA € SLy(Z)
— o Jax(2) - f(2), ¥z € H,VA € SLy(Z)
= Jan(2) - a- f(2), V2 € H,VA € SLy(Z)
= Jax - (af)(2), V2 e H,VA € SLy(Z).
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

Comme o« f € H(H) et lim («- f) existe, alors a - f € M.

Imz—+o0
D’otl M}, est un sous espace vectoriel de H(H).

2. Si on remplace dans la relation (2.2) la matrice A par —I, on aurait :

f(=Iy-2) = J i(2) f(2) <= f(z) = (=1)* - f(2),Vz € H.

Donc si k est impair, on aurait f(z) = —f(2),Vz € H, ce qui donne f(z) = 0,Vz € H,
d’ou f=0. O]

Remarque. Ce dernier résultat implique que toute forme modulaire non nulle est de poids
pair, ce qui explique le choix de k pair dans la suite.

Proposition 2.14. Tout élément f dans My admet un développement appelé développe-
ment de Fourier de la forme :

f2) = Fn)g", q=e*",

n=1

normalement convergent sur toute partie de H vérifiant Imz > A, A € RY.

Preuve. Soit f € M ; comme f € H(H) et f est périodique de période égale a 1, il

existe d’aprés le théoréme (1.52) f: D(0,1) — {0} — C, tel que f(2) = f(q), ¢ = e*™,

holomorphe sur D(0,1)—{0}. Comme , lin[}r f(2) existe, f est holomorphe en 0 et assure
mz—r—+0oo

I’existence d’un tel développement. O

~ -~

Définition 2.15. Soit f = > f(n)q" € My, f est appelée forme parabolique si f(0) = 0.

n=0

Proposition 2.16. L’ensemble Sy des formes paraboliques est un sous espace vectoriel
de Mk

Preuve.
e Il est clair que Sy C M}, et que Sy # 0. R

e VfigeSkisif=2 fn)g", 9= 9n)g"; f+g=72 cag" = X (f(n) +9(n))q";

n=0 n=0 n=0 n=0
o= F0)+300)=0.done f g€ S ) )
eVaecC,feSy:(a-f)z)=>cng"=a). f(n)g" = > af(n)g" doucy=a-f(0)=0
n=0 n>0 n=0

et donc o - f € Sg. ]

2.4 Exemples sur les formes modulaires

2.4.1 Séries d’Eisenstein

Définition 2.17. Soit k > 4 tel que k = 0[2]. La série d’Eisenstein d’indice k est définie
comme suit :

1
Gir(z) = Z ——— pour z € H.

k. b
(nmyeizzy (MEHT)
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

Théoréme 2.18. [1]. Soientn > 0,5 > 0 et k > 4. La série Gi(z) converge uniformément
Vz € Q tel que Q ={z € H/Im(z) = n,| Re(z) |< d}.

Définition 2.19. La fonction zéta de Riemann est définie comme suit :

avec s € C et Re(s) > 1.

Théoréme 2.20. Pour k = 0[2], k > 4, la série Gi(z) est une forme modulaire de poids
k, avec Gi(ioco) = 2¢(k).

a b

Preuve. Soit M = (C d) €T, pour z € H, (m,n) € Z* on a :

az+b (am + cn)z + (bm + dn)
+n=

mcz—I—d cz+d

Observons que ’application :

f:7* —7?
(m,n) — (am + cn, bm + dn)
L . d —b .
est bijective et son inverse est (m,n) — (m,n) B (m,n)M~1

donc si (m,n) € Z? = (m,n)M € Z* . Comme G} est absolument convergente alors :

1
Gr(Mz) = Z _(m(Mz) 4+ n)k

(m.n)e(2?)
1

(cz+d)~*((am + cn)z + (bm + dn))k

(m,n)€(Z?)*

1
- Z (cz+d)=k(m'z+n")k

((m ;0" ) M=1)e(z?)*

= (cz +d)F Z !

ol ez (m'z+n")k
= (cz + d)*Gi(2).

De plus on a ’holomorphie de G}, dans H par la convergence de Gi(z),Vz € H. Il reste a
prouver que Gy, est holomorphe a l'infini, i.e. Gi(2) a une limite quand I'm(z) — +oc.
Pour calculer cette limite on peut restreindre z a €2 ou GGj, converge uniformément. On

18



2.4. Exemples sur les formes modulaires

peut passer a la limite terme a terme :

1
lim  Gg(z) = Z lim

Im(z)—+o0 (e (22)*

0sim#0
n—l,c sim=20
(m,n)e(z2?)*

:Z an an

nezf{o} n=-—o0
00 1
:2Zb§:2Ck
n=1
D’ou G}, est holomorphe sur H* et donc Gy, est une forme modulaire de poids k. O
Développement de Fourier des séries d’Eisenstein
Le but de cette sous section est de déterminer les coefficient é;(n) de G (2).

Définition 2. 21 Les nombres By, de Bernoulli sont les coefficients dans le développement
en série de . On a :

x T e T
—1-= _
e — 1 ; t2.=0 " (2k)!
k=1
1 1
Bi=—=, By=—...
1 6 ’ 2 307
Proposition 2.22. VE > 1, on a :
22k71 ok
2k) = ——B .
Preuve. En utilisant les deux relations :
eiz + e—iz - eiz . e—iz
cos(z) = — sin(z) = —
on obtient :
e e im0 2i 4 2iz
COt(Z) = Zm =1 + 621.2 _ 1 = ZCOt(Z) =1z + 6212—_1

Posons x = 2iz dans la définition des nombres de Bernoulli, on trouve que :

~— k:+1 222 k:+1 k(zz)%
k=1 ’

(2.3)

+oo
B (2z)2k
=1- ZB’“ (2k)!
k=1
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

En utilisant la formule standard :

+00 2 +00 2
. z z
f(z) =sinz =z | | (1 — n27r2) = log f =logz + g log <1 — n27r2) .

n=1

Par dérivation on trouve que :

COS 2 1 3
: =cotz=—+ E —nr
sin z z 1—

+o00 22
= zcotz = 1—22 N ”2”2

n=1 n27r2

“+o00 +oo

- 1_QZZn2kW2k

n=1 k=1

_1—22.0(2.0 >W—Z (2.4)

n=1

Par identification entre (2.3) et (2.4), on trouve :

2
= 22” ﬁ
+oo 1 22k—1 ok
=2k =S o =Bk,

Remarque.
C(k) se donne aussi par la formule :

(2m) 1k (2m)
k) = * B
avec k = 2,46, ... Z B"a:
Les premieres valeurs de By, sont : B, = 0 pour k impair, By = % , By = 30 , BG ,
BS = %7

Définition 2.23. On définit la fonction swivante pour k € Z, k > 4.

+oo

1
D= 2 T

Elle est sous-suite de Gi(z).

Lemme 2.24. [1]. Soit k € Z, k > 4, la fonction hy(z) est holomorphe dans H et elle est
périodique : hy(z + 1) = hy(2),Vz € H , le développement de Fourier de hy est :

27i)
hi(z) = % Z mFlg™, avec ¢ = ¥,
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

Théoréme 2.25. Soit k > 2 et z € H. Le développement de Fourier de la série d’Eisen-
stein Ggp, est :

27TZ N 2miz
G2k( ) C(Zk)+22k_1'20'2k 1 , avec q = <™,

Ou 0,_1(n) est la fonction définie par : 0, 1(n) = > dP~".
d\n

Preuve. Go(2) =
(m.n)e(Z?)*
m<0, m=0oum>0:

W, décomposons Gor(z) en trois parties selon que,

Gor(z) = Z e T Z Z (=t 1) +Z Oz—i—n ZZ (mz +n)?

(m n)e(Z2) m=—00 n=—00 n=—o0o m—1n——
+o00 1 oo +oo 1
25t Lt S S et

On a :(—mz + n)?* = (mz — n)?**, (—n)* = (n)?*. Par changement d’indice n — —n
dans les deux premiéres sommes, il résulte alors :

1 0 1 00
207;0 mz—l—n2k+7§o 2k+;ﬁ mzln_z_ (mz 4+ n)?

Grace a la convergence uniforme de G, on peut sommer :

QZn% +2) Z e ) =20(2k) + 2 har(mz).

m=1n=— m=1

D’aprés le lemme (2.24) on trouve que cette derniére devient :

C(2k) +QZ <E2k2m |Z 21 (2mims) n)

2%1)2’“ = —

= 2((2k) + 2 % EI— DN mtermimnz, (2.5)

m=1 n=1

Soit 7 > 0, pour z = x + 1y € H avec y > 7, la double série derniére converge absolument
uniformément. En effet :

2k—1‘627riman€727rmny| _ n?! n*! < n2k71 (n m > 1)
— o2mmny X p2mnmy] X ) ) .

’n2k71€27rimnz’ g n
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

On peut réordonner (2.5) de la facon suivante :

©
§ § :n2k 1 2mmnz _ 2 : § n2k 1 2mtz

m=1 n=1 mn=t
m>0 n>0

oo oo
— E E n2k—1 27rztz — E § 7’L2k 1 qt
t=1 mn=t t=1 n\t
m>0,n>0
oo
t
= E O'Qk_l(t)q .
t=1
Donc
-\ 2k
(2m) ;

Gar(2) = 2¢(2k) + ook—1(t)q" -

@k_m%d
O

Définition 2.26. Soit k = 0[2], k > 4. On appelle série d’Fisenstein normée la série

Corollaire 2.27. Soit k=02, k >4 et z € H Le développement de Fourier de la série

2miz

d’Fisenstein normée Ey, est : Ey(z) =1 — &% Z or—1(n)q" avec g =-e

Preuve. D’aprés le théoréme (2.25) et la définition de Ey = 37 G- On trouve que

2§(k:

Ey(z) =1+ g m ,Eokﬂ) , et on a C(k) = (1y+QgBkDmc

Ep(z) =1+ (_1)1+§2((§7T_i>f)k;!(2ﬁ)k3k iak_l(n)q”
=1+ (—21321—);65316 :_Ol or_1(n)q
ok o0
e
~ 1= 5l
UJ

2.4.2 La fonction A
Définition 2.28. On définit : A = == (E} — E3) c¢’est une forme modulaire parabolique

de poids 12.
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2.4. Exemples sur les formes modulaires

Lemme 2.29. [1]. Soit S(z) = > a(n)q" une série uniformément convergente pour
n=1

z € H. Alors on a pour k € C :

(1 +k ia(n)q") =1+ QkZ n)q" + k* i ( Z a(r)a(s)) q".

n=2 r4+s=n

(1 + kZa(n)q ) =1+ BkZ n)q" + 3/{22 < Z a(r)a(s)) q"+

kSZ; ( 2_3 a(r)a(s)a(t))q”.

Théoréme 2.30. Soit k =0[2], k > 4 et z € H. Le développement de Fourier du A est :
A(z) =32 7(n)g", avec ¢ = e*™* od 7(n) est la fonction de Ramanujan donné par :

(n) = 112 (503(n) + To5(m)) + 3= (10003(r)o(s) — 14705(r)os(s) ) +

r+s=n

Preuve. On a d’aprés le corollaire (2.27) et la définition (2.28) :
1 3 2
A6 = 15 ((B42) - (Eu))’)
1 8 — A\° 12 & O\’
- E((1 - ) (1= 5 st )

" ; " ;
e ((1 + 240 ; Ug(n)q”) — (1 — 504 ; 05(n)q") )
et d’apres le lemme (2.29) on trouve que :
1 iy —
Alz) = (1 + 3.240 ; o3(n)q" + 3.240° ; (;ﬂ ag(r)ag(s)) "
20 Y (5 a0 1s

= r+s+t=n
+oo

250420—5 n)q" —50422< > 05(7’)05(8))q”>.

n=2 r4+s=n

S o) -

r+s=n

5042( Z 05(T)05(s)> +2403( Z ag(r)ag(s)ag(t)>q"

r+s=n r4+s+t=n

= Z (3.24005(n) + 2.50405(n) ) + 3.2402(
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2.5. Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré

— f ((%03(71) %Us(n)> + Z (10003(7")03(3) — 14705(r)a5(3)>+

r+s=n

8000 ) 03(7“)03(5)03(15)>q".

r+s+t=n
(]
Corollaire 2.31. 7(1) =1, 7(2) = —24.
Preuve. 7(1) = 2Zo3(1) + 5o5(1) = 2 = 1.
5 7
T(2) = ﬁ03(2) + EU5(2) + 1000'3(1)0'3(1) — 1470’5(1)0’5(1)
5 7
1423 + —(1+42%) + 100 — 147 = —
12(+ )+12(+ )+ 100 7
]

Remarque. Jacobi a obtenu le développement de A en produit infini suivant :

z)=gq H(l — ¢")* avec q = e*™7.

2.5 Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré

Proposition 2.32. Soit f,g € My, et soit z = x + 1y € H. L’application bilinéaire définie
par :

(f.9) = /f y*2dudy

est un produil scalaire hermitien appelé produit scalaire de Petersson.

Preuve. Vérifions les conditions du produit scalaire hermitien :
L. (f,f) >0,Yf e M, —{0}. En effet :

(f. f) = /f “dxdy—/u ) PyF2dady > 0, (2.6)

car z € H.
2. (f,f) =0= f =0. En effet, de (2.6) on a :

(LN =0=[fe)*=0Vze H= |f(2)| = 0,Vz € H
— f(z)=0,VzeH= f=0.
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2.5. Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré

3. {f, g +h) = X[, 9) + (f,h),Vf,g,h € My, ¥\ € C. En effet :

(f.Ag +h) = / F(2) g+ 1) () 2dedy

:X/f(z)y(z)yk_dedy—l—/f(z)ﬁ(z)yk_dedy

2.5.1 Séries de Poincaré

2imnz

Vn € N, on note par e, la fonction z — e , avec e; = e.

Définition 2.33. On définit la série de Poincaré d’ordre m par :

1 1
Po(z) = - —kem(M[c, d)z),
(C;)Zl (cz+d)

avec : M[c,d] désigne une matrice de SLy(Z) de la forme : (Z ;)

Remarque. Le choix des coefficients supérieurs de la matrice n’influe pas sur le calcul
de P,,.

Proposition 2.34. P,, est normalement convergente sur tout compact de H.

Preuve. On a :

1

< Y %

= k
(m,n)€Z2\(0,0) ’mz + TL‘
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2.5. Produit scalaire de Petersson et séries de Poincaré

Remarque. De la proposition (2.34), on déduit que P,, est holomorphe sur H.

Lemme 2.35. Soit (?; g) € SLy(Z), alors :

P (az+ﬁ

) = 0+ 6 P o

Preuve. Posons M = (: ?), alors :

1 1
P,.(Mz) = - ———en (M Mz).

On a: Mle,d]M = M|ac + vd, Bc + dd]. L’application :
{(e,d) € Z* : (c,d) =1} — {(¢,d) € Z* : (¢,d) = 1}
(¢,d) — (ac+ ~d, e+ dd),

est bijective d’inverse :

{(c,;d) € Z* : (¢,d) =1} — {(¢,d) € Z* : (c,d) = 1}
(¢,d) — (6c — vd, ad — Bc).

Donc :
1 c— ozt ad — e 7]6@ c,d|z
P01 =3 3 (3020 4 (= 50)) enlrle.dl)
— %(yz + 5)’“(%::1(02 +d)*e,,(Mle, d)2)
= (y2 + 0)*P(2).

Corollaire 2.36. P,, est une forme modulaire.

Preuve. Puisque P, est holomorphe et vérifie la condition de modularité et puisque

. (li)m pm(2) existe (proposition 2.34) alors p,, est une forme modulaire. O
m(z)—-+oo

Proposition 2.37. [2]. Pour tout m >0 :

+o0o k—1 +00
; : = Kl(m,n;c) 4m\/mn ,
Pm 2immz 2) k < n ) 2 ) 'Yy T 217rnz‘
(z) =e + 2 anl - E — e . e

c=1

Autrement dit,

k=1 Foo .
- 2k (%) Y —Kl("Z’”’C) Ji_1 (—‘mﬁm) sim # n.
P,(n)= e=1

+o0o o ]
1+ 2ik7 ; MJk_l (4”7’”) sim=n.
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2.6. Dimension de M,

tels que :

. _maz+n{z,c} R L. .
Kl(m,n;c) = E e*™ ¢, ou {z,c} désigne 'inverse de x modulo c,
x€(Z/cZ)*

est la somme de Kloosterman,

et
F(2) = 7; n!F(z(J_+1>n 1) <§>Mn

est la fonction J de Bessel d’ordre v.

Remarque. La proposition (2.37) montre en particulier que les coefficients de Fourier
des séries de Poincaré sont réels.

Corollaire 2.38. Pour tout m > 0, P,, est une forme parabolique de poids k.

Preuve. D’aprés la proposition (2.37), ]/3,\,1(0) =0, d’ou le résultat. O
Proposition 2.39. /2/. Si m el n sont des entiers strictement positifs, alors
Pu(n) =m'™* 3" d 'R (57 ).
d\(n,m)
Proposition 2.40. [2]. Soit f € Sy et soit m > 0, alors :

(k—2)!

{f; Pn) = ()i

- f(m).

Corollaire 2.41. L’espace Sy est engendré par les séries de Poincaré P,,, avec m > 0.

Preuve. Puisque S est de dimension fini on a :
Sy = (Pp,m € Z)" @ (P, m € 7).

Or la proposition (2.40) implique (P,,,m € Z)* = {0} et donc Sy, = (P,,,m € Z). O

2.6 Dimension de M,

Dans cette partie,on donne la dimension de 'espace M. Si f est une fonction méro-
morphe sur H non identiquement nulle et p € H, on note v,(f) l'ordre de f en p, c’est
Ientier n tel que f/(z — p)™ soit holomorphe et non nulle en p. De plus, si f = > f(n)¢"

notons v,(00) = mm{n/f(n) # 0}.

Théoréme 2.42. [6]. Soit f une fonction modulaire de poids k, non identiquement nulle.
On a alors la formule suivante :

1
Uoo(f)+§vz<f + UJ + sz -
zeH
z#1,j
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2.6. Dimension de M,

Corollaire 2.43. Si k <0 et k =2 alors M, = Sy = {0}.

Preuve. Si f est un élément non nul de M. Par définition, f est holomorphe, donc
lordre de f en tout point est positif, alors tous les termes du membre de gauche de la
formule :

1
Voo + =i (f) + Uj +Z"UZ

2
zeH
Z#%]
sont positifs d’oul k est positif. Si on suppose que f est une forme modulaire de poids 2
donc 1 5 =n1+ %+ % avec n; des entiers positifs, ce qui impossible. O

Proposition 2.44. Pour k > 4 tel que k = 0[2], My = (Gy) P Sk.

Preuve. On a :
G € Mk,Sk C M, = S, + CG,, C M,. (28)

Soit f € My, puisque é\k(O) #0ona:

f - j\(0> Gk S Sk7
G(0)
d’on
M, C S, + CGk (29)
De (2.8) et (2.9) on a My, = Sj, + CGy. Comme Gy ¢ Sy, donc CG, (S = {0} d’ou Sy, et
CGy, sont en somme directe alors My, = CGy, @ S. O]
Lemme 2.45.

Pour tout k,l € Z, on a : MM, C My, tel que : MM, ={fg/f € My,g € M,}.

Preuve. Soient : f € My, g € Mj,ona: f(A-z) = Jar(2)- f(2),Vz € H,VA € SLy(Z).
g(A-2)=Jai(z) - g(2),Vz € H,VA € SLy(Z).

(f-9)(A-2)=f(A-2)-g(A-2)
= Jak(2) - f(2) - Jau(2) - 9(2)
= Jan(2) - Jau(2) - f(2) - g(2)
= (cz+d)" - (cz+d)' - f(2) - 9(2)
= (cz+d)*" - (f-9)(2)
= Jarr(2) - (f - 9)(2).

Comme f,g € H(H) et lim (f-g)(z) existe, alors f - g € M. ]

Imz—+o0

Proposition 2.46. S, ~ M;_1».
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2.6. Dimension de M,

Preuve. Soit f € Si, comme A € S5 alors % € M;._1o, on peut considérer 'application
@ 1 Sp —> My_1o tel que o(f) = %. ¢ est manifestement linéaire, injective. De plus
Vg € My_12, 3f = Ag € My_12412 = M, tel que ¢(Ag) = % = g. De plus :

A€ S, = A0)=0
— (Ag)(0) = A(0)§(0) =0,

d’ott Ag € Si et ¢ est surjective, alors ¢ est bijective donc Sy >~ Mj,_15. [

Lemme 2.47. Le sous espace Sy est le noyau de 'application linéaire ¢ définie par
f > f(oc0) définie de My, dans C. On a donc dim]g—: < 1.

Preuve. Soient f,g € M, et a,5 € C:

p(af + Bg) = (af + Bg)(o0) = (af)(c0) + (Bg)(c0)
= af(00) + Bg(c0)
= a¢(f) + Bo(g)-

Ona:

Ker(¢) ={f € My/o(f) =0}
={f € M/ f(o0) = 0}

-~

={f € My/f(0) = 0} = 5.

Donc par le premier théoréme d’isomorphisme des espaces vectoriels on trouve que :
]\g—: ~ I'm(¢), ce dernier est un sous espace vectoriel de C, alors sa dimension est inférieure

ou égal 1, donc dim]\g—: < 1. ]

Théoréme 2.48. Pour k € {0,4,6,8,10}, M est un espace de dimension 1 admettant
comme base 1, Gy, Gg, Gg, G19. On a S, = {0}.

Preuve. Si k < 10 = k — 12 < 0 et donc d’aprés le corollaire (2.43) et la proposition
(2.46) S, = {0}, et d’aprés le lemme (2.47), alors dim(M;) < 1. Comme 1, G4, Gg, Gs
et Gip sont des éléments non nuls de My, My, Mg, Mg, Mo , donc dim(M) = 1 pour
k€ {0,4,6,8,10}. ]

Corollaire 2.49. Pour k =12, dimM,; = 2.

Preuve. D’aprés les deux propositions (2.44) et (2.46), on a My = (G12) @ Si2 avec
Sia =~ My qui est de dimension 1 (et méme engendré par la forme parabolique A de poids
12)7 donc dilig = 2. 0

Corollaire 2.50. Si M est de dimension d, alors My.1o est de dimension d + 1. Cela
vient des deux propositions (2.44) et (2.46). Résumons ceci dans un tableau.




2.6. Dimension de M,

Théoréme 2.51. Soit M, = >, M. M, a la structure d’une algebre graduée.
kE2N
kA2

Preuve. 1. Soit k1 < ke < ... < kj avec k; € 2N\ {2} et supposons que 3f; € M,

J _
tels que > f; = 0. Fixons z € H n’annulant aucune f;. On a pour A = (} d d 1)
i=1

J
| +d—1
(z+d)™H > fi (—ZHd ):O,VdeZ,
i=1

par la modularité des f;, il en résulte

S+ d)F i fi(z) =0,

=1

puisque k; — k; < 0 pour ¢ # j, on trouve en faisant tendre d vers l'infini que

fi(2) = 0, ce qui contredit le choix de z, donc M, = & M,.
k€N k£2

2. On a d’aprés le lemme (2.45) M M; C My, Vk,1 € 2N\ {2}.
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Chapitre 3

Les opérateurs de Hecke

Dans ce chapitre nous allons voir un type d’opérateurs qui agit sur My ; les opérateurs
de Hecke. Nous allons définir ces opérateurs et donner des propriétés intéressantes concer-
nant surtout ’espace S.

3.1 Introduction aux opérateurs de Hecke

Définition 3.1. Soient k € N donné et n € N*. L’opérateur de Hecke T, est défini pour
f € My par Uapplication linéaire :

B =ty () (3.)

d\n
) . (3.2)

Soit Hol,(H/Z) I'espace vectoriel complexe des fonctions holomorphes sur H, pério-
diques de période 1 et holomorphes en I'infini.

Sin est premier, noté p, (3.1) se réduit a :

b1 151 z+b
(T,f)(z) =p f(pz)+]3§f( 5

Lemme 3.2.
Si f € Holw(H/Z), alors T,,f est périodique de période 1.

Preuve. On a :




3.1. Introduction aux opérateurs de Hecke

o1 lp Z—I—b)
=P f(p2) + pz (

b=0

=T,/ (2).
[
Lemme 3.3. Soit p un nombre premier, alors Vn € N on a :
kF=le,  +en  Sip\n.
Te, =0, o tes B 53)
P reny sinon.
Preuve. Posons f(z) = e,(z). Supposons que p \ n, de (3.2) on trouve :
1 % z+b .
Ten(2) = P lenp(2) + = > e ( ) =1 en(2) Z
p = p
k—1 1 3 2irnZ 2irnt k—1 13 2ir
=p enp(z)—l—— e re P=0p @np(z)+_ ey
P b=0
1 i, o 1 gipn
=P lenp(2) + —eTIT Y 1 =M ey, (2) + et p
D b—0 p
=" leny(2) +ex(2)
Sinon
18~ b
Tpen(z) = pkilenp(z) + = €n (Z i )
P
p—1
k—1 ™ 27mnb 2mn —2mnb,
=p" enp(z) + = (COS (—z> e » '+sin (—z) e » >
b—0 p p
1 2 P e 2 P o
=p"len(z) + - (cos <ﬂz 2621’ Y4+ sin (ﬂz> e
p p b=0 p b=0
=" e (2)
[
Remarque. Vf € Hol(H/Z), on pose la convention f(r) =0siré¢Z.
Proposition 3.4. Si f € Hol(H/Z), alors Vn € N on a :
k=17 (n Ny -
= p f<—>+f(np) Sip\n.
T,f(n) = -~ P , (3.4)
f(np) Sinon.
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3.2. Formes propres des opérateurs de Hecke

~

Preuve. Posons : f(z) = Y f(n)e,(2)
n=0

Or d’aprés le lemme (3.3) on trouve que :

Z m)en = Z f(n)pk_lenp + J?(n)eg + Z f(n)pk_lenp.

n>0 n>0 n=0,ptn

Par identification on trouve le résultat. O]

3.2 Formes propres des opérateurs de Hecke

Définition 3.5. Une fonction non identiquement nulle f satisfaisant a une relation de
la forme T, f = X(n)f pour un X(n) € C est appelée fonction propre ou forme propre de
Uopérateur de Hecke. Le nombre A(n) est appelée valeur propre de T,,.

Remarque.
St f est une forme propre, alors cf est aussi, Ve # 0.

Exemple 3.6. Si un opérateur linéaire T applique un espace de fonctions V' de dimension
1 sur lui-méme, alors toute fonction non-nulle de V' est une forme propre de T.

Preuve. Comme dim(V) = 1 alors V' = (fy), on doit avoir f; non identiquement nulle.
Donc Vf € V,f = Afy, avec A € C. Si on suppose f # 0, on doit avoir A # 0. Par
conséquent, on a : T'f = &fy = §§f. Posons A = § € C, on obtient Tf = Af. Par
définition f est une forme propre de T O
Exemple 3.7. On a vu que pour k = 4,6,8,10, dim(My) = 1, et d’apreés 'ezemple (3.6)
on conclut que pour chacune de ces valeurs de k, les fonctions non nulles de M, sont des
formes propres de T, Vn € N*,

En particulier, les séries d’Fisenstein Gy, G, Gg, G19 sont des formes propres de T,,,Vn.

Définition 3.8. Si f est une forme propre de tout opérateur de Hecke T, n > 1, alors f
est appelée forme propre simultanée.

Remarque. Les formes propres mentionnées dans exemple (3.7) sont clairement des
formes propres simultanées.
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

3.3 Propriétés des formes propres simultanées

Définition 3.9. Une forme propre simultanée telle que fA(l) =1 est dite normalisée.

Proposition 3.10. S f est une forme propre simultanée normalisée alors T, f = f(p)f, Vp
premier.

Preuve. On a: Tf )\pf avec \, € C, doqu( )= pf( ) Ap, et par la proposition
(3.4) onaaus51Tf( ) = f( ) donc A\, —f( ) alorsT(f):f(p)f. O

Remarque. Les coefficients de Fourier d’ordres premiers des formes propres simultanées
normalisées sont déterminer par le spectre des opérateurs de Hecke.

Corollaire 3.11. Soit f une forme propre simultanée normalisée, p un nombre premier
etn € N. Alors :

fp)f(n) =

) = {pj_lf@) + flnp)  Sip\n. (3.5)

f(np) Sinon.

~ o~

Preuve. On a: 7T,f = F(p)f donc Z/’J(n) = f(p)f(n) et d’aprés la proposition (3.4) on
trouve le résultat. O

Théoréme 3.12. Soit f une forme propre simultanée normalisée. Alors :
1. VpePetVvelZtel quev>1:

~ ~

Fe™) = Fo) f) =" F ).
2. ¥Y(m,n) € Z* (m,n) =1 :

Preuve.

1) On applique le corollaire (3.11) pour n = p*.

2)Supposons m = p¥, si v = 0 donc f(l) =1, si v = 1, il est conséquence du corollaire
(3.11). Supposons le résultat vrai pour tout m = p!, avec | < v, alors :

F ) () = Fo) f(p") f(n) — P F(p=") f(n)
= f(p)f(p'n) — P* ' f(p"'n)
_ f(p”“n) + Pk—lf(pv—ln) . Pk—1j?(pv—1n)
= (" 'n).

Par récurrence, le résultat est donc vrai dés que m est une puissance de nombre premier.

w
Sim # 1, on pose m = [[ p;* tels que p; distincts. En écrivant n; = ﬁ, on a :
i=1

f(m) = (pqul)f/\(nl)a donc f(m) =11 f(p””(m)), on pose :
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

avec p; sont des facteurs premiers distincts car (m,n) = 1 donc :

Fm) o) = [T 7t (Hp ) Fmn).

Remarque. Au fait v,(n)=maz {t € N/p'/n}.

Définition 3.13. Soit n > 1 un entier. Si n = 1, le premier opérateur de Hecke est
Ty =14 Sin=p' avecp € P etv > 2, lopérateur de Hecke d’ordre p* est défini par la
relation de récurrence :

Ty =Ty 0 Tpo-t — p" s, (3.6)

Sin > 1 est quelconque, l'opérateur de Hecke est :

OT op(n) - Sin= Hpvp (3.7)

peP peEP

Exemple 3.14.

Tso =Ty 0Ty = (Ts0T5 — 5" ') o Ty
=T50T5 0T, — 51T,

Proposition 3.15. Si f € Hol(H/Z) alors :

— mn
Tofn)= Y d* 1f<d2> , V(m,n) € Z2.
a\min)

Preuve.
e Sim =1 le résultat est évident.
e Si m est un nombre premier c¢’est la proposition (3.4).

e Supposons m = p, avec p premier et v > 2, et supposons le résultat vrai si on remplace

m par p° ! et p*2, on a:

Ty f(n) = Ty(Tps f)(n) — ' Typa f (),

et d’aprés la proposition (3.4) on trouve :

—

Ty f(n) = p"Tpomi f(n/p) + Tpo-1 f(np) — p" T2 f(n),
et par hypothése de récurrence, on obtient :

m(n):pk’l Z d+ lf( d?/ﬁ) n Z dklf(pdenp)

d\(p*=1,n/p) d\(pv=1,np)

Z dkl (2”)
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

On pose § = pd, on trouve :

CE i) X () 5 ()

S\(p¥,n) d\(p*~',np) S\ (p*~1,np)
p\5 p\d
donc :
— o~ pvn
i = 3 o7 (1)
5\ (p?,n)

e Sim = pi'...p alors :

{(di, s d) 2 i\ (p1 1), oo \ ()} — {d = d\ (py'-pys ) }
(dl,...,dw) — d1-~-dw7

c¢’est une bijection, donc :

> ()

d\(m,n)
]
Remarque. La proposition (3.15) implique en particulier :
Tof(n) =T, f(m). (3.8)

Théoréme 3.16. Soit f € Holo(H/Z) et soit n = 1 un entier. Supposons que [ est une
forme propre de lopérateur de Hecke T,,, de valeur propre notée A\,,. On a : f( )=A f( ).

Preuve. On a : T,,f = \,.f = T, f( ) = ( )/\ D’aprés la proposition (3.15) et la
relation (3.8) si m = 1 on trouve que : T, f( ) = f(n) donc f(n) = A\, f(1). O

Théoréme 3.17. Soit f € Holo(H/Z) une forme propre simultanée non nulle. Si k # 0
alors f(1) # 0.

Preuve. On suppose que f(l) = 0 donc d’aprés le théoréme (3.16) fA(n) =0,Vn > 1,
ie, f(z) = f(0) = f(oo) donc f est une fonction constante d’ou f = 0 ou k = 0 car
My = (1) = C, qui est une contradiction avec ’hypothése donc f(1) # 0. O

Remarque. Si g est une forme propre simultanée alors g(1) # 0 d’aprés le théoréme
(3.17). On peut construire & partir de g une forme propre simultanée normalisée c’est

g
f=2
g
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3.3. Propriétés des formes propres simultanées

Exemple 3.18. G + « est une forme propre simultanée normalisée, Voo € C.
En effet :

1. Soit n > 1, écrivons n =n'p? avec (p,n') =1 et 0. On a :

T,Gi(n) = T,Gi(p"n)
= PG T) + G )
=" o (7)) + o (7))
= 01 (p)ok_1(p®)ok_1(n') (d’apres le théoreme (3.12))
= 0k-1(p)or-1(n).

donc T,Gy = 0p—1(p)G.
D’autre part :

|_|

p—

Tya(z) = p"ta(pz) +

e

()

=a(* ' +1) = aop_1(p).

1
Py

I
o

L1
=p"la+ =~ (pa)
P

alors T,(Gr+a) = 04-1(p)(Gi + @), d’ot Gy, + o est une forme propre simultanée.
2. On a é;(l) =o0p-1(1) =1 et a(l) =0 alors (ﬁa)(l) =1 donc Gy, + « est une
forme propre simultanée normalisée.

En particulier Gy, — @(O) est une forme propre simultanée normalisée nulle en l'infini.

Corollaire 3.19. Soit f une forme propre simultanée normalisée, alors T, f = f(n)f

Preuve. On a par définition T, f = A, f, comme f est normalisée on trouve que
T, f( )= A f( ) = A\, et d’aprés la proposition (3.15) et la relation (3.8) on a 7, f( ) =

f( ) donc
F(n) =\, dodt T, f = f(n) /. O

On avait ensuite une nouvelle formation de T}, f en introduisant pour n = ad la trans-
formation de Mobius A associée a la matrice

a b
1= (5 4),

(T, f)(z Y dt(Az) Z ab f(Az).
a>1,ad=n a>1,ad:n
O<b<d 0<b<d

_ aztb .
telle que Az 1= *== .
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3.4. Transformation d’ordre n :

3.4 Transformation d’ordre n :

Définition 3.20. Soit n € N*. Une transformation de la forme Az = gzzig, avec a,b, c,d

des entiers, tel que ad — bc = n, est appelée transformation d’ordre n. Une telle transfor-

c d

b
mation est représentée par la matrice : A = ¢ )

On identifie généralement A et son opposé —A. L’ensemble de toutes les transforma-
tions d’ordre n est noté I'(n). Le groupe modulaire T' est évidement T'(1) sur T'(n), on
définit la relation suivante : Ay et Ay € I'(n) sont équivalentes <= IV € I'(1) =T telle
que Ay = V Ay. Dans ce cas, on note Ay ~ As.

b}

Lemme 3.21. 7 ~ 7 est une relation d’équivalence, ce qui induit une partition de I'(n)
en classes d’équivalence modulo ~.

Théoréme 3.22. Dans toute classe d’équivalence (modulo ~) de T'(n), on peut trouver

un représentent de la forme R = (g Z), avec d > 0.

. b . . . ..
Preuve. Soit A = (i d) € I'(n). Si ¢ = 0, on a terminée. Si ¢ # 0, on choisit r et s
deux entiers premiers entre eux tels que 2 = —2 (i.e © est la réduction de —%). Comme r
et s sont premiers entre eux, l'algorithme d’Fuclide etendu permet de trouver deux entiers

f z> Par construction, on a que V € I' et

vAa— (P 9) (@ b\  (pa+qc pb+qd
~\r s)\ec d) \ra+sc rb+sd)”
On a ra+ sc = 0 par construction ; comme det(V A) = det(A) det(V') = n, on conclut que

VAeT(n), et donc que VA ~ A (par définition de "~"), Ainsi (selon le signe de b+ sd
) VA ou —V A est de la forme voulue. O

p et g tels que ps — gr = 1. On pose V := (

on a :

Théoréme 3.23. Un systéeme complet d’éléments non-équivalents (par "~") dans T'(n)
est donné par 'ensemble des matrices triangulaires supérieures de la forme A = )
n
d’

ot d parcourt ’ensemble des diviseurs positifs de n, ot pour chaque d fixé on a : a =
et b parcourt un systeme complet de restes modulo d.

Preuve. Le théoréme (3.22) montre que tout élément de I'(n) est équivalent a une trans-
formation en forme triangulaire supérieure, donc il suffit la preuve sur deux telles trans-

formations, A; = (cg Zi) et Ay = (%2 Zi) sont équivalentes <= a1 = ao, d; = do
et b1 = bg[dl]

"e—="":Si a; = ag, di = dy et by = by[dy], alors by = by + qdy,q € Z, et il suffit de

prendre V = ((1) ?) pour obtenir VA; = Ay. On a donc A; ~ As.
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3.5. Comportement de T, f sous ’action de I"

"1 Si A, ~ Ay, alors IV = (f ‘51) €T, avec Ay = VA, doi :

ay b\  (p q\ (a1 b1\ _ [par pbi+ qd;
0 dy) \r s 0 di) \ray rby+sdi)’

Comme on doit avoir ra; = 0 et qu’on a a; # 0 (car a;d; = n # 0 ), il faut que r = 0.
Comme ps—qr=1(car Vel )= ps=1(carr=0)=p=s=1(oup=s=—1),
car p, s € Z. On suppose que p = s = 1 (sinon il suffit de considérer —V" au lieu de V), et
on conclut : as = pa; = ay, do = sdy = dy, et by = pby+qdy = by +qdy (i.e by = by[dy]). O

Remarque. L’expression de la formation de T, f peut maintenant étre écrite de la ma-
niere suwante : (T,f)(z) = £ 3 aF f(Az), o A parcourt un ensemble complet d’éléments
A

non équivalents dans I'(n), de la forme décrite de la théoreme (3.23).

Théoréme 3.24. Soient A; € T'(n) et Vi € T, lors JAs € T'(n), et Vo € T, telles que
AVi = VoA, et si A; = (C(L)l ZZ) , Vi= (il ?), i = 1,2 alors ai(v2A22 + 02) =
ag(%z + 51),\V/Z € H.

Preuve. On a det(A;V}) = det(A;)det(Vy) = n = A Vi € T'(n) mE22) JA, €

B - aq bl (0%} /81 _ * *
[(n),Va €T tels que A, Vi = VoAy. De plus A,V = (0 d1> (% 51) N (dm dlél)
et

2

1 * * dy —b 1 * *
_ 1 _ 1 2 —b2) _ 1
Vo= AV1Ay = n <d1% d151) (O a9 > n (dldz’h —dy7y1by + d151@2>

"= ) faut

Ayl=1 (dOQ _abQ), d’ou :

_ dydam _ dam ot 6y — —dyy1b2 + did1a9 _ —1bgy + a0y
n a 2 n ay '

V2
= a172 = da1 et a102 = —byy1 + a20q, d’out :
a1(12 A2z + 02) = a172A22 + 4162

asz + b
= dym 2 p 2 _ bay1 + az0;
2
= Y1022 + Y1ba — bayy + a2y
= as(y12 + 61).

3.5 Comportement de T, f sous ’action de I’

Théoréme 3.25. Soient f € M, et V = (: g) el Alors :

(Tuf)(Vz) = (y2 + 6)* T f(2).

39



3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Preuve. On a : (T,,f)(z) = =Y aff(412), ou A = (%1 21) parcourt un ensemble
A 1

complet d’éléments non équivalents de I'(n). On remplace alors z par Vz pour obtenir :

(THV2) = - Sk f(A2),

Ay

D’aprés les théorémes (3.22) et (3.24) : Ay = az by € I'(n), et V3 az fa el
0 d2 Y2 52

telles que A1V = V5A;5 et ai(72Asz + d2) = as(yz + 6). Ainsi :
al f(A1V 2) = al f(VaAsz) = i (12422 + 6,)F f(As2)
= af(yz 4+ 6" f(Ay2).

Comme A; parcourt un ensemble complet d’éléments non équivalents de I'(n), Ay aussi,
donc on trouve :

Lz 00 ST b F(Ar2) = (v 4+ )M (Tuf) (2).

n
Ao

(Tnf)(Vz) =

3.6 Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Cette section montre que toute paire d’opérateurs de Hecke T,, et T;,, sur M, commute,
ce qui découle d'une propriété multiplicative de la composition 7,,7;,. On commence par
le cas o m et n sont premiers entre eux :

Théoréme 3.26. Si(m,n) =1 alors T,, T, = Ty, (Composition d’opérateurs).

Preuve. Soit f € My, on a:

(T F)(2) :% S b f(A2), avec A= (8 2)

a>1,ad=n
0<b<d

En appliquant 7;,, & gauche et a droite on trouve :

TGN = S ath Y dpman wee 5= (G 7)

azl,ad=m a>,ad=n
0<B<d 0<<b<d

C;=BA 1

e = 3 Y (a)tf(C)
az>l,ad=m a>1,ad=n
0<B<d 0<b<d

aa  ab+ pd
0 od
respectifs de n et m, leur produit dé parcourt les diviseurs positifs de mn, car m et n

On peut avoir que C = . Comme d et ¢ parcourent les diviseurs positifs
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

sont premiers entre eux par hypothese. Donc on a que pour d et § fixés, aa = ¢. La
combinaison linéaire ab + 8d parcourt un systéme complet de restes modulo dd, car b
et 0 parcourent des systémes complets de restes modulo d, respectivement 6, d’aprés le
théoréme (3.23) C' parcourt un systéme complet d’éléments non équivalents dans I'(mn),
donc on trouve que :

1

TME=— Y (e
aa>1,(aa)(6d)=mn
0<ab+pBd<sd

= (Tmnf)(z)

Maintenant le cas ot m et n sont deux nombres naturels (non nuls) quelconques.
Proposition 3.27. [2]. Pour tous entiers m,n tels que m > 1, n > 1, on a :
ToTy= Y d 'Tuy.
d\(m,n)
Proposition 3.28. V(m,n) € Z* - m>1,n>1on a
m* T, Py = 0T, Py

Preuve. On a :

TR = Y ¢ (5
d\(n,l)

)

- Y a3 m ()
a\(nd) 5\( 2 m)

- Y @R (o).

d\(n,l)
o\(m)

D’autre part on a :

k=17
- Y mR ().
o\ (m,l)

donc :

T, 0 TP (1) =Y d- TP, (”—l)

d\(n,l)
— {
- d8)F1P (m” )
d%;l) ( ) 1 (5d)2
o\(m. %)
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

—

d’ot : m* T, P, (1) = T, o T,, P (1), alors : m* ‘T, P,, = T, o T,,, P,. D’autre part

T,0T,Pr=1T,0T,P, et on a:

— —~ [ nl
T.p()= > d'p (ﬁ)

deN*
d\(n,l)
J/D\n@ k-1
Copl-k "(l)
Donc T,,P, = n*'P,, ie. T,, o T,P, = n*~'T,,P, qui implique m*~'T,,P,, = n*~'T,,P,.

O

Théoréme 3.29.
La restriction des opérateurs de Hecke T,, a My est a valeurs dans M. La restriction des
opérateurs de Hecke T, a Sy est a valeurs dans Sy.

Preuve. On a : M = CG) & Sy et Gy est une forme propre des opérateurs de Hecke,
Vn > 1, donc on montre le résultat pour Si. D’aprés la proposition (3.28) on a T,,P =
nk='P, donc T,,P;, € S;.

De plus :
TP, =m' T, o T, P,
prmnd 1-k k—1 mn
=m'* 3" d Tmg Py,
d\(n,m)
donc T, P, € Sg,Vn > 1 et m > 1 car Sy, = (P,,), d’ou Sy est stable par T,. O]

Proposition 3.30. T, sont autoadjoints pour le produit scalaire de Petersson.

Preuve. Puisque S, = (P,,),VYm > 1 on prends f = p,, et g = p;. On a alors :

—2) ——
%Tnpm(l), (d’aprés la proposition (2.40))
™

= (k- 2)!(

el
47Zm) TP, (1), (d’aprés la proposition (3.28))

k (N B d’apres I'é i
=(k—2)! <47rlm> T,P,(m), (d’aprés I'équation (3.8))

_ (((k—2)! )m(m)

drm)k—1

Les opérateurs de Hecke commutent et autoadjoints on déduit le théoréme suivant.
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3.6. Propriété multiplicative des opérateurs de Hecke

Théoréme 3.31. Il existe une base orthogonale de Sy constituée de formes propres si-
multanées.

Définition 3.32. On appelle forme primitive de Sy tout forme propre simultanée de
premier coefficient de Fourier égal a 1.

Remarque. Une forme primitive est donc une forme propre simultanée normalisée.

Les formes de S, \ {0} n’étant pas constantes, si f appartient & une base comme celle
donnée par le théoréeme (3.31) alors f(l) # 0 grace au théoréme (3.17). En particulier,
apreés division par le coefficient de Fourier d’ordre 1 de chaque élément d’une base fournie
par le théoréme (3.31) on voit qu’il existe une base orthogonale de Sy formée de formes
primitives. On va voir qu’il n’existe qu'un nombre fini de formes primitives et que leur
ensemble constitue la seule base de formes primitives.

Proposition 3.33. L’ensemble des formes primitives de Sy est une base orthogonale de
Si. On note H}; cette base.

Preuve. Soit f1, ..., f; une base de formes primitives de Sy construite a partir du théoréme
(3.31). Soit g une forme primitive de Sy. Il existe des nombres complexes aq, ..., o tels

que :
d
9= Z o fi.
=1

Choisissons j tel que a; # 0. Pour tout n > 1, on a :

d d
Thg = ZOéiTnfi = Z Oézﬁ(n)fz

~

caron a T,,f = f(n)f. D’autre part :
d
Tog=gm)g =3 ag(n) s
i=1

On a donc ajfj(n) = o;g(n) = fj(n) = g(n) = g = f;. Alors les seules formes
primitives sont f;, i = 1,...,d, et par construction leur ensemble est une base orthogonale.
]

Proposition 3.34. Les coefficients de formes primitives sont réels.

~ ~

Preuve. On a : T,,f = f(n)f, et donc (T,.f, f) = f(n) || f ||*. Les opérateurs de Hecke

-~

étant autoadjoints, on a ensuite (T, f, f) = (f, T,J), d’autre part (f, T,.f) = (f, f(n)f) =

~ ~ ~

f@) || £ 1%, done f(n) = f(n). O

Proposition 3.35. La fonction A est une forme primitive de Sis.

Preuve. Soit n > 0 un entier, T,,A € S15 et Sia sz d’ou T,,A = N\, A, tel que A, € C
donc A est une forme propre simultanée et comme A(1) = 7(1) = 1, alors c¢’est une forme
primitive de Si». O

43



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l'action des opérateurs de Hecke T),
sur ’espace des formes modulaires M.

Nous avons présenté les formes modulaires sous un point de vue algébrique, nous
avons ensuite étudié 'espace M}, en tant qu’un sous espace vectoriel de H(H). Pour bien
assimiler ces concepts un peu abstraits, nous avons présenté les séries d’Eisenstein comime
des formes modulaires et les séries de Poincaré comme des formes paraboliques.

Concernant les opérateurs de Hecke, tout comme les formes modulaires, nous avons

adopté le concept algébrique de 7,, comme des applications linéaires qui agissent sur M}
et plus généralement sur espace Hol,,(H/Z).
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