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Introduction

L’étude des problèmes de mathématiques ou de physique conduit souvent à la réso-

lution d’équations et d’inclusions différentielles, d’où l’importance de cette branche en

mathématique.

Ce travail est consacré à l’étude de l’existence de solutions viables pour des inclusions

différentielles du premier ordre sans retard et avec retard dont le second membre n’est

pas nécessairement convexe.

L’étude des problèmes de viabilité occupe une place importante grâce à leurs applica-

tions â diverses disciplines, l’économie mathématique, la théorie des jeux et la théorie de

contrôle.

Le concept de viabilité a été introduit par Nogumv[13] et depuis il a connu une très large

extension. Il s’agit d’établir la condition nécessaire et suffisante pour qu’une équation dif-

férentielle admette une trajectoire viable, cette condition est que la fonction demeure dans

le cône contingent à l’espace des états. Ce résultat a été étendu au cas multivoque par

Haddad en 1981[9].

Bressan, Cellina et Colombo [5] prouvent l’existence de solutions du problème
.
x (t) ∈ F (x(t)), x(0) = x0 ∈ K, où F est une multi-application semicontinue supérieu-

rement contenue dans le sous différentiel d’une fonction convexe semi-continue inférieu-

rement (i.e, la multifonction F est cycliquement monotone). Ce résultat a été généralisé

par Ancona et Colombo [1] en prouvent l’existence de solutions du problème perturbé

.
x (t) ∈ F (x(t)) + f(t, x(t)), x(0) = x0

Õu f est une fonction de Carathéodory.

Le manuscrit se compose de trois chapitres dans le premier, nous introduisons quelques

notions et définitions de l’analyse fonctionnelle et dans le deuxième chapitre, on s’intéresse

à l’existence de solutions viables pour une inclusion différentielle avec une perturbation

Carathéodory

Enfin,dans le troisième chapitre, on présente un résultat d’existence de solution viable
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Introduction 4

pour le problème du premier ordre avec retard de la forme
.
x (t) ∈ F (τ(t)x) + f(t, τ(t)x)

x(t) ∈K
τ(x)x(0) = ϕ0(0)

oû τ(t)x est une application définie de C([−σ, T ],Rn) vers C([−σ, 0],Rn) par

(τ(t))x(s) = x(t+ s) pour tout s ∈ [−σ, 0].

τ(t)x présenté l’historique du la de trajectoire jusqu’à l’ instant.



Chapitre 1

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons toutes les notations et tous les résultats que nous

avons utilisés tout le long de ce mémoire. On présente quelques définitions et résultats

concernant : la sous différentiabilité dans le cas convexe, la topologie faible, et on termine

par quelques résultats de convergence.

1.1 Notations générales

I = [0, T ] un intervalle de R.

(E, d) un espace métrique.

(E, ‖.‖) un espace normé.

W 1,2(I;H) l’espace des fonction absolument continues définies sur I à valeurs dans H

Cσ = C([−σ, 0],Rn) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues

définies sur [−σ, 0] à valeurs dans Rn.

‖x‖σ = sup{‖x(t)‖, t ∈ [−σ, 0]}.
K0 = {ϕ ∈ C([−σ, T ],Rn)}.
B(0, 1) la boule unité de Rn.

B(x, r) la boule ouverte de centre x et de rayon r.

B(x, r) la boule fermée de centre x et de rayon r.

5
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P(X) l’ensemble des parties de X.

K sous ensemble fermée compact de Rn .

D(f) le domaine effectif de la fonction f .

int(I) l’intérieur de I.

dom(F ) le domaine effectif de la multi application F .

Img(F ) l’image de F .

L2(I,Rn) espace de Hilbert des applications de carré intégrable définies

sur I à valeurs dans Rn, muni de la norme.

‖.‖2 =

(∫
I

(‖f(t)‖)2 dt
) 1

2

.

〈., .〉 produit scalaire.

‖.‖ norme associée à produit scalaire.

gph(F ) le graphe de la multi-application F .
.
x (.) =

dx

dt
(.) la dérivée de x par rapport à t.

⇀ convergence faible.

s.c.s semi-continue supérieurement.

s.c.i semi-continue inférieurement.

∂f(x) sous différentiel d’une fonction convexe.

lim inf la limite inférieure.

lim sup la limite supérieure.

d(x,A) la distance entre x et l’ensemble A ⊂ E définie par

d(x,A) = inf
y∈A

∥∥x− y∥∥.
χA la fonction caractéristique d’une partie A d’un ensemble A, définie par

χA(x) =

 1 si x ∈ A.
0 si x /∈ A.

co(A) l’enveloppe convexe de A.

co(A) l’enveloppe convexe fermée de A.

p.p presque par tout.
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1.2 Compacité

Définition 1.2.1 (Recouvrement d’un ensemble). Soit X un ensemble quelconque et

soit (Oi)i∈I une famille de sous ensembles de X. On dit que (Oi)i∈I est un recouvrement

de X si X ⊂
⋃
i∈I
Oi.

• Si X un espace topologique et pour tout i ∈ I, Oi est un sous ensemble ouvert de X,alors

(Oi)i∈I est un recouvrement ouvert de X.

Définition 1.2.2 (Sous recouvrement). Soit (Oi)i∈I un recouvrement de X. Si J ⊂ I

et (Oj)j∈J est un recouvrement de X, alors (Oj)j∈J est appelé un sous recouvrement du

recouvrement (Oi)i∈I de X.

Définition 1.2.3. (Recouvrement fini.) Un recouvrement (Oi)i∈I d’un espace topolo-

gique E est localement fini si pour tout x ∈ E, il existe un voisinage V de x tel que

Oi

⋂
V 6= ∅ pour un nombre fini d’indices i.

Définition 1.2.4 (Ensemble compact). Soit E un espace métrique, K ⊂ E.

• On dit que K est compact si toute suite d’éléments de K admet une sous suite conver-

gente dans K.

• On dit que K est relativement compact si K est compact.

Proposition 1.2.1. Soient E un espace métrique, K ⊂ E. On dit que K est compact si

de tout recouvrement ouverts de K on peut extraire un sous recouvrement fini.

Proposition 1.2.2. Les parties compactes de Rn sont les parties fermées bornées.

1.3 Quelques concepts de l’analyse convexe

Pour plus de détails sur cette section voir [3],[12],[15] et [16].

1.3.1 Ensembles convexe

Définition 1.3.1 (Ensemble convexe). Soit E un espace vectoriel. Un ensemble K ⊂ E

est dit convexe si

∀(x, y) ∈ K2, ∀t ∈ [0, 1], tx+ (1− t)y ∈ K.



1.3. Quelques concepts de l’analyse convexe 8

Définition 1.3.2. (Enveloppe convexe) Soient E un espace vectoriel , et A ⊂ E. On

appelle enveloppe convexe de A qu’on note co(A), l’intersection de tous les sous ensembles

convexes de E qui contiennent A. C’est en fait le plus petit convexe de E qui contient A.

Définition 1.3.3. (Enveloppe convexe fermée) On appelle enveloppe convexe fermée

de A ⊂ E, le plus petit convexe fermé qui contient A. Elle est notée co(A).

Définition 1.3.4. (Simplexe) On appelle simplexe de Rn qu’on note ∆n l’ensemble défini

par

∆n =

{
(λ1, ..., λn) ∈ Rn | λi > 0 ∀i,

n∑
i=1

λi = 1

}
.

Théorème 1.3.1. Soient E un espace vectoriel et A un sous ensemble de E, alors

co(A) =

{
k+1∑
i=1

λixi | k ∈ N, (λi)16i6k+1 ∈ ∆k+1, xi ∈ A

}
.

1.3.2 Fonctions convexes

Soit E un espace vectoriel et soit f : E → R une fonction.

Définition 1.3.5. (Domaine effectif) On appel domaine effectif de f l’ensemble défini

par

D(f) = {x ∈ E : f(x) < +∞}.

Définition 1.3.6. (Fonction propre) La fonction f est dite propre si et seulement si

f(x) 6= −∞, ∀x ∈ E et f 6≡ +∞ (i.e. il existe x0 ∈ E, f(x0) 6= +∞).

Définition 1.3.7. (Épigraphe) On appelle épigraphe de f l’ensemble défini par

epif = {(x, t) ∈ E × R : f(x) ≤ t}.

Définition 1.3.8. (Fonction convexe) On dit qu’une fonction f : E → R est convexe

si pour tout x, y ∈ D(f) et pour tout λ ∈ [0, 1] on a

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Proposition 1.3.1. Une fonction f : E → R est convexe si et seulement si son épigraphe

est convexe.
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1.3.3 Semicontinuité inférieure

Définition 1.3.9. Soient E un espace vectoriel topologique et f : E −→ R. On dit que f

est semicontinue inférieurement (s.c.i en abrégé) au point x0 ∈ E si

∀λ ∈ R, f(x0) > λ, il existe un voisinage V de x0 tel que f(x) > λ, ∀x ∈ V.
On dit que f est s.c.i sur E si et seulement si elle est s.c.i en tout point x ∈ E.

Remarque. Soient x0 ∈ E et f : E −→ R une fonction . Alors on a

1. Si f est s.c.i au point x0 ∈ E et si f(x0) = +∞. Alors

lim
x−→x0

f(x) = f(x0) = +∞;

2. Si f(x0) = −∞, alors f est semicontinue inférieurement en x0.

Définition 1.3.10. Soit E un espace topologique et soit f : E −→ R une fonction. Alors

f est semicontinue inférieurement au point x0 ∈ E si pour toute suite (xn)n∈N qui converge

vers x0 on a

lim inf
n−→+∞

f(xn) ≥ f(x0).

Proposition 1.3.2. Soit E un espace topologique, et soit f : E −→ R une fonction. Alors

f est s.c.i au point x0 ∈ E si et seulement si

lim inf
x−→x0

f(x) ≥ f(x0).

Théorème 1.3.2. Soit H un espace de Hilbert, soit f : H −→ R une fonction convexe

qui est semicontinue inférieurement et lim
‖x‖−→+∞

f(x) = +∞. Alors il existe x0 ∈ X tel que

f(x0) = inf
x∈X

f(x).

Remarque. [3] La norme d’un espace normé est semicontinue inférieurement pour la

topologie faible σ(E,E ′) car les ensembles de niveau {x ∈ E, ‖x‖ ≤ λ} sont fortement

fermés et convexes, donc faiblement fermés.

Définition 1.3.11. Soient E un espace vectoriel topologique et f : E −→ R. On dit que

f est semicontinue supérieurement (s.c.s en abrégé) en x0 ∈ E si

∀λ ∈ R, f(x0) < λ, il existe un voisinage V de x0 tel que f(x) < λ, ∀x ∈ V.
On dit que f est s.c.s sur E si et seulement si elle est s.c.s en tout point x ∈ E.

Proposition 1.3.3. Soit E un espace topologique et soit f : E −→ R une fonction , alors

f est s.c.s au point x0 ∈ E si et seulement si

lim sup
x−→x0

f(x) ≤ f(x0).
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Remarque. 1. f est s.c.i si et seulement si −f est s.c.s.

2. f est continue si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i.

Pour plus de détails sur la semicontinuité voir [3], [12] et [16]

1.4 Applications absolument continues et Lipschitziennes

Définition 1.4.1. (Application absolument continue) Soit E un espace de Banach.

Une fonction f : [a, b] −→ E est dite absolument continue ssi pour tout ε > 0, il existe

δ > 0 tel que pour toute partition dénombrable de l’intervalle [a,b] par des intervalles

disjoints [ak, bk] vérifiant,
∑
k

(bk − ak) < δ on a

∑
k

‖f(bk)− f(ak)‖ < ε.

Théorème 1.4.1. Une application f : [a, b] −→ E est absolument continue si et seule-

ment s’il existe une fonction intégrable g : [a, b] −→ E telle que

f(b)− f(a) =

∫ b

a

g(t)dt.

De plus une fonction absolument continue est dérivable presque partout et f ′(x) = g(x), p.p.

Remarque. Une fonction absolument continue est continue.

Définition 1.4.2. (Application Lipschitzienne) Une application f : E −→ F définie

sur un espace métrique (E, d) est dite Lipschitzienne (continue Lipschitzienne) de rapport

k ou k-Lipschitzienne s’il existe k ∈ R+ tel que

‖f(x1)− f(x2)‖E ≤ k d(x1, x2),∀x1, x2 ∈ X.

Définition 1.4.3. Soit f : X −→ R définie sur un espace de Banach E, f est dite

localement Lipschitzienne de rapport k > 0 au voisinage de x0 si pour un certain δ > 0,

f est k-Lipschitzienne sur l’ensemble B(x0, δ).

Proposition 1.4.1. Soit f : [a, b] −→ Rn, alors on a

• Si f est Lipschitzienne alors f est absolument continue.

• Si f est localement Lipschitzienne alors f est continue.

Remarque. Une fonction Lipschitzienne de rapport k ∈ [0, 1] est appelée une contraction.
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1.4.1 Fonctions mesurables

Définition 1.4.4 (Fonction mesurable). Soient (X,Σ1), (Y,Σ2) deux espaces mesu-

rables et f : X ⇒ Y une fonction. On dit que f est (Σ1,Σ2) mesurable si f−1(Σ2) ⊂ Σ1.

Autrement dit

∀ V ∈ Σ2, f
−1(V ) ⊂ Σ1.

Définition 1.4.5. (Fonction de Carathéodory) Soient (X,Σ) un espace mesurable, Y

et Z deux espaces métriques. Soit f : X × Y −→ Z. On dit que f est une application de

Carathéodory si

fy : X −→ Z

x 7−→ fy(x) = f(x, y).

est Σ-mesurable pour chaque y ∈ Y fixé et

fx : Y −→ Z

y 7−→ fx(y) = f(x, y).

est continue sur Y pour chaque x ∈ X fixé.

On dit aussi que f est séparément mesurable séparément continue.

1.5 Multi-applications

Définition 1.5.1. Soient X et Y deux ensembles non vides. On appelle multi-application

(ou fonction multivoque) de X dans Y toute application F définie sur X à valeurs dans

P(Y ) et on note F : X ⇒ Y où F : X −→ P(Y ). Alors ∀x ∈ X,F (x) est un sous

ensemble de Y.

Les sous ensembles F (x) sont appelés les images ou les valeurs de F.

• On appelle domaine de F qu’on note dom(F ), le sous ensemble de X défini par

dom(F ) = {x ∈ X,F (x) 6= ∅}.

• On appelle graphe de F , le sous ensemble de X × Y noté par gph(F ) défini par

gph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y, y ∈ F (x)}.
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• Image de F qu’on note Img(F ), le sous ensemble de Y défini par

Img(F ) = {y ∈ Y, ∃ x ∈ X, y ∈ F (x)}.

• Si A ⊂ X, on appelle image de A par F qu’on note F (A) le sous ensemble de Y défini

par F (A) =
⋃
x∈A

F (x) et on peut écrire

F (A) = {y ∈ Y : ∃ x ∈ A, y ∈ F (x)}.

• Considérons la multi-application F−1 : Y ⇒ X définie par

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x).

Remarque.

dom(F−1) = Img(F ) et Img(F−1) = dom(F ).

Soit V ⊂ Y ,

• On appelle l’image réciproque large de V par la multi-application F , le sous ensemble

de X défini par

F−1(V ) = {x ∈ X,F (x) ∩ V 6= ∅}.

• On appelle l’image réciproque étroite de V par la multi-application F le sous ensemble

de X défini par

F−1+ (V ) = {x ∈ X,F (x) ⊆ V }.

1.5.1 Semicontinuité supérieure

Définition 1.5.2. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multi-application. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s en abrégé) au

point x0 ∈ X, si pour tout ouvert U de Y contenant F (x0)(i.e., F (x0) ⊂ U), il existe un

voisinage Ω de x0 tel que F (Ω) ⊂ U i.e, F (z) ⊂ U, pour tout z ∈ Ω.

On dit que F est s.c.s sur X si elle est s.c.s en tout point x ∈ X.

Proposition 1.5.1. Soient X et Y deux espaces topologiques et soit F : X ⇒ Y une

multi-application. On a équivalence entre les propriétés suivantes :

1) F est s.c.s ;

2) F−1+ (V ) est un ouvert de X pour tout ouvert V de Y ;

3) F−1(U) est un fermé de X pour tout fermé U de Y ;

4) F−1(M) ⊆ F−1(M), pour tout sous ensemble M de Y.
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Proposition 1.5.2. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application s.c.s à valeurs fermées. Alors le graphe de F est fermé.

Théorème 1.5.1. Soient F,G deux multi-applications définies sur X à valeurs dans Y

telles que : ∀x ∈ X,F (x) ∩G(x) 6= ∅. On suppose
1) Fs.c.s au point x0 ∈ X;

2) F (x0) est compact;

3) graphe de G est fermé.

Alors la multi-application F ∩G : X ⇒ Y est s.c.s au point x0.

Corollaire 1.5.1. Soit G : X ⇒ Y une multi-application à valeurs non vides avec Y un

espace compact alors : si le graphe de G est fermé, alors G est s.c.s.

Proposition 1.5.3. Soient X et Y deux espaces métriques et F : X ⇒ Y une multi-

application s.c.s à valeurs compactes. Si X est un espace compact, alors F (X) est compact.

Théorème 1.5.2. Soient X et Y deux espaces métriques, F : X ⇒ Y une multi-

application à valeurs compactes, alors F est semicontinue supérieurement sur X si et

seulement si pour chaque x ∈ X et chaque suite (xn)n de X tells que xn −→ x, et (yn)n

de Y avec yn ∈ F (xn), il existe une sous-suite (ym)m de (yn)n telle que

lim
m−→+∞

ym ∈ F (x).

Théorème 1.5.3. [11] Soient X un espace métrique, M un sous-ensemble compact de

Rn et F : X ⇒ M une multi-application. Donc, si F est semicontinue supérieurement,

alors la multi-application co(F ) : x ∈ X 7−→ co(F (x)) ⊂ Rn est aussi semi-continue

supérieurement.

Pour plus de détails sur les multi-applications Voir [2], [11] et [10].

1.6 Sous-différentiabilité

Les fonctions convexes ne sont pas nécessairement différentiables sur leurs domaines,

d’où l’intérêt d’introduire de nouveaux objets appelés sous-gradient et sous-différentiel

qui permettent de généraliser la notion de différentiabilité. Pour plus de détails sur cette

section voir [3],[16] et [2].
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Définition 1.6.1 (Sous-différentiel). Soient E un espace vectoriel normé, E ′ son dual

topologique, f : E −→ R une fonction propre convexe et x0 ∈ D(f). Le sous-différentiel

de f au point x0, noté par ∂f(x0) est le sous ensemble de E ′ défini par

∂f(x0) = {x′ ∈ E ′; f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E}.

Un élément quelconque du sous-différentiel est appelé un sous-gradient.

Remarque. 1. On dit que f est sous-différentiable au point x0 si et seulement si ∂f(x0) 6=
∅.
2. Si f : E −→ R est une fonction propre et f(x0) = +∞, alors ∂f(x0) = ∅.
3.Le sous-différentiel est une multi-application définie de E à valeurs dans E ′ i.e.

∂f(x0) :E ⇒ E ′

x0 −→ ∂f(x0) = {x′ ∈ E ′; f(x)− f(x0) ≥ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E} ⊂ E ′.

4.Le domaine du sous différentiel noté dom(∂f) est l’ensemble {x ∈ E; ∂f(x) 6= ∅}.

Proposition 1.6.1. [4] Soit E un espace vectoriel normé et soit f : E −→ R une fonction

propre et x0 ∈ E tel que f(x0) < +∞ alors, ∂f(x0) est un sous ensemble convexe fermé

de E ′.

Démonstration. • Montrons que ∂f(x0) est convexe

Soient x′, y′ ∈ ∂f(x0) et soit λ ∈]0, 1[ Montrons que λx′ + (1− λ)y′ ∈ ∂f(x0)

x′ ∈ ∂f(x0)⇔ f(x)− f(x0) > 〈x′, x− x0〉, ∀x ∈ E.

⇔ λf(x) > λf(x0) + 〈λx′, x− x0〉, ∀x ∈ E (1.1)

y′ ∈ ∂f(x0)⇔ f(x)− f(x0) > 〈y′, x− x0〉, ∀x ∈ E.

⇔ (1− λ)f(x) > (1− λ)f(x0) + (1− λ)〈y′, x− x0〉, ∀x ∈ E. (1.2)

de (1.1) et (1.2)

f(x)− f(x0) > 〈λx′ + (1− λ)y′, x− x0〉,∀x ∈ E.

⇒ λx′ + (1− λ)y′ ∈ ∂f(x0).

Donc ∂f(x0) est convexe.

• Montrons que ∂f(x0) est un fermé
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Soit (x′n)n ⊂ ∂f(x0) ⊂ E ′ tel que lim
n−→∞

x′n = x′.

⇔ lim
n−→∞

‖x′n − x′‖ = 0.

⇔ lim
n−→∞

sup
x∈E\{0}

〈x′n − x′, x〉
‖x‖

= 0.

lim
n−→∞

〈x′n − x′, x〉
‖x‖

= 0, ∀x ∈ E\{0}.

⇒ lim
n−→∞

〈x′n − x′, x〉 = 0, ∀x ∈ E.

On a x′n ∈ ∂f(x0),∀n ∈ N

⇔ f(x)− f(x0) > 〈x′n, x− x0〉,∀x ∈ E,∀n ∈ N.

⇒ f(x)− f(x0) > 〈x′n, x− x0〉+ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E,∀n ∈ N.

⇒ f(x)− f(x0) > 〈x′n − x′, x− x0〉+ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E,∀n ∈ N.

⇒ f(x)− f(x0) > lim
n−→∞

〈x′n − x′, x− x0〉+ 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E.

⇒ f(x)− f(x0) > 〈x′, x− x0〉,∀x ∈ E.

⇒ x′ ∈ ∂f(x0)⇔ ∂f(x0)est fermé.

�

Proposition 1.6.2. [3] Soit f : E −→ R ∪ {+∞} une fonction propre convexe au point

x0 ∈ D(f). Si f est finie et continue au point x0, alors f est sous différentiable au point

x0 (i.e, ∂f(x0) 6= ∅) et ∂f(x0) est borné.

Proposition 1.6.3. Soit f : E −→]−∞,+∞] une fonction propre convexe et soit

x0 ∈ D(f). Alors

∀λ > 0, ∂(λf)(x0) = λ ∂f(x0).

1.7 Sous-différentiel d’une fonction propre convexe et

semicontinue inférieurement

Soient H un espace de Hilbert muni du produit scalaire 〈., .〉 et de la norme ‖.‖ et A
un opérateur (multivoque) défini de H dans P(H) (l’ensemble des parties de H).
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Le domaine de A est l’ensemble dom(A) = {x ∈ H,Ax 6= 0}, l’image de A est l’ensemble

img(A) =
⋃
x∈H

Ax.

Définition 1.7.1 (Opérateur monotone). Un opérateur A est dit monotone si

∀y1 ∈ Ax1,∀y2 ∈ Ax2, 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.

Définition 1.7.2 (Opérateur maximal monotone). Un opérateur de H est dit maxi-

mal monotone s’il est maximal dans l’ensemble des opérateurs monotones i.e.

A maximal monotone si et seulement si A monotone et

pour tout(x, y) ∈ H ×H, 〈y − Aε, x− ε〉 ≥ 0,∀ε ∈ dom(A).

(ou plus précisément 〈y − η, x− ξ〉 ≥ 0,∀(ξ, η) ∈ A), alors y ∈ Ax.

Proposition 1.7.1. Soit f une fonction convexe propre sur H. Si f est semicontinue

inférieurement, alors le sous-différentiel de f est maximal monotone.

Lemme 1.7.1. [7] Soient f : H −→] − ∞,+∞] une fonction propre convexe s.c.i et

u ∈ W 1,2(I;H) tel que u(t) ∈ dom(∂f) p.p sur ]0, T [. On suppose qu’il existe g ∈ L2(I;H)

telle que g(t) ∈ ∂f(u(t)) p.p. sur ]0, T [. Alors la fonction t 7−→ f(u(t)) est absolument

continue sur ]0, T [.

Désignons par L l’ensemble des point t ∈]0, T [ tels que u(t) ∈ dom(∂f) et f(u) soient

dérivables au point t, alors on a pour tout t ∈ L

d

dt
f(u(t)) = 〈h, d

dt
u(t)〉,∀h ∈ ∂f(u(t)).

Où W 1,2(I;H) désigne l’espace des fonctions x absolument continues définies sur I à

valeurs dans H telles que dx
dt
∈ L2(I,H).

Définition 1.7.3 (Opérateur cycliquement monotone). On dit qu’un opérateur A

de H est cycliquement monotone si pour toute suite cyclique x0, x1, ..., xn = x0 de dom(A)

et toute suite yi ∈ Axi, i = 1, 2, ..., n on a
n∑
i=1

〈xi − xi−1, yi〉 ≥ 0.

Théorème 1.7.1. Soit A un opérateur monotone. Alors A est cycliquement monotone si

et seulement s’il existe une fonction propre convexe s.c.i f de H dans ] −∞,+∞] telle

que A ⊂ ∂f.

Proposition 1.7.2. soit A est une application monotone univoque de D(A) = H dans

H, on suppose que A est hémicontinue, c’est à dire pour tout x(t) ∈ H et ζ ∈ H A((1 −
t) + tζ) −→ Ax, lorsque t −→ 0, alors A est maximale monotone .
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1.8 Topologie faible

Pour plus de détails sur cette section voir [12]

Soit E un espace de Banach et soit f ∈ E ′. On désigne par ϕf : E → R l’application définie

par ϕf (x) = 〈f, x〉. Lorsque f décrit E ′ on obtient (ϕf )f∈E′ une famille d’applications de

E dans R.

Définition 1.8.1. La topologie faible σ(E,E ′) sur E est la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈E′ .

Proposition 1.8.1. Soit (xn)n∈N une suite de E. On a

1. xn −→ x pour σ(E,E ′) −→< f, xn >−→< f, x >,∀f ∈ E ′

2. Si xn −→ x fortement, alors xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′).

3. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′), alors ‖xn‖ est bornée et ‖xn‖ ≤ lim inf ‖xn‖.
4. Si xn ⇀ x faiblement pour σ(E,E ′) et si fn −→ f fortement dans E ′,

(i.e., ‖fn − f‖ −→ 0),alors 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉.

Proposition 1.8.2. [6] Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Soit (xn)

une suite dans E telle que xn converge vers x pour la topologie faible σ(E,E ′) et

lim sup ‖xn‖ 6 ‖x‖. Alors xn −→ x fortement.

1.9 Quelques résultats de convergence

Nous commençons par rappeler quelques résultats qui nous seront utiles dans la suite.

Proposition 1.9.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz). Soit E un espace vectoriel muni

d’un produit scalaire 〈., .〉. Alors

∀x, y ∈ E, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.

Théorème 1.9.1. (Théorème d’Ascoli-Arzelà) Soit (E, d) un espace métrique com-

pact, (E, d′) un espace métrique complet, et soit H un sous ensemble de C(E, Y ). Alors

H est relativement compact si et seulement sii) est équicontinue surE,

ii) pour toutx ∈ E,H(x) = {f(x) : f ∈ H} estrelativementcompact.

Théorème 1.9.2. (Conséquence du Théorème d’Ascoli-Arzelà) [2] Soit (fn(.))n

une suite de fonctions absolument continues définies sur un intervalle I de R à valeurs
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dans un espace E de dimension finie tel que
i. ∀ t ∈ I, (fn(t))n est relativement compact dans E,

ii. il existe une fonction a valeurs réelles positives C ∈ L1(I,R+), telle que

‖
.
fn (t)‖ ≤ C(t), p.p. surI.

Alors il existe une sous-suite (notée encore (fn(.))n) et une fonction absolument continue

f : I −→ E telle que i) (fn(.)) converge uniformément versx sur un ensemble compact de I,

ii) (
.
fn (.)) converge faiblement vers

.
f (.) dans L1(I, E).

Théorème 1.9.3. (Théorème de la convergence de Lebesgue)[8] Soit (T,Σ, µ) un

espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 6 p 6∞ et (fn(.)) une suite de fonctions

µ-mesurables définies sur T à valeurs dans E, si la suite (fn(.)) vérifie pour tout n ∈ N

(i) fn(t) −→ f(t)µ.p.p sur T ;

(ii) il existe une fonction positive g ∈ LpR(T ) telle que, ‖fn(t)‖ 6 g(t)µ.p.p., t ∈ T , n ∈ N,

Alors fn(t) −→ f(t) dans LpE(T ).

En particulier, dans le cas où p = 1, fn(.) et f(.) sont Bochner intégrables et∫
T

f(t)dµ = lim
n−→+∞

∫
T

fn(t)dµ.

Théorème 1.9.4. (Réciproque de la convergence de Lebesgue) Soit (T,Σ, µ) un

espace mesuré et E un espace de Banach, soit 1 6 p 6 +∞. Si fn(.) −→ f(.) dans LpE(T )

alors il existe (fnk
(.)) une suite extraite de (fn(.)) et une fonction positive

g(.) ∈ LpR(T ) telles que

(i) fnk
(.) −→ f(.)µ.p.p.

(ii) pour tout k, ‖fnk
(.)‖ 6 g(.)µ.p.p.

Théorème 1.9.5. (Théorème de convergence) [2] Soient E un espace localement

convexe et séparé, Y un espace de Banach, K ⊂ Y un sous ensemble convexe fermé

et F : X ⇒ K une multi-application hémicontinue supérieurement à valeurs convexe.

Soient I un intervalle de R et xk et yk des fonctions mesurables de I à valeurs dans X

(respectivement Y ) vérifiant pour presque tout t ∈ I, et tout voisinage V de 0 dans X×Y ,

∃k0 = k0(t, v) tel que

∀k ≥ k0, (xk(t), yk(t)) ∈ graph(F ) + V.

Si  1) (xk) Converge presque partout vers une fonction x de I dans X;

2) (yk) ⊂ L1(I, Y ) et converge faiblement vers y dans L1(I, Y ).
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Alors

(x(t), y(t)) ∈ graph(F ) i.e., y(t) ∈ F (x(t)) pour presque tout t ∈ I.

Proposition 1.9.2. [6] Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Soit (xn)

une suite dans E telle que xn converge vers x pour la topologie faible σ(E,E ′) et

lim sup ‖xn‖ 6 ‖x‖. Alors xn −→ x fortement.



Chapitre 2

Existence de solution viable pour

inclusion différentielle du premier ordre

Dans ce chapitre, on prouve l’existence de solutions viables pour une inclusion diffé-

rentielle du premier ordre du type
.
x (t) ∈ f(t, x(t)) + F (x(t)), p.p surI

x(0) = x0 ∈ K,
x(t) ∈ K ∀t ∈ I.

(2.1)

Où K est un fermé de Rn, F : Rn ⇒ Rn est une multi-fonction semicontinue supérieure-

ment à valeurs compactes non vides dans Rn et f une fonction de Carathéodory .

La preuve est basée sur la méthode de discrétisation. On construit une suite de solution

approximative, en utilisant le Théorème d’Ascoli-Arzelà on montre qu’on peut en extraire

une sous- suite qui converge vers une solution du Problème (2.1).

2.1 Résultat principal

Supposons que F et f vérifient les conditions suivantes

A1) F est semicontinue supérieurement, i.e, pour tout x ∈ Rn et pour tout ε > 0, il

existe δ > 0 tel que si ‖x− x′‖ ≤ δ alors F (x′) ⊆ F (x) + εB.

A2) Il existe une fonction convexe, propre et semicontinue inférieurement

V : Rn −→ R, telle que F (x) ⊂ ∂V (x), où ∂V est le sous-différentiel de V.

20
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A3) f : R×K −→ Rn est une fonction de Carathéodory, i.e.

• pour chaque x ∈ K, t 7−→ f(t, x) est mesurable,

• pour tout t ∈ R, x 7−→ f(t, x) est continue.

A4) Il existe m ∈ L2
I(R), tel que

‖f(t, x)‖ ≤ m(t) ∀(t, x) ∈ R×K.

A5) (Condition tangentielle) pour tout (t, x) ∈ R×K, il existe v ∈ F (x) tel que

lim
h−→0+

inf
1

h
dK

(
x+ hv +

∫ t+h

t

f(s, x)ds

)
= 0.

Soient x0 ∈ K, f et F vérifiant les conditions A1, ..., A5. On a le résultat principal suivant

Théorème 2.1.1. Il existe T > 0 et x(.) : I −→ Rn absolument continue, telle que
.
x (t) ∈ f(t, x(t)) + F (x(t)), p.p surI

x(0) = x0 ∈ K,
x(t) ∈ K ∀t ∈ I.

Démonstration.

Soit V une fonction convexe, propre et semicontinue inférieurement tel que ∀x ∈ Rn

F (x) ⊂ ∂V (x). Alors il existe rx = r > 0 et Mx = M > 0,

‖F (x)‖ = sup
z∈F (x)

‖z‖ ≤M

et V est lipschitzienne de rapport M sur B(x, r).

En effet

Soit x ∈ Rn. On sait que tout sous ensemble borné et fermé dans Rn est compact et comme

F est une multi-application semicontinue supérieurement à valeurs compactes, F (x) est

compact, ce qui implique que F (x) est bornée, i.e,

∃M > 0, ‖F (x)‖ = sup
z∈F (x)

‖z‖ 6M.

par conséquent F (x) est bornée sur B(x, r)

• Montrons que ∂V (x) est bornée

Raisonnons par l’absurde. Supposons que M > 0 et que x′ ∈ U avec U un ouvert de Rn,

et y′ ∈ ∂V (x) tel que ‖y′‖ > M .
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Soit x′ = x+ λy′ ∈ U et soit y ∈ F (x) ⊂ ∂V (x). On a

〈y − y′, x− x′〉 = 〈y − y′, λy′〉

= λ〈y − y′, y′〉

= λ〈y, y′〉 − λ〈y′, y′〉

= λ〈y, y′〉 − λ‖y′‖2

C.S
6 λ‖y‖‖y′‖ − λ‖y′‖2.

On sait que

0 6 (‖y‖ − ‖y′‖)2 = ‖y‖2 + ‖y′‖2 − 2‖y‖‖y′‖ ⇒ ‖y‖‖y′‖ 6 ‖y‖
2

2
+
‖y′‖2

2
,

alors

〈y − y′, x− x′〉 6 λ
‖y‖2

2
+ λ
‖y′‖2

2
− λ‖y′‖2

= λ
‖y‖2

2
− λ‖y

′‖2

2

< λ
M2

2
− λM

2

2
= 0

par conséquent

〈y − y′, x− x′〉 < 0

ce qui est en contradiction avec la monotonie de la fonction ∂V , alors ∂V (x) est bornée

sur B(x, r).

• Montrons que V est M - lipschitzienne sur B(x, r)

Soit

x′ ∈ ∂V (x1)⇔ V (x)− V (x1) > 〈x′, x− x1〉, ∀x ∈ B(x, r) (2.2)

y′ ∈ ∂V (x2)⇔ V (x)− V (x2) > 〈y′, x− x2〉, ∀x ∈ B(x, r) (2.3)

en particulier pour x = x2 dans (2.2) on trouve

V (x1)− V (x2) 6 〈x′, x1 − x2〉 6 ‖x′‖‖x1 − x2‖ 6M ‖x1 − x2‖ (2.4)

en particulier pour x = x1 dans (2.3) on trouve

V (x1)− V (x2) > 〈y′, x1 − x2〉 > −‖y′‖‖x1 − x2‖ > −M‖x1 − x2‖ (2.5)

Il s’ensuit de, (2.4) et (2.5) que

|V (x1)− V (x2)| 6M‖x1 − x2‖ ∀x ∈ B(x, r).



2.1. Résultat principal 23

• Dans la suite de ce chapitre, notons le sous ensemble compact K0 définie par

K0 = K∩B(x0, r). Soit T > 0, tel que

∀ T > 0,

∫ T

0

(M + 1 +m(s)) ds <
r

2
(2.6)

Le lemme suivant important dans la démonstration du Théorème 2.1.1.

Lemme 2.1.1. Supposons que F et f vérifient les conditions A1, ..., A5. Alors pour tout

ε > 0, il existe η > 0 (η < ε) pour tout (t, x) ∈ I × K0, il existe u ∈ F (x) + ε
T
B et

ht,x ∈ [η, ε] tel que

x+ ht,xu+

∫ t+ht,x

t

f(s, x)ds ∈ K.

Démonstration du lemme Soient (t, x) ∈ I ×K0 et ε > 0. Comme F est semicon-

tinue supérieurement alors, il existe δx > 0 tel que

F (y) ⊂ F (x) + εB, ∀y ∈ B(x, δx).

Soit (s, y) ∈ I ×K, d’après la condition de tangente, il existe hs,y ∈]0, ε] et v ∈ F (y) tel

que

lim
hs,y−→0+

inf
1

hs,y
dK

(
y + hs,yv +

∫ s+hs,y

s

f(τ, x)dτ

)
= 0

⇔ lim
hs,y−→0+

inf
1

hs,y
d

(
y + hs,yv +

∫ s+hs,y

s

f(τ, x)dτ,K

)
= 0

∀ε > 0 ∃ hs,y > 0 tel que

1

hs,y
dK

(
y + hs,yv +

∫ s+hs,y

s

f(τ, x)dτ

)
< ε

dK

(
y + hs,yv +

∫ s+hs,y

s

f(τ, x)dτ

)
< hs,y

ε

4T

Considérons les ensembles définis par

N(s, y) =

{
(t, z) ∈ R× Rn, d(z + hs,yv +

∫ t+hs,y

t

f(τ, z)dτ,K) < hs,y
ε

4T

}
puisque

‖f(s, z)‖ < m(s) p.p surI ∀z ∈ Rn,

alors, on appliquons le théorème de la convergence dominée sur la suite de fonctions

(χ[t,t+hs,y ]f(., .))t définie par

(χ[t,t+hs,y ]f(., .))t =

 f(t, .) si t ∈ [t, t+ hs,y]

0 sinon.
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On a f(t, .) est une fonction de Caratéodory, donc elle est continue et on a

‖f(t, z)‖ 6 m(s) alors, la fonction l 7−→
∫ l+hs,y
l

f(τ, z)dτ est une fonction continue

et z 7−→ z + hs,yv est aussi continue, alors

(l, z) 7−→ z + hs,yv +

∫ l+hs,y

l

f(τ, z)dτ = g(l, z)

est une fonction continue. Comme la fonction d(., K) est une fonction continue on obtient

que

(l, z) 7−→ dK

(
z + hs,yv +

∫ l+hs,y

l

f(τ, z)dτ

)
= (dK ◦ g)(l, z)

est continue.

• Montrons que l’ensemble N(s, y) est un ouvert de Rn

N(s, y) =
{

(t, z) ∈ R× Rn, (dk ◦ g)(t, z) < hs,y
ε

4T

}
= (dK ◦ g)−1(]−∞, hs,y

ε

4T
[)

On a ] − ∞, hs,y ε
4T

[ est un ouvert de R, comme l’image réciproque d’un ouvert est un

ouvert, ce qui applique que N(s, y) est un ouvert de Rn. De plus, puisque (s, y) ∈ N(s, y),

il existe une boule B((s, y), ηs,y) de rayon η(s,y) < δx contenue dans N(s, y), donc, le sous-

ensemble compact I×K0 peut être recouvert par un nombre fini de boulesB((si, yi), ηsi,yi),

i = 1, ..., q, Pour simplifier, notons hsi,yi = hi, i = 1, ..., q, η = min
i=1,...,q

hi > 0.

Soit (t, x) ∈ I ×K0, puisque (t, x) ∈ B((si, yi), ηsi,yi) qui est incluse dans N(si, yi) alors,

il existe xi ∈ K et ui ∈ F (yi), tel que∥∥∥∥ui − 1

hi
(xi − x−

∫ t+hi

t

f(s, x)ds)

∥∥∥∥ 6 1

hi
dK

(
x+ uihi +

∫ t+hi

t

f(s, x)ds

)
+

1

hi
dK(xi)

6
ε

4T
+

ε

4T

=
ε

2T
.

Posons

u =
1

hi

(
xi − x−

∫ t+hi

t

f(s, x)ds

)
donc

uhi = xi − x−
∫ t+hi

t

f(s, x)ds

x+ uhi +

∫ t+hi

t

f(s, x)ds = xi ∈ K.

et

‖ui − u‖ 6
ε

2T

Comme

‖x− yi‖ 6 η(s,y) < δx



2.1. Résultat principal 25

puis

F (yi) ⊂ F (x) +
ε

2T
B,

par conséquent

u ∈ F (x) +
ε

T
B.

• Étape 1 : Construction des solutions approchées

Soient xn0 = x0 ∈ K0 et ε < T , d’après le Lemme 2.1.1, il existe η > 0, hn0 ∈ [η, ε] et

un0 ∈ F (x0) + ε
T
B, tel que

xn1 = xn0 + hn0u
n
0 +

∫ h0

0

f(s, x0)ds ∈ K (2.7)

. •Montrons que xn1 ∈ K0

D’après, les relations(2.6), (2.7) et l’hypothèse (A4) si hn0 6 T , nous avons

‖xn1 − x0‖ =

∥∥∥∥x0 + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, x0)ds− x0
∥∥∥∥

=

∥∥∥∥hn0un0 +

∫ hn0

0

f(s, x0)ds

∥∥∥∥
6 ‖hn0un0‖+

∥∥∥∥∫ hn0

0

f(s, x0)ds

∥∥∥∥
6 hn0‖un0‖+

∫ hn0

0

‖f(s, x0)ds‖

6 hn0 (M + 1) +

∫ hn0

0

m(s)ds

6
∫ hn0

0

(M + 1 +m(s))ds 6
r

2
.

donc, xn1 ∈ B(x0,
r
2
), et on a xn1 ∈ K.

Alors, xn1 ∈ B(x0, r) ∩K = K0, d’ ou xn1 ∈ K0.

Pour (hn0 , x
n
1 ), et d’après le Lemme 2.1.1, il existe hn1 ∈ [η, ε] et un1 ∈ F (xn1 ) + ε

T
B, tel que

xn2 = xn1 + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, xn1 )ds ∈ K. (2.8)

• Montrons que xn2 ∈ K0
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d’après les relations (2.6), (2.8) et l’hypothèse (A4) si hn0 + hn1 < T on obtient

‖xn2 − x0|‖ =

∥∥∥∥∥xn1 + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, xn1 )ds− x0

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥x0 + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, xn0 )ds+ hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, xn1 )ds− x0

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥hn0un0 +

∫ hn0

0

f(s, xn0 )ds+ hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

+f(s, xn1 )ds

∥∥∥∥∥
6 ‖hn0un0‖+

∥∥∥∥∫ hn0

0

f(s, x0)ds

∥∥∥∥+ ‖hn1un1‖+

∥∥∥∥∥
∫ hn0+h

n
1

hn0

f(s, xn1 )ds

∥∥∥∥∥
6 hn0‖un0‖+

∫ hn0

0

‖f(s, x0)ds‖+ hn1‖un1‖+

∫ hn0+h
n
1

hn0

‖f(s, xn1 )ds‖

6 (hn0 + hn1 )(M + 1) +

∫ hn0

0

m(s)ds+

∫ hn0+h
n
0

hn0

m(s)ds

= (hn0 + hn1 )(M + 1) +

∫ hn0+h
n
1

0

m(s)ds

=

∫ hn0+h
n
1

0

(M + 1 +m(s))ds 6
r

2
.

donc, xn2 ∈ B(x0,
r
2
) et on a xn2 ∈ K alors, xn2 ∈ B(x0, r) ∩K = K0

d’ou, xn2 ∈ K0.

Posons hn−1 = 0, puisque hni ∈ [η, ε], il existe un entier s tel que

s−1∑
i=0

hni < T <
s∑
i=0

hni .

Donc, nous construirons par récurrence les suites finies (hnp )p ⊂ [η, ε], (xnp )p ⊂ K0 et

(unp )p ∈ F (xnp ) + ε
T
B , telles que pour tout p = 0, ..., s− 1, nous avons

xnp+1 = xnp + hnpu
n
p +

∫ hnp−1+h
n
p

hnp−1

f(s, xnp )ds ∈ K,

unp ∈ F (xnp ) + ε
T
B.

(2.9)

Vérifions que pour tout p > 2 on a
xnp = x0 +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ.

up ∈ F (xp) +
ε

T
B.

(2.10)

•Montrons que (2.10) et vrais pour p = 2 :

on a

xn1 = x0 + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(τ, x0)dτ



2.1. Résultat principal 27

xn2 = xn1 + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(τ, xn1 )dτ

= x0 + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(τ, x0)dτ + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(τ, xn1 )dτ.

= x0 +
i=1∑
i=0

hni u
n
i +

i=1∑
i=0

∫ hn0+h
n
1

0

f(τ, xni )dτ

= x0 +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ.

d’où (2.10) et vraie pour p = 2.

Supposons que (2.10) et vraie pour p− 1 et montrons qu’elle est vrai pour p

xp−1 = x0 +

i=p−2∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−2∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ.

d’après, (2.9) on a

xnp = xnp−1 + hnp−1u
n
p−1 +

∫ hnp−2+h
n
p−1

hnp−2

f(τ, xnp−1)dτ.

= x0 +

i=p−2∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−2∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ + hnp−1u
n
p−1 +

∫ hnp−2+h
n
p−1

hnp−2

f(τ, xnp−1)dτ.

xnp = x0 +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ

Alors, (2.10) est vraie pour (p− 1), donc
(
P
)
et vrai pour tout p > 2.

•Montrons que xnp ∈ K0

on a

‖xnp − x0‖ =

∥∥∥∥∥
i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, xni )dτ

∥∥∥∥∥
6

i=p−1∑
i=0

hni ‖uni ‖+

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

‖f(τ, xni )‖dτ

6 (M + 1)

i=p−1∑
i=0

hni +

∫ T

0

m(τ)dτ

=

∫ T

0

(M + 1 +m(τ))dτ

Comme
i=p−1∑
i=0

hni 6 T on a

‖xnp − x0‖ 6
r

2
.

donc, xnp ∈ B(x0,
r
2
), d’autre part, on a xnp ∈ K

alors, xnp ∈ B(x0, r) ∩K = K0
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d’ou xnp ∈ K0

Pour tout entier n, q = 0, ..., s − 1 désignons par hnq le réel associé à ε = 1
n
et xnq donné

par le Lemme 2.1.1. Considérons la suite (τ qn)n définie parτ
0
n = 0, τ sn = T.

τ qn = hn0 + ...+ hnq−1.

Puis, on définit sur [τ q−1n , τ qn] la suite de fonctions (xn(.))n par
xn(t) = xnq−1 + (t− τ q−1n )unq−1 +

∫ t

τnq−1

f(s, xnq−1)ds

xn(0) = x0

alors, ∀t ∈]τ q−1n , τ qn[
.
xn (t) = unq−1 + f(t, xnq−1).

On définie les fonctions θn(.) et ϕn(.) tel que

θn(t) =

 τ q−1n si t ∈ [τ q−1n , τ qn[,

0 sinon.

ϕn(t) =

 τ qn si t ∈ [τ q−1n , τ qn[,

0 sinon.
xn(t) = xn(θn(t)) + (t− θn(t))un(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

f(s, xn(θn(t))) ds, ∀t ∈ I

xn(0) = x(0).

.
xn (t) = un(θn(t)) + f(t, xn(θn(t))).

• Étape 2 Convergence des solutions approchées

On remarque que la suite (xn(.))n satisfait les relations suivantes :

‖ .
xn (t)‖ = ‖un(θn(t)) + f(t, xn(θn(t)))‖

6 ‖un(θn(t))‖+ ‖f(t, xn(θn(t)))‖

6M + 1 +m(t).

Alors ∫ T

0

‖ .
xn (t)‖2dt 6

∫ T

0

(M + 1 +m(t))2dt.

i.e,

‖ .
xn (t)‖2L2(I,Rn) 6

∫ T

0

(M + 1 +m(t))2dt. (2.11)
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‖xn(t)‖ =

∥∥∥∥xn(θn(t)) + (t− θn(t))un(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

f(s, xn(θn(t)))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥xn(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

un(θn(t))ds+

∫ t

θn(t)

f(s, xn(θn(t)))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥xn(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

(un(θn(t)) + f(s, xn(θn(t))))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥xn(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

.
xn (s)ds

∥∥∥∥
6 ‖xn(θn(t))‖+

∥∥∥∥∫ t

θn(t)

.
xn (s)ds

∥∥∥∥
6 ‖xn(θn(t))‖+

∫ t

θn(t)

‖ .
xn (s)‖ds

6 ‖x0‖+
r

2
+

∫ t

θn(t)

(M + 1 +m(t))dt

6 ‖x0‖+
r

2
+
r

2
= ‖x0‖+ r.

Donc

xn(t) ∈ B(0, ‖x0‖+ r).

Ce qui implique que pour tout t ∈ I, (xn(t))n, est inclus dans l’ensemble compact donc

elle est relativement compact dans Rn, d’après la relation (2.11) la suite (xn(.))n est équi-

uniforme. Donc, par le Théorème 1.9.1 (xn(.)) est relativement compact dans C(I,Rn).

Alors, d’aprés le Théorème 1.9.2 il existe une sous suite encore notée (xn(.))n et une

fonction absolument continue

x(.) : I −→ Rn tell que

•xn(.) converge uniformement vers x(.),

• .
xn (.) converge faiblement vers

.
x (.) dans L2(I,Rn)

•Montrons que pour tout t ∈ I,∃ q ∈ {1, ..., q} telle que

lim
n−→+∞

dgr(F )

(
xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))

)
= 0.

Soit t ∈ I. Par construction de la suite τ qn, il existe q tel que t ∈ [τ q−1n , τ qn] et (ϕn(t))

converge vers t

Puisque

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t))) = un(θn(t)) ∈ F (xn(θn(t))) +

B

nT
,

Alors,∃ b ∈ B(0, 1) tel que

(xn(θn)(t), (un(θn(t))− b

nT
)) ∈ gr(F ).
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dgr(F )

(
xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))

)
= d

(
(xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))), gr(F )

)
6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+ ‖un(θn)− un(θn) +

b

nT
‖

6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+
1

nT
.

Alors,

d
(
(xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))), gr(F )

)
6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+

1

nT
.

Par passage à la limite on a

lim
n−→+∞

dgr(F )

(
xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))

)
= 0.

ce qui implique (
xn(t),

.
xn (t)− f(t, xn(θn(t)))

)
∈ gr(F ). (2.12)

Puisque la suite xn(.) converge vers x(.) uniformément,
.
xn (.) converge vers

.
x (.) fai-

blement dans L2(I,Rn), f(., xn(θn(.)))n converge vers f(., x(.)) dans L2(I,Rn) comme F

est semicontinue supérieurement alors, en appliquant le Théorème (1.9.5), x(.) est une

solution du problème convexité suivant
.
x (t) ∈ co(F (x(t))) + f(t, x(t)).

x(0) = x0.

Par l’hypothèse (A2), ∀t ∈ I on a

.
x (t)− f(t, x(t)) ∈ ∂V (x(t)). (2.13)

•Montrons que
.
xn (.) converge fortement vers

.
x (.) dans L2(I,Rn)

Pour commencer nous prouvons que (‖ .
xn ‖2)nconverge vers ‖ .

x ‖2.
On a x(.) et V (x(.)) sont absolument continues, d’après la relation (2.13) et le Lemme

1.7.1 on a
d

dt
(V (x(t)) = 〈 .x (t),

.
x (t)− f(t, x(t))〉 p.p sur I.

D’après, l’intégration sur l’intervalle I

V (x(T ))− V (x0) =

∫ T

0

〈 .x (s),
.
x (s)〉ds−

∫ T

0

〈 .x (s), f(s, x(s))〉ds

=

∫ T

0

‖ .
x (s)‖2ds−

∫ T

0

〈 .x (s), f(s, x(s))〉ds. (2.14)

D’autre part, pour tout q = 1, ..., s et xn(τ q−1n ) = xnq−1 alors,

.
xn (t)− f(t, xn(τ q−1n )) =

.
xn (t)− f(t, xnq−1) ∈ ∂V (xn(τ q−1n )) +

1

nT
B.
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il existe bq ∈ B, tel que

.
xn (t)− f(t, xnq−1) +

1

nT
bq ∈ ∂V (xn(τ q−1n )).

Par la définition du sous-différentiel, on a,

∀t ∈ [τ q−1n , τ qn] et ∀z ∈ ∂V (xn(τ q−1n ))

V (xn(τ qn))− V (xn(τ q−1n )) > 〈xn(τ qn)− xn(τ q−1n ), z〉

en particulier pour z =
.
xn (t)− f(t, xnq−1) + 1

nT
bq, on trouve que

V (xn(τ qn))− V (xn(τ q−1n )) > 〈xn(τ qn)− xn(τ q−1n ),
.
xn (t)− f(t, xnq−1) +

1

nT
bq〉

> 〈xn(τ qn)− xn(τ q−1n ),
.
xn (s)〉 − 〈xn(τ qn)− xn(τ q−1n ), f(t, xnq−1)〉+ 〈xn(τ qn)− xn(τ q−1n ),

b

nT
〉

>
∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s),
.
xn (s)〉ds+

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉ds+
1

nT

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds.

En faisant une sommation sur q, on obtient

V (xn(t))− V (x0) >
∫ T

0

‖ .
xn (s)‖2ds−

s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉ds

+
1

nT

s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds. (2.15)

• Montrons que

la suite

(
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉ds

)
n

converge vers
(∫ T

0

〈 .xn (s), f(s, x(s))〉ds
)
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En effet

‖
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s),f(s, xn(τ q−1n ))〉ds−
∫ T

0

〈 .x (s), f(s, x(s))〉ds‖

= ‖
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

(〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉 − 〈 .x (s), f(s, x(s))〉)ds‖

6
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

‖〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉 − 〈 .x (s), f(s, x(s))〉‖ds

6
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

‖〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉 − 〈 .xn (s), f(s, xn(s))〉‖ds

+
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

‖〈 .xn (s), f(s, xn(s))〉 − 〈 .xn (s), f(s, x(s))〉‖ds

+
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

‖〈 .xn (s), f(s, x(s))〉)− 〈 .x (s), f(s, x(s))〉‖ds

=
s∑
q=1

∫ τqn

τq−1
n

‖〈 .xn (s), f(s, xn(τ q−1n ))〉 − 〈 .xn (s), f(s, xn(s))〉‖ds

+

∫ T

0

‖〈 .xn (s), f(s, xn(s))〉 − 〈 .xn (s), f(s, x(s))〉‖ds

+

∫ T

0

‖〈 .xn (s), f(s, x(s))〉)− 〈 .x (s), f(s, x(s))〉‖ds.

Comme f est une fonction de Carathéodory, xn converge uniformément vers x(.),
.
xn (.)

converge faiblement vers
.
x (.) dans L2(I,Rn, dt).

Alors, le dernier terme converge vers 0 et d’autre part,

lim
n−→+∞

s∑
q=1

1

nT

∫ τqn

τq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds = 0.

En passant à la limite pour n −→ ∞ dans la relation (2.15) et en utilisant la continuité

de la fonction V sur la boule B(x0, r), on obtient l’ estimation suivante

V (x(T ))− V (x0) > lim sup
n−→+∞

∫ T

0

‖ .
xn (s)‖2ds−

∫ T

0

〈 .x (s), f(s, x(s))〉ds.

D’après, la relation (2.14) et (2.15) on obtient∫ T

0

‖ .
x (s)‖2ds > lim sup

n−→+∞

∫ T

0

‖ .
xn (s)‖2ds.

Alors

‖ .
x ‖22 > lim sup

n−→+∞
‖ .
xn ‖22. (2.16)

Et par la semi-continue-inférieure faible de la norme, on obtient la relation suivante

‖ .
x ‖22 6 lim

n−→∞
inf ‖xn‖22. (2.17)
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A l’aide de la relation (2.16) et (2.17) en déduit que

‖ .
x ‖22 = lim

n−→∞
‖ .
xn ‖22.

On a (
.
xn (.))n converge vers

.
x (.) fortement dans L2(I,Rn). par le Théorème 1.9.4 on

peut extraire un sous suite notée par
.
xn (.) converge p.p. vers

.
x (.) et d’après la relation

(2.12) on conclut que

(
x(t),

.
x (t)− f(t, x(t))

)
∈ gr(F ) p.p surI.

D’après la Proposition 1.5.2 gr(F ) est fermé

(
x(t),

.
x (t)− f(t, x(t))

)
∈ gr(F ) p.p surI.

donc

(
.
x (t)− f(t, x(t))) ∈ F (x(t)) p.p surI.

Il résulte que
.
x (t) ∈ f(t, x(t)) + F (x(t)) p.p surI.

Finalement, pour tout t ∈ I, il existe θn(t) telle que lim
n−→∞

θn(t) = t. Puisque

lim
n−→∞

‖x(t)− xn(θn(t))‖ = 0. xn(θn(t)) ∈ K et K est fermée, par passage à la limite pour

n −→∞ on obtient x(t) ∈ K. �



Chapitre 3

Résultat d’existence de solution viable

pour une inclusion différentielle du

premier ordre avec retard

Dans ce chapitre, on étudie l’existence de solutions viables pour une inclusion diffé-

rentielle du premier ordre avec retard de la forme
.
x (t) ∈ F (τ(t)x) + f(t, τ(t)x), p.p surI

τ(0)x = ϕ0(0)
(3.1)

Où K est un fermé de Rn, F : Cσ ⇒ Rn est une multi-fonction semicontinue supérieure-

ment à valeurs compactes non vides dans Rn et f une fonction de Carathéodory. Pour la

démonstration on utilise la méthode de discrétisation.

Dans la suite, on suppose les conditions suivantes pour F et f.

Hypothèses

C1) Soit F : Cσ ⇒ Rn une multi application semicontinue supérieure des valeurs non

vide compactes.

C2) Il existe une fonction propre, convexe et semicontinue inférieurement

V : Rn −→ R telle que

F (ψ) ⊂ ∂V (ψ(0)), ψ ∈ Cσ

C3) f : I × Cσ −→ Rn est une fonction Carathéodory et, il existe m ∈ L2(I,R) tel

que

‖f(t, ψ)‖ 6 m(t), ∀(t, ψ) ∈ I × Cσ. (3.2)

34
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C4) ∀(t, ϕ0) ∈ R×K0,∃v ∈ F (x) tel que

lim
h−→0+

inf
1

h
dK(ϕ0(0) + hv +

∫ t+h

t

f(s, τ(s)x)ds) = 0

Soit ϕ0(0) ∈ K0, f et F satisfaisaient les conditions C1, ..., C4, on a le résultat principal

suivant

Théorème 3.0.1. Il existe T > 0 et x(.) : [−σ, T ] −→ Rn absolument continue, tel que
.
x (t) ∈ F (τ(t)x) + f(t, τ(t)x), p.p surI

τ(0)x = ϕ0(0)
(3.3)

Démonstration.

la démonstration est une conséquence directe du Théorème 2.1.1. Soit ϕ0 ∈ K0 fixe.

Comme ∂V (x) est une sous ensemble convexe, fermée et bornée. Par le Théorème 0.7.2

dans [2], le multi-application x 7−→ ∂V (x) est semicontinue supérieur. D’après la Propo-

sition 1.5.3. Il existe r > 0,M > 0 tel que,

sup{‖v‖, v ∈ ∂V (x)} 6M (3.4)

d’autre part, par le condition C2

sup{‖v‖, v ∈ F (ψ), ψ ∈ K0} 6M (3.5)

Puisque ϕ0 est continue sur [−σ, 0] nous pouvons choisir η > 0 assez petit pour que

‖ϕ0(t)− ϕ0(s)‖ < r
4
pour tout t, s ∈ [−σ, 0] avec |t− s| < η.

Notons le sous ensemble compact Q définie par Q = K
⋂
B(ϕ0(0), r). Soit T > 0, tel que∫ T

0

(m(s) +M + 1)ds <
r

2
(3.6)

• Étape 1 : Construction de solutions approchées

Soient n ∈ N∗ fixions et ϕ0 ∈ K0 satisfaisant ϕ0(0) = x0. Posons xn(t) = ϕ(t) pour tout

t ∈ [−σ, 0]. On peut trouver une subdivision de l’intervalle I

Soit ϕ0(0) ∈ Q, tn0 = 0, xn(tn0 ) = ϕ0(0) et ε < T , d’après le condition le Lemme 2.1.1, il

existe η > 0, hn0 ∈ [η, ε] et un0 ∈ F (ϕ0) + ε
T
B, tel que

xn1 = ϕ0(0) + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds ∈ K (3.7)



36

. •Montrons que xn1 ∈ Q
D’après, l’hypothèse (C3) et la relation (3.6) si hn0 6 T , nous avons

‖xn1 − ϕ0(0)‖ =

∥∥∥∥ϕ0(0) + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds− ϕ0(0)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥hn0un0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds

∥∥∥∥
6 ‖hn0un0‖+ ‖

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds‖

6 hn0‖un0‖+

∫ hn0

0

‖f(s, ϕ0(0))‖ds

6 hn0 (M + 1) +

∫ hn0

0

m(s)ds

6
∫ hn0

0

(M + 1 +m(s))ds 6
r

2
.

donc, xn1 ∈ B(ϕ0(0), r
2
), et on a xn1 ∈ K alors, xn1 ∈ B(ϕ0(0), r) ∩K = Q

d’où, xn1 ∈ Q.

• Montrons que τ(tn1 )xn ∈ Q

‖τ(tn1 )xn − ϕ0‖ = sup
−σ6s60

‖τ(tn1 )xn(s)− ϕ0(s)‖ = sup
−σ6s60

‖ϕ0(t
n
1 + s)− ϕ0(s)‖ <

r

4

Si −tn1 6 s 6 0, alors 0 6 tn1 + s 6 tn1 et par la relation (3.6) on obtient

‖xn(tn1 + s)− ϕ0(s)‖ 6 ‖xn(tn1 + s)− ϕ0(0)‖+ ‖ϕ0(0)− ϕ0(s)‖

6
2r

4
+
r

4
=

3r

4
< r

Donc τ(tn1 )xn ∈ B(ϕ0, r),

τ(tn1 )xn ∈ Q.
Pour (hn0 , x

n
1 ), et d’après le Lemme 2.1.1, il existe hn1 ∈ [η, ε] et un1 ∈ F (τ(tn1 )xn) + ε

T
B,

tel que

xn(tn2 ) = xn(tn1 ) + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(t, τ(tn1 )xn)dt ∈ K

. • Montrons que xn2 ∈ Q
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d’après, l’hypothèse (C3), la relation (3.6) et si hn0 + hn1 < T on obtient

‖xn2 − ϕ0(0)|‖ =

∥∥∥∥∥xn1 + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds− ϕ0(0)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥ϕ0(0) + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds+ hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds− ϕ0(0)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥hn0un0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds+ hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds

∥∥∥∥∥
6 ‖hn0un0‖+

∥∥∥∥∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds

∥∥∥∥+ ‖hn1un1‖+

∥∥∥∥∥
∫ hn0+h

n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds

∥∥∥∥∥
6 hn0‖un0‖+

∫ hn0

0

‖f(s, ϕ(0))ds‖+ hn1‖un1‖+

∫ hn0+h
n
1

hn0

‖f(s, τ(tn1 )xn)ds‖

6 (hn0 + hn1 )(M + 1) +

∫ hn0

0

m(s)ds+

∫ hn0+h
n
0

hn0

m(s)ds

= (hn0 + hn1 )(M + 1) +

∫ hn0+h
n
1

0

m(s)ds

=

∫ hn0+h
n
1

0

(M + 1 +m(s))ds

6
∫ T

0

(M + 1 +m(s))ds 6
r

2
.

donc, xn2 ∈ B(ϕ0(0), r
2
) et on a xn2 ∈ K alors, xn2 ∈ B(ϕ0(0), r) ∩K = Q

d’où, xn2 ∈ Q.

• Montrons que τ(tn2 )xn ∈ Q

‖τ(tn2 )xn − ϕ0‖ = sup
−σ6s60

‖τ(tn2 )xn(s)− ϕ0(s)‖ = sup
−σ6s60

‖ϕ0(t
n
2 + s)− ϕ0(s)‖ <

r

4

Si −tn2 6 s 6 0, alors 0 6 tn2 + s 6 tn2 et par la relation (3.6) on obtient

‖xn(tn2 + s)− ϕ0(s)‖ 6 ‖xn(tn2 + s)− ϕ0(0)‖+ ‖ϕ0(0)− ϕ0(s)‖

6
2r

4
+
r

4
=

3r

4
< r

Donc τ(tn2 )xn ∈ B(ϕ0, r),

τ(tn2 )xn ∈ Q.
Posons hn−1 = 0, puisque hni ∈ [η, ε], il existe un entier s tel que

s−1∑
i=0

hni < T <

s∑
i=0

hni .

Donc, nous construirons par récurrence les suites finies (hnp )p ⊂ [η, ε],
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(xnp )p ⊂ Q et (unp )p ⊂ F (τ(tnp )xn) +
ε

T
B, tel que pour tout p = 0, ..., s− 1, nous avons

xnp+1 = ϕ0(0) + hnpu
n
p +

∫ hnp−1+h
n
p

hnp−1

f(s, τ(tnP )xn)ds ∈ K,

unp ∈ F (τ(tnP )xn) + ε
T
B.

(3.8)

vérifions que pour tout p > 2 on a
xnp = ϕ0(0) +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(τ, τ(tnp )xn)dτ.

unp ∈ F (τ(tnp )xnp ) +
ε

T
B.

(3.9)

•Montrons que la relation (3.9) et vraie pour p = 2

on a

xn1 = ϕ0(0) + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds

xn2 = xn1 + hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds

= ϕ0(0) + hn0u
n
0 +

∫ hn0

0

f(s, ϕ0(0))ds+ hn1u
n
1 +

∫ hn0+h
n
1

hn0

f(s, τ(tn1 )xn)ds.

= ϕ0(0) +
i=1∑
i=0

hni u
n
i +

i=1∑
i=0

∫ hn0+h
n
1

0

f(s, τ(tni )xn)ds

= ϕ0(0) +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tni )xn)ds.

d’où la relation (3.9) et vraie pour p = 2.

Supposons que la relation (3.9) et vraie pour p− 1 et montrons qu’elle est vrai pour p

xnp−1 = ϕ0(0) +

i=p−2∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−2∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tnp−1)xn)ds.

d’après, la relation (3.8) on a

xnp = xnp−1 + hnp−1u
n
p−1 +

∫ hnp−2+h
n
p−1

hnp−2

f(s, τ(tnp−1)xn)ds.

= ϕ0(0) +

i=p−2∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−2∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tni )xn)ds+ hnp−1u
n
p−1 +

∫ hnp−2+h
n
p−1

hnp−2

f(s, τ(tnp−1)xn)ds.

xnp = ϕ0(0) +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tni )xn)ds

Alors, la relation (3.9) est vraie pour (p − 1), donc la relation (3.9) et vraie pour tout

p > 2.
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•Montrons que xnp ∈ Q
on a

‖xnp − ϕ0(0)‖ =

∥∥∥∥∥ϕ0(0) +

i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tni )xn)ds− ϕ0(0)

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
i=p−1∑
i=0

hni u
n
i +

i=p−1∑
i=0

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

f(s, τ(tni )xn)ds

∥∥∥∥∥
6

i=p−1∑
i=0

hni ‖uni ‖+

i=p−1∑
i=0

+

∫ ∑i
j=0 h

n
j

∑i−1
j=0 h

n
j

‖f(s, τ(tni )xn)‖ds

6 (M + 1)

i=p−1∑
i=0

hni +

∫ T

0

m(τ)dτ

=

∫ T

0

(M + 1 +m(τ))dτ

Comme
i=p−1∑
i=0

hni 6 T et d’après, la relation (3.6) on a

‖xnp − ϕ0(0)‖ 6 r

2
6 r.

donc, xnp ∈ B(ϕ0(0), r
2
), d’autre part, on a xnp ∈ K

alors, xnp ∈ B(ϕ0(0), r) ∩K = Q

d’où xnp ∈ Q
• Montrons que τ(tnp )xn ∈ Q

‖τ(tnp )xn − ϕ0‖σ = sup
−σ6s60

‖τ(tnp )xn(s)− ϕ0(s)‖

= sup
−σ6s60

‖xn(tnp + s)− ϕ0(s)‖

< sup
−σ6s6−tnp

‖xn(tnp + s)− ϕ0(s)‖+ sup
−tnp6s60

‖xn(tnp + s)− ϕ0(s)‖

6 sup
−σ6s6−tnp

‖ϕ0(t
n
p + s)− ϕ0(s)‖+ sup

−tnp6s60
‖xn(tnp + s)− ϕ0(0)‖

+ sup
−tnp6s60

‖ϕ0(0)− ϕ0(s)‖

<
r

4
+
r

4
+
r

4
<

3r

4
< r.

Donc τ(tnp )xn ∈ B(ϕ0, r),

τ(tnp )xn ∈ Q.
Pour tout entier n, q = 0, ..., s désigne par hnq le réel associé à ε = 1

n
et xnq = xn(tnq ) donné.

Considérons la suite (tqn)n définie part
0
n = 0, tsn = T.

tqn = hn0 + ...+ hnq−1.
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Puis, on définit sur [tq−1n , tqn] la suite de fonctions (xn(.))n par
xn(t) = xnq−1 + (t− tnq−1)unq−1 +

∫ t

tnq−1

f(s, τ(tnq−1)xn)ds

xn(0) = ϕ0(0) = 0

alors, ∀t ∈]tq−1n , tqn[
.
xn (t) = unq−1 + f(t, τ(tnq−1)xn).

On définie les fonctions θn(.) et ϕn(.) tel que

θn(t) =

 tq−1n si t ∈ [tq−1n , tqn[,

0 sinon.

ϕn(t) =

 tqn si t ∈ [tq−1n , tqn[,

0 sinon.
xn(t) = xn(θn(t)) + (t− θn(t))un(θn(t)) +

∫ t

θn(t)

f(s, τ(θn(t))xn) ds, ∀t ∈ I

xn(0) = ϕ(0) = 0.

un(θn(t)) ∈ F (τ(θn(t))xn) p.p sur I. (3.10)
.
xn (t) = un(θn(t)) + f(t, τ(θn(t))xn) p.p sur I. (3.11)

• Étape2 : Convergence de solutions approchées

On remarque que la suite (xn(.))n satisfait les relations suivants

‖ .
xn (t)‖ = ‖un(θn(t)) + f(t, τ(θn(t))xn)‖

6 ‖un(θn(t))‖+ ‖f(t, τ(θn(t))xn)‖

6M + 1 +m(t). (3.12)

Alors ∫ T

0

‖ .
xn (t)‖2dt 6

∫ T

0

(M + 1 +m(t))2dt. (3.13)

i.e.

‖ .
xn (t)‖2L2(I,Rn) 6

∫ T

0

(M + 1 +m(t))2dt. (3.14)

‖xn(t)‖ 6 ‖ϕ0(0)‖+
r

2
6 ‖ϕ0(0)‖+ r.

Donc

xn(t) ∈ B(0, ‖ϕ0(0)‖+ r). (3.15)
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‖xn(t1)− xn(t2)‖ =

∥∥∥∥(t1 − t2)un(θn(t)) +

∫ t2

t1

f(s, τ(θn(t)))ds

∥∥∥∥
(3.16)

6
∫ t2

t1

‖(un(θn(t))) + f(s, τ(θn(t))xn)dτ‖

6

∣∣∣∣∫ t2

t1

(M + 1 +m(s))ds

∣∣∣∣ . (3.17)

D’après, la relation (3.14) la suite (
.
xn (.))n est bornée dans L2(I,Rn) et d’après la relation

(3.15) et pour tout t ∈ I, xn(t) est inclus dans l’ensemble compact donc elle est relati-

vement compact dans Rn, d’après la relation (3.14) la suite (xn(.))n est équi-uniforme.

Donc, par le Théorème 1.9.1 (xn(.)) est relativement compact dans C(I,Rn).

Alors, d’aprèsnle Théorème 1.9.2 il existe une sous suite encore notée (xn(.))n et une fonc-

tion absolument continue

x(.) : I −→ Rn telles que

•xn(.) converge uniformément vers x(.),

• .
xn (.) converge faiblement vers

.
x (.) dans L2(I,Rn)

De plus xn(t) = ϕ0(t) sur [−σ, 0], xn(.) converge uniformément vers x(.) sur [−σ, T ].

Par la convergence uniforme de xn vers x sur [−σ, T ] et par la convergence uniforme θn
vers t, nous déduisons que xn(θn(t)) −→ x(t) uniformément sur I, aussi il est claire que

τ(0)x = ϕ0(0) sur [−σ, 0].

Notons la continuité du module d’une fonction ψ définie sur l’intervalle I de R par

ω(ψ, I, ε) = sup{‖ψ(t)− ψ(s)‖; s, t ∈ I, |s− t| < ε, ε > 0}.

En suite nous avons

‖τ(θn(t))xn − τ(t)xn‖σ = sup
−σ<s<0

‖τ(θn(t))xn(s)− τ(t)xn(s)‖

= sup
−σ<s<0

‖xn(θn(t+ s))− xn(t+ s)‖

6 ω(xn, [−σ, T ],
1

n
)

6 ω(ϕ0, [−σ, 0],
1

n
) + ω(xn, [0, T ],

1

n
)

6 ω(ϕ0, [−σ, 0],
1

n
) +

(‖ϕ0‖+ 2r)T

n

6 δn

Alors pour tout n > 1 où δn = ω(ϕ0, [−σ, 0], 1
n
) + (‖(ϕ0‖+2r)T

n
. Donc, par la continuité de

ϕ0, nous avons δn −→ 0 comme n −→∞ et donc ‖τ(θn(t))xn − τ(t)xn‖σ −→ 0, n −→∞
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Donc, de puis la convergence uniforme de xn à x sur [−σ, T ] implique que

τ(t)xn −→ τ(t)x uniformément sur [−σ, T ], (3.18)

Nous en déduisons

τ(θn(t))xn −→ τ(t)x sur Cσ. (3.19)

Depuis f est une fonction de carathéodory la suite f(., τ(θn(t)xn(.)))n −→ f(., .) dans

L2(I,Rn), xn(.) converge uniformément vers x(.), et ẋn(.) converge faiblement vers
.
x (.)

dans L2(I,Rn) et d’après la relation (3.10) et (3.11)

lim
n−→+∞

d
(
τ(t)xn,

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn), gr(F )

)
6 lim

n−→+∞
‖τ(t)xn − τ(θn(t))xn‖ = 0. (3.20)

depuis ∂V est semicontinue supérieurement avec des valeurs convexes, on appliquant le

Théorème 1.9.5 on obtient

.
x (t) ∈ f(t, τ(t)x) + ∂V (x(t)), pour chaque t ∈ I (3.21)

Depuis θn converge uniformément vers t d’après la relation (3.11)

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn) = un(θn(t)) ∈ F (τ(θn(t))xn) +

B

nT

et on a

dgr(F )

(
xn(t),

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn)

)
= d

(
(xn(t),

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn)), gr(F )

)
6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+ ‖un(θn)− un(θn) +

1

nT
)‖

6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+
1

nT
.

Alors,

d
(
(xn(t),

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn)), gr(F )

)
6 ‖xn(t)− xn(θn(t))‖+

1

nT
.

Par passage à la limite on a

lim
n−→+∞

dgr(F )

(
xn(t),

.
xn (t)− f(t, τ(θn(t))xn)

)
= 0. (3.22)

•Montrons que
.
xn (.) converge fortement vers

.
x (.) dans L2(I,Rn)

Pour commencer nous pouvons que (‖ .
xn ‖2)nconverge vers ‖ .

x ‖2.
On a x(.) et V (x(.)) sont absolument continues, alors, d’après la relation (3.21) et le

Lemme (1.7.1) on a

d

dt
(V (x(t)) = 〈 .x (t),

.
x (t)− f(t, τ(t)x)〉 p.p sur I.
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D’après, l’intégration sur l’intervalle I

V (x(T ))− V (ϕ0(0)) =

∫ T

0

d

dt
V (x(s))ds

=

∫ T

0

〈 .x (s),
.
x (s)− f(t, τ(s)x)〉ds

=

∫ T

0

〈 .x (s),
.
x (s)〉ds−

∫ T

0

〈 .x (s), f(s, τ(s)x)〉ds

=

∫ T

0

‖ .
x (s)‖2ds−

∫ T

0

〈 .x (s), f(s, τ(s)x)〉ds. (3.23)

D’autre part, pour tout q = 1, ..., s

.
xn (t)− f(t, (τ q−1n )x) ∈ ∂V (xn(tq−1n )) +

1

nT
B.

Alors, il existe bq ∈ B

.
xn (t)− f(t, τ(tq−1n )x)− 1

nT
bq ∈ ∂V (xn(tq−1n )).

Par la définition du sous-différentiel,on a

∀t ∈ [tq−1n , tqn] et ∀ζ ∈ ∂V (xn(tq−1n ))

V (xn(tqn))− V (xn(tq−1n )) > 〈xn(tqn)− xn(tq−1n ), ζ〉

en particulier pour ζ =
.
xn (t)− f(t, f(t, τ(tq−1n )x) + 1

nT
bq, on trouve que

V (xn(tqn))− V (xn(tq−1n )) > 〈xn(tqn)− xn(tq−1n ),
.
xn (t)− f(t, τ(tq−1n )x) +

1

nT
bq〉

= 〈
∫ tqn

tq−1
n

.
xn (s)ds,

.
xn (t)〉 − 〈

∫ tqn

tq−1
n

.
xn (s)ds, f(t, τ(tq−1n )x)〉+ 〈

∫ tqn

tq−1
n

.
xn (s)ds,

1

nT
bq〉

>
∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s),
.
xn (t)〉ds−

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), f(t, τ(tq−1n )x)〉ds+
1

nT

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds

=

∫ tqn

tq−1
n

‖ .
xn (s)‖2ds−

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), f(t, τ(tq−1n )x)〉ds+
1

nT

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds.

Il est claire que

V (xn(T )− V (ϕ(0)) >
∫ T

0

‖ .
xn (s)‖2ds−

s∑
q=1

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), f(s, τ(tq−1n )x)〉ds

+
1

nT

s∑
q=1

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (s), bq〉ds. (3.24)

• Montrons que la suite(
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉dt

)
n

converge vers
(∫ T

0

〈 .xn (t), f(t, τ(t)x)〉dt
)
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En effet

‖
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (t),f(t, xn(tq−1n ))〉dt−
∫ T

0

〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉dt‖

=;

∥∥∥∥∥
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

(〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉 − 〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉)dt

∥∥∥∥∥
6

s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

∥∥〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉 − 〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉
∥∥ dt

6
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

‖〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉 − 〈 .xn (t), f(t, τ(t)xn)〉‖dt

+
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

‖〈 .xn (t), f(t, τ(t)xn)〉 − 〈 .xn (t), f(t, τ(t)x)〉‖dt

+
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

‖〈 .xn (t), f(t, τ(t)x)〉 − 〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉‖dt

=
s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

‖〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉 − 〈 .xn (t), f(t, τ(t)xn)〉‖dt

+

∫ T

0

‖〈 .xn (t), f(t, τ(t)xn)〉 − 〈 .xn (t), f(t, τ(t)x)〉‖dt

+

∫ T

0

‖〈 .xn (t), f(t, τ(t)x)〉 − 〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉‖dt.

Comme f est une fonction de Carathéodory, xn(.) converge uniformément vers x(.), et
.
xn (.) converge faiblement vers

.
x (.) dans L2(I,Rn, dt).

Alors,

lim
n−→+∞

s∑
q=0

∫ tqn

tq−1
n

〈 .xn (t), f(t, τ(tq−1n )x)〉dt =

∫ T

0

〈 .x (t), f(t, τ(t)x)〉dt

En passant à la limite pour n −→ ∞ dans la relation (3.24) et en utilisant la continuité

de la fonction V sur la boule B(ϕ(0), r) on obtient l’ estimation suivante

V (xn(T ))− V (ϕ0) > lim
n−→+∞

sup

∫ T

0

‖ .
xn (t)‖2dt−

∫ T

0

〈 .x (t), f(t, x(t))〉dt.

D’après, la relation (3.23) on obtient∫ T

0

‖ .
x (t)‖2dt > lim sup

n−→+∞

∫ T

0

‖ .
xn (t)‖2dt. (3.25)

d’où

‖ .
x ‖22 > lim sup

n−→+∞
‖ .
xn ‖22. (3.26)
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ϕ :R+ −→ R

x −→ ϕ(x) =
√
x

on obtient

ϕ(‖ .
x ‖22 > ϕ( lim

n→∞
sup ‖ .

xn ‖22)

alors

‖ .
x ‖22 > lim

n−→∞
supϕ(‖ .

xn ‖22)

> lim
n−→∞

sup ‖ .
xn ‖2

On a (
.
xn (.))n converge vers

.
x (.) fortement d’après la Proposition 1.9.2 L2(I,Rn).

Compte tenu de (3.22), On conclut que

d
(
(x(t),

.
x (t)− f(t, x(t))), gr(F )

)
= 0. p.p sur I

Alors
.
x (t)− f(t, x(t)) ∈ gr(F )

à l’aide de la Proposition 1.5.2 vu que le graphe de F est fermé, on conclut que

(
x(t),

.
x (t)− f(t, x(t))

)
∈ gr(F ) p.p surI.

et par suite
.
x (t)− f(t, x(t)) ∈ F (x(t)) p.p surI.

Il résulte que
.
x (t) ∈ f(t, x(t)) + F (x(t)) p.p surI.

Finalement, pour tout t ∈ I. il existe θn(t) telle que lim
n−→∞

θn(t) = t puisque

lim
n−→∞

‖x(t)− xn(θn(t))‖ = 0, et xn(θn(t)) ∈ K

K est fermée par passage à la limite pour n −→∞ on obtient x(t) ∈ K.

�



Conclusion

Dans notre travail, nous nous sommes intéressées à établir des résultats d’existence de

solution viable en dimension finie pour des inclusions différentielles dont le second membre

est une multi-application s.c.s à valeurs non convexes incluses dans le sous différentielle

d’un fonction V propre, convexe et s.c.i.

L’existence d’une solution viable, celle qui vérifie x(t) ∈ K, où K est un sous ensemble

fermé, à été initialement prouvée, en ajoutant une condition supplémentaire dite condition

de tangence. Les inclusions différentielles avec retard, c’est à dire le système ne dépend

pas seulement de la valeur initiale mais aussi de l’état antérieur du système, à ont été

également étudié .
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