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Introduction

Le calcul fractionnaire connait à l’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-
cheurs en sciences fondamentales et appliquées. En fait, il étend les opérations de déri-
vation et d’intégration aux ordres non entiers. Au début c’était presque un jeu d’esprit
pour certains mathématiciens de renommée, qui voulaient généraliser la notion de diffé-
rentiation d’ordres entiers à des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée
d’ordre α réel ou complexe d’une fonction différentiable.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces
origines remontaient à la fin du 17ième siècle, partant de la réponse de G.W. Leibniz

concernant la question de l’Hôpital, posée sur la signification de
dn

dtn
f(t) si n =

1

2
.

Son intérêt n’est reconnu que durant les deux dernières décennies du 20ième siècle où de
nombreuses application sont été développées utilisant ce concept.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé depuis la première conférence sur
ce domaine en 1974 . Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante dû
principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées
et de l’ingénierie où il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre de systèmes
physiques peut être décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui fournit un
excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux et processus.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité des solutions
pour certaines classes de problèmes aux limites pour des équations différentielles d’ordre
fractionnaire.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres. le premier chapitre est consacré aux
définitions et des notions qui seront utilisées dans la suite du travail.

Dans le deuxième chapitre nous abordons un aperçu sur le calcul fractionnaire, on
introduire l’opérateur d’intégration fractionnaire et nous donnons les trois approches de la
dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus utiles qui sont l’approche de Riemann-
Liouville, de Caputo et de Grunwald Letnikov, ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisième chapitre on s’intéresse à l’étude d’existence et d’unicité des solutions
du problème aux limites pour des équations différentielle d’ordre fractionnaire

iii
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CDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ I = [0, T ], 1 < α ≤ 2, avec trois types de
conditions. Conditions locales y(0) = y0, y(T ) = yT , conditions non locales y(0) = g(y),

y(T ) = yT , et conditions intégrales de la forme y(0) =
∫ T

0
y(s)ds, y(T ) = yT .

les résultats de ce chapitre sont basés sur les travaux de M.Benchohra et autres [1],[2],
[3], [4].



Notations v

Notations

R L’ensemble des nombres réels.
R+ L’ensemble des nombres réels positives.
C L’ensemble des nombres complexes.
Z− L’ensemble des nombres entiers négatifs.
N L’ensemble des nombres naturels.
N∗ L’ensemble des nombres naturels strictement positives.
E Un espace de Banach.
C Un ensemble convexe.
∂f

∂x
(x, t) La dérivée partielle de f par rapport a x.

(K,d) L’espace métrique muni de la distance d.
C(I,E) L’espace de Banach des fonctions continues y définies de I dans E,

muni de la norme ‖y‖∞ = sup‖y(t)‖ : t ∈ I.
Γ(x) La fonction Gamma d’Euler.
B(x, t) La fonction Bêta d’Euler.
L1[a, b] L’espace des fonctions intégrable sur [a,b].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les opérateurs équi-
continus et complètement continus, quelques notions des fonctions définies par une in-
tégrale (continuité d’une intégrale, dérivation sous le signe intégrale et le théorème du
Fubini) et résultats sur les fonction eulériennes (la fonction Gamma et la fonction Bêta).
On donne aussi quelques théorèmes de point fixe utiles dans le troisième chapitre.

1.1 Définitions

Definition 1.1 (Opérateur borné). [8]
Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute application

linéaire continue de E dans F .

Definition 1.2 (Application complètement continue). [3]
Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs

dans F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout
borné de E en une ensemble relativement compact dans F . f est dite compacte si f(E)

est relativement compacte dans F .

Definition 1.3 (Ensemble équicontinue). [5]
Soient (K, d) un espace métrique et F un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie

A ⊂ C(K,F ) est équicontinue si, pour tout ε > 0, il existe a(ε) > 0 tel que pour tout
f ∈ A,

‖f(x)− f(y)‖F < ε pour tout x, y ∈ K tel que d(x, y) < a(ε).

Definition 1.4 (Contraction). [13]

1



1.2. Quelques théorèmes de point fixe 2

Soient E un espace de Banach et A : E → E un opérateur. On dit que A est une
contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 ≤ k < 1 telle que

‖Ax− Ay‖E ≤ k‖x− y‖E pour tout x, y ∈ E.

1.2 Quelques théorèmes de point fixe

Definition 1.5 (Point fixe). [13]
Soit E un espace de Banach et A : E → E une application. Un élément x de E est

dit point fixe de A si Ax = x.

Théorème 1.1 (Banach). [6]
Soit (Y, d) un espace métrique complet et F : Y → Y une contraction. Alors F admet

une unique point fixe.

Théorème 1.2 (Schauder). [13]
Soit M un sous ensemble borné fermé convexe d’un espace de Banach X, et T : M →

M un opérateur. Si T est compacte, alors T admet un point fixe.

Théorème 1.3 (Schaefer). [6]
Soient X un espace de Banach et A : X → X un opérateur complètement continu. Si

l’ensemble
ε = {u ∈ X : λAu = u pour un certain λ ∈]0, 1[}

est borné, alors A possède au moins un point fixe.

Théorème 1.4 (Alternative non-linéaire de Leray Schauder). [6]
Soit C ⊂ E un ensemble convexe, et soit U un ouvert de C tel que 0 ∈ U . Alors, toute

application compacte F : U → C admet au moins une des propriétés suivantes :

1) F admet une point fixe.

2) Il existe x ∈ ∂U et λ ∈]0, 1[ tel que x = λF (x).

Théorème 1.5 (Ascoli-Arzélà). [12]
Soit A un sous ensemble de C(I, E). A est relativement compact dans C(I, E) si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

1) L’ensemble A est borné, ie il existe une constante k > 0, tel que

‖f(x)‖ ≤ k pour tout x ∈ I et tout f ∈ A.

2) L’ensemble A est équicontinue, ie pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

|t1 − t2| < δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε pour tous t1, t2 et tout f ∈ A

3) Pour tout x ∈ I, l’ensemble {f(x), f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.
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1.3 Fonctions définies par une intégrale

Dans cette partie, X, I ⊂ R sont deux intervalles. Nous allons étudier les propriétés
de continuité et de dérivabilité de fonctions F : X → R définies par une intégrale

F (x) =

∫
I

f(x, t)dt,

avec f : X × I → R une fonction de deux variables.

Théorème 1.6 (Continuité). [10]
Soit f : X × I → R une fonction de deux variables vérifiant

1) pour tout x ∈ X, la fonction t→ f(x, t) est intégrable sur I,

2) pour tout t ∈ I, la fonction x→ f(x, t) est continue en x0 ∈ X,

3) il existe deux fonctions g : I → R et h : I → R intégrables sur I telles que pour
tout x ∈ X et tout t ∈ I : g(t) ≤ f(x, t) ≤ f(t).

Alors, la fonction F : X → R définie par F (x) =
∫
I
f(x, t)dt est continue en x0.

Corollaire 1.1. [10]
Si X est un compact, si I est un segment et si f : X × I → R est continue, alors la

fonction F : X → R définie par F (x) =
∫
I
f(x, t)dt est continue sur X.

Venons-en maintenant à la dérivabilité.

Théorème 1.7 (Dérivabilité). [10]
Soit f : X × I → R une fonction de deux variables telle que

1) pour tout x ∈ X, la fonction t→ f(x, t) est intégrable sur I,

2) pour tout t ∈ I, la fonction x→ f(x, t) est dérivable sur X,

3) il existe deux fonctions g : I → R et h : I → R intégrables sur I telles que pour
tout x ∈ X et tout t ∈ I : g(t) ≤ ∂f

∂x
(x, t) ≤ f(t).

Alors, la fonction F : X → R définie par

F (x) =

∫
I

f(x, t)dt,

est dérivable sur X, t→ ∂f
∂x

(x, t) est intégrable sur I et

F ′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t)dt.

Le résultat suivant est un corollaire des deux théorèmes précédents.
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Corollaire 1.2. [10]
Soit f : X × [a, b] → R une fonction continue qui admet en tout point une dérivée

partielle ∂f
∂x

(x, t) qui est elle-même continue sur X × [a, b]. Alors, la fonction f : X → R
définie par

F (x) =

∫ b

a

f(x, t)dt,

est de classe C1 sur X et

F ′(x) =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t)dt.

Il est parfois utile de savoir dériver une fonction définie par une intégrale dont les
bornes dépendent du paramètre.

Proposition 1.1. [10]
Soient a : X → I et b : X → I des fonctions de classe C1 et f : X × I → R une

fonction continue qui admet en tout point une dérivée partielle ∂f
∂x

(x, t) qui est elle-même
continue sur le domaine décrit par (x, t). Alors, la fonction F : X → R définie par

F (x) =

∫ b(x)

a(x)

f(x, t)dt,

est de classe C1 sur X et

F ′(x) = b′(x)f(x, b(x))− a′(x)f(x, a(x)) +

∫ b(x)

a(x)

∂f

∂x
(x, t)dt.

Théorème 1.8. (Théorème de Fubini pour les triangles fermés)
Soit D = {(x, y) ∈ [a, b]2, y < x} (a < b) un triangle fermé du plan R2 et f : D → R une
fonction continue. Alors f est intégrable sur D et on a∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ x

a

f(x, y)dy
)
dx =

∫ b

a

(∫ b

y

f(x, y)dx
)
dy.

1.4 Fonctions Eulériennes

Dans cette section nous présentons la fonction Gamma et la fonction Bêta qui seront
utilisées dans la suite, ces deux fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du
calcul fractionnaire.

1.4.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Léone Euler "1707-
1783" dans son objectif de généraliser le factoriel à des valeurs non entières.
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Definition 1.6. [9]
La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement le factoriel aux nombres

réels, et même aux nombres complexes x ∈ C tel que x /∈ Z−. On définit la fonction
Gamma par

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt.

Propriété importante :

La propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence suivante

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (1.1)

On a
Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−tdt = lim
a→∞

∫ a

0

txe−tdt.

Par une intégration par parties on trouve

Γ(x+ 1) = lim
a→∞

∫ a

0

txe−tdt = lim
a→∞

([
−txe−t

]a
0

+ x

∫ a

0

tx−1e−tdt

)
= lim

a→∞

(
−axe−a + x

∫ a

0

tx−1e−tdt

)
= lim

a→∞
x

∫ a

0

tx−1e−tdt = xΓ(x).

Par récurrence, si n ∈ N∗ on a

Γ(x+ n) = (x+ n− 1)Γ(x+ n− 1)

= (x+ n− 1)(x+ n− 2)Γ(x+ n− 2)

...

= (x+ n− 1)(x+ n− 2)(x+ n− 3) · · · (x+ 1)xΓ(x).

Donc

Γ(x+ n) = (x+ n− 1)(x+ n− 2)(x+ n− 3) · · · (x+ 1)xΓ(x),

ou

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
.
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Prolongement de Gamma dans C :

Soit x ∈ C. Si −1 < Re(x) < 0 alors 0 < Re(x+ 1) < 1 et Γ(x) est bien définie par la
forme

Γ(x) =
Γ(x+ 1)

x
, 0 < Re(x+ 1) < 1.

Si −2 < Re(x) < −1 alors 0 < Re(x+ 2) < 1 et Γ(x) est bien définie par

Γ(x) =
Γ(x+ 2)

x(x+ 1)
.

En générale, si −n < Re(x) < −n+ 1 alors 0 < Re(x+n) < 1 et Γ(x) est bien définie
par

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
.

Alors on peut prolonger Γ pour les nombres complexes x ∈ C tel que x /∈ Z− par

Γ(x) =
Γ(x+ n)

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
, 0 < Re(x+ n) < 1.

Valeurs particulières de Gamma :

1) Γ(0+) = +∞.

2) Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N.

3) Γ(n+ 1
2
) =

(2n)!
√
π

22nn!
, n ∈ N.

Dérivation de la fonction Gamma :

La fonction Gamma est de classe C∞ sur ]0,+∞[ et on a

Γ(n)(x) =

∫ ∞
0

(ln t)ntx−1e−tdt.

En effet, par définition

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

La dérivée d’ordre 1 est

Γ′(x) =

∫ ∞
0

∂

∂x
(tx−1)e−tdt =

∫ ∞
0

(ln t)tx−1e−tdt.
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La dérivée d’ordre 2 est

Γ(2)(x) =

∫ ∞
0

∂

∂x
(tx−1) ln te−tdt

=

∫ ∞
0

∂

∂x
(e(x−1) ln t) ln te−tdt

=

∫ ∞
0

(ln t)e(x−1) ln t ln te−tdt

=

∫ ∞
0

(ln t)2tx−1e−tdt.

En générale, la dérivée d’ordre n est

Γ(n)(x) =

∫ ∞
0

tx−1(ln t)ne−tdt.

1.4.2 La fonction Bêta

En mathématique la fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous
nombres complexes x et y des parties réelles strictement positives par

B(x, y) =

∫ ∞
0

tx−1(1− t)y−1dt. (1.2)

La fonction Bêta a été étudier par Euler et Legendre et doit son nom à Jacquet Binet.
Elle est en relation avec la fonction Gamma d’Euler par la formule

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Propriétés :

1) Dans la formule (1.2), le changement de variable x = 1− t prouve que la fonction
Bêta est symétriques.

2) Si x et y sont des entiers naturels, on obtient l’identité suivante

B(n,m) =
(n− 1)!(m− 1)!

(n+m− 1)!
.

Dérivation de la fonction Bêta :

Nous avons
∂

∂x
B(x, y) = B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.

En effet, on a vu que

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.
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Alors

∂

∂x
B(x, y) =

∂

∂x

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

=
Γ
′
(x)Γ(y)Γ(x+ y)− Γ

′
(x+ y)Γ(x)Γ(y)

Γ(2)(x+ y)

=
Γ
′
(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
− Γ

′
(x+ y)Γ(x)Γ(y)

Γ(2)(x+ y)

=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)

= B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.

Donc
∂

∂x
B(x, y) = B(x, y)

(
Γ
′
(x)

Γ(x)
− Γ

′
(x+ y)

Γ(x+ y)

)
.



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous abordons un aperçu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre
les trois approches de la dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus pratiques,
l’approche de Grunwald Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo, ainsi que
leurs propriétés et la comparaison entre ces différentes approches.

2.1 Intégrale fractionnaire

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b], b > a > 0 telle que f(a) = 0. l’inverse
de l’opérateur de dérivation D = d

dt est l’opérateur d’intégration I :

Df(t) =
df
dt

(t) = g(t) avec f(a) = 0 ⇐⇒ f(t) = Ig(t) =

∫ t

a

g(s)ds.

De même, l’inverse de la dérivation nième est définie par le nième itéré de l’opérateur I
précédent. Ainsi la fonction f2 telle que f2(0) = f ′2(0) = 0 avec f ′′2 = g est définie par

f2(t) = I(Ig(t)) = I2g(t) =

∫ t

a

(∫ r

a

g(s)ds
)
dr.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I2g(t) =

∫ t

a

g(s)
(∫ t

s

dr
)
ds =

∫ t

0

(t− s)g(s)ds.

Plus généralement, pour tout entier n, le nième itéré de l’opérateur I peut s’écrire

Ing(t) =

∫ t

a

ds1

∫ s1

a

ds2 · · ·
∫ sn−1

a

g(sn)dsn =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1g(s)ds. (2.1)

9
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Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma, (n− 1)! = Γ(n), Riemann rendu compte que le membre droit de
(2.1) pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière. Il était naturel
de définir l’intégrale fractionnaire comme suit :

Definition 2.1 (Integral fractionnaire de Riemann-liouville). [12]
Soit f ∈ L1[a, b] espace des fonctions intégrable sur [a, b], α ∈ R+. L’intégrale

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre α, et l’intégrale

Iαb−f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(t− s)α−1f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d’ordre α.

Pour I0 = 0 on a I0f(t) = f(t), c’est-à-dire I0 est l’opérateur identité.

Exemple 2.1. Soit la fonction f définie sur [0,+∞[ par f(t) = ctr tel que r > −1 et
c ∈ R. On a

Iα0+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1csrds.

En utilisant le changement de variable s = tx et la fonction Bêta on obtient

Iα0+f(t) =
c

Γ(α)

∫ 1

0

(t− tx)α−1 tr+1xrdx

=
c

Γ(α)
tα+r

∫ 1

0

xr(1− x)α−1dx

=
c

Γ(α)
tα+rB(α, r + 1)

=
cΓ(r + 1)

Γ(α + r + 1)
tα+r , t ≥ 0.

Si r = 0 on obtient l’intégrale fractionnaire d’une fonction constante

Iα0+c =
ctα

Γ(α + 1)
=

c

Γ(α)

tα

α
, t ≥ 0.

Remarque 2.1. L’intégrale fractionnaire est linéaire d’après la linéarité de l’intégrale
classique.

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale à gauche et on le note tout
simplement Iα.
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Proposition 2.1. [11]
Si f ∈ L1([a, b]) et α > 0, alors Iαf(t) existe pour presque tout t ∈ [a, b] et on a

Iαf ∈ L1([a, b]).

Preuve. Soit f ∈ L1([a, b]). On a

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=

∫ +∞

−∞
ϕ1(t− s)ϕ2(s)ds,

avec

ϕ1(u) =


uα−1

Γ(α)
, si 0 < u ≤ b− a,

0 , si u ∈ R\]0, b− a],

ϕ2(u) =

f(u) , si a ≤ u ≤ b,

0 , si u ∈ R \ [a, b].

Par construction, ϕ1, ϕ2 ∈ L1(R), et on a Iαf ∈ L1([a, b]).

Proposition 2.2. [12]
Soit α, β > 0. Alors IαIβ = Iα+β = IβIα.

Preuve. Soit f ∈ L1([a, b]). On a

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(Iβf(τ))dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− τ)α−1

∫ τ

a

(τ − ξ)β−1f(ξ)dξdτ.

En appliquant le théorème de Fubini on obtient

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ t

ξ

(t− τ)α−1(τ − ξ)β−1dτ.

En faisant le changement de variable τ = ξ + z(t− ξ) on trouve

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ 1

0

(1− z)α−1(t− ξ)α−1zβ−1(t− ξ)βdz

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

f(ξ)dξ
∫ 1

0

(t− ξ)α+β−1(1− z)α−1zβ−1dz

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ
∫ 1

0

(1− z)α−1zβ−1dz.
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Mais ∫ 1

0

(1− z)α−1zβ−1dz = B(β, α) =
Γ(β)Γ(α)

Γ(β + α)
.

Donc

Iα(Iβf(t)) =
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ

= Iα+βf(t).

D’autre part

Iα+βf(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

a

(t− ξ)α+β−1f(ξ)dξ

=
1

Γ(β + α)

∫ t

a

(t− ξ)β+α−1f(ξ)dξ

= IβIα.

D’où IαIβ = Iα+β = IβIα.

2.2 Dérivée fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les
approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Soit n ∈ N∗. Pour n − 1 < α < n, on définit la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre
α par une intégration d’ordre n− α suivie d’une dérivation d’ordre n.

Definition 2.2 (La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville). [9]
Soit f ∈ L1[a, b], α ∈ R+. Soit n ∈ N∗ tel que n − 1 < α < n. On définit la dérivée

fractionnaire de f au sens de Riemann-Liouville par

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s)ds. (2.2)

Exemple 2.2. La dérivée fractionnaire de (t− a)r.

Soit α non entier, n ∈ N tel que 0 < n− 1 < α < n, et r > −1. On a

RLDα(t− a)r =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)rdτ. (2.3)
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura

RLDα(t− a)r =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr(t− a)r+1ds

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ 1

0

(t− a)n−α+r(1− s)n−α−1srds

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n−α+r

∫ 1

0

(1− s)n−α−1srds.

Calcule de
dn

dtn
(t− a)n−α+r

d
dt

(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(t− a)n+r−α−1

d2

dt2
(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(n+ r − α− 1)(t− a)n+r−α−2

...
dn

dtn
(t− a)n+r−α = (n+ r − α)(n+ r − α− 1) · · · (n+ r − α− (n− 1))(t− a)n+r−α−n

= (n+ r − α)(n+ r − α− 1) · · · (r − α + 1)(t− a)r−α

On sait que

(r − α + 1) · · · (n+ r − α− 1)(n+ r − α) =
Γ(n+ r − α + 1)

Γ(r − α + 1)
,

et ∫ 1

0

(1− s)n−α−1srds = B(n− α, r + 1) =
Γ(n− α)Γ(r + 1)

Γ(n− α + r + 1)
.

Donc
RLDα(t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)(r−α).

Proposition 2.3. [12, 11]
Soient α > β > 0, n ∈ N tels que n > α, et soit f ∈ L1[a, b]. Alors

1) RLD−αf(t) = Iαf(t).

2) RLDαf(t) = DnIn−αf(t).

3) RLDα(Iαf(t)) = f(t).

4) Iα(RLDαf(t)) = f(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α− i+ 1)
RLDα−if(a) .

5) RLDβ(Iαf(t)) = Iα−βf(t).
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Preuve.
1) On a

RLD−αf(t) =
1

Γ(n+ α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n+α−1f(τ)dτ.

Comme (t− τ)n+α−1f(τ) est une fonction intégrable sur [a, t], alors

RLD−αf(t) =
1

Γ(n+ α)

∫ t

a

dn

dtn
(t− τ)n+α−1f(τ)dτ.

On calcul
dn

dtn
(t− τ)n+α−1

d

dt
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(t− τ)n+α−2

d2

dt2
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(n+ α− 2)(t− τ)n+α−3

Par récurrence on obtient

dn

dtn
(t− τ)n+α−1 = (n+ α− 1)(n+ α− 2) · · · (n+ α− (n+ 1))(t− τ)α−1

= (n+ α− 1)(n+ α− 2) · · · (α− 1)(t− τ)α−1

=
Γ(n+ α)

Γ(α)
(t− τ)α−1.

Donc
RLD−αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ = Iα.

2) Soit m ∈ N tel que m > n. On a

DnIn−αf(t) = Dn−m+mIn−m+m−αf(t)

= DmDn−mIn−mIm−αf(t)

= Dm(Im−αf(t))

= Dm(RLDα−mf(t))

= RLDαf(t).

3) On a

RLDα(Iαf(t)) = DnIn−α(Iαf(t))

= Dn(Inf(t))

= I0f(t) = f(t).
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4) On a

Iα(RLDαf(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1(RLDαf(τ))dτ. (2.4)

On fait l’intégration par parties n fois. Posons

u(τ) = (t− τ)α−1 =⇒ u′(τ) = −(α− 1)(t− τ)α−2,

v′(τ) = RLDαf(τ) =⇒ v(τ) = RLDα−1f(τ),

donc

Iα(RLDαf(t)) =
1

Γ(α)

[
(t− τ)α−1RLDα−1f(τ)

]t
a

+
α− 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−2RLDα−1f(τ)dτ

=
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a) +

1

Γ(α− 1)

∫ t

a

(t− τ)α−2RLDα−1f(τ)dτ.

Posons

u(τ) = (t− τ)α−2 =⇒ u′(τ) = −(α− 2)(t− τ)α−3,

v′(τ) = RLDα−1f(τ) =⇒ v(τ) = RLDα−2f(τ),

donc

Iα(RLDαf(t)) =
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a) +

1

Γ(α− 1)

([
(t− τ)α−2RLDα−2f(τ)

]t
a

+

(α− 2)

∫ t

a

(t− τ)α−3RLDα−2f(τ)dτ
)

=
−1

Γ(α)
(t− a)α−1RLDα−1f(a)− 1

Γ(α− 1)
(t− a)α−2RLDα−2f(a) +

1

Γ(α− 2)

∫ t

a

(t− τ)α−3RLDα−2f(τ)dτ.

Généralement

Iα(RLDαf(t)) = −
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a) +

1

Γ(α− n)

∫ t

a

(t− τ)α−n−1RLDα−nf(τ)dτ

= RLD−(α−n)RLDα−nf(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a)

= f(t)−
n∑
i=1

(t− a)α−i

Γ(α + 1− i)
RLDα−if(a).

5) On a

RLDβ(Iαf(t)) = DnIn−β(Iαf(t))

= Dn(In−β+αf(t))

= Iα−βf(t).
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Proposition 2.4. [12]
Soit α, β > 0 et k ∈ N . On a

1) Dk(RLDαf(t)) = RLDk+αf(t).

2) RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).

Preuve.
1) Soit n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

On pose p = n− α > 0. On a

RLDn−pf(t) =
1

Γ(p)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ.

D’autre part, on a

dk

dtk
(RLDn−pf(t)) =

1

Γ(p)

dn+k

dtn+k

∫ t

a

(t− τ)p−1f(τ)dτ

= RLDn+k−pf(t).

Donc
Dk(RLDαf(t)) = RLDk+αf(t).

2) On distingue trois cas.

1er Cas α < 0, β < 0 :

RLDα(RLDβf(t)) = I−α(I−βf(t))

= I−α−βf(t))

= I−(α+β)f(t)

= RLDα+βf(t).

2ème Cas α > 0, β > 0 :

Soit g ∈ L1([a, b]) et f = Iα+βg. On a

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα(RLDβIα+βg(t))

= RLDα(RLDβIβIαg(t))

= g(t). (2.5)
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Et

RLDα+βf(t) = RLDα+β(Iα+βg(t))

= g(t). (2.6)

De (2.5) et (2.6) on conclure que

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).

3ème Cas α > 0, β < 0 :

Soit g ∈ L1([a, b]) et f = Iαg. On a

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα(RLDβIαg(t))

= RLDα(Iα−βg(t))

= RLDα−(α−β)g(t)

= RLDβg(t). (2.7)

Et

RLDα+βf(t) = RLDα+β(Iαg(t))

= RLDβRLDα(Iαg(t))

= RLDβg(t). (2.8)

De (2.7) et (2.8) on conclure que

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα+βf(t).

2) Soit m ∈ N tel que m > β. On a

RLDα(RLDβf(t)) = RLDα(DnIn−βf(t))

= RLDα(DnInI−βf(t))

= Dn(RLDαInI−βf(t))

= DnI−αIn−βf(t)

= Dn(RLD−n+(α+β)f(t))

= RLDα+βf(t).

2.2.2 Approche de Caputo

Soit n ∈ N∗. Pour n− 1 < α < n, La dérivée d’ordre α au sens de Caputo est obtenue
en dérivant d’abord à l’ordre n puis en intégrant à l’ordre n− α.
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Definition 2.3 (La dérivée fractionnaire au sens de Caputo). [9]

Soit α ∈ R+(avec n−1 < α < n et n ∈ N∗) f est une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1[a, b].

On définit la dérivée fractionnaire de f au sens de Caputo par

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds. (2.9)

Il est évident que la dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Exemple 2.3. La dérivée fractionnaire de la fonction f définie par f(t) = (t− a)r.

Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n avec r > −1, alors on a

CDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ,

si r ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}, alors on a f (n)(τ) = 0 donc

CDαf(t) = 0.

Si r > n− 1, on a

f (n)(τ) = r(r − 1)(r − 2) · · · (r − (n− 1))(τ − a)r−n

=
Γ(r + 1)

Γ(r − n+ 1)
(τ − a)r−n.

D’où

CDα(t− a)r =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)r−ndτ.

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

CDα(t− a)r =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr−n(t− a)r−n+1ds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
B(n− α, r − n+ 1).

Mais
B(n− α, r − n+ 1) =

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

Γ(r − α + 1)
,

donc
CDα(t− a)r =

Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)r−α.

Si r = α on trouve
CDα(t− a)α = Γ(α + 1).

Remarque 2.2. D’après la linéarité de l’intégrale classique on déduit que la dérivée frac-
tionnaire de Caputo est linéaire.
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2.2.3 Relation entre la dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville

Proposition 2.5. [7]
Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n − 1 < α < n. Soit f ∈ L1[a, b]. Si f possède n − 1

dérivées en a, alors

CDαf(t) = RLDα

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
, ∀t ∈ [a, b].

Preuve. Posons

g(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

On a

RLDαg(t) = DnIn−αg(t)

= Dn 1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1g(τ)dτ.

Soit
J(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1g(τ)dτ.

On fait l’intégration par parties de J . Posons

u(τ) = g(τ) =⇒ u′(τ) = Dg(τ),

v′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ v(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

donc

J(t) =
−1

Γ(n− α + 1)

[
g(τ)(t− τ)n−α

]t
a

+
1

Γ(n− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)n−αDg(τ)dτ

= 0 +
1

Γ(n− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)n−αDg(τ)dτ

En répétant l’intégration par parties de J n fois on obtient

J(t) =
1

Γ(n− α + n)

∫ t

a

(t− τ)n−α+n−1Dng(τ)dτ.

Mais
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k est un polynôme de degré n− 1 donc Dng(τ) = Dnf(τ).

Alors

J(t) =
1

Γ(n− α + n)

∫ t

a

(t− τ)n−α+n−1Dnf(τ)dτ = In−α+n(Dnf(t))
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Donc

RLDα

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

)
= DnJ(t)

= DnIn−α+n(Dnf(t))

= DnInIn−α(Dnf(t))

= In−α(Dnf(t)) = CDαf(t).

Remarque 2.3. Si Dkf(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, alors CDαf(t) = RLDαf(t).

2.2.4 Approche de Grunwald Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entière d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f une fonction de la variable réelle t et h ∈ R. On a la définition classique

Df(t) =
df
dt

(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (2.10)

L’application de cette définition deux fois, nous donne la dérivée second de f ,

D2f(t) =
d2f

dt2
(t) = lim

h→0

Df(t)− Df(t− h)

h

= lim
h→0

1

h

(
f(t)− f(t− h)

h
− f(t− h)− f(t− 2h)

h

)
= lim

h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
.

Donc

D2f(t) = lim
h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
.

Plus généralement, en appliquant (2.10) n fois on obtient

Dnf(t) = lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)kn(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
f(t− kh) . (2.11)

On remarque que la somme dans (2.11) peut être étendue à tous les k entiers non
négatifs puisque les termes sont nuls pour k > n. Une généralisation naturelle consiste à
définir la dérivée d’ordre α, pour α > 0 par

Dαf(t) = lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)kα(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
f(t− kh) (2.12)

= lim
h→0

1

hα

+∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh), (2.13)
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où (
α

k

)
=
α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
.

Posons

fαh (t) =
1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh).

En utilisant la propriété connue des coefficients binomiaux(
α

k

)
=

(
α− 1

k

)
+

(
α− 1

k − 1

)
, (2.14)

on peut écrire

fαh (t) =
1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α− 1

k

)
f(t− kh) +

1

hα

n∑
k=1

(−1)k
(
α− 1

k − 1

)
f(t− kh)

=
1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α− 1

k

)
f(t− kh) +

1

hα

n−1∑
k=0

(−1)k+1

(
α− 1

k

)
f(t− (k + 1)h)

=
(−1)n

hα

(
α− 1

n

)
f(a) +

1

hα

n−1∑
k=0

(−1)k
(
α− 1

k

)
∆f(t− kh), (2.15)

où
∆f(t− kh) = f(t− kh)− f(t− (k + 1)h).

Nous rappelons que ∆f(t − kh) est la différence en arrière du premier ordre de la
fonction f(τ) au point τ = t− kh.

En appliquant la propriété (2.14) des coefficients binomiaux m fois on obtient à partir
de (2.15)

fαh (t) =
(−1)n

hα

(
α− 1

n

)
f(a) +

(−1)n−1

hα

(
α− 2

n− 1

)
∆f(a+ h)

+
1

hα

n−2∑
k=0

(−1)k
(
α− 2

k

)
∆2f(t− kh)

=
(−1)n

hα

(
α− 1

n

)
f(a) +

(−1)n−1

hα

(
α− 2

n− 1

)
∆f(a+ h)

+
(−1)n−2

hα

(
α− 3

n− 2

)
∆2f(a+ 2h) +

1

hα

n−3∑
k=0

(−1)k
(
α− 3

k

)
∆3f(t− kh)

= · · ·
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=
m∑
k=0

(−1)n−k

hα

(
α− k − 1

n− k

)
∆kf(a+ kh)

+
1

hα

n−m−1∑
k=0

(−1)k
(
α−m− 1

k

)
∆m+1f(t− kh) (2.16)

Pour prouver l’existence de la limite dans (2.16) et pour évaluer cette limite, nous
avons besoin du théorème suivant

Théorème 2.1. Soit (bk)
∞
k=1 et (an,k)

∞
n,k=1 deux suites vérifiant

lim
k→∞

bk = 1,

∀k : lim
n→∞

an,k = 0, lim
n→∞

n∑
k=1

an,k = A,

∀n :
n∑
k=1

|an,k| < K,

avec A,K ∈ R. Alors

lim
n→∞

n∑
k=1

an,kbk = A.

Évaluons la limite du kième terme dans la première somme de (2.16)

lim
h→0

nh=t−a

(−1)n−k

hα

(
α− k − 1

n− k

)
∆kf(a+ kh) = lim

n→+∞
(−1)n−k

(
α− k − 1

n− k

)
(n− k)α−k

×
( n

n− k
)α−k

(nh)−α+k∆kf(a+ kh)

hk

= (t− a)−α+k lim
n→+∞

(−1)n−k
(
α− k − 1

n− k

)
(n− k)α−k

× lim
n→+∞

( n

n− k
)α−k

× lim
h→0

∆kf(a+ kh)

hk

=
(t− a)−α+kf (k)(a)

Γ(−α + k + 1)
, (2.17)

parce que l’utilisation de (2.17) donne

lim
n→+∞

(−1)n−k
(
α− k − 1

n− k

)
(n− k)α−k = lim

n→+∞

(−α + k + 1)(−α + k + 2) · · · (−α + n)

(n− k)−α+k(n− k)!

=
1

Γ(−α + k + 1)
,

et
lim

n→+∞

( n

n− k
)α−k

= 1 , lim
n→+∞

∆kf(a+ kh)

hk
= f (k)(a).
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Connaissant la limite (2.17), nous pouvons facilement écrire la limite de la première
somme dans (2.16).

Pour évaluer la limite de la deuxième somme dans (2.16), écrivons-la sous la forme

1

Γ(−α +m+ 1)

n−m−1∑
r=0

(−1)rΓ(−α +m+ 1)

(
α−m− 1

r

)
r−m+α

× h(rh)m−α
∆m+1f(t− rh)

hm+1
. (2.18)

Pour appliquer le théorème 2.1, nous prenons

br = (−1)rΓ(−α +m+ 1)

(
α−m− 1

r

)
r−m+α,

an,r = h(rh)m−α
∆m+1f(t− rh)

hm+1
, h =

t− a
n

.

En utilisant le théorème 2.1 nous vérifions que

lim
r→+∞

br = 1. (2.19)

De plus, si m− α > −1, alors

lim
n→+∞

n−m−1∑
r=0

an,r = lim
h→0

nh=t−a

n−m−1∑
r=0

h(rh)m−α
∆m+1f(t− rh)

hm+1

=

∫ t

a

(t− τ)m−αf (m+1)(τ)dτ. (2.20)

En prenant en compte (2.19) et (2.20) et en appliquant le Théorème 2.1, nous concluons
que

lim
h→0

nh=t−a

1

hα

n−m−1∑
k=0

(−1)k
(
α−m− 1

k

)
∆m+1f(t− kh)

=
1

Γ(−α +m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−αf (m+1)(τ)dτ. (2.21)

En utilisant (2.17) et (2.21) on obtient finalement la limite (2.13)

Dαf(t) = lim
h→0

fαh (t) =
n−1∑
k=0

(t− a)−α+kf (k)(a)

Γ(k − α + 1)

+
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ. (2.22)

La formule (2.22) a été obtenue en supposant que les dérivées f (k)(t), (k = 1, 2, . . . , n)
sont continues dans l’intervalle fermé [a, t] et que n est un nombre entier satisfaisant
la condition n > α. La plus petite valeur possible pour n est déterminé par l’inégalité
n− 1 < α < n.
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Exemple 2.4. La dérivée d’une fonction constante. On considère la fonction f définie
par f(t) = c ∈ R.

Soit α > 0 un n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

GLDαf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

=
f(a)(t− a)−α

Γ(1− α)
+

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

Comme f (k)(t) = 0 pour k ∈ {1, 2, . . . , n} et f(a) = c, alors

Dkf(t) =
c(t− a)−α

Γ(1− α)
.

Exemple 2.5. La dérivée de la fonction (t− a)r.

Considérons la fonction f définie par f(t) = (t− a)r où r > −1.

Soit α non entier, n ∈ N tel que 0 ≤ n− 1 < α < n, On a

si k ∈ {1, 2, 3, ..., n− 1} alors on a f (k)(a) = 0

et

GLDαf(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

Calcule de f (n)(t)

f(t) = (t− a)r

f (1)(t) = r(t− a)r−1

f (2)(t) = r(r − 1)(t− a)r−2

...

f (n)(t) = r(r − 1)(r − 2) · · · (r − n+ 1)(t− a)r−n

=
Γ(r + 1)

Γ(r − n+ 1)
(t− a)r−n.

Donc
GLDαf(t) =

Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)r−ndτ.
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En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a) on obtient

GLDαf(t) =
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)n−α−1(1− s)n−α−1sr−n(t− a)r−n+1ds

=
Γ(r + 1)

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(t− a)r−α(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sr−nds

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
B(n− α, r − n+ 1)

=
Γ(r + 1)(t− a)r−α

Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)
· Γ(n− α)Γ(r − n+ 1)

Γ(r − α + 1)

=
Γ(r + 1)

Γ(r − α + 1)
(t− a)r−α.

Si r = α on trouve
GLDα(t− a)α = Γ(α + 1).

2.2.5 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Grunwald-

Letnikov

Proposition 2.6. [12]
La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre α coïncide avec la dérivée de Grunwald-

Letnikov du même ordre, c-à-d RLDα = GLDα.

Preuve. Soit α > 0 et n ∈ N∗ tel que n− 1 < α < n. On a

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ.

On fait l’intégration par parties et la dérivation n fois. Posons

Ji(t) =

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (i)(τ)dτ,

alors
RLDαf(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn
J0(t). (2.23)

On calcule J0(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f(τ) =⇒ v′(τ) = f ′(τ),
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donc

J0(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ.

On dérive J0(t) :

d
dt
J0(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′(τ)dτ
)

= (t− a)n−α−1f(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f(a) + J1(t).

On calcule J1(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f ′(τ) =⇒ v′(τ) = f ′′(τ),

donc

J1(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf ′(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf ′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ.

On dérive J1(t) :

d
dt
J1(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf ′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf ′′(τ)dτ
)

= (t− a)n−α−1f ′(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′′(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t).

Donc
d2

dt2
J0(t) =

d
dt

(
(t− a)n−α−1f(a) + J1(t)

)
= (n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) +

d
dt
J1(t)

= (n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) + (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t).

On calcule J2(t) par parties. Posons

u′(τ) = (t− τ)n−α−1 =⇒ u(τ) =
−1

n− α(t− τ)n−α,

v(τ) = f ′′(τ) =⇒ v′(τ) = f (3)(τ),
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donc

J2(t) =
[ −1

n− α(t− τ)n−αf ′′(τ)
]t
a

+
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ

=
1

n− α(t− a)n−αf ′′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ.

On dérive J2(t) :

d
dt
J2(t) =

d
dt

(
1

n− α(t− a)n−αf ′′(a) +
1

n− α

∫ t

a

(t− τ)n−αf (3)(τ)dτ
)

= (t− a)n−α−1f ′′(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (3)(τ)dτ

= (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).

Donc

d3

dt3
J0(t) =

d
dt

(
(n− α− 1)(t− a)n−α−2f(a) + (t− a)n−α−1f ′(a) + J2(t)

)
= (n− α− 1)(n− α− 2)(t− a)n−α−3f(a)

+ (n− α− 1)(t− a)n−α−2f ′(a) +
d
dt
J2(t)

= (n− α− 1)(n− α− 2)(t− a)n−α−3f(a)

+ (n− α− 1)(t− a)n−α−2f ′(a) + (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).

Mais
(n− α− 1)(n− α− 2) · · · (n− α− k) =

Γ(n− α)

Γ(n− α− k)
,

d’où

d3

dt3
J0(t) =

Γ(n− α)

Γ(n− α− 2)
(t− a)n−α−3f(a) +

Γ(n− α)

Γ(n− α− 1)
(t− a)n−α−2f ′(a)

+ (t− a)n−α−1f ′′(a) + J3(t).

On générale on a

dn

dtn
J0(t) =

Γ(n− α)

Γ(1− α)
(t− a)−αf (0)(a) +

Γ(n− α)

Γ(2− α)
(t− a)1−αf (1)(a)

+
Γ(n− α)

Γ(3− α)
(t− a)2−αf (2)(a) + · · ·+ Γ(n− α)

Γ(n− α)
(t− a)n−1−αf (n−1)(a) + Jn(t)

=
n−1∑
k=0

Γ(n− α)

Γ(k + 1− α)
(t− a)k−αf (k)(a) +

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ
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Finalement, on revient à la formule (2.23) :

RLDαf(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn
J0(t)

=
1

Γ(n− α)

(
n−1∑
k=0

Γ(n− α)(t− a)k−αf (k)(a)

Γ(k + 1− α)
+

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

)

=
n−1∑
k=0

(t− a)k−αf (k)(a)

Γ(k + 1− α)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

= GLDαf(t).



Chapitre 3

Problèmes aux limites pour des
équations différentielles d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre nous abordons un aperçu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre
les trois approches de la dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus pratiques,
l’approche de Grunwald Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo, ainsi que
leurs propriétés et la comparaison entre ces différentes approches.

Lemme 3.1. Soit α > 0, alors

Iα
(
CDαh(t)

)
= h(t) + c0 + c1t+ c2t

2 + · · ·+ cn−1t
n−1,

où ci ∈ R, pour tout i = 0, 1, 2, ..., n− 1, et n = [α] + 1.

Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo

CDαh(t) = In−αh(n)(t).

En appliquant l’opérateur de l’intégrale fractionnaire aux deux membres on obtient

IαDαh(t) = IαIn−αh(n)(t) = In (Dnh(t))

On calcul In(Dnh(t)) par récurrence.

Pour n = 1 :

I(Dh(t)) = h(t) + k0.

29



30

Pour n = 2 :

I2(D2h(t)) = I
(
I
(
D(Dh(t))

))
= I(Dh(t) + k0)

= h(t) + k0t+ k1.

Pour n = 3 :

I3(D3h(t)) = I
(
I2
(
D2(Dh(t))

))
= I(Dh(t) + k0t+ k1)

= h(t) +
k0

2
t2 + k1t+ k2.

Pour n = 4 :

I4(D4h(t)) = I
(
I3
(
D3(Dh(t))

))
= I
(
Dh(t) +

k0

2
t2 + k1t+ k2

)
= h(t) +

k0

2× 3
t3 +

k1

2
t2 + k2t+ k3.

Plus généralement

In(Dnh(t)) = I
(
In−1

(
Dn−1(Dh(t))

))
= I
(
Dh(t) +

k0

(n− 2)!
tn−2 +

k1

(n− 3)!
tn−3 + · · ·+ kn−2

)
= h(t) +

k0

(n− 1)!
tn−1 +

k1

(n− 2)!
tn−2 + · · ·+ kn−1

= h(t) + cn−1t
n−1 + cn−2t

n−2 + ...+ c0,

où ki ∈ R et ci =
kn−i−1

i !
pour tout i = 1, 2, ..., n− 1.

Lemme 3.2. Soient α > 0 et n = [α] + 1. Alors l’équation différentielle fractionnaire
Dαh(t) = 0 admet les solutions

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1; ci ∈ R, ∀i = 0, 1, ..., n− 1.

Preuve. Supposons que Dαh(t) = 0, alors Iα (Dαh(t)) = Iα(0) = 0.

D’après le lemme 3.1 on a

Dαh(t) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1,

donc
h(t) + c0 + c1t+ c2t

2 + · · ·+ cn−1t
n−1 = 0.



3.1. Problèmes aux limites avec des conditions locales 31

3.1 Problèmes aux limites avec des conditions locales

Dans cette section, on va étudier l’existence et l’unicité des solutions d’un problème
aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions
locales de la forme suivante

Dαy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], α ∈]1, 2], (3.1)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (3.2)

où Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ]×R→ R est une fonction
continue. Pour ce problème on présentera deux résultats d’existence, le premier est basé
sur le théorème du point fixe de Banach et le second basé sur le théorème de point fixe
de Schaefer.

3.1.1 Existence des solutions

On commence par la définition d’une solution du problème (3.1)–(3.2).

Definition 3.1. Une fonction y ∈ C1([0, T ],R) est dite solution du problème (3.1)–(3.2)
si elle satisfait l’équation Dαy(t) = f(t, y(t)) sur I et les conditions y(0) = y0, y(T ) = yT .

Pour l’existence de la solution du problème (3.1)–(3.2) on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3. [1]
Soit 1 < α < 2 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction y est une

solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ y0 +

[
yT − y0

T
− 1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
h(s)ds

]
t, (3.3)

si, et seulement si y est une solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

Dαy(t) = h(t) , ∀t ∈ I = [0, T ], (3.4)

y(0) = y0, y(T ) = yT , (3.5)

Preuve. En utilisant le lemme 3.1, on réduit le problème (3.4)–(3.5) à une équation
intégral équivalente

CDαy(t) = h(t)⇐⇒ Iα
(
CDαy(t)

)
= Iαh(t)

⇐⇒ y(t) + c0 + c1t = Iαh(t)

⇐⇒ y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− c0 − c1t.
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Pour déterminer les constantes c0 et c1 on utilise les conditions au limites. On a

y(0) = y0 ⇐⇒ −c0 = y0,

et

y(T ) = yT ⇐⇒
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+ y0 − c1T = yT

⇐⇒ c1 = −yT
T

+
y0

T
+

1

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

Donc

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ y0 +
yT t

T
− y0t

T
− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
h(s)ds+ y0 +

yT − y0

T
t.

Ce qui achève la preuve.

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théorème du point fixe de
Banach.

Théorème 3.1. [1]
Supposons que

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, u)| ≤ k|u− u| , pour tout t ∈ [0, T ], et tout u, u ∈ R.

Si
2kTα

Γ(α + 1)
< 1, (3.6)

alors le problème (3.1)–(3.2) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve. On va transformer le problème (3.1)–(3.2) en un problème de point fixe. Consi-
dérons l’opérateur

F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R),

défini par

F (y(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+ y0

+

[
yT − y0

T
− 1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
f(s, y(s))ds

]
t. (3.7)
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Il est clair, que les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problème
(3.1)–(3.2).

Pour montrer que F admet un point fixe, il suffit de montrer que F est une contraction.
Soit x, y ∈ C([0, T ],R). Alors, pour tout t ∈ [0, T ] on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(f(s, x(s))− f(s, y(s)))ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(f(s, x(s))− f(s, y(s)))ds
∣∣∣∣

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+
t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ k

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
kt

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|x(s)− y(s)|ds

≤ k

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|x(s)− y(s)|ds

+
kt

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|x(s)− y(s)|ds

≤ k‖x− y‖∞
Γ(α)

[−(t− s)α
α

]t
0

+
k‖x− y‖∞

Γ(α)

[−(T − s)α
α

]T
0

≤ 2kTα

Γ(α + 1)
‖x− y‖∞.

Ainsi
‖F (x)− F (y)‖ ≤ 2kTα

Γ(α + 1)
‖x− y‖∞.

Par conséquent, de (3.6) on déduire que F est une contraction et, d’après le théorème
de Banach F admet un point fixe unique, qui est une solution du problème (3.1)–(3.2).

Théorème 3.2. [1]

Supposons que

(H2) la fonction f : [0, T ]× R→ R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que |f(t, u)| ≤M pour tout t ∈ I, et tout u ∈ R.

Alors, le problème (3.1)–(3.2) admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que F défini
par (3.7) admet un point fixe. La démonstration se fait en quatre étapes.
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Étape 1 : F est continue.

Soit (yn) une suite convergente dans C([0, T ],R) vers une limite y. Pour tout t ∈ [0, T ]

|F (yn)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(f(s, yn(s))− f(s, y(s)))ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(f(s, yn(s))− f(s, y(s)))ds
∣∣∣∣

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(α)

[−(t− s)α
α

]t
0

+
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

Γ(α)

[−(T − s)α
α

]T
0

≤ 2kTα

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞.

Puisque f est continue, on obtient

‖F (yn)− F (y)‖ ≤ 2kTα

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ −−−→

n→∞
0,

d’où la continuité de F .

Étape 2 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C([0, T ],R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗ > 0, il existe une constante positive `
telle que, pour tout y ∈ Bη∗ = {y ∈ C([0, T ],R) : ‖y‖∞ ≤ η∗} on a ‖F (y)‖∞ ≤ `.

On a, pour tout t ∈ [0, T ]

|F (y(t))| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+ y0 +
yT − y0

T
t

− t

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+
t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 |f(s, y(s))| ds

+ |y0|+
t

T
|yT − y0|

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+ |y0|+ |yT − y0|
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=
M

Γ(α)

[−(t− s)α
α

]t
0

+
M

Γ(α)

[−(T − s)α
α

]T
0

+ |y0|+ |yT − y0|

=
M

Γ(α + 1)
tα +

M

Γ(α + 1)
Tα + |y0|+ |yT − y0|

≤ 2MTα

Γ(α + 1)
+ |y0|+ |yT − y0|.

Posons
` =

2MTα

Γ(α + 1)
+ |y0|+ |yT − y0| ,

alors ‖F (y)‖∞ ≤ `, c’est-à-dire F (Bη∗) est borné.

Étape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C([0, T ],R).

Soient t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη∗ un ensemble borné de C([0, T ],R) comme dans
l’étape 2, et soit y ∈ Bη∗ . Alors

|F (y)(t2)− F (y)(t1)| = 1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds− t2
T

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds +
t1
T

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

=
1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds

− t2 − t1
T

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

=
1

Γ(α)

∣∣∣∣∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
f(s, y(s))ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds− t2 − t1
T

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

≤ 1

Γ(α)

(∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)∣∣f(s, y(s))
∣∣ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1
∣∣f(s, y(s))

∣∣ds+
t2 − t1
T

∫ T

0

(T − s)α−1
∣∣f(s, y(s))

∣∣ds)
≤ M

Γ(α)

(∫ t1

0

(
(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1

)
ds+

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

+
t2 − t1
T

∫ T

0

(T − s)α−1ds
)

=
M

Γ(α + 1)

(
−
[
(t2 − s)α − (t1 − s)α

]t1
0
−
[
(t2 − s)α

]t2
t1

− t2 − t1
T

[
(T − s)α

]T
0

)
=

M

Γ(α + 1)

(
tα2 − tα1 + Tα−1(t2 − t1)

)
.

Quand t1 → t2, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où F (Bη∗) est



3.1. Problèmes aux limites avec des conditions locales 36

équicontinu.

D’après les étapes 1–3 et le théorème d’Ascoli-Arzélà, F (Bη∗) est relativement compact
pour tout borné Bη∗ , c’est à dire F est complètement continu.

Par conséquent F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R) est continu et complètement continu.

Étape 4 : Maintenant il reste à montrer que l’ensemble

E = {y ∈ C([0, T ],R) : y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1},

est borné.

Soit y ∈ E , alors y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1. Donc, pour tout t ∈ I on a

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+ y0 +

[
yT − y0

T
− 1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
f(s, y(s))ds

]
t.

On a, pour tout t ∈ I

|F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+ y0

+

[
yT − y0

T
− 1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1

T
f(s, y(s))ds

]
t

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+
t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 |f(s, y(s))| ds

+ |y0|+
t

T
|yT − y0|

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+ |y0|+ |yT − y0|

=
M

Γ(α)

[−(t− s)α
α

]t
0

+
M

Γ(α)

[−(T − s)α
α

]T
0

+ |y0|+ |yT − y0|

=
Mtα

Γ(α + 1)
+

MTα

Γ(α + 1)
+ |y0|+ |yT − y0|

≤ 2MTα

Γ(α + 1)
+ |y0|+ |yT − y0|.

Donc
‖F (y)‖∞ ≤

2MTα

Γ(α + 1)
+ |y0|+ |yT − y0| :=

R

λ
,

d’où ‖y‖∞ ≤ R, ce qui montre que E est borné.

Comme une conséquence du théorème du point fixe de Schaefer, on déduit que F
admet au moins un point fixe qui est une solution du problème (3.1)–(3.2).
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3.1.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux
résultats.

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant

Dy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|) , t ∈ I = [0, 1], 1 < α ≤ 2, (3.8)

y(0) = y0, y(1) = y1. (3.9)

Posons
f(t, x) =

e−tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ I × [0,∞[.

Soit x, y ∈ [0,∞[ et t ∈ I. Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)

∣∣∣∣ x

(1 + x)
− y

(1 + y)

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et)(1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
10
. On doit vérifier que la condition (3.6) est

satisfaite pour des valeurs appropriée de α ∈]1, 2] avec T = 1.

En effet

2k

Γ(α + 1)
< 1 ⇐⇒ Γ(α + 1) > 2k = 0, 2. (3.10)

Alors, d’après le Théorème 3.1, le problème (3.8)–(3.9) a une seule solution sur [0, 1] pour
les valeurs de α satisfaire (3.10).

3.2 Problèmes aux limites avec des conditions non lo-

cales

Dans cette section on présente quelques résultats d’existence et d’unicité des solution
du problème aux limites non local suivant

CDαy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], 1 < α ≤ 2, (3.11)

y(0) = g(y), y(T ) = yT , (3.12)
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où CDα est la dérivée fractionnaire de caputo, f : [0, T ] × R → R une fonction continue,
et g : C([0, T ],R)→ R une fonction continue et yT ∈ R .

3.2.1 Existence des solutions

Definition 3.2. Une fonction y ∈ C2([0, T ],R) est dite solution du problème (3.11)–(3.12)
si elle satisfait l’équation CDαy(t) = f(t, y(t)) sur I et les conditions

y(0) = g(y), y(T ) = yT .

Pour l’existence de solutions du problème (3.11)–(3.12), nous avons besoin des lemmes
auxiliaires suivants.

Lemme 3.4. Soit 1 < α ≤ 2 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction
y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

−
( t
T
− 1
)
g(y) +

t

T
yT , (3.13)

si, et seulement si y est une solution du problème aux limites pour l’équation différentielle
fractionnaire

CDαy(t) = h(t) , ∀t ∈ I = [0, T ], (3.14)

y(0) = g(y), y(T ) = yT . (3.15)

Preuve. D’après le Lemme 3.1 on a

y(t) = c0 + c1t+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Ils restent à trouver c0 et c1. On a

y(0) = g(y) ⇐⇒ c0 = g(y),

et

y(T ) = yT ⇐⇒ g(y) + c1T +
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds = yT

⇐⇒ c1 =
1

T
y(T )− 1

T
g(y)− 1

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.
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Par suite

y(t) = g(y) +
t

T
y(T )− t

T
g(y)− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

−
(
t

T
− 1

)
g(y) +

t

T
yT .

Théorème 3.3. Supposons que :

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, u)| ≤ k|u− u|, pour tout t ∈ [0, T ] et tout u, u ∈ R.

(H4) Il existe une constante k∗ > 0 telle que

|g(u)− g(u)| ≤ k∗|u− u|, pour tout t ∈ [0, T ] et tout u, u ∈ C([0, T ],R).

Si
k∗ +

2kTα

Γ(α + 1)
< 1, (3.16)

alors, le problème non local (3.11)–(3.12) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve. On transforme le problème (3.11)–(3.12) en un problème de point fixe. Consi-
dérons l’opérateur

F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R),

définie par

F (y(t)) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

−
( t
T
− 1
)
g(y) +

t

T
yT .

Il est clair, que les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problème (3.11)–(3.12).

Pour montrer que F admet un point fixe, il suffit de montrer que F est une contraction.

Soient x, y ∈ C([0, T ],R). Alors, pour tout t ∈ I on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))ds

−
(
t

T
− 1

)
g(x) +

(
t

T
− 1

)
g(y)

∣∣∣∣
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≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, x(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
+

1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds+ |g(x)− g(y)|

≤ k

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
k

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|x(s)− y(s)|ds+ |g(x)− g(y)|

≤ k

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

∣∣x(s)− y(s)
∣∣ds

+
k

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|x(s)− y(s)|ds+ |g(x)− g(y)|

≤ k ‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

+
k‖x− y‖∞

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+ k∗‖x− y‖∞

≤ k∗‖x− y‖∞ +
2k Tα

αΓ(α)
‖x− y‖∞.

=

(
k∗ +

2kTα

Γ(α + 1)

)
‖x− y‖∞.

En vertu de (3.16), on déduire que F est une contraction et d’après le théorème de Banach,
F admet un seul point fixe qui est une solution du problème (3.11)–(3.12).

Maintenant nous donnons un résultat d’existence basé sur le théorème du point fixe
de Schaefer.

Théorème 3.4. [2]

Supposons que :

(H2) la fonction f : [0, T ]× R→ R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que

|f(t, u)| ≤M, pour tout t ∈ [0, T ] et tout u ∈ R.

(H5) Il existe une constante M1 > 0 telle que

|g(y)| ≤M1 pour tout y ∈ C([0, T ],R).

Alors, le problème (3.11)–(3.12) admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va utiliser le théorème du point fixe de Schaefer pour montrer que F admet
un point fixe, la preuve sera donnée en quatre étapes.
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Étape 1 : F est continu.

Soit (yn) une suite convergente dans C([0, T ],R) vers une limite y.

Pour tout t ∈ [0, T ]

|F (yn)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds

− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))ds

−
(
t

T
− 1

)
g(yn) +

(
t

T
− 1

)
g(y)

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣f(s, yn(s))− f(s, y(s))

∣∣ds
+

1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+ |g(yn)− g(y)|

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

∣∣f(s, yn(s))− f(s, y(s))
∣∣ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+ |g(yn)− g(y)|

≤ tα

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ +

Tα

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

+ k∗‖yn − y‖∞

≤ 2Tα

Γ(α + 1)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ + k∗‖yn − y‖∞.

Puisque f est continue, on obtient

‖F (yn)− F (y)‖∞ −−−→
n→∞

0,

d’où la continuité de F .

Étape 2 : F transforme un ensemble borné en un ensemble borné in C([0, T ],R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗ > 0, il existe une constante positive `
telle que, pour tout y ∈ Bη∗ = y ∈ C([0, T ],R) : ‖y‖ ≤ η∗, on a ‖F (y)‖ ≤ `.
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On a, pour tout t ∈ [0, T ]

|F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

−
( t
T
− 1
)
g(y) +

t

T
yT

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds

+ |g(y)|+ |yT |

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+M1 + |yT |

=
M

Γ(α)

[−(t− s)α
α

]t
0

+
M

Γ(α)

[−(T − s)α
α

]T
0

+M1 + |yT |

=
Mtα

Γ(α + 1)
+

MTα

Γ(α + 1)
+M1 + |yT |

≤ 2MTα

Γ(α + 1)
+M1 + |yT | := `.

Étape 3 : F transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue de C([0, T ],R).

Soient t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2 et soit y ∈ Bη∗. Alors

|F (y)(t2)− F (y)(t1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]f(s, y(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds

+
t2 − t1
TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

+
t2 − t1
T

g(y) +
t2 − t1
T

yT

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]|f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
t2 − t1
TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
t2 − t1
T
|g(y)|+ t2 − t1

T
|yT |

≤ M

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]ds

+
M

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds+M
t2 − t1
TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds

+
t2 − t1
T

M1 +
t2 − t1
T
|yT |
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≤ M

Γ(α + 1)
[−(t2 − t1)α + tα2 − tα1 ] +

M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

+M
t2 − t1

TΓ(α + 1)
Tα +

t2 − t1
T

M1 +
t2 − t1
T
|yT |

=
M

Γ(α + 1)
(tα2 − tα1 ) +

(
MTα

Γ(α)
+M1 + |yT |

)
(t2 − t1)

T
.

Quand t1 → t2, le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro.

En conséquence des étapes 1 à 3 ainsi le théorème d’Ascoli-Arzéla nous pouvons
conclure que F est complètement continu.

Étape 4 : Il reste à montrer que l’ensemble

E = {y ∈ C([0, T ],R) : y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1},

est borné.

Soit y ∈ E , alors y = λF (y) pour certains 0 < λ < 1. Donc, pour tout t ∈ [0, T ] on a

F (y(t)) =
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− tλ

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

− λ
( t
T
− 1
)
g(y) + λ

t

T
yT .

Donc

|F (y(t))| =
∣∣∣∣ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− tλ

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

−λ
( t
T
− 1
)
g(y) + λ

t

T
yT .

∣∣∣∣
≤ λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+
tλ

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds

+ λ
( t
T
− 1
)
|g(y)|+ λ

t

T
|yT |.

≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+M1 + |yT |

=
M

Γ(α + 1)
tα +

M

Γ(α + 1)
Tα +M1 + |yT |.

Donc, pour tout t∈ [0, T ], on a

‖F (y)‖∞ ≤
2MTα

Γ(α + 1)
+M1 + |yT | := R,

d’où F‖y‖∞ ≤ R, ce qui montre que E est borné.

Comme une conséquence du théorème du point fixe de Schaefer, on déduit que F
admet au moins un point fixe qui est une solution du problème (3.11)–(3.12).
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3.2.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux
résultats. Considérons le problème fractionnaire aux limites suivant

CDαy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|) , t ∈ J = [0, 1], 1 < α ≤ 2, (3.17)

y(0) =
n∑
i=1

ciy(ti), y(1) = 0, (3.18)

tel que 0 < t1 < t2 < · · · < tn < 1, ci ; i = 1 · · ·n sont des constantes positives données
avec

n∑
i=1

ci <
4

5
.

Soit

f(t, x) =
e−t

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J × [0,∞[,

g(y) =
n∑
i=1

ciy(ti).

Pour tout x, y ∈ [0,∞[ et t ∈ J on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)

∣∣∣∣ x

1 + x
− y

1 + y

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et)(1 + x)(1 + y)

=
e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

D’où la condition (H1) est vérifiée avec k =
1

10
. De plus

|g(x)− g(y)| ≤
n∑
i=1

ci|x− y|,

d’où (H4) est satisfaite avec k∗ =
∑n

i=1 ci.

On doit voir que la condition (3.17) est satisfaite avec T = 1. En effet

2kTα

Γ(α + 1)
+ k∗ =

1

5Γ(α + 1)
+

n∑
i=1

ci < 1 ⇐⇒ Γ(α + 1) > 1,

qui est satisfait pour tout α ∈]1, 2]. Alors, du Théorème 3.3 le problème (3.18)-(3.18) a
une solution unique sur [0, 1].
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3.3 Problèmes aux limites avec des conditions intégrales

Cette section est consacrée à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions d’un pro-
blème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des condi-
tions intégrales de la forme suivante :

Dy(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ I = [0, T ], α ∈]1, 2], (3.19)

y(0) =

∫ T

0

y(s)ds, y(T ) = yT , (3.20)

où D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : I ×R→ R est une fonction
donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et µ ∈ R∗.

Nous consacrons la première section à l’existence des solutions du problème (3.19)–(3.20)
qui est basé sur le théorème du point fixe de Banach et la deuxième section sera réservée
à des exemples illustrant l’applicabilité des conditions imposées.

Les résultats de ce chapitre s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar [...].

3.3.1 Existence des solutions

Nous commençons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution
du problème (3.19)–(3.20).

Definition 3.3. Une fonction y ∈ C(I,R) est dite une solution de (3.19)–(3.20) si elle
satisfait l’équation Dy(t) = f(t, y(t)) sur I, et les conditions

y(0) =

∫ T

0

y(s)ds, y(T ) = yT .

Lemme 3.5. [4]
Soit 1 < α 6 2 et soit h ∈ C(I,R) une fonction donnée. Alors le problème aux limites

Dy(t) = h(t), t ∈ I, (3.21)

y(0) =

∫ T

0

y(s)ds, y(T ) = yT , (3.22)

admet une solution unique donnée par

y(t) =

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds+

(
1− t

T

)∫ T

0

y(s)ds+
t

T
yT , (3.23)

où G(·, ·) est la fonction de Green donnée par

G(t, s) =


(t− s)α−1

Γ(α)
− t(T − s)α−1

TΓ(α)
, si 0 6 s 6 t,

−t(T − s)
α−1

TΓ(α)
, si t < s 6 T.

(3.24)
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Preuve. D’après le Lemme 3.1, on peut réduire le problème (3.21)–(3.22) en une équation
intégrale équivalente

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+ c0 + c1t.

Pour déterminer les constantes c0 et c1 on utilise les conditions aux limites (3.22).

y(0) =

∫ T

0

y(s)ds ⇐⇒ c0 =

∫ T

0

y(s)ds,

et

y(T ) = yT ⇐⇒
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+

∫ T

0

y(s)ds+ c1T = yT

⇐⇒ c1 = − 1

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− 1

T

∫ T

0

y(s)ds+
yT
T
.

Donc la solution unique de (3.21)–(3.22) est donnée par

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+

∫ T

0

y(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− t

T

∫ T

0

y(s)ds+
t

T
yT

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

TΓ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

+ (1− t

T
)

∫ T

0

y(s)ds+
t

T
y(t)

=

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds+
(

1− t

T

)∫ T

0

y(s)ds+
t

T
y(t).

Remarque 3.1. La fonction

t 7→
∫ T

0

|G(t, s)h(s)|ds,

est continue sur I et est donc bornée.

Soit

Ĝ = sup

{∫ T

0

|G(t, s)|ds, t ∈ I
}
.

Notre premier résultat est basé sur le théorème du point fixe de Banach.

Théorème 3.5. [4]

Supposons que

(H1) Il existe un k > 0, tel que

|f(t, u)− f(t, v)| 6 k|u− v|, pour tout t ∈ I, et u, v ∈ R.
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Si
kĜ < 1, (3.25)

alors, il existe une solution unique pour le problème aux limites (3.19)–(3.20).

Preuve. Considérons l’opérateur F : C(I,R)→ C(I,R) défini par

F (y(t)) =

∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds,

où G(·, ·) est la fonction de Green donnée par (3.24).

D’après le Lemme 3.5 les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problèmes
(3.19)–(3.20).

On doit montrer que F est une contraction. Soit x, y ∈ C(I,R) alors, pour tout t ∈ I
on a

|F (x(t))− F (y(t))| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)
(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
ds
∣∣∣∣

6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|.k|x(s)− y(s)|ds

6 k

∫ T

0

|G(t, s)| sup
s∈[0,T ]

|x(s)− y(s)|ds

6 k‖x− y‖∞
∫ T

0

|G(t, s)|ds

6 kĜ‖x− y‖∞.

Donc
‖F (x)− F (y)‖∞ 6 L‖x− y‖∞ ,

où L = kĜ < 1. D’où F est une contraction.

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théorème du point fixe de
Schauder.

Théorème 3.6. [4]
Supposons que

(C1) La fonction f : I × R ∈ R est continue,

(C2) Ils existent ρ ∈ C(I × R+) et ψ : [0,∞[→ [0,∞[ continues et non décroissantes
telles que

|f(t, u)| 6 ρ(t)ψ(|u|), pour tout t ∈ I et u ∈ R,
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(C3) Il existe une constante M > 0 telle que

M

ρ∗ψ(M)Ĝ
> 1, (3.26)

où ρ∗ = sup{ρ(s), s ∈ I}.
Alors, le problème (3.19)–(3.20) admet au moins une solution.

Preuve. Soit
D = {y ∈ C(I,R), ‖y‖∞ 6M} ,

où M est la constante donnée par (C3).

D est un sous-ensemble fermé et convexe de C(I,R). Nous allons montrer que F
satisfait les conditions du théorème du point fixe de Schauder.

Étape 1 : F est continu.

Soit {yn} une suite telle que yn → y dans C(I,R). Alors, pour tout t ∈ I

|F (yn(t))− F (y(t))| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)
(
f(s, yn(s))− f(s, y(s))

)
ds
∣∣∣∣

6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|. sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

6 Ĝ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞.

Puisque f est continue, le théorème de la convergence dominée de Lebesgue implique
que

‖F (yn)− F (y)‖∞ → 0 quand n→∞.

Étape 2 : F (D) est un ensemble borné de C(I,R).

Soit y ∈ D ; alors pour chaque t ∈ I, C(2) implique

|F (y(t))| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, y(s))|ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|.ρ(s)ψ(|y(s)|)ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|. sup
s∈[0,T ]

ρ(s)ψ(|y(s)|)ds
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6 ρ∗ψ(‖y‖∞)

∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Donc
‖F (y)‖∞ ≤ ρ∗ψ(M)Ĝ := `.

Étape 3 : F (D) est un ensemble équicontinue de C(I,R).

Soient y ∈ D, t1, t2 ∈ I ; t1 < t2. Alors

|F (y(t2))− F (y(t1))| =
∣∣∣∣∫ T

0

(
G(t2, s)−G(t1, s)

)
f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
6
∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)| · |f(s, y(s))|ds

6
∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|.ρ(s)ψ(|y(s)|)ds

6
∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)| sup
s∈[0,T ]

ρ(s)ψ(|y(s)|)ds

6 ρ∗ψ(‖y‖∞)

∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|ds.

Quand t1 → t2 Le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par le théo-
rème d’Ascoli-Arzélà, F (D) est relativement compact pour tout borné de D. Alors F est
complètement continu.

Étape 4 : F (D) est un sous ensemble de D.

Soit y ∈ D. On va montrer que F (y) ∈ D. Pour chaque t ∈ I on a

|F (y(t))| =
∣∣∣∣∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds
∣∣∣∣

6
∫ T

0

|G(t, s)| · |f(s, y(s))|ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|.ρ(s)ψ(|y(s)|)ds

6
∫ T

0

|G(t, s)|. sup
s∈[0,T ]

ρ(s)ψ(|y(s)|)ds

6 ρ∗ψ(‖y‖∞)

∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Alors
‖F (y)‖∞ 6 ρ∗ψ(‖y‖∞)Ĝ.

Par (3.26) on a ‖F (y)‖∞ 6M .

Par suite, on déduit que F admet un point fixe qui est une solution du problème aux
limites (3.19)–(3.20).
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3.3.2 Exemple

Considérons le problème aux limites

Dy(t) = f(t, y(t)), t ∈ I = [0, 1], α ∈]1, 2], (3.27)

y(0) =

∫ 1

0

y(s)ds, y(1) = y1, (3.28)

où
f(t, y(t)) =

e−t

10(1 + et)
x , (t, x) ∈ I×]0,+∞[.

Soit x, y ∈ [0,+∞[ et t ∈ I. On a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

10(1 + et)
|x− y| 6 1

20
|x− y|.

Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
20
.

D’après (3.24) G est donnée par

G(t, s) =


(t− s)α−1

Γ(α)
− t(1− s)α−1

Γ(α)
, si 0 6 s 6 t,

−t(1− s)
α−1

Γ(α)
, si t < s 6 1.

(3.29)

Donc∫ 1

0

|G(t, s)|ds =

∫ t

0

|G(t, s)|ds+

∫ 1

t

|G(t, s)|ds

=

∫ t

0

∣∣∣∣(t− s)α−1

Γ(α)
− t(1− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣ ds+

∫ 1

t

∣∣∣∣−t(1− s)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣ ds
6
∫ t

0

(
(t− s)α−1

Γ(α)
+
t(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds+

∫ 1

t

t(1− s)α−1

Γ(α)
ds

=

[−(t− s)α
Γ(α + 1)

]t
0

+ t

[−(1− s)α
Γ(α + 1)

]t
0

+ t

[−(1− s)α
Γ(α + 1)

]1

t

=
tα

Γ(α + 1)
− t(1− t)α

Γ(α + 1)
+

t

Γ(α + 1)
+
t(1− t)α
Γ(α + 1)

.

Par suite
Ĝ 6

1

Γ(α + 1)
+

1

Γ(α + 1)
=

2

Γ(α + 1)
.

Alors la condition (3.25) est satisfaite car Ĝk < 1 pour tout α ∈]1, 2]. Alors d’après le
Théorème 3.5, le problème (3.27)–(3.28) admet une unique solution sur [0, 1].
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