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Introduction

Le calcul fractionnaire connait a I’heure actuelle une grande popularité parmi les cher-
cheurs en sciences fondamentales et appliquées. En fait, il étend les opérations de déri-
vation et d’intégration aux ordres non entiers. Au début c¢’était presque un jeu d’esprit
pour certains mathématiciens de renommeée, qui voulaient généraliser la notion de diffé-
rentiation d’ordres entiers & des ordres fractionnaires, permettant le calcul de la dérivée

d’ordre « réel ou complexe d’une fonction différentiable.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces
origines remontaient & la fin du 17'*™¢ siécle, partant de la réponse de G.W. Leibniz
concernant la question de I'Hoépital, posée sur la signification de % f (t) sin = % .
Son intérét n’est reconnu que durant les deux derniéres décennies du 201 siécle ot de

nombreuses application sont été développées utilisant ce concept.

Le calcul fractionnaire a été intensivement développé depuis la premiére conférence sur
ce domaine en 1974 . Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante di
principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées
et de 'ingénierie ot il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre de systémes
physiques peut étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui fournit un

excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux et processus.

Le sujet principal de ce mémoire est 'étude de 'existence et I'unicité des solutions
pour certaines classes de problémes aux limites pour des équations différentielles d’ordre

fractionnaire.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres. le premier chapitre est consacré aux

définitions et des notions qui seront utilisées dans la suite du travail.

Dans le deuxiéme chapitre nous abordons un apercu sur le calcul fractionnaire, on
introduire 'opérateur d’intégration fractionnaire et nous donnons les trois approches de la
dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus utiles qui sont I’approche de Riemann-

Liouville, de Caputo et de Grunwald Letnikov, ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisiéme chapitre on s’intéresse a I’étude d’existence et d’unicité des solutions

du probléme aux limites pour des équations différentielle d’ordre fractionnaire

11
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“D(t) = f(t,y(t)), pour tout t € I = [0,7],1 < a < 2, avec trois types de
conditions. Conditions locales y(0) = yo, y(T') = yr, conditions non locales y(0) = ¢(y),
y(T') = yr, et conditions intégrales de la forme y(0) = fOT y(s)ds, y(T) = yr.

les résultats de ce chapitre sont basés sur les travaux de M.Benchohra et autres [1],[2],
131, .



Notations

Notations

L’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels positives.

L’ensemble des nombres complexes.

L’ensemble des nombres entiers négatifs.

L’ensemble des nombres naturels.

L’ensemble des nombres naturels strictement positives.
Un espace de Banach.

Un ensemble convexe.
La dérivée partielle de f par rapport a x.

L’espace métrique muni de la distance d.

L’espace de Banach des fonctions continues y définies de I dans E,
muni de la norme ||yl = supl|y(t)]| : t € 1.

La fonction Gamma d’Euler.

La fonction Béta d’Euler.

L’espace des fonctions intégrable sur [a,b].



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les opérateurs équi-
continus et complétement continus, quelques notions des fonctions définies par une in-
tégrale (continuité d’une intégrale, dérivation sous le signe intégrale et le théoréme du
Fubini) et résultats sur les fonction eulériennes (la fonction Gamma et la fonction Béta).

On donne aussi quelques théorémes de point fixe utiles dans le troisiéme chapitre.

1.1 Définitions

Definition 1.1 (Opérateur borné). [§]
Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute application

linéaire continue de E dans F'.

Definition 1.2 (Application complétement continue). [3]

Sotent E et I deux espaces de Banach et f une application définie de E a valeurs
dans F. On dit que [ est complétement continue si elle est continue et transforme tout
borné de E en une ensemble relativement compact dans F. f est dite compacte si f(F)

est relativement compacte dans F.

Definition 1.3 (Ensemble équicontinue). [5]
Soient (K, d) un espace métrique et F' un espace vectoriel normé. On dit qu’une partie
A C C(K,F) est équicontinue si, pour tout € > 0, il existe a(e) > 0 tel que pour tout
feA4,
lf(z) = f(y)llr < e pour tout x,y € K tel que d(z,y) < a(e).

Definition 1.4 (Contraction). [13]
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Sotent E un espace de Banach et A : E — E un opérateur. On dit que A est une

contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que

|Az — Ayl|lg < k||x — y||g pour tout x,y € E.

1.2 Quelques théorémes de point fixe

Definition 1.5 (Point fixe). [13]
Soit E un espace de Banach et A : E — E une application. Un élément x de E est
dit point fixe de A si Ax = x.

Théoréme 1.1 (Banach). [6]
Soit (Y,d) un espace métrique complet et F':' Y — Y une contraction. Alors F' admet

une unique point fize.

Théoréme 1.2 (Schauder). [13]
Soit M un sous ensemble borné fermé convexe d’un espace de Banach X, etT : M —

M un opérateur. St T est compacte, alors T admet un point fize.

Théoréme 1.3 (Schaefer). [6]
Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu. Si
l’ensemble

e ={u e X : NAu = u pour un certain \ €]0,1[}
est borné, alors A posséde au moins un point fize.
Théoréme 1.4 (Alternative non-linéaire de Leray Schauder). [6]

Soit C' C E un ensemble convezxe, et soit U un ouvert de C' tel que O € U. Alors, toute

application compacte F : U — C admet au moins une des propriétés suivantes :
1) F admet une point fize.
2) Il existe x € OU et A €]0,1] tel que x = \F(x).

Théoréme 1.5 (Ascoli-Arzéla). [12]
Soit A un sous ensemble de C(I, E). A est relativement compact dans C(I, E) si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

1) L’ensemble A est borné, ie il existe une constante k > 0, tel que
Il f(@)]| <k pour tout x € I et tout f € A.
2) L’ensemble A est équicontinue, ie pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que
[th —ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tous ti,ty et tout f € A

3) Pour tout x € I, 'ensemble {f(z), f € A} C E est relativement compact.
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1.3 Fonctions définies par une intégrale

Dans cette partie, X,/ C R sont deux intervalles. Nous allons étudier les propriétés

de continuité et de dérivabilité de fonctions F': X — R définies par une intégrale

_ /I Fla, )t

avec [ : X x I — R une fonction de deux variables.
Théoréme 1.6 (Continuité). [10]
Soit f: X x I — R une fonction de deux variables vérifiant
1) pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I,
2) pour tout t € I, la fonction v — f(x,t) est continue en xy € X,

3) il existe deux fonctions g : I — R et h: I — R intégrables sur I telles que pour
tout v € X et toutt € I : g(t) < f(x,t) < f(t)

Alors, la fonction F: X — R définie par F(z f[ x,t)dt est continue en xq.
Corollaire 1.1. [10]

St X est un compact, si I est un segment et si f: X x I — R est continue, alors la

fonction F : X — R définie par F(z f[ x,t)dt est continue sur X.
Venons-en maintenant a la dérivabilité.

Théoréme 1.7 (Dérivabilité). [10]
Soit f: X x I — R une fonction de deux variables telle que
1) pour tout x € X, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur I,
2) pour tout t € I, la fonction v — f(x,t) est dérivable sur X,

3) il existe deux fonctions g : I — R et h: I — R intégrables sur I telles que pour
tout v € X et toutt € I : g(t) < S(x,t) < f(t).

Alors, la fonction F : X — R définie par

_ /] (o, )t

est dérivable sur X, t — %(x,t) est intégrable sur I et
0
F'(z) = f(x t)dt.

Le résultat suivant est un corollaire des deux théorémes précédents.
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Corollaire 1.2. [10]
Soit f : X X [a,b] — R une fonction continue qui admet en tout point une dérivée
partielle %(z,t) qui est elle-méme continue sur X X [a,b]. Alors, la fonction f: X — R

définie par .
Pla)= [ faitiat,

est de classe C' sur X et

F'(az):/ %(x,t)dt.

Il est parfois utile de savoir dériver une fonction définie par une intégrale dont les

bornes dépendent du paramétre.

Proposition 1.1. [10]
Soient a : X — I et b: X — I des fonctions de classe C' et f: X x I — R une
fonction continue qui admet en tout point une dérivée partielle %(:p,t) qui est elle-méme

continue sur le domaine décrit par (z,t). Alors, la fonction F': X — R définie par

b(z)
Fa) = [ | S

est de classe C' sur X et
b(x)

F(a) = () (0.4a) - @ (ra(@) + [ Lz

a(x) T

Théoréme 1.8. (Théoreme de Fubini pour les triangles fermés)
Soit D = {(x,y) € [a,b]?, y <z} (a <b) un triangle fermé du plan R* et f : D — R une

fonction continue. Alors f est intégrable sur D et on a

//D f(z,y)dzdy = /ab (/; f(:t,y)dy)dx = /ab (/ybf(x,y)dx>dy_

1.4 Fonctions Eulériennes

Dans cette section nous présentons la fonction Gamma et la fonction Béta qui seront
utilisées dans la suite, ces deux fonctions jouent un role trés important dans la théorie du

calcul fractionnaire.

1.4.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Léone Euler "1707-

1783" dans son objectif de généraliser le factoriel & des valeurs non entiéres.
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Definition 1.6. [9]
La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement le factoriel aux nombres
réels, et méme auxr nombres complexes x € C tel que x ¢ Z_. On définit la fonction

Gamma par

+0o0
[(x) = / t" et dt.
0

Propriété importante :
La propriété importante de la fonction Gamma est la relation de récurrence suivante

[(x+1) =al'(2). (1.1)

“+o00 a
M(zx+1)= / tYe”tdt = lim [ t*e 'dt.
0

a—0o0 0

Par une intégration par parties on trouve

['(z+1)= lim t"e~'dt = lim ([—t"”et]g + x/ trletdt>
0

a—o0 0 a—00

= lim <—a$e_a—|—a:/ tr_le_tdt)
a— o0 O

= lim x/ t" e tdt = ol (z).
0

a— o0
Par récurrence, si n € N* on a

Fx+n)=(+n—1)T(z+n—-1)
=@+n—-1)(z+n—-2)(zr+n-2)

=@+n—-1(z+n—-2)(z+n—-3) - (z+ 1al'(x).

Donc
F'z+n)=(@+n—-1)(r+n—-2)(x+n—-3) - (x+ 1)al'(z),

ou

['(z+n)
zlx+1)---(x+n—1)

['(z) =
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Prolongement de Gamma dans C :

Soit z € C. Si —1 < Re(z) < 0 alors 0 < Re(z+ 1) < 1 et I'(x) est bien définie par la
forme
['(z+1)

F(x):T, 0 < Re(x+1) <1

Si —2 < Re(z) < —1 alors 0 < Re(xz +2) < 1 et I'(z) est bien définie par

I'(z+2)

['(x) = Tt

En générale, si —n < Re(x) < —n+1 alors 0 < Re(z +n) < 1 et I'(x) est bien définie

par

[(x+n)
r(x+1)---(x+n—-1)

I(x) =

Alors on peut prolonger I' pour les nombres complexes x € C tel que = ¢ Z_ par

I'(z+n)
zlx+1)-(x+n-1)"

['(z) =

0 < Re(x+n) <1

Valeurs particuliéres de Gamma :

1) T'(0") = 4o0.
2) '(n+1)=nl,neN

2n)l\/m

Dérivation de la fonction Gamma :

La fonction Gamma est de classe C* sur |0, 400 et on a
™ (z) = / (Int)"t* e tdt.
0

En effet, par définition

La dérivée d’ordre 1 est

o0 a o0
I (z z/ — (¢t e_tdt:/ Int)t* te~tdt.
(7) ; 0:10( ) ; (Int)
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La dérivée d’ordre 2 est

<0
@ :/ — (" Y Inte tdt
@ =] e
<0
_ (z—1)Int Int ftdt
/0 _81:(6 )Inte

= / (Int)e@ Dty te=tdt
0

= / (Int)*t“ e 'dt.
0
En générale, la dérivée d’ordre n est

r®(z) = / t*H(Int)"e 'dt.
0

1.4.2 La fonction Béta

En mathématique la fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous

nombres complexes = et y des parties réelles strictement positives par
Bz, y) / 11— )Lt (1.2)
0

La fonction Béta a été étudier par Euler et Legendre et doit son nom a Jacquet Binet.
Elle est en relation avec la fonction Gamma d’Euler par la formule

[(2)C(y)

B(z,y) = Tty

Propriétés :
1) Dans la formule , le changement de variable x = 1 — ¢ prouve que la fonction
Béta est symétriques.
2) Si x et y sont des entiers naturels, on obtient l'identité suivante
(n—1)(m—1)!
(n+m-—1)!

B(n,m) =

Dérivation de la fonction Béta :

Nous avons

5Bl = Blo) (1 -

En effet, on a vu que
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Alors

0. 9@y
ox (z.y) = 0z T(z +v)

CT'@)(y(z+y) - 'z +y)C(@)0(y)

N @ (x+y)
I'(2)(y) T'(z+yl(@)(y)

I'(z+y) @ (x+y)

(z) T'(a +y))

r
I(z) T(x+y)

Donc




Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre nous abordons un apercu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre
les trois approches de la dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus pratiques,
I’approche de Grunwald Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo, ainsi que

leurs propriétés et la comparaison entre ces différentes approches.

2.1 Intégrale fractionnaire

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b], b > a > 0 telle que f(a) = 0. I'inverse

de Topérateur de dérivation D = <& est 'opérateur d’intégration I :

dt
_ 4

DIt =3

() = g(t) avee fla) =0 = f(0) =1g(t) = [ g(s)ds.

De méme, I'inverse de la dérivation n’*™¢ est définie par le n‘“™¢ itéré de 'opérateur I

précédent. Ainsi la fonction fo telle que fo(0) = f5(0) = 0 avec fJ = g est définie par
t r
fult) = 109(0) = Po(t) = [ ( [ g(s)as)ar

En permutant I'ordre d’intégration, on obtient

IPg(t) = /atg(s)(/: dr)ds = /Ot(t — s)g(s)ds.

Plus généralement, pour tout entier n, le n®™¢ itéré de I'opérateur I peut s’écrire

v = [ s [Case [T gt = s [amor e @)

9
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Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma, (n — 1)! = I'(n), Riemann rendu compte que le membre droit de
(2.1) pourrait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiére. Il était naturel

de définir I'intégrale fractionnaire comme suit :

Definition 2.1 (Integral fractionnaire de Riemann-liouville). [12]

Soit f € L'a,b] espace des fonctions intégrable sur [a,b], « € Ry. L’intégrale

1, f(t) = ﬁ / (t — ) f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre o, et l'intégrale

1

b
B0 = e / (t — ) f(s)ds,

est appelée intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville d’ordre «.
Pour I' = 0 on a I’f(t) = f(t), c’est-a-dire I° est 'opérateur identiteé.

Exemple 2.1. Soit la fonction f définie sur [0, 400 par f(t) = ct” tel que r > —1 et

ceR. Ona

1

[0+ f(t) = m/o (t —s)* tes"ds.

En utilisant le changement de variable s = tx et la fonction Béta on obtient

1
5y f(t) = o) /0 (t —tz)* e da

C

1
= ta”/ 2" (1 — 2)* 'da
)’y U

C
= ——t*""B 1
F(Oé) (Oé, r + )

cl(r+1)

=t t>0.
MNa+7r+1) -

Y

Sir =0 on obtient 'intégrale fractionnaire d’une fonction constante

o ct® c t¢ £ >0
c= = — ,
" T Da+1) T(a)a =

Remarque 2.1. L’%ntégrale fractionnaire est linéaire d’aprés la linéarité de lintégrale

classique.

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l'intégrale a gauche et on le note tout

simplement 1¢.
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Proposition 2.1. [IT]

Si f € LY([a,b]) et @ > 0, alors 1°f(t) existe pour presque tout t € [a,b] et on a

I°f € L'([a,b]).

Preuve. Soit f € L'([a,b]). On a

17 f(t) = ﬁ / (t — ) f(s)ds

avec
uafl
, si0<u<b—a,
o1 (u) = { D(a)
0, si uw € R\|0,b — a],
flu), sta<u<hb,
pa(u) =
0, siue R\ [a,b].

Par construction, o1, ps € L'(R), et on a I*f € L'([a, b]).

Proposition 2.2. [12]
Soit a, B > 0. Alors I°1° = [*+F = 1°1*,

Preuve. Soit f € L'([a,b]). On a

(£ (1)) = ﬁ / (t — 7y (P f(r))dr

——1 t — )t TT— A=l T
- F(Q)F(ﬁ)/a(t ) /a( 5) f(g)dgd :

En appliquant le théoréeme de Fubini on obtient

1417 f(t) /f dg/ (t — 1) Y1 — &P tdr.

En faisant le changement de variable 7 = £ + z(t — ) on trouve

(£ (t) / £(6)de / — (1 — )7

/ Fe)de / €11 = 2p-loA 1
1

_ t _ g)ath-l — )21 A7,
- F(oz)F(B)/a(t 5) f(g)d£A (1 ) d
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o /O (1 215y = B(B.a) ?((?i(z))
Done
Pf0) = ot [ (-6 e
=17 f(1).

D’autre part

) = e -0 e
_ 1 f_ pypran
- s | -9 e
= 171",
Dot I17 = [*F = 171, O

2.2 Dérivée fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les

approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Approche de Riemann-Liouville

Soit n € N*. Pour n — 1 < a < n, on définit la dérivée de Riemann-Liouville d’ordre

a par une intégration d’ordre n — a suivie d'une dérivation d’ordre n.

Definition 2.2 (La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville). [9]
Soit f € L'[a,b], « € R,. Soit n € N* tel que n — 1 < a < n. On définit la dérivée
fractionnaire de [ au sens de Riemann-Liouville par

1 d"

MRS = ['(n—a) dtn

/ (t — 5)"=o=1 f(s)ds. (2.2)

Exemple 2.2. La dérivée fractionnaire de (t — a)".
Soit a non entier, n € N tel que0 <n—1<a<n, etr>—1. On a

DYt — a) = = (nl_ 3 % / (t =7 (r — a)dr. (2.3)
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En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on aura

a T 1 d” ! n—o— n—a—1_r T
RLD (t — a) = m@ /0 (t — CL) 1(1 — S) 18 (t — CL) +1d$
1 d" ! n—a+r n—a—1_r
= g, s
1 dn 1
- t— n—a+r 1 — n—a—1 "ds.
['(n—a) dt”( %) /0 (1=s) >

dTL
Calcule de —(t — a)" "
alcule de dt”( a)

&(t —a)""" = (n4r—a)(t—a)"tr!
d2
@(t _ a)n—i—r—a — (n - a)(n - — 1)<t _ a)n+r—a—2

@(t—a)””_a:(n+r—a)(n+r—a—1)---(n+7‘—a—(n—1))(t—a

)n—i—r—a—n
=n+r—a)n+r—a-1)---(r—a+1)(t—a)“

On sait que

F'n+r—a+1)
Ir—a+1) ~’

(r—a+1l)---(n+r—a—-1)n+r—a)=

! I'(n—a)l'(r+1)

F'n—a+r+1)

1
/ (1—s5)"*'s"ds=B(n—a,r+1) =
0
Donc

L(r+1)

Mt "0

RLDa(t o a)’r —

Proposition 2.3. [12] 1T]
Soient a > >0, n € N tels que n > «, et soit f € L'(a,b]. Alors

1) REDC f(t) = T°f(2).
2) RED*f(t) = D'I"° f(1).
3) RLDY(I° £ (1)) = £(1).
" (- a)

4) T“(REDf(1)) = f(t) — mRLDa_if(a) ~

i=1

5) FEDP(If (1) = TP £(1).
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Preuve.

1) On a

—a o 1 ﬁ ! — )" a—1 Vdr
D) = e g | (=7

Comme (t — 7)1 f(7) est une fonction intégrable sur [a, t], alors

—a _ 1 tﬁ _ \nta—
RLY) ft) = —F(n—l—a)/a dt”(t )t 1f(7')d7‘.

leul _TL t — n+a—1
On calcu dt"( T)

d
a(t —r)terl = (npa—1)(t — 7))t
d2

ﬁ(t —r)tel = (nta—-1Dn+a—2)(t—7)"T?

Par récurrence on obtient

%(t—T)”+O‘_1:(n+a—1)(n—|—a_2)...(n_|_a_(n_|_1))(t_7_)a—1
:(n+Oé—1)(714—0(—2)...(0[_1)<t_7_)a71
—M _Ta—l
 I(a) (t—7)""
Donc t
RLD=f(t) = ﬁ/ (t — 1)L f(r)dr = I°,

2) Soit m € N tel que m > n. On a

DI f(£) = D £
= D™D f(1)
= D" (1))
= D" (D ()
= TEDR f(1).

3) On a

RLD*(1°f(t)) = D" I"*(1* f(t))
=D"I"f(t))
=1°£(t) = f(1).
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4) On a

(D () = s [ (6= (D (), (24)

On fait I'intégration par parties n fois. Posons
u(r) = (t=7)""" = (1) = —(a -1t -71)7
V(r) = "D (r) = v(r) = "D f(7),

(D (1) = g [ = D )]+ fs [

— __1 —a a—1RLyo—1 a 1 ' —r a—2RLTya—1 dr
= gt = D ) + s [ (=)
Posons
w(t) =t —7)?% = (1) = —(a—2)(t —7)* 3,
V(1) =D (1) = (1) = D2 (1),
donc
(D" F(0) = st = 0D o)+ s ([ D]

(@=2) [ (4= D2 (o)

1

= —(t - a)ailRLDa_lf(a) B F(Oé _ 1)

(o)

1 ' _Taf?)RL a—2 dr
m/a(t ) D2 f(r)dr.

(t o a)anRLDa—2f(&) 4

Généralement
n oz i t
1°(RLDe £ (¢ Z (t—a) RLDafif(a) + 1 / (t — 7)o~ IRLDa=m £( 1)y
I'a+1—1) ['(a—n) J,

=1

_ RLD—(a—n)RLDa—nf(t) i i F((ta——f_al)a_ll)

=1

= () - Y e ),

“D(a+1—1)

RLDa—if(a)

5) On a
REDA(1 (1)) = D (17 (1)
= D ()
=TI f(1). O
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Proposition 2.4. [12]
Soit a, 3 >0 etk e N. On a

1) D*("EDf(t)) = FEDMFf (1),
2) RLDa(RLDBf(t)) — RLDa+Bf(t)_

Preuve.
1) Soit n € N* tel quen —1 < a <n.On a
IR
- t— n—o—1 dr.
I'(n — «)dtr /a (t=7) f(r)dr

Onposep=n—a>0.0na

DR f(1) =

1 a [
RLpn-p t:——/ t— 1) f(r)dr.
1) = gy [ =7V @i
D’autre part, on a

dk e 1 dn—l—k t .
ﬁ(RLD f(t) = mw/{l (t =)~ f(r)dr

_ RLDn-i-k—Pf(t)_

Donc
DA (FED* (1)) = #DFH (1),
2) On distingue trois cas.

1°" Cas a <0, #<0:

MDA (DI f (1) = T (17 £ (1))
=177f (1))
= 17@+A) £ ()
= REDOA (1),

2¢me Cas a >0, >0
Soit g € L([a,b]) et f = I1*"Pg. On a
RLDa(RLD,Bf(t)) _ RLDa(RLDBIa+ﬂg(t))
— RLDa(RLDﬁlﬁlag(t))
=g(t). (2.5)
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Et
RLDa+’Bf(t) _ RLDoH—ﬁ (I“*ﬁg(t))
=g(t). (2.6)
De ([2.5)) et (2.6) on conclure que

RLDa(RLDﬁf(t)) — RLDO‘+ﬁf(t).

3®me Cas a>0,8<0:

Soit g € L'([a,b]) et f =1%g. On a

FEDY(REDP f(1)) = HED(HEDPI (1))
= DI g (1))
= REperePg(h)
= REDAg(t). (2.7)

Et
RLDoH-Bf(t) — RLDa+B (Iag<t>)

= FEDARED (1% (1))
= RLDAy(t). (2.8)

De (2.7) et (2.8) on conclure que

RLDa(RLDﬂf(t)) — RLDOH_Bf(t).

2) Soit m € N tel que m > 5. On a

MDA (DI f (1)) = D (DT (1)
= DD £ (1))
= D"("DU T (1)
= D" TP f(t)
= D" (DI f (1))
— RLDatBf(¢). O

2.2.2 Approche de Caputo

Soit n € N*. Pour n — 1 < a < n, La dérivée d’ordre o au sens de Caputo est obtenue

en dérivant d’abord a l'ordre n puis en intégrant a 'ordre n — a.
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Definition 2.3 (La dérivée fractionnaire au sens de Caputo). [9]

Soit v € Ry (avecn—1 < o < etn € N*) f est une fonction telle que %f € L'[a,b].
On définit la dérivée fractionnaire de f au sens de Caputo par

Cpe -t t — ) i (g)ds
D) = oy [ (= o ). 29)

Il est évident que la dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

Exemple 2.3. La dérivée fractionnaire de la fonction f définie par f(t) = (t —a)".

Soit a« >0 etn € N* tel quen —1 < a <n avecr > —1, alors on a

“pe :—1 t — el rM ) dr
D) = oy | (=71

sir€{0,1,2,...,n— 1}, alors on a f™ (1) =0 donc
“Def(t) = 0.
Sir>n—1, ona
fAr) =r(r=1)(r=2)---(r = (n=1))(r —a)"

ey
_F(r—n+1)( S
D’ou
L(r+1)

DYt —a)" = t — 7)o — @) 7
D~ a) F(n—a)F(r—n+1)/a<t T —ayTd

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient

o r_ I'(r+1) ' n—a-1 n—a—1_r—n r—n+1
‘DYt — a) _F(n—a)F(r—n—i—l)/O(t_a) (1—3s) st — a) ds

o P(T + 1)(t B a)r—a ! _ \n—a—1l_,r—-n

= F(n—a)F(r—n+1)/0 (1= o)™ s ds
T+t —a)y
CT(n—a)l(r—n+1)

B(n —a,r —n+1).

Mais I I 0
n—a)l(r—n+
B(n — — 1) =
(n—a,r—n+1) Tl —at 1) )
donc I D
_|_
CDat— 'r:r—t_ r—a
(t—a) F(r—a—l—l)( a)

Sir =« on trouve
Dt —a)* =T(a+1).

Remarque 2.2. D’apres la linéarité de l'intégrale classique on déduit que la dérivée frac-

tionnaire de Caputo est linéaire.
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2.2.3 Relation entre la dérivée de Caputo et de Riemann-Liouville

Proposition 2.5. [7]
Soit a > 0 et n € N* tel quen —1 < a < n. Soit f € L'a,b]. Si f possede n — 1

dérivées en a, alors

n1 ek (g,
“Def(t) = BED~ (f(t) -y / k:'< )(t — a)k> ., Vt € la,b).

k=0

Preuve. Posons

o(t) = 1)~ > 1
k=0 '
On a
FEDRg(r) = D' (1)
n 1 ' n—a—1
=D m/a (t — 7') g(T)dT
Soit

1 ¢ -
m/@ (t—r7) g(T)dr.

On fait 'intégration par parties de J. Posons

J(t) =

u(r) = g(r) = u'(7) = Dy(7),

V(D) =@t -7 = () =

donc

1) = prgs ot =]+ s [t Dg(riar

I'n—a+1) a I'(n—a+1

1

=0+ m /a (t — )" “Dg(r)dr

En répétant I'intégration par parties de J n fois on obtient

1

0 = Fo—a / (£ — 7)ot 1D () dr.

n—1 (k)
Mais ) ! k'(a) (t —a)* est un polynome de degré n — 1 donc D"g(7) = D" f(7).
k=0 '

Alors

IO = e / (t — 1) ID f(7)dr = I (D" f(1)
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Donc

n—1 (k) a
RmaQ@—Ejfﬁ>@ﬂm)=wa

= DT (D (1)
= DT (D (1)
= (D" (1)) = D7 (1) 0

Remarque 2.3. i D f(a) = 0 pour toutk € {0,1,...,n — 1}, alors ° D f(t) = FLDf(¢).

2.2.4 Approche de Grunwald Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation

entiére d’'une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f une fonction de la variable réelle ¢ et h € R. On a la définition classique

Cdf o f) = fE=h)
Df(t) = E(t) = }1}3{1) . . (2.10)
L’application de cette définition deux fois, nous donne la dérivée second de f,
d*f Df(t) —Df(t —h)
2 _ 4 J _ T
D) = gz () = im h
L (FO = f—h) (e h) — f(t—2h)
h—0 h h h
o 0 26— )+ (20
h—0 h?
Donc
2ppny o S () —2f(E—h) + f(t —2h)
D) = Jim 2 '
Plus généralement, en appliquant (2.10|) n fois on obtient
nern 1 Lm(=Dfn(n—1)---(n—k+1)
D"f(t) = }%ﬁz o f(t—kh). (2.11)

On remarque que la somme dans (2.11) peut étre étendue a tous les k entiers non
négatifs puisque les termes sont nuls pour k£ > n. Une généralisation naturelle consiste a

définir la dérivée d’ordre a, pour o > 0 par

D (1) = lim — io CDfalazb) oz kd D)y gy (2.12)

—lim — 3 (1) (Z) F(t = kh), (2.13)
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ou

<a> a(a—l)--l-f!(a—k%—l).

Posons

n

1 «
Fi0) = e V() 1o ),
k=0
En utilisant la propriété connue des coefficients binomiaux
« a—1 a—1
()= (") () 219

on peut écrire

P =5 ;H)k (" )= w e g > (1) w
- ia kz::(_nk (O‘ B 1>f(t —kh) + — :Zj(—l)’““ (a n 1)f(t — (k+1)h)
-EE (M @ g :::<—1>k (" )asm, (215)

ou
Af(t—kh)= f(t—kh)— f(t — (k+ 1)h).
Nous rappelons que Af(t — kh) est la différence en arriére du premier ordre de la
fonction f(7) au point 7 =t — kh.

En appliquant la propriété (2.14)) des coefficients binomiaux m fois on obtient & partir

4o (ET)

n n—1
EEe( e
G o
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b > CoR(TT T )am s (2.16)

Pour prouver lexistence de la limite dans (2.16]) et pour évaluer cette limite, nous

avons besoin du théoréme suivant
Théoréme 2.1. Soit (by)72, et (ank)iS_, deux suites vérifiant

Jim b =1

n—oo

Vk: lim ap; =0, 7}3&;%16 = A,

n
Vn Z lank < K,
k=1

avec A, K € R. Alors

n11_>nolo Z ap by = A.

k=1

Evaluons la limite du k™™ terme dans la premiére somme de (2.16))

el Gt AFfla+kh) = lim (—1y=F (T (g 2 et
(25 (5

h—0 he n — n—-+o0 n—=%k
nh=t—a

a—k AF kh
X <n ﬁ k) (nh)_a%—f(z: )

= (t—a)™*** lim (=1)"* <O‘ —k- 1> (n — k)o*

n—-+00 n — ]{3

) a=k  AFf(a+kh)
x N (n—k) x im B
(t —a)=*k ) (q)
_ 2.1
T(—atk+tl) (2.17)

parce que 'utilisation de (2.17]) donne
, _ —k—1 _ . (ra+Ek+1D)(-a+k+2) - (—a+n)
lim (—1)"*(“ |
m (=1) < n—k >(n k) n=soo (n —k)=otk(n — k)!
B 1
N—a+k+1)’

n—-+00

et

lim < " )a_k:L lim M:f(k)(a).

n—+oo \n — k n—+400 hEk
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Connaissant la limite (2.17]), nous pouvons facilement écrire la limite de la premiére
somme dans (2.16]).

Pour évaluer la limite de la deuxiéme somme dans (2.16), écrivons-la sous la forme

-1
—m—1
a—l—m+1)(a " )r‘m“‘
r

n—

NG a+m+1 Z

r=0
e ATTLE(E —1rh)
X h(rh) o . (2.18)
Pour appliquer le théoréme 2.1 nous prenons
—m—1
by = (—1)'T(—a+m-+1) (O‘ " )r—m“‘,
r
e ATTLE(E —rh) t—a
Apr = h(Th) et R h = " .
En utilisant le théoréme [2.1 nous vérifions que
lim b, = 1. (2.19)
r—-+00
De plus, si m — a > —1, alors
n—m—1 n—m—1
. . o ATTLE(E —rh)
i D = fimy 3 hN T
nh=t—a =0
t
= / (t — 7)™ fmED(r)dr. (2.20)

En prenant en compte (2.19) et (2.20)) et en appliquant le Théoréme [2.1] nous concluons

que

lim — n_sz (—1)F (0‘ N Z‘ - 1> A™ (¢ — kh)

h—0 h®
nh=t—a k=0
1 ! .
Ry Er——y / (t — 7)™ fmED(rydr. (2.21)
En utilisant | et (2.21) on obtient finalement la limite ([2.13])
n—-1l . a)—a—l—kf(k)(a)

WWFgwwzzar

— (k—a+1)

+f@%zy/@—wwﬂ*ﬂvar<2%>

La formule (2.22) a été obtenue en supposant que les dérivées f*)(t), (k =1,2,...,n)
sont continues dans l'intervalle fermé [a,t] et que n est un nombre entier satisfaisant
la condition n > «. La plus petite valeur possible pour n est déterminé par l'inégalité

n—1<aoa<n.
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Exemple 2.4. La dérivée d’une fonction constante. On considéere la fonction f définie
par f(t) =c €R.

Soita >0 unn €N tel quen—1<a<n. Ona

n—1 (k) a —a k—a t
D = ; : F((k)_@a +)1) - r(nl_ o) / (¢ = ry s

fla)(t —a)™ & fP(a)(t —a)f 1 t n—al o
Ti—a) T(k—a+1) F(n—a)/a(t—T) f(r)dr.

k=1
Comme f®)(t) =0 pour k € {1,2,...,n} et f(a) = ¢, alors

DFf(t) = —0&1__“5.

Exemple 2.5. La dérivée de la fonction (t —a)".
Considérons la fonction f définie par f(t) = (t —a)” our > —1.
Soit a non entier,n € N tel que 0 <n—1<a<mn, On a
sik€{1,2,3,....,n —1} alors on a f*)(a) =0

et

n—1 (k) a —a k—a t
rpep( =3 L F(<k)—(ta+>1) " F(nl_ N / (t — 7)o f (r)dr

k=0

Calcule de ™ (t)

f(n)(t) :T’(T— 1)(T—2)...(r_n+1)(t_a)r—n
L(r+1)

= N~ (t—a)™™.
Donc .
D) = o zg;; 1_)n = / (t— 7)™ (r — a) "dr.
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En faisant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient
L(r+1)
n—a)l(r—m+1
I'(r+1)

- T = o)l =+ 1) /0 (t—a) (1 —s)" s "ds

GLDaf(t) — a ) /0 (t _ a)n—a—l(l _ S)n—a—lsr—n<t . a)r—n—i—lds

T+ Dt—a)™ [ st
_F(n—a)F(r—n+1)/0(1 s) s "ds
T+t —a)
CT(n—a)l(r—n+1)
Fr+1)(t—a)™ Th-a)l(r—n+1)

B(n—a,r—n+1)

:F(n—a)f‘(r—n+1) I'(r—a+1)
I CES R,
“Thr—azpl 9"

Sir =« on trouve
GLDO‘(t —a)*=T(a+1).

2.2.5 Relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et de Grunwald-

Letnikov

Proposition 2.6. [12]

La dérivée de Riemann-Liouville d’ordre o coincide avec la dérivée de Grunwald-

Letnikov du méme ordre, c-a-d "'D* = LD,

Preuve. Soit a >0etn € N*telquen —1 < a <n.On a

1 ar rt o1
m@/a (t—1) f(r)dr.

On fait l'intégration par parties et la dérivation n fois. Posons

RLDaf(t) —

t
O = [ (¢ =7 O,
alors
1

RED f(t) = T(n — o) dir o(t).

(2.23)

On calcule Jy(t) par parties. Posons

W ()=t -7 = u(r) =

(1) = f(r) = '(r) = f'(7),

t_ n—aoa
(- )",
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done

Jo(t):[ - (t—7)""f(r -|-_/ (t—7)"" af

n—uo

- s@ [y

On dérive Jy(t) :
G0 =5 (2ot as@ o [ par)

dt n—o n—ao

— (= )+ [ (e

= (t—a)"""f(a) + Li(1).

On calcule J(t) par parties. Posons

W) = (=7 = () = ——— (=)™,

u(r) = (1) = V(7)) = f"(7),

n—uo

donc

Jl(t): -1 (t— )n af +_/ t— naf//

L ayep) +

n—uo n—«o

/a (t— 7)"= f(r)dr.

On dérive Jy(t) :
G0 =5 (-0 2 [ o)

dt dt \n—«a n—qo

B A R N A G

= (t—a)"" " f'(a) + Jo(t).

Donc
() = 3 (6= () + (1)
= (n— 0~ 1)t - )" () + L)
= (n == 1)(t = @) f{a) + (6 - )" () + ().

On calcule Jy(t) par parties. Posons

W ()=t -7 = u(r) =

v(r) = f'(r) = v'(r) = fO(r),
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done

(t =)o)+

n—«o

/t(t — ) O (r)dr

=y = [ =

Sn) =& (o @+ [ o)

n—a n— o
= (t _ a)n—a—lf//(a) n /t(t B T>n—a—1f(3) (T)dT

= (t—a)" 7 f"(a) + J5(t).

Donc
L) = (01— a2 @)+ =0y )+ )
=(n—a—1n—a=2)(t-a)"*f(a)
F(n—a = 1)t — )" f(a) + S (1)
=(n—a—-1)n—a-2)t-a)"*>*f(a)
+(n—a—1)(t—a)" 2 (a) + (t—a)" " f(a) + Js(t).
o (h—a—D)n—a-2)(n—a—k)= "=
T(n—a—Fk)
d’ou
i L(n—a) (n — o)

—Jo(t) = =———(t—a)"*3f(a) + (t — a)"2f"(a)

de3 0():F(n—a—2) m
+(t—a)" 7 f"(a) + J3(1).

On générale on a

0 = (1) (=071 + = - 0w
Tn—a), oo, L(n=a),  \nt-apm-n,
I3 - ﬁt )P (e) + +Fm—aﬂt yrtea p e () 4 ()
n—1 I'(n— ) . ¢ o
= L(k+1—a) (t —a)*=2f®)(q) —I—/a (t—7) F™ (r)dr
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Finalement, on revient a la formule (2.23)) :
D 1) = g i)
- i (SR [yt
] T ey [ 7 e
= CLDf(1) O



Chapitre 3

Problémes aux limites pour des
équations différentielles d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre nous abordons un apercu sur le calcul fractionnaire. On se restreindre
les trois approches de la dérivée fractionnaire les plus populaires et les plus pratiques,
I’approche de Grunwald Letnikov, de Riemann Liouville et celle de Caputo, ainsi que

leurs propriétés et la comparaison entre ces différentes approches.

Lemme 3.1. Soit a > 0, alors

I* (“Dh(t)) = h(t) + co+ crt + ot® + -+ + cuat™ ',
ot ¢; € R, pour tout i =0,1,2,...n—1, et n = [a] + 1.
Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo

CDh(t) = I *hM (1),

En appliquant 'opérateur de 'intégrale fractionnaire aux deux membres on obtient

I°D%h(t) = I°T"" A (¢) = 1" (D"h(t))

On calcul I"(D"h(t)) par récurrence.

Pourn=1:

I(DA(t)) = h(t) + ko.

29
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Pour n =2 :
I(D*h(t)) = I(I(D(DA(1))))
— I(Dh(t) + ko)
= h(t) + kot + k1.
Pour n =3 :
I’(D*h(t)) = I(I*(D*(DA(t))))
= I(Dh(t) + kot + k1)
= h(t) + %ﬁ + Kyt + ko.
Pour n =4:
I(Dh(t)) = 1(I*(D*(DA(t))))
= I(Dh(t) + %ﬂ + kit + kz)
— h(t) + ;703#”’ + %ﬁ + kot + ks

Plus généralement

I"(D"h(t)) = I(I"" (D" (Dh(t))))

k1
tn—2
m—21" =3
.

ey M me2 Ky
-1 oyt TR

= h(t) + o 1t" T F ot 4.+ 0o,

e kn_2>

n—i—1

ouk; e Ret¢; = pour tout ¢ =1,2,...,n — 1. O

7!

Lemme 3.2. Soient a > 0 et n = [a] + 1. Alors 'équation différentielle fractionnaire
D*h(t) = 0 admet les solutions

h(t) =co+cit+ct* + ...+t ¢ €R, Vi=0,1,....,n— 1.
Preuve. Supposons que D*h(t) = 0, alors I* (D*h(t)) = 1%(0) = 0.
D’aprés le lemme 3.1 on a
D*h(t) = h(t) + co + 1t + cot® + ... + cpit"

donc
h(t) 4+ co + cit + cot* + -+ + it = 0. -
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3.1 Problémes aux limites avec des conditions locales

Dans cette section, on va étudier I'existence et I'unicité des solutions d’un probléme
aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions

locales de la forme suivante
Dy(t) = f(ty(t)), VEeT=[0,T), a€ll,2] (3.1)

y(0) = yo, y(T) = yr, (3.2)

ou D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R est une fonction
continue. Pour ce probléme on présentera deux résultats d’existence, le premier est basé
sur le théoréme du point fixe de Banach et le second basé sur le théoréme de point fixe
de Schaefer.

3.1.1 Existence des solutions

On commence par la définition d’une solution du probléme ([3.1)—(3.2)).

Definition 3.1. Une fonction y € C*([0,T],R) est dite solution du probleme (3.1)—(3.2)
si elle satisfait I’équation D*y(t) = f(t,y(t)) sur I et les conditions y(0) = yo, y(T') = yr.

Pour 'existence de la solution du probléme (3.1)—(3.2)) on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3. [I]
Soit 1 < a < 2 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y est une

solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = ﬁ/ﬂ (t = 5)° " h(s)ds + yo + [yT; o _ F(la) /0 & _;)a h(s)ds| t, (3.3)

st, et seulement siy est une solution du probléme aux limites pour ’équation différentielle

fractionnaire

Doy(t) = h(t), Vtel=1[0,T), (3.4)
y(0) = vo, y(T) = yr, (3.5)

Preuve. En utilisant le lemme [3.1] on réduit le probléme (3.4)-(3.5) & une équation

intégral équivalente

“D¥(t) = h(t) < 1" (“Dy(t)) = 1*h(t)
< y(t) + co + a1t = 17h(2)
1

= y(t) = o) /0 (t — 5)* 'h(s)ds — ¢y — c1t.
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Pour déterminer les constantes ¢y et ¢; on utilise les conditions au limites. On a

y(0) =yo <= —co = Yo,

et
1 T
UT) =y = o [ (@8 (s - e =
I'(a) Jo
Yyr Yo 1 T T 1h d
= o=+ T+ —8)*” :
¢ Tt T +TF(a)/O (T —s) (s)ds
Donc
I yrt  yot t r _
= t—s5)*'h(s)d e T —s)* 'h(s)d
W) = gy | (= s+ 2= B s [T - 9 (s
1 [t t (T(T —s)*! Yr — Yo
=—— [ (t—s)*"'h(s)ds — h(s)d t.
F(a)/o( s) (s)ds F(a)/o T (s)ds + yo + T
Ce qui achéve la preuve. [
Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoréme du point fixe de
Banach.

Théoréme 3.1. [I]

Supposons que

(H1) Il existe une constante k > 0 telle que

|f(t,u) — f(t,u)] < klu—1u|, pourtoutte [0,T], et tout u,u € R.

o 2KT*
1

<
la+1) 7
alors le probléeme (3.1)—(3.2) admet une solution unique sur [0, T].

(3.6)

Preuve. On va transformer le probléme ({3.1)—(3.2) en un probléme de point fixe. Consi-
dérons 'opérateur

F:c([0,T],R) — C(0,T],R),

défini par

Fly(t) = — ) / (t — ) £ (s, y())ds + 30

(@)

* {yT;yO B r(la)/o g _;)a f(s,y(s))ds| ¢. (3.7)
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Il est clair, que les points fixes de l'opérateur F' sont les solutions du probléme
(3-1)—(3-2).

Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction.
Soit z,y € C([0,T],R). Alors, pour tout ¢ € [0,7] on a

PO = F)O = | iy [ (€= 97 s.0060) = Flspts))as

(cx

k ¢ o1
< m/o (t—s) sup |x(s) —y(s)|ds

s€[0,7T

kt 4 a—1
T TT(a) /0 (T = )" sup |v(s) —y(s)|ds

s€[0,7T
< Fllz =yl [=(t = 9) t+/€||x—y||oo —(T—s)*7"
- I(a) a 0 () a 0
< 2 ey
“Da+1) £ Ylleer
Ainsi
2kT™

1F(@) = FW)l < ¢

—— T — Y|l oo
il

Par conséquent, de (3.6) on déduire que F' est une contraction et, d’aprés le théoréme
de Banach F' admet un point fixe unique, qui est une solution du probléme (3.1)—(3.2). O

Théoréme 3.2. []]
Supposons que

(H2) la fonction f :]0,T] x R — R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que |f(t,u)| < M pour toutt € I, et tout u € R.
Alors, le probleme f admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve. On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F' défini

par (3.7) admet un point fixe. La démonstration se fait en quatre étapes.
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Etape 1 : I est continue.
Soit (y,,) une suite convergente dans C'([0, 7], R) vers une limite y. Pour tout ¢ € [0, T

L) /0 (t=5)"" (f(s,yn(5)) — f(5,y(s)))ds

INGe

F(a)(t) — Fy)(0)] = ‘

t

/ (T — ) (F (5,9 (5)) — F(s,y(5)))ds

IA
ﬂ\
—_

)" (5,5n(s)) — £(s,y(s))lds

+

o / (T — ) f(5,ya(s)) — F(5.(s))Ids

s€[0,T]

FL / (t =) sup | £(5,yn()) — F(5,y(s))|ds
t

+TF( )/ (T — )" sup | f(s,yn(s)) — f(s,y(s))|ds

s€[0,T]

1)) = £y e [~ — 9)°T"
= (o) [ o 1

1)) = FC() {—(T_ w
I'(a) o 0

1 Cyn() = Fy () oo

+

2kT
< ——m
“Tla+1)

Puisque f est continue, on obtient

2kT

o G yn()) = FGy()) e ——= 0,

d’out la continuité de F'
Etape 2 : L'image de tout ensemble borné par I est un ensemble borné dans C([0, T, R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une constante positive ¢
telle que, pour tout y € B« = {y € C([0,T],R) : ||[y|lc <n*} on a |[|[F(y)|lec < L.

On a, pour tout ¢ € [0, T

L)/Ot(t )9 f(s, y(s))ds + vo +

I'a

—F(t | st

yT—yot

F(y(t))] = \

t

Fa / (t—5)* 7 f(s,y(s >>|dS+TF(a)/0 (T — )1 f(s,y(s))] ds

+ [yo| + |yT—yo|

Y T
F—/ (t—s)" 1d8+—a)/0 (T — s)*'ds + |yo| + lyr — wol
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M [—(t-s)7" M [—(T-s)]"

01 B R ol Bl ISR
M (0% M (6%

:F(Oé—i—l)t +F(&+1)T +‘y0’+’yT_y0|

0

alors ||F'(y)||eo < ¢, c'est-a-dire F'(B,-) est borné.
Etape 3 : L'image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C([0, 7], R).

Soient t1,to € [0,7T], t; < tg, B, un ensemble borné de C([0,77],R) comme dans
I'étape 2, et soit y € B,«. Alors

b
()

= [ = ptenas +3 [T =9 s o)

1 t2 ot B h — 921 uls)ds
o) /0 (ta — )" " f(s,y(s))ds /0(t1 )* 7 f(s,y(s))d

to— 1

= s

=9 s = 2 7 =5 s poas

0

[E(y)(t2) = F(y)(ta)| =

1
I(a)

+/ (s — )7 f (s, y(s))ds — 2

/0 ((ts = )1 = (8 — )7 1) £ (s, y(s))ds

— 1t

/0 (T — ) f (s, y(s))ds

ﬁ(/ ((t2 = 5" (0 = 5" s, () s

+ t (tg—so‘ l}fsy |ds+ Ttl/o (T—s)o‘_1|f(s,y(s)){ds)

< %( /0 (= 9" — (1 — 5)*V)ds + / %ty — 5)1ds
t

IN

t1

= (=t T Nty — ¢ )
F(a+1)(2 1t (t2 1)

Quand t; — 15, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0, d’ou F(B,-) est
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équicontinu.

D’apreés les étapes 1-3 et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, F'(B,«) est relativement compact
pour tout borné B,-, c’est a dire I est complétement continu.

Par conséquent F': C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complétement continu.

Etape 4 : Maintenant il reste 4 montrer que I’ensemble

E={yeC(0,T],R) : y = AF(y) pour certains 0 < A < 1},

est borné.

Soit y € &, alors y = AF'(y) pour certains 0 < A < 1. Donc, pour tout ¢t € I on a

W0 = g [ =9 (o) s+ +

yT;yO a r(la)/o g _;) - f(s,y(s))ds| t.

On a, pour tout t € I

‘F%}A%—sf*ﬂawﬁﬂﬁ+%

e 11;”i?%f@mmwp

[E(y)(®)] =

_|_

T I'(a)

sfayéb—sWIV@yQM®+
+ |yo| + %|y:r — Yo

M [t M [T
< — _ a—1 o T _ a—1 .

¢ T -
TF(a)/O (T = )" [f(s,y(s))] ds

M [—(t-91" M [—(T-s)]"

S0 B K] el IR
Mt MTe

=F(a+1)+r(a+1)+|yo|+|yT—yo|

< 2V ol + yr — wol
< F(a+ 1) Yo Yyr — Yol

Donc

2MT* R
F)|loo < o gl = 2
1)l < Frgpgy + ol +lvr =l =

d’ott [|y]lee < R, ce qui montre que & est borné.

Comme une conséquence du théoréme du point fixe de Schaefer, on déduit que F

admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (3.1))—(3.2]). O
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3.1.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer I'utilité de nos principaux

résultats.

Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant

- e y(1)| _ N
Dy(t) = CETEATOlR tel=0,1,1<a<2, (3.8)
y(0) =yo, y(1) = u1. (3.9)
Posons .,
ft,z) = c v (t,x) € I x [0, 00[.

O+e(1+z)’
Soit x,y € [0,00[ et t € I. Alors on a

eft i Yy
1f(t,x) = f(t,y)] = O+e) |(1+z) (1+y)

e”'|lz —y
(9+e)(1+z)(1+y)

—t

e
< m|x—y|

< sle vl
=70 r—Yl
Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 7. On doit vérifier que la condition (B.6)) est

satisfaite pour des valeurs appropriée de a €|1,2] avec T = 1.

En effet
2k
[a+1)
Alors, d’aprés le Théoreme le probléme ({3.8)—(3.9) a une seule solution sur [0, 1] pour

les valeurs de « satisfaire ((3.10]).

<1l < I'(a+1)>2k=0,2. (3.10)

3.2 Problémes aux limites avec des conditions non lo-

cales

Dans cette section on présente quelques résultats d’existence et d’unicité des solution

du probléme aux limites non local suivant

“D(t) = f(t,y(t)), Vtel=[0,T],1<a<2, (3.11)
y(0) = g(y), y(T)=yr, (3.12)
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ot “D® est la dérivée fractionnaire de caputo, f : [0,7] x R — R une fonction continue,

et g : C([0,T],R) — R une fonction continue et yr € R .

3.2.1 Existence des solutions

Definition 3.2. Une fonctiony € C*([0,T],R) est dite solution du probleme (3.11)(3.12)
si elle satisfait I'équation “Dy(t) = f(t,y(t)) sur I et les conditions

y(0) = g(y), y(T')=yr.
Pour 'existence de solutions du probléme ([3.11))—(3.12)), nous avons besoin des lemmes
auxiliaires suivants.

Lemme 3.4. Soit 1 < a <2 et soit h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction

y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = ﬁ /0 (t—s)o‘_lh(s)ds—%m) /0 (T — $)*'h(s)ds

_ (% _ 1>g(y) + %yT, (3.13)

si, et seulement si y est une solution du probléme aux limites pour I’équation différentielle

fractionnaire

“DY(t) = h(t), YtelI=][0,T], (3.14)
y(0) = g(y), y(T) = yr. (3.15)

Preuve. D’aprés le Lemme [3.1| on a

y(t) =co+art + ﬁ/o (t —8)* 'h(s)ds.

Ils restent a trouver ¢q et ¢;. On a

et

1 T ol B
WD) =ur = al0) + T + s / (T — s)*h(s)ds = yr
= o= 7y(T) ~ oly) - T;@ / (T — 5 h(s)ds
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Par suite

1) = 0) + () = £00) = s [ (7= 9" h(s)ds

+.f?%5.j£(t——s)a_1h(syis
1 t a—1 _ t ! — s a—1 s)as
= m/0 (t —s)* "h(s)ds TF(Oz)/O (T = 5)*""h(s)d

- (% - 1) 9(y) + %yT- -

Théoréme 3.3. Supposons que :

(H1) 1l existe une constante k > 0 telle que

|f(t,u) — f(t,u)] < k|lu—1u|, pour tout t € [0,T] et tout u,u € R.

(H4) Il existe une constante k* > 0 telle que

lg(u) — g(@)| < k*|u — |, pour tout t € [0,T] et tout u,w € C([0,T],R).

1 .1(;

alors, le probléme non local (3.11)-(3.12) admet une solution unique sur [0,T].

Preuve. On transforme le probléme (3.11)—(3.12) en un probléme de point fixe. Consi-
dérons 'opérateur
F: C(0,T),R) > C(0,T], R),

définie par

F(y(t :—/ t— )" f(s,y(s ds——/ T —5)* 1 f(s,y(s))ds
(v(1) =9 pte)ds = s [0 = (o)
t t
- <T - 1)9(?/) + Ty
Il est clair, que les points fixes de 'opérateur F' sont les solutions du probléme ((3.11)—((3.12)).

Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction.

Soient z,y € C([0,T],R). Alors, pour tout t € I on a

F0 - F001 = | [0 9 (16006 = fls.ut6))as
t T ol
_TTWLA(T_Q (f(s,2(5)) = f(s,y(s))ds
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1 ' a—1
< g [ =97 s s) = ()

+ ﬁ /0 (T — )1 f(s,2(5)) — f(5,5(5))[ds + [g(x) — 9(0)]
ko[t a1
< T / (t = )7 o (s) — y(s)|ds
N %) / (T = 5)* Y (s) — y(s)|ds + |g(z) — g(y)]
k t a-1 —y(s)|ds
< W/ (t—s) SSE“S?%MS) y(s)|d
+ %/0 (T — s)o"lsz[qé?;]]:c(s) —y(s)|ds + |g(x) — g(y)|
< %/{) (t—s)*'ds
k|2 = ylloo

T
+ / T — ) s + k|2 — y]|so
= e =~ o

[e7

< klz =yl + 2L 2y
T — Y|l T — Y|oo-

= (ks 2T Y ey
- T(at 1)) Yl

En vertu de (3.16]), on déduire que F' est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach,
F admet un seul point fixe qui est une solution du probléme (3.11)—(3.12]). ]

Maintenant nous donnons un résultat d’existence basé sur le théoréme du point fixe
de Schaefer.

Théoréme 3.4. [2]
Supposons que :
(H2) la fonction f:[0,T] x R — R est continue.

(H3) 1l existe une constante M > 0 telle que

|f(t,u)] < M, pour tout t € [0,7] et tout u € R.

(H5) Il existe une constante My > 0 telle que
lg(y)| < M; pour tout y € C([0,T],R).

Alors, le probleme (3.11)—(3.12)) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve. On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F admet

un point fixe, la preuve sera donnée en quatre étapes.
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Etape 1 : I est continu.
Soit (y,) une suite convergente dans C([0,7],R) vers une limite y.

Pour tout ¢ € [0, 7]

L)/Ot(t — s)“*l(f(s,yn(s)) — f(say(5>))d8

I'a

[F(yn)(t) = F(y)(1)] = \
t T a—1
- / (T = 5)°7 (F(5,4a(s)) — f(5,y(s))ds

< ﬁ / (t— )7 sup | £(5,4a(s)) — [(5.5(s))|ds

s€[0,T]

1 (7 al
*@/0 (T = 5)*" sup | f(s,yn(s)) = f(5,(s))|ds

s€[0,7
+19(yn) — 9(y)|
o
< F( )Ilf( Yn () = FLy( D)o +
+ E*[yn — ylloo

< %nﬂ.,yﬂ(.» — FCO) oo + Kl — Yl

TOC
['(a+1)

Puisque f est continue, on obtient
1E() ~ Fy)lloo —— 0,

d’out la continuité de F'.

Etape 2 : F transforme un ensemble borné en un ensemble borné in C([0, T], R).

1 Coym()) =

FCy() oo

En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe une constante positive ¢

telle que, pour tout y € B, =y € C([0,T],R) : ||y|| < n*, ona ||[F(y)|| < <.
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On a, pour tout ¢ € [0, T

FOOI= 5 [ €= 9 sno)is = i [ =9 atoas

(L -1)g) + 2y
(7= 1)9t) + 7

1 ! a—1 L g — 8 a—1 S S S
W/O(t—s) |f(s,y(s))|ds + /0 (T =) f(s,y(s))|d

=T ['(a)
+ 19| + lyr|
< %/Ot(t—s)o‘_lder%/OT(T—S)Q_ldS*FMl‘FWT’
0 aqt i nelT
:F](\i> { <tOé . }o—’_rj(\/o[‘) [ (TO‘ : }o A ol
= r(ﬁﬁ ) *r(j\ﬁ DR
SFQ(aM—fiﬁMlHyTl =L

Etape 3 : F transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinue de C([0, 7], R).

Soient t1,ts € [0,T7], t1 < ty et soit y € B,,. Alors

F(y)(ts) — F(y)(h)] = \ﬁ / [t — ) — (81 — )V f (s, y(s))ds
1 t2 ol
+ / (2 — ) (s, y(s))ds
ty—t; [T a1
+ [ = s aeas
+t2;tlg(y) + 252;tlyT
1 h a—1 a—1
< g [ 2= 9 = (0 = 9 sl
1 2 a—1
e / (t2 — )£ (s, y(s))]ds
to—t1 [T a1
e [ =9 s las
T ;tl ()| + 2 ; "yl
M h a—1 a—1
Sm i [(ta —5)*" — (t1 —5)" ]ds
M [ a1 ty — 11 _ 901
+ g, o s+ M [
to — to — 11




3.2. Problémes aux limites avec des conditions non locales 43

< ——— [t — 1)+ t§ — 7]+ =——=(t2 — t1)°
_F<Oé+1>[ (2 1) _'_ 2 1]+F<Oé+1>(2 1)
tQ_tl tg—tl t2_t1
M ——=T" M
Ml T Mt Tl

[e7

M a g
~Tarpl—i+ (F(a)

to —
+ M, + ’ny> %

Quand t; — t9, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.

En conséquence des étapes 1 a 3 ainsi le théoréme d’Ascoli-Arzéla nous pouvons

conclure que F' est complétement continu.

Etape 4 : Il reste & montrer que I’ensemble
E={yeC(0,T],R) : y = AF(y) pour certains 0 < A\ < 1},

est borné.

Soit y € &, alors y = AF'(y) pour certains 0 < A\ < 1. Donc, pour tout ¢ € [0,7] on a

A ot th 7T ot
F0) = o [ =97 He(o)ds = s [T =9 s y(s))as
~A(7~ 1) al) + Ay
Donc
At ot th [T ot
PO = [ [ 0= 9 santonas = s [ =9t aoas
A= D) ol) + A
At aet th [T ool
< g [ =9 D + s [T =9 sl
+ A (= D)lgw)| + Arslyel
M [ ot M7 ot
Sm/o(t—5> dS—i-m/o (T—S) dS+M1+|yT|
__M t* + M T + My + |yr|.

I'a+1) ['(a+1)

Donc, pour tout t€ [0,7], on a

2MT

[E (Y]l < Flat1)

+ Ml + |yT‘ = R7
d’ott F||y|lec < R, ce qui montre que & est borné.

Comme une conséquence du théoréme du point fixe de Schaefer, on déduit que F
admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (3.11))—(3.12)). O
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3.2.2 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer I'utilité de nos principaux

résultats. Considérons le probléme fractionnaire aux limites suivant

e 'y(®)|

Cno
D%y(t) = , teJ=0,1,1<a<?2 3.17
W= Greni+ oD 01 (347
y(0) =) ey(ts), (1) =0, (3.18)
i=1
tel que 0 <t <ty <---<t, <1 ¢;i=1---nsont des constantes positives données
avec
C; —-.
5
=1
Soit
eft
ft,z) = (t,x) € J x [0,00],

9+e)(1+x)

g(y) = Z ciy(ts).

Pour tout z,y € [0,00[ et t € J on a

eft

|f<t7$)_f<tvy)‘_(9+et> 1+ 2 1_|_y‘
B et —y
S 9+e)(1+2)(1+y)
et
~oren Y
1
gﬁ\x—y\.

1
D’ou la condition (H1) est vérifiée avec k = 0 De plus

l9(z) — g(y)| < Zci!x —yl,

n

d’ou (H4) est satisfaite avec k* =", ¢;.
On doit voir que la condition (3.17)) est satisfaite avec T'= 1. En effet

2kT 1 =
— k== <1 < T 1) > 1,
Tlat1) | 5r(a+1)+;C (a+1)

qui est satisfait pour tout « €]1,2]. Alors, du Théoréme le probleme (3.18])-(3.18)) a

une solution unique sur [0, 1].
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3.3 Problémes aux limites avec des conditions intégrales

Cette section est consacrée a l’étude de l'existence et 'unicité des solutions d’un pro-
bléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des condi-

tions intégrales de la forme suivante :

Dy(t) = f(t,y(t)), Vtel=[0,T], a€]l,2], (3.19)

y(0) = / y(s)ds, y(T) = yr, (3.20)

ou D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : I X R — R est une fonction

donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard et p € R*.

Nous consacrons la premiére section a ’existence des solutions du probléme (3.19))—(i3.20))
qui est basé sur le théoréeme du point fixe de Banach et la deuxiéme section sera réservée

a des exemples illustrant ’applicabilité des conditions imposées.

Les résultats de ce chapitre s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar |...].

3.3.1 Existence des solutions

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution

du probléme (3.19)—(3.20)).

Definition 3.3. Une fonction y € C(I,R) est dite une solution de (3.19)-(3.20]) si elle
satisfait I’équation Dy(t) = f(t,y(t)) sur I, et les conditions

Lemme 3.5. [4]
Soit 1 < a < 2 et soit h € C(I,R) une fonction donnée. Alors le probléme aux limites

Dy(t) = h(t), tel, (3.21)

y(0) = / y(s)ds, y(T) = yr, (3.22)

admet une solution unique donnée par

o) = [ Gteomisias+ (1= 1) [ s+ Lo (3.23)

ot G(-,-) est la fonction de Green donnée par

(t—s)>t T —s)>! ,
) T@ T si0ssst
(t,s) = (3.24)

tH(T — s)1 '
B S t<s<T.
o) si S
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Preuve. D’aprés le Lemme[3.1] on peut réduire le probléme (3.21)—(3.22)) en une équation
intégrale équivalente

1

W0 = /0 (t — )% h(s)ds + co + ert.

Pour déterminer les constantes ¢y et ¢; on utilise les conditions aux limites ((3.22)).

R R

et

1 T ol T B
WD) = = o / (T — 5)* " h(s)ds + / y(s)ds + T = yr

1 ' a-1 1t Yyr
= o= =g [ =9 s — 7 [ s+ 2

Donc la solution unique de (3.21)—(3.22]) est donnée par
1 t . T t T .
t)y=—— [ (t—9)*""h(s)d ds — —— T —s)* 'h(s)d
W= g5 =) <>s+/0 s = i [T =) ds

= —/ ds—|—
a—1 1 r a—1
:m/o(t—s) hs) TF(a)/o (T — 5)°="h(s)ds
(1= 3) [ s+ Lt

— /OT G(t,s)h(s)ds + (1 — %) /OTy(s)ds + %y(t)- U

Remarque 3.1. La fonction
t— / (t,s)h(s)|ds,

est continue sur I et est donc bornée.

T
G:sup{/ |G(t, s)|ds, tEI}.
0

Notre premier résultat est basé sur le théoréme du point fixe de Banach.

Soit

Théoréme 3.5. [4]
Supposons que

(H1) Il existe un k > 0, tel que

\f(t,u) — f(t,v)| < klu—v|, pour tout t € I, et u,v € R.
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Si
kG < 1, (3.25)

alors, il existe une solution unique pour le probléme auz limites (3.19)—(3.20]).

Preuve. Considérons l'opérateur F' : C'(I,R) — C(I,R) défini par

F@w>=A Gt 5) (5. y(s))ds.

ot G(-,-) est la fonction de Green donnée par (3.24]).

D’aprés le Lemme les points fixes de 'opérateur F' sont les solutions du problémes
(B-19)(3-20).

On doit montrer que F' est une contraction. Soit x,y € C'(I,R) alors, pour tout ¢t € [

IFQQD—F®®N—14<%t$U®w®D—f@w@DMs
<AIG@QMUQJQD—N&M$WB
<A|G@@W@@—y@mS
<k G(t,s)| sup |x(s) — y(s)|ds
<k [ 160,91 sup 1a(s) ~ y(s)
<wx—mm410m®m8
< k0|2 -yl

Donc
IF(@) — F()lle < Ll — yll .
ou L = k:é < 1. D’ou F' est une contraction. ]

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoréme du point fixe de
Schauder.

Théoréme 3.6. [4]
Supposons que

(C1) La fonction f: 1 xR € R est continue,

(C2) Ils existent p € C(I x RY) et 1) : [0,00[— [0,00] continues et non décroissantes
telles que
lf(t,u)| < p(t)(|u|), pour toutt € I et u € R,
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(C3) I existe une constante M > 0 telle que

L,\ > 1, (3.26)
prp(M)G
ot p* = sup{p(s),s € I}.
Alors, le probleme f admet au moins une solution.
Preuve. Soit
D={yeC(R), [yl < M},

ot M est la constante donnée par (C3).

D est un sous-ensemble fermé et convexe de C(I,R). Nous allons montrer que F

satisfait les conditions du théoréeme du point fixe de Schauder.
Etape 1 : I est continu.

Soit {y,} une suite telle que y,, — y dans C'(I,R). Alors, pour tout ¢ € [

F (1)) — Fy(1))] = / G(t, ) (f (5, 1(5)) — F(5.u(5)))ds

< / G(t,5)] - |f (5, 9n(s)) — F(5,(5))|ds

< / (Gt 5). sup |£(5,9a(5)) — f(s5,5(s))[ds

s€[0,T]

Puisque f est continue, le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique
que

| F(yn) — F(y)|loe = 0 quand n — oo.
Etape 2 : F(D) est un ensemble borné de C(I,R).

Soit y € D ; alors pour chaque t € I, C(2) implique

Fy(t))] = / G(t, 5)f (s, y(s))ds

< / G(L5)] - (5 5(s))|ds
< / G(t, 5)].o(s)e(ly(s))ds

< / G(t,5)]. sup p(s)e(|y(s)|)ds

s€[0,T]
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T
oo G(t, s)|ds.
wNMI)AI (t,5)/ds
Donc

IF(y)lloo < p*(M)G = ¢.
Etape 3 : F(D) est un ensemble équicontinue de C'(I,R).

Soient y € D, t1,t5 € I;t; < ty. Alors

IF(y(tz))—F(y(tl))IZ/O (G(t2,5) = G(t1,9)) f(s,y(s))ds

/ Glts,s) — Gltr, )| - 1/ (s, y(s))lds
/ Glta, s) — Gt 5)|-p(s)ly(s)])ds

L/“|c¥t2, Gltr, 3)| sup p(s)d(Jy(s)ds

s€[0,7

<ﬁwNM%)A\G@% Gltr, 5)|ds.

Quand t; — to Le membre droit de 'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par le théo-

réme d’Ascoli-Arzéla, F(D) est relativement compact pour tout borné de D. Alors F' est

complétement continu.
Etape 4 : F(D) est un sous ensemble de D.

Soit y € D. On va montrer que F(y) € D. Pour chaque t € [ on a

|F@@n=(4 Gt 5)f (5, y(s))ds

<A|Gm@wuww@mw
<A G(t, 5| p(s)([y(s) )ds

<A|G@$memﬁwwwm¢

s€[0,T

¢mmuyé|amgm&

Alors
[ EW)]loe < p"U([[Yllo0)G

Par (8.26) on a [|F(y)l < M.

Par suite, on déduit que F' admet un point fixe qui est une solution du probléme aux

limites (8-19)-(320).

O
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3.3.2 Exemple

Considérons le probléme aux limites

Dy(t) = f(t,y(t)), t € I =[0,1], o €]1,2], (3.27)
y(0) = / y(s)ds, (1) =y, (3.25)
FEyl) = — . (t.2) € Ix]0, +00]

10(1 + €t)

Soit z,y € [0, +oc[ et t € [. On a

—t

F(t2) = F(6.9)] = o=l < gglo =l

€
10(1 + ¢t

Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 5.
D’aprés (3.24) G est donnée par

(t—s)>t (1 —s)!

— , si0<s<t,
oty =1 T Ha) (3.29)

S sit<s<l

Donc
/01 G, 9)lds = /Ot|G(t7 s)|ds+/t1 G(t, 5)|ds
:/Ot ds—i—/t1 _
<[ (S e [
(R e ]

te t(1—t)* t t(1— )"

T T(a+1) T(a+1) Tla+1) T(a+1)

a—1

(t —s)*? 1= s)et t(1—s

[(«) ['«)

3
2le

Par suite
Ge | N 12
ST(a+1) T(a+1) T(a+1)

Alors la condition (3.25)) est satisfaite car Gk <1 pour tout « €]1,2]. Alors d’apreés le
Théoréme , le probléme (3.27)—(3.28)) admet une unique solution sur [0, 1].
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